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Предисловие

В данной монографии излагается релятивистская теория гра­
витации (РТГ). Она является альтернативой общей теории от­
носительности (ОТО). Ее содержание основано на исследова­
ниях [2-6; 8-13; 31; 34-38; 46]. Подробные ссылки на ранние 
работы приведены в монографии [10], написанной совмест­
но с проф. М. А. Мествиришвили и изданной в 1989 г. Дан­
ная монография по сравнению с [45] включает исследования, 
опубликованные в статьях [31; 46; 47], она подводит некото­
рые итоги и вносит уточнения. Поскольку монография созда­
валась, в основном, путем объединения статей, в ней неизбеж­
но возникли повторения по некоторым вопросам.

При изложении, как правило, используется система еди­
ниц, в которой G = с = h =  1. Однако в окончательных выра­
жениях восстанавливается зависимость от постоянных G , с, h. 
В книге индексные греческие буквы принимают значения 
0,1,2,3, тогда как латинские буквы -  1,2,3.

В разделе 16 излагаются элементы тензорного анализа и 
римановой геометрии.

В основе РТГ лежит гипотеза о том, что гравитационное 
поле, как и все другие физические поля, развивается в про­
странстве Минковского, а его источником является сохраня­
ющийся тензор энергии-импульса материи, включая и само 
гравитационное поле. Такой подход позволяет однозначно по­
строить теорию гравитационного поля как калибровочную те­
орию. При этом благодаря универсальности гравитации и тен­
зорному характеру гравитационного поля с необходимостью 
возникает эффективное полевое риманово пространство.

В ОТО пространство предполагается римановым из-за на­
личия вещества, а поэтому гравитация рассматривается как 
следствие искривленности пространства-времени.

В РТГ гравитационное поле обладает спинами 2 и 0 и явля­
ется физическим полем в духе Фарадея-Максвелла, а поэтому 
возможна локализация гравитационной энергии. В ОТО лока­
лизация гравитационной энергии невозможна [48].



Полевой подход к гравитации с необходимостью потребо­
вал введения массы покоя гравитона. Полная система уравне­
ний РТГ непосредственно следует из принципа наименьшего 
действия. Поскольку все физические поля развиваются в про­
странстве Минковского, в РТГ строго выполняются фунда­
ментальные физические принципы -  интегральные законы со­
хранения энергии-импульса и момента количества движения.

Ускорение, в отличие от ОТО, имеет абсолютный смысл. 
Это означает, что в РТГ сохранено понятие инерциальной си­
стемы координат.

Силы инерции и силы гравитации разделены, и они имеют 
разную природу.

Теория однозначно объясняет результаты всех гравита­
ционных эффектов в Солнечной системе.

Согласно ОТО гравитационное поле обладает свойством: 
замедлять ход времени. Однако, теория не дает ограничение 
на процесс замедления.

В РТГ наиболее полно раскрылось свойство гравитацион­
ного поля: своим действием не только замедлить ход времени, 
но и остановить процесс замедления времени, а следователь­
но, и процесс сжатия вещества. Открылось новое свойство: 
“самоограничение поля ”, которое играет важную роль в эво­
люции Вселенной.

При анализе развития однородной и изотропной Вселен­
ной РТГ приводит к выводу, что Вселенная бесконечна и она 
“плоская”. Ее развитие идет циклически от некоторой макси­
мальной плотности до минимальной и т. д.

Таким образом, никакого Большого точечного взрыва в про­
шлом не было, а было состояние с большой плотностью и вы­
сокой температурой в каждой точке пространства.

Согласно РТГ, так называемое космологическое “расшире­
ние” Вселенной, наблюдаемое по красному смещению, объ­
ясняется изменением гравитационного поля во времени, а не 
относительным движением -  разбеганием галактик, которо­
го нет. Вещество во Вселенной находилось в состоянии по­
коя относительно инерциальной системы координат. Пеку-



лярные скорости галактик относительно инерциальнои си­
стемы возникли из-за некоторой структуры неоднородности 
распределения вещества в период, когда Вселенная стала про­
зрачной.

Из РТГ следует, что Вселенная “плоская” и в ней существу­
ет помимо наблюдаемой массы также большая скрытая масса 
“темной” материи.

Такой вывод из РТГ был сделан в 1984 г. в статье [3], он 
был получен из теории без гипотезы об инфляции.

В связи с данными, полученными из наблюдений, свиде­
тельствующих об ускоренном “расширении” Вселенной, в те­
ории возникла необходимость использовать, следуя В. Л. Ка­
лашникову [52], уравнение состояния “квинтэссенции”, чтобы 
объяснить это явление.

Согласно РТГ, из-за эффекта “самоограничения ” гравита­
ционного поля “черные дыры” невозможны: коллапсирующая 
звезда не может уйти под свой гравитационный радиус.

Объекты больших масс могут существовать, и они харак­
теризуются не только массой и распределением плотности ве­
щества, но и другими физическими свойствами.
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ришвили за совместные работы, которые излагаются в моно­
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В основу развиваемой релятивистской теории гравитации по­
ложена псевдоевклидова геометрия пространства-времени, 
справедливая для всех физических полей, в том числе и для 
гравитационного. Таким образом, теория строится в рамках 
специальной теории относительности (СТО). Гравитацион­
ное поле рассматривается как физическое поле в духе Фарадея- 
Максвелла. Пространство Минковского нельзя считать апри­
орно существующим, поскольку оно отражает свойства мате­
рии, следовательно, оно неотделимо от нее. Хотя формально, 
именно в силу независимости структуры пространства от ви­
да материи, оно иногда рассматривается абстрактно в отрыве 
от материи. В галилеевых координатах инерциальной систе­
мы интервал, характеризующий структуру псевдоевклидовой 
геометрии пространства-времени, и впервые открытый Анри 
Пуанкаре, имеет ви д1

do2 =  (dx°)2 — (dx1)2 — (dx2)2 — (dx3)2. (1.1)

Здесь dx” -  дифференциалы координат. Интервал является ин­
вариантом, а поэтому он справедлив как в инерциальных, так и 
в неинерциальных системах. Однако, такой, казалось бы, впол­
не очевидный вывод долгое время не был сделан по причине 
непонимания главного, что СТО и есть геометрия простран­
ства-времени, определяемая интервалом (1.1)

Даже такой крупный физик как Л. И. Мандельштам писал: 
"... Как идут ускоренно движущиеся часы и почему их ход ме­
няется, на это специальная теория относительности отве­
тить не может, ибо она вообще не занимается вопросом об 
ускоренно движущихся системах отсчета [17].

Такие неправильные утверждения [см., например, 27, 19, 
20, 30] можно объяснить тем, что пространство Минковско­
го рассматривалось не как открытие геометрии пространства- 
времени, а как якобы некоторая удобная геометрическая

1 Poincaré H. // Sur la dynamique de l’électron. Rendiconti del Circolo
Matematico di Palermo. 1906. Vol. XXL P. 129.



интерпретация СТО в галилеевых координатах инерциальной 
системы. Это произошло из-за того, что на передний план бы­
ли выдвинуты такие ограниченные понятия, как: постоянство 
скорости света, синхронизация часов. Именно с этими част­
ными понятиями долго и отождествляли СТО. Но в неинерци­
альной системе координат, в принципе, нельзя говорить о син­
хронизации часов и постоянстве скорости света [7]. Все это 
существенно ограничило рамки понимания теории и за част­
ностями скрыло главное, что СТО -  это есть псевдоевклидова 
геометрия пространства-времени.

Таким образом, специальная теория относительности -  
это есть псевдоевклидова геометрия пространства-времени, 
в которой протекают все физические процессы. Но именно 
отсюда и следует, что в ней (геометрии) можно пользовать­
ся любыми координатами как инерциальными (галилеевыми), 
так и неинерциальными. При переходе к новым координатам 
от инерциальных галилеевых координат, как впрочем и от дру­
гих, необходимо, чтобы осуществлялось взаимно однозначное 
отображение, т. е. имел место диффеоморфизм.

В произвольной системе координат интервал принимает 
форму

da2 =  'illv{x)dxtldxu ,

1иЛх ) ~ метрический тензор пространства Минковского.
В общей форме тензор выражается через четыре неза­

висимые функции f v(x), которые осуществляют связь с гали­
леевыми координатами, и имеет вид

i/=0

Из представления, что специальная теория относительно­
сти справедлива только в инерциальных системах координат, 
Эйнштейн и пришел к выводу, что "в рамках специальной те­
ории относительности нет места для удовлетворительной 
теории тяготения”2.

2Эйнштейн А. Собр. науч. трудов. М.: Наука, 1967. T. IV, ст. 76. С. 282.



Но РТГ построена именно в рамках специальной теории 
относительности, как теории пространства-времени.

Свободное движение пробного тела в произвольной систе­
ме координат происходит по геодезической линии простран­
ства Минковского:

DUV
da

dUv
da

+ 7vaPUaUp = 0 ,

где Uv — dx^/da, 1ав(х ) ~ символы Кристоффеля, определя­
емые выражением

1а/з(х) = -^Ya(dal0* +  dpi", -  daJap) .

В 1921 г. в статье “Геометрия и опыт” Эйнштейн писал: 
.. Вопрос о том, имеет этот континуум евклидову, римано- 

ву или какую-либо другую структуру, является вопросом фи­
зическим, ответ на который должен дать опыт, а не вопро­
сом соглашения о выборе на основе простой целесообразно­
сти ... ”3 Это, конечно, правильно. Но при этом сразу возни­
кает вопрос: какой опыт? Опытных фактов может быть доста­
точно много. Так, например, изучая движение света и проб­
ных тел, можно, в принципе, однозначно установить геоме­
трию пространства-времени. Необходимо ли ее и положить 
в основу физической теории? На первый взгляд, на этот во­
прос можно ответить утвердительно. И, казалось бы, вопрос 
исчерпан. Именно по этому пути и пошел Эйнштейн при по­
строении ОТО. Пробные тела и свет движутся по геодезиче­
ским линиям риманова пространства-времени. Риманово про­
странство он и положил в основу теории. Однако ситуация в 
действительности гораздо сложнее. Все виды материи подчи­
няются законам сохранения энергии-импульса и момента ко­
личества движения. Эти законы, возникшие путем обобщения 
многочисленных опытных данных, характеризуют общие ди­
намические свойства всех форм материи, вводя универсаль­
ные характеристики, которые позволяют количественно опи­
сать превращение одних форм материи в другие. Ведь все это 3

3Эйнштейн А. Собр. науч. трудов. М.: Наука, 1966. T. II, ст. 61. С. 87.



тоже опытные данные, ставшие фундаментальными физиче­
скими принципами. Как быть с ними? Если следовать Эйн­
штейну и положить в основу риманову геометрию, тогда от 
них следует отказаться. Однако, более естественно сохранить 
их для всех физических полей, в том числе и для гравитаци­
онного. Но в этом случае в основу теории необходимо поло­
жить пространство Минковского, т. е. псевдоевклидову геоме­
трию пространства-времени. Этот путь мы и избрали, следуя 
Пуанкаре. Фундаментальные принципы физики, отражающие 
многочисленные опытные факты, указывают нам, какую гео­
метрию пространства-времени необходимо положить в осно­
ву теории гравитации.

Таким образом, действительно вопрос о структуре геоме­
трии пространства-времени является вопросом физическим, 
ответ на который должен дать опыт, только с нашей точки зре­
ния структура геометрии пространства-времени определяется 
не частными опытными данными о движении пробных тел и 
света, а фундаментальными физическими принципами, опи­
рающимися на всю совокупность опытных фактов. Именно 
в этом пункте наши исходные посылки построения теории 
гравитации совершенно отличаются от представлений, ко­
торые Эйнштейн положил в основу ОТО. Но они находятся 
в полном соответствии с представлениями Пуанкаре. В осно­
ву теории гравитации мы положили псевдоевклидову геоме­
трию, а следовательно, в противоположность ОТО, сохранили 
закон инерции и как следствие, понятие -  инерциальные си­
стемы координат, но это отнюдь не означает, что и эффектив­
ное пространство также будет псевдоевклидовым. Под дей­
ствием гравитационного поля можно ожидать, что эффектив­
ное пространство будет уже другим. Этот вопрос мы подроб­
но рассмотрим в следующем разделе. Метрика пространства 
Минковского позволяет ввести понятия эталонной длины и 
промежутка времени при отсутствии гравитационного поля.

Полевой подход к гравитации, которому мы следуем, имеет 
долгую историю. Еще Пуанкаре в работах 1905-1906 гг. рас­
сматривал гравитационное поле как физическое поле в



рамках специальной теории относительности. Гораздо позд­
нее в 1960-х годах В. Тирринг4 и Р. Фейнман5 также развива­
ли этот подход, но пришли к тем же уравнениям общей теории 
относительности Эйнштейна, и следовательно, к тем же физи­
ческим следствиям.

Так, например, Тирринг писал: “Таким образом, подход, 
полученный из принципов лоренц-инвариантных теорий, при­
водит автоматически к таким же концепциям и следствиям, 
как и теория Эйнштейна ”.

Сформировалось мнение, что полевой подход ничего но­
вого, кроме интерпретации, дать не может. Однако, оказалось, 
что это далеко не так. Ряд принципиальных моментов не был 
учтен. Именно полевой подход с необходимостью приводит к 
другой системе гравитационных уравнений, которая отлична 
от уравнений Гильберта-Эйнштейна, а следовательно, и при­
водит в ряде важных случаев к кардинально другим физиче­
ским выводам. Полевой подход с необходимостью требует вве­
дения массы покоя гравитона. Масса покоя гравитона является 
необходимым элементом полевой теории гравитации.

4 Thirring W. E. // Ann. Phys. 1961. P. 96-117.
5 Фейнман P. Ф., Мориниго Ф. Б., Вагнер У Г. Фейнмановские лекции по 

гравитации. М.: Янус-К, 2000. С. 130.



Благодаря наличию в пространстве Минковского группы дви­
жения Пуанкаре, для любой замкнутой физической системы 
существуют десять интегралов движения, т. е. имеют место за­
коны сохранения энергии-импульса и момента количества дви­
жения. Любое физическое поле в пространстве Минковско­
го характеризуется плотностью тензора энергии-импульса t'w, 
являющейся общей универсальной характеристикой для всех 
форм материи, которая удовлетворяет закону сохранения как 
локальному, так и интегральному. В произвольной системе ко­
ординат локальный закон сохранения записывается в форме

=  d j r  +  7a0taff = о .

Здесь -  суммарная сохраняющаяся плотность тензора энер­
гии-импульса всех полей материи; D м -  ковариантная произ­
водная в пространстве Минковского. Мы здесь и в дальней­
шем всегда будем иметь дело с плотностями скалярных и тен­
зорных величин, определяемых по правилу

Ф = , Ф^ =  V '-t T 1'. 7 =  det(7M„ ) .

Введение плотностей обусловлено тем, что в произвольных 
координатах инвариантный элемент объема в пространстве 
Минковского определяется выражением

\ / ~ 7 С?4х ,

а инвариантный элемент объема в римановом пространстве -  
выражением

V ^ ^ x ,  g = det( д ^ ) .

Поэтому принцип наименьшего действия имеет вид

6S = 6 J  Ь<?х = 0 ,

где L -  скалярная плотность лагранжиана материи.
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При получении уравнений Эйлера с помощью принципа 
наименьшего действия мы будем автоматически иметь дело с 
вариацией именно плотности лагранжиана. Плотность тензо­
ра энергии-импульса согласно Гильберту, выражается че­
рез скалярную плотность лагранжиана L  следующим образом:

(2.1)

где
ÔL __ dL  /  дЬ \  

h  pu а V ) ’ 7м
djpu
д х °

В силу универсальности гравитации естественно выдви­
нуть гипотезу, что источником гравитационного поля явля­
ется сохраняющаяся плотность тензора энергии-импульса 
всех полей материи t^v. Далее мы воспользуемся аналогией 
с электродинамикой, в которой источником электромагнитно­
го поля является сохраняющаяся плотность векторного тока, 
а само поле описывается плотностью векторного потенциала
Âv:

A v = (Ф, А') .

Уравнения электродинамики Максвелла в отсутствии гра­
витации в произвольных координатах имеют вид

1aPDaDpÂ v +  м2Л" =  4тг/,

DVA U = 0 .

Мы для общности ввели параметр р, который в системе еди­
ниц h — с =  1 является массой покоя фотона.

Поскольку источником гравитационного поля мы объяви­
ли сохраняющуюся плотность тензора энергии-импульса t 
то естественно считать гравитационное поле тензорным и опи­
сывать его плотностью симметрического тензора ф

фГ =



Следует отметить, что именно Эйнштейн открыл тен­
зорный характер гравитационного поля, когда связал его с ме­
трикой риманова пространства.

В полной аналогии с электродинамикой Максвелла урав­
нения гравитационного поля можно записать в виде

Здесь т  =  (m gc)/h , т 9 -  масса покоя гравитона, А -  некото­
рая постоянная, которая, исходя из принципа соответствия с 
законом тяготения Ньютона, должна быть равна 167г. Мы вве­
ли понятие массы покоя гравитона, а поэтому и вошла в гра­
витацию постоянная Планка h. Но в формулах h всегда будет 
содержаться в комбинациях, образуя величину т. Уравнение
(2.3) исключает спины 1 и 0', оставляя поляризационные свой­
ства поля, соответствующие только спинам 2 и 0.

Ранее в [3] уравнения (2.3) мы вводили как дополнитель­
ные к уравнениям Гильберта-Эйнштейна. Так возникла пол­
ная общековариантная система уравнений. Уравнения (2.3) вво­
дились нами из физических соображений, чтобы гравитацион­
ное поле обладало только спинами 2 и 0. Фактически, на этом 
этапе, мы исходя из специальной теории относительности и 
полевого подхода, придали уравнениям гравитации В. А. Фо­
ка универсальный общековариантный характер. Заметим, что 
введение уравнений (2.3) сразу выводит за рамки ОТО, по­
скольку появляется пространство Минковского, а следователь­
но, и новые инварианты, например, инвариант gfLV̂ v, который 
для решения Шварцшильда имеет сингулярность, неустрани­
мую координатными преобразованиями. Однако, система урав­
нений в [3] имела существенный недостаток; она не следовала 
из принципа наименьшего действия и к тому же не исключа­
ла полностью зависимость физических величин от калибров­
ки поля.

Теперь уравнения (2.3) естественно возникают из-за нали­
чия массы покоя гравитона и закона сохранения в простран­
стве Минковского источника гравитационного поля -  тензора

i ^ D a D ^ r  +  т 24 Г  =  At"*'

Dj>»v =  0 .

(2.2)
(2.3)



энергии-импульса всех полей материи, включая и гравитаци­
онное поле. Все это сделало полевой подход логически после­
довательным, и более того, он с необходимостью привел к вве­
дению массы покоя гравитона.

Это и позволило перейти от системы уравнений [3] к систе­
ме гравитационных уравнений (5.19) и (5.20), следующей из 
принципа наименьшего действия. Но об этом подробно позд­
нее.

Плотность тензора энергии-импульса материи t^v состоит 
из плотности тензора энергии-импульса гравитационного по­
ля и плотности тензора энергии-импульса вещества t 
Под веществом мы подразумеваем все поля материи, за ис­
ключением гравитационного поля:

=  ф  + С  •

Взаимодействие гравитационного поля с веществом учитыва­
ется в плотности тензора энергии-импульса вещества t

Эйнштейн еще в 1913 г. писал, что “тензор гравитаци­
онного поля дцу является источником поля наравне с тензо­
ром материальных систем 0 ^ .  Исключительное положение 
энергии гравитационного поля по сравнению со всеми други­
ми видами энергии привело бы к недопустимым последстви­
я м ” [28]. Именно эта идея Эйнштейна и положена в основу 
построения релятивистской теории гравитации. При постро­
ении общей теории относительности Эйнштейну не удалось 
ее реализовать, поскольку вместо тензора энергии-импульса 
гравитационного поля в ОТО возник псевдотензор гравитаци­
онного поля. Все это произошло из-за того, что Эйнштейн не 
рассматривал гравитационное поле как физическое поле (ти­
па Фарадея-Максвелла) в пространстве Минковского. Именно 
поэтому в уравнениях ОТО не содержится метрика простран­
ства Минковского.

Из уравнений (2.2) следует, что они будут нелинейными и 
для собственно гравитационного поля, поскольку плотность 
тензора является источником гравитационного поля.



Уравнения (2.2), (2.3), которые мы формально по аналогии 
с электродинамикой объявили уравнениями гравитации, нам 
необходимо получить, основываясь на принципе наименьшего 
действия, ибо только в этом случае мы будем иметь явное 
выражение для плотности тензора энергии-импульса грави­
тационного поля и полей вещества. Но для этого необходимо 
построить плотность лагранжиана вещества и гравитационно­
го поля. При этом чрезвычайно важно это построение осуще­
ствить исходя из общих положений. Только в этом случае мож­
но говорить о теории гравитации. Исходную скалярную плот­
ность лагранжиана материи можно записать в виде

L = L g { < j r )  +  L M(ъ » , Ф Ф а ) ,

здесь L g -  плотность лагранжиана гравитационного поля; 
Ьм -  плотность лагранжиана полей вещества; фл -  поля 
вещества.

Уравнения для гравитационного поля и полей вещества, 
согласно принципу наименьшего действия, имеют вид

оIIà
^

 
=*• (2.4)

SLM
бфА ~  '

(2.5)

Уравнения (2.4) отличаются от выражений (2.2) прежде все­
го тем, что в них вариационная производная от плотности ла­
гранжиана берется по полю ф111', тогда как в правой части урав­
нения (2.2), согласно определению (2.1), входит вариационная 
производная от плотности лагранжиана по метрике 7^ .

Для того чтобы для любой формы материи уравнения (2.4) 
сводились к уравнениям (2.2), следует предположить, что тен­
зорная плотность всегда входит в плотность лагранжиана 
совместно с тензорной плотностью 7м" через некоторую еди­
ную плотность g в форме



Так возникает эффективноериманово пространство с ме­
трикой д^ (х ) .  Поскольку гравитационное поле ф^(х) ,  как и 
все другие физические поля в пространстве Минковского, опи­
сывается в одной системе координат, то из выражения (2.6) 
очевидно, что величина д ^ (х )  также полностью определяет­
ся в одной системе координат.

В ОТО в галилеевых координатах такое гравитационное 
поле ф ^(х)  рассматривалось в работе [49]. Здесь оно есте­
ственно возникает (см. Приложение Е). Для описания эффек­
тивного риманова пространства, возникающего из-за действия 
гравитационного поля, не нужен атлас карт, который обычно 
необходим для описания риманова пространства общего вида. 
Это означает, что наше эффективное риманово простран­
ство имеет простую топологию. В ОТО в общем случае то­
пология непростая. Именно поэтому ОТО в принципе не мо­
жет быть построена на основе представлений о гравитации 
как о физическом гравитационном поле в пространстве Мин­
ковского.

Если учесть условие (2.6), плотность лагранжиана L  при­
нимает вид

L = Lgi^u ,  g*1') + g фА) .

Следует подчеркнуть, что условие (2.6) позволяет вариаци­
онную производную по ф заменить вариационной производ­
ной по g а вариационную производную по 7М„ выразить че­
рез вариационную производную по g и вариационную про­
изводную по 7М1/, явно входящую в плотность лагранжиана L. 
Действительно, используя (2.4) и (2.6), получим

ÔL _  5L_
Зф^ б д ^ (2.7)

5L _  £*L j ^ d g ^  _  FL_
+  àga0 '

Вывод последней формулы подробно изложен в приложении 
А (А. 17). Звездочкой в (2.8) обозначена вариационная произ­



водная от плотности лагранжиана по явно входящей в L  ме­
трике 7М1/. Согласно (2.1) и (2.8) имеем

1 Г  =  - 2 - f - ^  . (2 .9)
^Т/и/

Сравнивая уравнение (2.9) с уравнением (2.2), находим уело 
вие

_ 2 | г  =  Т<Ь b Q0D^ D0 ^ U +  т 24Г]  . (2.10)

которое в случае его выполнения обеспечивает возможность 
получения уравнений гравитационного поля (2.2) и (2.3), осно­
вываясь на принципе наименьшего действия. Поскольку в пра­
вую часть (2.10) не входят поля вещества, то это означает, что 
вариация плотности лагранжиана вещества Ьм  по явно входя­
щей метрике 7^  должна быть равна нулю. Чтобы не возникало 
каких-либо дополнительных ограничений на движение веще­
ства, определяемое уравнением (2.5), отсюда непосредственно 
следует, что тензор 7М1/ не входит явно в выражение для плот­
ности лагранжиана вещества Ь м . Тогда условие (2.10) прини­
мает вид

=  т Т  \ i a&DaD&r v +  т 2ф^} . (2.11)
07/11/ 167Г L J

Таким образом, все сводится к тому, чтобы найти плотность 
лагранжиана собственно гравитационного поля Ьд, которая удо 
влетворяла бы условию (2.11).

В то же время из предыдущих рассуждений мы приходим к 
важному выводу, что плотность лагранжиана материи L имеет 
вид

L = L g b ^ g T )  +  Ь м { Г \ Ф а ) • (2.12)
Это означает, что в плотность лагранжиана вещества Ьм  не 
вошла метрика 7Р„ пространства Минковского.

Таким образом, из требования, чтобы плотность тензора 
энергии-импульса материи являлась источником гравитаци­
онного поля, естественно следует, что движение вещества



должно происходить в эффективном римановом простран­
стве. Это утверждение равнозначно теореме. Отсюда стано­
вится ясным, почему возникло эффективное риманово про­
странство, а не какое-либо другое. Именно это обстоятельство 
даст нам возможность в разделе 3 сформулировать калибро­
вочную группу, а затем построить плотность лагранжиана 
(4.24), удовлетворяющую согласно (Б. 20) (см. приложение Б) 
и (2.3), условию (2.11).

Возникает интересная картина: движение вещества в про­
странстве Минковского с метрикой 7М„ под действием грави­
тационного поля тождественно движению вещества в эф­
фективном римановом пространстве с метрикой g опреде­
ляемой из выражения (2.6). Такое взаимодействие гравитаци­
онного поля с веществом мы назвали принципом геометри­
зации. Принцип геометризации явился следствием исходного 
предположения, что источником гравитационного поля явля­
ется универсальная характеристика материи -  плотность тен­
зора энергии-импульса.

Такая структура плотности лагранжиана вещества свиде­
тельствует о том, что реализуется уникальная возможность, 
когда в плотности лагранжиана вещества гравитационное по­
ле подключается непосредственно к плотности тензора 7м".

Эффективное риманово пространство имеет в букваль­
ном смысле слова полевое происхождение, обязанное присут­
ствию гравитационного поля.

Таким образом, причиной того, что эффективное простран­
ство риманово, а не какое-либо другое, является гипотеза о 
том, что источник гравитации есть универсальная, сохраняю­
щаяся в пространстве Минковского величина -  полная плот­
ность тензора энергии-импульса материи.

Поясним фундаментальное свойство гравитационных сил 
на примере сравнения их с электромагнитными силами.

Как известно, движение заряженной частицы в простран­
стве Минковского для случая однородного магнитного поля, 
благодаря силе Лоренца, происходит по окружности в плоско­
сти, перпендикулярной к направлению магнитного поля. Од­



нако это движение далеко не одинаково даже для заряженных 
частиц, если отношение заряда к массе у них различно. Кро­
ме того, существуют нейтральные частицы, а их траектории в 
магнитном поле вообще прямолинейны. Поэтому в силу не- 
универсальности электромагнитных сил их действие нельзя 
свести к геометрии пространства-времени. Другое дело -  гра­
витация. Она универсальна, движение любых пробных тел про­
исходит по траекториям, одинаковым при тождественных на­
чальных условиях. В этом случае в силу гипотезы о плотности 
тензора энергии-импульса материи как источнике гравитаци­
онного поля удается описать эти траектории геодезическими 
линиями в эффективном римановом пространстве-времени, 
возникшем благодаря присутствию гравитационного поля в 
пространстве Минковского. В тех областях пространства, где 
имеется сколь угодно слабое гравитационное поле, мы име­
ем метрические свойства пространства, с большой точностью 
приближающиеся к непосредственно наблюдаемым свойствам 
псевдоевклидова пространства. Когда же гравитационные по­
ля являются сильными, метрические свойства эффективного 
пространства становятся римановыми. Но и в этом случае псев­
доевклидова геометрия не исчезает бесследно -  она наблюдае­
ма и проявляется в том, что движение тел в эффективном рима­
новом пространстве не является свободным по инерции, а про­
исходит с ускорением по отношению к псевдоевклидову про­
странству в галилеевых координатах. Именно поэтому ускоре­
ние в РТГ, в отличие от ОТО, имеет абсолютный смысл. Сле­
довательно, “лифт Эйнштейна ” не может быть инерциаль­
ной системой координат. Это проявится в том, что заряд, 
покоящийся в “лифте Эйнштейна ”, будет излучать электро­
магнитные волны. Данное физическое явление также долж­
но свидетельствовать о наличии пространства Минковско­
го. Как мы увидим далее, метрика пространства Минковско­
го может быть определена на основании изучения распреде­
ления вещества и движения пробных тел и света в эффектив­
ном римановом пространстве. К этому вопросу мы вернемся 
в разделе 7.



В уравнение движения вещества не входит метрический 
тензор 7М1/ пространства Минковского. Пространство Минков­
ского будет сказываться на движении вещества только через 
метрический тензор g^  риманова пространства, определяе­
мый, как мы увидим далее, из уравнений гравитации, в ко­
торые входит метрический тензор 7М„ пространства Минков­
ского. Поскольку эффективная риманова метрика возникает на 
основе физического поля, заданного в пространстве Минков­
ского, то уже отсюда следует, что эффективное риманово про­
странство имеет простую топологию и задается в одной карте. 
Если, например, вещество сосредоточено в области островно­
го типа, то в галилеевых координатах инерциальной системы 
гравитационное поле ф^и не может убывать медленнее, чем 
1/г , но это обстоятельство накладывает сильное ограничение 
на асимптотическое поведение метрики эффективной ри-

Если же исходить просто из римановой метрики, не пред­
полагая, что она возникла из-за действия физического поля, 
то такие ограничения не возникают, поскольку асимптотика 
метрики g^v зависит даже от выбора трехмерных простран­
ственных координат. Тогда как физические величины от вы­
бора трехмерных пространственных координат в принципе не 
могут зависеть. В РТГ не возникает каких-либо ограничений 
на выбор системы координат. Координатная система может 
быть любой, лишь бы она осуществляла взаимнооднозначное 
соответствие для всех точек инерциальной системы коорди­
нат пространства Минковского (необходимо, чтобы имел ме­
сто диффеоморфизм) и обеспечивала выполнение неравенств

мановои геометрии

здесь г}^ = diag(l, - 1 ,  -1 ,  -1 )  . (2.13)

7оо >  0, d l2 =  s ^ d x г d x k >  0; (г, к =  1, 2, 3)

где
$ik 7г/с “Ь

70г70/с

7оо



необходимых для введения понятий времени и пространствен­
ной длины. Интервал при этом принимает вид

do2 =  с? dr2 — dl2 ,

где
y0l/dxv

cdr = —------ .
VToô

В нашей теории гравитации геометрические характери­
стики риманова пространства возникают как полевые вели­
чины в пространстве Минковского, а поэтому их трансфор­
мационные свойства становятся тензорными, тогда как ра­
нее, в обычном понимании, они таковыми не были. Так, на­
пример, символы Кристоффеля, заданные как полевые вели­
чины в галилеевых координатах пространства Минковского, 
уже являются тензорами третьего ранга. Аналогично обыч­
ные производные в декартовых координатах пространства 
Минковского от тензорных величин также являются тензо­
рами.

Может возникнуть вопрос: почему бы и в ОТО не исполь­
зовать разделение метрики в форме (2.6), введя понятие гра­
витационного поля в пространстве Минковского?

В уравнения Гильберта-Эйнштейна входит только величи­
на gМ1/, а следовательно, нельзя однозначно сказать, с помо­
щью какой метрики пространства Минковского мы долж­
ны определить согласно (2.6) гравитационное поле. Но труд­
ность не только в этом, а в том, что решения уравнений Гиль­
берта-Эйнштейна в общем случае находят не в одной карте, 
а в атласе карт. Такие решения для g^v описывают римано- 
во пространство со сложной топологией, тогда как римановы 
пространства, получаемые с помощью представления грави­
тационного поля в пространстве Минковского, описываются 
в одной карте и имеют простую топологию. Именно по этим 
причинам полевые представления не совместимы с ОТО, по­
скольку они весьма жесткие. Но это означает, что никакой 
полевой формулировки ОТО в пространстве Минковского, в 
принципе, не может быть.
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Аппарат римановой геометрии предрасположен к возмож­
ности введения ковариантных производных в пространстве 
Минковского, чем мы и воспользовались при построении РТГ. 
Но чтобы это осуществить, потребовалось ввести метрику про­
странства Минковского в гравитационные уравнения, и тем 
самым осуществить функциональную связь метрики римано- 
ва пространства gliv с метрикой пространства Минковского 7М1/. 
Так впервые удалось установить связь инерциальной систе­
мы координат с распределением вещества во Вселенной. Но 
на этом мы подробно остановимся в последующих разделах.



3. Калибровочная группа преобразований

Поскольку плотность лагранжиана вещества в эффективном 
римановом пространстве имеет вид

Ь м { Г \  Фа ), (3.1)

то легко найти калибровочную группу преобразований, при 
которых плотность лагранжиана вещества меняется только на 
дивергенцию. Для этой цели воспользуемся инвариантностью 
действия

Г ' (3.2)S m —  J L'M ffi1', фл) d4x

при произвольном бесконечно малом изменении координат

х'а — х <* _)_ £а (а;), (3.3)

где £а -  бесконечно малый четырехвектор смещения. При этих 
координатных преобразованиях полевые функции д>п' , Фа из­
меняются следующим образом:

д ' ^ ( х ' )  = д ^ { х )  + 0 ^ и(х) + ^a{x)DQg ^ ( x ) ,  

Ф'а ( х ')  =  ф л ( х )  +  ôç<f>A ( x )  +  £ а ( х ) В а ф А { х ) ,
(3.4)

где выражения

6 ^ ( х )  =  ~g»aD aC(x )  + ~gvaDa^ { x )  -  D a( tag>"),

6{фА{х) = - f q{x ) D ^ a {x ) + (py(x)DaÇ0{x)

являются вариациями Ли.
Операторы 5̂  удовлетворяют условиям алгебры Ли, т. е. ком­

мутационному соотношению

f e .  W H  = «£,(■> о-в)

и тождеству Якоби



где
t l  =

Для того чтобы имело место (3.6), необходимо выполнение 
следующих условий:

r p B ] f i  трС ;а    T?B\ot трС,р    трС,сг
г  A , v  Г В , 0  Г А](3 г  В , и  — J v 0 - ( j  г А \ т  >

где структурные постоянные /  равны

г р а ; т  
J v0\ а 5%5аЛ  -  5 Л Л

(3.8)

(3.9)

Легко убедиться, что они удовлетворяют тождеству Якоби

ratl/,CT гтр,и , £l/p\ G £TOt\tjJ , грог, CF rTV,U _
j (3p,T J CFE, 6 Jpe\T J(70, S JE0\T

и обладают свойством антисимметрии:

(3.10)

raw, р _  _  rua; p
J (3p. ; о ■! p(3; в  '

При координатном преобразовании (3.3) вариация действия 
равна нулю:

SCS M = I L'M{x') d4x' -  I L M(x) d4x = 0. (3.11)
n

Первый интеграл в (3.11) можно записать в виде

J L'M(x' )d4x' = J J  L'M(x') d4x,
П' п

где

J  = det
(  дх'а

I

дх@

В первом порядке по детерминант J  равен

J  — 1 +  да£а(х). (3.12)



Учитывая разложение

а также (3.12), выражение для вариации можно представить в 
форме

SCS M = I [5LM(x) +  <9q(£qL m (x))] d4x = 0. 
n

В силу произвольности объема интегрирования Cl имеем 
тождество

S L M(x) = - d a (Ça(x)LM( x ) ) , (3.13)
где вариация Ли <5Ьм

ÔLM(x) = 1 ^ -  6 s T  +  à { d « r W) +
дд/21/ d{dag ^

+ ^ г - 0 ф А + ^ ^ - 0 ( д афА). (3.14)дфА д{дафА)
Отсюда, в частности, следует, что если скалярная плотность 
зависит только от g^  и ее производных, то при преобразова­
нии (3.5) она также изменится только на дивергенцию

5 L { r v{x)) = - d a ( i a{ x ) L { r ,J{x)))  , (3 .13а)

где вариация Ли 6L
ВТ

ÔLir'ix)) = —  5gT +  Q/ Q 6(дад^)+

+

дд^и

dL
д(дадрд ^ )

д(дад ^ )

6(дад0Г и) (3 .14а)

Вариации Ли (3.5) были установлены в контексте коорди­
натных преобразований (3.3) Однако возможна и другая точ­
ка зрения, согласно которой преобразования (3.5) можно рас­
сматривать как калибровочные преобразования. В этом слу­
чае произвольный бесконечно малый четырехвектор £“ (х) бу­
дет уже калибровочным вектором, а не вектором смещения



координат. В дальнейшем, чтобы подчеркнуть отличие кали­
бровочной группы от группы координатных преобразований, 
для группового параметра мы будем использовать обозначе­
ние еа(х), а преобразование полевых функций

r / ( x ) ^ r v(x) + 6er ( x ) ,
Фа (х ) -> Фа (х ) + 6ефА(х)

с приращениями

« ^ ( х )  =  r ° D aev(х) +  ? QD ae»(x) -  Da(ear i ,
(3.16)

5€фА{х) = - £ а{х)ВафА{х) + фв(х) D q £0(x )

будем называть калибровочными преобразованиями.
В полном соответствии с формулами (3.6) и (3.7) операто­

ры удовлетворяют той же алгебре Ли, т. е. коммутационному 
соотношению

<У(-) =  < и -) (3-17)
и тождеству Якоби

(Xl> [^ 2) <У] +  [^3 5 £̂2]] +  [^ 2> [<̂ 3> ^ ll]  =  0 ■ (3.18)

Здесь аналогично предыдущему имеем

C-V — Ç-V _  А 1 Г) г"  — г^ Я  — г^ Яt.3 — 2

Калибровочная группа возникла из геометризованной 
структуры скалярной плотности Ьм(д^и, фл), описывающей 
взаимодействие вещества и гравитационного поля, которая 
в силу тождества (3.13) изменяется только на дивергенцию 
при калибровочных преобразованиях (3.16). Таким образом, 
принцип геометризации, который определил универсальный ха­
рактер взаимодействия вещества и гравитационного поля, 
дал нам возможность сформулировать некоммутативную бес­
конечномерную калибровочную группу (3.16).

Существенная разница между калибровочными и коорди­
натными преобразованиями проявится в решающем месте в



теории при построении скалярной плотности лагранжиана соб­
ственно гравитационного поля. Разница возникает из-за того, 
что при калибровочном преобразовании метрический тензор 
7М„ не изменяется, следовательно, в силу (2.6) имеем

Ь е Г { х )  = 6'4Г{Х).

На основании (3.16) следует преобразование для поля

6£Г и(х) = r a Da ev(x) + gva D a e"(x) -  Da(eQ g T ) ,

но это преобразование существенно отличается от его преобра­
зования при смещении координат:

4 Г ( х )  =  фГ DaC(x )  +  D a? ( x )  -  D q( C  4Г) .

При калибровочных преобразованиях (3.16) уравнения движе­
ния для вещества остаются неизменными, поскольку при лю­
бых таких преобразованиях плотность лагранжиана вещества 
изменяется только на дивергенцию.



4. Плотность лагранжиана и уравнения 
движения для собственно 
гравитационного поля

Как известно, используя только тензор невозможно по­
строить скалярную плотность лагранжиана собственно грави­
тационного поля относительно произвольных координатных 
преобразований в виде квадратичной формы производных не 
выше первого порядка. Поэтому в такую плотность лагранжи­
ана будет обязательно входить наряду с метрикой g^v также и 
метрика 7^ .  Но, так как при калибровочном преобразовании
(3.16) метрика 7^  не изменяется, следовательно, чтобы при 
этом преобразовании плотность лагранжиана собственно гра­
витационного поля изменялась только на дивергенцию, долж­
ны возникнуть сильные ограничения на ее структуру. Именно 
здесь и возникает принципиальная разница между калибро­
вочным и координатным преобразованиями.

В то время как координатные преобразования не наклады­
вают почти никаких ограничений на структуру скалярной плот­
ности лагранжиана собственно гравитационного поля, кали­
бровочные преобразования позволят нам найти плотность ла­
гранжиана. Прямой общий метод построения лагранжиана при­
веден в монографии [10]. Изберем более простой метод по­
строения лагранжиана. На основании (3.13а) заключаем, что 
простейшие скалярные плотности у/—g и R =  y /^g R , где il-  
скалярная кривизна эффективного риманова пространства, при 
калибровочном преобразовании (3.16) изменяются следующим 
образом:

(4.1)

R  -> R  -  D v{evR ) . (4.2)

Скалярная плотность R  выражается через символы Кристоф- 
феля

2 9 {dp Qov 4" Ou дар. да д ^ ) (4.3)



следующим образом:

R  =  - а П г ^  г Хо -  1%  г ; Л) -  д„{дГ -  д Г  г ; а) . (4.4)

Поскольку символы Кристоффеля не являются тензорными ве­
личинами, каждое слагаемое в (4.4) не является скалярной плот­
ностью. Однако, если ввести тензорные величины G*fJtl/

G*u = у  gXa(D^gau +  Д/3<7м — Dag^u) , (4.5)

которые в декартовых координатах совпадают с символами Кри­
стоффеля, то скалярную плотность можно тождественно запи­
сать в виде

R  = - д ^ К „  Gla - G ^  Glx) - D u( g ^  G ^ - ç T  G^ ) . (4.6)

Заметим, что в (4.6) каждая группа членов в отдельности 
ведет себя при произвольных координатных преобразованиях 
как скалярная плотность. Мы видим, что аппарат римановой 
геометрии предрасположен к введению вместо обычных про­
изводных ковариантных в пространстве Минковского, однако 
метрический тензор 7;1„, с помощью которого определяются 
ковариантные производные, при этом никак не фиксируется. 

Учитывая (4.1) и (4.2), выражение

А ^ Я +  £>„<?")+  А2л/= £  (4.7)

при произвольных калибровочных преобразованиях изменя­
ется только на дивергенцию. Выбирая векторную плотность 
Qu равной

ОТ = д Г  G% -  -дГ G% ,
мы исключаем из предыдущего выражения члены с производ­
ными выше первого порядка и получаем следующую плот­
ность лагранжиана:

- Л GXa -  G% G:x) +  л24/ ^ . (4.8)



Таким образом, мы видим, что требование, чтобы плот­
ность лагранжиана собственно гравитационного поля при ка­
либровочном преобразовании (3.16) изменялась только на ди­
вергенцию, однозначно определяет структуру плотности ла­
гранжиана (4.8), но только с произвольными параметрами Ль 
Л2. Но если ограничиться только этой плотностью, тогда урав­
нения гравитационного поля будут калибровочно инвариант­
ными, а метрика пространства Минковского 7М„ не войдет в 
систему уравнений, определяемых плотностью лагранжиана
(4.8). Поскольку в таком подходе исчезает метрика простран­
ства Минковского, то и исключается возможность представле­
ния гравитационного поля как физического поля типа Фарадея- 
Максвелла в пространстве Минковского.

При плотности лагранжиана (4.8) введение метрики 7М„ с 
помощью уравнений (2.3) не спасает положение, поскольку 
физические величины -  интервал и тензор кривизны риманова 
пространства, а также тензор гравитационного поля -  бу­
дут зависеть от выбора калибровки частного вида (4.10), что 
физически недопустимо. Так, например,

— -RjM jD u^ -  RvoD^t0 -  t aD aR ,
*7 Rjti/ap Rai/apD^t R^ura-fiD

R f i v c r p R ^ a ^ -  R e v o t a  R d  p i .  ^  R  CT R '  j i y  •

Для того чтобы сохранить представления о поле в про­
странстве Минковского и исключить такую неоднозначность, 
необходимо добавить в плотность лагранжиана гравитаци­
онного поля член, нарушающий калибровочную группу. Имен­
но здесь появляется принципиально новый путь, который дол­
гое время ускользал из поля зрения. На первый взгляд, может 
показаться, что здесь возникает большой произвол в выборе 
плотности лагранжиана гравитационного поля, так как нару­
шить группу можно весьма различными способами. Однако 
оказывается, что это не так, поскольку наше физическое тре­
бование на поляризационные свойства гравитационного поля 
как поля со спинами 2 и 0, накладываемое уравнениями (2.3),



приводит к тому, что член, нарушающий группу (3.16), должен 
быть выбран таким образом, чтобы уравнения (2.3) являлись 
следствиями системы уравнений гравитационного поля и по­
лей вещества, ибо только в этом случае у нас не возникает пе­
реопределенная система дифференциальных уравнений. Для 
этой цели в скалярную плотность лагранжиана гравитацион­
ного поля введем член вида

который при наличии условий (2.3) и при преобразованиях
(3.16) изменяется также на дивергенцию для векторов, удовле­
творяющих условию

Почти аналогичная ситуация имеет место в электродина­
мике с массой покоя фотона, отличной от нуля. С учетом (4.8),
(4.9) общая скалярная плотность лагранжиана имеет вид

Последний член в (4.11) мы ввели, чтобы с его помощью обра­
тить в нуль плотность лагранжиана при отсутствии гравита­
ционного поля. Сужение класса калибровочных векторов из- 
за введения члена (4.9) автоматически приводит к тому, что 
уравнения (2.3) будут следствиями уравнений гравитационно­
го поля. В этом мы непосредственно убедимся ниже.

Согласно принципу наименьшего действия, уравнения для 
собственного гравитационного поля имеют вид

(4.9)

g ^ D ^ D uea{x) = 0 . (4.10)

L g = - X lr u( G ^ G aXa- G ^ G : x) +
+^2у/~9  + Jpv + A4 у/ 'у. (4-11)

(4.12)

здесь

)



где RpV -  тензор Риччи приведен к форме

Rpv =  £>а Gxpv -  Dp GXx + G% Gxx -  G°x Gxa . (4.13)

Поскольку в случае отсутствия гравитационного поля уравне­
ния (4.12) должны тождественно выполняться, отсюда следует

Л2 =  — 2 Л3 . (4.14)

Найдем теперь плотность тензора энергии-импульса гра­
витационного поля в пространстве Минковского

С  =  ~ 2т ^~  =  2 ^ ( 7  " V *  -

+ A i  J ^ v  — 2 Л з д ^ и — А4 7 М1/,

2 ' '
Н ц . .
5да0

(4.15)

где

J*" = DaD0{ ja»gPu + 7avg ^  -  j ap д ^  -  7'“' gap) , (4.16)

(см. приложения Б (Б. 19) и (Е)). Если в выражении (4.15) 
учесть динамические уравнения (4.12), то мы получим урав­
нения для собственно гравитационного поля в форме

À! -  2 Азд** -  Л4 T v = t*v. (4.17)

Для того чтобы это уравнение в случае отсутствия гравитаци­
онного поля удовлетворялось тождественно, необходимо по­
ложить

А4 =  - 2 А 3 . (4.18)

Поскольку для собственно гравитационного поля всегда имеет 
место равенство

D p t^  = 0, (4.19)

из уравнения (4.17) следует

D p ç T  = 0 . (4.20)



Таким образом, уравнения (2.3), определяющие поляриза­
ционные состояния поля, непосредственно вытекают из урав­
нений (4.17). С учетом выражения (4.20) полевые уравнения
(4.17) можно записать в виде

7°^ A* Dp 4 Г  ~ ^ ф ^  = - 1  № . (4.21)
Ai Ai

В галилеевых координатах это уравнение имеет простой вид

□ фГ -  ^  4 Г  = ~  № . (4.22)
Ai Ai

Числовому фактору — А4/Ах =  га2 естественно придать смысл 
квадрата массы гравитона, т  = (m gc)/h , т д -  масса грави­
тона, а значение —1 /Ai, согласно принципу соответствия, не­
обходимо взять равным 1б7г. Таким образом, все неизвестные 
постоянные, входящие в плотность лагранжиана, определены:

(4.23)

Отсюда видно, что в РТГ космологический член обязатель­
но должен присутствовать, но с определенным знаком, со­
ответствующим притяжению.

Построенная скалярная плотность лагранжиана собствен­
но гравитационного поля будет иметь вид

L 9
1

16 7Г 
г а 2

16 7Г ( - J  "UnÂT -  \ f~ 9  - (4.24)

Соответствующие ей динамические уравнения для собствен­
но гравитационного поля могут быть записаны в форме

S

-  т 2 ф»и =  -  16тг Ç ',  (4.25)

ИЛИ

г 4 г - / У ^ )  =  о. (4.26)



Эти уравнения форминвариантны относительно преобразова­
ний Лоренца.

Построенная выше плотность лагранжиана приводит к 
уравнениям (4.26), из которых следует, что уравнения (4.20) 
являются их следствиями, а поэтому вне вещества мы будем 
иметь десять уравнений для десяти неизвестных полевых функ­
ций. С помощью (4.20) неизвестные полевые функции ф0а лег­
ко выражаются через полевые функции фгк, где индексы i n k  
пробегают значения 1,2,3.

Таким образом, в плотности лагранжиана собственно гра­
витационного поля структура массового члена, нарушающего 
калибровочную группу, однозначно определяется поляризаци­
онными свойствами гравитационного поля. Полевой подход к 
гравитации с объявлением источником поля тензора энергии- 
импульса всей материи с необходимостью требует введения 
в теорию массы покоя гравитона.



5. Уравнения движения для гравитационного 
поля и вещества

Полная плотность лагранжиана вещества и гравитационного 
поля равна

L = L g + L M{gr,<t>A), (5.1)

где Ьд определяется выражением (4.24).
На основании (5.1 ) с помощью принципа наименьшего дей­

ствия получим полную систему уравнений для гравитацион­
ного поля и вещества:

ÔL
8g^v
ÔLm

5фл

О,

0 .

(5.2)

(5.3)

Поскольку при произвольном бесконечно малом изменении ко­
ординат вариация действия ôcS m равна нулю,

ôcS m — Sc Ь м ( Г ,',Фа ) с14х = 0 ,

отсюда можно получить тождество (см. приложение В (В. 16)) 
в форме

^ V aT a" =  -  Д , F * ;  фв (х))  -  ^  Д  фА( х ) . (5.4)

Здесь T Xv =  —2(SLm / ôg\u) -  плотность тензора вещества в 
римановом пространстве; Уд -  ковариантная производная в 
этом пространстве с метрикой g\v. Из тождества (5.4) следу­
ет, что если выполняются уравнения движения вещества (см.
(5.3)), то имеет место уравнение

V x T Xy = 0. (5.5)

В том случае, если число уравнений (5.3) для вещества рав­
но четырем, вместо них можно использовать эквивалентные



им уравнения (5.5). Поскольку в дальнейшем мы будем иметь 
дело только с такими уравнениями для вещества, всегда мож­
но пользоваться уравнениями для вещества в форме (5.5). Та­
ким образом, полная система уравнений для гравитационного 
поля и вещества будет иметь вид

ÔL
6д»и

V AT

(5.6)

(5.7)

Вещество будет описываться скоростью v, плотностью р, и да­
влением р. Гравитационное поле определяется десятью ком­
понентами тензора ф^и.

Итак, мы имеем 15 неизвестных. Для их определения не­
обходимо к 14-ти уравнениям (5.6), (5.7) добавить уравнение 
состояния вещества. Если принять во внимание соотношения 
(см. приложение Б* (Б*. 18), (Б*. 19))

ÔL, 1 mr
H- 00 \9iiv Т/гvj) 6Z 7Г

(5.8)

g (T»U 2 9tlU T ) ’
(5.9)

5 д 16 7г

&Lm ____1
б д ^  ~  2у/

то систему уравнений (5.6), (5.7) можно представить в форме

Ң-
т 2 г 1

<Г +  {д‘1ади0 -  у  <Г gQ0ha<3
8 п

V ~ 9
(5.10)

V AT Al/ =  0. (5.11)

В силу тождества Бьянки

-  т  ^  R) =  0

из уравнений (5.10) имеем

т 2у/=Ц(д»ади13 -  у  д ^ д а0) ' 1а0 =  16 тг Т ^ .  (5.12)



Учитывая выражение

7q/3 — —G°a Jap — G°0 laa , (5.13)

где Ga определено формулой (4.5), найдем

(< Г 9и0 -  у  9 ^ 9 aP)  VM la0 = 7„A<r ( A , 9aX + G%> gaX) ,
(5.14)

но так как (см. формулу (Б*.20))

J 4 { D a gaX + Gpa0gaX) = Da gx°, (5.15)

выражение (5.14) принимает вид

у / ч  ( V v 0 -  у  9 ^ 9 аР)  7а/з =  ъ х  <Г D„ ~дх°. (5.16)

С помощью (5.16) выражение (5.12) может быть представлено 
в форме

т 27мЛ5^ 5А<г =  1б7гУмТ ^ .

Полученное выражение можно переписать в виде

m 2DagXa =  16 7г 7А,/У й 7 ?  . (5.17)

С помощью этого соотношения уравнение (5.11) можно заме­
нить уравнением

D„gva =  0. (5.18)

Таким образом, система уравнений (5.10), (5.11) сводится к си­
стеме гравитационных уравнений

W v - 1  я )

+
ш

+ (9""gf ia  i/ f i  __ У дГ 9aphap
8 п

V ~ 9
T»v, (5.19)

= 0 . (5.20)



Эти уравнения общековариантны относительно произволь­
ных координатных преобразований и форминвариантны толь­
ко относительно преобразований координат, оставляющих ме­
трику Минковского 7М„ (х) форминвариантной. Отсюда, в част­
ности, следует, что в любой инерциальной (галилеевой) систе­
ме координат явления описываются одинаковыми уравнения­
ми.

Уравнения ОТО -  это уравнения Гильберта-Эйнштейна

-  \ д ^ я )  =  8тгт ^ ,

но эта система уравнений неполна, она добавляется нековари- 
антными координатными условиями, которые могут быть раз­
личными. Иначе говоря, они не универсальны.

В РТГ как полевой теории вместо уравнений Гильберта- 
Эйнштейна возникли уравнения (5.19), а вместо неуниверсаль­
ных и необщековариантных координатных условий возникли 
универсальные общековариантные полевые уравнения (5.20), 
которые оставляют в тензорном поле только неприводимые 
представления, соответствующие спинам 2 и 0. При этом воз­
никшее эффективное риманово пространство имеет только про­
стую топологию.

При соблюдении диффеоморфизма описание природы воз­
можно в любой системе координат, но выделенными являются 
инерциальные системы.

Уравнения с массой гравитона возникали и ранее 6, однако, 
из-за длительно сложившегося непонимания фундаменталь­
ного факта, что специальная теория относительности есть 
теория пространства-времени, а следовательно, она справед­
лива не только в инерциальных, но и в неинерциальных систе­
мах координат, они в то время серьезно не рассматривались, 
поскольку считались не общековариантными. (О не общеко- 
вариантности пишут сами авторы). Обычно считали, что

6См., например: Ogieveîsky V.I., Polubarinov I. V. H Ann. Phys. 1965. 
Vol. 35. P. 167-208\ Peter G. O. et al. H Astrophys. J. 1969. Vol. 157. P. 857-867.



величина
■Пар =  diag(l, - 1, - 1, - 1)

является тензором только относительно линейных преобразо­
ваний координат. Но эта величина на самом деле есть не что 
иное как метрика псевдоевклидовой геометрии 7М1/(х), а по­
этому она является тензором относительно произвольных ко­
ординатных преобразований. Удивительно, но само открытие 
псевдоевклидовой геометрии пространства-времени (Пуанка­
ре, Минковский) еще долгое время не было осознано и понято.

Система уравнений (5.19), (5.20) -  гиперболическая, а для 
статических задач -  эллиптическая. Добавляя к системе урав­
нений (5.19), (5.20) уравнение состояния, мы получим полную 
систему уравнений для определения неизвестных физических 
величин v, р, р в той или иной постановке задачи.

Конкретная инерциальная галилеева система координат вы­
деляется самой постановкой физической задачи (начальными 
и граничными условиями). Описание данной поставленной фи­
зической задачи в разных инерциальных (галилеевых) систе­
мах координат, конечно, различно, но это не противоречит прин­
ципу относительности. Если ввести тензор

= [дГ -  g ^ g ^ i a p ] , N  =  N ^ 9tiu,

то систему уравнений (5.19), (5.20) можно записать в форме

1 Я 7Г
N ^ ----- g ^ N  = ——  Т м",

2 V ~ 9

£ м5м1/ =  0 .

Она может быть представлена также в виде

О _  1

ДГМ*' _  ____ ________ ^
\ f - g y 2

(5.19а)

(5.20а)

(5.21)

D »дГ  =  0 , (5.22)



или

Здесь

(5.21а)

(5.22а)

Следует особо подчеркнуть, что как в систему (5.21), так 
и в систему уравнений (5.22) входит метрический тензор про­
странства Минковского.

Введение в уравнения гравитационного поля метрическо­
го тензора пространства Минковского в форме (5.21) сразу де­
лают систему уравнений полной, а топологию эффективного 
риманова пространства простой.

Преобразования координат, которые оставляют метрику 
пространства Минковского форминвариантной, связывают фи­
зически эквивалентные системы отсчета. Простейшими из них 
будут инерциальные системы. Поэтому возможные калибро­
вочные преобразования, удовлетворяющие условиям Киллинга

DpS и +  — 0 ,

не выводят нас из класса физически эквивалентных систем от­
счета.

Остановимся на этом вопросе подробнее. В дальнейшем 
для упрощения формул мы через будем обозначать не плот­
ность тензора Т ^и, а сам тензор. Запишем уравнения РТГ (5.21),
(5.22) в развернутой форме:

W ^ x ) _  Ц .  [ ^ ( Ж) -  д Г ^ 1 а р { х )}

=  87Г т^(х) -  Y<TT(x)

D ^ r v = о

(5.23)

(5.24)

Пусть, при соответствующих условиях задачи, в инерциаль­
ной системе в галилеевых координатах х  эти уравнения имеют



решение д^и(х) при распределении вещества Т ^и(х). В другой 
инерциальной системе в галилеевых координатах х', удовле­
творяющих условию

x w =  x v +  ev(x), 
+ W P  =  0 ,

(5.25)

с помощью тензорных преобразований получим

m ‘
R  П * ')  -  y  -  a '^ g '^ ia p ix ')]

= 8tt T '^ (x ')  -  - g ' ^ V ( x ' )  
2 (5.26)

Поскольку уравнения (5.23) форминвариантны относитель­
но преобразований Лоренца, мы можем вернуться к исходным 
переменным х :

77Г
R ’̂ i x )  -  {д’̂ ( х )  -  д '^ д шр1аР(х)\

87Г Т '^ { х )  -  ^ - Y vT { x ) (5.27)

Отсюда очевидно, что решение g ^ v(x) соответствует не рас­
пределению вещества Т^и (х),  а другому распределению Т (ж). 
В уравнениях (5.27) величина g'^v{x) равна

д '^ (х )  = дГ {х) +  ôtg T , (5.28)

Ъ дГ  =  g ^ D Y  +  g ^ D Y  -  exD xg ^ .  (5.29) 

При преобразованиях (5.25) имеем

Я '^ (х ) = R ^ ( x )  + 6tB r ,
Т '^ { х )  =  Т ^ ( х )  + Ô .T^,
Т \х )  = Т (х) + 0,Т.

(5.30)



Здесь

S tR T  =  R!*D xev +  R uXD xe» -  exD xR tl\
= T»xD xev +  T vXDxefi' -  exD xT tiU, (5.31)

0CT  = - e xDxT  = - e xdxT.

Мы получили выражение (5.27) с помощью координатных 
преобразований (5.25), но точно такие же уравнения получа­
ются и при калибровочном преобразовании (5.29) с вектора­
ми еЛ, удовлетворяющими условию (5.25). Таким образом, ка­
либровочные преобразования приводят к метрическому полю 
g,fll/(x) при распределении вещества Хотя мы рассма­
тривали переход от одной инерциальной системы в галилее­
вых координатах к другой, приведенные нами формулы (5.25), 
(5.31) имеют общий характер, они справедливы и для неинер­
циальной системы в пространстве Минковского. Точно такая 
же ситуация имеет место в электродинамике.

Если мысленно допустить возможность эксперименталь­
ного измерения характеристик риманова пространства и дви­
жения вещества со сколь угодно большой точностью, то на 
основании уравнений (5.21а), (5.22а) мы можем определить 
метрику пространства Минковского и найти галилеевы (инер­
циальные) системы координат. Таким образом, пространство 
Минковского является, в принципе, наблюдаемым.

Существование пространства Минковского находит отра­
жение в законах сохранения, а поэтому экспериментальное ис­
следование их является в то же время проверкой структуры 
пространства-времени.

Следует особо отметить, что как в систему уравнений (5.19), 
так и в систему уравнений (5.20) входит метрический тензор 
пространства Минковского.

Как известно, в ОТО присутствие космологического члена 
в уравнениях не является обязательным, и этот вопрос обсу­
ждается до сих пор.

В РТГ наличие космологического члена в уравнениях грави­
тации обязательно. Однако космологический член возникает



в уравнениях (5.19) в комбинации с членом, связанным с ме­
трикой 7М1/ пространства Минковского, причем с той же по­
стоянной, равной половине квадрата массы гравитона.

Наличие члена в уравнениях (5.19), связанного с метрикой 
7М„ существенно изменяет характер коллапса и развития Все­
ленной.

Согласно уравнениям (5.19), при отсутствии вещества и 
гравитационного поля метрика пространства становится ме­
трикой Минковского, причем она точно совпадает с выбран­
ной ранее при постановке физической задачи. Если бы в урав­
нениях гравитационного поля метрика пространства Минков­
ского отсутствовала, то было бы совершенно неясно, в какой 
системе координат пространства Минковского мы оказались 
при отсутствии вещества и гравитационного поля.

Масса покоя гравитона имеет принципиальное значение 
для данной теории, поскольку только с ее введением удается 
построить теорию гравитации в пространстве Минковско­
го, Масса гравитона нарушает калибровочную группу.

Остановимся теперь на принципе соответствия. Любая 
физическая теория должна удовлетворять принципу соответ­
ствия. Гравитационные взаимодействия изменяют уравнения 
движения вещества. Требование принципа соответствия сво­
дится к тому, чтобы эти уравнения движения при выключении 
гравитационного взаимодействия, т. е. при обращении в нуль 
тензора кривизны Римана, становились обычными уравнени­
ями движения СТО в выбранной системе координат.

При постановке физической задачи в РТГ мы выбираем 
некоторую систему координат с метрическим тензором про­
странства Минковского 7М„ (ж). Уравнение движения вещества 
в эффективном римановом пространстве с метрическим тен­
зором </м„(х), определяемом из уравнений гравитационного по­
ля (5.19), (5.20), имеет вид

v /4T'*4*) =  o. И

В качестве примера возьмем пылевидную материю с тензором



энергии-импульса Т м1/, равным

Т ^ ( х )  =  pU^lP', Uv =
dxv 
ds ’

где ds -  интервал в римановом пространстве.
На основании уравнений (а), используя выражение для Т м", 

найдем уравнение для геодезической линии в римановом про­
странстве

dtP
ds + I ^ ( x ) U aUfi = 0.

При выключении гравитационного взаимодействия, т. е. при 
обращении тензора кривизны Римана в нуль, из уравнений гра­
витационного поля (5.19), (5.20) следует, что риманова метри­
ка д ^ (х )  переходит в ранее выбранную метрику пространства 
Минковского 'Уци(х). При этом уравнение движения вещества 
принимает вид

D jT { x )  = 0. (Л)

Здесь тензор энергии-импульса d v(x) равен

№и{х) =  ри^ьУ, uv —
dx V

da

где da -  интервал в пространстве Минковского.
На основании (Л), используя выражение для найдем 

уравнения для геодезической линии в пространстве Минков­
ского

I V  OL 3  П—  + 7w,« u>’ = 0 ,

T. e. мы пришли к обычным уравнениям для свободного дви­
жения частиц в СТО в выбранной ранее координации с метри­
ческим тензором 7М|Дх). Таким образом, уравнение движения 
вещества в гравитационном поле в выбранной координации 
автоматически переходит при выключении гравитационного 
взаимодействия, т. е. при обращении тензора кривизны Ри­
мана в нуль, в уравнение движения вещества в пространстве 
Минковского в той же координации с метрическим тензором 
7a*i/(x )' значит, принцип соответствия выполняется.



Это утверждение в РТГ имеет общий характер, поскольку 
при обращении тензора Римана в нуль плотность лагранжиа­
на вещества в гравитационном поле Ь м { д ^ , Фа ) переходит в 
обычную плотность лагранжиана Ь м (7^ ,  Фа ) СТО в выбран­
ной координации.

В заключение отметим, что РТГ возвращает в физику все 
понятия (инерциальная система координат, закон инерции, 
ускорение по отношению к пространству, законы сохранения 
энергии-импульса и момента количества движения), имеющие 
место в классической механике Ньютона и в специальной те­
ории относительности, от которых Эйнштейну пришлось от­
казаться при построении ОТО.

А. Эйнштейн в 1955 г. писал: «Существенное достижение 
общей теории относительности заключается в том, что она 
избавила физику от необходимости вводить <(инерциальную 
систему” (или (t инерциальные системы ”) » 1.

Поля инерции и гравитации, с нашей точки зрения, даже 
локально нельзя отождествлять, поскольку они совершенно 
разной природы. Если первые можно устранить выбором си­
стемы координат, то поля гравитации никаким выбором си­
стемы координат устранить нельзя, даже локально. “В теории 
Эйнштейна ”, как особенно подчеркивал Дж. Синг, “в зависи­
мости от того, отличен от нуля тензор кривизны Римана или 
равен нулю, гравитационное поле присутствует или отсут­
ствует. Это свойство абсолютно” 8. * *

1 Эйнштейн А. Собр. науч. трудов. М.: Наука, 1966. T. И, ст. 146. С. 854.
*Синг Дж.. Общая теория относительности. М.: Изд-во иностр. л-ры,

1963. С. 9.



РТГ построена в рамках СТО подобно теориям других физи­
ческих полей. Согласно СТО, любое движение какого-либо то­
чечного пробного тела (в том числе и гравитона) всегда про­
исходит внутри светового конуса причинности пространства 
Минковского. Следовательно, неинерциальные системы отсче­
та, реализуемые пробными телами, также должны находиться 
внутри конуса причинности псевдоевклидова пространства- 
времени. Тем самым определяется весь класс возможных не­
инерциальных систем отсчета. Локальное равенство трехмер­
ной силы инерции и гравитации при действии на материаль­
ную точку будет иметь место, если световой конус эффектив­
ного риманова пространства не выходит за пределы светово­
го конуса причинности пространства Минковского. Только в 
этом случае трехмерную силу гравитационного поля, действу­
ющую на пробное тело, можно локально скомпенсировать, пе­
рейдя в допустимую неинерциальную систему отсчета, свя­
занную с этим телом.

Если бы световой конус эффективного риманова простран­
ства выходил за пределы светового конуса причинности про­
странства Минковского, то это означало бы, что для такого 
“гравитационного поля ” не существует допустимой неинер­
циальной системы отсчета, в которой это “силовое поле” 
при действии на материальную точку можно было бы ском­
пенсировать.

Иными словами, локальная компенсация трехмерной силы 
гравитации силой инерции возможна лишь тогда, когда грави­
тационное поле как физическое поле, воздействуя на частицы, 
не выводит их мировые линии за пределы конуса причинности 
псевдоевклидова пространства-времени. Данное условие сле­
дует рассматривать как принцип причинности, позволяющий 
отбирать решения системы уравнений (5.19) и (5.20), которые 
имеют физический смысл и соответствуют гравитационным 
полям.



Принцип причинности не выполняется автоматически. Но 
в этом нет ничего необычного, ибо и в электродинамике, да 
и в других физических теориях всегда добавляется (но не все­
гда отмечается) к основным уравнениям условие причинности 
для материи в форме

da2 =  7pydx^dx'' > 0 ,

которое и обеспечивает невозможность движения любой фор­
мы материи со скоростями, большими, чем скорость света.

В нашем случае мы должны учесть, что гравитация входит 
в коэффициенты при вторых производных в уравнениях поля, 
т. е. возникает эффективная геометрия пространства-времени. 
Эта особенность присуща только гравитационному полю. Вза­
имодействие всех других известных физических полей обыч­
но не затрагивает вторых производных уравнений поля и по­
этому не изменяет исходную псевдоевклидову геометрию про­
странства-времени.

Дадим теперь аналитическую формулировку принципа при­
чинности в РТГ.

Поскольку в РТГ движение вещества под действием грави­
тационного поля в псевдоевклидовом пространстве-времени 
эквивалентно движению вещества в соответствующем эффек­
тивном римановом пространстве-времени, то для причинно­
связанных событий (мировых линий частиц и света), с одной 
стороны, мы должны иметь условие

d s 2 = g ^ d x ^  dxv > 0 , (6.1)

а с другой -  для таких событий должно обязательно выпол­
няться неравенство

da2 = 7^  dxм dxu > 0 . (6.2)

Для выбранной системы отсчета, реализуемой физическими 
телами, имеет место условие

7оо > 0 . (6.3)



В выражении (6.2) мы выделим времени- и пространственно­
подобные части

7оо dt +  - 'ï lÈ L }  -  Siк dxl dxk, (6.4)
vToo '

где
. 70г7о к

$ik 7ik (6.5)
7оо

является метрическим тензором трехмерного пространства в 
четырехмерном псевдоевклидовом пространстве-времени. 
Квадрат пространственного расстояния определяется выраже­
нием

d l2 =  Si к dxl dxk. (6.6)

Представим скорость vl =  dx% jd t  в виде vl =  v e \ где v -  ве­
личина скорости, ег -  произвольный единичный вектор в трех­
мерном пространстве

sikel ек =  1 . (6.7)

При отсутствии гравитационного поля скорость света в вы­
бранной системе координат легко определяется из выражения
(6.4), полагая его равным нулю:

(y /lm d t + =  Sikdxl dxk.
v л/ïoô  >

Отсюда находим

V = V4 to / ( l  -  . (6.8)

Таким образом, произвольный четырехмерный изотропный век­
тор uv в пространстве Минковского имеет вид

ии — (1, v ег) . (6.9)

Для одновременного выполнения условий (6.1), (6.2) доста­
точно, чтобы для любого изотропного вектора

7#и/ v? v? = О (6.10)



выполнялось условие причинности

< О, (6.11)

которое и означает, что световой конус эффективного рима- 
нова пространства не выходит за пределы светового конуса 
причинности псевдоевклидова пространства-времени. Усло­
вия причинности можно записать в следующей форме:

9 ^v ^1v l/ =  0 , (6.10а)

> 0 . (6.11а)

В ОТО физический смысл имеют только такие решения 
уравнений Гильберта-Эйнштейна, которые удовлетворяют в 
каждой точке пространства-времени неравенству

9 <  0 )

а также требованию, называемому условием энергодоминант­
ности, которое формулируется следующим образом. Для лю­
бого времениподобного вектора К и должно выполняться не­
равенство

> 0 ,

а величина K v для данного вектора K v должна образовы­
вать непространственноподобный вектор.

В нашей теории физический смысл имеют такие решения 
уравнений (5.21а) и (5.22а), которые наряду с этими требова­
ниями должны также удовлетворять условию причинности 
(6.10а), (6.11а).

Последнее на основании уравнения (5.21а) можно запи­
сать в следующей форме:

R»u к » К »  < 8 7г (т ^  — - 1 9vv т )  K » K V +  9fiu К » К \
(6.12)

Если плотность тензора энергии-импульса вещества взять в 
форме



то на основании (5.21а) можно установить между интервала­
ми пространства Минковского da, и интервалом эффективно­
го риманова пространства ds следующую связь:

2777
4тг(р +  3р) +  —  -

здесь U* — dx^/ds.
В силу принципа причинности имеет место неравенство

R ^ U V < 4тг(р + 3р) + т 2/ 2 , 

которое является частным случаем неравенства (6.12) или

R livvy,vu < 3 iïT[LVv[Lvv. (6.12а)

Рассмотрим теперь движение пробного тела под действием 
гравитации в ОТО и РТГ.

Эйнштейн в 1918 г. дал принципу эквивалентности сле­
дующую формулировку: «Инерция и тяжесть тождествен­
ны; отсюда и из результатов специальной теории относи­
тельности неизбежно следует, что симметричный “фунда­
ментальный тензор ” (д^и) определяет метрические свойства 
пространства, движения тел по инерции в нем, а также и 
действие гравитации» 9.

Отождествление в ОТО гравитационного поля с метриче­
ским тензором g p u  риманова пространства позволяет выбором 
системы координат сделать равными нулю все компоненты 
символа Кристоффеля во всех точках произвольной несамопе- 
ресекающейся линии [22]. Именно поэтому движение по гео­
дезической в ОТО считается свободным. Но при этом и в ОТО 
гравитационное поле выбором системы координат не исключа­
ется, поскольку движение двух близких материальных точек 
не будет свободным из-за наличия тензора кривизны, который 
в силу тензорных свойств никогда нельзя обратить в нуль вы­
бором системы координат.

9Эйнштейн А. Собр. науч. трудов. М.: Наука, 1965. T. I, ст. 45. С. 613.



В РТГ гравитационное поле является физическим полем в 
духе Фарадея-Максвелла, а поэтому сила гравитации описы­
вается четырехвектором, следовательно, путем выбора систе­
мы координат, только при выполнении условий (6.10) и (6.11) 
можно силами инерции уравновесить трехмерную часть си­
лы гравитации, действующую на пробное тело. Движение же 
материальной точки в гравитационном поле никогда не может 
быть свободным.

Последнее особенно очевидно, если уравнение геодезиче­
ской линии записать в форме уравнения движения в простран­
стве Минковского

И'Г)̂  dxY
~ г  +  -C aP V 5 =  0, Vv =  ~7~, ds2 =  gfll/dxlidxu > 0. (6.13) ds ds

Согласно определению ковариантной производной в простран­
стве Минковского, имеем

DPU dpv „ Q 0 
—  = +  W  г  ■ds

Используя (6.13) и (6.14), получим

(6.14)

D jf
ds

— C v rprfi-  ^арP P ■ (6.15)

Здесь
p I V  __  p i /  __  V

1 Oi/3 la f i (6.16)

Запишем левую часть соотношения (6.15) в форме
2 гDpu

ds
da
ds

D V u t fa ld s 2— — + v u
da (da/ds)2 J

V й =
dxu
da

(6.17)

Здесь V й -  времениподобный четырехвектор скорости в про­
странстве Минковского, удовлетворяющий условию

7mvV"‘V "'= 1, da2 > 0 

Подставляя (6.17) в (6.15), получим

D V U

(6.18)

da = ~ a °*v ° v e  -
(6.19)



На основании (6.18) имеем

('da /ds)2 =  7а/з РаР0 ■ (6-20)

Дифференцируя это выражение по ds, получим

=  - b b V W .  (6.2 !)

Подставляя это выражение в (6.19), находим [41]

D V V
—  = -G % V aV 0{8l -  V VV»). (6.22)

Отсюда очевидно, что движение пробного тела в пространстве 
Минковского происходит под действием четырехвектора силы 
F v:

F v = -G » 0V aV 0( 6 l - V vVtl), Vil = liiaV \  (6.23)

Легко убедиться, что
F vVv =  0 (6.24)

Левая часть уравнения (6.22) по определению равна

D V V àV v
da da

(6.25)

Из (6.22) и (6.25) следует, что для пробного тела закон инер­
ции в инерциальной системе координат является точным, но 
идеализированным понятием, поскольку он имеет место толь­
ко при отсутствии гравитационного поля и других сил.

Следует особо отметить, что движение пробного тела 
по геодезической линии эффективногориманова пространст­
ва может быть представлено как движение в пространстве 
Минковского под действием силы F v, только если выполняет­
ся принцип причинности.

Сила гравитации и тензор кривизны Римана, возникающие 
на основе гравитационных уравнений (5.19) и (5.20), взаим­
но связаны. Так, если тензор кривизны равен нулю, то в силу



уравнений (5.19) и (5.20) будет равна нулю и сила гравитации. 
В том случае, когда тензор кривизны отличен от нуля, и так как 

ф 0, то сила гравитации также не равна нулю. И наоборот, 
если сила гравитации F u, возникающая на основе уравнений 
(5.19) и (5.20), отлична от нуля, то и кривизна Римана не рав­
на нулю. Обращение силы гравитации F v в нуль приводит к 
равенству нулю тензора кривизны Римана.

В СТО между силами инерции и физическими силами име­
ется принципиальная разница. Силы инерции всегда могут 
быть обращены в нуль простым выбором системы отсчета, то­
гда как физические силы никаким выбором системы отсчета в 
принципе нельзя обратить в нуль, поскольку они имеют век­
торную природу в пространстве Минковского. Так как в РТГ 
все силы, в том числе и гравитационные, имеют векторную 
природу, то это означает, что они не могут быть обращены в 
нуль выбором системы координат. Выбором системы коорди­
нат можно силой инерции скомпенсировать трехмерную си­
лу, действующую на материальную точку, любой природы, в 
том числе и гравитационную. В ОТО, как отмечал Дж. Синг, 

.. Понятие силы гравитации отсутствует, так как грави­
тационные свойства органически входят в структуру про­
странства-времени и проявляются в кривизне пространства- 
времени, т. е. в том, что тензор Римана Rijkm отличен от 
нуля ”. Именно в этой связи Дж. Синг писал: “Согласно зна­
менитой легенде, Ньютон был вдохновлен на создание своей 
теории гравитации, наблюдая однажды за падением яблока 
с ветки дерева, и изучающие ньютонову физику даже теперь 
стали бы утверждать, что ускорение (980 см/с2) падающе­
го яблока обусловлено гравитационным полем. Согласно те­
ории относительности (речь идет об ОТО. -  А.Л.), эта точ­
ка зрения совершенно ошибочна. Мы предпримем тщательное 
изучение этой проблемы и убедимся, что в явлении свободно­
го падения гравитационное поле (т. е. тензор Римана) игра­
ет, в действительности, чрезвычайно малую роль, а ускоре­
ние 980 см/с2 обусловлено фактически кривизной мировой ли­
нии ветки дерева” [23].



Согласно РТГ, гравитационное поле является физическим 
полем, а поэтому, в отличие от ОТО, она полностью сохраняет 
понятие силы гравитации. Благодаря силе гравитации и про­
исходит падение тела, т. е. происходит все так, как это име­
ет место в ньютоновой физике. Все гравитационные эффекты 
в Солнечной системе (смещение перигелия Меркурия, откло­
нение света Солнцем, временное запаздывание радиосигнала, 
прецессия гироскопа) вызваны именно действием силы грави­
тации, а не тензора кривизны пространства-времени, который 
в Солнечной системе достаточно мал.

В локальной тождественности инерции и гравитации Эйн­
штейн увидел главную причину равенства инертной и грави­
тационной масс. Однако, по нашему мнению, как это следу­
ет из уравнений (2.2), причина этого равенства заключается в 
том, что источником гравитационного поля является сохраня­
ющаяся суммарная плотность тензора вещества и гравитаци­
онного поля. Именно поэтому равенство инертной и грави­
тационной масс не требует локального отождествления сил 
гравитации и инерции.

В заключение остановимся на метрическом поле простран­
ства Минковского.

Из условий причинности (6.10) и (6.11) следует, что если 
вектор Ь1' удовлетворяет условию

< 0 , (6.26)

то должно выполняться также неравенство

g ^ l T U  < 0 . (6.27)

Свернем уравнение (5.21а) с помощью вектора L v, определя­
емого неравенством (6.26),

=  167Г L>1L l/- 2 R iiX/L tiL u+ m 2g ^ L tlL l/.
(6.28)

Поскольку мы рассматриваем только метрические поля про­
странства Минковского, уравнение (6.28) упрощается:

т 21{11/Ь » и  =  16тг{ r ^ - ^ g ^ T ) l J tL v + nt?gta,U 'L v. (6.29)



Для идеальной жидкости тензор энергии-импульса вещества 
имеет вид

Т„, (/? 4" p*)UpUb, PQy,i/i
(6.30)

T  =  = p — 3p, Uu =  c b f/d s  .

Поскольку вектор U1 пространственно-подобный, а вектор 
U, времениподобный, то в силу произвольности вектора U1 
его можно выбрать таким образом, чтобы произведение ({7MLM) 
равнялось нулю. Подставляя (6.30) в (6.29) и учитывая преды­
дущее, получим

2

тп2Ъ ^ Ь и = - Ы д ^ Ь "  [р -  р -  ^  J . (6.31)

Чтобы при наличии вещества ни одно метрическое поле про­
странства Минковского не являлось решением гравитацион­
ных уравнений, необходимо положить

2771
р > Р + ~ г~  • (6.32)

07Г

Такое требование исключает предельно жесткое уравнение 
состояния вещества р = р. В случае отсутствия вещества 
р =  р — 0 уравнение (6.31) имеет единственное решение

(6.33)



Ньютон при формулировке законов механики ввел понятие аб­
солютного пространства, которое остается всегда одинаковым 
и неподвижным. Именно по отношению к этому пространству 
он и определял ускорение тела. Это ускорение имело абсо­
лютный характер. Введение такой абстракции, как абсолют­
ное пространство, оказалось чрезвычайно плодотвор­
ным. Отсюда, в частности, возникли понятия инерциальных 
систем отсчета во всем пространстве, принцип относительно­
сти для механических процессов и сложилось представление 
о физически выделенных состояниях движения. Эйнштейн по 
этому поводу в 1923 г. писал следующее: “Системы коорди­
нат, находящиеся в таких состояниях движения, отличают­
ся тем, что сформулированные в этих координатах законы 
природы принимают наиболее простой вид”. И далее: 
«... Согласно классической механике существует “относи­
тельность скорости ”, но не “относительность ускорения”»10.

Так утвердилось в теории представление об инерциальных 
системах отсчета, в которых материальные точки, не подверга­
ющиеся действию сил, не испытывают ускорения и находятся 
в своем состоянии покоя или равномерного и прямолинейно­
го движения. Однако абсолютное пространство Ньютона или 
инерциальные системы отсчета введены, фактически, априор­
но в отрыве от характера распределения материи во Вселен­
ной.

Мах проявил достаточную смелость, подвергнув серьез­
ной критике основные положения механики Ньютона. Как он 
сам позднее писал, ему с большим трудом удалось опублико­
вать свои идеи. Хотя Мах и не построил физическую теорию, 
свободную от указанных им недостатков, но он оказал огром­
ное влияние на ее развитие и привлек внимание ученых к ана­
лизу основных физических понятий.

Приведем ряд высказываний Маха, которые получили в ли­

10Эйнштейн А. Собр. науч. трудов. М.: Наука, 1966. T. И, ст. 70. С. 122.



тературе название “принципа Маха”. “Никто не может ниче­
го сказать об абсолютном пространстве и абсолютном дви­
жении, это нечто лишь мыслимое, на опыте не обнаружи- 
м ое”. И далее: “Вместо того чтобы относить движущееся 
тело к пространству (к какой-нибудь координатной систе­
ме), будем рассматривать непосредственно его отношение 
к телам мира, посредством которых только и можно опре­
делить систему координат ...даже в простейшем случае, ко­
гда мы будто бы рассматриваем взаимодействие только двух 
масс, невозможно отвлечься от остального мира Если те­
ло вращается относительно неба неподвижных звезд, то воз­
никают центробежные силы, а если оно вращается относи­
тельно другого тела, а не относительно неба неподвижных 
звезд, то центробежных сил нет. Я  ничего не имею против, 
чтобы первое вращение назвать абсолютным, если только 
не забывать, что это не означает ничего другого, кроме вра­
щения относительно неба неподвижных звезд ” [18].

Поэтому Мах писал: "... Нет необходимости связывать 
закон инерции с каким-то особым абсолютным пространст­
вом. Самый естественный подход настоящего естествоис­
пытателя таков: сначала рассматривать закон инерции как 
достаточно приближенный, соотнести его пространствен­
но с неподвижным звездным небом, . . . и  затем следует ожи­
дать поправок или развития наших знаний на основе дальней­
шего опыта. Недавно Ланге опубликовал критическую ста­
тью, в которой он излагает, как можно было бы, согласно его 
принципам, ввести новую систему координат, если бы обыч­
ное грубое отнесение к неподвижному звездному небу оказа­
лось больше непригодным вследствие более точных астро­
номических наблюдений. Между мной и Ланге нет различия 
во мнениях относительно теоретической формальной цен­
ности заключений Ланге, а именно, что в настоящее время 
неподвижное звездное небо является единственной практи­
чески пригодной системой отсчета, а также относитель­
но метода определения новой системы отсчета посредством 
постепенных поправок” [18]. Далее Мах приводит высказыва­



ния К. Неймана: “Так как все движения должны быть отне­
сены к системе альфа (системе инерции), она, очевидно, пред­
ставляет некую косвенную связь между всеми процессами, 
происходящими во Вселенной, и, следовательно, содержит в 
себе, можно сказать, столь же загадочный, сколь и сложный 
универсальный закон ”. Мах по этому поводу замечает: “Я  ду­
маю, что с этим согласится всякий” [18].

Из высказываний Маха очевидно, что, поскольку речь идет 
о законе инерции, согласно которому по Ньютону "... Всякое 
отдельно взятое тело, поскольку оно предоставлено самому 
себе, удерживает свое состояние покоя или равномерного пря­
молинейного движения... ”, то, естественно, встает вопрос об 
инерциальных системах координат и о их связи с распреде­
лением материи. Мах и его современники вполне ясно пони­
мали, что такая связь должна иметь место в природе. Именно 
такой смысл далее и будет вкладываться в понятие “принцип 
Маха”.

Мах писал: “Хотя я и думаю, что астрономические на­
блюдения сделают необходимыми сначала лишь очень незна­
чительные поправки, я все же допускаю, что закон инерции в 
той простой форме, которую ему придал Ньютон, имеет для 
нас, людей, лишь ограниченное и преходящее значение” [18]. 
Как мы увидим далее, относительно закона инерции Мах не 
оказался прав. Он не дал также математического оформления 
своей идеи, а поэтому весьма часто разные авторы вкладыва­
ют в принцип Маха свой смысл. Мы здесь пытаемся сохранить 
тот смысл, который вкладывал в него сам автор, когда относил 
движение тела к телам мира.

Пуанкаре, а позднее Эйнштейн обобщили принцип отно­
сительности на все физические явления. В формулировке Пу­
анкаре он звучит так: .. Принцип относительности, соглас­
но которому законы физических явлений должны быть одина­
ковыми для неподвижного наблюдателя и для наблюдателя, 
совершающего равномерное поступательное движение, так 
что мы не имеем и не можем иметь никакого способа опреде­
лять, находимся ли мы в подобном движении или нет ” [40].



Применение этого принципа к электромагнитным явлениям 
привело Пуанкаре, а затем и Минковского к открытию псев- 
доевклидовой геометрии пространства-времени и тем самым 
еще в большей степени укрепило гипотезу о существовании 
инерциальных систем координат. Такие системы являются фи­
зически выделенными, а поэтому ускорение относительно них 
имеет абсолютный смысл.

В общей теории относительности отсутствуют инерциаль­
ные системы координат. Эйнштейн об этом в 1929 г. писал: 
“Исходным пунктом теории служит утверждение, что не 
существует физически выделенного состояния движения, т. е. 
не только скорость, но и ускорение не имеет абсолютного 
смысла” п .

Принцип Маха в его формулировке в ОТО оказался невос­
требованным. Следует, однако, отметить, что представления 
об инерциальных системах координат имеют достаточно ве­
сомую экспериментальную основу, поскольку, например, пе­
реходя от системы координат, связанной с Землей, к системе 
координат, связанной с Солнцем, а затем к Метагалактике, мы 
все с большей точностью приближаемся к инерциальной си­
стеме. Поэтому нет никаких серьезных оснований для отка­
за от такого важного понятия, как инерциальная система. С 
другой стороны, наличие фундаментальных законов сохране­
ния энергии-импульса и момента количества движения также 
с необходимостью приводит к существованию инерциальных 
систем координат. Псевдоевклидова геометрия пространства- 
времени отражает общие динамические свойства материи и в 
то же время вводит инерциальные системы. Хотя псевдоевкли­
дова геометрия пространства-времени возникла при изучении 
материи, а поэтому и неотделима от нее, тем не менее мож­
но формально говорить о пространстве Минковского в отсут­
ствии материи. Однако так же, как и ранее в механике Ньюто­
на, в специальной теории относительности нет ответа на во­
прос, как инерциальные системы связаны с распределением 
материи во Вселенной.

11 Эйнштейн, А. Собр. науч. трудов. М.: Наука. 1966. T. II, ст. 92. С. 264.



Открытие псевдоевклидовой геометрии пространства и 
времени позволило с единой точки зрения рассмотреть не 
только инерциальные, но и ускоренные системы координат. 
Большая разница проявилась между силами инерции и сила­
ми, вызванными физическими полями. Она состоит в том, что 
силы инерции всегда можно сделать равными нулю, путем вы­
бора соответствующей системы координат, тогда как силы, вы­
званные физическими полями, в принципе, нельзя обратить 
в нуль выбором системы координат, так как они имеют век­
торную природу в четырехмерном пространстве-времени. По­
скольку в РТГ гравитационное поле является физическим по­
лем в духе поля Фарадея-Максвелла, силы, вызванные таким 
полем, не могут быть обращены в нуль выбором системы ко­
ординат.

Основные уравнения РТГ (5.19), (5.20), благодаря наличию 
массы покоя гравитационного поля, содержат, наряду с рима- 
новой метрикой, также метрический тензор пространства Мин­
ковского, но это означает, что, в принципе, метрику этого про­
странства можно выразить через геометрические характери­
стики эффективного риманова пространства, а также через ве­
личины, характеризующие распределение вещества во Вселен­
ной. Это легко осуществить, перейдя в уравнениях (5.19) от 
контравариантных величин к ковариантным. Таким путем мы 
получим

j j i 2 / \  \  T U ?
— 8 7г \ Тци ~~ T j  — R^v Н ~  сцп, • (7-1)

Отсюда мы видим, что в правой части уравнений содержат­
ся только геометрические характеристики эффективного ри­
манова пространства и величины, определяющие распределе­
ние вещества в этом пространстве.

Экспериментально изучая движения частиц, света в рима- 
новом пространстве, в принципе, можно найти метрический 
тензор пространства Минковского, а следовательно, и постро­
ить инерциальную систему координат. Таким образом, РТГ, 
построенная в рамках специальной теории относительности,



позволяет установить связь инерциальной системы с распре­
делением материи. Само пространство Минковского, а следо­
вательно, и инерциальная система координат скрыты под по­
кровом материи Вселенной или, иначе говоря, под эффектив­
ным римановым пространством. Поэтому движение относи­
тельно инерциальной системы координат есть движение от­
носительно вещества Вселенной, но это означает, что движе­
ние относительно пространства инерциальной системы также 
есть движение относительно вещества Вселенной. Закон инер­
ции является точным, но идеализированным понятием, по­
скольку он выполняется только при отсутствии гравитацион­
ного поля и других сил. Закон по-прежнему сохранил тот же 
смысл, который придал ему И. Ньютон.

Но поскольку Вселенная одна, то существует только одна 
выделенная инерциальная галилеева система координат. Имен­
но пространство этой единственной инерциальной галилеевой 
системы координат и есть то “абсолютное пространство' ', 
которое вводил Ньютон. Но это пространство определено рас­
пределением вещества во Вселенной.

Наличие инерциальной системы координат, определяемой 
распределением материи во Вселенной, делает ускорение аб­
солютным. Мы видим, что специальный принцип относитель­
ности имеет всеобщее значение независимо от вида материи.

Для гравитационного поля его требования выражаются в 
условии форминвариантности уравнений (5.19), (5.20) отно­
сительно группы Лоренца. Форминвариантность физических 
уравнений относительно преобразований Лоренца остается 
важнейшим физическим принципом при построении теории, 
поскольку именно этот принцип дает возможность ввести уни­
версальные характеристики для всех форм материи. Эйнштейн 
в 1950 г. писал: “. . .Не следует ли в конце концов попробо­
вать сохранить понятие инерциальной системы, оставив все 
попытки объяснить фундаментальную черту гравитацион­
ных явлений, которая проявляет себя в системе Ньютона как 
эквивалентность инертной и тяготеющей масс?” 12

12Эйнштейн А. Собр. науч. трудов. М.: Наука. 1966. T. II, ст. 137. С. 724.



В РТГ сохранено понятое инерциальной системы и в то 
же время показано, что эквивалентность инертной и тяготе­
ющей масс есть прямое следствие гипотезы, что сохраняю­
щаяся плотность тензора энергии-импульса материи является 
источником гравитационного поля. Таким образом, равенство 
инертной и тяготеющей масс ни в коей мере не противоречит 
существованию инерциальной системы координат. Более то­
го, эти положения органически дополняют друг друга и лежат 
в основе РТГ.

В противоположность нашему выводу Эйнштейн на поста­
вленный им вопрос ответил следующим образом: “Тот, кто 
верит в постижимостъ природы, должен дать ответ-нет ”. 
Наличие инерциальных систем координат позволяет устранить 
парадокс Маха, ибо только в этом случае можно говорить об 
ускорении относительно пространства инерциальной системы. 
Фок по этому поводу писал: «Что касается парадокса Маха, 
то он основан, как известно, на рассмотрении вращающего­
ся жидкого тела, имеющего форму эллипсоида, и невраща- 
ющегося, имеющего форму шара. Парадокс возникает здесь 
только в том случае, если считать лишенным смысла поня­
тие “вращение по отношению к пространству”; тогда дей­
ствительно оба тела (вращающееся и невращающееся) пред­
ставляются равноправными, и становится непонятным, по­
чему одно из них шаровидно, а другое -  нет. Но парадокс исче­
зает, коль скоро мы признаем законность понятия “ускорения 
по отношению к пространству”» [25].

В РТГ движение тела относительно пространства инерци­
альной галилеевой системы координат есть движение относи­
тельно вещества Вселенной или, как писал Мах, движение от­
носительно тел мира. Но отсюда видно, что согласно РТГ, 
подход Ньютона о движении тела относительно “абсолют­
ного пространства ” и подход Маха о движении тела отно­
сительно тел мира, приводят к одному и тому же, если за­
менить слова “абсолютное пространство ” на пространство 
инерциальной системы координат, которая связана с распре­
делением вещества уравнением (7.1).



Идеи Маха оказали глубокое влияние на взгляды Эйнштей­
на на гравитацию при построении общей теории относитель­
ности. В одной из работ Эйнштейн пишет: "Принцип Маха: 
G-поле полностью определено массами тел ”. Но оказывается, 
что в ОТО и это положение не выполняется, поскольку имеют­
ся решения и в отсутствии материи. Попытка устранения этого 
обстоятельства путем введения A-члена не дала желаемого ре­
зультата. Оказалось, что и уравнения с A-членом в отсутствии 
материи также имеют решения, отличные от нуля. Мы видим, 
что Эйнштейн вложил в понятие “принцип Маха” совсем дру­
гой смысл. Но и в таком понимании принцип Маха не нашел 
своего места в ОТО.

Имеет ли место принцип Маха в формулировке Эйнштейна 
в РТГ? В отличие от ОТО в этой теории в силу принципа при­
чинности имеются пространственноподобные поверхности во 
всем пространстве (глобальные поверхности Коши). И если 
на одной из таких поверхностей вещество отсутствует, то на 
основании требования энергодоминантности, налагаемого на 
тензор вещества, оно будет отсутствовать всегда [26]. В раз­
деле 11.6 также отмечено, что без вещества гравитационное 
поле не может возникнуть.

Физический смысл имеют решения только системы неод­
нородных гравитационных уравнений, когда в какой-либо ча­
сти пространства или во всем пространстве имеется вещество. 
Это означает, что гравитационное поле и эффективное рима- 
ново пространство не могут возникнуть без вещества. Физи­
ческое решение уравнений для метрики эффективного рима- 
нова пространства без вещества необходимо рассматривать 
как предельный случай решения, полученного для однородного 
и изотропного распределения вещества в пространстве, при 
последующем стремлении плотности вещества к нулю. Мы 
видим, что и в формулировке Эйнштейна принцип Маха реа­
лизуется в релятивистской теории гравитации.

Имеется, однако, существенное различие в понимании 
G-поля в нашей теории и в ОТО. Под этим полем Эйнштейн 
понимал риманову метрику, тогда как в нашем представлении



гравитационное поле есть физическое поле. Такое поле вхо­
дит в риманову метрику наряду с псевдоевклидовой метри­
кой, а поэтому при отсутствии вещества и гравитационного 
поля метрика не исчезает, а остается метрикой пространства 
Минковского.

В литературе имеются и другие формулировки принципа 
Маха, отличные по смыслу от идей Маха и Эйнштейна, но по­
скольку они, по нашему мнению, не сформулированы доста­
точно определенно, мы их не рассматривали. Так как гравита­
ционные силы в РТГ обязаны физическому полю типа Фарадея- 
Максвелла, то ни о какой единой сущности сил инерции и гра­
витации, в принципе, не может быть и речи. Силы инерции, не­
посредственно определяются не физическими полями, а стро­
го определенной структурой геометрии и выбором системы 
координат.

Псевдоевклидова геометрия пространства-времени, отра­
жая динамические свойства, общие для всех форм материи, с 
одной стороны, подтвердила гипотезу о существовании инер­
циальных систем, а с другой стороны, показала, что силы инер­
ции, возникающие при соответствующем выборе системы ко­
ординат, выражаются через символы Кристоффеля простран­
ства Минковского. Поэтому они не зависят от природы тела. 
Все это стало ясным, когда было показано, что специальная те­
ория относительности применима не только в инерциальных 
системах, но и в неинерциальных (ускоренных).

Это позволило дать принципу относительности более об­
щую формулировку: “Какую бы физическую систему отсче­
та мы ни избрали (инерциальную ши неинерциальную), всегда 
можно указать бесконечную совокупность других систем от­
счета, таких, в которых все физические явления протекают 
одинаково с исходной системой отсчета, так что мы не име­
ем и не можем иметь никаких экспериментальных возмож­
ностей различить, в какой именно системе отсчета из этой 
бесконечной совокупности мы находимся ” [7]. Математиче­
ски это выражается так: пусть в некоторой системе координат



пространства Минковского интервал равен

da2 =  'yllv(x)dxftdxu,

тогда существует другая система координат х'\

х'" = Г ( х ) ,

в которой интервал принимает форму

da2 = 7 llv{ x )d x lldx,v,

где метрические коэффициенты 7М1/ имеют тот же функцио­
нальный вид, что и в исходной системе координат. В этом слу­
чае говорят, что метрика форминвариантна относительно та­
ких преобразований, а все физические уравнения также фор- 
минвариантны, т. е. имеют одинаковый вид как в штрихован­
ной, так и в нештрихованной системе координат. Преобразо­
вания координат, оставляющие метрику форминвариантной, 
образуют группу. В случае галилеевых координат в инерци­
альной системе это обычные преобразования Лоренца.

В РТГ между силами инерции и гравитации имеется суще­
ственное различие: по мере удаления от тел гравитационное 
поле становится достаточно слабым, тогда как силы инерции 
в зависимости от выбора системы координат могут быть сколь 
угодно большими. И только в инерциальной системе коорди­
нат они равны нулю.

Построение РТГ позволило впервые установить связь инер­
циальной системы координат с распределением материи во 
Вселенной и тем самым глубже понять природу сил инерции 
и их различие с материальными силами. В нашей теории си­
лам инерции отведена такая же роль, которую они играют в 
любых других полевых теориях.



8. Постньютоновское приближение

Для изучения гравитационных эффектов в Солнечной системе 
вполне достаточно постньютоновского приближения. В дан­
ном разделе мы построим это приближение. Наше построе­
ние в техническом плане использует многое, ранее получен­
ное Фоком [25], при этом удается еще более упростить метод 
нахождения постньютоновского приближения.

Основные уравнения теории запишем в форме (см. прило­
жение Г)

7 a0D aD04>tX +  = — 16тг g(T tX +  r f ) , (8.1)

Dxï eX = 0. (8.2)

где T tX -  тензор энергии-импульса вещества; тдх -  тензор гра- 
витационного поля.

Выражение для тензора энергии-импульса гравитационно­
го поля может быть представлено в виде

-16пдтедх = 9Ш9ХР -  ^ Х9а0){9^9тц ~  ^9т<,9иц) * 

x D j ^ D p ^  + ~ga09 r . D j tTD03 Xa -  ~gt0gTaD j x° х 

x D pê aT -  ~gXa~gTaDa¥ aD p& T + ± g eXgTaD a& 0Dp4>aT + 

+Da& 0Dp$>Xa -  $>a0DaD0& x -

- m \ V 4 ~ 9 eX -  V = ï$ eX +  ~9ea~9X0l«0 ~  • (8-3)

Это выражение записано в произвольной координатной систе­
ме в пространстве Минковского. В дальнейшем все вычисле­
ния будут проводиться в галилеевых координатах инерциаль­
ной системы

luv = diag(l, —1, —1, —1) . (8.4)

При построении ряда теории возмущений в качестве мало­
го параметра естественно использовать величину, равную

V  ~  € ,  U  ~  6 2 , П  ~  б 2 , р  ~  е 2 . (8.5)



Здесь U -  ньютонов потенциал гравитационного поля; П -  
удельная внутренняя энергия тела; р -  удельное давление. Для 
Солнечной системы параметр е2 имеет порядок

е2 ~  10~6 . (8.6)

Будем исходить из разложений компонент плотности тен­
зора:

(2) (4)
д00 = 1+ ф00+  Ф00 +  . . . , (8.7)

(3) (5)
(f* =Ф<*+ ФМ + . . . , (8.8)

(2) (4)
gik = ~ik + £ik + ф* + " "  (8.9)

В качестве модели вещества возьмем идеальную жидкость, тен­
зор энергии-импульса которой имеет вид

T tX = [р + p(l + U)]ue и х -  р деХ, (8.10)

где р -  инвариантная плотность идеальной жидкости, т. е. плот­
ность массы в сопутствующей системе отсчета; р -  удельное 
изотропное давление; их -  четырехвектор скорости.

Напишем теперь разложение по малому параметру е для 
тензора энергии-импульса вещества:

(0) (2)
Т °о = т 00+ Т 00 +  . . . ,  (8.11)

T * J t K  (8.12)
.. (2) (4)Т гк=т гк+ т гк+ (8.13)

В ньютоновом приближении, т. е. когда пренебрегаем силами 
гравитации, для четырехвектора скорости имеем

и ° =  1 +  0(е2), и* =  и‘(1 +  0(б2)) . (8.14)



Используя эти выражения в (8.10), найдем

Т 00 = р, Т ы = p v \ T ik =  0. (8.15)

В этом приближении на основании (5.7) имеем

до р +  di(pvx) =  0 . (8.16)

Отсюда видно, что в ньютоновом приближении полная 
инертная масса тела является сохраняющейся величиной:

М  = [  pâ?x. (8.17)

В ньютоновом приближении на основании уравнений (8.1) име­
ем

(2)
Д ф00 =  — 107Гр , (8.18)

(3)
Д ф 0г =  — 1б7Григ , (8.19)

ОII<1 (8.20)

Масса гравитона, ввиду малости, в инерциальной системе 
координат для эффектов Солнечной системы не играет роли, 
а поэтому мы при получении уравнений (8.18)-(8.20) ее не 
учитывали. Хотя и в этом случае ее влияние сказалось в том, 
что наряду с системой уравнений (8.1) обязательно должны 
иметь место и уравнения (8.2). В теории гравитации Фока та­
кие уравнения в галилеевых координатах также использова­
лись, но они, в отличие от РТГ, не следовали из принципа наи­
меньшего действия, а поэтому было неясно, почему именно их 
надо использовать, а не какие-либо другие. Фок их выбрал как 
координатные условия и применил для изучения островных 
систем. В РТГ эти уравнения возникают из принципа наимень­
шего действия, а поэтому они универсальны. Именно благода­
ря уравнениям (8.2), мы и получаем полную систему уравне­
ний для определения физических величин. Следует отметить,



что в общем случае неинерциальной системы отсчета или для 
сильных гравитационных полей член с массой гравитона т  
опускать уже нельзя. Так, например, даже для статического те­
ла в области, близкой к сфере Шварцшильда, влияние массы 
гравитона весьма велико, поэтому пренебрегать ею уже невоз­
можно.

Решение уравнений (8.18)-(8.20) имеет вид

На основании уравнений (8.2) имеем

(8.21)

(8.22)

(8.23)

(2) (3)
д0 Ф00 + di<Ê>0i = 0 . (8.24)

Подставляя в это уравнение (8.21) и (8.22), находим

d0U -  дг\Г =  0. (8.25)

Отсюда очевидно, что при дифференцировании потенциала U 
по времени порядок малости по б увеличивается. Это обстоя­
тельство в дальнейшем нами будет использоваться при вычи­
слениях тензора энергии-импульса гравитационного поля т':х. 
Заметим, что уравнение (8.25) тождественно выполняется в 
силу уравнений (8.16).

На основании (8.22), (8.23) следует, что из всех компонент
плотности тензора ФсХ во втором приближении остается

(2)

только одна компонента Ф00, определяемая выражением (8.21).
Именно это обстоятельство существенно упрощает метод на­
хождения постньютоновского приближения, когда мы на ка­
ждом этапе построения пользуемся плотностями тензорных 
величин.



Используя (8.21)-(8.23) с точностью до второго порядка 
включительно, получим

V ^ g 00 =  1+ 4U, - y f^g g 22 -  v ^ s 33 =  -1  • (8-26)

Отсюда имеем
~д = 1 + 4С/, (8.26а)

следовательно,

9оо — 1 — 2С/, дц = д22 — Узз — — (1 + 2С7). (8.27)

Мы видим из (8.26), что в ньютоновом приближении, ко­
гда можно ограничиться только одной компонентой плотно­
сти тензора вещества Т 00, как этого и следовало ожидать, 
гравитационное поле описывается только одной компонен­
той Ф00, тогда как метрический тензор g^v имеет и в этом 
приближении, согласно (8.27), несколько компонент. Работа 
с компонентами поля Ф ^ , а не с метрическим тензором g 
в значительной степени упрощает весь вычислительный про­
цесс построения постньютоновского приближения. Именно по­
этому введение плотности тензора гравитационного поля Ф ^  
имеет не только общетеоретическое, но и практическое значе­
ние. Итак, метрический тензор эффективного риманова про­
странства равен

9оо — 1 ~ 2С/, g0i =  4тikVk, gik — 7ifc(l + 2U) . (8.28)

Из выражения (8.21) для U следует, что инертная масса (8.17) 
равна активной гравитационной массе. В РТГ, как мы видели, 
это равенство возникло из-за того, что источником гравитаци­
онного поля является тензор энергии-импульса.

Перейдем теперь к построению следующего приближения 
для компоненты метрического тензора g00. С этой целью най­
дем вклад от тензора энергии-импульса гравитационного по­
ля. Поскольку в выражении (8.3) под знаком производной не-

(2 )

обходимо учитывать только Ф00, то первый член (8.3) даст



вклад, равный
2(grad U)2, (8.29)

а второй
-16(gradC/)2. (8.30)

Вклад от всех остальных членов в этом приближении будет ра­
вен нулю. Отброшены также члены с производными по време­
ни от потенциала U, поскольку в силу (8.25) они также более 
высокого порядка малости по е. На основании (8.29) и (8.30) 
имеем

— 1б7г<7т°° =  — 14(gradC/)2. (8-31)

Используя (8.31), уравнение (8.1 ) в этом приближении для ком- 
поненты Ф00 принимает вид

(4)
Д Ф00 = 16тгдТ°° + 14(grad U)2 + 4d2QU . (8.32)

Поскольку на основании (8.28) во втором порядке по е интер­
вал равен

ds = dt( 1 - U  + =:уУ ) , (8.33)

отсюда получим

U° =  ^  =  1 + U -  I v y .  (8.34)
a s  Z

Подставляя это выражение в (8.10), находим

(2)
T 00 = p[2U + П -  ьУ ]  . (8.35)

На основании (8.26а) и (8.35) из уравнений (8.32) получим

(4)
Д ф00 =  —9втгри + 167Гр ь У  +

+ 14(grad U)2 — 1б7грП +  4ÔqU. (8.36)



Воспользуемся очевидным тождеством

(grad U)2 =  - A U 2 -  U AU . (8.37)
2

Но поскольку
A U  = -47Г/9, (8.38)

то уравнение (8.36), после использования (8.37) и (8.38), при­
нимает вид

(4)

А (Ф 00 -  7U 2) = 16тгpviù  -  40-кри -  16тгрП + 4d%U. (8.39)

Отсюда имеем

(4)
фОО =  7[/^ +  4 ф 1 +  10Ф2 +  4Ф3 -  -до1 U

d3x', (8.40)
7Г X — X'

где

*1 =  "

* - /

(™гу ■&, л.а х , Ф 2 —
pt/

- d 3x',
\х — X' \х — X

рП
X — X'

j3 /а х  .

Итак, в постньютоновом приближении находим

— 1 +  4U +  7U2 Н~ 4 Ф̂  -ь 10 Ф2 "Ь

U
+4 Ф3 -----

7Г\дЧ d3x '.
X  —  X '

(8.41)

(8.42)

Нам необходимо теперь найти величину детерминанта g в 
постньютоновом приближении. Для этой цели представим gik 
в форме

(4)

gik =  f k+ Фл . (8.43)

Следует особо подчеркнуть, что вычисление детерминанта g 
наиболее просто осуществить, если воспользоваться плотно­
стью тензора д^и и учесть, что



На основании (8.42) и (8.43) найдем

V=~9 = 1 +  2 U Н——{У2 -I- 2 Ф\ +  5 Ф2 +

+2 Фз —- Ф -  —  д12 2тг 0
U

X —  X'
d3x'. (8.45)

Здесь
(4) (4) (4)

ф22_|_ (8.46)

Так как в рассматриваемом приближении в силу малости про­
изведения

90г9г0,
имеет место равенство

9оо9оо = 1)

то из выражений (8.42) и (8.45) получим

<7оо =  1 - 2 [ /  +  - [ / 2 - 2 Ф 1 - 5 Ф 2

и 3 /
X — X'

d х (8.47)

Для определения goo нам необходимо вычислить величину Ф. 
Поскольку Ф, согласно (8.46), получена суммированием, то мож­
но воспользоваться уравнением (8.1) и путем суммирования 
непосредственно получить уравнения для функции Ф.

Из (8.3) путем суммирования получим из первого члена 
следующее выражение:

-16тг5т“ =  -2(gradC/)2. (8.48)

Все остальные члены, входящие в выражение (8.3), в данном 
приближении не дают вклада. С помощью формулы (8.10) для 
тензора энергии-импульса вещества найдем

(2)

—167хд Т гг =  — XÇmpViV1 +  487ф . (8.49)



Учитывая (8.48) и (8.49), уравнение для Ф можно представить 
в форме

АФ = 167xpViV1 — 487гр +  2(grad С/)2. (8.50)

Воспользовавшись тождеством (8.37) и уравнением (8.38), по­
лучим

А(Ф — U2) = 167xpViV1 +  87xpU — 487хр . (8.51)

Отсюда находим

Ф — U2 Н- 4 Ф\ — 2 Ф2 ~Ь 12 Ф4 , (8.52)

где

Подставляя выражение (8.52) в (8.47), имеем

$00 — 1 — 2 U +  2 и 2 — 4 Ф\ — 4 Ф2 —

—2 Ф3 — 6 Ф4 -Ь U
х  — х'

Используя тождество

1
27Г

U
х — х'

р\х — х '\d3x f,

выражение (8.53) запишем в форме

Уоо — 1 — 2 U + 2 С/ 2 — 4 Ф1 — 4 Ф2 — 

—2 Ф3 — 6 Ф4 — Ôq [  р\х — £/|с?3х/.

(8.53)

(8.54)

Полученные решения (8.54) и (8.28) вычислены в инерци­
альной системе в галилеевых координатах. Возникшая эффек­
тивная риманова метрика обязана наличию гравитационного



поля, при этом силы инерции полностью исключены. Совер­
шенно очевидно, что эти решения сохраняют свою функцио­
нальную форму в любой инерциальной системе в галилеевых 
координатах. Поскольку от преобразования временной пере­
менной все физические величины не зависят, то если совер­
шить преобразование

метрические коэффициенты изменятся следующим образом:

9оо = 9оо -  2<Э0гД д'0г = д0г -  <%тД g’xk = gik . (8.56)

Следует отметить, что преобразование (8.55) не выводит нас 
из инерциальной системы отсчета, поскольку такое преобра­
зование есть не что иное, как другой выбор часов. Все физи­
чески измеряемые величины не зависят от этого выбора. 

Принимая функцию r f

после подстановки в (8.56) выражений (8.28) для g0i и дгк, а 
также выражения (8.54) для дт с учетом (8.57) и (8.58), най­
дем метрические коэффициенты эффективного риманова про­
странства в так называемой “канонической форме”:

х'° = Х° + Т]°(х), х ,г = х г (8.55)

(8.57)

и учитывая тождество

(8.58)

<7оо =  1 — 2U + 2U 2 — 4 Ф\ — 4 Ф2 — 2 Фз — б Ф4 ,

(8.59)

Qik Тг/ь(1 "f" 2С /) .



Для статического сферически-симметричного тела постнью­
тоновское приближение, согласно (8.59), вдали от тела имеет 
вид

2 M G  _ / M G \ 2
9оо — 1 + 2 \ ~ Г ~ )  > 90г — 0 >

9ik = lik  ( l  +  — ) , М  = J p{x)dzx .

(8.59a)

На основании выражений (8.59) постньютоновские пара­
метры Нордтведта-Уилла в РТГ равны следующим значениям:

7 = 1 ,  / 5 = 1 ,  a i  =  a 2 =  аз =  i i  =  & =  6  =  & =  Ы  =  0.

Метрические коэффициенты (8.59) вычислены нами в РТГ в 
инерциальной системе отсчета. Приведем теперь выражения 
для компонент тензора энергии-импульса вещества, по срав­
нению с (8.15), в следующем приближении. Учитывая выра­
жение (8.34) для и0, а также что

=  f  ^ ■

из формулы (8.10) находим

( 3 )

T 0i = p v \2U  + П -  vkvk) + p v \

Т гк = ругук — р У к.
(2)

Компонента Т 00 определяется выражением (8.35). Наосно- 
вании (8.59), используя уравнения геодезической линии, мож­
но рассчитать все эффекты в Солнечной системе. Объединяя
(8.15) и (8.35), получим

T00 =  р[\ + 2U +  П -  ыу* (8.60)

Инвариантная плотность р зависит от метрики а следова­
тельно, зависит от гравитационного поля. Она удовлетворяет 
уравнению

V u(puu) = 0,



т. е. уравнению
dv{\/~ 9  рии) =  0.

Отсюда, сравнивая с обычным уравнением непрерывности, 
следует, что сохраняющаяся плотность р*, равная

р* = P yF g u * ,

не зависит от метрики В работе [25] подробно показано, 
что

ôg(p V ~ g u 1') = о.

Учитывая (8.34) и (8.45), находим

р* =  p ( l  +  W  -  ^ V iV 1} .

Подставляя это выражение в (8.60), получим

Т 00 1 — U +  П — —ViV (8.61)

В нашем приближении согласно [25] имеем

V„T
дТ 00

dt

Интегрируя это выражение по объему системы тел и учитывая 
(8.61), получим

Р 1 — U +  П — т-ViV1 [cte]3 +
au
dt

[dx]z =  0. (8.62)

С помощью равенства

[dx]3 =  0

представим второй интеграл в (8.62) в виде производной по 
времени, тогда выражение (8.62) примет форму

д
dt

1 1
1 — —U + П — —VôV [dx]3 = 0



Отсюда полная масса системы тел равна [25]

М =  р' 1 -  4-С/ +  П -  —Viv' 2 2
[dx]3 =  О (8.63)

Здесь и ранее: (—ViV1) =  у2.
Первый член в (8.63) представляет полную массу покоя ча­

стиц жидкости, другие члены выражают гравитационную, вну­
треннюю и кинетическую энергию жидкости. Еще раз особо 
отметим, что плотность р* не зависит от гравитационно­
го поля. В связи с возникающими вопросами поясняю: при ре­
шении задач внешнее решение для гравитационного поля тела 
сшивается с внутренним решением на поверхности тела. Та­
ким образом, только гравитационное поле на поверхности те­
ла и определяет воздействие внешнего поля на тело. Поэтому 
поле вне тела после сшивания решений никакого вклада в мас­
су тела в принципе не может дать.

В. А. Фок при расчете гравитационных эффектов пользо­
вался гармоническими условиями в декартовых координатах. 
Он называл их координатными условиями. Так, в работе [24] 
он писал: “При решении уравнений Эйнштейна мы пользова­
лись координатной системой, которую мы называли гармо­
нической, но которая заслуживает названия инерциальной ”. 
Далее в этой же статье он отмечал: “Нам кажется, что воз­
можность введения в общей теории относительности одно­
значным образом определенной инерциальной координатной 
системы заслуживает быть отмеченной ”. И, наконец, в ра­
боте [25] он писал: “Принцип относительности, выражае­
мый преобразованиями Лоренца, возможен и в неоднородном 
пространстве, общий же принцип относительности невоз­
можен ”.

Все эти высказывания Фока были продиктованы стремле­
нием внести ясность в физическую суть ОТО, освободив ее 
от не имеющей физического смысла общей относительности. 
Однако при этом Фок фактически вышел за пределы ОТО. 
Именно благодаря такому выходу он и пришел к поразитель­
ному утверждению о справедливости принципа относитель-



ности в неоднородном пространстве. Если оставаться в рима- 
новом пространстве, а в ОТО другого пространства и нет, то 
это утверждение противоречит правильному выводу Фока, что 
"в общей теории относительности нет, вообще говоря, ника­
кой относительности ” [25]. Но чтобы осуществить его замы­
сел, необходимо ввести представления о гравитационном поле 
в пространстве Минковского. Где же Фок совершил выход из 
ОТО? При использовании гармонических условий он фактиче­
ски использовал декартовы (галилеевы) координаты

дд 
д х**

(8.64)

-  декартовы координаты. В декартовых (галилеевых) коор­
динатах у(х) =  det 7М1/ =  — 1. Поэтому согласно тензорному 
закону преобразований имеем

дхм д х1' да0(у)

дУа дУр V - 7 (у)

Запишем уравнение (8.64) в форме

^ д Г { х )
дуТ д д ^ (х )  
дх}1 дут

(8.65)

(8.66)

Для дальнейших вычислений приведем формулы

д ( ^
dvT / 3

1
dyT \ ^ / - 1 (y)J  х/=7 7тЛ 7а/3

д2х а dyv
дуадуР дха

. (8.67)

После подстановки (8.65) в (8.66) и учитывая (8.67), получим

йцЯГ(х) =
1 d xv ддаа{у)

+
1 2_1/

~9а0(у)V3 ? дуа дуа v 3 ?
д2х

дуаду@

Множитель второго члена запишем в форме

д2х и д хи дуа д2х т д хи а
дуаду@ дуа д хт дуаду@ дуа^ аР



Подставляя это выражение в предыдущее, найдем

+  'ГарШ**0 (У))

т. е. имеем

Итак, мы установили, что плотность тензора д**0 (у) в про­
извольных координатах автоматически удовлетворяет обще- 
ковариантному уравнению

если исходное условие гармоничности (8.64) записано в де­
картовых координатах. Но это означает, что условие гармонич­
ности (8.64), взятое в декартовых координатах, является не ко­
ординатным условием, а полевым уравнением в пространстве 
Минковского.

Полученное выше уравнение совпадает с уравнением (5.20) 
РТГ. В РТГ оно следует из принципа наименьшего действия. 
Переходя от координат у к координатам z, получим (см. при­
ложение Д(Д . 12))

Поэтому, когда Фок записывал гармонические условия в фор­
ме

он фактически имел дело с декартовыми координатами, для 
которых 7ар(у) = 0, т. е. с пространством Минковского в га­
лилеевых координатах. Фок, выбирая гармонические коорди­
наты в виде условий (8.64), в действительности использовал

D \gXa =  0

D ух = -7а0(у)да0{у)

где через □ обозначен оператор



пространство Минковского в галилеевых координатах, а урав­
нения (8.64) играли роль не координатных условий, а полевых 
уравнений. Но почему необходимо добавить к уравнениям 
Гильберта-Эйнштейна именно уравнения (8.64) в галилеевых 
координатах, а не какие-либо другие или те же самые гармо­
нические, но в других недекартовых координатах, чтобы полу­
чить полную систему уравнений гравитации в подходе Фока, 
оставалось неясным. Здесь Фок, по-видимому, руководство­
вался физической интуицией, а также возникающим при вы­
числении математическим упрощением.

Пытался ли Фок рассматривать гравитационное поле в про­
странстве Минковского? Нет, он был далек от этой мысли и 
писал об этом: “Мы упоминаем здесь о ней только в связи с 
наблюдаемым иногда стремлением (которого отнюдь не раз­
деляем) уложить теорию тяготения в рамки евклидова про­
странства” [24]. Подход Фока оказался ближе к представле­
ниям РТГ. Все то, что Фок стремился внести в теорию грави­
тации (инерциальные системы, ускорение относительно про­
странства), полностью содержится в РТГ, но это достигается 
путем рассмотрения гравитационного поля, как и всех других 
физических полей в пространстве Минковского. При этом все 
геометрические характеристики риманова пространства уже 
являются полевыми величинами в пространстве Минковско­
го.

При анализе гравитационных эффектов в Солнечной си­
стеме Фок также фактически пользовался пространством Мин­
ковского, поскольку все вычисленные гравитационные эффек­
ты он относил к инерциальной системе координат. Именно это 
обстоятельство и позволило ему получить правильные выра­
жения для эффектов. Так, например, он писал: “Как следу­
ет определять прямую: как луч света или как прямую в том 
евклидовом пространстве, в котором декартовыми коорди­
натами служат гармонические координаты х \ , х 2)хъ? Нам 
представляется единственно правильным второе определе­
ние. Фактически мы им и пользовались, когда говорили о том, 
что луч света вблизи Солнца имеет форму гиперболы ” [25].



В РТГ гравитационные эффекты определяются однознач­
но, поскольку согласно уравнениям (8.1), (8.2), записанным 
в галилеевых координатах инерциальной системы, движение 
света или пробного тела при выключении гравитационного по­
ля действительно происходит по прямой линии, являющейся 
геодезической в пространстве Минковского. В неинерциаль­
ной системе координат геодезическая линия в пространстве 
Минковского уже не будет прямой линией. Но это означает, 
что в РТГ в неинерциальной системе координат для нахожде­
ния гравитационного эффекта движение в эффективном рима- 
новом пространстве необходимо сравнивать именно с геодези­
ческим движением в ускоренной системе координат.

При вычислении эффектов гравитации в Солнечной систе­
ме, когда влиянием массы гравитона можно пренебречь, си­
стема уравнений (8.1) и (8.2) РТГ только в галилеевых коор­
динатах совпадает с системой уравнений, которую решал Фок 
в гармонических (декартовых) координатах. Если оставаться 
в рамках ОТО, то в любой другой системе, например, неинер­
циальной, они уже существенно отличаются. Это происходит 
потому, что система уравнений Фока, как сам он отмечает, не 
общековариантна, тогда как система уравнений РТГ общеко- 
вариантна. Фок полную систему гравитационных уравнений 
(для островных систем) получил путем добавления гармони­
ческих условий к уравнениям Гильберта-Эйнштейна.

Согласно РТГ полная система гравитационных уравнений
(8.1) , (8.2) возникает из принципа наименьшего действия.

Отсюда и становится ясным, почему появляются условия
(8.2) , а не какие-либо другие. Эти уравнения становятся уни­
версальными, справедливыми не только для островных систем. 
В декартовых координатах они совпадают с гармоническими 
условиями. Как мы уже отмечали ранее, гармонические усло­
вия в декартовых координатах, которые с успехом использовал 
Фок, вывели его за рамки ОТО Эйнштейна. Это обстоятель­
ство в свое время отмечал Л. Инфельд, который в 1957 г. писал: 
"Тем самым для Фока выбор гармонического координатного 

условия становится некоторым фундаментальным законом



природы, изменяющим сам характер эйнштейновской общей 
теории относительности и превращающим ее в теорию гра­
витационного поля, справедливую только в инерциальных си­
стемах координат ” 13.

Если оставаться в рамках ОТО, то совершенно непонят­
но, с точки зрения физики, почему необходимо выбирать гар­
монические условия в декартовых координатах, а не какие- 
либо другие или даже гармонические, но в других координа­
тах. Тогда как в РТГ из-за наличия массы гравитона эти усло­
вия возникают как следствие выполнимости уравнений для ве­
щества (см.(5.7) и (5.17)), т. е. они вытекают из принципа 
наименьшего действия, а поэтому имеют универсальное зна­
чение.

В РТГ гравитационные уравнения (5.19), (5.20) общекова- 
риантны, но не форминвариантны относительно произволь­
ных преобразований. Они форминвариантны относительно ло- 
ренцевых преобразований. Но это означает, что в лоренцевых 
координатах, если имеет место решение G(x) при тензоре ве­
щества Т^и(х), то в новых лоренцевых координатах х' имеет 
место решение G'(x') при тензоре вещества Т ^(х '), а следо­
вательно, в координатах х  решение G'(x) возможно только при 
тензоре вещества Т' (х).

В РТГ устанавливается взаимно однозначное соответ­
ствие между римановой метрикой и метрикой Минковского, 
что и позволяет при вычислении гравитационного эффекта 
сравнить движение под действием гравитационного поля с 
движением в его отсутствии. В РТГ при выключении грави­
тационного поля обращается в нуль тензор Римана, и одновре­
менно совершается переход от римановой метрики к метри­
ке Минковского, ранее выбранной при постановке физической 
задачи. Это и обеспечивает в РТГ выполнимость принципа со­
ответствия.

13Инфельд Л. Новейшие проблемы гравитации. М.: Изд-во иностр. л-ры. 
1961. С. 162.



Для вычисления гравитационного эффекта необходимо 
сравнить движение в римановом пространстве с движением в 
отсутствии гравитационного поля. Именно так определяется 
гравитационный эффект.

В заключение данного раздела отметим, что постньюто­
новское приближение (8.59) удовлетворяет принципу причин­
ности (6.11).



9. О равенстве инертной 
и гравитационной масс

Так как источником гравитационного поля является плотность 
тензора энергии-импульса, то полевой подход к гравитации 
позволяет совершенно просто получить метрику эффективно­
го риманова пространства в первом приближении по грави­
тационной постоянной G. Это особенно легко установить из 
уравнений (2.2). Для сферически-симметричного статическо­
го тела в галилеевых координатах инерциальной системы урав­
нения (2.2) имеют вид

ДФ00 -  т 2Ф00 = -1б7гг00, (9.1)

Д Ф ° * - т 2Ф0г =  0, АФ*к — т 2Ф1к = 0, i ,k  = 1,2,3.  (9.2)

Для статического тела только одна компонента t00 отлична от 
нуля.

Из уравнений (9.2) имеем

фОг =  Qj =  о (9.3)

Вдали от тела из уравнения (9.1) находим

фОО ^  I M e-mr ( М  = f  t00d3x  ( (9.4)

М  -  инертная масса тела, создающего гравитационное поле. В 
Солнечной системе экспоненциальный множитель, ввиду ма­
лости величины шг, можно опустить, т. е.

фОО ~ 4M
г

(9.5)

Найдем компоненты плотности метрического тензора эф­
фективного риманова пространства ç fv. На основании (2.6) 
имеем

д,ш = +  Ф Г = з/=з<Г , = (9.6)



Отсюда, учитывая (9.3) и (9.5), получим следующие, отличные 
от нуля, компоненты д^и

j°° = l + — , = = (9.7)г
Они точно удовлетворяют уравнению (2.3). На основании (9.7) 
находим

доо —
V - 9

1 + ш > 9п — 922 — #33 — - у / Ч  •

- 9  = -  ^ V ^ V 3 = ( 1 +
4M

(9.8)

(9.9)

Подставляя выражения для g в формулы (9.8), получим

/ 2 М \ ( 2 М \
9оо — у - --------- J > 9 и  — 922 — Ззз — — (̂ 1 Н-------- J • (9.10)

Следует особо подчеркнуть, что на том месте, где в со­
ответствии с законом тяготения Ньютона должна находиться 
активная гравитационная масса, возникла инертная масса М. 
Таким образом равенство инертной и активной гравитацион­
ной масс является прямым следствием того, что источником 
гравитационного поля является плотность тензора энергии- 
импульса. Так что причиной равенства инертной и гравита­
ционной масс является не локальная тождественность сил 
инерции и гравитации, а универсальность сохраняющегося ис­
точника гравитационного поля -  тензора энергии-импульса 
материи.

Интервал в эффективном римановом пространстве имеет
вид

d s 2 =  ^ 1 ----- — ^jdt2 — ^1 +  (d x 2 +  d y 2 +  d r 2) . (9.11)

Классические эффекты гравитации, такие как гравитационное 
красное смещение спектральных линий, отклонение луча све­
та Солнцем, временное запаздывание радиосигнала, прецес­
сия гироскопа на земной орбите, полностью описываются этим 
интервалом.



Следует особо отметить, что для сферически-симмет- 
ричного статического тела имеется только одна компонен­
та тензора t00. В полевом описании ей соответствует только 
одна компонента поля Фт, а следовательно, только одна су­
щественная компонента g00, тогда как в величинах g^v для 
этой задачи существенны все четыре компоненты goo, gu, 
Я22, <?зз- Именно это обстоятельство и указывает на есте- 
ственное определение гравитационного поля в форме (9.6).

Из выражения (9.10) очевидно, что силы гравитации в этом 
приближении являются силами притяжения, поскольку вели­
чина М , как инертная масса, всегда положительна.



10. Гравитационное поле сферически- 
симметричного статического тела

Вопрос о том, что происходит в окрестности сферы Шварц- 
шилъда при наличии массы покоя гравитона, впервые был рас­
смотрен в релятивистской теории гравитации в работе [2] и 
сделан вывод: в вакууме на сфере Шварцшилъда метрический 
коэффициент эффективного риманова пространства goo от­
личен от нуля, тогда как дп имеет полюс. Эти изменения, 
возникшие в теории из-за массы гравитона, приводят к от­
сутствию “черных дыр ”.

В дальнейшем в [14] был проведен подробный анализ этой 
задачи, который уточнил ряд вопросов. В разделе 11 будет по­
казано, что в той точке в вакууме, где метрический коэффици­
ент эффективного риманова пространства дп , имеет полюс, 
другой метрический коэффициент д0о, не обращается в нуль. 
Возникшая вследствие этого особенность не устранима выбо­
ром системы координат, а поэтому невозможно сшить реше­
ние внутри тела с внешним решением. Это обстоятельство и 
приводит к заключению, что радиус тела не может быть мень­
ше радиуса Шварцшильда. Все это будет подробно рассмотре­
но в разделе 11.

Запишем уравнения (5.19), (5.20) в форме

+ = К Т ? , (10.1)

D ^  = 0. (10.2)

Здесь д11" =  \/~ -дд^, g — det g^V) -  тензор Риччи, к =  
=  (8nG )/c2, G -  гравитационная постоянная; D -  ковариант- 
ная производная в пространстве Минковского; yiw(x) -  ме­
трический тензор пространства Минковского в произвольных 
криволинейных координатах.

Определим теперь гравитационное поле, создаваемое сфе- 
рически-симметричным статическим источником. Общий вид



интервала эффективного риманова пространства для такого ис­
точника имеет вид

ds2 =  Qoodt  ̂ +  2gQidtdr H- g\\dv* H- ^22d$2 +  $ззС?Ф2, (10.3)

Введем обозначения

9oo(r) = U(r), 0oi (0  =  B (r)
B 2(r)

9n(r) = -  V (r) -
U(r)

(10.4)

022 (r) =  - W 2(r), 033 (r, 9) = - W 2(r) sin2 9.

Компоненты контрвариантного метрического тензора равны

.00
W  =  i ( i -

в 2
Ü V 901(г) = -

В
UV

9П(г) = - ±
1

(10.5)

922(г) = - 533М )  =  -
1

W 2 ’ » W 2 sin29

Детерминант метрического тензора д^и равен

0 =  à e tg ^  = - U V W 4 sin2 9. (10.6)

Для решения, имеющего физический смысл, должно выпол- 
няться условие

g = det = —U V W 4 sin2 в < 0 . (Ю.7)

Для сферических координат допускается обращение g в нуль 
только в точке г = 0. На основании (10.5) и (10.6) найдем ком­
поненты плотности метрического тензора

д Г  =  (Ю.8)
Они имеют вид

9°° =
W 2

V ï ï v  
и

V -
в 2

и
■ а -01 B W * ■ й sin9, а = ---- ;-----smp.

V ü v

g11 = - \ I ^ W 2sin9 (10.9)

~g22 = - V Ü ÿ s m 9 ,  033 =  - ^ ^
sin 6



Все рассмотрение будем проводить в инерциальной систе­
ме в сферических координатах. Интервал в пространстве Мин­
ковского имеет вид

da2 =  dt2 — dr2 — г2(de2 -f sin2 6d(î>2) . (10.10)

Отличные от нуля символы Кристоффеля в пространстве Мин­
ковского, определяемые по формуле

7 î/ =  t;7à<t(<V)W + , (10.11)

равны

722 = - г ,  7зз = - г  Sin2 9, 722 = 7?3 = —,
о , г (10.12)

7зз =  -  sin в cos в, 723 =  ctg в .

Запишем уравнение (10.2) в развернутом виде

D M r v  =  =  0 • (10.13)

В галилеевых координатах пространства Минковского они име­
ют вид

д ^  = 0. (10.14)

В случае статического гравитационного поля из (10.14) имеем

(10.15)

Используя тензорный закон преобразования, можно выра­
зить компоненты дг0 в декартовых координатах через компо­
ненты в сферических координатах

B W 2 xj 
V ï ï v  Г3 ’

у/=д  =  VÏÏVW2r~2 (10.16)

где х г -  пространственные декартовы координаты. Полагая в
(10.15) и =  0 и интегрируя по сферическому объему после



применения теоремы Гаусса-Остроградского, получим инте­
грал по поверхности сферы

г B W 2 f
/ 9 * ' “  r>s/VV /  {ХЛГ> ~ ° ' (10.17)

Принимая во внимание равенство

/ (И 8) =  4яг3 '
(10.18)

получим
B W 2 п-7 =  = °-
V u v

(10.19)

Поскольку уравнение (10.14) справедливо как внутри ве­
щества, так и вне его, ( 10.19) должно выполняться для любого 
значения г. Но так как в силу (10.7) U, V и 1 Г н е  могут рав­
няться нулю, то из (10.19) следует

В  = 0. ( 10.20)

Интервал (10.3) эффективного риманова пространства прини­
мает вид

ds2 = Udt2 -  V dr2 -  W 2(d02 +  sin2 Od<P2) . (10.21)

На основании (10.20) следует, что не существует стати­
ческого решения уравнений Гильберта-Эйнштейна в гармони­
ческих координатах, содержащего в интервале член вида

B(r)dtdr. (10.22)

Тензор энергии-импульса вещества имеет вид

T Ï  = { р  + J ) t / Ч  -  6 ^  . (10.23)

В выражении (10.23) р -  плотность массы вещества, р -  изо­
тропное давление, а

.. dxму* =  —----- четырехскорость, (10.24)
ds



удовлетворяющая условию

g ^ v  =  1. 

Из уравнений (10.1) и (10.2) следует

=  0,

(10.25)

(10.26)

где V ^ -  ковариантная производная в эффективном римановом 
пространстве с метрическим тензором g В случае статиче­
ского тела

и4 =  0, г =  1,2,3;  v° =
1

V U
(10.27)

и поэтому

Г0° =  р(г), т1 =  — Тз =  —

т? = О, р ф и  .

р{г)

(10.28)

Для интервала (10.21) символы Кристоффеля, отличные от 
нуля, равны

0 _  ± d u  , _  ± d U  , _  J _ d V
01 2 U dr ’ 00 2V dr ’ 11 2V dr ’

F22 = - Z ^ ,  ГЪ =  sin2 в Г2'2 ,V  dr
(10.29)

Г>2 _  рЗ _  1 ]п2
1 12 —  1 1Q — ---- , Г33 =  — sin в COS 0  , /~2з = ctg 0 .13 Ж  dr 

Используя выражение для тензора Риччи

Ry» = а. с  -  а, г * +г °  гД -  г °  гД , я? = ^ Адл„ , (ю.зо)
и подставляя в него выражения для символов Кристоффеля из 
(10.29), уравнения (10.1) для функций U, V  и W  можно приве­
сти к виду

1 1 / d W \ 2
W* ~ V W * \~ d r )

2 d2W 1 dW  d_
V W  dr2 W  dr d r \ V

1 . 
+  - m -

.2 -,1 / 1  1 \ Г
+ 12 \ V ~ v ) ~  W 2 J



1 1 / d W \ 2
W 2 ~  v w 2 \  dr )

1 dW  dU
U V W  dr dr

+

1 . 1 / 1  1 \ r2 '
1 ~~ J  \ U  ~ v ) ~  W 2. =  - « 4 .  (10.32)

+

1
V W

1

w" -
1

2UV

U'V' -
4 U V 2
1 ,

+ - m ^

U" + 

1
2 U V W

1
2 W V 2 

W 'U ' +

W 'V ' +
1

4 V U 2('U')2 +

1 l ( l 1 
2 \ U  + V J \

= —к P (10.33)

Уравнение (10.13) с учетом (10.12), (10.9) и (10.20) преобразу­
ется к виду

î ( S w * ) = 2 r ' m ' <i<u4)
Заметим, что в силу тождества Бьянки и уравнения (10.2) 

одно из уравнений (10.31) -(10.33) является следствием осталь­
ных. В дальнейшем в качестве независимых мы возьмем урав­
нения (10.31), (10.32) и (10.34).

Выражение (10.26) запишем в развернутом виде

Т 7  T V  =  г) T V  4 -  T V  Т а  —  Г а T V  —  пv 4х V — иЧ-± V < 1 ац* и 1 Ц1Г1 а ~  и • (10.35)

Используя формулы (10.28) и (10.29), получим

1 dp р +  (р /с2) dU 
с2 dr 2U dr

Принимая во внимание тождество

(10.36)

1 d rW ( d W \ * i  
W 2(dW/dr)dir i y V 'd r J  .

2 d2W  1 dW d / 1 

+ V W  dr2 + W ~ d r d r \ V

1 / dW  \  2
V W 2 \~dir )  +

(10.37)



уравнение (10.31) можно записать в форме

1 -
d

dW
W

lV (d r /d W ):
+

1 . 
+ T m- W 2 — r2 +

W 2 / 1 1
2 \U  V

Аналогично преобразуем уравнение (10.32):

= n W 2p. (10.38)

1 -
W d

v id r /d W ) 2 dW
In {UW) +

1 , 
+ - m - W 2 — r2 —

W 2 ( I - I
2 \U  V

= —к ■w 2v

Уравнения (10.34) и (10.36) запишем в виде

d {W 2^ / Ï Ï J v )  = 2 rV U v  dr
dW dW

1 dp
7*dW  = - [ p  +

p \  1 dU
~ ^J2Ü dW

(10.39)

(10.40)

(10.41)

Об условии причинности

В сферических координатах пространства Минковского ин­
тервалы пространства Минковского и эффективного риманова 
пространства имеют вид

da2 — dt2 — dr2 — г2(dO2 -f sin2 Od̂ ^2) , (10.42)

ds2 =  U (r)dt2 — V (r)dr2 — W 2(r)(d92 +  sin2 9d<P2) . (10.43) 

Введем вектор скорости

dx1
~dt'

г, в, Ф) (10.44)

ег -  единичный вектор относительно метрики пространствен­
ной части пространства Минковского



В общем случае /с** имеет вид

. 70г70А:
Кik Ifik ~Ь

7оо
(10.46)

В случае (10.42)
Kik 7ik • (10.47)

Условие (10.45) для метрики (10.42) приводит к равенству

(е1)2 +  г2 [(е2)2 +  sin2 0(е3)2] =  1. (10.48)

Определим четырехвектор скорости равенством

Vм =  (1, vel) (10.49)

и потребуем, чтобы он был изотропным в пространстве Мин­
ковского

7^ ^  =  0. (10.50)

Подставляя (10.49) в (10.50) и учитывая (10.48), находим

(10.51)

Отсюда изотропный четырехвектор vм равен

^  =  (1,6*). (10.52)

Так как, согласно специальной теории относительности, 
движение всегда происходит внутри или на границе конуса 
причинности Минковского, то для гравитационного поля име­
ет место принцип причинности

9 ^ v v < 0 ,  (10.53)

т. е.

и  -  V ie 1)2 -  W 2[{e2)2 +  (е3)2 sin2 в) <  0. (10.54)

Учитывая (10.48), выражение (10.53) можно записать в виде



Пусть
w w 2 ft У -  —  > 0 .

rz
(10.56)

В силу произвольности 0 <  (е1)2 <  1 неравенство (10.55) бу­
дет выполняться, только если

w 2
и -  —  < 0 .

гр £
(10.57)

Из неравенств (10.56) и (10.57) следует

U < V. (10.58)

В том случае, если
W 2

V -  —  < 0 ,
/У» 4i

(10.59)

запишем неравенство (10.55) в форме

т т г 2
U — V  — ( — —  v )  (1. — (е1)2) <  0 . (10.60)

В силу произвольности е1, выражение (10.60) будет выпол­
няться для любых значений 0 <  (е1)2 <  1, только в случае, 
если

U < V . (10.61)

Таким образом, принцип причинности РТГ приводит во 
всех случаях к неравенству

U (г) < V ( r ) . (10.62)



11. Самоограничение гравитационного поля 
и его роль во Вселенной

11.1. Введение
Когда А. Эйнштейн в 1913 г. связал гравитационное поле с ме­
трическим тензором риманова пространства, оказалось, что 
такое поле вызывает замедление хода времени физического 
процесса. Это замедление, в частности, можно проиллюстри­
ровать на примере решения Шварцшильда, сравнивая ход вре­
мени в присутствии гравитационного поля с ходом времени 
для удаленного наблюдателя. Однако в общем случае в ОТО 
присутствует только метрический тензор риманова простран­
ства, а поэтому в уравнениях Гильберта-Эйнштейна отсутству­
ют какие-либо признаки инерциального времени пространства 
Минковского.

Возникновение эффективного риманова пространства в по­
левой теории гравитации при сохранении пространства Мин­
ковского как основного пространства позволяет сравнить ход 
времени в гравитационном поле с ходом времени t в инерци­
альной системе координат пространства Минковского при 
отсутствии гравитации. Чтобы показать, что изменение хо­
да времени ведет к появлению силы, обратимся к уравнению 
Ньютона:

Если в этом уравнении формально перейти от инерциального 
времени t ко времени т по правилу

Отсюда видно, что изменение хода времени, определяемое фун­
кцией [/, ведет к появлению эффективной силы. Но все это

( и л )

dr = U (t)d t , ( 11.2)

то легко получить

(11.3)



здесь имеет чисто формальный характер, поскольку в данном 
случае нет физической причины, которая изменила бы ход вре­
мени. Но именно этот формальный пример показывает, что 
если в природе идет процесс замедления хода времени, то он 
неминуемо создает эффективные полевые силы, которые не­
обходимо обязательно учитывать в теории. Физическое грави­
тационное поле изменяет как ход времени, так и параметры 
пространственных величин, по сравнению с теми же величи­
нами в инерциальной системе пространства Минковского при 
отсутствии гравитации.

Полевой подход дает возможность глубже понять природу 
гравитационного поля и прийти к выводу, что гравитационное 
поле обладает как свойством замедлять течение инерциально­
го времени, так и свойством останавливать процесс замедле­
ния времени, а следовательно, и останавливать процесс сжа­
тия вещества. Именно отсюда возникла способность поля к 
ограничению своей величины (самоограничение) и невозмож­
ность остановки течения времени гравитационным полем. Та­
ким образом, согласно РТГ замедление течения инерциально­
го времени и остановка процесса замедления есть одно общее 
свойство гравитационного поля.

Это соответствует общему утверждению: Если согласно фи­
зической теории гравитационное поле обладает свойством 
замедлить ход времени, то та же теория должна и оста­
новить процесс замедления времени, в противном случае это 
привело бы к остановке течения времени гравитационным по­
лем, что физически неприемлемо.

Именно это и находится в соответствии с высказывани­
ем А. С. Эддингтона:14 “Звезда должна излучать и излучать, 
сжиматься и сжиматься -  до тех пор пока, как я полагаю, ее 
радиус не уменьшится до нескольких километров, когда при­
тяжение становится достаточно сильным, чтобы удер­
жать излучение, и звезда обретет, наконец, покой. Тем са­
мым, я вынужден прийти к выводу, что это почти reduction 
ad absurdum (приведение к абсурду) формулы для релятивист-

14Eddington A. S. // The Observatory. 1935. Vol. 58. P. 373.



ского вырожденного газа. Возможные случайные обстоятель­
ства могли бы предотвратить такое поведение звезды, но я 
хочу, чтобы был более сильный запрет на такую эволюцию 
звезды. Я  думаю, что должен был бы существовать Закон 
Природы, который бы не допускал эволюцию звезды столь аб­
сурдным способом ”.

Как видим Эддингтон не допускал возможности неограни­
ченного сжатия тела.

Оказывается, что в полевых представлениях о гравитации 
все это содержится в физическом свойстве гравитационного 
поля останавливать процесс замедления течения времени и, 
тем самым, ограничивать свой потенциал, что и останавливает 
процесс сжатия вещества.

Далее мы на примерах коллапса и эволюции однородной 
и изотропной Вселенной рассмотрим как возникает самоогра­
ничение потенциала гравитационного поля, которое останавли­
вает как процесс замедления времени, так и процесс сжатия 
вещества.

11.2. Уравнения сферически-симметричного 
статического гравитационного поля

В инерциальной системе координат интервал в пространстве 
Минковского в сферических координатах имеет вид

сla 2 = (с/х-0)2 -  (с1г)2 -  Г2((1в2 + sin2 в (1ф2) , (11.4)

здесь х° = et. Интервал в эффективном римановом простран- 
стве для сферически симметричного статического поля запи­
сывается в форме

ds2 =  U (r)(dx0)2 — V (r)dr2 — W 2(г) (d92 + sin2 9 d(j)2) . (11.5) 

Уравнения РТГ представим в форме

( 11.6)



В развернутом виде уравнение (11.7) имеет вид

^  +  71а5Ла= 0 .  (11.8)

Здесь -  символы Кристоффеля пространства Минковско­
го.

Для сферически-симметричного статического источника 
компоненты тензора Т£ записываются как

Т0° =  р(г), T l = T l  =  T l  =  , (11.9)
cr

здесь р -  плотность массы, р -  изотропное давление.
Для определения метрических коэффициентов U, V  и W  

можно воспользоваться уравнениями (11.6) для значений ин­
дексов р  =  0, V =  0; р = 1, и =  1, и они на основании (10.31) 
и (10.32). принимают вид

1
W 2

1 / d W '  2 
V W 2 \"dr" У -

1 . 
+ - m -

- I

2 d2W  
V W  dr2

Û

1 d W d  / 1 \
W l f r d ï w )  +

x p , ( 11. 10)

1
W 2

1 , 
+ - m -

1 / dW  \  2
V W 2 \~dr )

dW  dU

1 -  -  

2 \U  V J

U V W  dr dr
..2 -,

+

W  2 J
—x-P (11.11)

Уравнение (11.8) на основании (10.34) принимает вид

= 2  r V U v . (11.12)

Учитывая тождество

dr 1 d W  ( d W \ 2
dW  W 2 dr -V  \ dr )  .

1 rdW  
V W 2 \  dr )

2 d2W  1 dW  d / 1 
+  V W  dr2 + W ~dr dr VF



и переходя от производных по г к производным по W  уравне­
ния ( 11.10) -  ( 11.12) можно записать в форме

1-
d W

dW  \.V (dr/dW )2i 2
1 , 

-I— т' W 2- r 2+
W : 1 1

ü ~ v n
= x W 2p

(11.13)

1
w d

V {d r/d W )2 dW
[ln([/W)] +

1
H— m 

2
W 2 -  r2 -

W 2 /  1 1
2 \ V ~ V J \

x W 2^ ,  (11.14)

d [ j ï ï j v w 2] = 2rV U v  dr
d W ----------------  ,m  ( U 1 5 )

В солнечной системе влиянием массы покоя гравитона т д 
можно, с большой точностью, пренебречь, и система уравне­
ний (11.13) -  (11.15) вне источника в инерциальной системе 
координат принимает вид

1 -
d

1 -

dW

W

W
iV (d r /d W )2- 

d

=  0 ,

V {d r/d W )2 dW
[ln(LW)] =  0 ,

d [ ^ Ï ï j v w 2] = 2rV U v  drdW  L v ’ ' ■ ■ ’ J • ’ ’ dW  
Первые два уравнения точно такие же как в ОТО, но записан­
ные в гармонических координатах. Последнее уравнение сле­
дует из уравнения (11.7), которое в инерциальной системе ко­
ординат точно совпадает с гармоническим координатным усло­
вием. Такую систему уравнений рассматривал в ОТО В. А. Фок. 
Легко увидеть, что эта система уравнений для источника с мас­
сой М  имеет решение

ds2 =
г  -  гд/2

c2dt2 — + Гд/2
г + гд/2~ ~~ г - г д/2 

здесь г g — 2 G M /с 2 -  радиус Шварцшильда.

dr2—(г+rg/2 )2 (de2+s'm2 ed<f>2)



Отсюда для отклонения световых лучей в поле Солнца и 
для смещения перигелия Меркурия, а также других гравита­
ционных эффектов в Солнечной системе, мы получим точно 
такие же выражения, как и в ОТО, но только в гармонических 
координатах. Особо подчеркнем, что совпадение возможно 
только в гармонических координатах.

Далее мы будем исследовать систему уравнений (11.13)-
(11.15) и (10.41) для различных уравнений состояния веще­
ства. Именно на основе этих уравнений в разделах 11.3, 11.4 и 
11.6 будет показано, что гравитационное поле обладает свой­
ством самоограничения, которое и устанавливает границу для 
замедления течения времени гравитационным полем.

11.3. Внешнее решение для сферически- 
симметричного статического тела

В данном разделе будет показано, что наличие массы покоя у 
гравитона кардинально изменяет характер решения в окрест­
ности сферы Шварцшильда.

Вычитая уравнение (11.14) из уравнения (11.13) и вводя 
новую переменную

U W 2 . dr _ W - W Q 
V f 2 ’ r ~  dt ’ W0

(11.16)

получим

dZ 2Z  dU 0 Z m 2W 3 / U \  _  W* /  p \
d W  V  d W  W ~  2 W 2 V ~ v ) ~ ~ * W * \ P + & ) U '

(11.17)
Складывая уравнения (11.13) и (11.14), находим

1 dZ +
т '

2 W U d W '  2 (W Г ) 2 HW  (P c2 )  ( 11 •18)
Рассмотрим уравнения (11.17) и (11.18) вне вещества в обла­
сти, определяемой неравенствами

1



В этой области уравнение (11.18) имеет вид

1 W l dZ  1 W0 dZ 
~  ~2 W  dW  ~  2 W  dt

(11.20)

Как будет видно в дальнейшем {см. (11.44)) это уравнение в 
силу положительности Z  имеет место только в физической 
области t > 0.

Принимая во внимание (11.20), приведем уравнение (11.17) 
к виду

^  d2Z 1 / d Z y  1 2W 3 dZ
Z dW* ~  ~2 \d W  )  + T  m W $ d W

( 11.21)

Введем согласно (11.16) переменную t . Тогда уравнение (11.21) 
примет форму

Z Z  -  - Z 2 + a{ l  + t f Z  =  0 , (11.22)

здесь а = tti2W q/ 4, Z  = dZ/dt. Для значений t, определяе­
мых неравенством

0 < * « 1 / 3 ,  (11.23)

уравнение ( 11.22) упрощается:

Z Z  - - - Z 2 + a Z  = 0. (11.24)

Оно имеет решение

1 +  - ^ — ) + — t.  (11.25)

Здесь А -  произвольная постоянная.
На основании (11.20) и (11.16) имеем

U = \ w è ' W 2  = \ Wo W ^ .  (11.26)

Используя (11.25), находим

Z  — 2а +  \ V Z .



Подставляя (11.27) в (11.26), получим

а  +  A \ [ Z /2  
Z

(11.28)

При а  =  0 на основании (11.25) имеем

Подставляя это выражение в (11.28), находим

(11.29)

/ \ \ * W - W o
V 2 ) W

(11.30)

Но это выражение для U должно точно совпадать с решением 
Шварцшильда

W  - W  2 G MU = I L - J l i ,  w„ =
W

Сравнивая (11.30) и (11.31), получим

(11.31)

15

А =  2, W 0 = Wg .

Таким образом находим

U =  ^ ( а  +  VZ) ,  V r 2 = WgW a- +-̂

(11.32)

(11.33)

Нам необходимо теперь определить зависимость г от W  с по­
мощью (11.15).

Подставляя (11.33) в уравнение (11.15) и переходя к пере­
менной

l = r / W g , (11.34)

получим
d

d \[Z
(1 + 1)

dZ dl
dt d V Z -1

-  Al. (11.35)

15Строго говоря постоянная Л зависит от параметра а. Но ввиду малости 
а  учет этой зависимости несущественен.



Учитывая (11.27) и совершая дифференцирование по \ fZ  в 
(11.35), находим

JJ
— 7=-21  =  0 . (11.36) 
d \  Z

Так как нас интересует область значений t, определяемая не­
равенством (11.23), то уравнение (11.36) в этой области упро­
щается и имеет вид

(1-И )(а  +  \Л£)
(dy/ zy

+ (1 + 1 +  \

{a + yfZ)
f l dl

■T (1 -b V Z ) — 7 =  —  2 1 —  0

{d\[Z)2 ' v‘ ' '  dy/Z

Общее решение уравнения (11.37) будет

I =  Ali "Ь  FI2  î

(11.37)

(11.38)

где
h = F[—2, 1 — a, —(a + y/Z)],

I2 =  (о +  ’̂ Z s)a F[—2 + et, 1 +  o, —(o: +  y/Z')].

Здесь A  и B  -  произвольные постоянные, F  -  вырожденная 
гипергеометрическая функция.

Анализ решения (11.38) приводит в области, определяемой 
неравенствами ( 11.19) и ( 11.23) к равенству

r = Wg . (11.39)

Перейдем теперь к анализу решения (11.25). Рассмотрим пре­
дельный случай:

y/~Z^>a. (11.40)

В этом случае из выражения (11.25) с учетом (11.32) имеем

y/Z  = t .  (11.41)

Подставляя это выражение в ( 11.28) и учитывая ( 11.32) и ( 11.39), 
получаем решение Шварцшильда

ГГ W  -  Wg
W

V  = W
W - W g '

(11.42)

которое применимо только вне сингулярности.



Отсюда следует, что поскольку в Солнечной системе вли­
янием массы покоя гравитона можно пренебречь, то на осно­
вании (11.42), применяя уравнение для геодезического движе­
ния пробного тела, легко объяснить известные эффекты в Сол­
нечной системе (отклонение луча света в поле Солнца, смеще­
ние перигелия Меркурия и т. д.).

Перейдем теперь к другому предельному случаю, где вли­
яние массы гравитона существенно. Пусть теперь имеет место 
неравенство

\ [Z  а  . (11.43)

В этом приближении из выражения (11.25) с учетом (11.32) 
находим

Z  = 2at ,  (11.44)

отсюда следует, что
W  > W g .

Это неравенство на основании (11.45) следует также из усло­
вия причинности (10.62).

Подставляя выражение ( 11.44) в ( 11.28) и учитывая (11.32) 
и (11.39), получим [2]

U
Wr

=  а
W  ’

W
W - W g

(11.45)

Это решение согласно ( 11.43) и ( 11.44) справедливо в окрест­
ности особенности

OL
t <С -  т. е. W -  Wg <С 2

ГПдС Wg
h 2

2
)

если бы она была в вакууме. На основании (11.45) и (11.4) сле­
дует, что инвариант g имеет особенность, которая не 
может быть устранена выбором системы координат.

Из (11.45) следует, что масса гравитона т 9 не допускает 
обращения величины U в нуль. Масса покоя гравитона уста­
навливает для любого тела свой предел на замедление хода



времени. Этот предел для U определяется линейной функцией 
от радиуса Шварцшильда, т. е. от массы тела, и равен

2 h 3

В ОТО такой предел отсутствует. Такое свойство гравитаци­
онного поля ведет к кардинальному изменению в движении 
пробного тела в гравитационном поле.

Движение пробного тела происходит по геодезической ли­
нии риманова пространства

dvм м dxa dx13 
ds ^  а/3 ds ds

(11.46)

Здесь vм =  dxм/ds  -  четырехвектор скорости; удовлетворя­
ет условию

д^хf v v = \ .  (11.47)

Рассмотрим радиальное движение

ve = — 0, vr = dr /ds .  (11.48)

Принимая во внимание, что символ Кристоффеля

1 dU 
2Ü~cïr ’

из уравнения (11.46) находим

dv° l d U 0
---------1-------------V V
ds U dr

Решая уравнение (11.50), получим

(11.49)

(11.50)

Отсюда имеем

4-  In(v°U) = 0.
dr

(11.51)

ci о II
G-

 
&-

to 
Но

(11.52)



где Uo -  постоянная интегрирования. Если принять скорость 
падающего пробного тела на бесконечности равной нулю, то 
получим Uo =  1. Из соотношения (11.47) находим

dr 11 — U 
I s  = V UV '

(11.53)

Подставляя в это выражение (11.45) и учитывая (11.39), полу­
чим

(11.54)

Отсюда видно, что возникает точка поворота. Дифференцируя
(11.54) по s, находим

d?W _  /  h \ 2 1
ds2 \т дс ) W |

(11.55)

Мы видим, что в точке поворота ускорение положительно, т. е. 
имеет место отталкивание, и оно значительное. Интегрируя
(11.54), получим выражение

W  = Wg + 2 h  \ 2 ( s  -  S o )2 

ТПдс) W*
(11.56)

из которого ясно, что пробное тело не может пересечь сферу 
Шварцшильда.

Согласно выражениям (11.45) скалярная величина g / j ,  где 
g =  det д ^ , 7 =  det 7^ ,  имеет сингулярность в точке W  =  
=  Wg, которая не может быть устранена выбором системы 
координат. Именно поэтому наличие такой сингулярности в 
вакууме недопустимо, поскольку в противном случае нельзя 
было бы сшить внешнее решение с решением внутри тела.

Отсюда следует вывод, что радиус тела больше радиуса 
Шварцшильда, а следовательно, особенность в решении (11.45) 
не реализуется в природе.



Так в РТГ возникает самоограничение на величину поля 
и тем самым исчезает сама причина появления “шварцшиль- 
довской особенности”, что полностью соответствует мнению 
Эйнштейна, которое он выразил еще в 1939 г. в статье [27]: 
«Основным результатом проведенного исследования являет­
ся четкое понимание того, что в реальном мире отсут­
ствуют “шварцшилъдовские сингулярности99 (выделено 
мной. -  А. Л.) ». И далее: «Шварцшильдовская сингулярность 
отсутствует, так как вещество нельзя концентрировать 
произвольным образом; в противном случае частицы, образу­
ющие скопления, достигнут скорости света (выделено 
мной. -  А. Л.) ». Эйнштейн, как видим, из физических сообра­
жений отверг возможность существования в природе такой 
сингулярности.

С другой стороны, он, конечно, видел, что наличие син­
гулярности Шварцшильда нарушает его основной принцип: 
“признать все мыслимые (мы не будем здесь касаться неко­
торых ограничений, вытекающих из требования однозначно­
сти и непрерывности) координатные системы принципиально 
равноправными для описания природы ” 16.

Отсюда, очевидно, что путь к “черным дырам”, по кото­
рому следуют, ведет к отходу от этого важного физического 
положения Эйнштейна.

Таким образом, согласно РТГ, благодаря свойству “само­
ограничения поля ” в природе могут существовать объекты 
больших масс, которые характеризуются не только массой и 
плотностью, но и другими физическими свойствами. Именно 
свойство “самоограничения поля ” и исключает возможность 
образования “черных дыр”.

В качестве примера рассмотрим теперь гравитационное по­
ле в сжимающейся (синхронной) системе координат. Переход 
к этой системе координат от инерциальной осуществляется с

16Эйнштейн А. Собр. науч. трудов. М.: Наука, 1965. T. I, ст. 38. С. 459.



помощью преобразований

dt =  jj[d r -  d R (l -  U)], d W = J ^ — S ( d R - d T ) ,

здесь

V  = V
dr \ 2

d w )  ‘
Заметим, что в ОТО в шварцшильдовой метрике эти пре­

образования становятся сингулярными, а поэтому они не обес­
печивают взаимно однозначное отображение (диффеомор­
физм). Именно поэтому при использовании шварцшильдовой 
метрики их нельзя применять. Обычное устранение шварц­
шильдовой особенности [48, 51] осуществляется сингулярны­
ми преобразованиями с нарушением диффеоморфизма, что не­
допустимо. В нашем случае, на основании (11.45), эти пре­
образования несингулярны.

В синхронной системе координат интервалы риманова и 
псевдоевклидова пространства-времени имеют вид

ds2 = dr2 -  [1 -  U(X)}dR2 -  W 2{X)(de2 +  sin2 в d$\2) ,

- d R 2

1 -  r2U2 n , r2U2 -  (1 -  U) 
-  +  2 dR d r ------

U2
r2U2 -  (1 -  U)2

Ü 2

U2

— r 2(d62 + sin2 в d(f>

Здесь X  = R  — г, r  =  dr /dX.
Уравнения РТГ

/  1 \  m 2
R p v  =  у Т ц и  — — g ^ T j  H ~ ( g ^ u  ~  T f i f )  i (o)

D u r v  =  0,
для задачи, определяемой интервалами ds2 и da2, приводят вне 
вещества к уравнениям вида

2 W
Roi — ТГГ +

1
U W

m 2 /1  — U 
~ Y \  U2



2 1 -  U

{с)
В области изменения переменной X ,  где массой гравитона в 
силу ее малости можно пренебречь, из этих уравнений нахо­
дим

-R00 +  -R01 —
1 1 • и 1

1 - U i 2 U+ 4(1 -  и ) ' W
+ — U W

ПП

W  = w 51/3
гЗ 12/3 2 1
—X 

1.2 J , 1 - £ /  =

1--
---

---
С

О
 1 

1

1__
__

_

2/3 Х - 2/3

Из выражения (d) для функции U следует, что она убывает с 
уменьшением X, а ее производная U положительна. Это убы­
вание функции U продолжается и в области меньших значений 
X ,  так как величина U остается положительной.

В приближении (11.19) из уравнения (а) вне вещества на­
ходим

R 22 —

U W
I — и

W
и

1 -  и
W {2 -  U) 
2(1 -  U)2

Ù W  + 1  =  0.

В области малых значений 0 < U 1 уравнение несколько 
упрощается и принимает вид

U W W  + U W 2 +  W Ù W  - 1  =  0 .

Это уравнение имеет решение

X
U W '

В точке остановки
W  = 0,

согласно уравнениям (6) и (с) вторая производная W  при ма­
лых значениях U положительна, что свидетельствует о нали­
чии силы отталкивания. Именно от этой точки и начинается 
процесс расширения, который останавливается в области X ,  
где выполняются равенства (d). В этой области W  отрицатель­
на:

w  = - \ w lg/3 1 Х  

2 Х
1 - 4 / 3



а следовательно, имеет место притяжение. Таким образом, если 
бы точка остановки находилась вне вещества, то после расши­
рения началось бы сжатие, затем остановка и опять расшире­
ние и т. д. Однако реальное гравитационное поле такой режим 
движения исключает.

Если в ОТО для падающего пробного тела, когда dR /dr= О, 
имеет место формула

которое исключает движение пробного тела к точке W  =  0. Это 
означает, что возникла сила отталкивания

Поскольку гравитационное поле создано веществом и само 
гравитационное поле ограничивает свой потенциал, из приве­
денного примера следует, что для получения физического ре­
шения необходимо сшить решение внутри вещества с внеш­
ним решением, но для этого требуется, чтобы потенциал гра­
витационного поля на поверхности тела был по абсолютной 
величине ограничен неравенством

Именно такое решение, которое соответствует реальному 
гравитационному полю и приводит к тому, что точка останов­
ки не может быть в вакууме. Поэтому мировые линии частиц, 
покоящиеся относительно сжимающейся системы координат, 
будут сталкиваться с веществом источника поля. Причем эти

W =  [ | ( Д - с т ) ] 2/\ 1/3

то в данном случае мы получим выражение



столкновения будут происходить за конечное время для любо­
го наблюдателя. Все это и исключает режим движения, о кото­
ром мы писали выше. В тоже время это исключает и возник­
новение “черных дыр”.

Поскольку выводы РТГ относительно поведения больших 
масс принципиально отличаются от выводов ОТО, то для про­
верки необходимы более детальные данные наблюдений.

Например, в РТГ сферически-симметричная аккреция ве­
щества на тело большой массы, находящееся на заключитель­
ной стадии эволюции (когда ядерные ресурсы исчерпаны), бу­
дет сопровождаться значительным энерговыделением из-за па­
дения вещества на поверхность тела. Тогда как в ОТО при сфе- 
рически-симметричной аккреции вещества на “черную дыру” 
энерговыделение будет крайне малым, поскольку падающее 
вещество уносит энергию в “черную дыру”.

Данные наблюдений за такими объектами могли бы дать 
ответ о том, что происходит со звездами большой массы на 
заключительной стадии эволюции, когда все ядерные ресурсы 
исчерпаны.

Перейдем теперь к анализу внутреннего решения.

11.4. Внутреннее решение типа Шварцшильда
В статье17 Шварцшильд нашел сферически-симметричное ста­
тическое внутреннее решение уравнений общей теории отно­
сительности. Для однородного шара радиуса а оно описыва­
ется интервалом

ds2 =  с2 y / l  -  qa2 — 2 - y/ï~^~qW ^j dt2 -  

- { l - q W 2)~ld W 2 + W 2{d62 + sm2ed(l)2). (11.57)

Здесь

q = (1 /Ъ)хр  =
2 G M
c2a3

8ttG
УС — p =

Ш
47га3

17Schwarzs child K. Sitz.-Ber. Preu. Akad. d. Wiss. Berlin, 1916. P. 424.



Общее свойство внешнего и внутреннего решения в ОТО 
проявляется в том, что при определенном значении W  метри­
ческие коэффициенты при дифференциале dt2 в интервалах 
обращаются в нуль, а это означает, что гравитационное поле 
своим действием может не только замедлить ход времени, но 
даже и остановить течение времени. Для внешнего решения 
метрический коэффициент U обращается в нуль при равенстве 
W  = Wg. Чтобы исключить такую возможность, которую тео­
рия не запрещает, обычно вынуждены предположить, что ра­
диус тела удовлетворяет неравенству

а >  Wg (11.58)

Для внутреннего решения это происходит при равенстве

W 2 = 9а2 -  8(а3/ W g) . (11.59)

Чтобы исключить такую возможность обращения в нуль ме­
трического коэффициента U внутри тела, необходимо предпо­
ложить, что

а > (9/8)Ws . (11.60)

Следует подчеркнуть, что неравенства (11.58) и (11.60) не 
являются следствием ОТО.

Внутреннее решение Шварцшильда несколько формально, 
но интересно прежде всего тем, что оно является точным 
решением уравнений ОТО. В разделе 11.3 на примере внешне­
го решения Шварцшильда показано, что в релятивистской тео­
рии гравитации как полевой теории неравенство (11.58) точно 
возникает из-за остановки процесса замедления хода времени. 
Ниже мы в рамках РТГ рассмотрим внутреннее решение типа 
Шварцшильда.

Внутреннее решение Шварцшильда возникло на основа­
нии уравнений Гильберта-Эйнштейна

1 -
à W-i

1 -  —  -

d W L V l  
1 W  dU

= >cW2p ,

w -
y  U V d W

=  —ус ■V



Поскольку согласно (11.57) метрические коэффициенты рав­
ны, то

Q
U = ( ï V  l - q a 2

Отсюда находим

± V l  - qw A 2, V  = ( l - q W 2) - 1.
(11.62)

U _ _________________ qW_________________  ' dU

v  ’ d w
(11.63)

Подставляя (11.62) и (11.63) в уравнение (11.61), получим вы­
ражение для давления

р р \ / l  — q W 2 — \ / l  — qa2 
с2 ”  2 y/Û

(11.64)

Отсюда, в частности видно, что если бы не было исключе­
но равенство (11.59), то давление внутри тела на окружности, 
определяемой этим равенством, обратилось бы в бесконеч­
ность. Сингулярность, которая возникает из-за обращения ме­
трического коэффициента U в нуль, нельзя устранить выбо­
ром системы координат, поскольку ее также имеет и скалярная 
кривизна R  :

R  = -8TrG3 y /l  ~  Ча2. ~ Ъ / \  . ( п .65)
V U

Покажем теперь на примере внутреннего решения типа ре­
шения Шварцшильда, что в РТГ благодаря остановке процес­
са замедления хода времени ситуация принципиально изменя­
ется. Тот же механизм самоограничения поля, который в РТГ 
привел к неравенству (11.58) во внешнем решении Шварц­
шильда, приведет к неравенству типа (11.60) для внутренне­
го решения Шварцшильда.

Уравнения для данной задачи мы получим из уравнений 
(11.13) и (11.14). Вводя новую переменную

^ _  U W 2 , _  dr 
V г2 ’ r ~ d W ’



и складывая уравнения (11.13) и (11.14), получаем

Вычитая уравнение (11.14) из уравнения (11.13), находим

В нашей задаче компоненты тензора энергии-импульса ве­
щества равны

Поскольку давление возрастает к центру шара, это приводит к 
неравенству

которое свидетельствует, что по мере приближения к центру 
шара функция U убывает, а следовательно, идет замедление 
хода времени по сравнению с инерциальным. Поскольку во 
внутренней задаче Шварцшильда плотность р принята посто­
янной, уравнение (11.68) легко решается:

3( p + ^ ) t / .  (11.67)

J o =  Р. 1 \ = 1 2 =  1г = -  

Уравнение вещества

грО  __  г р \  __  гр2  __  гр З

V ,( v ^ T ;)  = д „ (^ Т р  + = О

для данной задачи сводится к следующему:

( 11.68)

(11.69)

P -1— 5 — —1= ■ с2 у /и
р а

(11.70)

Сравнивая (11.64) и (11.70), находим постоянную а:



Уравнения (11.66) и (11.67) в предположении, что

m 2( W 2 — г2) «  1, (U/V)  < 1 ,

после введения независимой переменной у =  W 2 принимают 
вид

Z  = U ( l - 3 q y )  + ^ y V Ü ,  (11.72)

V Ü Z - - Z V Ü - 4 Z ( y /Ü)’ + ^ y U - — y V Ü  = 0 . (11.73) 
У 2 4

/
Здесь и далее мы пользуемся обозначением Z  — dZ/dy.

В разделе 11.3 при анализе внешнего сферически-симмет- 
ричного решения Шварцшильда мы видели, что благодаря гра­
витационной эффективной силе отталкивания метрический ко­
эффициент С/, определяющий замедление хода времени по 
сравнению с инерциальным, даже в сильном гравитационном 
поле не обращается в нуль.

Именно поэтому ниже мы будем исследовать поведение ре­
шения этих уравнений в области малых значений у. При массе 
гравитона равной нулю, из выражения (11.62) для малых зна­
чений переменной у имеем

' fÜ  -  y ( 3 \ / l  -  да2 -  1) +  ^  +  ~^Q2y2 ■ (11.74)

Из этого выражения также видно, что функция V Ü  для вну­
треннего решения Шварцшильда может стать равной нулю 
в центре шара, если

Z y j l - q a 2 = 1 , (11.75)

что и приводит к бесконечному значению в центре шара как 
давления р, так и скалярной кривизны R, а также к оста­
новке времени. Поскольку при наличии массы покоя гравитона 
уравнения (11.72), (11.73) останавливают процесс замедления 
хода времени, то естественно ожидать, что равенство (11.75)



не может иметь места в физической (вещественной) области 
для функции VÜ. На основании (11.74) будем искать решение 
уравнений (11.72), (11.73) для функции V Ü  в форме

V U  = P + ^  + ^ -q 2y \  (11.76)
4 1о

здесь Р -  неизвестная постоянная, которую необходимо опре­
делить, используя уравнения (11.72), (11.73).

Подставляя выражение (11.76) в уравнение (11.72) и инте­
грируя, находим

l ï ^ T h f ^ 8
(11.77)

Учитывая выражения (11.76) и (11.77) в уравнении (11.73), \ 
пренебрегая малыми членами порядка (ту)2, получим для ощ 
деления постоянной (3 уравнение

2f32q -h (3(q — а я )  -h m2/3  =  0 . (11.78)

Заметим в качестве пояснения, что член содержащий у2 имеет 
следующий вид

- ^ - { 7 [ 2 / 3 2ç +  /3 (ç  -  ах))  +  3 m 2} .

Принимая во внимание уравнение (11.78), его можно записать 
как

Я 2 2 ----- т  у .
72 у

Учитывая, что по определению

а я -  Q =  -у- ( 3 \ / l  -  qa2 -  1) ,

из уравнения (11.78) находим

3 V 1 — Q0? — 1 +  ( З -^/l — qa2 — l )  — (8 т2) /хр
Т 1/2

(11.79)



Таким образом, метрический коэффициент U, определяю­
щий процесс замедления хода времени по сравнению с инерци­
альным, отличен от нуля.

Если массу покоя гравитона положить равной нулю, вы­
ражение (11.79), как и следовало ожидать, точно совпадает с 
постоянным членом выражения (11.74). Из формулы (11.79) 
можно определить минимальное значение величины /?:

Pmin (11.80)

Величина /3 в функции y/Ü определяет границу для процесса 
замедления хода времени гравитационным полем шара. Это 
означает, что дальнейшее замедление хода времени гравита­
ционным полем невозможно. Именно поэтому скалярная кри­
визна, определяемая выражением (11.65) в отличие от ОТО бу­
дет всюду конечна. Таким образом, само гравитационное по­
ле благодаря массе покоя гравитона останавливает процесс за­
медления хода времени, а следовательно, и процесс сжатия ве­
щества, исключая возможность остановки течения времени в 
центре шара.

Согласно (11.79) равенство (11.75) благодаря наличию мас­
сы покоя гравитона невозможно, поскольку имеет место нера­
венство

З у / 1 - q a 2 -  1 > 2>/2 ( — J . (11.81)

Принимая во внимание по определению равенство

5

на основании неравенства (11.81) для я р  2> т 2 находим

1 +  у /т 2/ 2 я р )  . (11.82)

Из неравенства (11.81) следует также ограничение на плот­
ность р



Ограничение на радиус тела, возникающее при изучении 
внутреннего решения более сильное, чем ограничение (11.58), 
полученное в разделе 11.3 при анализе внешнего решения. Не­
равенство (11.82), как мы видим, непосредственно следует из 
теории, тогда как в ОТО, чтобы избежать бесконечного давле­
ния внутри тела неравенство (11.60) вынуждены вводить до­
полнительно.

На основании (11.70) и (11.71) находим для давления вы­
ражение

р _  - p V Ü  +  р i / l  -  qa2
с2 -  7̂ и  '

Учитывая равенство (11.80), получим максимальное давление 
в центре шара

Р
с2 ~ р -2хр

. т2
(1 -  да2)

1 1/2

Давление в центре шара конечно, тогда как в ОТО согласно 
(11.64) и (11.75) оно бесконечно.

Возникающее в релятивистской теории самоограничение 
на величину гравитационного поля принципиально отличает 
ее от ОТО Эйнштейна и от ньютоновской теории гравитации, 
в которых господствуют только силы притяжения. В полевой 
теории гравитации наличие массы покоя гравитона и фунда­
ментальное свойство гравитационного поля останавливать 
процесс замедления хода времени приводят к тому, что грави­
тационная сила может быть не только стой притяжения, но 
при определенных условиях (в сильных полях) она проявля­
ется как эффективная сила торможения. Именно она оста­
навливает процесс замедления хода времени гравитационным 
полем, а следовательно, и останавливает процесс сжатия ве­
щества.

Таким образом, согласно РТГгравитационное поле в прин­
ципе не может остановить течение времени физического про­
цесса, поскольку оно обладает фундаментальным свойством 
самоограничения.



В разделах 11.3 и 11.4 мы видели, что в ОТО метрический 
коэффициент U, определяющий замедление течения времени 
гравитационным полем, может обратится в нуль. Это обстоя­
тельство отмечал и Р. Фейнман и по этому поводу писал:
"... Если наша формула для замедления времени была бы пра­
вильной, то физические процессы должны были бы остано­
виться в центре вселенной, так как время там не шло бы со­
всем. Это не только физически неприемлемое предсказание; 
так как мы могли бы ожидать, что вещество вблизи края 
вселенной должно было бы взаимодействовать быстрее, то 
свет от удаленных галактик должен был бы иметь фиолето­
вое смещение. На самом деле, хорошо известно, что он сдви­
нут в сторону более низких, более красных частот. Таким 
образом, наша формула для замедления времени очевидно ну­
ждается в том, чтобы быть обсужденной в дальнейшем в 
связи с анализом возможных моделей вселенных. Последую­
щая дискуссия является чисто качественной и предназначена 
только для того, чтобы стимулировать более мудрые мысли 
по этому поводу ” 18.

Самоограничение потенциала, как мы видели, является важ­
ным свойством гравитационного поля. Именно это свойство 
обеспечивает наличие границы замедления времени. Такая гра­
ница с необходимостью должна быть, поскольку противопо­
ложное заключение физически неприемлемо. Поэтому любая 
метрическая полевая теория гравитационного поля должна при­
нять это общее положение как физический принцип.

11.5. Наблюдаемо ли пространство 
Минковского?

Теперь несколько подробнее остановимся на вопросе: наблю­
даемо ли в принципе пространство Минковского? Для этой

18 Фейнман Р. Ф., Мориниго Ф. Б., Вагнер У Г. Фейнмановские лекции по 
гравитации. М.: Янус-К, 2000. С. 130.



цели запишем уравнения (5.21а) в форме

Отсюда видно, что в правой части уравнений содержатся толь­
ко геометрические характеристики эффективного риманова 
пространства и величины, определяющие распределение ве­
щества в этом пространстве.

Воспользуемся теперь теоремой Вейля-Лоренца-Петрова19, 
согласно которой “зная ... уравнения всех времениподобных и 
всех изотропных геодезических линий, можно определить ме­
трический тензор с точностью до постоянного множите­
ля”. Отсюда следует, что путем экспериментального изучения 
движения частиц и света в римановом пространстве можно 
в принципе определить метрический тензор эффективно­
го риманова пространства. Подставляя далее g^  в уравнение 
можно определить метрический тензор пространства Мин­
ковского. После этого с помощью координатных преобразо­
ваний можно осуществить переход в инерциальную галилееву 
систему координат. Таким образом, будет установлена связь 
инерциальных галилеевых координат с координатами эффек­
тивного риманова пространства.

Так что пространство Минковского в принципе наблюдае­
мо, но оно скрыто подримановой геометрией пространства- 
времени.

Здесь уместно привести слова Фока [25]: “Как следует 
определять прямую: как луч света или как прямую в том ев­
клидовом пространстве, в котором декартовыми координа­
тами служат гармонические координаты х 1} х2, х3? Нам 
представляется единственно правильным второе определе­
ние ”. И далее по этому поводу: “Соображения, что прямая, 
как луч света, более непосредственно наблюдаема, не име­
ет никакого значения: в определениях решающим является не 
непосредственная наблюдаемость, а соответствие природе,

19Петров А.З. Новые методы в общей теории относительности. М: 
Наука, 1966.
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хотя бы это соответствие и устанавливалось путем косвен­
ных умозаключений ”.

Инерциальная система координат, как мы видим, связана 
с распределением вещества во Вселенной. Поскольку Вселен­
ная одна, то и существует только одна выделенная инерциаль­
ная галилеева система координат. РТГ в принципе дает возмож­
ность определить эту инерциальную систему.

11.6. Эволюция однородной и изотропной Вселенной.

Уравнения эволюции масштабного фактора.
Плоская Вселенная

В однородной и изотропной Вселенной интервал в эффектив­
ном римановом пространстве может быть представлен в ме­
трике Фридмана-Робертсона-Уолкера:

(11.83)
интервал в пространстве Минковского имеет вид

da2 =  с2 dt2 — dr2 — r2(d92 + sin2 в d(f>2) . (11.84)
Уравнения (5.21a), (5.22a) РТГ запишем в форме

( 11.86)

Учитывая, что

722 =  - г ,  7зз =  —г sin2 в, 7j2 =  7 j3 =  1/r,

7зз = -  sin (9 cos в, 723 = ctg в,

g00 =  V 3/2U~1/2{ 1 -  fcr2)_1/2r 2sin0,

g11 =  - V l' 2Uxl2{ l - k r 2)l/2r2sui9,  

g22 =  — V 1̂ 2UÏ^2(1 — kr2)~1/2 sin в,

~g33 =  - V 1/2l71/2(1 -  À:r2)- 1/2(sin0)_1

(11.87)



уравнения (11.86) для v =  0 и v =  1 принимают вид

d /  V
d t\U v *

( 11.88)

d_ - 
dr .

(1 -  kr2)1/2r2 + 2(1 — Àr2)-1/2r =  0 . (11.89)

Для компонент v =  2 и v =  3 уравнения (11.86) выполняются 
тождественно. Из уравнений (11.88) и (11.89) следует

V /U 113 = const =  Р4 ф 0, к =  0. (11.90)

Таким образом, поскольку система уравнений РТГ полная, она 
однозначно приводит, в отличие от ОТО, к единственному ре­
шению: плоской пространственной (евклидовой) геометрии 
Вселенной. При этом при установлении плоскостности (ев- 
клидовасти) Вселенной нам не понадобилась инфляционная 
гипотеза.

Полагая
а2 =  {71/3, (11.91)

получаем

ds2 = /31 с2 dr: (dr2 + г2dd2 +  г2 sin2 в d(f>2) (11.92)

Здесь величина
drg = dt (11.93)

характеризует темп замедления хода времени в присутствии 
гравитационного поля по сравнению с инерциальным време­
нем t. Общий постоянный численный множитель /?6 в интер­
вале ds2 одинаково увеличивает как время, так и простран­
ственные переменные. Он отражает динамику развития Все­
ленной глобально, как интеграл движения. Время Вселенной 
определяется величиной dr как времениподобной частью ин­
тервала ds2

dr =  Pbdrg =  a3dt, (11.94)

ds2 =  c2dr2 — 0 4a2(r)(dr2 +  r 2d02 +  r 2 sin2 9 d(f)2) . (11.95)



Тензор энергии-импульса вещества в эффективном рима- 
новом пространстве имеет вид

где р и р  соответственно -  плотность и давление вещества в си­
стеме его покоя, а С/м -  его скорость. Поскольку для интервала 
(11.95) goi и Roi равны нулю, из уравнения (11.85) следует, что

Это означает, что в инерциальной системе, определяемой ин­
тервалом (11.84), вещество при эволюции Вселенной нахо­
дится в состоянии покоя. Неподвижность вещества в одно­
родной и изотропной Вселенной (отвлекаясь от пекулярных 
скоростей галактик) в некотором смысле отвечает ранним (до- 
фридмановским) представлениям Эйнштейна о Вселенной.

Так называемое “расширение Вселенной ”, наблюдаемое по 
красному смещению, вызвано не движением вещества, а из­
менением со временем гравитационного поля. Это замечание 
следует иметь в виду, когда употребляется принятый термин 
“расширение Вселенной ”.

При описании интервала (11.95) в собственном времени 
т интервал исходного пространства Минковского (11.84) при­
мет вид

Три = {р + р)и»и„ -  д ^ р (11.96)

Та = 0 и Ui = 0 . (11.97)

На основании (11.95) и (11.98), учитывая, что

Яоо — —3— , 7?ц — /?^(оа +  2<х̂ )
а

(11.99)

Too — ~к9ооТ — — (р +  Зр),

Тп - \ д п Т = \ р а 2{ р - р )
( 11.100)
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из уравнений (11.85) для масштабного фактора получим

1 сРа 
a dr2

( 11.101)

1 da\ 2 8nG 
a d r )  3 0 ( T ) - i ( m c ) 2( 2 - ^ L  + i ) .  01-102)

При отсутствии вещества и гравитационных волн уравне­
ния (11.101), (11.102) имеют тривиальное решение: а = /3 = 1, 
т. е. эволюции пустой Вселенной не происходит и эффектив­
ное риманово пространство совпадает с пространством Мин­
ковского. Отметим, что в развиваемой теории приобретает 
физический смысл абсолютное значение масштабного фак­
тора а.

При т  =  0 уравнения (11.101) и (11.102) совпадают с урав­
нениями Фридмана для эволюции плоской Вселенной. Однако 
наличие членов с т / 0  существенно меняет характер эволю­
ции при малых и больших значениях масштабного фактора.

Появление в уравнениях (11.101) и (11.102) дополнитель­
ных членов при т 2 ф 0 (и, в частности, членов ~  т 2/а 6) свя­
зано с разным ходом инерциального времени t и физическим 
временем г  (11.94). Поскольку гравитация влияет на ход вре­
мени, указанные члены оказываются достаточно большими, 
чтобы повлиять на характер эволюции в сильных гравитаци­
онных полях (несмотря на малость массы гравитона). Именно 
из-за изменения хода течения инерциального времени в гра­
витационном поле и возникают силы, которые проявляются, 
как силы отталкивания при сжатии Вселенной или как силы 
притяжения в конечной стадии расширения. Пропорциональ­
ность членов в правой части уравнений (11.101), (11.102) ква­
драту массы гравитона -  это проявление того, что только при 
т 2 ф 0 эффективное риманово пространство сохраняет связь 
с базовым пространством Минковского.



Красное смещение

Красное смещение связано не с движением галактик, которого 
согласно (11.97) нет, а с изменением гравитационного поля во 
времени. Поэтому из-за наличия красного смещения не сле­
дует, что когда-то галактики были близки друг к другу. Тогда 
как, обычно считается, что “все варианты модели Фридмана 
имеют то общее, что в какой-то момент времени в прошлом 
(десять-двадцать тысяч миллионов лет назад) расстояние
между соседними галактиками должно было равняться ну-

>> 20 Л Ю  .

Остановимся несколько подробнее на природе красного 
смещения. Из (11.95) следует, что скорость луча света равна

dr 1
dr /32а(т)

Выберем точку наблюдения в начале координат (г =  0). Пусть 
из точки г в течение интервала времени от г  до r+ d r  излучает­
ся световой сигнал, который в точку г =  0 приходит в течение 
интервала времени от т0 до т0 + dr0, тогда для света, испущен­
ного в момент г  и пришедшего в точку г =  0, в момент т0 
имеем

ТО

аналогично для света, испущенного в момент г  4- dr и пришед­
шего в точку г =  0 в момент т0 +  dr0, находим

T q +  cLt q

r+dr

Приравнивая эти выражения, получим

dr dr0 
а(т) а(т0) '

20Хокинг С. От большого взрыва до черных дыр. М.: Мир, 1990. С. 46.



Или, переходя к частоте света, имеем

ш - а (т 0)

а ( т )
•

Отсюда очевидно, что частота света ш в точке испускания не 
равна частоте света uq  в точке его наблюдения.

Вводя параметр красного смещения z

Ш — ÜÜQ
Z =  -----------------

CJo
Л

Л
?

имеем
_  а(то) _  ,

а(т)
Нетрудно заметить, что красное смещение связано с измене­
нием только масштабного фактора а(т), при этом изменении, 
согласно (11.97), отсутствует какое-либо движение вещества. 
Таким образом, природа красного смещения связана не с раз­
летом галактик, которого нет, а с изменением гравитационного 
поля со временем, т. е. связано с тем, что а(ть) > а(т).

Отсутствие космологической особенности

Из ковариантного закона сохранения плотности тензора 
энергии-импульса = \f--g  Т ^и

+ Г"рТ ар =  0,

(где -  ковариантная производная, а Г£р -  символы Кри- 
стоффеля в римановом пространстве), следующего из уравне­
ний (5.19), (5.20), и выражения (11.96) получается соотноше­
ние

1 da 
a dr dr

(11.103)

Для уравнения состояния вещества р = f(p )  выражение 
(11.103) определяет зависимость плотности вещества от мас­
штабного фактора. В случае, когда уравнение состояния имеет



вид
р
Ч =ШР>сг

эта зависимость дается выражением

const
а З(ш+1)

Для холодной материи, включающей темную массу и массу 
барионов, UJCDM =  — 1 ; для радиационной плотности шг =  1/3 
и для квинтэссенции шч =  — 1 +  v, v < 2/3. Таким образом, 
полная плотность вещества в уравнениях (11.101) и (11.102) 
имеет вид

А C D M А г А
„ + - т  +  - з Ь  СИ-104)сг’ а4 ал" 

где A qdМу А т и Ад — постоянные величины. Согласно (11.104) 
при малых значениях масштабного параметра ( а < 1 )  име­
ет место радиационно-доминантная стадия эволюции Вселен­
ной:

А Г
а4 -

Обращаясь к уравнению (11.102), можно заметить, что при 
а <^1 отрицательный член в правой части уравнения с умень­
шением масштабного фактора растет по модулю как 1 / а 6. По­
скольку левая часть уравнения положительно определенная, 
должно существовать минимальное значение масштабного 
фактора

т 2с2
327Г Gpmax

Наличие минимального значения масштабного фактора 
(11.105) означает, что процесс замедления течения времени 
гравитационным полем при сжатии Вселенной останавлива­
ется. Поэтому гравитационное поле не может своим действи­
ем остановить течение времени.

тс
Æ'min (32тг G Ary / 2

l/е
(11.105)



Таким образом, благодаря массе гравитона, а следователь­
но, благодаря наличию эффективных сил, связанных с изме­
нением хода времени, устраняется космологическая особен­
ность, и расширение Вселенной начинается с конечного зна­
чения масштабного фактора (11.105). Именно здесь проявля­
ется удивительное свойство гравитационного поля: создавать 
в сильных полях силы отталкивания, которые останавливают 
процесс сжатия Вселенной и далее осуществляют ее ускорен­
ное расширение.

Следует особо отметить, что обычно употребляемые здесь 
слова “гравитационные силы сжатия”, “гравитационные силы 
отталкивания” означают, что возрастание и убывание плотно­
сти и давления вещества во Вселенной происходит не за счет 
градиента давления, которого в данном случае нет, а за счет из­
менения хода времени и объема, занимаемого данной массой, 
под влиянием действия изменяющегося во времени гравита­
ционного поля.

На основании (11.101) и (11.105) определим начальное 
ускорение, которое явилось “толчком ” к расширению Вселен­
ной. Оно равно

1 d2a 
a dr2

а следовательно, в РТГ в радиационно-доминантной стадии 
Вселенной в период ускоренного расширения, который пред­
шествует фридмановской стадии расширения, скалярная кри­
визна будет отлична от нуля и при т — 0

87tG
Ртах >

т= О

167ГС
Ô Р т а х  

СГ
?

тогда как в ОТО она равна нулю. Когда масштабный фактор

2 / \ °  
а  М  =  ^

2
min 5

постоянная Хаббла становится максимальной:

Я max 3 -2(32тг Gpmax)1/2,



при этом скалярная кривизна

^ 2 ^ 3 167Г Gpmax
я = ~ ш  — ? — ■

а инвариант

iW Æ pV" =  8 х 3 -7( ^ Pmax) 2

Поскольку скалярная кривизна R  и инвариант R pxtluRpXtÀI/ за­
висят от ртах> то можно ожидать интенсивного рождения 
гравитонов в однородной и изотропной Вселенной в радиаци­
онно-доминантной стадии. Так может возникнуть реляти­
вистский реликтовый гравитационный фон нетеплового про­
исхождения (см. подробнее в разделе 14). В ОТО в такой Все­
ленной в радиационно-доминантной стадии рождение грави­
тонов невозможно.

Невозможность неограниченного “расширения Вселенной”

Рассматривая гравитационное поле как физическое поле в 
пространстве Минковского, необходимо потребовать соблю­
дения принципа причинности. Это означает, что световой ко­
нус в эффективном римановом пространстве должен лежать 
внутри светового конуса пространства Минковского, т. е. для 
ds2 =  0 выполняется требование do1 ^  0. Записав da2 в сфе­
рической системе координат

do2 = c2dt2 — (dr2 + г2d02 +  г2 sin2 д d(j)2) , (11.106)

и определив пространственную часть интервала из условия 
ds2 =  0, имеем

0 >

т. е.



Таким образом, масштабный фактор (а) ограничен условием 
а ^  /?, поэтому естественно было бы принять его максималь­
ное значение

При таком выборе атах темп хода времени drg в точке оста­
новки расширения Вселенной становится равным темпу хода 
инерциального времени t в пространстве Минковского, хотя 
вторая производная a, a следовательно, и скалярная кривизна 
R  отличны от нуля. От этой точки идет сжатие под действи­
ем сил притяжения и будет происходить замедление темпа хо­
да времени drg вплоть до точки остановки сжатия, когда под 
действием уже сил отталкивания начнется обратный процесс 
ускорения темпа хода времени drg до темпа хода инерциально­
го времени t пространства Минковского. Именно все эти фи­
зические следствия с необходимостью требуют выполнения 
условия атах =  (3. Как мы увидим далее (см. (11.120)), значе­
ние величины (3 определяется интегралом движения.

Условие (11.107) не допускает неограниченного роста мас­
штабного фактора со временем, т. е. неограниченного “рас­
ширения ” Вселенной (вуказанном выше смысле). Отметим, что 
сама Вселенная при этом бесконечна, поскольку радиальная 
координата определена в области 0 < г < оо.

Эволюция ранней Вселенной

В радиационно-доминантной стадии Вселенной (р =  р г) урав­
нения (11.101), (11.102) принимают вид

(11.108)

(11.109)

где



Решением уравнения (11.108) является

1  =  4 { î K ï - i ) ,/2 + 4 «  +  « 2 - i ) ,/2]}7|' Z

При £ — 1 1 (т <С тг):

а ~  аmm Тт
7

24

(11.110)

Складывая уравнения (11.108) и (11.109), получим

а /а  +  (à /а)2 — ( т с ) 2/1 2 а 6, где а = d a /d r .

В ОТО левая часть этого уравнения в радиационно-доминант­
ной области точно равна нулю, а поэтому имеет место стадия 
Фридмана, когда масштабный фактор а(т) изменяется со вре­
менем по закону т 1/2.

В РТГ согласно этому уравнению существует в радиаци­
онно-доминантной фазе "дофридмановская” стадия разви­
тия Вселенной, где скалярная кривизна

1

Горизонт частиц при этом равен

Драл(т) =  а (г

Ускоренное расширение происходит, согласно (11.109), до 
значений £ = у / 2  (т. е. а  =  л / 2  ат ;п) за время

Tin =  тгу  (л/2 +  1п(1 +  а/ 2)) ~  1.15тг.

Величина à/a  достигает своего максимального значения
[ а / а ] тах =  2 /3 \/3  тг несколько раньше: при a / a min = у З /2



и при т ~  0,762 тг. Большое ускорение при росте масштаб­
ного фактора от его минимального значения (а /а )о =  1 /т2 
связано с эффективными силами, возникающими из-за разли­
чия хода времени t и г  (см. уравнение (11.94)), обусловленно­
го действием гравитации. Именно эти силы вызваны членом 
т 2/ а 6 в уравнениях (11.101), (11.102). При г > rin ускоре­
ние сменяется замедлением. При £ »  1 расширение (11.110) 
выходит на фридмановский режим, соответствующий радиа­
ционно-доминантной стадии

0>{т) — &min £ — Æ'min
2ту /2
Тг )

и известной для этого режима зависимости

Р  ~  рг(т) = 32^ G t 2 . Т » Т Г. (11.111)

Для выполнения в первые секунды после начала расшире­
ния условий первичного нуклеосинтеза достаточно, чтобы ве­
личина тг < 10-2с. Соответствующее этому требованию огра­
ничение на величину ртах довольно слабое

Р т а х  > 2 X Ю10 ГСМ 3 .

Значение ртах при энергиях kT  ~  1 ТэВ, соответствующих 
электрослабой шкале, и при учете всех степеней свободы пеп­
тонов, кварков и т. д. составляет

Р т а х  -  Ю 31 ГСМ- 3 ,

а на шкале Великого объединения kT  ~  1015 ГэВ

Р т а х  ^  Ю 79 ГСМ"3 .

Таким образом, поскольку масштабный фактор а не мо­
жет обратится в нуль, это означает, что согласно РТГ ни­
какого “Большого взрыва ” во Вселенной не могло быть.

В прошлом всюду во Вселенной вещество находилось в 
гравитационном поле в состоянии большой плотности и высо­
кой температуры, о чем свидетельствует реликтовое космиче­
ское излучение, затем оно развивалось так, как описано выше.



Полная относительная плотность вещества 
и масса гравитона

Пусть а0 -  современное значение масштабного множителя, а 
р°с -  критическая плотность, связанная с современным значе­

нием постоянной Хаббла Н  =  ( — — ] соотношением
V a at / о

Вводя переменную

гг2 _  Q
О Pc

X

и отношение плотностей

а
а, о

п° о0q O   гг q O   гт
r Pc’ т pV

ç fя Pc ’

с учетом соотношения (11.104) можно записать уравнения (11.101), 
(11.102) в виде

1 £ У  = ях dr )

1 d?x 
х d r2

где

/  =
me m gcÀ

(11.114)
Я  ПН ’

Так как а0 1, то для современного значения величин из 
(11.112) получим

Р
1 -  *not

т. е. полная относительная плотность равна

jû
о° — и т  - Pc

= n0r + n°m + sî°q = i + Ç. (11.115)



Отсюда видим, что хотя масса покоя гравитона и чрезвычай­
но мала, но она практически измерима, поскольку в наблюдае­
мую величину она входит в комбинации с очень большим 
множителем

т 2
9

2

ПН
Таким образом, Вселенная, обладающая (по РТГ) евклидо­

вой пространственной геометрией, должна иметь величину 
> 1, в то время как в ОТО для плоской Вселенной она 

точно равна единице.
Уравнение (11.115) предоставляет возможность оценить 

массу гравитона по новейшим экспериментальным измерени­
ям п?„, И Я .

Верхний предел на массу гравитона

Определение космологических параметров, исходя из наблю­
дения угловой асимметрии микроволнового реликтового излу­
чения (СМВ), систематически приводит к среднему значению 
^to t >  1. Это относится как к первым количественным экспе­
риментам СОВЕ 21, Maxima-1 22 и Boomerang-98 23, совместная 
обработка которых 24 дает значение

=  1,11 ±0,07,

так и к превосходным данным эксперимента WMAP25, кото­
рые одни (без привлечения данных по наблюдению сверхно-

21 Bennett С. L. et al. H Astrophys. J. Lett. 1996. Vol. 464, No 1. L1-L4.
22Hanany S. et al. H Astrophys. J. Lett. 2000. Vol. 545, No 1. L5-L9.
23Bernardis P. et al. H Nature, 2000. Vol. 404. P. 955-959.
24Jaffe A. H. et al. H Phys. Rev. Lett. 2001. Vol. 86. P. 3475-3479.
25Bennett C. L. et al. H Astrophys J.S. 2003. Vol. 148. P. 1-28; Spergel D. N. 

et al. H Astrophys J.S. 2003. Vol. 148 P. 175-194.



вых S N la26 и каталога галактик 2dFGRS 27 и SDSS 28) дают в 
зависимости от выбора параметров значения 29

По
tot 1,095+ 0,094

- 0,144 и 1,086+ 0,057 
- 0,128 '

В пределах ошибок эти значения, разумеется, не противоречат 
значению fl°ot =  1, вытекающему из модели инфляции, одна­
ко они могут указывать и на существование ненулевой массы 
гравитона согласно соотношениям (11.114), (11.115). Во вся­
ком случае, если взять значение =  1,3, более чем на 2а 
превышающее среднее значение f^ ot, мы получаем из (11.114), 
(11.115) с вероятностью 95% верхний предел на массу грави­
тона. Величину /  из (11.114) удобно представить в виде отно­
шения массы гравитона к величине

тпң - —— =  3,80 х 10-66 h, 
сг

которую можно было бы назвать “массой Хаббла”. При / 2/6  =  
=  0,3 верхний предел на массу гравитона составляет

тпд ^  1,34 m #  «  5,1 х 10~66 h г ,

или при h =  0,70

тпд < 3,6 х КП66 г . (11.116)

Комптоновская длина гравитона оказывается сравнимой с хабб- 
ловским радиусом Вселенной с /Н

h
ТПдС

26RiessA. G. et al. // Astron. J. 1998.Vol. 116.P. 1009-1038; Perlmutter S. et 
al. // Nature, 1998. Vol. 391. P. 51-54; // Astrophys. J. 1999. Vol. 517. P. 565- 
586.

21Percival. W.J. et al. // MNRAS, 2001. Vol. 327. P. 1297-1306; Verde L. 
et al. H MNRAS, 2002. Vol. 335 P. 432-440; // Astrophys J.S. 2003. Vol. 148. 
P. 195-212.

28 York D. G. et al. H Astron. J. 2000. Vol. 120. P. 1579-1587; Stoughton C. 
et al. H Astron. J. 2002. Vol. 123. P. 485-548; Abazajian K. et al. H Astron. J. 
2003. Vol. 126. P. 2081-2086.

29Tegmark M. et al. H Phys. Rev. D. 2004. Vol. 69. 103501-26 p.



Полученные ранее оценки верхнего предела на массу гравито­
на были основаны на том, что гравитационный потенциал при 
наличии ненулевой массы гравитона должен иметь форму по­
тенциала Юкавы. Исходя из анализа динамики кластеров га­
лактик и консервативных оценок расстояний (~  600) кпс, на 
которых еще существует гравитационная связь между галак­
тиками в кластерах, в работах30 был получен верхний предел 
на массу гравитона

т д < 2 х 1(П62 г .

Наша оценка (11.116) более чем в 104 раз усиливает указан­
ное ограничение. Это связано с тем, что последовательное рас­
смотрение гравитационного поля в пространстве Минковско­
го включает в себя не только уравнение, согласно которому 
потенциал слабого гравитационного поля имеет форму потен­
циала Юкавы, но и общие уравнения гравитации (5.19), (5.20), 
согласующиеся со всеми гравитационными явлениями в Сол­
нечной системе и применимыми ко всей Вселенной, т. е. на 
расстояниях порядка с /Н  ~  1028см, в 104 раз больших, чем 
расстояния между гравитационно связанными галактиками в 
кластерах.

Интеграл эволюции Вселенной и современное значение 
масштабного фактора

Воспользовавшись соотношением (11.103), можно исключить 
давление р в уравнении (11.101) и привести его к виду

1 d2a 47rG ( d p  \  1
^ d *  = ~ \ a n  + 2p) ~  6

а в дальнейшем записать его в форме

d2a dV  
dr2 da

(11.117)

v) Hiida E. K., Yamaguchi Y. //Progr. Theor. Phys. Suppl. Extra number. 1965. 
P. 261-297; GoldhaberA. S„ Nieto M. M. //Phys. Rev. D. 1974. Vol. 9. P. 1119- 
1121.



где

V  = — а р  +
(тс)

а2 +
1

(11.118)
3 ' ' ' 12 V” ' 2а4

Умножив обе части уравнения (11.117) на da/dr, получим

d_
dr 2 \d r J  .

=  0,

ИЛИ 1 I 2
+ V  = E  = const. (11.119)

2 \<zt/
Выражение (11.119) напоминает энергию единичной массы. 
Если бы величина а имела размерность длины, то первый член 
в (11.119)соответствовал бы кинетической энергии, а второй- 
потенциальной.

Величина

в (11.118) соответствует гравитационному потенциалу на гра­
нице шара с радиусом а, заполненному веществом с постоян­
ной плотностью р, а дополнительные члены в (11.118), про­
порциональные т 2, -  эффективным силам, возникающим, как 
было отмечено выше, из-за влияния гравитации на ход време­
ни.

Величина Е  является интегралом эволюции Вселенной. 
Она крайне мала, но при т  ф 0 отлична от нуля. Выразив 
(da /dr)2 в равенстве (11.119) из уравнения (11.102), получим

(11.120)

Таким образом, постоянная /3 (см. с. 135), входящая в интервал
(11.95) и, согласно (11.107), ограничивающая рост масштаб­
ного фактора а, выражается через интеграл движения Е.

Интеграл движения теорией не определяется. Он задан, но 
кем?

В дальнейшем нам понадобится современное значение мас­
штабного фактора а0. Оценку этой величины можно получить



из следующих соображений. Предполагая, что эволюция Все­
ленной начинается в радиационно-доминантную эпоху, для от­
ношения ao/amjn имеем

аmm

Рт

Рт
ах 1/4

где -  современная плотность радиационной энергии. В свою 
очередь, р°т может быть выражена через относительную плот­
ность и критическую плотность р°с

/ З Я 2
8 it G

Таким образом,

где GРтах выражено в с-2 . (При вычислении числового мно­
жителя в указанном выражении использовалось стандартное 
значение Я  =  Я/3,0857 х 1017с и П°г =  =  2,471 х 10~5//i2).

Используя далее определение (11.114),  можно представить 
значение amin, указанное в (11.105),  в виде

/ 2\ 1/ е /  3 Я 2 ч Ve

— ш 1б7Г Gpшах

\!/6  7/ Г \ 1/6 1
) = 8^ ° - 7( i )  (G ^ )17!

где согласно (11.115)

/■2
— =  Г2° — 1g “ tot 1 >

flmin на электрослабой шкале равно

^min — 5 X 10 ,

а на шкале Великого объединения -

amin ^  5 х 10 19



Для величины а0 из соотношения ao /amin имеем31

/ / 2у / 6/ 27Г(?Ртаа\ 1/12 1 ^
a° V 6 /  V 3 Н 2 ) (^О )1/4 ~

~ 1 ,1 X 1 0 4( Y )  (Ортах)1''12, (П.121)

a0 при Ртах, взятом на электрослабой шкале, равно

а0 ~  5 х 105 ,

а на шкале Великого объединения -

а0 -  5,5 х 109 .

Как уже отмечалось выше (см. с. 129), в РТГ приобретает 
смысл абсолютная величина масштабного фактора. При сред­
нем значении f2tot =  1,02 (т.е. / 2/ 6 =  0,02)иртах> 101Огсм “ 3 
величина a0 3> 1. Это оправдывает приближения, сделанные 
при выводе равенства (11.115).

Во Вселенной энергия вещества и гравитационного поля, 
отнесенная к собственному времени г  и обозначенная ниже

31 При численной оценке в качестве относительной плотности реляти­
вистских частиц взята относительная плотность микроволнового реля­
тивистского излучения П°, поскольку из данных по нейтринным осцилля­
циям следует, что, по крайней мере, два типа нейтрино в настоящее вре­
мя являются нерелятивистскими. При экстраполяции к ранней Вселенной 
следовало бы, конечно, учитывать, что температура реликтового излуче­
ния в ходе эволюции повысилась за счет аннигиляции е+е“ , до момента 
аннигиляции она была равна температуре нейтринного газа, который в это 
время также состоял из релятивистских нейтрино и вносил свой вклад в 
общую плотность релятивистских частиц. Точно так же при экстраполя­
ции к ранней Вселенной повышается плотность релятивистского газа за 
счет релятивизации других рождающихся частиц. Однако, благодаря то­
му, что величина входит в (11.121) в виде (П®)1/4, численная оценка 
(11.121) изменится не более чем в три раза (даже если предположить, что 
число степеней свободы в релятивистском газе около 100).



штрихами, изменяются во времени на основании (8.1) и (11.95) 
согласно закону

а \т )(Т ™  +  т ?) = r a e Æ »  1

С использованием плотностей это выражение принимает вид

/—z f rpoо , ^оо\ „ з { т с ) 2 ^ ( Т  + Г 9 ) а ( т )  =  — .

Отсюда видно, что в настоящее время величина

(Г00 +  т°°)

чрезвычайно мала.

Несовместимость РТГ с существованием постоянного 
космологического члена (ЛСОМ-теория).
Необходимость квинтэссенции с v  >  0

Как уже отмечалось, при рассмотрении гравитационного по­
ля в качестве физического поля в пространстве Минковского 
необходимо потребовать выполнения принципа причинности. 
Это требование, примененное к эволюции Вселенной, приво­
дит к неравенству (11.107), согласно которому масштабный 
фактор ограничен неравенством а ^  amax =  /?. Другими сло­
вами, согласно РТГ, невозможно неограниченное расширение 
Вселенной. Математический аппарат РТГ автоматически обес­
печивает выполнение этого условия в случае, когда плотность 
материи уменьшается с увеличением масштабного факто­
ра. Действительно, структура члена, пропорционального т 2 в 
уравнении ( 11.102) такова, что благодаря положительной опре­
деленности левой части уравнения третий член в скобках обес­
печивает отсутствие космологической особенности при а 1,
a первый член ограничивает минимальное значение плотно­
сти материи (и тем самым сверху величину масштабного фак­
тора) при а 1.



Условие

записанное в виде

где Н  -  современное значение постоянной Хаббла, приводит 
к равенству

Полевая теория гравитации оказывается несовместимой с су­
ществованием постоянного космологического члена, соответ­
ствующего отталкиванию и приводящего к неограниченному 
расширению Вселенной. Действительно, при а 1 из уравне­
ния (11.112) и принципа причинности (11.107) для v — 0 сле­
дует

f 2
U a<  6 •

Однако это неравенство несовместимо с условием

которое требуется, чтобы в настоящую эпоху, согласно урав­
нению (11.113), существовало ускоренное расширение.

Таким образом, единственной возможностью объяснения 
в рамках РТГ наблюдаемого в настоящее время ускоренного 
расширения Вселенной является существование квинтэссен­
ции c v  > 0 или какой-либо другой субстанции, плотность ко­
торой уменьшается с увеличением масштабного фактора (но

или в другой форме

( 11.122)



не быстрее, чем constla2). РТГ исключает возможность су­
ществования как постоянного космологического члена (и — 0) 
соответствующего отталкиванию, таки “фантомного” рас­
ширения {и < 0 )32.

Временные границы ускорения Вселенной

Самые сильные ограничения на величину

По
tot 1,018 + 0,013

- 0,022  5

полученные экспериментом WMAP33 в рамках ACDM-модели 
с привлечением данных из каталога галактик SDSS и данных 
по сверхновым SN 1а в пределах 1er, допускают значение f^ot =  
=  1,03. Эта разность в РТГ, согласно соотношениям (11.114), 
(11.115), определяет массу гравитона

т д = 0,424 га# =  1,6 • 10 66 h.

В дальнейшем мы для определенности будем использовать 
именно это значение массы гравитона. Поскольку к началу 
эпохи современного ускорения Г2г и а »  1, то нача­
ло и конец ускоренного расширения определяются согласно 
(11.113) корнями xi < х < х 2 уравнения F(x)  = 0, где функция

^  f
х 3и 3

Этап ускорения возможен, если и < 2/3. При этом величина 
первого корня х\ связана с красным смещением соответ­
ствующим началу эпохи ускорения:

— = — =  ^  + 1. (11.123)
Х\ а\

32 Caldwell R. R., Kamionkowski М., Weinberg N. N. H Phys. Rev. Lett. 2003. 
Vol. 91, No 7. 071301-4 p.

33Bennett C. L. et al. H Astrophys J.S. 2003. Vol. 148. P. 1-28; Spergel D. N. 
étal. //Astrophys J.S. 2003. Vol. 148 P. 175-194.



Рис. 1. Качественные кривые зависимости масштабного фак­
тора, скорости и ускорения от времени т. Здесь тш =  1,15тг. 
Через то обозначен современный момент времени.



Время от начала расширения Вселенной до начала совре­
менного ускорения можно установить из уравнения (11.112). 
Пренебрегая продолжительностью радиационно-доминантной 
эпохи и значением масштабного фактора а к концу ее, имеем

1
Xl
f  dx

oo
1 f/Т-  _____/ 1

1 H J х[Ф{х)]1/2 H  J
0

где

Ф(х)
n °__ m

X 3

___________ dy________

У (ЭД.У3 +  -  / V 6)
1/2 ’

+ Я

X31/

£
6

Здесь согласно34 приняты значения =  0,27, =  0,73.
Соответственно время окончания эпохи ускоренного рас­

ширения и перехода к замедлению равно
Х2

I f  dx
H  J х[Ф(х)]1!2 5

о
а современный возраст Вселенной

I f  dx
0 H  J х[Ф(х)у/2

о

Физическое расстояние, пройденное светом (горизонт частиц) 
к настоящему моменту времени, определяется выражением

ТО

£*part(ro) =  а(т0)
о

ÛO /  O - m i n

=  H  J d y { n ° y  + №my* + п у »  -  / 2/6  х (1 +  ye /2og)]V2 -  

2 с

" 1 Щ , н

34Bennett С. L. et al. H Astrophys J.S. 2003. Vol. 148. P. 1-28; Spergel D. N. 
et al. H Astrophys J.S. 2003. Vol. 148 P. 175-194.



Эта величина определяет размер наблюдаемой Вселенной к 
настоящему времени. Горизонт событий определяется форму­
лой

Поскольку этот интеграл обращается в бесконечность, гори­
зонт событий в нашем случае отсутствует. Это означает, 
что из любой области Вселенной к нам придет информация 
о событиях, происходящих в ней в момент времени т. Эту ин­
формацию можно получить с помощью гравитационных волн, 
поскольку они способны пройти через периоды, когда была 
большая плотность вещества.

Качественно (без соблюдения масштабов) временн£я зави­
симость масштабного фактора, скорости его изменения à и а 
представлена на рис. 1. Вначале масштабный фактор от своего 
минимального значения amin увеличивается с очень большим 
ускорением, которое за достаточно короткое время rin обра­
щается в нуль. Скорость в этот промежуток времени увеличи­
вается от нулевого значения до максимального. Масштабный 
фактор в течение этого промежутка времени изменяется не­
значительно: a(Tin) = у/2amin. Далее происходит расширение 
с отрицательным ускорением, которое обращается в некото­
рый момент времени т\ в нуль. Скорость при этом падает, и 
несколько позже т\ она достигает своего минимального значе­
ния. Масштабный фактор на этом отрезке времени продолжа­
ет возрастать (расширение продолжается). Движение с поло­
жительным ускорением продолжается до момента времени т2. 
Скорость и масштабный фактор при этом увеличиваются. При 
т > т2 опять происходит расширение с отрицательным ускоре­
нием до тех пор, пока в момент времени т3 расширение оста­
навливается. Масштабный фактор достигает при этом своего 
максимального значения, полуцикл завершается, и все повто­
ряется в обратном порядке -  эпоха расширения сменяется эпо­
хой сжатия. Для величины а/а  первый максимум расположен 
при a y j3/2 (т rsj 0,76 тт) несколько ранее rin, точно
так же, как второй максимум -  ранее т2. Минимум а/а,  наобо­

оо

т



рот, располагается позже т\ . Это следует из того, что величина
(d /d r)(ô /a ) =  { а / а )  — (а2/ а 2) при а  = 0 отрицательна.

Максимальное значение масштабного фактора 
и интеграл эволюции Вселенной

Время, соответствующее концу ускоренного расширения и на­
чалу замедления, приводящего к остановке расширения, силь­
но зависит от параметра и (см. табл.).

Таблица. Время начала ускоренного расширения Вселенной 
r i , его окончания т2 и время максимального расширения 

(полупериод осцилляции) тт а х, млрд лет

V п Т2 Т т а х

v —  0,05 7,0 - 8,2 980-1080 1220-1360ог“Чс**
оIIà 7,0 - 8,2 440 - 485 620 - 685

v —  0,15 7,1 - 8,3 275 - 295 430 - 460
V  =  0,20 7,1 - 8,3 190 - 205 325 - 347

II О to С
П 7,2 - 8,5 142 - 149 263 - 280

II о со о 7,5 - 8,7 109-113 227 - 235

Масштабный фактор, отвечающий остановке расширения 
хтах, определяется корнем уравнения (11.112) и при малых и 
с хорошей точностью равен

maux —
6П ° \1/з«/
J T ) (11.124)

Подставляя в ( 11.124) значение о0 из формулы (11.121), нахо­
дим

4 1 / / 2\2 /3 /2тгСрта1 у / 3 /  й°д \ 4/ 3"
° тах -  fi» V 6 /  v 3 Я 2 J \ ü f ot - l )  ■

Принимая во внимание это равенство и учитывая, что инте­
грал движения

Е  = ( т с )2

8 < а х  ’



получим

6 \ 2 /3 /3  Я 2 
f 2) \27rGpmax

1 / 3 / П ° о 1 -  1 Ч4/3^

b j  ) ■

Отсюда видно, ч/гю интеграл движения эволюции Вселенной 
является очень малой величиной. Максимальная плотность, ко­
торая была во Вселенной, могла оставить какой-то след в гра­
витационных волнах, созданных в то время. Используя выра­
жение для хтах, легко определить относительное ускорение 
притяжения в момент остановки расширения:

а V ( т дс2\ 2

a поэтому скалярная кривизна

ГПдС2  ^  2

h  )

Существенно, что относительное минимальное значение 
плотности pmm/pç, отвечающей максимуму расширения, за­
висит только от величины — 1, т. е. от массы гравитона 
(см. (11.115), (11.116)). При =  1,02) величина pmin до­
вольно велика и даже намного превосходит современную плот­
ность радиации. В работе35 авторы исходили из приведенного 
в статьях36 современного возраста Вселенной (13,7±0,2) х 109 
лет, где он вычислен в основном из АCDM-модели. Очень важ­
но, что новейшие наблюдения SNla 37 * в области Z  > 1 могут 
дать непосредственную информацию о начале современного

35Герштейн С. С. и др. //Ядерная физика, 2004. Т. 67, № 8. С. 1618-1626.
36Bennett С. L. et al. H Astrophys J.S. 2003. Vol. 148. P. 1-28; Spergel D. N. 

et al. H Astrophys J.S. 2003. Vol. 148 P. 175-194.
37 Tonry J. L. et al. H Astrophys. J. 2003. Vol. 594 P. 1-24; Riess A. G. et al. H

Astrophys. J. 2004. Vol. 607, 665-687.



ускорения. Согласно таким данным, полученным в превосход­
ной работе38, замедление сменилось на современное ускоре­
ние при значениях красного смещения

Z  =  0,46 ±0,13.

Этот результат согласуется с излагаемой картиной эволю­
ции. Он позволяет непосредственно получить значение х\ 
(см. (11.123)) и уточнить допустимую область космологиче­
ских параметров39.

Расширение до максимального значения масштабного фак­
тора и следующее за ним сжатие приводят к осциллирующему 
характеру эволюции Вселенной. Идея об осциллирующем ха­
рактере эволюции Вселенной неоднократно выдвигалась 
ранее преимущественно из философских соображений40. Та­
кой режим, в принципе, мог бы ожидаться в закрытой модели 
Фридмана с fïtot > 1- Однако этому препятствуют, во-первых, 
непреодолимая трудность, связанная с переходом через космо­
логическую особенность, а во-вторых, соображения, связан­
ные с ростом энтропии в пространственно ограниченной Все­
ленной, от цикла к циклу 41.

3*Riess A. G. et all. H Astrophys. J. 2004. Vol. 607. P. 665-687.
З90тметим, что расстояние до сверхновых (D i ), определяемое по соот­

ношению F = L /A 7 ïD 2Li где L  -  светимость стандартной SNla, a F -  на­
блюдаемый поток от нее, выражается через космологические параметры 
РТГ соотношением

D
Н (Z + 1)

1 +  Z

/ ^тУ3 + ^дУ0 „.31/

40См., например, Сахаров А.Д. Науч. труды. М.: Центрком, 1995; Аман 
Э. Г. и dp. //ТМФ, 1984. Т. 58. С. \6Ъ-\6%\ Aman J. М. étal. //Ann. Phys. 1984. 
Vol. 155. P 333-357; TolmanR. C. Relativity, Thermodynamics and Cosmology. 
Clarendon Press, Oxford University, 1934.

41 Tolman R. C. Relativity, Thermodynamics and Cosmology. Clarendon 
Press, Oxford University, 1934.



В РТГ для бесконечной Вселенной указанные трудности 
снимаются. Следует подчеркнуть, что в рамках уравнений 
Гильберта-Эйнштейна плоская Вселенная не может быть ос­
циллирующей.

Поскольку в РТГ сингулярность отсутствует, то Вселен­
ная могла существовать бесконечное время, в течение кото­
рого происходило взаимодействие между ее областями, что и 
привело к однородности и изотропии Вселенной с некоторой 
структурой неоднородности, которую мы для простоты ис­
следования не учитывали. После установления однородности 
и изотропии Вселенной и началось ее циклическое развитие. 
Именно все это и устраняет проблему причинности (горизон­
та), которая имеет место в ОТО.

В указанном приближении т тах связан с масштабным фак­
тором х2, отвечающим окончанию ускоренного расширения, 
соотношением

Время, отвечающее остановке расширения (полупериод ос­
цилляции) при выбранном в работе 42 значении массы гравито­
на т 9 = 0,49 ш я , составляет при i/ =  0,05 около 1300 х 109 лет, 
при V — 0 ,1 0  около 650 х 109 лет и при v =  0,25 около 2 7 0 х 
х 109 лет.

Привлекательность осциллирующей эволюции Вселенной 
отмечена в недавней работе 43. Осциллирующий режим осу­
ществляется в ней за счет введения скалярного (/9-поля, вза­
имодействующего с веществом, и использования идеи допол­
нительной размерности. При этом высказываются важные 
соображения о том, что фаза ускоренного расширения способ­
ствует сохранению энтропии в повторяющихся циклах эволю­
ции.

В РТГ осциллирующий характер эволюции Вселенной до­
стигается в результате одного лишь рассмотрения грави­

42Герштейн С. С. и dp. // Ядерная физика, 2004. Т. 67, № 8. С. 1618-1626.
43Steinhardt P J. et. al, 2002. e-Print Archive: hep-th/0111030.



тационного поля с массой гравитона как физического поля, 
генерируемого суммарным тензором энергии-импульса в про­
странстве Минковского.

Именно обычный полевой подход к гравитации устраняет 
известные проблемы ОТО: сингулярности, причинности (го­
ризонта), плоскостности (евклидовости) без каких-либо до­
полнительных экзотических гипотез. При этом нам не потре­
бовалась инфляция.



Прежде чем приступить к изучению гравитационных эффек­
тов, остановимся на некоторых общих положениях РТГ, ко­
торые непосредственно проявляются при расчете этих эффек­
тов. Уравнения РТГ (5.19) и (5.20) общековариантны при про­
извольных преобразованиях координат и форминвариантны от­
носительно преобразований Лоренца. Иначе говоря, в РТГ име­
ет место та же ситуация, как и в электродинамике. Если в двух 
инерциальных системах в галилеевых координатах мы имеем 
соответственно одинаковое распределение вещества 
Т ^[х , да/з(х)\ и T ^ [ x f, gapfe') ], то в силу форминвариантности 
уравнений относительно преобразований Лоренца мы полу­
чим одинаковые уравнения, которые при тождественных усло­
виях задачи и обеспечивают выполнимость принципа относи­
тельности. С другой стороны, если в некоторой инерциаль­
ной системе координат при распределении вещества Т ^ ( х )  
мы имеем решение д ^ ( х ) 9 то при преобразованиях Лоренца 
в другую инерциальную систему получим метрику д '^ х ') ,  но 
она соответствует распределению вещества Т' (xf). В силу 
форминвариантности уравнений при лоренцевских преобра­
зованиях мы можем вернуться к исходным переменным х  и 
получим новое решение g^u(x), соответствующее распределе­
нию вещества Т 1 {х). То есть имеет место однозначное соот­
ветствие между распределением вещества и метрикой. Изме­
няется распределение вещества, соответственно изменяется и 
метрика. Существенным моментом в РТГ является наличие в 
уравнениях метрики пространства Минковского. Именно это 
обстоятельство позволяет осуществить сравнение движения 
вещества в гравитационном поле с движением вещества при 
отсутствии гравитационного поля.

Между уравнениями РТГ и ОТО имеется принципиальное 
различие и суть его в том, что уравнения РТГ не форминва­
риантны относительно произвольных координатных преобра-



зований, тогда как уравнения ОТО вне вещества форминва- 
риантны относительно этих преобразований. Уравнения РТГ 
форминвариантны только относительно преобразований коор­
динат, оставляющих метрику Минковского 7м„(х) форминва- 
риантной. Отсюда, в частности, следует форминвариантность 
уравнений относительно преобразований Лоренца.

Вопрос о множественности решений д ^ х ) , ^  ( х ) , . . . ,  в 
одной координации беспокоил Эйнштейна, и в четырех ста­
тьях [29] (1913 -  1914 гг.) он подробно обсуждал его и прихо­
дил к выводу об ограниченном выборе координатных систем, 
поскольку считал, что из общей ковариантности при одном и 
том же распределении вещества Т ^ ( х )  возникает множество 
метрик, что физически недопустимо. Однако основная причи­
на неоднозначности не связана с общей ковариантностью, она 
связана с форминвариантностью уравнений вне вещества от­
носительно произвольных преобразований координат. Чтобы 
устранить эту неоднозначность не требуется отказываться от 
общей ковариантности, поскольку дело не в ней, а необходимо 
ограничить форминвариантность уравнений в соответствии с 
принципом относительности.

Именно это и осуществлено в РТГ на основе полевого под­
хода. Можно привести простой пример из электродинамики. 
Пусть при токе j^(x)  мы имеем решение А^(х).  Совершая пре­
образования к новым переменным т/, совпадающим с исход­
ными переменными х в области распределения тока j^(x)  и 
отличающихся от них в области вне тока, наше решение при­
нимает вид А' (х1). Но совершенно очевидно, что А* (х) не бу­
дет решением уравнений электродинамики в координатах х, 
поскольку уравнения электродинамики не форминвариантны 
относительно произвольных преобразований координат. Это 
означает, что в электродинамике при одном и том же распреде­
лении тока j M(x) при одинаковых условиях существует только 
одно распределение электромагнитного поля Е, Н.



Принцип относительности, как физический принцип, свя­
зан не с общей ковариантностью, а с форминвариантностью 
уравнений и метрики относительно преобразований коорди­
нат. Фок был прав, когда писал: “Общий принцип относитель­
ности, как физический принцип, который имел бы место по 
отношению к произвольным системам отсчета, невозможен ”

В разделе 11.3. было показано, что поскольку радиус ста­
тического сферически-симметричного тела превышает радиус 
Шварцшильда, то внешнее решение уравнений РТГ в инерци­
альной системе в сферических координатах в области (11.40) 
имеет вид

Именно такое решение в постньютоновском приближении и 
дает выражения для метрических коэффициентов эффектив­
ного риманова пространства, совпадающие с ранее получен­
ными выражениями (8.59а), которые используются для объяс­
нения гравитационных эффектов в Солнечной системе.

Существенным моментом является то обстоятельство, что 
при выключении гравитационного поля (например, удаление 
тела) эффективная риманова метрика переходит в метрику 
Минковского в галилеевых координатах

При вычислении гравитационных эффектов в Солнечной 
системе нам необходимо вычислить траекторию движения в 
эффективном римановом пространстве, определяемом интер­
валом ds, и сравнить с соответствующей траекторией, опреде­
ляемой из интервала do. Метрика пространства Минковского 
присутствует в уравнениях РТГ. Именно таким путем опреде­
ляется угол отклонения светового луча и время запаздывания 
радиосигнала из-за действия гравитационного поля Солнца.

[25].

do2 =  (dx°)2 — (dr)2 — r2[(de)2 +  sin2 9(d(p)2] .



Что касается вычисления смещения перигелия планет, то здесь 
приходится сравнивать траекторию движения пробного тела 
вокруг Солнца, вычисленную в РТГ, с траекторией, получен­
ной на основе ньютоновой теории гравитации.

Для вычисления гравитационного эффекта необходимо 
сравнить в одной координации движение по геодезической ли­
нии в римановом пространстве с геодезической линией в про­
странстве Минковского при выключении гравитации. Но для 
этого необходимо точно знать как метрику gtiu(x), так и метри­
ку 7а,„(х). В РТГ для выбранной метрики 7м„(х) с помощью 
уравнений (5.19), (5.20) при соответствующих условиях одно­
значно определяется метрика д ^ ( х ) эффективного риманова 
пространства, что и позволяет однозначно определить грави­
тационный эффект.

При расчетах эффектов в гравитационном поле Солнца в 
качестве идеализированной модели Солнца обычно берут ста­
тическое сферически-симметричное тело с радиусом R q . Об­
щий вид метрики эффективного риманова пространства в инер­
циальной системе в сферических координатах имеет вид

ds2 =  U(r)(dx0)2 — V(r)(dr)2 — W 2(r)[(de)2 +  sin2 в [dip)2] .
( 12.1)

В отсутствии гравитационного поля метрика имеет форму

da2 =  (dx0)2 — (dr)2 — r2[(d6)2 +  sin2 9(dtp)2} . (12.1a)

Подставляя (12.1) и (12.1a) в уравнения (5.19) и (5.20), мы и 
получаем внешнее решение для Солнца (а).

В разделе 5 было показано, что из уравнений РТГ (5.19) и 
(5.20) непосредственно следуют уравнения движения для ве­
щества

= 0. (12.2)

Отсюда легко получить уравнения движения пробного тела в 
статическом гравитационном поле. Тензор энергии-импульса 
для вещества Т ,ш в этом случае имеет вид

dx^
T»v =  p U W ,  £/** =  — .

ds
(12.3)



Подставляя (12.3) в (12.2), получим

U »Vu(pU1') + pUvV vU» = 0. (12.4)

Умножая это уравнение на 11ц и учитывая U^U» =  1, получим

V v{pUu) +  р и ии ^7 „ и *  =  0. (12.4а)

Так как
V v{UJJ*) = =  0,

из уравнения (12.4а) имеем

V u(pUlJ) = 0. (12.5)

Подставляя (12.5) в (12.4), находим

UUV UU» = 0. (12.6)

Используя определение ковариантной производной, уравнения 
(12.6) можно записать в форме

dU»
дхи + г»аи °

dxv
ds

=  0 (12.7)

Учитывая определение полного дифференциала, имеем

д U»
dU» = —— dxv. 

dxv
( 12.8)

На основании (12.8) уравнение (12.7) принимает вид

(1TJ№ rlnr№
—  +  r»aUvU° =  0 , U» = — , (12.9)
ds ds

Уравнение движения пробного тела (12.9) является урав­
нением геодезических линий в пространстве с метрикой gм„. 
Символы Кристоффеля определяются формулой



На основе (12.1) и (12.10) легко получить необходимые нам 
символы Кристоффеля:

1 dW  
W ~ d r '

1 dW
W  dr ’

— sin в cos в ,

■̂23 — Г01 —

( 12.11)
1 dU

2U dr '

Из четырех уравнений (12.9) независимых только три, по­
скольку имеет место соотношение

дрР'ЧГ = 1. ( 12.12)

Это обстоятельство мы далее будем использовать, выбирая три 
наиболее простые уравнения из (12.9). Из уравнений (12.9) 
возьмем уравнения

d2x° 1 dU dx° dr 
ds2 ^  U dr ds ds

dN  2 dW  dr d6
ds2 W  dr ds ds

sin в cos в

(12.13)

(12.14)

d2ip
ds2

2 dW  dr dip 
W  dr ds ds

„ nd9 dtp +  2 c tg 0 — —  
ds ds

и дополним их уравнением (12.12) в форме

(12.15)

(12.16)
Так как гравитационное поле сферически-симметричное, 

то естественно выбрать систему координат таким образом, что­
бы движение происходило в экваториальной плоскости, т. е.

в
7Г

2 (12.17)

При нашем выборе уравнение (12.14) тождественно удовле­
творяется.

6. Логунов А.А.



Уравнения (12.13) и (12.15) соответственно можно запи­
сать в форме

d г dx° '
In —  U

ds L ds

d h n ^ W 2

=  0,

=  0 .
ds L ds

Отсюда находим первые интегралы движения Е, J:

dx° 1
— U = —  
ds у /Ё '

Ï £ w 2  =  —
ds у /Ё '

Подставляя эти выражения в (12.16), получим

——  v ( — ) 2 — -— = 1
EU  \d s J  W 2E  

Из второго соотношения (12.20) находим

ds = dip
V Ë w '

j

(12.18)

(12.19)

(12.20)

( 12.21)

( 12.22)

Переходя в (12.21) с помощью (12.22) к переменной <р, полу­
чим

V  ( d r \ 2 1 1 Е  п
W 4 \d ip )  + W 2 J 2U + J 2 ~ '  ( )

Из первого соотношения (12.20) находим

(ds)2 = E U 2(dx0)2. (12.24)

Отсюда следует, что Е  > 0 для пробных тел и Е  = 0 для света.
В ОТО гравитационные эффекты в Солнечной системе вы­

числялись различными методами. Мы здесь следуем методи­
ке вычисления С. Вайнберга [1 ].Для всех гравитационных эф­
фектов в Солнечной системе мы получим те же результаты, 
что и в ОТО, но только в гармонических координатах, так 
как это ранее вычислял Фок [25]. Все эти теоретические ре­
зультаты в пределах ошибок находятся в согласии с данными, 
полученными из наблюдений.



12.1. Отклонение световых лучей Солнцем
Пусть фотон из удаленной области пролетает мимо Солнца. 
Какова траектория светового луча? Она определяется из урав­
нения (12.23) при Е  =  0 и имеет вид

dip = dr (12.25)

В точке траектории светового луча (см. рис. 2), наиболее близ­
кой к Солнцу,

(12.26)

Рис. 2. Отклонение луча света

Интеграл движения J  выражается через метрические па­
раметры Uq и W0

W 2(ro) _  Wo2 
U(r0) Uo ‘

(12.27)



Интегрируя (12.25), получим

ОО

<p(r) =  </?(оо) +  J dr
г

Угол отклонения светового луча равен

А <Р = 2|^(7o) -  у>(оо)| -

1 1/2

1 N

7Г .

(12.28)

(12.29)

Здесь мы учли, что при отсутствии гравитационного по­
ля луч света движется по прямой линии I, и именно поэтому 
в (12.29) появилось л. В инерциальной галилеевой системе ко­
ординат для тела, имеющего массу Солнца, из уравнений РТГ 
имеем

r - G M  
r + G M '

r + G M  
г - G M ’

W 2 = (r + G M )2. (12.30)

Для вычислений иногда удобно использовать независимую пе­
ременную W  :

U(W ) = 1 -
2 G M  

W
V (W )  =

1
1 -  2G M /W  '

(12.31)

В первом приближении по гравитационной постоянной G ме­
трические коэффициенты соответственно равны

2 G M  , 2 G M
U(г) =  1 ---------- , V(r) = 1 -I----------

W 2 = г2 1 +
2 G M \

(12.32)

Подставляя эти выражения в интеграл (12.28), получим для не­
го следующее выражение:

ОО

Г о
/
г о

dr

г [г2(1 — 4M G /  г0) +  4 M G r — Tq] 1/2 (12.33)



Проводя замену переменных г — 1/t, имеем

1 / г о

I  = dt

о V V ( 1  -  2M G /г 0)2 -  (t -  2M G /r lY
(12.34)

Используя табличный интеграл

dx

т л

х - к
х  2 Ia r c s in -------- +  с ,

т

находим
т 7Г 2 M G
‘ = 2  + ^ Г

(12.35)

На основании (12.29) получим

д 4 MG G
-^5—С Г  о

(12.36)

принимая во внимание

M qG
1,475 х 10асм, R q G = 6,95 х 101Осм, (12.37)

находим

Го

y' V _  4Mq G _  „
с2 ~  15 ° (12.38)

Итак, отклонение луча света гравитационным полем Солн­
ца равно

А<р =  1,75" х —  . (12.39)
го

При вычислении угла отклонения светового луча мы учли, что 
в отсутствии поля в инерциальной системе, в силу метрики 
(12.1а) луч света двигается по прямой линии I. Именно откло­
нение от этой прямой и есть гравитационный эффект.



12.2. Запаздывание радиосигнала
И. И. Шапиро [43] предложил и осуществил эксперимент по 
измерению времени, которое необходимо, чтобы радиосигнал 
достиг планеты Меркурий и, отразившись, вернулся на Зем­
лю. Вычислим это время, исходя из уравнений РТГ. Мы перей­
дем от независимой переменной к независимой переменной 
х°. Для этой цели, используя (12.22) и (12.24), получим

(<V)2 = ^ 7 Г ( ^ ° ) 2- (12.40)

Уравнение (12.23) с помощью (12.40) принимает вид

V
W [ U_ 
W 2 и 0

(12.41)

Подставляя в интеграл (12.41) выражения (12.32), находим

, 2 M G
1 + -------

г
2 M G  г0

+ ------------—
Г  Г  +  Г  о

. (12.42)

Используя табличные интегралы

dr г0 
у /г2 — Го г +  го г +  г о

(12.43)

получим

ct(r , Г о )  =  у /г2 -  Г о  +  2M G ln r-+- ^ r2 Г°
го

+

+2 M G
г - г р
г +  г0

-,1/2
(12.44)



Пусть ге, гр-  гелиоцентрические координаты Земли и Мер­
курия. Поскольку ге, гр г0, то в слагаемых выражения (12.44),
содержащих гравитационную постоянную, под корнем можно 
пренебречь влиянием г0, тогда

Ct{rp , Ге) =  \/r2e - r l  +  ф 1 ~ Г 20 +

2M G  . 4rer„ AMG
+ In +

о
(12.45)

На прямую, соединяющую точки ге и гр, опустим из центра 
источника гравитационного поля перпендикуляр г±. Тогда, со­
гласно теореме Пифагора, имеем

rl = R \ + r l ,  r2p = R l+  r l .  (12.46)

В первом порядке по G

r 0 ~  Гх +  # е -у - , r l  -  r \  ~  R er0A ip , (12.47)

A ip -  угол отклонения луча света из-за влияния источника гра­
витационного поля (см. (12.36)).

~  R e -  Г0
iLg

А <р
~ т

2 M G
с2 ’
(12.48)

аналогично

î 2 _ *̂0 ^ _ А(р _ 2MG
-L̂p Го - Лр Ô (12.49)

С учетом (12.48) и (12.49) выражение (12.45) принимает вид

л, ч о 2M G , 4гегр
Щ Г р ,  Ге)  -  R  -  — Т— In - .2 >о

(12.50)

здесь R  — R e + R p -  расстояние между планетами.



Время запаздывания радиосигнала при его распростране­
нии от Земли до Меркурия и обратно равно

л „ г / \ _ . 1 4M  G , 4rervАт = 2 [t(rp, re) -  R / с] = — —  In ------
Л)

r e =  15 х 1012см, гр = гг} =  5,8 х Ю^см,12
(12.51)

в качестве го можно взять радиус Солнца Я©

R q =  6,95 х 101Осм .

Подставляя эти значения в (12.51) и учитывая, что

4 M q G
= 5,9 х 105см,

получим

Ат —
4M© G In

4ге Г;
R I

= 219,9 мкс. (12.52)

При вычислении эффекта запаздывания радиосигнала мы 
учли то обстоятельство, что в отсутствие гравитационно­
го поля в силу (12.1а) луч света от точки е до точки р дви­
жется в инерциальной системе координат по прямой линии. 
Из сравнения с этим движением и определяется гравитаци­
онный эффект. Именно поэтому в (12.51) и возникло слагае­
мое (2R )/c. В наблюдениях время (2R )jc  определяется в пе­
риод, когда Солнце удаляется от траектории светового луча, 
так что его влияние существенно уменьшается.

В ОТО, если искать решение уравнений Гильберта-Эйн­
штейна для статического сферически-симметричного тела, 
имеющего массу М, то в одной и той же координации мож­
но получить внешнее решение для метрики, которое содержит 
две произвольные функции

ds2 =  goodt2-\-2g01dtdr+g22(d6)2+gu dr2+gM(dip)2, (12.31 а)



где

2 G M
9оо — t—1

 1 о и-> II - B ( r )

/ 2 G M \- i / d W \
9и = V1 W  ) II  dr J
922 — ~ W 2(r), 5зз =  --W 2 sin

Это решение было получено П. Пенлеве. Таким образом, в од­
ной и той же координации для тела массы М  существует не­
ограниченное число решений. Здесь функции В  (г) и W  (г), во­
обще говоря, произвольны, ОТО их не определяет. Обо всем 
этом Пенлеве писал около 80 лет назад и подчеркивал, что вы­
бор исходных формул чисто произволен.

В 1921-1922 гг. вопрос о множественности метрик в ОТО в 
одной координации широко обсуждался П. Пенлеве, М. Шази, 
Ж. Беккерелем, А. Гюлльстрандом, Е. Кречманом. Суть поле­
мики сводилась к вопросу: с какой радиальной переменной в 
уравнениях ОТО необходимо отождествлять астрономически 
определенное расстояние от Солнца до планеты?

Поясним ситуацию на примере пространства Минковско­
го. С точки зрения геометрии, пространство Минковского в 
инерциальной системе и в неинерциальной, по существу, оста­
ется тем же самым, поскольку тензор кривизны Римана ра­
вен нулю. В силу форминвариантности тензора Римана мы бу­
дем иметь в одной и той же координации неограниченное чи­
сло метрик 7м„(х), 7^ ( т ) , . . .  и т.д., обращающих тензор Ри­
мана в нуль. Но в зависимости от выбора метрики мы будем 
иметь различные геодезические линии в одной и той же коор­
динации, что приведет к различным физическим результатам. 
Все это очевидно и хорошо известно, поскольку динамика в 
инерциальной системе отличается от динамики в неинерци­
альной системе из-за появления сил инерции. Именно поэтому 
выбор неинерциальной системы координат в четырехмерном 
пространстве Минковского изменяет физику.

В пространстве Минковского, однако, имеются инерциаль­
ные системы, а данные астрономических наблюдений как раз 
и отнесены к инерциальной системе. Этим обстоятельством и



диктуется выбор координатной системы в физических урав­
нениях. В римановой геометрии ОТО таких систем нет, а по­
этому совершенно неясно, какие координаты необходимо вы­
брать, чтобы сравнить теоретические расчеты с данными на­
блюдений. От выбора системы координат (или, другими слова­
ми, в нашем частном случае от выбора функций В (г ) и W (г)) 
геометрия не зависит, она как была римановой, так и останет­
ся таковой, однако физика изменяется. Конечно, для нашего 
случая можно подобрать произвольные функции B ( r ) n W (г) 
таким образом, чтобы выполнялся закон тяготения Ньютона, 
а постньютоновское приближение имело вид (8.59а). Однако, 
такой выбор в ОТО не продиктован какими-либо физическими 
условиями. На риманову метрику, если она не полевого проис­
хождения, невозможно сформулировать физические требова­
ния на ее поведение, поскольку последнее зависит даже от вы­
бора трехмерных пространственных координат. Для остров­
ных систем вопрос о выборе координат Фок решил с помо­
щью гармонических условий. Но почему именно их необхо­
димо выбрать, а не какие-либо другие, оставалось неясным.

Некоторые попытки связать гравитационное поле в ОТО с 
классом эквивалентности диффеоморфных метрик не устра­
няют форминвариантности уравнений Гильберта-Эйнштейна 
вне вещества относительно произвольных координатных пре­
образований44. Именно это обстоятельство приводит к тому, 
что весь набор диффеоморфных метрик возникает вне веще­
ства в одной координации, а это, согласно теореме Вейля-Ло- 
ренца-Петрова [21], приводит к различным геодезическим ли­
ниям при одних и тех же условиях задачи, что физически недо­
пустимо. Суть вопроса состоит не в общей ковариантности, 
которая всегда должна быть, а в том, допустима ли фор- 
минвариантностъ физических уравнений относительно про­
извольных координатных преобразований?

Общая ковариантность -  это математическое требование. 
Поскольку при наличии сил инерции координатные системы 
физически неэквивалентны, то ни о какой форминвариантно­
сти физических уравнений относительно произвольных коор­
динатных преобразований не может быть и речи. Именно во

44См., например, СтэчелД. // Тр. конф. “Jena-1980”, 1981 (DDR).



всех физических теориях имеет место форминвариантность 
уравненийи метрики относительно преобразованийЛоренца- 
в этом состоит требование принципа относительности.

12.3. Смещение перигелия планет
Рассмотрим движение пробного тела на околосолнечной ор­
бите. В перигелии гелиоцентрическое расстояние пробного те­
ла минимально и равно г_, а в афелии максимально и равно 
г+. Поскольку в перигелии и афелии d r/d p  =  0, из уравнения
(12.23) получим

Для удобства вычислений введем новую независимую пере­
менную

1 1 Е
W (r+) J 2U(r+) J 2 ’

1 1 Е
(12.53)

W(r_) J2 t/(r_) J2 '
Отсюда находим

1 /Ц + -  1 /U .
1 ! W \  -  l / W 2 ■

(12.54)

Теперь запишем уравнения (12.53) в другой форме

(12.55)

Отсюда получим

■ W l / u + -  W1/U. 
W l  -  W l

Интегрируя уравнение (12.23), находим

(12.56)

Г

р(г) = (р(г_) +  /  W
г_

W  = г +  GM. (12.58)



Подставляя (12.54) и (12.56) в (12.57) и переходя к новой не­
зависимой переменной W , находим

<p{W) =  4>{W-) +

W l{ U - \W )  -  UГ 1] -  W l\U - \W )  -  U~l) - 1/2

W -
wlwi\u+l - и:1} x

X
y/V dW  

W 2
(12.59)

На основании (12.31) для функции U 1 (W ) во втором порядке 
по гравитационной постоянной G имеем

U ~ \W )  =  1 +
2 G M  (2 G M )

W
+

W 2
(12.60)

Мы должны учесть второй порядок в U~1(W ), поскольку, 
если ограничиться только первым порядком по G, то выраже­
ние под корнем в фигурных скобках не будет зависеть от гра­
витационной постоянной. Но это означает, что при расчете мы 
из-за этого обстоятельства потеряем слагаемое, содержащее G 
в первом порядке. У нас будет учтено только слагаемое перво­
го порядка по G, содержащееся в функции V. Для метрическо­
го коэффициента V достаточно учесть только первый порядок 
по G:

V (W ) = l + ^ .  (12.61)

В приближении (12.60) числитель подкоренного выраже­
ния в фигурных скобках (12.59) является квадратичной функ­
цией от переменной 1 /W  следующего вида

2GMW-W+{W+ -  W J)
1

ч 1 +
IW 2 W \ W -  w .h)

= 2G M W - W № - W - ) ( ± - £ - ) ( +

+

1

1
W - W .+

w  w.
(12.62)

+



Знаменатель подкоренного выражения в (12.59) равен

w * w î  [ и ; 1 -  и : 1
1

х 1 + 2 GM

= 2GMW-W+ÇW_ -  W+) х 
1

+
w . W.+

(12.63)

Учитывая (12.62) и (12.63), находим подкоренное выражение 
в фигурных скобках (12.59)

1 + 2 G M
1 1

+
W - W.+

1 V — _1 1
W - W ) \ W  W.

(12.64)
+

Подставляя (12.61) и (12.64) в (12.59) и ограничиваясь только 
членами первого порядка по гравитационной постоянной G, 
получим

4>{W) =  ¥>(W_) +  
w

1 ( 1
1 +  ~2 \ w l + -- ) 2 G M

W +У
х

х
(1 + M G /W ) dW

w_ W 2
1

W .
1

W
1

W
1 M V2 '

w.+

(12.65)

Для вычисления интеграла в (12.65) введем новую перемен­
ную ф:

1 = 1 /  1 1 \  1 
W  2 W +  + W J + 2

Используя (12.66), получим

1 1
W+ W.

sin ф. (12.66)

( —------- - V - ------—) =  — ( —-------- —V co s2^ .  (12.67)
W _  W J \ W  W+) 4 \ W -  W+J * K ’

После подстановки (12.66) и (12.67) находим

w
I(W ) = J

(1 + M G /W ) dW

w_ W 2
1

W.
1

W w
1 M 1/2

W.+  ' J

=  Ф + g m { — ( —  + —  V  + — f —  -v \ 2 \ W -  w + ) v 2 \ W -
1

W.
cos

+
ф }

Ф
—7t/2



Отсюда получим

I(W+) = n + G M ^ - ( T̂ -  + 1
2 \W _  W.

7Г ( 12.68)
+

Используя (12.68), из (12.65) имеем

(12.69)t ( W +) -  4>(W.) = ж +  ! * Gm ( ± -  +  щ  

Отсюда изменение угла <р за один оборот равно

2M W +) -  4>{W.)I  =  2тг + 6 n G M ±  ( ^ -  + J L y  (12.70)

Смещение перигелия за один оборот будет

6(р =  2|</j(W+)—у?(ГГ_)|—27г =  бтг G A fy  (
1 1

+
W+ W -

(12.71)

или, возвращаясь к переменной, определяемой из (12.58), в 
том же приближении по G получим

5<р = 6nG M — ( ------1------ 'j .
2 \ r + r _ /

(12.72)

Величины r_ и r + выражаются через большую полуось а и 
эксцентриситет е

г± =  ( 1 ± е ) а .  (12.73)

Обычно вводят фокальный параметр

1 _  i (  \_ 2
L _  "2 1г> +  ~-

(12.74)

Используя (12.73), находим

L  =  (1 — е2) а . 

Подставляя (12.75) в (12.74), получим

(12.75)

1



Учитывая (12.76) в (12.72), находим

6nG M
ôip =

с2(1 — е2)а
(12.77)

В формуле (12.77) мы восстановили зависимость от скоро­
сти света. Для Меркурия

е =  0,2056, а = 57,91 х 10п см (12.78)

Подставляя эти значения в формулу (12.77), получим смеще­
ние перигелия Меркурия за один оборот

6<pt =  0,1037". (12.79)

За столетие Меркурий совершает 415 оборотов, а поэтому сме­
щение перигелия Меркурия за этот период равно

А<р =  43,03". (12.80)

Современные данные подтверждают этот результат с точ­
ностью до 1%. Астрономы изучают смещение перигелия Мер­
курия в течение нескольких столетий. В 1882 г. С. Ньюкомб 
установил различие между наблюдениями и теоретическими 
расчетами, равное 43" за столетие. В настоящее время оптиче­
ские наблюдения, которые ведутся более 200 лет, дают неточ­
ность определения скорости прецессии -  это приблизительно 
0,4" за столетие.

В заключение запишем уравнение (12.23) в переменных
и = 1/1У, W  = r + GM:

d u \ 2 и2 1 Е
dip) + V  ~  J 4 J V  + J W

(12.81)

Для статического сферически-симметричного поля в силу 
(12.31) имеем

U =  У -1 =  (1 — 2G M u ) . (12.82)

Дифференцируя (12.81) по и учитывая (12.82), получим

E G M  
J 2c2 +

3 G M



Здесь мы восстановили зависимость от скорости света. Это 
уравнение отличается от уравнения, получаемого на основе 
ньютоновой теории гравитации, дополнительным членом 
[(3G M )/с 2] и2. Как мы видим, этот член является релятивист­
ским, именно он и приводит к смещению перигелия планет.

Выражая интегралы движения Е  и J 2 через эксцентриси­
тет и большую полуось в нерелятивистском приближении, име­
ем

G M E  _  1
c2J 2 а(1 — б2)

(12.84)

Таким образом, в нерелятивистском приближении мы полу­
чим уравнение ньютоновой теории гравитации

d2o _  1 _  _1_
dp2 а( 1 — б2) ’ г

(12.85)

Именно такое выражение находят в классической механике, 
если исходные уравнения Ньютона отнесены к инерциальной 
системе координат. В нашем расчете это естественно, по­
скольку исходные уравнения РТГ также записаны в инерци­
альной системе координат.

Сравнивая движение согласно (12.83) с движением в соот­
ветствии с формулой (12.85), мы и определяем эффект смеще­
ния перигелия за один оборот тела вокруг Солнца.

12.4. Прецессия гироскопа
Пью [42] и Шифф [44] предложили поместить гироскоп на 
околоземную орбиту и исследовать его прецессию для изу­
чения гравитационного поля Земли и проверки общей теории 
относительности. Именно в этом эффекте проявится наличие 
инерциальной системы, связанной с удаленными звездами. 
Для простоты будем считать гироскоп точечным пробным те­
лом. Уравнение для момента гироскопа имеет следующий 
вид

dxv
dsds



В системе, связанной с гироскопом, он не прецессирует, что и 
отражено в уравнении (12.86). В системе покоя пробного тела 

=  (О, S), а поэтому

S JJ»  = О, и ^  =
dxд 
ds

(12.87)

Из равенства (12.87) получим

1 dx*
So = — Siv', v' = — . 

с dt

Уравнение (12.86) для уь — i принимает вид

dSi

( 12.88)

dt = cI%Sj -  r ^ S j  + -  7 > S  +  . (12.89)

В инерциальной галилеевой системе координат, связанной 
с удаленными звездами, для статического сферически-симмет- 
ричного источника гравитационное поле в линейном прибли­
жении по гравитационной постоянной имеет вид

#оо =  1+2 Ф, дц = #22 — 9зз — 1—2Ф, Ф = ---- -—. (12.90)
czr

Используя эти выражения, вычислим символы Кристоффеля

По — о, г ° =  о, С  =
эф

дхг ’

r j* ik
дФ дФ дФ
д хк 6ij ~  Э х'6jk + dxi 5гк •

(12.91)

Подставляя эти выражения в уравнение (12.89), получим

dt
= -2(Ü S)V £ -  (v V<?)S +  (SV<f)u. (12.92)

Интегралом движения этого уравнения будет выражение



В этом легко убедиться, продифференцировав его по времени

7 dJ z-dS r z d S  
2 J —  =  2 S'—  +  4Ф 5—  +  

dt dt dt

+ 2 ( v S ) \ ( S W )  + v (  —  
v. \ dt

Оставляя в этом выражении главные члены, имеем

(12.94)

2 3 Ц- =  25 Щ- +  2 {vS)(SV<P). 
dt dt

(12.95)

Умножая уравнение (12.92) на 5  и оставляя главные члены, 
получим

(12.96)

Подставляя это выражение в (12.95), находим

(12.97)

Таким образом, мы установили, что выражение (12.93) явля­
ется интегралом движения уравнения (12.92). На основании 
(12.93) можно построить вектор J . В пределах точности он 
имеет вид

J  = ( l + 4 > )S -^ -v (v S ) .  (12.98)

Дифференцируя (12.98) по времени, в пределах нашей точно­
сти получим

^  = [Û ,j), â  =  - f f c V < P ] .  (12.99)

Вектор J, оставаясь одинаковым по величине, прецесси­
рует со скоростью |П| вокруг направления вектора О. В насто­
ящее время идет подготовка такого эксперимента. Прецессия 
гироскопа, определяемая формулой (12.99), показывает, что 
система координат, связанная с движущимся гироскопом, не



является инерциальной. С точки зрения РТГ это очевидно, по­
скольку движение гироскопа в гравитационном поле есть дви­
жение, ускоренное по отношению к инерциальнои системе ко­
ординат, связанной с удаленными звездами. Именно поэтому 
система координат, связанная с гироскопом, будет неинер­
циальной, что и вызывает прецессию гироскопа относитель­
но инерциальной системы, связанной с удаленными звездами. 
В ОТО система координат, связанная со свободно движущим­
ся гироскопом, считается инерциальной. Но тогда совершенно
неясно, почему эта инерциальная система вращается с угловой 
частотой \й\ относительно инерциальной системы удаленных 
звезд.

12.5. Гравитационное смещение спектральных линий

Рассмотрим стационарное гравитационное поле, т. е. когда ме­
трические коэффициенты не зависят от времени. Пусть из точ­
ки е исходит излучение от источника, а в точке р оно принима­
ется приемником. Если источник испускал излучение в тече­
ние времени (dt)e, то приемник будет воспринимать его также 
в течение того же времени, поскольку гравитационное поле 
стационарно.

Собственное время в точке е равно

Но поскольку время (dt)e =  (dt)p, из формул (12.100) и (12.101) 
получим

(dr)e = (y /g ^d t)e , 

а в точке приемника р оно будет

( 12.100)

(dx)p — (л/goodt)p . (12.101)

( 12.102)

Таким образом, промежуток собственного времени, в тече­
ние которого источник испускал сигнал, не равен промежутку



собственного времени, в течение которого приемник прини­
мал сигнал, поскольку гравитационное поле в точке ей  р было 
разным.

Если перейти к частоте света ш, то получим

ÜJe
Lüp

(доо)р
( # О о ) е

(12.103)

Здесь ше -  частота света, измеренная в точке источника е, 
асüv -  частота света, пришедшего из точки е, и измеренная в 
точке приемника р. Изменение частоты характеризуется вели­
чиной

ôüü СОе — Lüp
0ü 0üp

(12.104)

На основании (12.103) и (12.104) находим

à u  _  /  ( g o o ) p  _   ̂
 ̂ V ( f f o o ) e

(12.105)

Для слабого гравитационного поля имеем

#оо — 1 ~  2 U. (12.106)

Подставляя это выражение в (12.105), получим

6ш
—  = и е - и р . (12.107)
UJ

Если источник (например, атом) находится в сильном гра­
витационном поле, а приемник в более слабом, то наблюдается 
красное смещение и величина 5ш/ш будет положительна.

12.6. О физическом времени, расстоянии и энергии 
пробного тела в гравитационном поле

Квадрат интервала запишем в форме

л ■ " 2
ds2 =  gapdxadxf3 = ^/gôô dx° 4-y 1 — x lkdxldxk

sfg00 J



здесь
, 90i90k

Hik — 9ik H--------- (12.109)
9oo

Отсюда определим физическое время как времениподобную 
часть интервала в (12.108) и расстояние как пространственно­
подобную часть того же интервала.
Физическое время

dr —
1 г

yj#00 dx° +
9oidxl i 1 g ^ d x u
y/9oô -1 с у/д{

(12.110)
оо

физическое расстояние

dï xnçdxldxk . ( 12.111)

Отсюда квадрат физической скорости равен

V 2 < й\2 
d r )

( 12.112)

На основании (12.110) и (12.111) интервал принимает вид

ds2 =  c2dr — dl2 = с2 (12.113)

Физические величины dr и dl2 не должны зависеть как от вы­
бора трехмерных координат, так и от способа выбора вре­
мени в каждой точке пространства.

Это означает, что они должны быть калибровочно инва­
риантны относительно преобразований 45

x'° =  / V - < ) .  х и = Г { х к). (12.114)

Введенные величины dr и dl2 удовлетворяют этому требова­
нию. Покажем это на примере dr.

В силу тензорного преобразования

д х а дхР

45Зелъманов А. Л., Агаков В. Г. Элементы общей теории относительно­
сти. М.: Наука, 1989.



Учитывая (12.114), имеем

/ ( д х ° у  
9оо -  9оо ^ )  i

, д х ° д х & 
дох -  9ор 9 х ,0 д х ,х ■

Аналогично,
/Л д х ,х 

d x x — —— dx  . 
д х °

(12.116)

(12.117)

Принимая во внимание равенство

д х 13 д х 'х $ 

д х ,х д х а а ’
(12.118)

находим
, _ g'o\dx'x _  g0ad x a

x fg oô x/gôô
(12.119)

Мы видим, что физическое время не зависит от вида пре­
образований (12.114).0«о калибровочно инвариантно. Четы­
рехмерный координатный импульс р а пробного тела удовле­
творяет равенству

9а(ЗР л/Эоо Р° +
90iP

1 2

у/9<
i k 2 2-  XihP P  =  m  c (12.120)

00

Отсюда энергия пробного тела определяется времениподоб- 
ной частью интервала (12.120)

Е
y j~9ооР° +

9oiP 9о»РV Po
00 \/9ôô y/g*

( 12.121)
00

a импульс -  пространственноподобной частью интервала
—*2 i k

P  =  X ikP  P (12.122)

Учитывая (12.121) и (12.122), выражение (12.120) запишем 
в форме



Так как движущееся пробное тело обладает только двумя фи­
зическими характеристиками: массой покоя т  и скоростью 
у , то выражение (12.121) для энергии пробного тела, учиты­
вая равенство (12.113), можно выразить через эти единствен­
ные характеристики

т с2
у/ l  -  (V 2/c2 )

(12.124)

Это выражение также калибровочно инвариантно относи­
тельно преобразований (12.114). Как видим, энергия пробного 
тела в гравитационном поле определяется так же, как и энер­
гия в специальной теории относительности.

Из выражения (12.121) очевидно, что величина р0 не явля­
ется калибровочно инвариантной, это координатная величина.

Сравнивая (12.121) и (12.124), получим

Ро (12.125)

При движении пробного тела в постоянном гравитационном 
поле эта величина постоянна. Энергия пробного тела в гра­
витационном поле определяется формулой (12.124), а не фор­
мулой (12.125). Из нее очевидно, что если скорость пробного 
тела равна нулю, то энергия пробного тела равна

Е 0 = тс2.



13 .0  гравитационном потоке
в релятивистской теории гравитации

Для дальнейшего нам необходимо записать уравнение (8.1) в 
форме

DaD0(4>a04>eX -  фф фХа) = - î a0D aD04>£X-

—m 2- / —7 </>еА -  Ш д { Т еХ + t f ) .  (13.1)

Здесь
— 1б7Г<?̂ А =  — 1б7Г<?т|Л +  DaD0{фа0феХ — фе0фае) ,

(13.2)

- 1б7г ^ А =  ^  [деадХ0 -  -^деХда13)(ди*дтц -  у дТо 9 х 

x D j™ D 0r u + r 4 T * D j ' TD0ï x" + ̂ ~gsXgTaD j" 0D0r T -

- д ф 9таПафХаD0фат -  gx«~gTaDa^ ° D 04>ST -

- m 2(y = g g eX -  у / ^ ф еХ + geagX0j a0 -  ^ д еХда07а0) ,

где Da -  ковариантная производная в пространстве Минков­
ского.

Поскольку уравнение (13.1) рассматривается как полевое 
уравнение в пространстве Минковского, порядок производных 
несущественен. Подъем и опускание индексов осуществляет­
ся метрическим тензором 7^ .  Так, например, если контрава- 
риантный импульс гравитона имеет вид

j f  = ГПд
dx* 
ds >

то ковариантный импульс равен

Pu = ЪцР*1,

а следовательно,
д ^ р 1' = т?д,



тогда как
çTVi&v Ф т г

Это значит, что
ds2 =  gïivdx[idxv, (13.3)

тогда как

ds2 ф д ^ dx^dxv, здесь dx^ = уfll/dxy) (13.4)

при этом
da2 =  7^vdx^dxy =  j^ d x ^ d x »  .

Отсюда следует, что контравариантный тензор g^  в нашем 
описании гравитационного поля не осуществляет метри­
ческие свойства, хотя он и определяется равенством

д^Эаи = К-

При нашем описании гравитационного поля ф^у метрические 
свойства осуществляет только ковариантный метрический 
тензор gfW.

В дальнейшем все рассмотрение мы будем вести в инер­
циальной системе в галилеевых координатах. Система урав­
нений РТГ принимает вид

дад0(ф“0фЕХ-ф £0ФХа) =  - 1 ард“дРф£Х- т 2Ф£Х-1б1тд(ТеХ+11х)
(13.5)

др4Гх = 0, (13.6)

здесь 0х = у Хиди.
Особенность геометризованной теории гравитации как 

ОТО, так и РТГ состоит в том, что в них плотность тензора 
энергии-импульса гравитационного поля teX, определенная по 
Гильберту как вариация от плотности лагранжиана гравитаци­
онного поля по метрическому тензору д ^ ,  в отличие от других 
теорий точно равна нулю, поскольку вне источника она явля­
ется уравнением гравитационного поля. Но отсюда не следует, 
что в теории отсутствует гравитационное излучение. Посколь­
ку вне источника teX является единственной общей тензорной



характеристикой поля второго ранга, то естественно именно 
из нее и выделить ту часть, которая ответственна за гравита­
ционный поток в волновой зоне.

Плотность тензора энергии-импульса teX имеет вид

167T \f--g tEX =  —7 ардад^ф£Х — т2феХ — I67rgt£gx — 

- д ад0(фа0ф£Х -  ф£0фХа) . (13.7)

Законы сохранения энергии-импульса и момента количества 
движения определяют тензор энергии-импульса с точностью 
до тензора Круткова, дивергенция от которого по каждому ин­
дексу тождественно равна нулю [25]. В выражении (13.7) че­
твертый член справа и представляет частную разновидность 
плотности тензора Круткова. В геометризованной теории гра­
витации плотность тензора Круткова возникает из уравнений 
(5.19) и (5.20). Плотность тензора в (13.7) справа состоит из 
двух частей: в первую часть входят первые три члена, дивер­
генция от которых равна нулю на основании уравнений (13.5) 
и (13.6), во вторую часть входит плотность тензора Круткова, 
дивергенция от которого равна нулю тождественно. Именно 
поэтому плотность тензора Круткова сама не отражает дви­
жение материи, но входит в уравнение гравитации в опреде­
ленном конкретном виде. Таким образом, фактически только 
первая часть от плотности тензора и будет определять грави­
тационный поток в волновой зоне. Именно с этой частью мы 
и будем работать, а поток определяемый ею обозначим через 
J \

Хорошо известное выражение Эйнштейна для потока гра­
витационного излучения при массе гравитона равной нулю сле­
дует из J \  если ее вычислить в волновой зоне на решении 
уравнения

'Г ^ & 'ф еХ = 0, (13.8)

которое получают, используя обычную теорию возмущений. 
Следуя этой процедуре в РТГ для нахождения гравитационно­
го потока излучения необходимо было бы вычислять величину



J г на решении волнового уравнения

1 ^ д ифеХ + т 2феХ =  О (13.9)

которое следовало бы согласно обычной теории возмущений. 
Но правильно ли его в этом случае использовать?

Согласно волновому уравнению (13.9), гравитационная вол­
на из-за наличия перед вторыми производными метрическо­
го тензора 7^  пространства Минковского распространяется 
именно в этом пространстве. Но в действительности это не 
так даже в линейном приближении, поскольку из-за действия 
гравитационного поля метрический тензор д^и эффективного 
риманова пространства равен

а поэтому движение гравитационной волны происходит в ри- 
мановом пространстве, скалярная кривизна которого

Это означает, что движение гравитационной волны в волно­
вой зоне следует не волновому уравнению (13.9) пространства 
Минковского, а волновому уравнению в римановом простран-

В этом уравнении учтены изменения метрики из-за действия 
гравитационного поля. Учет поправочных членов, линейных 
по полю, перед вторыми производными невозможно получить, 
следуя обычной теории возмущений. Но именно учет таких 
членов, как это будет видно в дальнейшем, и позволяет ис­
ключить возможность излучения с отрицательной энергией, 
что обычно имеет место в линейной теории тензорного поля 
с массой покоя гравитона.

Q̂ LV T/il' Фцу су Ф̂ рич Ф Фри^/^ Ч (13.10)

стве с метрикой gМ1/:

д ^ д ифеХ + т 2феХ = 0. (13.11)



Относительно теории возмущений в работе 46 было пока­
зано, что уже второе приближение может “произвольно возра­
стать в противоположность предположению, сделанному в 
апроксимационной схеме” ... “Таким образом, во втором при­
ближении gik содержит, кроме периодических членов, также 
и члены, квадратично возрастающие с х .В  последующих при­
ближениях появляются члены с еще более высокими степеня­
ми ”. На этом основании Мёллер сделал вывод, что “«прибли­
жение слабого поля» непригодно для исследования таких про­
тяженных решений уравнений поля, как гравитационные вол­
ны ”. Именно поэтому при вычислении гравитационного по­
тока излучения необходимо осторожно пользоваться обычной 
теорией возмущений, особенно в том случае, когда необходи­
мо учесть влияние даже слабого гравитационного поля на из­
менение метрики пространства.

На основании всего вышеизложенного следует, что грави­
тационный поток J г необходимо вычислять в волновой зоне 
не на решении уравнения (13.9), которое следует из теории 
возмущений, а на решении волнового уравнения (13.11), в кото­
ром учитывается влияние гравитационного поля на распро­
странение волны. В случае отсутствия массы покоя гравито­
на использование уравнения (13.11) вместо уравнения (13.9) 
приводит к тому же результату, что и применение уравнения 
(13.9).

Таким образом, плотность потока J \  вычисленная в вол­
новой зоне на решении уравнения (13.11), равна

16тг/ =  -ф а0дад0фы + ]-ф1о1вдад0фы -  16тгgt°J . (13.12)
2 у

Отсюда полный поток гравитационного излучения

S—»оо

О*
9

1
167Г

фа0д ад 0фм +

(13.13)

46Мёллер X. Сб. «Новейшие проблемы гравитации». М.: Изд-во ино- 
стр. л-ры. 1961. С. 65-84; Moller С. «Мах Planck Festschrift». Berlin, 1958.
S. 139-153.



Удерживая справа в (13.13) только квадратичные члены по по­
лю, находим из ( 13.2) вклад в плотность потока от первого чле­
на

1 1
- g t “  =  3i ^ { l 0al l\ d ^ Td ^ l  -  - дафдрф) } . (13.14)

Вклад в плотность потока от второго члена на основании (5.20) 
равен нулю, вклад от третьего члена равен

~ ^ т2ффШ =  ~ } к КфЫ- (13Л5)

Таким образом, суммарная плотность гравитационного потока 
излучения будет определяться величиной [15, 16, 39]:

1 г 
32тг .

(13.16)

которая как показано в [Там же] приведет к положительно­
определенному потоку гравитационной энергии

dJ
СЮ— J du) w2g||T!21|2 +  - |Т / - Т У  +
imin

+ ̂ ( | Г 3Ч! + |7 ? |г) +
3(mc)‘ 

4 uj4 1̂ 3 |2} (13.17)

здесь q =  [1 — (mc)2/w2]1'12.



В работах 47 подробно исследовался вопрос о возможности ро­
ждения гравитонов во Вселенной. В работе Зельдовича была 
получена формула для скорости рождения гравитонов в одно­
родной и изотропной Вселенной

1 d —  1
37 W -дПд) =\ f —g dt 2887Г

It-

в предположении, что

R?
RPx ^ R px^ <  1,

(14.1)

(14.2)

где R  -  скалярная кривизна, Яр\ ^  -  тензор кривизны Римана.
В горячей Вселенной для радиационно-доминантной ста­

дии развития имеет место уравнение состояния

Р = у р с 2 . (14.3)

Но, поскольку на этой стадии развития Вселенной, согласно 
общей теории относительности (ОТО), скалярная кривизна R  
точно равна нулю, авторы вышеназванных работ пришли к вы­
воду, что рождения гравитонов в горячей однородной и изо­
тропной Вселенной не происходит. В работе Грищука было 
также обращено внимание на то, что рождение гравитонов, по- 
видимому, запрещает изотропные сингулярности, вблизи ко­
торых имеет место уравнение состояния

1
Р > J p c 2 • (14.4)

47Грищук Л. П. // ЖЭТФ, 1974. Т. 67, вып. 3. С. 825-838; Зельдович Я.Б., 
Старобинский А. А. // Письма в ЖЭТФ, 1977. Т. 26, вып. 5, С. 373-377.



Этот вывод, очевидно, возник из-за того, что в этом случае 
скалярная кривизна R  становилась бы сколь угодно большой, 
а поэтому должно было происходить чрезвычайно интенсив­
ное рождение гравитонов, а следовательно, при наличии син­
гулярности привело бы к противоречию с современными дан­
ными по плотности материи во Вселенной.

В релятивистской теории гравитации (РТГ), которая рас­
сматривает гравитационное поле как физическое поле со спи­
ном 2 и 0, развивающееся в пространстве Минковского, возни­
кает совершенно другая ситуация: развитие однородной и изо­
тропной Вселенной описывается другими уравнениями [10] 
(см. (11.101) и (11.102) на с. 129) и, что чрезвычайно важно, 
здесь отсутствуют сингулярности:

Здесь

тпд -  масса гравитона.

(14.5)

(14.6)

(14.7)

Из этих уравнений следует, что для радиационно-доминантной 
стадии развития Вселенной в области малых значений мас­
штабного фактора а(т) имеет место уравнение (см. (11.108) 
и (11.109) на с. 135)

•  «а
-  + а

da
где а = —

dr
(14.8)

В ОТО левая часть уравнения (14.8) в радиационно-доминант­
ной области точно равна нулю, а поэтому имеет место ста­
дия Фридмана, когда масштабный фактор а(т) изменяется со 
временем по закону у/т. В РТГ, согласно (14.8), существует 
в радиационно-доминантной фазе “дофридмановская” стадия



развития Вселенной. Скалярная кривизна R  для однородной и 
изотропной Вселенной равна

На основании (14.8) имеем

_  1 (Т П д С \ 2 1

Л - " 2 П Г , ) ^ -

(14.9)

(14.10)

Из уравнений (14.6) следует, что масштабный фактор а(т) не 
может обращаться в нуль, а его минимальное значение равно

Œ'min
Pmin \ 1/6 

2Ртах '
(14.11)

где
1 / т „ с 2 \ 2

pmin ~  ш д  \~1Г~)  ’ ( 4Л2)
а максимальная плотность вещества в гравитационном поле 
Ртах является фактически интегралом движения и теорией не 
определяется.

На основании (14.10), (14.11) и (14.12) следует, что в мо­
мент времени, когда достигается максимальная плотность ве­
щества, скалярная кривизна эффективного риманова простран­
ства принимает значение

167ГС
о Р т а х  Сг

(14.13)

В этот момент времени “постоянная” Хаббла Н  точно равна 
нулю. Мы видим из формулы (14.13), что в РТГ в отличие от 
ОТО скалярная кривизна R  в радиационно-доминантной ста­
дии развития Вселенной не обращается в ноль. Более того, 
она может быть достаточно большой, поскольку определя­
ется максимальной плотностью вещества ртах в гравитаци­
онном поле.

Таким образом, согласно РТГ, в радиационно-доминантной 
фазе развития Вселенной имеется “дофридмановская” стадия,



в которой скалярная кривизна R  может быть достаточно боль­
шой, поскольку она определяется максимальной плотностью 
вещества ртах.

Для определения скорости рождения гравитонов мы не мо­
жем воспользоваться формулой (14.1), так как она получена в 
приближении (14.2), которое в нашем случае не выполняется.

Если из соображений размерности предположить, что ско­
рость рождения гравитонов и в общем случае зависит только 
от величин

R \  R Px ^ R px̂ , (14.14)
то следует выбрать такой промежуток времени, в течение кото­
рого “постоянная” Хаббла достигает максимума, поскольку в 
дальнейшем уже вскоре наступает фридмановская стадия. Из 
уравнения (11.108) легко найти, что Н  достигает максимума в 
момент времени, когда масштабный фактор а(т) равен

а(т) =  ( у )  7 «min (14.15)

Используя (14.15), из уравнения (11.108) находим максималь­
ное значение “постоянной” Хаббла:

Я тах =  3 -2(32тгСртах)1/2 . (14.16)

В момент времени, когда Н  достигает максимума, скалярная 
кривизна R  равна

д = _ ( | ) 31б7ГС ^ ,  (14.17)

величина о/ a на основании (14.9), (14.17) и (14.16) равна
• •

-  =  З -4 • 327TG/W . (14.18)
a

Инвариант, полученный путем свертки тензора кривизны, для 
метрики однородного и изотропного риманова пространства 
равен

D fipXpv — a
+

a
a a

(14.19)



Подставляя в это выражение (14.16) и (14.18), получим

R p X ^ R ^  =  8 X З"7 (' ^ , w )  2 • (14.20)

Следует отметить, что “постоянная” Хаббла изменяется от ну­
левого значения до максимального # тах, определяемого фор­
мулой (14.16) за весьма малый промежуток времени, равный 
на основании ( 14.15) и ( 11.110) значению

т =
327xGpmax

!/2 Гл/З
7 Y

+ 1п(-\/3/2 + у / \ / 2) (14.21)

Если скорость рождения гравитонов определяется величина­
ми (14. 14), то за промежуток времени (14.21) может родиться 
достаточно большое количество гравитонов, если плотность 
Ртах будет велика. Но если она будет намного меньше план- 
ковской плотности, то это означает, что родившиеся гравито­
ны сразу становятся свободными, а их энергия в дальнейшем 
будет уменьшаться из-за красного смещения.

Таким образом, в радиационной фазе развития Вселенной 
должен возникнуть релятивистский реликтовый гравитаци­
онный фон нетеплового происхождения. Наличие гравитаци­
онного фона может проявится на поляризации реликтового из­
лучения.

Из соображений размерности плотность квантов гравита­
ционного поля будет пропорциональна величинам

c R \  c (R pX̂ R ^ ) t , (14.22)

где величины R 2, R p\ puR pXpu, т заданы выражениями (14.17), 
(14.20) и (14.21). Из этих формул следует, что скорость рожде­
ния гравитонов в горячей радиационно-доминантной фазе раз­
вития Вселенной в основном определяется значением макси­
мальной плотности материи ртах-

С возникновением гравитационной астрономии откроется 
возможность изучения процессов во время этапа сжатия Все­
ленной.



15. Некоторые общие физические выводы

На больших расстояниях г от статического сферически-сим- 
метричного тела метрические коэффициенты имеют вид

, т/ . „ 2М
U (г) =  1 -  '~ mr

W

г 
М

, V (r) =  1 +
2М —тг

)

Л М= r i  1 Н-----
V г

—тг

Система гравитационных уравнений (5.19), (5.20) является 
гиперболической, причем принцип причинности и обеспечи­
вает существование во всем пространстве пространственно­
подобной поверхности, которую каждая непространственно­
подобная кривая в римановом пространстве пересекает толь­
ко один раз, т. е., иначе говоря, существует глобальная поверх­
ность Коши, на которой и задаются для той или иной задачи 
начальные физические условия. Р. Пенроузом и С. Хокингом 
[32] при определенных общих условиях доказаны теоремы о 
существовании сингулярности в ОТО. На основании уравне­
ний (5.21а) вне вещества для изотропных векторов риманова 
пространства, в силу условий причинности (6.12а), имеет ме­
сто неравенство

R ^ v ,Lvv < 0. (15.1)

Условия вышеупомянутых теорем противоположны неравен­
ству (15.1) и поэтому в РТГ они неприменимы.

В РТГ пространственноподобные события в отсутствие гра­
витационного поля никогда не могут стать под действием гра­
витационного поля времениподобными.

На основании принципа причинности эффективное рима- 
ново пространство в РТГ будет обладать изотропной и вре- 
мениподобной геодезической полнотой. Согласно РТГ, инер­
циальная система координат определяется по распределению 
вещества и гравитационного поля во Вселенной (принцип 
Маха).



В ОТО поля инерции и гравитации неразделимы. Эйн­
штейн об этом писал: “... Не существует никакого реально­
го разделения на инерцию и гравитацию, поскольку ответ на 
вопрос о том, находится ли тело в определенный момент ис­
ключительно под действием инерции или под комбинирован­
ным воздействием инерции и гравитации, зависит от систе­
мы координат, т. е. от способа рассмотрения ” 48. Поля инер­
ции удовлетворяют уравнениям Гильберта-Эйнштейна.

В РТГ гравитационное поле и поля инерции, определяе­
мые метрическим тензором пространства Минковского, раз­
делены, они не имеют ничего общего. Они разной природы. 
Поля инерции не являются решениями уравнений (5.19), (5.20) 
РТГ. В РТГ поля инерции задаются метрическим тензором 7М1У, 
а гравитационное поле определяется из уравнений грави­
тации (5.19), (5.20).

Согласно РТГ возможна локализация гравитационной энер­
гии, тогда как в ОТО она невозможна [25,48].

Следует отметить, что представление о том, что можно про­
извольно выбирать как геометрию (Г), так и физику (Ф), по­
скольку якобы только сумма (Г+Ф) является предметом про­
верки на опыте, не совсем правильно. Выбор псевдоевклидо- 
вой геометрии с метрическим тензором 7Й„ продиктован как 
фундаментальными физическими принципами -  интегральны­
ми законами сохранения энергии-импульса и момента коли­
чества движения, так и другими физическими явлениями. Та­
ким образом, физика (на современном этапе) однозначно опре­
деляет структуру геометрии пространства-времени, в которой 
развиваются все физические поля, в том числе и гравитацион­
ное. Универсальное гравитационное поле, согласно РТГ, со­
здает эффективное риманово пространство с простой тополо­
гией, при этом пространство Минковского не исчезает, оно про­
является в уравнениях теории и отражает фундаментальный 
принцип -  принцип относительности. Так что, именно физика 
определяет геометрию, а поэтому произвола в выборе геоме­
трии почти нет.

48Эйнштейн А. Собр. науч. трудов. М.: Наука, 1965. T. I, ст. 33. С. 422.



Представление гравитационного поля как физического по­
ля, обладающего тензором энергии-импульса, коренным обра­
зом изменяет общую картину гравитации.

Во-первых, теория гравитации становится в один ряд с дру­
гими физическими теориями, в основе которых лежит прин­
цип относительности, т. е. исходное пространство -  это про­
странство Минковского. Отсюда непосредственно следует, что 
для всех явлений природы, в том числе и гравитационных, име­
ют место фундаментальные физические законы сохранения 
энергии-импульса и момента количества движения. Посколь­
ку источником гравитационного поля является универсальная 
величина -  сохраняющийся тензор энергии-импульса материи 
(включая и гравитационное поле), то возникает эффективное 
риманово пространство-время, которое имеет полевую приро­
ду. Так как эффективное риманово пространство-время обра­
зуется из-за действия гравитационного поля, то оно автомати­
чески имеет простую топологию и описывается в одной систе­
ме координат. РТГ позволила впервые установить связь инер­
циальной системы координат с распределением вещества во 
Вселенной. Силы инерции, в отличие от ОТО, не имеют ника­
кого отношения к силам гравитации, так как они разной при­
роды, первые возникают из-за выбора системы координат в 
пространстве Минковского, тогда как вторые обязаны присут­
ствию вещества. Теория гравитации, как и все другие физиче­
ские теории, удовлетворяет принципу соответствия.

Во-вторых, полная система уравнений теории гравитации 
позволяет однозначно определить гравитационные эффекты в 
Солнечной системе и приводит к другим (качественно отлич­
ным от ОТО) предсказаниям как об эволюции объектов боль­
ших масс, так и о развитии однородной и изотропной Вселен­
ной. Все это возникло благодаря фундаментальному свойству 
гравитационного поля: не только замедлять ход времени, но 
и останавливать процесс замедления времени, а следователь­
но, и процесс сжатия вещества. Открылось явление “само­
ограничения ” гравитационного поля. Именно оно привело к 
невозможности образования “черных дыр” (объектов, не име­



ющих материальных границ и “отрезанных” от внешнего ми­
ра) и циклическому развитию Вселенной.

Из теории следует, что Вселенная “плоская” и в ней суще­
ствует большая скрытая масса “темной” материи. Из нее так­
же следует, что Большого взрыва не было, а когда-то (около 
10-15 млрд лет) в прошлом во Вселенной было состояние с 
большой плотностью и высокой температурой, при этом так 
называемое “расширение” Вселенной, наблюдаемое по крас­
ному смещению, связано не с относительным движением ве­
щества, а с изменением гравитационного поля со временем. 
Вещество покоилось в инерциальной системе отсчета. Пеку­
лярные скорости галактик относительно инерциальной систе­
мы координат возникли из-за неоднородности в распределе­
нии плотности вещества, которая и привела к собиранию ве­
щества в период, когда Вселенная стала прозрачной.

Универсальные интегральные законы сохранения энергии- 
импульса и момента количества движения, а также универ­
сальные свойства материи, такие, например, как гравитацион­
ные взаимодействия, находят отражение в метрических свой­
ствах пространства-времени. Если первые находят воплоще­
ние в псевдоевклидовой геометрии пространства-времени, то 
вторые -  в эффективной римановой геометрии пространства- 
времени, возникшей из-за присутствия гравитационного поля 
в пространстве Минковского. В структуру эффективной гео­
метрии можно отнести все, что имеет общий характер для всей 
материи. Но при этом пространство Минковского обязатель­
но присутствует, что и приводит к интегральным законам со­
хранения энергии-импульса и момента количества движения, 
а также обеспечивает соблюдение принципа соответствия при 
выключении гравитационного поля и других универсальных 
полей.

В заключение покажем, как можно было бы прийти к урав­
нениям РТГ непосредственно путем некоторого изменения 
уравнения гравитационного поля ОТО.



В работе49 1917 г. Эйнштейн написал уравнение гравита­
ционного поля с космологической постоянной Л в форме

-  а = 87г( тм„ -  • (15.2)

Это уравнение не нарушает уравнения вещества

V„T'"/ =  0 , (15 .3)

которое непосредственно следует из уравнения (15.2)
Но система уравнений (15.2) по-прежнему неполна и она 

добавляется нековариантными координатными условиями. Си­
стема уравнений (15.2) имеет при А Ф 0 существенный недо­
статок, поскольку при отсутствии вещества она не имеет оче­
видного решения в виде метрики пространства Минковского

Яци Tpi'1 (15 .4)

Если этот недостаток устранить в уравнении (15.2), введя 
дополнительный член А7^„, то мы получим уравнение грави­
тационного поля в виде

Rfiv -  ЧЭци -  Ipv) = 8тг (Тци -  -^ 9циТ) .  (15.5)

В этом случае уравнения вещества (15.3) уже не являют­
ся следствием уравнений (15.5), и их необходимо добавить к 
системе уравнений (15.5).

Так, при фиксированном -уии, возникает вместе с уравне­
нием состояния вещества полная система физических уравне­
ний.

Система уравнений (15.3) и (15.5), как показано в разделе 
5, эквивалентна системе уравнений

R»v -  К 9ци -  Itiu) =  87г (т,и -  -^д^иТ ) ,  (15 .6)

D vg ^  = 0 .  (15 .7)

49Эйнштейн А. Собр. науч. трудов. М.: Наука, 1965. T. I, ст. 44. С. 611.



Чтобы уравнения (15.6) и (15.7) удовлетворялись тожде­
ственно при отсутствии вещества и гравитационного поля, 
естественно положить

д ^ ( Х) =  т Г  (х) +  ф Г (х \  фГ{х) = V = ï r U-

Так мы приходим к тензорному гравитационному полю ф^и, 
развивающемуся в пространстве Минковского с метрикой 
7м" (х ). Теперь, если положить Л =  т 2/ 2, мы придем к систе­
ме уравнений РТГ (5.21а), (5.22а). Так раскрывается природа 
космологического члена А.

Мы видим, что совершенно простое изменение уравнения 
Эйнштейна (15.2) оказалось принципиальным, поскольку оно 
вывело нас из риманова пространства и привело к понятию 
физического гравитационного поля ф**и, развивающееся в про­
странстве Минковского с метрикой 7М„, и в то же время пре­
вратило риманово пространство -  в эффективное, с простой 
топологией.

Такой, казалось бы, простой путь, однако принципиально 
трудно было осуществить, поскольку в силу принципа экви­
валентности рассматривалось только риманово пространство. 
Это было трудно сделать и потому, что метрическое поле про­
странства Минковского 7^„(х) также считалось гравитацион­
ным полем. Не было осознано главное, что СТО -  это псевдо- 
евклидова геометрия пространства-времени, а поэтому метри­
ческое поле 7m1/(æ) не имеет никакого отношения к гравита­
ции. Все эти представления и не позволили осуществить тех­
нически простой, а физически принципиальный шаг. Гравита­
ционное поле не рассматривалось как физическое поле, разви­
вающееся в пространстве Минковского.



Приложение А

Установим соотношение

6L
àlnv

SL ддар 
SÇa0

( A l )

здесь

SL
Sg^i/

(A3)

звездочкой в формуле (А.1) обозначена вариационная произ­
водная от плотности лагранжиана по явно входящей в L ме­
трике 7М„. После дифференцирования получим

dL  =  d*L dL  dga0<a dL dga0
dlnv dy LIV dQat(3,cr d'y dga0 dy^I/

dL  _  d*L dL  dga0j
d'yalo d''ifiVfO dga0 T d /̂^u,a

Подставим эти выражения в формулу (А.2):

(A4) 

(А.5)

dL
da

dL S*L dL  dgQ0t„
d'yfii/ ' define ) S y  fi 1/ dga0 o dy^ v

dL dga0 _  d /  dL  dga0iT \  =  5*L 
dga0 dyfm \  dga0tT d y  fi vu J ôy

+
r/xi/

dL dgap
/XI/

11V

+

dgap d% 
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dga(3y<r L d x

d, ( dL \  dgap)T
' dgap,T d r

+
/XI/,<T

dgapya r\ ( dgap}i (A. 6)

Рассмотрим выражение

ддар,*
dl»v

dgap̂ cr \  
d'yриф '



Для этой цели запишем производную да0,а в форме

dga0 о  dgap „
Я  а  в ,а  Д тТАо' “Ь о л

дух^ ЭФ
(А.8)

Хи)

отсюда легко наити
^9а0,а &9а0

%■д!ци,Р д~1ри 
Дифференцируя это выражение, имеем

g ( dga3 ,a

(А.9)

'  d'y pu, t
g^Xlü

,р ' д'Ур.ид‘У\ш~'1 >лш ’ дуридФх^
С другой стороны, дифференцируя (А.8) по Ури, имеем

dflWV : д29а0 g  ___d2% g_ g  ф

dlpv dlpvdyxu) оуцидФхи
Сравнивая (А.10) и (А. 11), найдем

(А. 10)

(А. И )

d9 а 0 ,о  __ g  ( dgapta ̂  _
d rliv '  dlpu,i

= 0 (A. 12)

Учитывая это соотношение, в (А.6) получаем
SL _  S*L dL ддар

h p u  h  liv dga0 dy,
- d , ( dL  \  d g Q 0 , T

liv f — )'dgap Ts dyри.ст
(A. 13)

Подставляя (A.9) в (A. 13), найдем
ÔL S*L

àypv Sy,
+

11V
• dL _ d /  dL  
-dga0 ' dgariA

d g OC0

dy
(A. 14)

11V
T. e.

SL___ __ S*L + SL dga 0

S y pu S y pu Sga 0 dy pu
Аналогично вычисляется

SL SL dgxp

(A. 15)

(A. 16)
Sga 0 SgxP dgaf3 ’

Используя (A.16), выражение (A.15) можно записать в виде

SL

<b
S*L SL dgxp 

+
/ilf Sypu SgXp dy 111/



Приложение Б

Плотность лагранжиана собственно гравитационного поля име­
ет вид

Lg Lg0 “Ь Lgm j (Б . 1 )

(Б .2)

L ,m =  ~  { \ l . l > r s  -  л /= 5  -  v / = î )  • (Б.З)

Тензор третьего ранга GTaf3 равен

G^0 =  ~^9TX(Da90\ +  DpÇaX — D\Çap) , (Б.4)

он выражается через символы Кристоффеля риманова простран­
ства и пространства Минковского:

&а0 — — Yap ■ (Б.5)

Вычислим вариационную производную от Ьд по явно вхо­
дящей метрике пространства Минковского 7М„:

S*L30 dL 90 - д .
дЬ9 0 (Б.6)

^7ум ^
Для этой цели проведем некоторые подготовительные вычи­
сления:

S G ^
д г /XI/

а-/[LV

dlap  1
d'y

dj_
d j

liv
A
qA

=  17(7^ 7ap +  7 Al/7 ap) ,

1
(Б.7)

= ^ ( 7 A"7Aa + 7Al/7 ^ ) ,
/XI/

d'yg,v,o
1

dÇ ix
ÏÏ~(\LVyO



Дифференцируя (Б.2), получаем

дЬдо
д'Уци

х

Используя в этом равенстве выражения (Б.7), найдем

dLg о
din* 1Ô7T

+ <?Ла7Л17 ^  -

1
2 л“*  -  у

С помощью производных (Б.8) получим

1
32-7Г

В ^ .
(Б.9)

дЬдо
^7pv,o

1
32тг

Да Vй (Б. 10)

=  ^ ( G r p â T 0 +  сгтр Г р -  g xtXD -  

- r vG°a0r 0 +  Y ^ G ^ r 0 +  G%~g°0 -  G xTXr n +

+ l Ta{G xxr ,/ -  С % Г 0 -  G vT0r 0)- (Б .Ю ')

Плотность тензора A Q̂ V симметрична по индексам fi и v. Обыч­
ная производная от этой плотности может быть представлена 
в форме

даА ° ^  = DaA ^ v -  7£рА ари -  7vaoA ^ p.а р ‘

Подставляя в (Б.6) выражения (Б.9) и (Б. 10), найдем

6*LФ
h .

1 -  ^ — D aA a»v +  Y r Y p A<7pu +  iè r la o A aw -32тг 32тг 32тг 32тг op-



Запишем плотность тензора A apv в форме

А ари =  (G°T0Y py 0 -  GpT(3Y ar 0) + ( G ^ r 0 -  G ^ y 0) -

- { G r \Y py v -  GxTXY agpn  + Garf i Tl,y p +  GpT0l Tl/y 0-  

- G Xx l TVgap -  G l ^ y 0,

в скобках образованы антисимметричные члены по индексам 
а и р .  Такая запись облегчает нахождение выражения для ве­
личины т%pA apv, поскольку при этом автоматически исчезают 
члены, антисимметричные по индексам а и р ,

l ppA apv = 2G°r0l ï p l™ y 0 -  GxTXr„Pl TVy p -  G l0yapy p? 0.
(Б. 12)

Аналогично представляя А арр в виде

А арр =  (G°T0l Tp~gp0 -  GpT0Y ° y 0) + { G % y » y 0 -  G % Y ° y 0)+

+(GxxY agpp -  GxTXlTpy p) +  G % Y p~gp0 + GpT0l Tpga0-  

- G xTXY pr p -  G°a0Y pga0,

где в скобках опять образованы антисимметричные члены по 
индексам а и р ,  получим

yapA°pp =  2G°0Yapl Tpy 0 -  Gxx l :pl rpgap -  G°a0yapr p~ga0-
(Б. 13)

Суммируя (Б. 12) и (Б. 13), легко убедиться в следующем равен­
стве:

7ppA apv +  т = - B pv. (Б. 14)

С учетом этого равенства выражение (Б. 11) запишем в форме

ÔLgO 1
327Г

D 'A 01*. (Б. 15)

Учитывая равенства

Gxx - ~^gXpD TgXp, D rX/ ^ g  - x /^g G xx



найдем
G°0~gv0 +  С ^ Г 0 -  Gxxg™ =  - D rg T ,

G°T0r 0 + G % r 0 -  GXTX? »  = - D r& ", (Б.16)

GvT0r 0 + G% ? 0 -  Gxxr u = - D rgT .

Подставляя эти выражения в (Б. 10'), получаем

A °v.v =  ^ D r ' g ^  +  Y uDT~gT° -  7TtlDTgua -  7TVDTg ^ .  

Используя это выражение в (Б. 15), найдем

Ô*L90 1
6 г IIV 32тг

J"", (Б-17)

где

=  - D aDT( Y ag ^  +  Y vgTO -  7 а -  Y " 9 ^ )

На основании (Б.З) имеем

â*Lд т  _

h /XI/
ТП? тп? -___ (п ^  -  : ___!_фМ^
32тг^ ' J 32тг

(Б. 18)

Таким образом, учитывая (Б. 1) и используя (Б.17) и (Б.18), 
находим

5 Lg -  1 (J '" ' -  т Ч ^ ) , (Б.19)
h IXV 32тг

a следовательно,

Л
h

1
ILV 167Г

( -  + т Ч ^ ) . (Б.20)

-  есть частная разновидность тензора Круткова, обладаю­
щего свойством

= 0, D^  = 0



Приложение Б*

В данном приложении, используя выражения (Б.2) и (Б.З) для 
плотности лагранжиана Lg0 и Ьдт, мы установим следующие 
равенства:

5Lэ0 1
6даР 167Г

я Ос(3)

^L/gm 7̂» / \
\Яа(3 ~~ 1ос(3) j8д*0 32тг

(Б*1)

где тензоры (5Lgо) /  (5да0), (SLgm)/ (0да/3) по определению рав­
ны

SLдо oLgQ г-, dL go SLgiyi
5ga0 dga0 d g ° f' Sga^ dgQ0

uLgrn @LgJn
0 < r ~ ~ C L 0d~gaJ

(Б*2)

Тензорные соотношения (Б*.1) проще всего установить в ло­
кальной римановой системе координат, где производные от ком­
понент метрического тензора д ^  по координатам равны нулю, 
а следовательно, равны нулю и символы Кристоффеля Я*

На основании формулы

8 ГТ 1
(Б-.З)

легко установить, что в указанной системе координат имеет 
место равенство

dL 9̂
дд,[LV - \rfS

Х Ыа1т0 -  7а/?7тл) •

X

(Б*4)

Здесь 7*0 -  символы Кристоффеля пространства Минковского. 
Используя выражение

8 ГТ 1
= т  + «  + Л Л Л +



получим

дЬдо
&9iiv,(T (<Г<Л  -  \ r f 4 K e

( !Г < Г  -  |< Г < Г ) ( г а\  - (Б*6)

Отсюда в локальной римановой системе координат находим

- д а^ ~  =  ^  (< Г  <Л -  \ д ^ д а0)  х 
о д ^ у(т 1б7г V 2 /

X [(даГ ^ -  дрГ£х) -  {да 1°а0 -  ^7ал )] • (Б* 7)

На основании (Б*.4) и (Б*. 7) в локальной римановой системе 
координат тензор (Б*. 2) равен

àLgO _  dLgo _  dLgO _  ( ад. 0и_
йдц» д д ^  ° д д ^ ,а  167Г \ 9

- \ я ^ д а(3) (daIZ 0 -  д0г£ х -  Д ^ ( 7 )) • (Б*8)

В локальной римановой системе координат тензор кривиз­
ны риманова пространства второго ранга R a0(g) имеет вид

Ra0(g) = даг °а0 -  д0Г*х . (Б*.9)

В выражении (Б* 8) тензор второго ранга Ra0(j)  равен

Ra0b )  = до1°а0 -  дцПаХ +  7а/з7гЛ ~  1\сНт0 •

В пространстве Минковского с метрикой 7М1/ и символами Кри- 
стоффеля 7" тензор Ra0{7 ) равен нулю. Учитывая (Б*9), а 
также равенство тензора R a0{pf) нулю, тензорное соотноше­
ние (Б*. 8) принимает вид

^  К  - 1 9 " л )  ( Б ' 1 0 )

Такое равенство впервые установил Розен [41].



Равенство (Б*. 10) установлено в локальной римановой си­
стеме координат, но в силу тензорного характера оно справед­
ливо в любой системе координат. Используя соотношение

àg - -g g Q0dgal3, (Б*. 11)

находим
dg _  _

Qga0 99a0' (Б*12)

На основании равенства

Г а9ы = % V = 9 (Б*.13)

легко получить следующее соотношение:

Qgal'i yj~—g 1  2 "Ь 9\09vct) "Ь 9ав9иХ j” • (Б 14)

Поскольку на основании приложения А имеет место равенство

6Lg0 SLgo д9\и
Sga0 ôgxu dga0 ’

то, используя выражения (Б*. 10) и (Б* 14), находим

6LgO 1
ôgQ0

Аналогично имеем

167Г
Яа/3

5Lдтп dL дтп ТП4

5да0 дда0 327г 9̂а0 '

Складывая выражения (Б*. 16) и (Б*. 17), получим

SL. 1 D m 2 . .
“Ь 77^ \9otP Т а /? )ôga@ 167Г 327Г

Нетрудно получить и следующее соотношение:

SLM _  6 L m  dg\v _  1 Xv dg\v
ôga 0  SgXl/ dga 0  2 dga 0

(Б*. 15)

(Б*. 16)

(Б*. 17)

(Б*. 18)



здесь Т Хи = —2[(6Ь м )/(6дХ1/)} -  плотность тензора энергии- 
импульса вещества в эффективном римановом пространстве. 
В заключение приведем соотношения

В„у/—д = d„VCI7 {y/gjÿ) = G xx ,
(Б*. 20)

= \ ^ д Г хх, dvXf ^ i  =  .

которые используются при получении равенства (5.15).



Приложение В

Для любой заданной плотности лагранжиана L, при бесконеч­
но малом изменении координат, вариация действия

будет равна нулю. Вычислим вариацию действия от плотности 
лагранжиана Ьм

S M = [  Ь м { Г \Ф а )<?х

вещества и установим сильное тождество. При преобразова­
нии координат

х '*1 =  х» +  ^ ( х )  , (В.1)

где £м(т) -  бесконечно малый четырехвектор смещения, вари­
ация действия при координатном преобразовании равна

SCS M = J  dAx ( ^ j h g T  +  +  div) -  0 . (В.2)

В этом выражении div обозначает дивергенциальные члены, 
которые несущественны для наших целей.

Эйлерова вариация определена как обычно:

8L _ d L  ÔL дЬ
6Ф -  дф мЗ(о>„Ф) +  11 ид(дндиФ) '

Вариации Ли 8ьд>11/, 8вФа при изменении координат легко вы­
числяются, если использовать закон преобразования величин
д ^ Ф А:

&ьдГ = ~gX»Dxe  + g ^ D x ?  -  D x( e m ,
(В.З)

8ьФа = ~ е О хФА +  F ^ BD xi \



D \ -  ковариантные производные в пространстве Минковско­
го. Подставляя эти выражения в (В.2) и интегрируя по частям, 
получаем

В силу произвольности вектора £А из этого равенства находим 
сильное тождество, справедливое независимо от выполнения 
уравнений движения для полей. Оно имеет вид

- D

Т?В]СГ

* А]Х (В.5)

Введем обозначения

T», = 2 ^ ,  V »  = - 2 ^  =  сf agu0Ta 0 , 
д д ^  б д ^

Г„„ =  2 ^ ,  (В.6)

Г>“' = f  = f “r,g„„.

Учитывая эти обозначения, левую часть тождества (В.5) мож­
но записать в виде

D a{fXvr v) -  U aPD xf al3 = сЦТ’л.Г") -  U a0 dxf aP.

Правая часть этого равенства легко приводится к форме 

da{ fXv~gav) -  \ g a0dxf a(3 = gXl/V a (таи -  \~gauf )  , (В.7)



здесь V Q -  ковариантная производная в римановом простран­
стве. Выразим теперь выражение под знаком ковариантной про­
изводной V Q через плотность тензора Т “". Для этой цели вос­
пользуемся формулой (А. 16):

SLM _  ÔLm  дда@ 
àgy.u àga0 д д ^  ’

где
dgaP =  _  _ J ____ 9g_ aP
dg^u 9 dg^y 2 y/^g d g ^ 9

Используя соотношения

9a(3
9pcr 6a  

a )

(B.8)

(B.9)

найдем

^ ■  = " ( ^ з Г Р + дт'д ^ ) .
°9

(B. 10)
/11/

По правилу дифференцирования определителей находим

dg = gg^dg^ , (В. П )

откуда имеем
дд

дд
99

/11/ (В. 12)
/11/

Подставляя выражения (В. 10) и (В. 12) в (В.9), получим

ВЪа0 1
4 — = - iz V z ~9 {9^ 901' + <Г<Л -  <Гдые] • (в.13)од^у 2 L J

Используя это соотношение в (В.8), находим

5 L м (ÔL
dg/11/

Q /l (3l> __ _1 dLM дОРдЦУ
2 Sg<*0

(в. 14)

Учитывая обозначения (В.6), это выражение можно записать 
в виде

^ д Т ^  = -  — д ^ Т .
Là



На основании равенства (В. 15) сильное тождество (В.5) 
с учетом (В.7) принимает вид

ЯХиЧаТ™ = - D ^ F ^ B( 8 Ь Мт? В-аж \  SLM
г  л .4 Ф й  I --------— ----

6Фл D x<Pa ,

ИЛИ

v "r ° =  ~ D° F f .f  Фи 1 -  ^ - D xФА
(В. 16)

5Ф



Приложение Г

Тензор кривизны второго ранга Rpv можно записать в форме

R Pv = -̂ {9а0 (9»к9иР -  -^9 ^gKp)DaD 0 gKp -

-~gvpD KD » r p -  g^ D vD Pr p) + \~g^gPTD p~gKPD„ r T + 

+ \ g ^ g PrD »gKpD . r T -  \g^~g,PD Tr KD KgpT -

-  ^ g u r g ^ D ^ D ^  -

-\~да0 ~дРЛ м ^  -  \~gP»g^)Dar pD 0 r T■ (r .i)

Поднимая индексы путем умножения на gtp,gXv и учитывая урав 
нение

D AsT = 0 , (Г-2)
получаем

- g RtX = ^ g a0 D aD 0 ~ga  -  \ g tXgKpga0 D aD 0 r p + 

+j~gpTgtpD)ir pD KgXT +

+ \ g PrgXuDI/gKpD KgtT -  ^ D TgiKD KgXT -

— О М » r - \ ~ g ^ g , P)~gtpgXvDPr pD „ r T -

-  j~gpTga0 D ar D 0 ~gXT+ \ д ^ х~д̂ ~да0 О адкрО 0 Г т- (Г.З) 

Отсюда находим

- g R  = ^g,xga0 D aD 0 ~gtX -  gKpga0 D aD 0 r p + ^ g pTD pr pD K

-  т,дШтдкр)'/-rggpl'D PgKpо идшт -  

- \ g PT~ga0 gcxDagtpD 0 ~gXT + ~gpTg^ga0 D ar pD 0 r r ■



С помощью выражений (Г.З) и (Г.4) найдем

- я ( л сА -  =

=  - \ { \ { g ^ ~ 9 r K̂ ~ 9 r a) r ~ 9 X0DarD p ~ g VK-

- j 9 tX9a0 (g„ 9rK -  \~9,n~9ra)Da~gT,7DPr K +

+ Г Р~д*гВаГ  D0gx" -  gt0gTaDogXfTDpgQT ~  

- g XagTaDa ~g^DPr  +  ^ 9tX9raDag0<rD0gaT +

+D ag(0D0gXa -  ga0D aDp~gtX} • (Г.5)

Следует особо подчеркнуть, что при нахождении выражения 
(Г.5) мы использовали уравнение (Г.2). Подставляя выраже­
ние (Г.5) в уравнение (5.19) и записывая полученное уравне­
ние в форме (8.1), найдем выражения для величины —1б7гдт*х

—16тгдТдХ = ^ { д €ад Х0 -  ^ g tXg a0  ̂ (д^9т^ -  у # ™ ^ )  х 

x D j T°D p& v + ga0gTaD j ‘TD 0ê x<T -  ~gt0~gTaD j XaD 0ê aT -  

- g Xa~gT*Da¥ ° D pè tT + y  ~gtX~gTlTD aê a0D pï>aT+ D a& 0D 0ê Xa -

- ê a0D aD 0f r x -  m 2 ( ^ /—ggeX -  V = î& x + g(agX0la 0 -  

~ ~ 9 eX~9a07a0 )  ■ (Г.6)



Приложение Д

Запишем уравнение (5.20) РТГ

D ag w {y) =  д , Г ( у )  +  1 « М Г Ч у ) =  0 (S)

в несколько другой форме. Для этой цели, используя опреде­
ление для символа Кристоффеля

г ар(у)  = i ; 9va{dag<,0 +  д0даа -  дадар ) , (Д. 1)

найдем
1

П 0~да0{у) =  у / Ч ( д иа9 а0дада0 -  - д Г д Г р д„да0)

Принимая во внимание равенства

II 0 9 а0д„да0 -
1 у

дад аи =  - g v° g a0d ago0

перепишем (Д.2) в виде

г : 0(у)9а0(у) = -  rà„ y[= -g  =  -
<JV

ду'

(Д-2)

(Д-3)

(Д-4)

С учетом этого равенства исходное уравнение (Е) принимает 
вид

(г ад(у) -  1 а0(у))9а0(у) = 0. (Д-5)
Если от координат “у” перейти к другим криволинейным 

координатам “z”, то символы Кристоффеля принимают вид

( , V  , х d 2z a д у х
* ШЛУ) Q.,T q..„ a 4"d z °  д у»  d y v ~ арк~' ' dyv-dyv d z °  ' 

Используя это выражение, находим

(Д-6)

г Д Ы < Г М
д у А г

d z °  L
d 2z a ду^  д у и а0



На основании (Д.4) выражение (Д.7) запишем в форме

1 %(у)дГ{у) = -
1 д

у /—g dzf* \ d za
+

+9
fier

Q 2  X  Q  A Q 2 z a  Q  tl Q  U

+ C, „ Q- il Cï- и Cl л, c\ ft 9 P(z)d z ^ d z a d z a d y » d y u d z a d z ?

Продифференцировав равенство

dz°_(W_ = 6<T
dy!1 d z a a

(Д-8)

(Д-9)

по переменной z@, получим

d 2z a dy*1 d y v d z a d 2y M
д у ^ д у и d z a d z 13 ду^ d z a dz^

(ДЮ)

Учитывая это равенство в третьем члене (Д-8), находим

г ^ { у)зГ { у) =  - 9 /~»*9у
£ 0x f W ) d z v V  9 z°

Подставляя это выражение в (Д.5), получим

(Д-11)

□ Ух = - 1а0(у)9а0(у) , (Д-12)

где через □ обозначен оператор

□ 1 9 /  9
\ / - g { z ) 9zV v 9 z

(Д-13)



Приложение Б

Установим эквивалентность тождества Бьянки тождеству для 
плотности тензора Круткова.

Скалярная плотность L  в релятивистской теории гравита­
ции зависит только от метрических функций дар(х), Уар(х) 
и их первых частных производных. Здесь уа@ -  метрический 
тензор пространства Минковского.

В этом случае вариацию Ли можно записать в форме

здесь
SL _  _ d L _ _ d dL

8д^и jiu
Вариации Ли для 8ьд^и и 8ьУу,и имеют вид

8ь9а0 — 9<трда £ 9сгад/з£ £ 8)(jgafi ,

(ЕЛ)

(Е.2)

(Е.З)

8l1 oc0 =  -lcrpda С  -  УсадрС ~ СдаУар , (Е.4)

здесь £а (х ) -  произвольный инфинитезимальный четырехвек- 
тор смещения.

Подставляя (Е.З) и (Е.4) в (Е. 1) и учитывая тождество Гиль­
берта

5l L = - d 0( ? L ) , (Е.5)

получим тождество

ÔL
ly-v, а + 2 dp С  +

(Е.6)



Здесь

(Е.7)

Поскольку
(Е.8)

(Е.9)

где 7^ и Г* -  символы Кристоффеля пространства Минков­
ского с метрикой и риманова пространства с метрикой д^и.
Учитывая равенства (Е.8) и (Е.9) в (Е.6), получим

здесь Dp -  ковариантная производная в пространстве Минков­
ского, -  ковариантная производная в римановом простран­
стве.

Поскольку ̂  -  произвольный вектор, то на основании (Е. 10) 
находим тождества

Выражение (Е. 11) является обобщением тождества Гильбер­
та. Тождество (Е.11) справедливо и в случае, когда функция 
L  зависит не только от первых, но и от высших производных. 
Только в этом случае эйлеровская вариационная производная 
(Е.2) будет включать и высшие производные. Так, например, 
если L  содержит и вторые производные, то в вариационную 
производную войдут и члены вида

* = 0, (Е.10)

(Е.11)

dGJ a =  0. (Е.12)



Возьмем скалярную плотность L  в виде

R b ,  g) = V = g R b ,a )  = - д П о ^ о ^  -  g ^ g :x) -
- D ^ G ^ - g T G U ) ,  (Е.14)

здесь

G ^  = \ g Xv(D ,gaiJ +  D agVfl -  Dvg ,a) =  ГД  -  7^  . (E.15) 

Легко убедиться, что

R tiu b , g) = Rfiuig) -  R fiu b ) , (E.16)

где

R^b,g)  = D xG ^  -  D„Glx +  G%GxaX -  G lxGt„10 n \

Отсюда для плотности скаляра имеем

Rb,  g) = R(g) -  sTRA'i), sT = V^ggT • (Е.П)

Вариационная производная no ô g ^  от этого выражения равна 
плотности тензора Гильберта

т л = ^  (« -  -  \ г н ) , (ЕЛ 8)

если учесть после вычисления вариационной производной, что
Rtiu b )  = о*

Для тензора Гильберта имеет место тождество Бьянки

v „ (Я '"  - - ^ “Тг) = 0 . (ЕЛ 9)

На основании (ЕЛ 7) вариационная производная Эйлера по ($7м„ 
от величины Д(7 , д) равна

àR-b,g)
h u v H HV



Плотность симметричного тензора (Е.20) линейна по да0 и со­
держит ковариантные производные Dc, а также тензор Мин­
ковского 7М1/. Но из двух величин да0 и 7м" и ковариантных 
производных Д ,, учитывая линейность по да0, можно постро­
ить только плотность тензора вида

J 111' = D QD 0{a'ya0g>lu +  b ^ v~ga0 + c ^ a~gv0 + d ^ g 110} , (E.21)

здесь a, b ,c ,d -  постоянные.
Поскольку на основании (Е. 19) в силу тождества (Е. 11) долж­

но иметь место тождество

DJ Æ b û s 0 ,
н

(Е.22)
/il/

то плотность тензора J также должна удовлетворять тожде­
ствам

=  0, Dp J»v =  0. (Е.23)

Подставляя (Е.21) в первое тождество, из (Е.23) получим

d =  —а, с = —Ь (Е.24)

Из свойства симметрии J^v по индексам д и г /  находим

с — d . (Е.25)

Учитывая (Е.24) и (Е.25) в (Е.21, (см. также [10]), получим

3 ^  = aDaD0{ ^ agu0 +  7иад»0 -  у а0д ^  -  7^ д а0} . (Е.26)

Из выражения (Е.26), возникающего благодаря плотности тен­
зора Гильберта (Е.18), видна особая роль величины д^и для 
описания гравитационного поля. Именно отсюда также есте­
ственно возникает возможность введения плотности тензор­
ного гравитационного поля ф ^в  форме



здесь
Î T  = \ / Z 77 '" '. = л/= 7 ^ м/ •

Так например, величина ф позволяет описывать слабое гра­
витационное поле статического источника только одной ком- 
понентой ф00. Тогда как метрические свойства эффективного 
риманова пространства характеризуются компонентами роо> 9\ i > 
922 И <7зз (см. раздел 9).

Плотность тензора J ^  является частной разновидностью 
плотности тензора Круткова [25], которая строится из плотно­
сти тензора четвертого ранга со свойствами

ла.\1,V0 _  _/Ша,и0 _  _лац ,01/ )
д а ц ,и 0 , д а Р ,ц и , д а й ,0 ц _ q

следующим образом

К а0 = d^dvA a^ 0 . (Е.28)

Отсюда следует

даК а0 = 0, дрК а0 = 0. (Е.29)

Мы видим, что между плотностью тензора Гильберта (Е. 18) 
и конкретной плотностью тензора Круткова (Е.26) существует 
своеобразная связь в форме тождества (Е.11). Отсюда следу­
ет, что тождество Бьянки (Е.19) эквивалентно тождеству 
(Е.23).

Возьмем теперь скалярную плотность в форме

L n b ,  9) =  -  G^G°x„) . (Е.ЗО)

Ее можно на основании (Е. 14) и (Е. 17) представить в виде

Ь Л{Ъ9) = R(g) + Dl/(g ^ G l(T- r aG:cr) - r l' R M  ■ (Е.31)/2(7.

Поскольку вариационная производная Эйлера от второго ди­
вергентного члена равна нулю, находим



что совпадает с (Е.20), а следовательно, получим

<*Ы 7,д) =  jap
б'УаР

(Е.ЗЗ)

Тождество
DaJ aP = О (Е.34)

мы назовем тождеством Папапетру [50].
В приложении (Б) выражение (Е.26) для плотности тензора 

J ,IV было получено непосредственным вычислением вариаци­
онной производной ОТ Ьц.



16. Элементы тензорного анализа 
и римановой геометрии

Пусть в n -мерном пространстве задана некоторая координат­
ная система x a,i = 1, ...п. Вместо этой системы можно вы­
брать и другую, определяемую выражением

х ,а = f ( x a) ) а  =  1,...п . (16.1)

Эти функции должны быть непрерывными и иметь непрерыв­
ные частные производные порядка N . Если якобиан преобра­
зования в каждой точке

J  =  det
d f^
дх@

(16.2)

отличен от нуля, то при этом условии переменные х ,а будут 
независимыми, а следовательно, первоначальные переменные 
х а можно однозначно выразить через новые х ,а:

х а (16.3)

Физические величины не должны зависеть от выбора си­
стемы координат, а поэтому они должны выражаться через гео­
метрические объекты. Простейшим геометрическим объектом 
является скаляр, который преобразуется при переходе к новым 
координатам следующим образом:

Ф '(х) = Ф [х{х)) . (16.4)

Градиент от скалярной функции Ф(х) преобразуется по пра­
вилу дифференцирования сложных функций

дФ;(х;) _  дФ дх0 
дх,а дх@ дх1а

(16.5)

Здесь по одинаковым индексам (3 идет суммирование. Систе­
ма функций, преобразующаяся при координатных преобразо­
ваниях по правилу (16.5), получила название ковариантного



вектора

А ' Л Х ' )  = A À X )

д х 13

дх 'а
(16.6)

Соответственно величина В -  ковариантный тензор второго 
ранга, преобразующийся по правилу

K À X') =  В ар(х)
д х а дх@

и т.д. (16.7)ии\ j ' д х ' ^ д х ' 1’

Перейдем к другой группе геометрических объектов. Рас­
смотрим преобразование дифференциала координат

dx f̂
d x =  ^ r - d x a . 

д х а
(16.8)

Система функций, преобразующаяся при координатных пре­
образованиях по правилу (16.8), получила название контрава- 
риантного вектора

Л Ң * )  = ~ о ^ А а(х ) > (16.9)

соответственно величина В -  контравариантный тензор вто­
рого ранга, преобразующийся по правилу

« '" ( * ')  =  н х д - <1610>
Выражения (16.6), (16.7), (16.9) и (16.10) позволяют записать 
закон преобразования тензора любого вида. Например,

д х д х @  

д х а d x ,v
(16.11)

Из трансформационных свойств тензора следует, что если 
все его компоненты равны нулю в одной системе координат, то 
они равны нулю и в другой системе координат. Легко убедить­
ся, что преобразования ковариантных и контравариантных ве­
личин обладают групповым свойством. Например:

Q x дх**1'
А* = ^ - Л а (х), А!,и{х") =  ^ — А '^ х ’) ,

д х а д х ^

А ш{х ") = ^ ~ A °(X) = А °{х ) ■

(16.12)

дх'^ д х а д х а



Перейдем теперь к тензорной алгебре. Здесь возможны че­
тыре операции: сложение, умножение, свертывание и подста­
новка индексов.
Сложение и вычитание тензоров

Если нам даны тензоры одинаковой структуры, т. е. имеющие 
одинаковое число контравариантных индексов и одинаковое 
число ковариантных индексов, например,

да(3^liva В <*0
in '(7

то можно образовать тензор

C fua =  A fva +  В Ц  . (16.13)

Умножение тензоров

Тензоры можно перемножить независимо от их строения. На­
пример,

с аД р =  ■ ( 16Л4)
При этом необходимо соблюдать как порядок множителей, так 
и порядок индексов.
Операция свертывания тензоров

С помощью символа Кронекера

0 at \i ф V
1 at (i =  v , (16.15)

который является тензором, можно осуществить операцию свер­
тывания индексов, например,

= 06.16)

Здесь слева по одинаковым индексам идет суммирование.



Операция подстановки индексов

Посредством подстановки индексов у тензора мы получим дру­
гой тензор, если исходный тензор не был симметричен по этим 
индексам, например,

BZ =  А «\ • 0 6 .1 7 )

С помощью этой операции, а также операции сложения, мож­
но построить тензор, симметричный по нескольким индексам:

- (̂/xi/) =  +  А//х) • (16.18)

Можно осуществить и построение тензора, антисимметрич­
ного по нескольким индексам:

^4[Н 4̂i//x) • (16.19)

Такая операция называется альтернированием.

Риманова геометрия

Римановым пространством Vn называется вещественное диф­
ференцируемое многообразие, в каждой точке которого задано 
поле тензора

5/xi/(^) 5/xi/(  ̂ , . .  •, х ) (16.20)

два раза ковариантного, симметричного и невырожденного

Qiiv — 5̂ /х> 9 det |p/xi/| Ф 0. (16.21)

Тензор gМ1/ называется метрическим тензором риманова про­
странства. Функции g непрерывны и дифференцируемы по 
всем переменным х1, . . . ,  х п до п-порядка.

С помощью метрического тензора в римановом простран­
стве можно ввести инвариантную дифференциальную форму, 
называемую интервалом



С помощью координатных преобразований эта форма в любой 
фиксированной точке может быть приведена к диагонально­
му виду. При этом в общем случае диагональные компоненты 
матрицы д^и не все будут положительными. Но в силу зако­
на инерции квадратичных форм разность между числом по­
ложительных и числом отрицательных диагональных компо­
нент будет постоянна. Эта разность называется сигнатурой ме­
трического тензора. В произвольном римановом пространстве 
Vn интервал будет знаконеопределенным. Будем в дальнейшем 
его называть времениподобным ds2 > 0, пространственнопо­
добным ds2 < 0 и изотропным ds2 =  0. Эти названия возникли 
из специальной теории относительности, где пространство и 
время образуют единое многообразие, а интервал в декарто­
вых (галилеевых) координатах имеет вид

da2 = (dx°)2 — (dx1)2 — (dx2)2 — (dx3)2. (16.23)

Поскольку определитель ф 0, то мы можем построить 
контравариантныи метрический тензор с помощью уравнений

С помощью тензоров g и дХа можно осуществить подъем и 
опускание индексов

Геодезические линии в римановом пространстве

Геодезические линии в римановом пространстве играют та­
кую же роль, как прямые линии в евклидовом пространстве. 
Они называются экстремальными линиями. Для определения 
экстремали мы воспользуемся вариационным исчислением.

В произвольных координатах он принимает форму

da2 = т tiv(x)dxtidxv. (16.24)

(16.25)

А и = д Г А ,, A v = gvaA°. (16.26)



Суть вариационного исчисления состоит в обобщении поня­
тий максимума и минимума. Речь идет не о нахождении экс­
тремума функции, а о нахождении экстремума функционала, 
т. е. поиске тех функций, которые делают его экстремальным. 
Расстояние между близкими точками в римановом простран­
стве определяется интервалом ds. Величина ds не является пол­
ным дифференциалом. Интервал между точками а и b равен

ь ь

S  = J d s  — j  y j  gfiv(x)dx>idxu
а а

(16.27)

Экстремум определяется из соотношения

ь ь

ô J ds = J  ô(ds) =  0. (16.28)
а а

То есть идет поиск таких функций gfiV(x), которые обеспечи­
вают экстремум функционала (интеграла):

ô(ds2) = 2 dsô(ds) = ô(glll/(x)dx,idx1') =
дд— 8x adxildxv +  2gliv{x)dxtl8{dxv) . (16.29)

Заметим, что
6(dxu) = d(6x u) .

На основании (16.29) и (16.30) имеем

ô(ds) = ^ - ^ - U t*dxu5xa +  д ^ и ^ б х " ) ,  U»
Z L/JL

Подставляя (16.31) в (16.28), получим

dxfl
ds

(16.30)

(16.31)

6S  = l i f e ?  UI‘V"S*’ +
d(5xv)

ds
ds — 0. (16.32)



Так как

=  w , (16.33)

и на пределах интегрирования 8x v =  0, из (16.32) получим
ь

ÔS 1 jjujji/ dU** дд^с ттитт\
. 2 дх° ds дхх

и ^и -
а

ds5xa = 0.

(16.34)
Представим последний член в (16.34) в форме

dg^o _ _1_ (  dg^q ^  d g \a ̂
dxx 2  ̂дхх дх  ̂J и ^ и х. (16.35)

Подставляя (16.35) в (16.34), находим

1 fdg^c , ддха дд^х\  dU» 1ÔS = u ^ u x— [ -p ^ -+
2 \ dxx dx>À dxl )  + 9/ЛГТ ds . ds8xa = 0

a
(16.36)

Поскольку вариация ôxa произвольна, интеграл (16.36) обра­
щается в нуль, только если

— -  -  ) и » и х =  0.дха )
dUм 1 /  дд^

>̂ia ds 2 \  дхх дх}1 (16.37)

Умножая (16.37) на даа, получим
dUa
—  + r ^ U “U* =  о

где символы Кристоффеля Г “ равны

(16.38)

1
Г Д  =  -zgaa{d\g^a  +  д^д\а -  дад^ \ ) . (16.39)

Символы Кристоффеля не являются тензорными величи­
нами. Уравнения (16.38) и являются уравнениями для геодези­
ческой линии. Их четыре, но не все они независимы, посколь­
ку имеет место условие



Преобразованиями координат можно добиться обращения 
в нуль символов Кристоффеля вдоль любой несамопересека- 
ющейся выбранной линии [22].

Ковариантное дифференцирование

Возьмем произвольный ковариантный вектор А \  и свернем его 
с вектором IIх, тогда получим скаляр

A XUX, (16.41)

продифференцировав его по ds, мы так же имеем скаляр:

d dA
i'-{A \U X) = ^ U X+ A U
ds ds

dV v
ds

dAx U°UX + A V^ .  (16.42)
dxa ds

Подставляя в правую часть выражение (16.38), получим

| < ^ а>=
З А ,
д ха

— Г и А1 о \Л” и аи х. (16.43)

Поскольку (16.43) скаляр, a Ua -  вектор, отсюда имеем тензор 
второго ранга

А А
DAx
dx°

dAx
д ха

— Г и А1 a \A v • (16.44)

Здесь и далее точка с запятой обозначает ковариантное диф­
ференцирование, т. е. мы определили ковариантную производ­
ную от ковариантного вектора А х. Определим теперь ковари­
антную производную от контравариантного вектора А х.

Для этой цели запишем тот же скаляр в виде

d дА » dUx
—  (А ^ и иg^v) = — UaUvgtat +  + A W U adag ^  .

S X S (16.45)
Подставляя в правую часть выражение (16.38), получим

Q А /4
9^  -  A^g^x Г хи+ A»dag ^



Учитывая выражение (16.39), имеем

дА й 1
9ци Q r ç o  ~2~ дида^)А^ UVU°.

(16.47)
Представляя Uu в форме

Uv =  U\gXl/,

и подставляя его в соотношение (16.47), получим

(16.48)

—  +  Г х А» 
д х ° + 1 а »А

U°UX. (16.49)

Поскольку это выражение -  скаляр, отсюда следует, что кон- 
травариантная производная есть тензор

D A X дА х ли
А х = ——  =  —-1- r x A p.

’ dxa дха
(16.50)

Таким образом, мы определили ковариантную производную 
от контравариантного вектора А х.

Используя формулы (16.44) и (16.50), можно получить ко- 
вариантные производные и от тензора второго ранга:

Я АЛ _  и р \  Л р \  и,
Qxa 1 1 ’

(16.51)

дА риЛИ" —
'а дха

+ r?xA vX + Г"хА рх. (16.52)

d A vaAv — p . 
p;<T dx°

_ ГЛ A1' 4- Г1' ЛЛ 1 po^X +  1 ах^Р ' (16.53)

Используя выражение (16.51), легко показать, что

—  0 ,

т. е. ковариантная производная от метрического тензора равна 
нулю.



Тензор кривизны Римана-Кристоффеля

В римановом пространстве операция ковариантного диффе­
ренцирования некоммутативна. Ковариантное дифференциро­
вание вектора А \  сначала по переменной а затем по х и при­
водит к следующему выражению:

A\-y,v —
/94ч
U  _  р т  л _  р т  л

дхи 1 1 » (16.54)

но так как

А \ = — г т А А  — — Г° А
дх» д х»

А \  — — Га А
А;т ~  дх* Аг

после подстановки этих выражений в (16.54) имеем

(16.55)

А\.
д2А

- г
т дА т дА т 

 ̂«А;м1/ дх»дх» Xti дх» "А дх»
г дАх

^  д хт
д Г т

_  л ___ h t .  4- Р т Г|<т А  I Г т Г °  А
л т  Q r j » v  ' *  1л т ^ &  ' *  '

Вычислим теперь величину А \.и1Л\

(16.56)

Ах-A;i/̂
dA \.v
дх^ ГцХ^r\v ,fJLV (16.57)

учитывая выражения

4 а,I/ — 

4 а;г —

дАх
д х»
дАх
д хт

дА
Г т А  А  — —__ -  — Г а  А

д хv (16.58)
Г °  А  

1  А т А т ,

соотношение (16.57) принимает вид

А\.X\vn
д2А х дА т

дх»дх» Al/ дх»
дг:

дА т дА х
мА д х» '**' д хт

А ~ ~  Xv  I р т р о  a  -L Г т Г а  Аsl't ~ \ J- цХ* I/т-̂ -а • Хт^ед х»



На основании (16.56) и (16.59) в разности остаются только 
члены

гдГ? дГ?
А . _  л . — А ___ à ü _____ ÙE л - Г т Г а  — Г т Г ал Х;ир л <т T 1 i / \ *  ц Т 1 p X 1 ит . (16.60)

Величина Щпи называется тензором кривизны Римана:

Л* дГ1  
А дх»

дГ? . р т  p e r

дх" "Л »т
рт per

*  1 л \ *  V T  ' (16.61)

Из этого тензора можно сверткой получить тензор второго ран­
га -  тензор Риччи:

я г»  я г»
Rxu =  R L , =  +  г ;Лг ;т -  г ;лг ;т . ( 16.62)

Заметим, что для интервала вида (16.23) или (16.24) тензор 
кривизны равен нулю.

Из выражения (16.61) очевидно, что тензор кривизны ан­
тисимметричен по двум последним индексам /х, v\

per _  _pa
X̂fjLV ^Xvfl •

Можно построить тензор кривизны с нижними индексами:

RpXytu Яро R \ f i u  ■

Он обладает следующими свойствами симметрии:

- H ' p X f i v  ■ H ' X p f x v  — -П'рАь'/х) p X p v  - H ' f i v p X -

Мы видим, что тензор кривизны антисимметричен по отно­
шению как к первой паре индексов, так и ко второй. Он также 
симметричен и после перестановки местами пар индексов без 
изменения их порядка.

В римановом пространстве существует локальная система 
координат, в которой первые производные от компонент ме­
трического тензора g^  равны нулю. При этом, естественно, 
символы Кристоффеля также равны нулю. Такие координаты



называются римановыми. Они удобны для нахождения тен­
зорных тождеств, поскольку, если мы установили, что в этой 
системе координат некоторый тензор равен нулю, то в силу 
тензорных преобразований он будет равен нулю в любой си­
стеме координат.

Тензор кривизны в римановой системе координат равен

Я ^ „  =  З Л  -  ■

Ковариантная производная от него имеет вид

Ядw p  = дрд^ГЬ -  дрдvr t  .

(16.63)

(16.64)

Переставляя циклически индексы ц, и, р и складывая получен­
ные выражения, получим тождество Бьянки

R а
Ад1/;р +  R а

A p \ i \ v + Rо
Ai/p;#x

Свертывая по индексам а н и , находим

(16.65)

+  R \ P K o  +  Я  А р ; ,  -  0  .

Умножим это выражение на дХа :

(16.66)

~ К ; р  +  ( З
А а  - п а  \  

П \ + Яр;,

Мы здесь учли ранее установленное свойство для метриче­
ских коэффициентов: их можно при ковариантном дифферен­
цировании свободно вносить или выносить из под знака про­
изводной.

Свертывая индексы р и а , получим

-Я £ ;р + {gXpR°Xm\0 +  dpR = 0 , (16.67)

где R  = R f1 = R pug^  -  скалярная кривизна.
Рассмотрим под знаком производной второй член в тожде­

стве (16.67):

gXpR lPp = 9Хр Г  Ruxpp =  gva дхр R\upp = gv°R pvtip = -Д £ .



Мы здесь использовали свойства симметрии тензора кривиз­
ны и определение тензора 7?р1/. Подставляя это выражение в 
(16.67), получим

(Д£ -  |< ^ Я ) ;р =  V P(H£ -  ± 6'R )  =  0. (16.68)

Введем обозначение

G i = R ^ - \ à ^ R .  (16.69)

На основании (16.53) тождество (16.68) можно записать в раз­
вернутой

V*G£ =  <?Р%  =
д о ;
дхv

-  г Д с ;  +  c ag J з  о , (16.70)

учитывая, что
r v1 v\

1 \xv дЯц»
T  д хх

(16.71)

и дифференцируя детерминант g

dg
д хх -  « r b  ■

(16.72)

находим путем сравнения (16.71) и (16.72)

( 1 6 ' 7 3 )

Подставляя это выражение в (16.70), получим

-  ^ ~ дг ^ о \  = о . (16.74)

Используя выражение (16.39) для символа Кристоффеля, на­
ходим



Такое тождество впервые было получено Д. Гильбертом. Оно 
было необходимо при построении уравнений общей теории 
относительности.

В заключение покажем, что величина, определяющая объ­
ем

г/ =  J  y f^ g 'd x 0 'dx1 'dx2 'dx3 ' (16.76)

является инвариантом при произвольных преобразованиях ко­
ординат. При координатных преобразованиях имеем

ЗиЛ*') = 9\<т(х)
д хх д ха

' H V \  J 2 Л О \  /  Q x /^  Q x fv

Запишем это выражение в форме

, ( д хх дха

Вычислим детерминант g1 — det g[[ IV

f ( д хх \  ( д ха \
9 =  de4 s " ^ J  de4 5 ? 4

d « 4 l £ )  ( £ )

Отсюда имеем
9 = g J2-

Здесь J  есть якобиан преобразования

J  =
5(х°, х1, х2, х3) 

д(х0,) х1', х2', х3/)

Итак
\ f - g '  = V-^gJ-

Подставляя это выражение в (16.76), получим

(16.77)

(16.78)

(16.79)

,—  д(х°.X1, X2, X3) 
^ д (х 0', X 1’ , х2', х3/)

dx° 'dx 1 'dx2 'dx3 ' =



Но правая часть есть объем

V = gdx°dxldx2dx з (16.81)

Итак, мы установили равенство

V —  V. (16.82)

Отсюда следует, что величина

(16.83)

также является инвариантом относительно произвольных ко­
ординатных преобразований.

Следует отметить некоторые особенности римановой гео­
метрии. В общем случае риманово пространство нельзя опи­
сать в одной системе координат, для его описания необходим 
атлас карт. Именно поэтому топология риманова пространства 
существенно отличается от топологии евклидова пространства. 
В общем случае в римановом пространстве отсутствует груп­
па движения. В псевдоевклидовом пространстве, описывае­
мом интервалом (16.23) или (16.24), существует десятипара­
метрическая группа движения пространства.

Основная характеристика римановой геометрии -  тензор 
кривизны -  является форминвариантной величиной от­
носительно преобразований координат. Также форминвариант­
ной величиной является и тензор R \u. Здесь под форминвари- 
антностью понимается не один и тот же вид функциональной 
зависимости тензора кривизны от выбора системы координат, 
а одинаковость построения тензора кривизны при заданном 
выражении glil/(x), подобно тому как выражение □ А и(х) оди­
наково записывается в галилеевых координатах в различных 
инерциальных системах при заданном выражении А и. Меж­
ду инвариантностью и форминвариантностью имеется суще­
ственное различие. Например, оператор 'yIÂ,/(x)D tlD l/ 
(где 7м" ( i)  -  метрический тензор пространства Минковско­
го) при произвольных координатных преобразованиях являет­



ся инвариантом, т. е. скаляром, но он не будет при этом фор- 
минвариантным. Он будет форминвариантным только при та­
ких преобразованиях координат, при которых тензор 7 ,il/(x) 
остается форминвариантным, следовательно

5 îtiV{x) =  0.

Тензор кривизны изменяется при калибровочных преобра­
зованиях (3.16) по следующему закону:

^ e R f i i / a P  R ( j  v o c f i D  R j j ' f j o t p D i / C

R * f - i и ( 7 P , t €  R / J . 1 / O C 0 D p t  ^  ^ t r R f u ' a P  •

Это изменение обусловлено тем, что произвольные коорди­
натные системы физически не являются эквивалентными.

В тексте книги наряду с ковариантными производными в 
римановом пространстве V a встречаются ковариантные про­
изводные в пространстве Минковского D \. Разница состоит в 
том, что при построении ковариантных производных D \ не­
обходимо в формулах (16.50) -  (16.53) вместо символов Кри- 
стоффеля риманова пространства Г£д поставить символы Кри- 
стоффеля пространства Минковского 7а/3-

В заключение приведем теорему Вейля-Лоренца-Петрова 
[21]. Совпадение уравнений изотропных и времениподобных 
геодезических линий соответственно для двух римановых про­
странств с метриками <7й„(х) и g' (х) с одинаковой сигнатурой 
(—2) приводит к тому, что их метрические тензоры отлича­
ются лишь постоянным множителем. Из теоремы следует, что 
если в одной и той же координации х  мы имеем разные метри­
ческие тензоры д ^ (х ) и g' (х), то для них будут при одинако­
вых условиях различные геодезические линии.
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