












 142

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Риc. 8.2. Предсказания микроскопической теории. а —  величина оболочечной 
поправки (указана цифрами в мегаэлектронвольт) к жидко-капельной потенциаль-
ной энергии ядер с различным числом протонов (вертикальная шкала) и нейтро-
нов (горизонтальная шкала). Графики b и c — расчетные периоды полураспада 
для спонтанного деления и α-распада изотопов 108-го и 114-го элементов с раз-
личным числом нейтронов. В модели «жидкой капли» отсутствие барьера деления 
ядер с 106Z ≥  приводит к их делению за время ~ 10-19с. В микроскопической мо-
дели, из-за эффекта ядерных оболочек 108Z = ; 162N =  и 114Z = ; 184N = , воз-
никают высокие барьеры деления, что приводит к увеличению периодов спонтан-
ного деления «магических ядер» до 107 лет. Отсюда следует теоретическая гипоте-
за о существовании «островов стабильности» в области сверхтяжелых элементов 
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8.3. Реакции синтеза тяжелых элементов 
  
Первые рукотворные элементы тяжелее урана были синтезиро-

ваны в реакциях последовательного захвата нейтронов ядрами изо-
топа урана 235U в длительных облучениях на мощных ядерных ре-
акторах. Большие периоды полураспада новых нуклидов позволяли 
отделять их от других побочных продуктов реакции радиохимиче-
скими методами с последующим измерением их свойств радиоак-
тивного распада. Эти пионерские работы Г. Сиборга и его коллег, 
проведенные в 1940–1953 гг. в Радиационной национальной лабо-
ратории (Беркли, США), привели к открытию восьми искусствен-
ных элементов с 93 100Z = − , наиболее тяжелый изотоп 257Fm 
( 1 2 ~ 100 днейT ). Дальнейшее продвижение в область более тяже-
лых ядер было практически невозможно из-за исключительно ко-
роткого периода полураспада следующего изотопа 258Fm 
( 0.3 мсSFT = ). Попытки обойти это ограничение в импульсных по-
токах нейтронов большой мощности, возникающих при ядерном 
взрыве, не дали желаемых результатов: по-прежнему наиболее тя-
желым ядром был 257Fm.  

Элементы тяжелее Fm ( 100Z = ) были синтезированы в реакци-
ях с ускоренными тяжелыми ионами, когда в ядро-мишень вносит-
ся комплекс протонов и нейтронов. Но этот тип реакций отличается 
от предыдущего случая. При захвате нейтрона, не обладающего 
электрическим зарядом, энергия возбуждения нового ядра состав-
ляет всего 6–8 МэВ. В отличие от этого, при слиянии ядер мишени 
даже с легкими ионами, такими как гелий (4He) или углерод (12C), 
тяжелые ядра будут нагреты до энергии 20 40 МэВXE = − . С даль-
нейшим увеличением атомного номера ядра-снаряда ему необхо-
димо будет сообщать все бoльшую энергию для преодоления элек-
трических сил расталкивания положительно заряженных ядер (ку-
лоновского барьера реакции). Это обстоятельство приводит к росту 
энергии возбуждения (нагреву) компаунд-ядра, образующегося по-
сле слияния двух ядер — снаряда и мишени. Его охлаждение (пе-
реход в основное состояние 0XE = ) будет происходить посредст-
вом испускания нейтронов и гамма-лучей. И здесь возникает пер-
вое препятствие.  
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Нагретое тяжелое ядро лишь в 1/100 доле случаев сможет ис-
пустить нейтрон, в основном оно будет делиться на два осколка, 
т. к. энергия ядра существенно выше высоты его барьера деления. 
Легко понять, что увеличение энергии возбуждения компаунд-ядра 
губительно для него. Вероятность выживания нагретого ядра резко 
падает с увеличением температуры (или энергии XE ) из-за увели-
чения числа испаряемых нейтронов, с которыми сильно конкури-
рует деление. Для того чтобы охладить ядро, нагретое до энергии 
около 40 МэВ, необходимо испарить 4 или 5 нейтронов. Каждый 
раз с испусканием нейтрона будет конкурировать деление, вслед-
ствие чего вероятность выживания будет всего 
( )4 5 8 101 100 10 10÷ − −= ÷ . Ситуация осложняется тем, что с ростом 
температуры ядра уменьшается стабилизирующий эффект оболо-
чек, следовательно, уменьшается высота барьера деления и дели-
мость ядра резко возрастает. Оба эти фактора приводят к исключи-
тельно малой вероятности образования сверхтяжелых нуклидов.  

Продвижение в область элементов тяжелее 106 стало возмож-
ным после открытия в 1974 г. т. н. реакций «холодного слияния». В 
этих реакциях в качестве мишенного материала используются 
«магические» ядра стабильных изотопов — 208Pb ( 82Z = , 126N = ) 
или 209Bi ( 83Z = , 126N = ), которые бомбардируются ионами тя-
желее аргона. В процессе слияния высокая энергия связи нуклонов 
в «магическом» ядре-мишени приводит к поглощению энергии при 
перестройке двух взаимодействующих ядер в тяжелое ядро сум-
марной массы. Эта разница в энергиях «упаковки» нуклонов во 
взаимодействующих ядрах и в конечном ядре компенсирует в зна-
чительной степени энергию, необходимую для преодоления высо-
кого кулоновского барьера реакции. В результате, тяжелое ядро 
имеет энергию возбуждения всего 12–20 МэВ. В какой-то степени 
подобная реакция подобна процессу «обратного деления». Дейст-
вительно, если деление ядра урана на два осколка происходит с 
выделением энергии, (она используется в атомных электростанци-
ях), то в обратной реакции, при слиянии осколков, образующееся 
ядро урана будет почти холодным. Поэтому при синтезе элементов 
в реакциях холодного слияния тяжелому ядру достаточно испус-
тить всего один или два нейтрона, чтобы перейти в основное со-
стояние. 
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Реакции холодного слияния массивных ядер были успешно ис-
пользованы для синтеза шести новых элементов, от 107-го до 
112-го (П. Армбрустер, З. Хофман, Г. Мюнценберг и др.) в Нацио-
нальном ядерно-физическом центре GSI в Дармштадте (Германия). 
Недавно К. Морита и др. в Национальном центре RIKEN (Токио) 
повторили опыты GSI по синтезу 110–112 элементов. Обе группы 
намерены двигаться дальше, к элементу 113 и 114, используя более 
тяжелые снаряды. 

Однако попытки синтеза все более тяжелых элементов в реак-
циях холодного слияния связаны с большими трудностями. С уве-
личением атомного заряда ионов вероятность их слияния с ядрами 
мишени 208Pb или 209Bi сильно уменьшается из-за возрастания ку-
лоновских сил отталкивания, пропорциональных, как известно, 
произведению зарядов ядер. От элемента 104, который может быть 
получен в реакции 208Pb + 50Ti (Z1·Z2 = 1804) к элементу 112 в реак-
ции 208Pb + 70Zn (Z1·Z2 = 2460), вероятность слияния уменьшается 
более чем в 104 раз. 

Есть и другое ограничение. Компаунд-ядра, полученные в реак-
циях холодного слияния, имеют относительно малое число нейтро-
нов. В рассматриваемом выше случае образования 112-го элемента 
конечное ядро с 112Z =  имеет только 165 нейтронов, в то время 
как подъем стабильности ожидается для числа нейтронов 170N >  
(рис. 8.3).  

Ядра с большим избытком нейтронов могут быть в принципе 
получены, если в качестве мишеней использовать искусственные 
элементы: плутоний ( 94Z = ), америций ( 95Z = ) или кюрий 
( 96Z = ), нарабатываемые в ядерных реакторах, а в качестве снаря-
да — редкий изотоп кальция 48Ca.  

Ядро атома 48Са содержит 20 протонов и 28 нейтронов — оба 
значения соответствуют замкнутым оболочкам. В реакциях слия-
ния с ядрами 48Са будет также работать их «магическая» структура 
(эту роль в реакциях холодного слияния играли магические ядра 
мишени — 208Pb), в результате чего энергия возбуждения сверхтя-
желых ядер будет около 30 – 35 МэВ. Их переход в основное со-
стояние будет сопровождаться эмиссией трех нейтронов и гамма-
-лучей. Можно было ожидать что при этой энергии возбуждения 
эффект ядерных оболочек еще присутствует в нагретых сверхтяже-
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лых ядрах, это повысит их выживаемость и позволит их синтезиро-
вать в экспериментах. Отметим также, что асимметрия масс взаи-
модействующих ядер ( 1 2 2000Z Z⋅ ≤ ) уменьшает их кулоновское 
отталкивание и тем самым увеличивает вероятность слияния. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 8.3. Карта тяжелых нуклидов. «Острова стабильности» следующие за «полу-
островом» тория, урана и трансурановых элементов — предсказания микроскопи-
ческой теории ядра. Два ядра с 112Z =  и 116, полученные в различных ядерных 
реакциях и их последовательный распад, показывают насколько близко можно 
подойти к «островам стабильности» при искусственном синтезе сверхтяжелых 
элементов 

  
Несмотря на эти, казалось бы, очевидные преимущества, все 

предыдущие попытки синтеза сверхтяжелых элементов в реакциях 
с ионами 48Ca, предпринятые в различных лабораториях в 1977–
1985 гг. оказались нерезультативными. Однако развитие экспери-
ментальной техники в последние годы и, прежде всего, получение 
интенсивных пучков ионов 48Ca на ускорителях нового поколения, 
позволили увеличить чувствительность эксперимента почти в 1000 
раз. Эти достижения были использованы в новой попытке синтеза 
сверхтяжелых элементов.  
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8.4. Ожидаемые свойства 
  
Что ожидалось увидеть в эксперименте в случае успешного 

синтеза?  
Если теоретическая гипотеза справедлива, то сверхтяжелые ядра 

будут стабильны относительно спонтанного деления. Тогда они 
будут испытывать другой тип распада: α-распад (эмиссия ядра ге-
лия, состоящего из 2 протонов и 2 нейтронов). В результате этого 
процесса образуется дочернее ядро, на 2 протона и 2 нейтрона лег-
че материнского. Если у дочернего ядра вероятность спонтанного 
деления также мала, то после второго α-распада внучатое ядро те-
перь будет уже на 4 протона и 4 нейтрона легче начального ядра. 
α-Распады будут продолжаться до тех пор, пока не наступит спон-
танное деление (рис.8.4).  

Таким образом, ожидается не один распад, а «радиоактивное 
семейство», цепочку последовательных α-распадов, достаточно 
длительных по времени (в ядерном масштабе), которые конкури-
руют, но, в конечном итоге, прерываются спонтанным делением. В 
принципе, такой сценарий распада уже свидетельствует об образо-
вании сверхтяжелого ядра.  

Чтобы увидеть ожидаемый подъем стабильности в полной мере, 
необходимо подойти как можно ближе к замкнутым оболочкам 

114Z =  и 184Z = . Синтезировать в ядерных реакциях столь ней-
тронно-избыточные ядра чрезвычайно трудно, так как при слиянии 
ядер стабильных элементов, в которых уже имеется определенное 
соотношение протонов и нейтронов, невозможно добраться до 
дважды магического ядра 298114. Поэтому необходимо попытаться 
использовать в реакции ядра, которые изначально содержат макси-
мально возможное число нейтронов. Этим, в значительной степени, 
был также обусловлен выбор в качестве снаряда ускоренных ионов 
48Са. Кальция, как известно, в природе много. Он состоит на 97% 
из изотопа 40Са, ядро которого содержит 20 протонов и 20 нейтро-
нов. Но в нем содержится в количестве 0.187% тяжелый изотоп — 
48Са (20 протонов и 28 нейтронов), который имеет 8 избыточных 
нейтронов. 
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Рис. 8.4. Теоретические предсказания о типах распада и периодах полураспада 
изотопов сверхтяжелых элементов с различным числом протонов и нейтронов. В 
качестве примера показано, что для изотопа 116-го элемента с массой 293, обра-
зующегося в реакции слияния ядер 248Cm и 48Ca, ожидаются три последователь-
ных α-распада которые завершаются спонтанным делением правнучатого ядра 
110-го элемента с массой 281. Как видно на рис. 8.5 именно такой сценарий распа-
да, в виде цепочки α – α – α – SF, наблюден для этого ядра в эксперименте. Распад 
более легкого ядра – изотопа 110-го элемента с массой 271, полученный в реакции 
«холодного слияния» ядер 208Pb + 64Ni. Его период полураспада в 104 раз меньше 
чем у изотопа 281110 

  
Сегодня в Лаборатории ядерных реакций в Дубне достигнута 

рекордная интенсивность пучка — 8·1012/с, при весьма низком рас-
ходе изотопа 48Са — около 0.5 мг/ч. В качестве мишенного мате-
риала при синтезе новых элементов используются долгоживущие 
обогащенные изотопы искусственных элементов: Pu, Am, Cm и Cf 
( 94 96Z = −  и 98) также с максимальным содержанием нейтронов. 
Они производятся в мощных ядерных реакторах (в г. Ок-Ридже, 
США и в г. Димитровграде, Россия) и затем обогащаются на спе-
циальных установках, масс-сепараторах во Всероссийском научно-
исследовательском институте экспериментальной физики (г. Саров, 
Россия). Реакции слияния ядер 48Са с ядрами этих изотопов были 
выбраны для синтеза элементов с 114 118Z = − . За 5 лет работы, в 
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течение длительных облучений, была набрана доза около 2·1020 
ионов (около 16 мг 48Са, ускоренного до ~1/10 скорости света, 
прошло через слои мишеней). В этих экспериментах наблюдалось 
образование изотопов 112–118 элементов (за исключением 117-го 
элемента) и были получены первые результаты о свойствах распада 
новых сверхтяжелых нуклидов. Представление всех результатов 
заняло бы слишком много места, поэтому ограничимся описанием 
лишь последнего эксперимента по синтезу 113 и 115 элементов — 
все остальные реакции были исследованы подобным образом.  

  
8.5. Постановка эксперимента 

  
Составное ядро, образующееся при слиянии ядер мишени и час-

тицы, после испарения нейтронов, будет двигаться по направлению 
пучка ионов. Слой мишени выбирается достаточно тонким, для то-
го чтобы тяжелый атом отдачи мог вылететь из него и продолжить 
свое движение к детектору, удаленному от мишени на расстояние 
около 4 м. Между мишенью и детектором расположен 
газонаполненный сепаратор, предназначенный для подавления 
частиц пучка и побочных продуктов реакции.  

Принцип работы сепаратора основан на том, что атомы в газо-
вой среде (водороде, при давлении всего 10−3 атм.) будут иметь 
различный ионный заряд в зависимости от их скорости. Это позво-
ляет разделить их в магнитном поле «на лету» за время 10–6 с и на-
править в детектор. Атомы, прошедшие сепаратор имплантируются 
в чувствительный слой полупроводникового детектора, вырабаты-
вая сигналы о времени прихода атома отдачи, его энергии и места 
имплантации (т. е. координат: х и y на рабочей поверхности детек-
тора). Для этих целей детектор общей площадью около 50 см2 вы-
полнен в виде 12 «стрипов» — полос, напоминающих клавиши 
пианино — каждая из которых обладает продольной чувствитель-
ностью. Если ядро имплантированного атома будет испытывать 
α-распад, то вылетевшая α-частица (с ожидаемой энергией около 10 
МэВ) зарегистрируется детектором с указанием всех ранее пере-
численных параметров: времени, энергии и координат. Если после 
первого распада последует второй, то подобная информация будет 
получена и для второй α-частицы и т. д., пока не произойдет спон-
танное деление. Последний распад будет зарегистрирован в виде 
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двух совпадающих по времени сигналов с большой амплитудой 
( 1 2 ~ 200 МэВE E+ ). Для того чтобы повысить эффективность ре-
гистрации α-частиц и парных осколков деления, фронтальный де-
тектор окружен боковыми детекторами, образуя «коробку» с от-
крытой со стороны сепаратора стенкой. Перед детекторной сбор-
кой расположены два тонких времяпролетных детектора, изме-
ряющие скорость ядер отдачи (т. н. TOF-детекторы, аббревиатура 
английских слов — time of flight). Поэтому первый сигнал, возни-
кающий от ядра отдачи, приходит с признаком TOF. Последующие 
сигналы от распада ядер не имеют этого признака.  

Конечно, распады могут быть различной длительности, характе-
ризуемые эмиссией одной или нескольких α-частиц с различными 
энергиями. Но если они принадлежат одному и тому же ядру и об-
разуют радиоактивное семейство (материнское ядро — дочернее — 
внучатое и т. д.), то координаты всех сигналов — от ядра отдачи, 
α-частиц и осколков деления — должны совпадать по координате с 
точностью позиционного разрешения детектора. Детекторы, изго-
товленные фирмой Canberra Electronics, измеряют энергию 
α-частиц с точностью ~ 0.5% и имеют для каждого стрипа 
позиционное разрешение около 0.8 мм. Всю поверхность детектора 
можно представить в виде 500 ячеек (пикселей) в которых 
детектируются распады. Вероятность того, что два сигнала попадут 
случайным образом в одно и то же место составляет 1/500, три 
сигнала — 1/250000 и т. д. Это позволяет выбрать, с большой 
надежностью, из громадного количества радиоактивных продуктов 
очень редкие события генетически связанных последовательных 
распадов сверхтяжелых ядер, даже если они образуются в 
исключительно малом количестве (~1 атом/месяц).  

 
8.6. Экспериментальные результаты (физический опыт) 

 
Для того чтобы показать установку «в действии», опишем в ка-

честве примера более подробно эксперименты по синтезу 115 эле-
мента образующегося в реакции слияния ядер 

( ) ( )243 48 291Am 95 Ca 20 115Z Z= + = → . 
Синтез Z-нечетного ядра привлекателен тем, что наличие нечет-

ного протона или нейтрона существенно понижает вероятность 
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спонтанного деления и число последовательных α-переходов будет 
больше (длинные цепочки), чем в случае распада четно-четных 
ядер. Для преодоления кулоновского барьера ионы 48Ca должны 
иметь энергию 236 МэВE > . С другой стороны, если выполнить 
это условие и ограничить энергию пучка величиной 248 МэВE = , 
то тепловая энергия компаунд-ядра 291115 будет около 39 МэВ; его 
охлаждение произойдет посредством эмиссии 3-х нейтронов и 
гамма-лучей. Тогда продуктом реакции будет изотоп 115 элемента 
с числом нейтронов 173N = . Вылетев из мишенного слоя, атом 
нового элемента, пройдет через сепаратор, настроенный на его 
пропускание, и попадет в детектор. Далее события развиваются 
так, как показано на рис. 8.5. Через 80 мкс после остановки ядра 
отдачи во фронтальном детекторе в систему сбора данных посту-
пают сигналы о его времени прихода, энергии и координатах (но-
мер стрипа и позиция в нем). Отметим, что эта информация имеет 
признак “TOF” (пришел из сепаратора). Если в течение 10 с из того 
же места на поверхности детектора последует второй сигнал с 
энергией более 9.8 МэВ, без признака “TOF” (т. е. от распада им-
плантированного атома), пучок отключается и весь дальнейший 
распад регистрируется в условиях практически полного отсутствия 
фона. Как видно на верхнем графике рис. 8.5, за первыми двумя 
сигналами — от ядра отдачи и первой α-частицы — за время около 
20 с после отключения пучка, последовало еще 4 других сигнала, 
позиции которых, с точностью ± 0.5 мм, совпадает с предыдущими 
сигналами. В течение последующих 2.5 ч детектор молчал. Спон-
танное деление в том же стрипе и в той же позиции было зарегист-
рировано лишь на следующий день, спустя 28.7 ч в виде двух сиг-
налов от осколков деления с суммарной энергией 206 МэВ.  

Такие цепочки были зарегистрированы три раза. Они все имеют 
одинаковый вид (6 поколений ядер в радиоактивном семействе) и 
согласуются друг с другом как по энергии α-частиц, так и по вре-
мени их появления, с учетом экспоненциального закона распада 
ядер. Если наблюдаемый эффект относится, как ожидалось, к рас-
паду изотопа 115-го элемента с массой 288, образующегося после 
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испарения компаунд-ядром 3-х нейтронов, то при увеличении энер-
гии пучка ионов 48Ca всего на 5 МэВ он должен уменьшиться в 5-6 
раз. Действительно, при E = 253 МэВ эффект отсутствовал. Но 
здесь была наблюдена другая, более короткая, цепочка распадов, 
состоящая из четырех α-частиц (предполагается, что их тоже было 
5, но последняя α-частица вылетела в открытое окно) продолжи-
тельностью всего 0.4 с. Новая цепочка распадов закончилась через 
~ 1.5 ч спонтанным делением. Очевидно, что это распад другого 
ядра, с большой вероятностью соседнего изотопа 115-го элемента с 
массой 287, образующегося в реакции слияния с испусканием 4-х 
нейтронов. Цепочка последовательных распадов нечетно-нечетного 
изотопа 115Z = , 173N =  представлена на нижнем графике 
рис. 8.5, где приведены в виде контурной карты расчетные периоды 
полураспада сверхтяжелых нуклидов с различным числом прото-
нов и нейтронов. Здесь показан также распад другого, более легко-
го нечетно-нечетного изотопа 111-го элемента с числом нейтронов 

161N = , синтезированного в реакции 209Bi + 64Ni в немецкой Лабо-
ратории — GSI (г. Дармштадт) и затем и в японской — RIKEN (То-
кио).  

Прежде всего, следует отметить, что периоды полураспада ядер 
в обоих случаях хорошо согласуются с теоретическими предсказа-
ниями. Несмотря на то, что изотоп 288115 удален от нейтронной 
оболочки 184N =  на 11 нейтронов, изотопы 115 и 113 элементов 
обладают относительно большим временем жизни (T1/2 ~ 0.1 и 0.5 с 
соответственно).  

После пяти α-распадов образуется изотоп 105 элемента — дуб-
ния Db c 163N = , стабильность которого определяется уже другой 
замкнутой оболочкой 162N = . Силу действия этой оболочки де-
монстрирует огромная разница в периодах полураспада двух изо-
топов Db, отличающихся друг от друга всего на 8 нейтронов. От-
метим еще раз, что в отсутствие структуры (ядерных оболочек) все 
изотопы 105–115 элементов должны были бы испытывать спонтан-
ное деление за время ~ 10−19с.  
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Рис. 8.5. Эксперимент по синтезу 115 элемента в реакции 48Са + 243Am. На верх-
нем рисунке приведены времена появления сигналов после имплантации в детек-
тор ядра отдачи (R). В качестве примера, для одного из трех событий приведены 
позиционные координаты (в мм) всех 7 сигналов от цепочки распада R→ α1→ 
α2→ α3→ α4→ α5→ SF, зарегистрированной в стрипе № 4. На нижнем рисунке 
показаны цепочки распадов ядер с Z = 111, N = 161 и Z = 115, N = 173. Контурные 
линии, очерчивающие области ядер с различными периодами полураспада (разная 
степень затемнения) — предсказания микроскопической теории 
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Полученные в реакции 243Am+48Ca результаты не являются ча-
стным случаем. При синтезе Z-четных нуклидов — изотопов 112, 
114 и 116 элементов — наблюдали также длинные цепочки распа-
дов, оканчивающиеся спонтанным делением ядер с 104 110Z = − , 
время жизни которых составляло от секунд до часов в зависимости 
от атомного номера и нейтронного состава ядра. К настоящему 
времени получены данные о свойствах распада 29 новых ядер с 

104 118Z = − . Свойства тяжелейших ядер, расположенных в облас-
ти трансактиноидов, их тип распада, энергии и времена распадов 
находятся в хорошем согласии с предсказаниями современной тео-
рии. Гипотеза о существовании островов стабильности сверхтяже-
лых ядер, значительно расширяющих мир элементов, кажется, 
впервые нашла экспериментальное подтверждение.  

 
8.7. Перспективы 

 
Задача на будущее состоит в более детальном изучении ядерной 

и атомной структуры новых элементов, что весьма проблематично, 
прежде всего, из-за малого выхода искомых продуктов реакции. 
Для того чтобы увеличить число атомов сверхтяжелых элементов, 
необходимо увеличить интенсивность пучка ионов 48Ca и повысить 
эффективность физических методик. 

Принцип работы действующих установок для синтеза новых 
элементов основан на отличии кинематических характеристик раз-
личного типа реакций. Интересующие нас продукты реакции слия-
ния ядер мишени и 48Ca вылетают из мишени в переднем направ-
лении, в узком угловом конусе ± 30 с кинетической энергией около 
40 МэВ. Ограничивая траектории движения ядер отдачи с учетом 
этих параметров, возможно практически полностью отстроиться от 
пучка ионов, подавить фон побочных продуктов реакции в 104–106 
раз, и с эффективностью примерно 40% доставить атомы новых 
элементов к детектору за время 1 микросекунду. Иными словами, 
сепарация продуктов реакции происходит «на лету».  
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Рис. 8.6. Установка MASHA. На верхнем рисунке приведена схема сепаратора и 
принцип его действия. Ядра отдачи, вылетающие из мишенного слоя, останавли-
ваются в графитовом сборнике на глубине несколько микрометров. Вследствие 
высокой температуры сборника они диффундируют в камеру ионного источника, 
вытягиваются из плазмы, ускоряются электрическим полем и анализируются по 
массе магнитными полями по ходу движения к детектору. В данной конструкции 
масса атома может быть определена с точностью 1/3000. На нижнем рисунке по-
казан общий вид установки 
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Но для того чтобы получить высокую селективность установки 
важно сохранить, «не размазать» кинематические параметры — 
углы вылета и энергии ядер отдачи. Из-за этого необходимо ис-
пользовать мишенные слои толщиной не более 0.3 мкм — пример-
но втрое меньшей, чем нужно для получения эффективного выхода 
сверхтяжелого ядра с данной массой или в 5.6 раз меньшей, если 
речь идет о синтезе двух соседних по массе изотопов данного эле-
мента. Кроме того, чтобы получить данные о массовых числах изо-
топов сверхтяжелого элемента, необходимо проводить длительную 
и трудоемкую серию опытов — повторять измерения при различ-
ных энергиях пучка ионов 48Ca.  

 Вместе с тем, как следует из опытов, синтезированные атомы 
сверхтяжелых элементов имеют периоды полураспада, значительно 
превышающие быстродействие кинематического сепаратора. По-
этому, во многих случаях, нет необходимости в сепарации продук-
тов реакции за столь короткое время. Тогда можно изменить прин-
цип действия установки и провести разделение продуктов реакции 
в несколько этапов.  

Схема такой установки представлена на рис.8.6. После имплан-
тации ядер отдачи в нагретый до температуры 2000 °С сборник ато-
мы диффундируют в плазму ионного источника, ионизуются в 
плазме до заряда 1q += , вытягиваются из источника электрическим 
полем, сепарируются по массе в магнитных полях специального 
профиля и, наконец, регистрируются (по типу распада) детектора-
ми, расположенными в фокальной плоскости. Вся процедура может 
занимать, по оценкам, время от десятых долей секунды до несколь-
ких секунд в зависимости от температурных режимов и физико-
химических свойств сепарируемых атомов. Уступая в быстродей-
ствии кинематическому сепаратору, новая установка — MASHA 
(аббревиатура от полного названия Mass Analyzer of Super Heavy 
Atoms) — повысит эффективность работы примерно в 10 раз и даст, 
наряду со свойствами распада, прямое измерение массы сверхтя-
желых ядер. 
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8.8. Поиск сверхтяжелых элементов в природе 
  
Другая сторона проблемы сверхтяжелых элементов связана с 

получением более долгоживущих нуклидов. В описанных выше 
экспериментах исследователи подошли лишь к краю «острова», 
обнаружили крутой подъем вверх, но далеки еще от его вершины, 
где ядра могут жить тысячи и, быть может, даже миллионы лет. Не 
хватает нейтронов в синтезируемых ядрах, для того чтобы прибли-
зиться к оболочке 184N = . Сегодня это недостижимо — нет таких 
реакций, которые позволили бы получать столь нейтронно-
избыточные нуклиды. Возможно, в отдаленном будущем, физики 
смогут использовать интенсивные пучки радиоактивных ионов, с 
числом нейтронов бoльшим, чем у ядер 48Са. Такие проекты сейчас 
широко обсуждаются, пока не касаясь затрат, необходимых для 
создания подобных ускорительных гигантов. Однако можно попы-
таться подойти к этой задаче с другой стороны. Если предполо-
жить, что наиболее долгоживущие сверхтяжелые ядра имеет пери-
од полураспада 105–106 лет (не сильно расходится с предсказания-
ми теории, которая свои оценки делает также с определенной точ-
ностью), то не исключено, что они могут быть обнаружены в кос-
мических лучах — свидетелях образования элементов на других, 
более молодых планетах Вселенной. Если сделать еще более силь-
ное предположение о том, что период полураспада «долгожителей» 
может составлять десятки миллионов лет или более, то они могли 
бы присутствовать в Земле, сохранившись в очень малых количе-
ствах от момента образования элементов в Солнечной системе до 
наших дней.  

Среди возможных кандидатов являются изотопы 108-го элемен-
та (Hs), ядра которых содержат около 180 нейтронов. Химические 
опыты, проведенные с короткоживущим изотопом 269Hs ( 1 2 ~ 9 сT ), 
показали, что 108 элемент, как и ожидалось, согласно Периодиче-
скому закону, является химическим гомологом 76-го элемента — 
осмия (Os).  
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Рис. 8.7. Установка для регистрации вспышки нейтронов от спонтанного деления 
ядер при распаде 108 элемента. (Подземная лаборатория в г. Модан, Франция) 
  
Тогда образец металлического осмия может содержать в очень 

малых количествах 108 элемент Ека(Os). Присутствие Ека(Os) в 
осмии можно определить по его радиоактивному распаду. Возмож-
но, сверхтяжелый долгожитель будет испытывать спонтанное де-
ление, либо спонтанное деление наступит после предшествующих 
α- или β-распадов (вид радиоактивного превращения, при котором 
один из нейтронов ядра превращается в протон) более легкого и 
более короткоживущего дочернего или внучатого ядра. Поэтому, 
на первом этапе, можно поставить эксперимент по регистрации 
редких событий спонтанного деления осмиевого образца. Такой 
эксперимент подготавливается. Измерения будут продолжаться 
1-1.5 лет. Распад сверхтяжелого ядра будет регистрироваться по 
нейтронной вспышке, сопровождающей спонтанное деление. Для 
того чтобы защитить установку от фона нейтронов, возникающего 
под действием космических лучей, измерения будут проводится в 
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подземной лаборатории расположенной под Альпами в середине 
тоннеля соединяющего Францию с Италией на глубине соответст-
вующей 4000-метровому слою водного эквивалента (см. рис. 8.7).  

Если в этом эксперименте в течение года измерений будет на-
блюдено хотя бы одно событие спонтанного деления сверхтяжело-
го ядра, то это будет соответствовать концентрации 108 элемента в 
Os-образце около 5·10-15 г/гр., в предположении, что его период по-
лураспада равен 109 лет. Столь малая величина составляет всего 
10−16 часть от концентрации урана в земной коре.  

Несмотря на сверхвысокую чувствительность эксперимента, 
шансы обнаружить реликтовые, сверхтяжелые нуклиды малы. Но 
любой научный поиск всегда имеет малый шанс... Отсутствие эф-
фекта даст верхнюю границу периода полураспада долгожителя на 
уровне 7

1 2 3 10  летT ≤ ⋅ . Не столь впечатлительно, но важно для по-

нимания свойств ядер в новой области стабильности сверхтяжелых 
элементов.  

Эксперименты по синтезу новых трансурановых элементов про-
водятся на ускорителях научных центров трех стран — США 
(Беркли и Окридж), Германия (Дармштадт) и России (Дубна). Поз-
же к ним присоединились японские ученые из Вако (РИКЕН). Их 
усилиями были синтезированы элементы с атомным номером до 
118. Названия элементов до порядкового номера 112, предложен-
ные комиссией Международного союза чистой и прикладной хи-
мии (ИЮПАК), а также их символы и массовые числа полученных 
изотопов представлены в табл. 8.1. 

Один из элементов (с 105Z = ) предложено назвать в честь Дуб-
ны, где он был синтезирован и были изучены его физические и хи-
мические свойства интернациональным коллективом ученых под 
руководством академика Г. Н. Флерова. Приоритеты в открытии и 
названия 113–118 элементов будут также рассмотрены в ближай-
шее время специальной комиссией ИЮПАК. 

 
 
 



 160

Таблица 8.1 

Z A Cимвол Название 

101 245–250 Md менделевий 

102 250-262 No нобелий 

103 253–262 Lr лоуренсий 

104 253–262 Db дубний 

105 255–263 Jl жолиотий 

106 259–266 Rf резерфордий 

107 261, 262, 264 Bh борий 

108 264, 265, 267 Hn ганий 

109 266, 268 Mt мейтнерий 

110 269, 271, 273   

111 272   

112 277   
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9. УЛЬТРАРЕЛЯТИВИСТСКИЕ СТОЛКНОВЕНИЯ 
ТЯЖЕЛЫХ ИОНОВ 

 
9.1. Феноменологические модели свойств ядерного 

вещества при высоких плотностях энергии 
 

9.1.1. Две проблемы квантовой хромодинамики 
 

В КХД существуют две основные проблемы, связанные со 
структурой вакуума, прояснить которые может релятивистская 
ядерная физика: конфайнмент цветовых зарядов и спонтанное на-
рушение киральной симметрии. Конфайнмент означает отсутствие 
цветных объектов в спектре наблюдаемых адронных состояний. С 
точки зрения кварк-глюонных представлений о структуре адронов, 
конфайнмент подразумевает невозможность распространения 
кварков и глюонов на расстояния, большие 1 фм (т. е. типичного 
размера адрона). Но это утверждение оказывается справедливым 
лишь при нормальных ядерных плотностях. Как мы увидим ниже, 
при высоких плотностях, создаваемых в столкновениях релятиви-
стских ядер, ядерное вещество может оказаться в фазе деконфайн-
мента, когда происходит обобществление кварков и глюонов, при-
надлежавших отдельным нуклонам, и партоны способны распро-
страняться на расстояния, сравнимые с размером сталкивающихся 
ядер. Спонтанное нарушение киральной симметрии означает сле-
дующее. В пределе безмассовых кварков, а этот предел в КХД 
вполне оправдан для токовых u- и d-кварков ( ,u d Nm m mπ<< < ), их 
правые и левые компоненты состояний в лагранжиане КХД разде-
ляются, поскольку не смешиваются взаимодействием с векторными 
глюонами. Но это неизбежно должно было привести к вырожде-
нию по четности физических состояний, т. е. к их удвоению, чего 
не наблюдается экспериментально. КХД-вакуум кирально асим-
метричен, поскольку существует практически безмассовый (по 
сравнению с другими адронами) π -мезон с отрицательной внут-
ренней четностью. Таким образом, при нулевых температурах и 
нормальных ядерных плотностях КХД-вакуум обладает свойст-
вом конфайнмента и находится в состоянии с нарушенной кираль-
ной симметрией. 



 162

В этой главе будут рассмотрены теоретические модели, в кото-
рых с повышением температуры и плотности КХД теряет свойство 
конфайнмента цветных зарядов и восстанавливается киральная ин-
вариантность. Существуют некоторые интервалы температур и ба-
рионных плотностей, определенные ниже, в которых ядерная мате-
рия может существовать в фазах адронного газа и кварк-глюонной 
плазмы (КГП). Одна из целей этой главы состоит в том, чтобы по-
лучить фазовую диаграмму ядерного вещества в переменных T и 

Bn  (температура и барионная плотность) и определить критические 
значения cT  и cn  для перехода в фазу кварк-глюонной плазмы. 

 
9.1.2. Двухфазная модель ядерного вещества 

 
Рассмотрим двухфазную систему частиц, состоящую из π-

мезонов, u-, d-кварков (антикварков) и глюонов. Термодинамиче-
скими переменными в системе являются: температура T, барион-
ный химический потенциал μ и объем V. При описании адронного 
газа, как и кварк-глюонной плазмы, будем для простоты пренебре-
гать взаимодействием между частицами (газовое приближение). 
Разность энергий в основном состоянии кварк-глюонной плазмы и 
адронного газа определим путем введения феноменологической 
константы B, численное значение которой известно в модели меш-
ков [9.1]. Рассмотрим сначала два предельных случая 0μ =  и 

0T = .  
При нулевом химическом потенциале и низких температурах 

адронная система будет находиться в состоянии пионного газа. 
Давление такого газа определяется формулами релятивистского 
газа невзаимодействующих безмассовых бозонов: 

 
2

4
H H( , 0)

90
p T g Tπ

μ = = , (9.1) 

где с учетом трех зарядовых состояний пиона 
 H 3g = . (9.2) 

Согласно уравнению состояния ультрарелятивистского газа 
 3p = ε , (9.3) 

плотность энергии этого газа 
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2

4
H H( , 0)

30
T g Tπ

ε μ = = . (9.4) 

При высоких температурах ожидается образование кварк-
глюонной плазмы (КГП). Давление КГП определяется суммой ре-
лятивистского глюонного бозе-газа и кваркового ферми-газа: 

 
2

4( , 0)
90Q Qp T g T Bπ

μ = = − . (9.5) 

Отрицательное вакуумное давление учтено параметром B, а вели-
чина 

 7(2 8 2 2 2 3) 37
8Qg = × + × × × × =  (9.6) 

учитывает спиновые и цветовые состояния глюонов, кварков и ан-
тикварков. Плотность энергии в фазе кварк-глюонной плазмы 

 
2

4( , 0)
30Q QT g T Bπ

ε μ = = + . (9.7) 

Как обычно в статистической физике, условие равенства давле-
ний двух фаз (адронной и КГП) позволяет найти критическую тем-
пературу: 

 ( , 0) ( , 0)H c Q cp T T p T T= μ = = = μ = . (9.8) 
Из формул (9.8) и (9.1)–(9.5) можно получить выражение для 

критической температуры: 

 
1 4

1 4
2

45 0.72
17cT B B⎛ ⎞= ≈⎜ ⎟π⎝ ⎠

. (9.9) 

Сравнение адронных масс с массами, рассчитанными в модели 
мешков, дает для постоянной 30.17 ГэВ фмB ≈ . Тогда из формулы 
(9.9) имеем оценку критической температуры 140cT ≈ МэВ. При 
этой температуре происходит фазовый переход адроны–кварк-
глюонная плазма, причем это фазовый переход 1-го рода, посколь-
ку в критической точке скачок испытывает плотность энергии 

H( ,0) ( ,0) 4Q c cT T Bε − ε = . Критическое значение плотности энергии 

 H

H

3 9 0.045
34c

Q

g B B
g g

ε = = =
−

 ГэВ/фм3. (9.10) 
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Соответственно, при плотностях энергии, превышающих 
4 0.73c Bε = ε + =  ГэВ/фм3, адронная материя находится в фазе 

кварк-глюонной плазмы. На рис. 9.1 в параметрической форме 
представлено уравнение состояния ( )p p T= , ( )Tε = ε  в рассматри-
ваемой модели. 

Перейдем к другому предельному случаю модели — нулевым 
температурам и ненулевому барионному химическому потенциалу 

3 Qμ = μ , где Qμ  — кварковый химический потенциал. Тогда в ад-

ронной фазе имеется вырожденный ферми-газ барионов с давлени-
ем, плотностью энергии и барионной плотностью равными, соот-
ветственно [9.2]: 

 

4

H 2

4

H 2

3

2

( 0, ) ;
6

( 0, ) ;
2

2
.

3

Q
Q

Q
Q

Q
B

p T

T

n

μ
= μ =

π
μ

ε = μ =
π

μ
=

π

 (9.11) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 9.1. Зависимость плотности энергии ε и давления p  
от температуры в двухфазной модели 
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При высоких плотностях система находится в фазе кварк-
глюонной плазмы с давлением и плотностью энергии 

 

4

2

4

2

( 0, ) ;
2
3

( 0, ) .
2

Q
Q Q

Q
Q Q

p T B

T B

μ
= μ = −

π
μ

ε = μ = +
π

 (9.12) 

Из условия равновесия H (0, ) (0, )c Q cp pμ = μ  получаем критическое 
значение химического потенциала 

 2 1 4 1 43(3 ) 7c B Bμ = π ≈ . (9.13) 
Критическая барионная плотность в этом случае 

 2 1 4 3 4 3 4
02(3 ) 0.86 5cn B B n= π ≈ ≈ , (9.14) 

где 0 0.17n =  фм-3 — нормальная ядерная плотность. Более деталь-
ное исследование модели для произвольных температур и химиче-
ских потенциалов приводит к фазовой 
диаграмме, изображенной на рис. 9.2. Как 
видно из этого рисунка, существует не-
сколько экспериментальных возможно-
стей формирования кварк-глюонной плаз-
мы в столкновениях релятивистских 
тяжелых ионов: 

1) путем повышения температуры ад-
ронного вещества; 

2) повышением барионной плотности; 
3) комбинацией этих факторов. 
 

9.1.3. Дебаевское экранирование в кварк-глюонной системе 
 
Идея фазового перехода, обсуждавшаяся выше, сравнительно 

новая для ядерной физики и физики элементарных частиц, однако 
она отнюдь не нова для физики твердого тела и молекулярной фи-
зики. Поэтому вполне естественным представляется использование 
уже имеющихся методов анализа фазовых переходов в физике. Для 
качественного понимания характера фазового перехода в кварк-
глюонной системе при плотностях 0n n>>  рассмотрим пример из 
молекулярной физики. 

Рис. 9.2. Фазовая диа-
грамма ядерного вещест-
ва 
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При нормальном давлении, как известно, водород является изо-
лятором. Однако при высоких плотностях у водорода появляется 
ненулевая электрическая проводимость. Этот переход в проводя-
щее состояние связан с тем, что с ростом плотности электрический 
заряд протона практически не влияет на заряд связанного с ним 
электрона из-за экранирования, вызванного другими зарядами. При 
этом радиус дебаевского экранирования Dλ  достигает атомных 
размеров. Экранирование ослабляет кулоновское взаимодействие 
между протоном и электроном, электроны становятся квазисвобод-
ными, и водород переходит в металлическую фазу. Условие 

D Bλ = λ  ( Bλ  — радиус атома) определяет параметры перехода 
«изолятор–проводник» для водорода. 

Используя эту аналогию, оценим критическую температуру пе-
рехода адронной материи (которая является изолятором для цвет-
ных зарядов) в состояние проводника цветных зарядов — кварк-
глюонную плазму. В присутствии других зарядов термодинамиче-
ский потенциал для данного заряда g можно представить в виде 

 
2

1 12
3 4D D

gn T− −π
Ω = λ

π
, (9.15) 

где n — полная зарядовая плотность цветных зарядов. Плотность 
КГП 

 3
2

1.2
Qn g T=

π
, (9.16) 

где число степеней свободы Qg  КГП задается соотношением (9.6). 
В первом порядке теории возмущений КХД термодинамический 
потенциал системы кварков и глюонов [9.3] 

 
3 22

3128
243 4D

g T
⎛ ⎞π

Ω = ⎜ ⎟π⎝ ⎠
. (9.17) 

Приравнивая уравнения (9.15) и (9.17), получим 

 
1 22

1 1.8
4D
g T− ⎛ ⎞

λ = ⎜ ⎟π⎝ ⎠
. (9.18) 

Эффективный цветовой заряд g связан с температурой КХД 
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2 6

4 29ln(4 )T

g
T
π

=
π Λ

, (9.19) 

где 100TΛ ≈  МэВ. 
Полагая параметр дебаевского экранирования ~ 1Dλ  фм (типич-
ный размер адрона), получаем уравнение 

 
1 22 ( )1.8 200

4
c

c
g T T

⎛ ⎞
≈⎜ ⎟π⎝ ⎠

 МэВ, (9.20) 

из которого следует оценка критической температуры 
170cT ≈  МэВ. Заметим, что эта оценка была получена из термоди-

намического потенциала, вычисленного в теории возмущений 
КХД. Очевидно, однако, что фазовый переход — существенно кол-
лективное явление, описать которое только в рамках теории воз-
мущений невозможно. 

 
9.1.4. Непертурбативные методы в КХД 

 
Среди непертурбативных эффектов КХД одним из самых ярких 

является открытие в 1975 году инстантонов [9.4]. Оказывается, что 
основное состояние КХД (вакуум) имеет сложную структуру, оп-
ределяемую флуктуациями, несущими топологические квантовые 
числа. Более того, вакуумов может быть несколько, и кварк-
глюонная система переходит из одного вакуума в другой посредст-
вом инстантонных флуктуаций. При этом инстантоны взаимодей-
ствуют между собой, образуя «инстантонную жидкость» [9.5]. 
Сначала были серьезные надежды на то, что идея инстантонов спо-
собна объяснить конфайнмент КХД. К сожалению, вскоре было 
показано, что инстантонные флуктуации не дают линейно растуще-
го с расстоянием потенциала взаимодействия кварков. Однако ин-
стантоны оказались весьма плодотворной идеей для объяснения 
другой, уже упоминавшейся проблемы КХД, — спонтанного на-
рушения киральной симметрии. При спонтанном нарушении ки-
ральной симметрии в КХД должен возникать конденсат кварковых 
полей 0ψψ ≠ , именно такой конденсат существует в «инстан-
тонной жидкости» с характерным инстантонным размером 
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1 3cρ ≈  фм, который может быть связан с размером составляющего 
кварка в нуклоне. Таким образом, в физике адронов существуют 
два характерных масштаба расстояний — размер адрона H ~ 1r  фм 
и размер «одетого» (составляющего) кварка 1 3Qr ≈ фм.  

До сих пор обсуждались инстантоны при нулевых температурах. 
Если cT T→ , то инстантонные эффекты должны исчезать, по-
скольку адроны начинают «плавиться». Однако при этом совсем не 
обязательно, что кварковый конденсат равен нулю, т. е. «одетые» 
составляющие кварки переходят в состояние «токовых» кварков. 
Поэтому должна существовать температура Tχ , при которой вос-
станавливается киральная симметрия, т. е. составляющие кварки 
переходят в токовые. Совпадают ли температуры деконфайнмента 

cT  и восстановления киральной симметрии? В модели инстантон-
ной жидкости cT Tχ≈ . Более детально этот вопрос будет рассмот-
рен при анализе результатов решеточных калибровочных теорий. 

Другой непертурбативный метод анализа вакуумных свойств 
КХД основан на правилах сумм [9.6]. Этот метод связывает ваку-
умные характеристики со свойствами адронов, известными из экс-
перимента. Суть метода правила сумм заключается в следующем. 
Исследуется поведение коррелятора двух кварковых токов iJ , jJ  
(i, j — наборы квантовых чисел): 

 ( ) 0 ( ), (0) 0ij i jK x T J x J⎡ ⎤= ⎣ ⎦ , (9.21) 

как функции расстояния x между кварками. Оператор [ ]...T  озна-
чает упорядоченный по времени коррелятор, а скобки ...  — ус-
реднение по ансамблю калибровочных полей. Индексы i(j) харак-
теризуют набор квантовых чисел, например для ρ-мезона 1PCJ −−= . 
Как известно, вне светового конуса 2( 0)x <  коррелятор (9.21) экс-
поненциально убывает ( )~ exp m x− , где m — масса самой легкой 
обменной частицы. Например, для взаимодействия типа Юкавы, 
m mπ=  — масса π-мезона. При малых x в КХД можно проводить 
вычисления в рамках теории возмущений, поэтому коррелятор 
(9.21) вычисляется по состояниям свободных кварков. Однако уже 
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в области применимости теории возмущений существенны непер-
турбативные эффекты. Как эти эффекты можно учесть при вычис-
лении коррелятора (9.21)? В работе [9.6] это сделано путем введе-
ния двух типов феноменологических параметров — глюонного и 
кваркового конденсатов. Идея о существовании в вакууме КХД 
кварковых и глюонных конденсатов оказалась очень плодотворной. 
Взаимодействие кварков и глюонов в КХД, как было установлено, 
определяет основные свойства адронов (например, массы) уже на 
малых расстояниях, причем эти свойства связаны с кварковыми и 
глюонными конденсатами. Плотность энергии вакуума КХД, по 
оценкам в методе правил сумм, составляет 

(0.5 1.0)vacε = − − ГэВ/фм3. Поэтому следует ожидать, что плотность 
энергии при фазовом переходе адроны–кварк-глюонная плазма 
должна быть того же порядка величины, что и vacε .  

Правила сумм КХД, описывающие спектр адронов при конеч-
ных температурах, сформулированы в работах [9.7, 9.8]. Отличие 
от случая 0T =  состоит в том, что коррелятор токов усредняется 
по ансамблю кварков и глюонов, находящихся в состоянии 
локального термодинамического равновесия при температуре T. 
Анализ правил сумм в канале ρ-мезона показывает резкое 
качественное изменение в спектре адронов при температурах 

( )140 200cT ≈ −  МэВ, свидетельствующее о существовании фазово-
го перехода деконфайнмента. Так, масса ρ-мезона (рис. 9.3) 
уменьшается с ростом температуры, 
а при cT T≈  ρ-мезон исчезает из 
спектра адронов. Это утверждение о 
«плавлении» ρ-мезона справедливо и 
для других резонансов. Оказывается, 
что при «плавлении» резонанса его 
масса уменьшается, а распадная ши-
рина растет. Такое поведение пара-
метров резонансов очень важно с 
точки зрения экспериментальной ди-
агностики образования адронной и кварк-глюонной плазмы. Кол-
лаборации STAR и PHENIX на коллайдере тяжелых ионов RHIC, 
ALICE на будущем ускорителе LHC и HADES в GSI содержат в 

Рис. 9.3. Зависимость массы 
ρ-мезона от температуры 
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своих экспериментальных программах исследования параметров 
резонансов как один из главных сигналов образования адронной 
или кварк-глюонной плазмы. Подробнее обсудим эти сигналы в 
разделе 9.4, здесь же, возвращаясь к правилам сумм при конечных 
температурах, отметим их качественный характер. Дело в том, что 
плохо известна температурная зависимость кваркового и глюонно-
го конденсатов, используемых в методе правил сумм. Тем не ме-
нее, этот феноменологический метод предсказывает качественное 
изменение в адронном спектре при температурах ~ 200cT  МэВ и 
плотностях энергии ( )1 5cε ≈ −  ГэВ/фм3. 

 
9.1.5. Решеточные калибровочные теории (РКТ) 

 
Успешные вычисления физических величин, включая режим 

сильной связи ( 1)sα ≥  КХД, были начаты в 80-х годах XX века в 
рамках решеточных калибровочных теорий. Преимущество этого 
метода состоит в том, что вычисления проводятся «из первых 
принципов», т.е. из лагранжиана КХД. Однако используемый ме-
тод Монте-Карло зачастую не позволяет определить, какие именно 
конфигурации калибровочных полей дают основной вклад в изу-
чаемую величину. 

В РКТ непрерывное пространство-время заменяется решеткой в 
Евклидовом пространстве с числом узлов Nσ  в каждом из трех 
пространственных направлений и Nβ  — во временном направле-
нии. Каждому ребру решетки соответствует матрица u из калибро-
вочной группы ( )3SU  сильных взаимодействий, т. е. решетка яв-
ляется статистической системой. В простейшем случае глюодина-
мики (бескварковой КХД) статистическая сумма системы 

 ( ) ( )( )2, , , expZ N N g du S uσ β ζ = Π −∫ , (9.22) 

где a aσ βζ = , aσ , aβ  — расстояние между соседними узлами ре-
шетки в пространственном и временном направлениях; duΠ  — 
произведение мер Хаара калибровочных полей; ( )S u  — действие, 
зависящее от калибровочных конфигураций на элементарном квад-
рате этой решетки, и в непрерывном пределе этой решетки перехо-
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дящее в действие КХД. Тогда среднее значение по ансамблю неко-
торой физической величины X определяется формулой 

 ( ) ( ) ( )e eS u S uX duX u du− −= Π Π∫ ∫ . (9.23) 

В РКТ средние X  находятся численным интегрированием по 
методу Монте-Карло. Обсудим кратко результаты вычислений 
наиболее интересных физических величин. Температурная зависи-
мость плотности энергии в модели, основанной на калибровочной 
группе (2)SU , представлена на рис. 9.4. Прежде всего, следует от-
метить подобие результатов (рис. 9.4) величине 4Tε  (см. рис. 9.1) 
для двухфазной модели. При температурах ~ 300 400T ÷  МэВ про-
исходит переход к асимптотике — закону Стефана–Больцмана для 
глюонов ( ) 2 44 15 Tε = π . Это выражение получается из (9.6), если 
учесть, что число глюонов в теории с калибровочной группой 

( )2SU  равно трем. При низких температурах ( 200T <  МэВ) плот-
ность энергии соответствует адронному газу.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Таким образом, результаты РКТ качественно соответствуют 

предсказаниям двухфазной модели. Формулы (9.4)–(9.6) этой мо-
дели дают в пределе высоких температур 

 ( ) 4 43p T B Tε − = , (9.24) 
аналогичное поведение заметно в результатах РКТ (рис. 9.5). Кри-
вая на рис. 9.5 соответствует поведению 4~ const T , где 
const 4 vac= ε , vacε  — вакуумная плотность энергии. Важно отме-

Рис. 9.4. Зависимость плотности 
энергии от температуры 
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тить, что величина ( )3pε −  характеризует степень «неидеально-
сти» кварк-глюонной плазмы, т. е. является мерой взаимодействия 

в системе. Как видно из 
рис. 9.4 и 9.5, даже при темпера-
турах 500T  МэВ взаимодей-
ствие существенно, и его необ-
ходимо учитывать в расчетах 
сигналов образования кварк-
глюонной плазмы. На рис. 9.4 
плотность энергии испытывает 
скачок. Является ли это отраже-
нием фазового перехода между 
связанными глюонами (глюбо-
лами) при cT T<  и квазисвобод-

ными глюонами при cT T> ? Чтобы ответить на этот вопрос, в РКТ 
исследуется поведение свободной энергии F кварк-антикварковой 
пары, помещенной в глюонную систему при температуре T 
[9.9, 9.10]. Свободная энергия F входит в определение вильсонов-
ской петли ( )~ expL F T−  как параметра порядка фазового пере-
хода. Численные расчеты показывают, что при cT T<  0L = , что 
соответствует бесконечной энергии кварк-антикварковой пары с 
размером 1≥  фм, т. е. конфайнменту кварков. При cT T>  0L ≠  и 
энергия F ≠ ∞ , т. е. происходит фазовый переход в состояние ква-
зисвободных цветных зарядов. В глюодинамике, основанной на 
калибровочной группе (2)SU , фазовый переход второго рода при 

200cT T≈ ≈  МэВ. 
До сих пор рассматривалась упрощенная модель КХД (без квар-

ков и с калибровочной группой ( )2SU ). Переход к реалистической 
ситуации — калибровочной группе ( )3SU  и кварковым степеням 
свободы встречает ряд принципиальных трудностей, до конца еще 
не преодоленных и в настоящее время. Основная трудность — кор-
ректный учет кварк-антикварковых пар в методе Монте-Карло. 
Оказывается, что включение кварк-антикварковых пар меняет как 
количественно, так и качественно картину фазового перехода. На 

Рис. 9.5. Зависимость величины ε–3p 
от температуры 
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рис. 9.6 представлено поведение величины 4Tε  от температуры в 
( )3SU -теории с кварками. Кривая 1 на рис. 9.6 соответствует 

бескварковой ( )3SU -теории. Виден 
скачок в зависимости ( )Tε , что сви-
детельствует о фазовом переходе 1-
го рода. Однако при учете кварковых 
степеней свободы (кривые 2 и 3 раз-
личаются значениями масс кварков) 
область фазового перехода смещает-
ся в область меньших температур, а 
скачок практически исчезает. Фазо-
вый переход 1-го рода трансформи-
руется в фазовый переход 2-го рода 
[9.11] или вообще в плавный пере-
ход между адронами и свободными 
кварками и глюонами. Последний 
процесс напоминает, например, ио-
низацию атомов. Вопрос о порядке фазового перехода (или вообще 
о его отсутствии) имеет не только теоретический, но и практиче-
ский интерес. Дело в том, что в случае фазового перехода 1-го рода 
система адронов, кварков и глюонов может находиться в смешан-
ной фазе, подобно плавлению 
льда при нулевых температурах.  

К последним достижениям 
КХД на решетках относятся вы-
числения критической темпера-
туры и термодинамических 
свойств КГП для трех сортов 
кварков, с массами, близкими к 
реальным. Решеточные предска-
зания температуры перехода 
адроны-КГП приведены на рис. 
9.7 [9.12]. Две верхние точки 
соответствуют вычислениям в 
КХД с двумя сортами кварков. 
Остальные точки получены для 

Рис. 9.7. Решеточные предсказания
для критической температуры 

Рис. 9.4. Зависимость 
плотности энергии от 

температуры  
в ( )3SU -теории 

3
2

1
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теории с тремя кварками (легкие u, d и s-кварк).  
Выше были приведены результаты для величины ( ) 43p Tε −  в 

( )2SU -теории. На рис. 9.8 приведены результаты для ( )3SU  с 
массами кварков, близкими к реальным [9.13]. Можно сделать ана-
логичный вывод — вблизи критической температуры взаимодейст-
вие в системе весьма велико и свойства системы совершенно не 
похожи на свойства идеального газа. В разделе 9.4 будут обсуж-
даться данные с ускорителя RHIC, которые подтверждают такую 
картину поведения сильновзаимодействующей материи при ~ cT T .  

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

Рис. 9.8. Зависимость величины ( ) 43p Tε −  от температуры 

 
Другая важная проблема, связанная с учетом фермионных сте-

пеней свободы в РКТ, — киральная симметрия КХД. Как уже об-
суждалось выше, в безмассовой КХД, не содержащей размерных 
параметров, при спонтанном нарушении симметрии возникают два 
радиуса — один соответствует радиусу конфайнмента ( 1≈  фм), 
другой ( ~ 1 3  фм) — радиусу «одетого» конституентного кварка. 
Поэтому, в принципе, в КХД может существовать два фазовых пе-
рехода при двух критических температурах cT  и Tχ . При темпера-
туре Tχ  киральная симметрия восстанавливается, параметр порядка 
— кварковый конденсат 0

T Tχ>
ψψ → , конституентные кварки пе-

реходят в токовые кварки. Адроны, конституентные и токовые 
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(морские) кварки могут быть в термодинамическом равновесии при 
cT T≈ , Tχ .  

Прежде всего, обратимся к вычислениям зависимости кварково-
го конденсата от температуры. На рис. 9.9 (слева) показано поведе-
ние величины ,l sΔ , которая определяется следующим образом: 

 
, ,

,

,0 ,0

l
l T s T

s
l s

l
l s

s

m
m
m
m

ψψ − ψψ
Δ =

ψψ − ψψ
, (9.25) 

где индекс l относится к легким сортам кварков (u и d), а индекс s 
соответствует странному кварку. В киральном пределе 0lm → , 

, , ,0l s l T l
Δ = ψψ ψψ  — стандартный параметр порядка для ки-
ральной симметрии, отнесенный к своему вакуумному значению. 
Как видно, в достаточно узкой области температур происходит бы-
строе «плавление» кирального конденсата, свидетельствующее о 
восстановлении киральной симметрии. Связан ли этот процесс с 
деконфайнментом? На правой части рис. 9.9 приведена зависи-
мость значения петли Полякова — параметра, характеризующего 
свойство конфайнмента, от температуры. Наиболее быстрое изме-
нение происходит в той же области температур, что и плавление 
кирального конденсата. Таким образом, вычисления на решетках 
предсказывают, что восстановление киральной симметрии и де-
конфайнмент происходят примерно при одинаковых температурах. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 9.9. Температурные зависимости величины ,l sΔ  (9.25) (слева) и значения 

петли Полякова от температуры (справа) [9.14] 
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Дополнительную информацию о природе фазового перехода де-
конфайнмента и восстановления киральной симметрии способен 
дать анализ температурных зависимостей масс адронов и их ши-
рин. Подобно методу правил сумм, обсуждавшемуся выше, в чис-
ленных расчетах на пространственно-временных решетках иссле-
дуется температурная функция Грина ( , )HG rτ  в фиксированном 
канале H (скалярном, векторном и т. д.), в который вносят вклад 
множество возбужденных состояний. Поскольку при конечных 
температурах временной размер решетки мал, можно изучать пове-
дение пространственной корреляционной функции 

( )( , ) ~ expH HG r m rτ −  на больших расстояниях, при этом Hm  оп-
ределяет экранированное значение адронной массы. С помощью 
этого метода получены указания на восстановление киральной 
симметрии при температурах cT T≈ . Действительно, масштабы эк-
ранирования в скалярном и псевдоскалярном канале оказываются 
вырожденными. Кроме того, масштабы экранирования в скалярном 
и псевдоскалярном канале практически неотличимы друг от друга, 
что указывает на частичное восстановление ( )1AU -симметрии 
[9.15]. 

Чтобы получить температурную зависимость масс частиц от их 
ширин, на пространственно-временных решетках исследуются 
временные корреляционные функции. Информация об адронных 
массах и квазичастичных возбуждениях содержится в спектраль-
ной функции 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

3

0

, exp ,

cosh 2
, ,

sinh( 2)

H H

H

p d r ipr G r

d p
∞

σ ω = τ =

ω τ−β
= ωσ ω

ωβ

∫

∫
 (9.26) 

При конечных температурах временная корреляционная функ-
ция определяется на небольшом числе узлов решетки, поскольку 
температура связана с протяженностью Nτ  решетки в этом направ-
лении соотношением ( )1N aTτ = , где 0.3a ≈  фм — расстояние 
между узлами решетки. Поэтому при моделировании КХД при ко-
нечных температурах используются анизотропные решетки [9.16]. 
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В работе [9.17] получена температурная псевдоскалярная спек-

тральная плотность ( )
2

⎛ σ ω ⎞
⎜ ⎟ω⎝ ⎠

 из температурной корреляционной 

функции ( ) 3G T Tτ  для температур 0.4 cT T= , 0.6 cT T= , 1.5 cT T=  
и 3 cT T=  на решетке размером 364 16×  (рис. 9.10). Как видно из 
этого рисунка, спектральная функция в псевдоскалярном канале 
резко изменяется при температурах вблизи cT . Полюс, имеющийся 
в спектральной функции при cT T< , исчезает в кварк-глюонной 
фазе.                               

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 9.10. Зависимость спектральной функции 
в псевдоскалярном канале от температуры 

      
На рис. 9.11 изображена фазовая диаграмма, полученная в КХД 

на пространственно-временной решетке [9.18] в координатах масс 
кварков (u, d, s) и химического потенциала. Поверхность, соответ-
ствующая фазовому переходу второго рода, является границей ме-
жду областью фазового перехода первого рода и кроссовером. По-
скольку массы u и d кварков малы (несколько мегаэлектронвольт), 
а масса s кварка 150sm ≈  МэВ, вертикальная линия на рис. 9.11 
представляет собой «физическую» линию. Вдоль этой линии про-
исходит фазовый переход. Как видно из рис. 9.11, при малых μ фа-
зовый переход «адроны–кварк-глюонная плазма» имеет характер 
кроссовера, а при больших μ — фазовый переход 1-го рода. Такое 
преобразование кроссовера в фазовый переход 1-го рода предпола-
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гает наличие критической точки [9.19]. До настоящего времени по-
иск такой критической точки с помощью исследования пособытий-
ных флуктуаций не увенчался успехом. По-видимому, критическая 
точка еще не достигнута. 

 

 
Рис. 9.11. Фазовая диаграмма в координатах  
кварковых масс и химического потенциала 

 
Фазовая диаграмма сильновзаимодействующей материи в коор-

динатах температура – барионный химический потенциал ( ),T μ  
схематически показана на рис. 9.12. Линии соответствуют грани-
цам между различными фазами адронной материи. Прерывистая 
линия – ожидаемое положение критических точек, т. е. линия, за 
которой уже нет фазового перехода 1-го рода. Основное состояние 
ядерной материи (атомные ядра) соответствует состоянию с 

930μ ≈  МэВ. Линия, начинающаяся в этой точке, обозначает гра-
ницу фазового перехода «жидкость-газ», обнаруженного в ядро-
ядерных столкновениях при низких энергиях. Экзотическая об-
ласть низких температур и больших плотностей (μ) имеет отноше-
ние к астрофизике, и, по-видимому, не достижима в лабораторных 
условиях. 

В заключение раздела отметим, что как феноменологические 
модели ядерного вещества, так и расчеты на пространственно-



 179

временных решетках указывают на возможность фазового перехо-
да адроны–кварк-глюонная плазма при высоких плотностях и (или) 
высоких температурах. Такие экстремальные состояния ядерного 
вещества могут быть реализованы в столкновениях релятивистских 
тяжелых ионов. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 9.12. Детальная фазовая диаграмма ядерного вещества 
 

9.2. Сжатая и нагретая адронная материя 
в столкновениях релятивистских тяжелых ионов 

 
9.2.1. Пространственно-временная картина  

адрон-адронных и ядро-ядерных взаимодействий 
 
Прежде чем перейти к рассмотрению ядро-ядерных взаимодей-

ствий при высоких энергиях, следует напомнить пространственно-
временную картину адрон-адронных столкновений. В рамках пар-
тонных представлений о структуре адронов, их взаимодействие при 
высоких энергиях происходит следующим образом: 

1. Перед взаимодействием релятивистские адроны представля-
ют собой ансамбли партонов (валентных и морских кварков, ан-
тикварков и глюонов), распределенных по доле импульса адрона, 
переносимого ими. Эти начальные функции распределения парто-
нов извлекаются из экспериментальных данных по глубоконеупру-
гим eN , Nμ , Nν и Nν  взаимодействиям. 
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2. В результате адрон-адронного взаимодействия часть наибо-
лее быстрых партонов не участвует в коллективных взаимодейст-
виях и формирует лидирующие вторичные адроны. Сравнительно 
медленные партоны сталкивающихся ядер взаимодействуют друг с 
другом, образуя кварк-глюонную систему, чья эволюция приводит 
к формированию мягкой части спектра вторичных адронов. 

3. При определенных условиях, которые будут обсуждены ни-
же, многократные партон-партонные взаимодействия могут создать 
условия для установления термодинамического равновесия при 
начальной температуре iT . Последующая эволюция (расширение) 
происходит по законам гидро- и термодинамики, при этом темпе-
ратура системы падает.  

4. На конечной стадии эволюции температура понижается на-
столько, что система формирует невзаимодействующие адроны. 

Как известно, состояние партона (кварка, антикварка и глюона) 
в нуклоне описывается структурной функцией, зависящей от доли 
импульса x нуклона, переносимой данным партоном, и от квадрата 
переданного импульса 2Q . На рис. 9.13 показана зависимость глю-
онной структурной функции, извлеченной в эксперименте HERA, 
от переменной x при различных значениях 2Q . Видно, что с 
уменьшением x глюонная структурная функция быстро возрастает. 
При этом полное сечение адрон-адронного взаимодействия растет 
медленно (логарифмически) с энергией, а плотность глюонов в по-
перечном направлении к оси сталкивающихся нуклонов становить-
ся очень большой и достигает своего насыщения. Например, про-
цессы рекомбинации глюонов ограничивают дальнейший рост 
структурных функций. На рис. 9.13 изображена физическая карти-
на изменения плотности глюонов с малыми значениями x от энер-
гии сталкивающихся нуклонов. Глюоны с малыми x становятся 
«плотно упакованной системой», в которой величина константы 
сильных взаимодействий 1Sα . Такая слабосвязанная система 
называется конденсатом цветового стекла [9.20]. «Цветового», по-
скольку глюоны несут цветовые степени свободы. Глюоны с ма-
лыми значениями x возникают при размножении глюонов, несущих 
большие значения x. В системе бесконечного импульса глюоны с 
большими импульсами перемещаются очень быстро, и соответст-
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вующие им временные масштабы из-за Лоренц-преобразований 
оказываются увеличенными. Это запаздывание трансформируется 
в области малых x, поэтому для таких глюонов временные измене-
ния происходят еще более медленно, а это свойство характерно как 
раз для стекол.  

Поскольку 1Sα , квантовомеханическим состоянием такой 
системы является бозе-конденсат глюонов с характерными числа-

ми заполнения 1~
Sα

. В картине конденсата цветового стекла бы-

стрые глюоны являются источниками цветовых полей при малых x. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 9.13. Зависимость плотности глюонов от энергии столкновения 
 
В пользу этой картины свидетельствует хорошо известное экс-

периментальное свойство предельной фрагментации адронных 
взаимодействий. Это свойство состоит в том, что при столкновении 
двух частиц с фиксированной энергией в системе центра масс рас-
пределение рожденных частиц по продольному импульсу, отнесен-
ному к продольному импульсу одной из сталкивающихся частиц, 
не зависит от энергии. В картине конденсата цветового стекла пре-
дельная фрагментация связана с независимостью от энергии числа 
глюонов-источников. 

Другая важная экспериментальная особенность, свидетельст-
вующая в пользу существования конденсата цветового стекла, — 
так называемый геометрический скейлинг [9.21], наблюдаемый в 
глубоконеупругом рассеянии. Оказывается, что сечение взаимо-
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действия виртуального фотона с нуклоном, не зависит от перемен-
ных 2Q  и x, а зависит лишь от отношения 2 2

satQ Q : 

( )2 2~N
satF Q Q

∗γσ , причем масштаб насыщения 2 20~ ГэВsat
xQ
x

λ
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

0.3λ ≈  и 4
0 10x −≈ . Скейлинг наступает при 210x −<  и проявляется 

при всех имеющихся 2Q .  
В картине конденсата цветового стекла геометрический скей-

линг связан с наличием только одного масштаба — масштаба на-
сыщения 2

satQ . 
Конденсат цветового стекла можно рассматривать как новый 

универсальный тип материи. Новый, поскольку эта материя прояв-
ляет себя в столкновениях адронов и ядер при высоких энергиях. 
Универсальность заключается в том, что конденсат цветового стек-
ла не зависит от сорта адронов. 

Каких изменений следует ожидать при переходе от адрон-
адронных к ядро-ядерным взаимодействиям? Прежде всего, ядра 
являются более протяженными объектами, поэтому геометрия 
столкновения играет важную роль в ядро-ядерных взаимодействи-
ях. Кроме того, временные масштабы AA-взаимодействий гораздо 
больше NN-взаимодействий, и это приводит к интересным физиче-
ским следствиям. 

Говоря о переходе от адрон-адронных к ядро-ядерным взаимо-
действиям, следует отметить, что в режиме высокой плотности 
энергии в КХД доминируют не квантовые, а классические конфи-
гурации, содержащие большое число ( ~ 1 sα ) глюонов.  

Действительно, рассмотрим, например, взаимодействие вирту-
ального γ-кванта с ядерной мишенью, имеющей массовое число A. 
При малых значениях бьеркеновской переменной x, согласно соот-
ношению неопределенности, взаимодействие будет осуществляться 
на продольных расстояниях ~ 1z m x , где m — масса нуклона. Ес-
ли величина z превышает диаметр ядра, пробник (γ-квант) не раз-
личает отдельные нуклоны, и все партоны распределенные по 
площади 2~ 1 Q  (Q — переданный импульс) в поперечном направ-
лении, взаимодействуют когерентно. 

Плотность партонов в поперечной плоскости: 
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2

1/ 3
2

( , ) ~A
A

A

xG x Q A
R

ρ ≈
π

 (9.27) 

причем предполагается, что ядерная глюонная функция распреде-
ления ( )2,AG x Q  пропорциональна числу нуклонов A, а радиус ядра 

1 3~AR A . 
Пробник взаимодействует с партоном с сечением 2~ S Qσ α , 

поэтому в зависимости от величины переданного импульса Q, A и 
бьеркеновской переменной x можно выделить два режима: 

а) 1Aσρ <<  — режим некогерентных взаимодействий, описы-
ваемый теорией возмущений КХД; 

б) 1Aσρ >>  — режим плотной партонной системы. 
Граница между двумя режимами определяется условием 

1Aσρ ≈ , которое соответствует критическому значению переданно-
го импульса (масштабу насыщения), когда партонная система ста-
новится для пробника плотной: 

 
( )2

2
2

,A
s s

A

G x Q
Q

R
≈ α

π
. (9.28) 

В этом режиме число глюонов 

 ( ) ( )
2 2 2

2, s A
s

xG x Q Q R
Q
π

≈
α

, (9.29) 

где 2 2 ~s AQ R A . Как видно из этого выражения, число глюонов об-

ратно пропорционально ( )2
s Qα  и становится большим в пределе 

слабой связи КХД. Доминирующими в этом пределе являются 
классические конфигурации глюонных и кварковых полей. 

Почему физика малых x важна для столкновений тяжелых ио-
нов? Как уже отмечалось, быстрые партоны слабо взаимодейству-
ют между собой и фрагментируют в быстрые адроны. Медленные 
партоны сталкивающихся ядер взаимодействуют между собой и 
при фрагментации заселяют центральную область быстрот. Если 
ядерные столкновения рассматривать как суперпозицию фоковских 
состояний, то медленные партоны — это глюоны и кварки-
антикварки, несущие малую долю импульса ядра. При этом, чем 
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больше энергии сталкивающихся ядер, тем больше медленных пар-
тонов. В ядерных столкновениях фоковские состояния разрушают-
ся, и медленные партоны выходят на массовую поверхность, созда-
вая высокие плотности энергии, возможно, достаточные для обра-
зования кварк-глюонной плазмы.  

В теории возмущений КХД в пределе малых x глюонные «обла-
ка» образуются при тормозном излучении мягких глюонов. Плот-
ность партонов быстро растет при 0x → , нарушая при этом уни-
тарный (фруассаровский) предел. Однако если плотность партонов 
растет, становятся важными процессы рекомбинации и экраниро-
вания, и быстрый рост партонных распределений при малых x «на-
сыщается». 

Формула (9.28) определяет масштаб насыщения для конденсата 
цветового стекла в столкновениях релятивистских ионов. В после-
дующих главах будут обсуждаться экспериментальные сигналы 
конденсата цветового стекла, здесь же сделаем одно существенное 
замечание, касающееся ядерной структурной функции. 

Если партон входит в состав нуклона ядра, то его структурная 
функция будет зависеть не только от переменных x и 2Q , но и от 
переменной r , характеризующей положение партона относительно 
центра ядра. Действительно, свойства нуклонов в ядре изменяются 
по сравнению со свойствами свободных нуклонов, причем эти из-
менения тем больше, чем ближе нуклон расположен к центру ядра. 
А поскольку свойства нуклона определяются свойствами состав-
ляющих его партонов, ядерная структурная функция партона будет 
зависеть от его положения относительно центра ядра. 

Пространственно-временная эволюция центральных (с прицель-
ным параметром 0b = ) столкновений тяжелых ядер при энергиях 
RHIC или LHC выглядит следующим образом (рис. 9.14). В на-
чальный момент времени в нуклон-нуклонных столкновениях двух 
Лоренц-сжатых ядер (с толщиной ~ 1 фм) происходит взаимодей-
ствие партонов (кварков и глюонов), приводящее к множественно-
му рождению кварков, антикварков и глюонов. Рожденные кварки 
и глюоны, в свою очередь, взаимодействуют как между собой, так 
и с партонами, уже имеющимися в исходных ядрах и описываемы-
ми структурными функциями. Предполагается, что множественные 
партон-партонные взаимодействия могут привести к установлению 



 185

локального термодинамического равновесия в кварк-глюонной 
системе при температуре iT . Если i cT T>  (температура фазового 
перехода), то система находится в состоянии кварк-глюонной 
плазмы. КГП расширяется, температура уменьшается и достигает 
критической температуры cT . Если фазовый переход первого рода, 
ядерная материя проводит некоторое время в состоянии смешанной 
фазы, в которой сосуществуют кварки, антикварки, глюоны и ад-
роны. В этом состоянии происходит преобразование кварковых 
степеней свободы в адронные. Далее система расширяется и распа-
дается на невзаимодействующие частицы. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 9.14. Пространственно-временная картина столкновений тяжелых ионов 
 

9.2.2. Гидродинамическая модель расширения ядерной материи 
 
Образованная при начальной температуре iT  и плотности энер-

гии iε  кварк-глюонная плазма испытывает расширение, при этом 
температура падает. Этот процесс можно попытаться описать 
уравнениями движения идеальной релятивистской жидкости [9.22], 
дополнив уравнения релятивистской гидродинамики уравнением 
состояния ядерной материи. При температурах cT T=  кварки и 
глюоны начинают образовывать адроны, система находится в сме-
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шанной фазе. При cT T<  гидродинамическое расширение испыты-
вает адронный газ. Помимо уравнения состояния, важнейшую роль 
в гидродинамике играют начальные (граничные) условия. 

Уравнения гидродинамики, описывающие эволюцию ядерной 
материи, можно найти в работе [9.22]. Эти уравнения определяют 
эволюцию жидкости или газа в пространстве и времени. Состояние 
жидкости характеризуется локальными значениями температуры, 
энергии, энтропии и скорости. Если пренебречь диссипативными 
эффектами в такой жидкости (вязкостью, теплопроводностью), то 
тензор энергии-импульса релятивистской жидкости, движущейся 
со скоростью uμ , можно получить путем лоренц-преобразования 
из системы покоя: 

 ( )T p u u g pμν μ ν μν= ε + − . (9.30) 
Это уравнение следует дополнить уравнениями, выражающими 

законы сохранения энергии–импульса и барионного числа: 

 
0;

( ) 0,B

T

J n u

μν
μ

μ μ
μ μ

⎧∂ =⎪
⎨
∂ = ∂ =⎪⎩

 (9.31) 

где ( ),Bn x t  — локальная барионная плотность. Из выражений 
(9.30) и (9.31) имеем 

 ( ) 0u p uν ν
ν ν∂ ε + ε + ∂ = , (9.32) 

где ε — плотность энергии и p — давление. 
Следующий шаг — выбор координат, описывающих эволюцию 

ядерной жидкости в цилиндрической геометрии, причем ось z сов-
падает с направлением сталкивающихся ядер. В координатах z и t 
4-скорость uμ  элемента жидкости запишется в виде 

 ( )
2 2

1 1, , ,0
1

z r

z r

uμ = ν ν
−ν −ν

. (9.33) 

Если радиальная скорость ν 0r =  (это часто используемое при-
ближение), то оставшиеся компоненты uμ  параметризуются сле-
дующим образом: 

 ( )cosh ,sinh ,0,0uμ = θ θ , (9.34) 
где быстрота элемента жидкости 

 arctan ν zθ = . (9.35) 
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В переменных η и τ гидродинамические уравнения (9.32) для 
продольного расширения имеют следующий вид: 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

tanh tanh 0;

tanh tanh 0.

p

p p p

⎡ ⎤∂ε ∂ε ∂θ ∂θ
τ + θ−η + ε + + θ−η τ =⎢ ⎥∂τ ∂η ∂η ∂τ⎣ ⎦

⎡ ⎤∂ ∂ ∂θ ∂θ
+ θ−η + ε + τ + θ−η =⎢ ⎥∂η ∂η ∂τ ∂η⎣ ⎦

 (9.36) 

Эти уравнения следует дополнить третьим, учитывающим сохра-
нение барионного заряда: 

 ( )tanh 0.B B
B B

n nn n⎛ ⎞∂ ∂θ ∂ ∂θ
τ + + θ−η + =⎜ ⎟∂τ ∂η ∂η ∂τ⎝ ⎠

 (9.37) 

Таким образом, имеются три уравнения (9.36), (9.37) для четы-
рех неизвестных функций: плотности энергии ε, давления p, быст-
роты элемента жидкости θ, барионной плотности Bn . Все эти 
функции зависят от переменных η и τ. 

Поэтому для нахождения решений уравнений (9.36), (9.37) нуж-
но иметь еще одно и задать начальные условия. Таким дополни-
тельным уравнением является уравнение состояния, связывающее 
ε, p, T и S. Например, в качестве уравнения состояния можно ис-
пользовать уравнение состояния в модели мешков, обсуждавшееся 
выше. В литературе существует несколько предположений относи-
тельно начальных условий гидродинамического расширения.  

Далее будет обсуждаться сценарий расширения Бьеркена [9.23]. 
В этом сценарии учитываются несколько экспериментальных усло-
вий. Центральная область быстрот вторичных частиц во взаимо-
действии релятивистских ядер, как ожидается, «заселяется» π -
мезонами. Поэтому вполне оправданным выглядит предположение 
о нулевом барионном числе в центральной области быстрот. Усло-
вие 0Bn =  значительно упрощает гидродинамические уравнения. 
Во-вторых, время формирования частиц с большими продольными 
импульсами превышает время формирования медленных частиц. 
Это не что иное, как проявление парадокса близнецов теории отно-
сительности. Время формирования частицы тем больше, чем боль-
ше ее скорость. В сценарии Бьеркена эффект запаздывания учиты-
вается в граничных условиях. 
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Рассмотрим ансамбль частиц, рожденных в момент 0z t= = . 
Если только собственное время τ определяет эволюцию системы, за 
начальные условия удобно выбрать гиперболу 2 2

0t z− = τ  с по-
стоянным собственным временем 0τ . Пространственно-временная 
быстрота η определяет положение частицы на этой гиперболе. Два 
различных положения на гиперболе связаны Лоренц-
преобразованием в z-направлении. Так как частицы в элементе 
жидкости, по предположению, движутся свободно, их компонента 
скорости zv z t= . Состояние элемента жидкости с координатой z в 
момент времени t эквивалентно состоянию элемента жидкости с 
координатой z′  в момент времени zt z v′ ′= . Для zv z t=  простран-
ственно-временная быстрота η равна быстроте Y: 

 1 1 1ln ln
2 1 2

z z

z z

v E pY
v E p

+ +
= =

− −
, (9.38) 

если 4-импульс ( ), ,zp E p p⊥=  и p⊥  — поперечный импульс. 
Третья особенность спектров частиц в протон-протонных 

столкновениях — плато в инклюзивных спектрах частиц как функ-
ции Y. Плато в центральной области быстрот ожидается и в ядро-
ядерных взаимодействиях. Предполагается, что локальные термо-
динамические величины типа ε, p, T, S зависят только от 0τ , а не от 
( )0η τ  при гидродинамическом расширении. Таким образом, на-

чальные условия инвариантны относительно лоренц-
преобразований вдоль оси z. Поэтому будем искать решения урав-
нений (9.36), (9.37), зависящие только от τ: ( )ε τ , ( )S τ , ( ).T τ  

Подставляя zv z t=  в выражение для 4-скорости, получим: 

 
( )

( )

2 2

1 1, ,0,0
1

, ,0,0 cosh ,sinh ,0,0 ,

z

z r

u v
v v

t z

μ = =
− −

⎛ ⎞= = η η⎜ ⎟τ τ⎝ ⎠

 (9.39) 

Сравнение с выражением (9.34) позволяет заключить, что быст-
рота элемента жидкости совпадает с пространственно-временной 
быстротой η. При η = θ  уравнения (9.36) имеют следующий вид: 
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0;

0.

p

p
Y

∂ε⎧τ + ε + =⎪⎪ ∂τ
⎨ ∂⎪ =
⎪∂⎩

 (9.40) 

Уравнение для энтропии 

 0S S∂
τ + =
∂τ

 (9.41) 

имеет решение 

 0

0

S
S

τ
=
τ

. (9.42) 

Как видно, при интегрировании по трехмерному объему 
3 2

td x dYd x= τ , энтропия, приходящаяся на заданный интервал бы-
строт, остается постоянной при гидродинамическом расширении. 
Это утверждение, однако, не справедливо для процесса превраще-
ния кварк-глюонной плазмы в адронную фазу. 

В координатах ( ),τ η  уравнение для температуры 
 2 0sC Tτ= τ∂ = , (9.43) 

где sC  — скорость звука в ядерной материи: 

 2 .s
pC ∂

=
∂ε

 (9.44) 

Интегрирование уравнения (9.43) дает: 
 ( )

2

0 0 .sCT T= τ τ  (9.45) 

Для идеального газа безмассовых частиц 1 3sC = , поэтому 
температура убывает медленнее, чем плотность энтропии. Факти-
чески предсказываемое убывание температуры и плотности энер-
гии может быть еще более медленным, поскольку пренебрегалось 
поперечным расширением ядерной материи. 

В скейлинговых переменных эволюция ядерной материи имеет 
вид, показанный на рис. 9.15. При 0 i≤ τ ≤ τ  ядерное вещество на-
ходится в неравновесном состоянии, в области ( )i QQ τ < τ < τ  — в 

фазе равновесной кварк-глюонной плазмы, M — смешанная фаза 
из кварков, глюонов и адронов, H — адронный газ. При fτ = τ  сис-
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тема распадается на невзаимодействующие вторичные адроны.  
Легко видеть, что скейлинговые 
решения уравнений релятивист-
ской гидродинамики приводят к 
равномерному распределению 
вторичных частиц по быстротам 
— плато Фейнмана. Из рис. 9.15 
очевидны трудности экспери-
ментального детектирования 
эффектов образования кварк-
глюонной плазмы. Действи-
тельно, время жизни КГП 

Qτ ≈ τ , эта величина оказывает-
ся гораздо меньше времени fτ . 

Поэтому сигналы КГП в значительной степени «маскируются» ис-
пусканием частиц из адронной и смешанной фаз. 

 
9.2.3. Начальная плотность энергии  
термализованной ядерной материи 

 
Рассмотрим центральное (с прицельным параметром, равным 

нулю) столкновение двух одинаковых ядер с массовым числом A, 
имеющих в системе центра масс лоренц-фактор γ ( 1E mγ = >> , где 
m  — масса нуклона, E  — энергия, приходящаяся на нуклон). В 
продольном направлении ядра испытывают лоренц-сжатие до раз-
меров 1 32 2AR A mπγ ≈ γ , где AR  — радиус ядра A и mπ  — масса π-
мезона. В начальный момент 0t =  нуклоны сталкивающихся ядер 
взаимодействуют между собой, образуя адронный файербол. В по-
следующие моменты времени файербол расширяется со скоростью 
порядка скорости света. Оценим начальную плотность энергии 
файербола в столкновениях релятивистских тяжелых ионов.  

Для простоты заменим ядро «нуклоном», движущимся с лоренц-
фактором γ. При энергиях SPS высота плато в распределении вто-

ричных частиц по быстротам составляет 3chdn
dy

≈ , где chn  — число 

заряженных вторичных частиц. 

Рис. 9.15. Эволюция ядерной материи 
в скейлинговых переменных 
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Предполагая, что средняя энергия, приходящаяся на одну час-
тицу в центральной области быстрот, 400 МэВE ≈  и отношение 
числа нейтральных частиц к заряженным 0 0.5chn n ≈ , находим 
плотность энергии в интервале быстрот от y  до y dy+ : 

 3 1.8 ГэВ
2

chd E dn E
dy dy

≈ ≈ . (9.46) 

Если налетающие частицы не нуклоны, а ядра, то в приближе-
нии невзаимодействующих нуклонов предыдущее выражение сле-
дует умножить на число нуклонов A. Оценим плотность энергии 
файербола, толщина которого 2 xΔ , между двумя плоскими слоями, 

движущимися со скоростями xv
t

Δ
= ±

Δ
. Согласно скейлинговому 

решению, обсуждавшемуся выше, вторичные адроны будут огра-

ничены интервалом быстрот 2arctanh 2x xy
t t

Δ Δ⎛ ⎞Δ = ≈⎜ ⎟Δ Δ⎝ ⎠
. Тогда энер-

гия частиц 

 
d E

E A y
dy

= Δ . (9.47) 

Чтобы найти начальную плотность энергии iε , надо разделить 
энергию E на начальный объем: i iE Vε = . В скейлинговых пере-
менных элемент 4-мерного объема 

 4 2
td x d x d d= χτ τ . (9.48) 

Интегрируя 4d x  по χ в пределах 2y±Δ , получим: 
 2

i A iV R y= π τ Δ , (9.49) 
где 2

ARπ  — площадь поперечного сечения сталкивающихся ядер 
( 1 31.2  фмAR A≈ ⋅ ). Тогда начальная плотность энергии файербола 

 
1 3 1

4.5фмi
i

d EA
dy

ε ≈
τ

. (9.50) 

При столкновении ядер свинца начальная плотность энергии для 
значений времени 1 фмiτ ≈  составляет 
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 3

ГэВ5
фмiε ≈ . (9.51) 

Эта плотность энергии примерно на порядок величины больше 
нуклонной плотности энергии в ядрах, и как было отмечено в пер-
вой главе, при таких плотностях энергии следует ожидать перехода 
ядерной материи в фазу кварк-глюонной плазмы. 

Важной особенностью формулы (9.50) для плотности энергии 
является ее пропорциональность 1 3A . Причина такой зависимости 
состоит в том, что в начальный момент гидродинамического рас-
ширения вклад в плотность энергии дают 1 3A  пар нуклонов. Важ-
ными являются вопросы:  

1) в каком объеме образуется ядерный файербол?  
2) достаточны ли энергии имеющихся ускорителей для 

формирования плотностей энергии согласно выражения (9.51)?  
Например, для SPS коллайдера ЦЕРН характерные энергии в 

системе центра масс ~500 ГэВ. Если вся имеющаяся энергия 
трансформируется в тепловую энергию файербола и плотность 
энергии достигает значений согласно формуле (9.51), то объем 
файербола должен составлять 500iV ≈  фм3. Эта величина сравнима 
с объемом тяжелых ядер (типа свинца). Однако имеющаяся энергия 
столкновения не полностью трансформируется в тепловую энер-
гию файербола, поскольку заметная доля энергии переносится ли-
дирующими частицами, не входящими в состав файербола. Это об-
стоятельство понижает оценку плотности энергии примерно в два 
раза, если вторичные лидирующие частицы несут ~50% энергии 
сталкивающихся частиц. С другой стороны, для повышения на-
чальной плотности энергии следует отбирать центральные столк-
новения ядер, т.е. иметь специальный экспериментальный триггер 
на такие события. 

 
9.2.4. Начальная плотность энтропии 

 
В этом разделе попытаемся связать начальную температуру iT  

ядерного файербола с характеристиками вторичных адронов и оце-
нить времена Qτ , Hτ  и fτ  в предположении сохранения энтропии 
в процессе расширения.  
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Условие сохранения энтропии означает отсутствие диссипации 
в процессе расширения. Заметим, что это предположение не озна-
чает, что взаимодействие между кварками и глюонами мало. Как 
известно, условие идеальности ядерной жидкости применимо то-
гда, когда характеристические времена и длины свободного пробе-
га частиц (кварков, антикварков и глюонов) удовлетворяют усло-
виям: 

 
,
,

t
L

τ <<⎧
⎨λ <<⎩

 (9.52) 

где t и L — временные и масштабные факторы, на которых такие 
гидродинамические величины, как плотность энергии, давление и 
т. д. испытывают значительные изменения. В какой степени эти 
условия выполнимы в столкновениях релятивистских ионов? Так 
как характерная длина свободного пробега кварков 1λ ≤  фм, а раз-
мер системы в поперечном направлении 1 3~AR A фм, условие 
(9.52) выполняется с хорошей точностью. Характерные времена 
взаимодействия кварков и глюонов ~ 1τ фм, поэтому первое из ус-
ловий (9.52) также выполняется с разумной точностью, если 
учесть, что время ~ 10t  фм — порядка времени взаимодействия 
ядер. Используя уравнение состояния идеальной кварк-глюонной 
плазмы, найдем для плотности энтропии 

 ( ) 2 34 Q

p dps g T
T dT

ε +
= = = π . (9.53) 

Согласно скейлинг-решению, плотность энтропии зависит от 
собственного времени ( ) ( ),s x t s= τ , тогда в момент времени τ пол-

ная энтропия ( ) ( )S s V= τ τ , где ( ) ( )4V d x′ ′τ = δ τ − τ∫ . Интегрируя 

по 4d x′ , получим ( ) 2 2A mV R Yτ = π τ ⋅ . Поэтому 
 ( )2 2 2 32 4 2A m A Q mS R Y s R g T Y= π ⋅ τ τ = π π τ⋅ . (9.54) 
Для того чтобы связать энтропию S с наблюдаемыми величина-

ми, предположим, что кварк-глюонная плазма расширяется в сме-
шанной и адронной фазах адиабатически, т. е. с сохранением эн-
тропии. Так как в адронной фазе пионный газ имеет уравнения со-
стояния (9.1)–(9.3), то по аналогии с (9.54) имеем в этой фазе 

 2 2 34 2H A mS g R Y T= π π τ , (9.55) 
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где Hτ > τ . В частности, в момент распада файербола на наблюдае-
мые адроны ( )fτ = τ : 

 2 m
dS dnS Y c
dy dy

π≈ ≈ , (9.56) 

где 3.6c ≈ ; dn
dy

π  — распределение по быстротам π-мезонов, рож-

денных в ион-ионных взаимодействиях.  
Сравнивая выражения (9.54) и (9.56), получаем соотношение, 

связывающее плотность энтропии с наблюдаемыми величинами 
[9.24]: 

 
2

2 2 3

1 1.2
i

i A i

c dn fm dns
R dy A dy

−
π π= =

τ π τ
. (9.57) 

Заметим, что плотность энтропии можно определить только в 
состоянии локального термодинамического равновесия, в то время 
как плотность энергии можно определить и в неравновесном со-
стоянии. Из выражения (9.57) находим связь начальной температу-
ры с iτ : 

 
1 3

2

2 2 3
1.2

4i
Q i

fm dnT
g A dy

−
π

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

π τ⎢ ⎥⎣ ⎦
. (9.58) 

Время термализации КГП iτ  может зависеть, в частности, от 
массового числа ядра. Например, в параметризации [9.25] 

AA pp
i i Aδτ = τ , 0 1 3< δ <  и 0.5pp

iτ =  фм. Точность этих оценок вре-
мен iτ  составляет порядок величины. Тогда из уравнения (9.58) 
следует, что iT  определяется с точностью до фактора два. 

Например, при столкновениях ядер 16 O  с ядрами Pb при энерги-
ях ЦЕРН [9.24] плотность рожденных π -мезонов составляет 

42dn
dy

π ≈ . Тогда получаем для времени термализации 0.1iτ = фм, 

320iT ≈  МэВ и начальную плотность энергии 17iε ≈ ГэВ/фм3. 
Время жизни в кварковой фазе 0.8Qτ = фм, 160cT = МэВ. Для ад-
ронной фазы 14fτ ≈ фм, 140fT mπ≈ ≈  МэВ. Как видно из этих 
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оценок, время жизни системы в кварковой фазе гораздо меньше, 
чем в адронной фазе, поэтому весьма непросто выделить сигналы 
КГП на фоне смешанной и адронной фаз. 

 
9.2.5. Статистическая модель рождения частиц 

в столкновениях тяжелых ионов 
 
Как известно, равновесное поведение термодинамических вели-

чин можно получить путем усреднения по статистическому ан-
самблю. При этом равновесное термодинамическое состояние ан-
самбля — это такое состояние, в котором плотность в фазовом 
пространстве однородна. В этом смысле однородное заполнение 
фазового пространства является необходимым и достаточным ус-
ловием равновесия. 

Основная величина, необходимая для вычисления выходов час-
тиц в столкновениях тяжелых ионов при статистическом подходе 
— производящий функционал ( ),z T V . В каноническом ансамбле 
для частицы i, несущей странность is , барионное число iB , 
электрический заряд iQ  и спин-изоспиновый фактор 

(2 1)(2 1)i i ig J I= + +  производящий функционал 

 2
2

0

ln ln 1 exp
2

i i i
i

Vg Ez dpp
T

∞ ⎡ ⎤−μ⎛ ⎞= ± ± −⎜ ⎟⎢ ⎥π ⎝ ⎠⎣ ⎦
∫ , (9.59) 

где знак “+” соответствует фермионам, а “–” — бозонам. 
Тогда плотность частиц 
 3 3i b i s i i iB S Iμ = μ +μ +μ , (9.60) 

где T  — температура, 2 2
i iE p m= +  — полная энергия, 

3 3i b i s i i iB S Iμ = μ +μ +μ  — химический потенциал, связанный с хи-
мическими потенциалами барионного заряда, странности и элек-
трического заряда. При этом предполагается сохранение барионно-
го заряда i i

i
V n B Z N= +∑ , странности 0i i

i
V n S =∑  и электриче-

ского заряда 3 2i i
i

Z NV n I −
=∑ . 
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Эти ограничения оставляют только два свободных параметра 
модели — температуру T и барионный химический потенциал bμ . 
На самом деле, конечно, не определен объем системы, и поэтому 
следует сравнивать отношения выходов различных частиц, которые 
от объема не зависят. 

Очевидно, что большой канонический ансамбль — это про-
стейшая реализация статистического подхода, приемлемая для сис-
тем с большим числом рожденных частиц. Однако для небольших 
систем (например, рожденных в периферических ядро-ядерных 
столкновениях) или при столкновениях ядер при низких энергиях 
описание системы каноническим ансамблем является более адек-
ватным. Переход от большого канонического ансамбля к канониче-
скому ансамблю приводит к уменьшению числа частиц («канони-
ческое подавление»). Например, в каноническом подходе хорошо 
описываются выходы частиц в e e+ − -аннигиляции, хотя необходимо 
ввести феноменологический фактор подавления странности. 

На рис. 9.16 представлены отношения выходов различных час-
тиц в Pb+Pb столкновениях при энергиях 158 ГэВ/нуклон (ЦЕРН). 
Как оказалось, экспериментальные данные хорошо описываются в 
статистическом подходе, если использовать параметры 

(170 5)МэВT = ± , (225 10)МэВbμ = ± . На рис. 9.17 изображены 
отношения выходов частиц в условиях RHIC (при энергиях 130 и 
200 ГэВ/нуклон).  

В этом случае данные описываются статистической моделью, 
если выбрать параметры 176 МэВT =  и 30 40МэВbμ = ÷ . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 9.16. Отношения выходов частиц в Pb+Pb столкновениях 

при энергиях 158 ГэВ/нуклон (ЦЕРН) 
 



 197

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 9.17. Отношения выходов частиц в условиях RHIC 
 
Если нанести извлеченные из экспериментальных данных зна-

чения T  и bμ  на фазовую диаграмму ядерной материи, то она бу-
дет выглядеть так, как представлено на рис. 9.18. 

На этом рисунке извлеченные из экспериментальных данных 
значения (T , bμ ) изображены точками, приведены также траекто-
рии, на которых происходит вымораживание адронного газа, соот-
ветствующие постоянной плотности энергии ( 3500 МэВ/фмε = ) и 
постоянной барионной плотности ( 30.12 фмbn −= ). Граница между 
адронной материей и кварк-глюонной плазмой, рассчитанная в ре-
шеточной КХД, обозначена 
(LQCD). Квадратики определяют 
положения критических точек для 
различных способов вычислений в 
решеточной теории [9.26].  

Как видно из рис. 9.18 при энер-
гиях SPS извлеченные из экспери-
ментальных данных параметры 
( ), bT μ  близки к фазовой границе, 
полученной в решеточных вычис-
лениях. Означает ли это, что уже 
при энергиях SPS достигается рав-
новесие? Как отмечено в работе 
[9.27] скорости столкновений час-
тиц и временные масштабы рас-

Рис. 9.18. Фазовая диаграмма 
по данным термальной модели 
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ширения адронной материи не позволяют сделать вывод об уста-
новлении равновесия при энергиях SPS, хотя наличие фазового пе-
рехода при этом не исключается. 

 
9.3. Корреляции между поперечной энергией и прицельным 
параметром в столкновениях релятивистских тяжелых ионов 

 
9.3.1. «Жесткая» и «мягкая» компоненты поперечной энергии 
 
Как видно из (9.50), начальная плотность энергии пропорцио-

нальна 1 3A  для центральных столкновений ядер (с прицельным 
параметром, равным нулю). Для нецентральных соударений зави-
симость плотности энергии от массового числа гораздо слабее, чем 

1 3A . Таким образом, наибольших iε  следует ожидать именно в 
центральных соударениях. Но как экспериментально отбирать эти 
соударения, ведь прицельный параметр не является величиной, не-
посредственно измеряемой в столкновениях ионов? 

В этом случае нужно найти измеряемую величину, которая бы 
коррелировала с прицельным параметром. В этой главе обсуждает-
ся метод косвенного измерения прицельного параметра по попе-
речной энергии в столкновении iE E⊥ ⊥=∑ , где суммирование 

производится по всем частицам в событии 2 2
i i iE m p⊥ ⊥= + , im  и 

ip⊥  — масса и поперечный импульс i -й частицы. 
Отметим, что кроме измерения поперечной энергии в событии, 

существуют и другие методы определения прицельного параметра. 
В работе [9.28] предлагается извлекать прицельный параметр пу-
тем регистрации ядерных осколков после развала ядра в калори-
метре, установленном под углом RM  к оси сталкивающихся пуч-
ков (ZDC калориметр). 

В формирование поперечной энергии вносит вклад как «жест-
кая», так и «мягкая» составляющие в столкновении. «Жесткая» 
компонента обусловлена столкновениями кварков и глюонов с ха-
рактерными переданными импульсами, превышающими 

0 1 2p ≈ −  ГэВ/с — это масштаб, при котором применима теория 
возмущений КХД. «Мягкие» процессы с характерными 0p p⊥ < , 
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также дающие вклад в поперечную энергию, не описываются в 
рамках пертурбативной КХД, и их учет должен проводиться фено-
менологически. Будем предполагать, что «мягкая» часть протон-
протонного сечения неупр

pp pp
sσ = σ , где Ι + Ι  — сечение неупругого 

pp-взаимодействия. Если жесткая компонента сечения в столкно-
вениях ядер A  и B  формируется за счет независимых партон-
партонных взаимодействий, то среднее число жестких столкнове-
ний как функция прицельного параметра b представляется в виде 
суммы по всем типам партонов f (кваркам, антикваркам и глюо-
нам): 

 ( ) ( )0, ,H f
AB AB NN

f
N b N b s p=∑ , (9.61) 

где 

 ( ) ( )0
0 2

,
, , 2

f
AB NNf

AB NN

d s p
N b s p

d b

σ
= , (9.62) 

и сечение 2

f
ABd

d b
σ  рождения партона сорта f вычисляется в теории 

возмущений КХД [9.29]. Тогда распределение по поперечной энер-
гии E⊥  можно записать в виде: 

 

( )2

1

11

exp
!

1 .

NHH
AB H

AB
N

ppN N
H

i ipp
ii H i

N bd d b N
dE N

ddE E E
dE

∞

=⊥

⊥ ⊥ ⊥
== ⊥

⎡ ⎤σ ⎣ ⎦ ⎡ ⎤= −⎣ ⎦

σ ⎛ ⎞δ −⎜ ⎟σ ⎝ ⎠

∑∫

∑∏∫
 (9.63) 

Как показано в работе [9.30], при числе жестких столкновений 
5 7H

ABN ≥ ÷ , распределение (9.63) при фиксированном значении 
прицельного параметра хорошо аппроксимируется распределением 
Гаусса: 

 
( )

( ))(
( )

2

2
22

1 exp
22

AB
H

H

HH

E E bd d b
dE bb

⊥ ⊥

⊥

⎡ ⎤−σ ⎢ ⎥= −⎢ ⎥σπσ ⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ , (9.64) 
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где средняя поперечная энергия ( )AB
HE b⊥  и дисперсия ( )H bσ  про-

порциональны, соответственно, первому и второму E⊥  моментам 
сечений жестких процессов [9.31]. 

Мягкая компонента пропорциональна числу нуклон-нуклонных 
столкновений: 

 ( )s pp
AB AB sN T b= σ , (9.65) 

где 30 мбнpp
sσ ≈  для энергий SPS в ЦЕРН и 60 мбнpp

sσ ≈  для 
энергий LHC, а ( )ABT b  — функция ядерного перекрытия, учиты-
вающая геометрию столкновений ядер A и B: 

 ( ) ( ) ( )2
AB A BT b d rT r T b r= −∫ . (9.66) 

Функция локальной ядерной толщины 
 ( ) ( ),A AT r dz z r= ρ∫ . (9.67) 

Например, для центральных столкновений одинаковых ядер 
2 2 4 3(0)AAT A R A≈ π ≈ . 

Поскольку мягкая компонента в формуле (9.65) очень слабо за-
висит от энергии, обычно предполагается, что мягкая и жесткая 
составляющие разделяются на протон-протонном уровне и поэтому 
являются не зависимыми друг от друга при любом прицельном па-
раметре. 

Тогда средняя поперечная энергия и ее стандартное отклонение 
имеют вид: 

 
( ) ( )

( ) ( )
0

2 2
1

,

,

AB AB
H AB

H AB

E b E T b

b T b
⊥ ⊥= + ε

σ = σ + ε
 (9.68) 

где 0ε  и Lγγ  извлекаются из данных по распределениям попереч-
ной энергии при энергиях SPS. В табл. 9.1 приведены данные по 
первому и второму E⊥  моментам мягкой компоненты для детекто-
ров STAR и PHENIX на RHIC и ALICE, CMS на LHC. Видно, что 
для LHC жесткая компонента превосходит мягкую на порядок ве-
личины. Для RHIC вклад мягкой составляющей в Lγγ  соизмерим с 
жесткой и даже несколько превышает ее.  
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                Таблица 9.1 

Эксперимент 0ε  (мбн ГэВ) 
2 2

1 2 1 22 cosb b b b b= + − φ  
(мбн ГэВ2) 

CMS 144 960 

ALICE 60 200 

STAR 27 10.5 

PHENIX 90 35 

 
9.3.2. Определение прицельного параметра столкновения ядер 

в экспериментах на RHIC 
 
На рис. 9.19 представлены нормированные на единицу плотно-

сти вероятностей того, что в столкновении ядер золота на ускори-
теле RHIC в калориметре STAR (PHENIX) будет зарегистрировано 
событие с поперечной энергией 500(200) ГэВE⊥ = . Из графиков 
видно, что столкновение при указанных поперечных энергиях 
должно произойти с прицельным параметром b R≈ . Точность оп-
ределения прицельного параметра составляет 0.6 фм≈  для уста-
новки STAR и 1 фм≈  для PHENIX. Оказывается, что, отбирая по-
перечную энергию в определенных интервалах ее значений, можно 
выделять столкновения ядер в определенных интервалах прицель-
ного параметра. Эти корреляции весьма важны с точки зрения сиг-
налов формирования кварк-глюонной или адронной плазмы в 
столкновениях релятивистских тяжелых ионов. Дело в том, что 
наибольшие плотности энергии следует ожидать в центральных 
столкновениях, поэтому интенсивность сигналов нагретой материи 
убывает в периферических столкновениях, отбор которых произво-
дится по корреляциям между AAL  и прицельным параметром. 
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Рис. 9.19. Плотность вероятности события с заданной поперечной энергией  

как функция прицельного параметра 
 
На ускорителе RHIC в установках STAR и PHENIX прицельный 

параметр определяют следующим образом. Эти установки содер-
жат ZDC (Zero Degree Calorimeter), расположенные на расстоянии 
нескольких десятков метров от точки взаимодействия пучков, т. е. 
находятся за пределами влияния магнитного поля установки. На-
помним, что в калориметре определяют энергию нейтральных час-
тиц, в большинстве случаев это нейтроны, которые практически не 
рассеиваются после взаимодействия ядер. 

Корреляция ZDC сигнала с множественностью событий служит 
характеристикой геометрии столкновения ядер. В периферических 
столкновениях, при большом прицельном параметре, образуется 
только несколько нейтронов и, соответственно, множественность в 
таком событии невелика. В более центральных столкновениях, при 
уменьшении прицельного параметра, количество образованных 
нейтронов быстро растет, достигая насыщения и затем уменьшает-
ся при малых прицельных параметрах. В то же время множествен-
ность события увеличивается при уменьшении прицельного пара-
метра. Таким образом, в центральных столкновениях получаем не-
сколько нейтронов и высокую множественность в событии.  
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На рис. 9.20 для эксперимен-
та STAR показана корреля-
ция между энерговыделени-
ем в ZDC и множественно-
стью событий в центральном 
триггерном калориметре 
CTB (Central Trigger Barrel), 
измеряющем поперечную 
энергию заряженных частиц 
[9.32]. Таким образом, кор-
реляция между CTB и ZDC 
может быть использована как 
триггер для определения 
«центральности».  

На рис. 9.21 показаны 
корреляции между сигналом 
от ZDC (нормированным на 

максимальное энерговыделение в ZDC) и множественностью собы-
тий в BBC (Beam-Beam Counters), измеряющих число частиц, в 
эксперименте PHENIX [9.33]. Основываясь на корреляции 
рис. 9.21, полное геомет-
рическое сечение может 
быть разбито на бины (как 
показано линиями на ри-
сунке), содержащие опре-
деленный процент «цен-
тральности», т. е. они по-
казывают долю событий в 
фиксированных интерва-
лах прицельного парамет-
ра (например, бину с 0–
5% соответствуют цен-
тральные столкновения с 
прицельным параметром 

1 фмb < ). 
 

 

Рис. 9.20. Корреляция между 
сигналами в ZDC и CTB 

Рис. 9.21. Корреляция между 
сигналами в ZDC и BBC 
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9.4. Экспериментальные сигналы образования нагретой 
и сжатой ядерной материи в столкновениях 

релятивистских тяжелых ионов 
 

9.4.1. Экспериментальные сигналы, чувствительные  
к природе фазового перехода 

 
В этом разделе будут описаны экспериментально измеряемые 

величины, чувствительные к природе фазового перехода в ядерной 
материи, в частности, к порядку фазового перехода. Основными 
характеристиками вторичных частиц являются их распределения 
по быстротам и поперечным импульсам. Для извлечения уравнения 
состояния требуется определить измеряемые величины, связанные 
с термодинамическими переменными ( ),Tε μ , ( ),s T μ  или ( ),p T μ . 
Сигналом фазового перехода 1-го рода в конечном объеме ядерно-
го файербола может быть быстрый рост эффективного числа сте-
пеней свободы в небольшом (~10 МэВ) интервале температур. 
Число степеней свободы содержат величины 3s T или 4Tε , по-
этому нужно определить экспериментально измеряемые величины, 
связанные с s, ε, p и T. Оказывается, что температура и давление 
определяются по среднему поперечному импульсу вторичных ад-
ронов p⊥ , а энергия и энтропия — по распределению частиц по 
быстротам.  

Ниже будет показано, как связаны dN
dY

 с начальной плотностью 

энтропии 0s  и начальной плотностью энергии 0ε . Будет видно, что 
зависимость среднего поперечного импульса p⊥  вторичных час-

тиц от dN
dY

 соответствует зависимости T от s или T от ε. Отметим, 

что выполаживание зависимости p⊥  от dN
dY

 предложено Ван Хо-

вом [9.34] в качестве сигнала фазового перехода.  
Измерение энтропии. Основная идея — попытаться связать 

плотность энтропии с плотностью частиц в конечном состоянии. 
Вторичные частицы, в основном, составляют π-мезоны. Поскольку 
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π-мезоны в масштабах адронных масс практически безмассовые, их 
энтропия s пропорциональна числу π-мезонов N. В частности, для 
плотностей имеем 

 s n= α  (9.69) 
где 3.6α ≈  для безмассовых π-мезонов. Распределение по быстро-
там можно получить интегрированием плотности частиц. Если 
элемент 4-объема выразить через η и собственное время τ, то 

 4 2
tN nd x n d d d x= = τ τ η∫ ∫ . (9.70) 

Тогда число частиц, приходящихся на единицу быстроты в мо-
мент времени fτ : 

 ( ) 2, ,f t f t
dN n x d x
d

= τ η τ
η ∫ . (9.71) 

Из уравнений (9.42), (9.69) следует: 

 ( ) ( )2 2
0 0 0

1 1, , , ,t f f t t t
dN d x s x d x s x
d

= τ τ η = τ τ η
η α α∫ ∫ . (9.72) 

Если начальная плотность энтропии 0s  не зависит от попереч-
ной координаты tx , то распределение частиц по быстротам в ко-
нечном состоянии пропорционально плотности энтропии в началь-
ном состоянии: 

 0 0 0
1 ( , ) t

dN s A
d

= τ τ η
η α

, (9.73) 

где 2
tA R= π — площадь поперечного сечения ядра. Например, 

множественность на единицу быстроты при центральном соударе-
нии ядер 16Ο  (с радиусом 3R ≈ фм) составляет примерно 150 . Ес-
ли время 0 1τ ≈ фм, то начальная плотность энтропии 3

0 20 фмs −≈ . 
Измерение плотности энергии. Для того, чтобы получить вы-

ражение для начальной плотности энергии 0ε , подобное (9.73), 
нужно иметь соотношения, связывающие 0s  и 0ε  и 0ε  и 0T , а затем 
исключить из них начальную температуру 0T . Из термодинамиче-
ского выражения p Tsε + =  и уравнения состояния модели мешков 
имеем: 

 ( )( )2
0 0 01 sB C T sε − + = , (9.74) 
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где фактор 1 3  для безмассового газа частиц заменен на 2
sC , квад-

рат скорости звука в ядерной материи. Отметим, что, как и ранее в 
модели мешков, 

 4
0 0B gTε − = . (9.75) 

Фактор g для безмассовых u-, d-кварков, антикварков и глюонов 
равен: 

 
2 27 2 2 2 3 2 8 111

30 8 90
g π π⎛ ⎞= × × × × + × =⎜ ⎟

⎝ ⎠
. (9.76) 

Различные факторы в этом выражении соответствуют спиновым 
состояниям кварков, антикварков, цветам, ароматам, глюонным 
степеням свободы; 7 8  возникает за счет квантовой статистики 
Ферми—Дирака. Тогда из формул (9.74), (9.75) имеем: 

 
21

0 2
0(1 )

sC

t s

dNB g
A C g d

+
⎡ ⎤α

ε = + ⎢ ⎥+ τ η⎣ ⎦
. (9.77) 

Это выражение связывает распределение вторичных частиц по 
быстротам с начальной плотностью энергии 0ε . 

Распределение частиц по поперечному импульсу. Рассмотрим 
сначала связь между средним поперечным импульсом вторичных 
частиц p⊥  и E S . В системе покоя элемента жидкости распреде-
ление по импульсам частиц изотропно. Для ультрарелятивистской 
жидкости полный импульс равен энергии, поэтому средний попе-
речный импульс пропорционален энергии, приходящейся на одну 
частицу: 

 
4

Ep
N⊥

π
= . (9.78) 

Если заменить E и N соответствующими плотностями и выра-
зить плотность частиц n через плотность энтропии, то получим: 

 
4

p
s⊥

απ ε
= . (9.79) 

Это выражение определяет зависимость p⊥  от температуры 

через отношение 
s
ε . Когда 

s
ε  вычисляется в модели мешков, то 

( )1 3
0~ cp s s⊥ , где cs  — критическая плотность энтропии. При 
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0 cs s≈  средний поперечный импульс как функция ( )1 3
0 cs s  или 

dN
dY

 будет выполаживаться. Поэтому наличие «полочки» в зависи-

мости p⊥  от dN
dY

 могло бы свидетельствовать о существовании 

фазового перехода. Однако следует иметь в виду, что при наличии 
как продольного, так и поперечного расширения соотношение 
(9.79) уже не применимо. 

Поперечное расширение может стать существенным как до, так 
и после распада жидкости на невзаимодействующие частицы. Если 
система распадается на невзаимодействующие частицы до того, как 
наступает поперечное расширение, то p⊥  не чувствителен к 
уравнению состояния и отражает свойства системы вблизи точки 
кинетического вымораживания (freezeout) — развала на невзаимо-
действующие частицы.  

Энтальпия и давление. Средний поперечный импульс p⊥  
можно найти, используя решения гидродинамических уравнений. 
Средний поперечный импульс записывается через среднюю попе-
речную быстроту TY  теплового движения и быстроту θ элемента 
жидкости 

 ( )sinh Tp m Y⊥ π= + θ . (9.80) 
Энтальпия системы находится по p⊥ , если быстрота элемента 

жидкости θ зависит от системы в начальном состоянии [9.22]: 

 0 0
2 ln

1
s

R
s

C p
C p

ε +
θ =

+ ε +
, (9.81) 

где Rθ  находится из решения гидродинамических уравнений. Под-
ставляя (9.81) в (9.80), получим 

 
2(1 )

0 0~
2

s sC C
m pp

p

+

π
⊥

⎛ ⎞ε +
⎜ ⎟ε +⎝ ⎠

. (9.82) 

Теперь надо выразить правую часть этого выражения через на-
блюдаемые величины. Средний поперечный импульс зависит от 
давления системы. Быстрота элемента жидкости есть функция от 
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плотности энергии в момент развала системы на невзаимодейст-
вующие частицы. По аналогии с (9.81) можно записать 

 ( ) 0
2 ln

1
s

f
s f

C p
C p

⎛ ⎞
θ ε = ⎜ ⎟⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

, (9.83) 

 
( )21

0

2

s s

T

C C

Y

f

m pp e
p

+

π
⊥

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (9.84) 

Измерение p⊥  иногда называют барометром состояния в 
столкновениях тяжелых ионов. Если скорость звука и давление в 
точке развала известны, то измерение p⊥  позволяет оценить дав-
ление 0p  в начальном состоянии. Уравнение (9.84) определяет 

p⊥  для адронного газа, состоящего из пионов в пренебрежении 
продольным расширением. Однако если отношения 0 fp p  или 

0 fε ε  в выражении (9.84) заменить плотностью распределения 

пионов по быстротам, то p⊥  окажется гораздо больше экспери-
ментально измеряемых величин. Дело в том, что часть энергии не-
избежно трансформируется в продольное расширение.  

Выражения (9.83) и (9.84) представляют собой пример связи 

между наблюдаемыми величинами ( p⊥ , dN
dY

) и величинами, вы-

числяемыми на пространственно-временных решетках (ε, p и s).  
Выполаживание зависимости p⊥  

от dN
dY

 означает слабое изменение тем-

пературы и давления при резком воз-
растании плотности энергии и энтро-
пии, т. е. соответствует фазовому пере-
ходу первого рода в конечном объеме 
адронной жидкости. Характерное пове-

дение p⊥  от dN
dY

, схематично пред-

ставленное на рис. 9.22, действительно 

dN/dY 

< 
P T

 >
 

Рис. 9.22. Предсказание 
зависимости среднего 
поперечного импульса 
от множественности 



 209

наблюдалось в данных с Тэватрона (Фермилаб, США). На рис. 9.23 
показаны зависимости средних поперечных импульсов p⊥  K ± - и 

±π -мезонов в pp -аннигиляции как функции зарядовой множест-
венности частиц на единицу быстроты. К сожалению, это не един-

ственное объяснение подобной зависимости p⊥  от dN
dY

. Выпо-

лаживание может быть связано с чисто кинематическими ограни-
чениями, а также с процессами перерассеяния партонов и рождения 
министруй. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 9.23. Зависимости средних поперечных импульсов от множественности 

 
9.4.2. Испускание дилептонов в столкновениях 

релятивистских ядер 
 
Предположим, что начальные плотности энергий в столкнове-

нии ядер A и B таковы, что происходит образование кварк-
глюонной плазмы. Так как размер КГП невелик (порядка радиуса 
ядер), а сечение электромагнитных процессов мало (по сравнению 
с сильными взаимодействиями), дилептоны покидают систему 
практически без взаимодействий и несут информацию о ее состоя-
нии непосредственно в детектор. Дилептоны испускаются на всех 
стадиях эволюции системы, начиная с предравновесной КГП, и за-



 210

канчивая распадом адронной фазы на невзаимодействующие час-
тицы. Таким образом, в отличие от испускания адронов, выход ди-
лептонов чувствителен ко всем стадиям эволюции. В качестве ки-
нематических переменных, описывающих испускание дилептонов, 
удобно выбрать инвариантную массу дилептонной пары M, ее по-
перечный импульс p⊥  и быстроту Y . Тогда множественность ди-
лептонов с квадратом инвариантной массы 2M , поперечным им-
пульсом p⊥  в интервале быстрот dY  можно записать в виде: 

 4
2 4 4

V

dN dNR d x
dM dp dY d xd p⊥

= = ∫ , (9.85) 

где R — интеграл по 4-объему от скорости рождения дилептонных 
пар 4 4dN d xd p  с 4-импульсом p в пространственно-временной 
точке ( , )x t . Величина 4 4dN d xd p  зависит от температуры через 
( , )x t , и, следовательно, от фазового состояния системы. Фазовое 
же состояние (КГП или адронная фаза) определяет основные меха-
низмы генерации дилептонов через сечения элементарных процес-
сов и структурные функции, входящие в 4 4dN d xd p . Структурные 
функции отражают свойства среды, из которой идет испускание 
дилептонов — это могут быть кварки, антикварки и глюоны, нахо-
дящиеся в фазе деконфайнмента или адроны. В выбранной фазе 
источников дилептонов также может быть несколько. Нас будет в 
основном интересовать испускание дилептонов равновесной тер-
мализованной ядерной материей. Однако существуют и другие ме-
ханизмы генерации дилептонов — процессы Дрелла—Яна, пред-
равновесные процессы, а также распады резонансов (например ρ-
мезона) в адронной фазе. «Тепловые» дилептоны возникают при 
партонных соударениях в термализованной материи. Задача состо-
ит в том, чтобы попытаться найти интервал кинематических пере-
менных ( , ,M p Y⊥ ), в котором доминировало бы «тепловое» испус-
кание дилептонов над другими источниками. В этом интервале ве-
личина R будет чувствительной к кинетике фазового перехода и его 
порядку. 

Предположим, что величина R ( , )x t  определена как функция 
температуры T ( , )x t . Тогда интеграл по 4-объему в выражении 
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(9.85) можно вычислить с известной функцией T ( , )x t . Как было 
видно выше, эту зависимость можно определить в гидродинамике. 
В бьеркеновском сценарии эволюции пренебрегается поперечным 
расширением, и это приводит к сохранению энтропии. Ранее уже 
обсуждалось, что множественность адронов в конечном состоянии 
связана с начальными условиями расширения сохранением энтро-
пии. Поэтому, если известна плотность энтропии как функция вре-
мени, зависимость температуры от времени для функции ( )s T  оп-
ределена. Определим теперь скорость рождения частиц в простран-
ственно-временной точке x с 4-импульсом p. Общее выражение для 
скорости рождения дилептонных пар ( + −μ μ или e e+ − ) может быть 
записано в следующем виде: 

 
( ) ( )

( ) ( )

3 3
1 2

1 24 4 3 3
1 2

3 3 2

1 2 1 23 3

2 (2 ) 2 (2 )

,
2 (2 ) 2 (2 )

dN d q d qf q f q
d xd p E E

d q d q M p p p q q
E E

+ −+ −

+ −

= ×
π π

× →μ μ δ − −
π π

∫ ∫

∫ ∫
 (9.86) 

где M — матричный элемент процесса рождения дилептонной па-
ры при столкновении частиц 1p  и 2p  с импульсами 1q  и 2q ; p — 
импульс дилептонной пары, q+  и q−  — импульсы +μ  и −μ  (или e+  
и e− ). Статистические факторы ( )1f q  и ( )2f q  характеризуют ве-
роятность найти частицы 1p  и 2p  (массы m) с импульсами 1q  и 2q  
в адронной среде. Дилептонные состояния не содержат таких фак-
торов, поскольку пренебрегается перерассеянием дилептонов. В 
терминах сечения выражение (9.86) можно переписать в виде 

 ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

1 2

3 3
1 2

1 23 34 4

1 2 1 2

2 2

,

q q
d q d qdN v p p

d xd p

f q f q p q q

+ −= σ →μ μ ×
π π

× δ − −

∫  (9.87) 

где 
1 2q qv  — относительная скорость частиц 1p  и 2p : 

 
( )

1 2

2 4
1 2

1 2
q q

q q m
v

E E
−

= . (9.88) 
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В состоянии КГП основной процесс генерации дилептонов — 
слияние кварка и антикварка в виртуальный фотон, распадающийся 
на дилептоны: 

 qq ∗ + −→ γ →μ μ . (9.89) 
Функции распределения кварков и антикварков 1f  и 2f  задают-

ся распределениями Ферми—Дирака: 

 ( )
6

e 1
q uq

T

f −μ=
+

, ( )
6

e 1
q uq

T

f +μ=
+

. (9.90) 

Химический потенциал μ будем в дальнейшем полагать равным 
нулю, u — локальная 4-скорость элемента адронной жидкости в 
лабораторной системе отсчета, ( )q q  — 4-импульсы кварка (антик-
варка). Для продольного расширения адронной материи произве-
дение u q⋅  можно выразить через поперечную массу дилептонной 
пары M⊥ , быстроту Y и пространственно-временную быстроту 
элемента плазмы: 

 ( )coshu q M Y⊥⋅ = θ − , (9.91) 
где 

 

2 2 ;
1 ln ;
2
arctanh ,

z

z

M M p
E pY
E p

v

⊥ ⊥= +

+
=

−
θ =

 (9.92) 

где v z t=  — коллективная скорость жидкости. Если поперечная 
масса дилептона гораздо больше температуры, экспоненты в урав-
нении (9.87) имеют резкий пик при Yθ = . В этом случае не остает-
ся зависимости от θ . Тогда скорость рождения дилептонов в фазе 
кварк-глюонной плазмы в пространственно-временной точке 

( ), ,x x y⊥= τ  ( y  — локальная пространственно-временная быстрота 
элемента жидкости): 

 
*1 22 2 2

2кгп
4 4 4 2 2

2 41 1
4

E
l l T

i
dN m m e e

d xd p M M

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤α
= + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥π ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∑ . (9.93) 
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Индекс КГП относится к фазе кварк-глюонной плазмы, ie  — за-
ряды кварков, α  — электромагнитная константа, lm  — масса леп-
тона и * cosh( )E M y⊥= η− .  

В адронной фазе вклад процессов генерации дилептонов зависит 
от инвариантной массы дилептона. Для дилептонов с инвариантной 
массой ниже пика ρ-мезона значительный вклад дают процессы 
тормозного излучения дилептонов заряженными адронами. Для 
инвариантных масс M Mρ>>  важны процессы аннигиляции 

*hh + −→ γ →μ μ , где hh  — адроны, отличные от π -мезонов. В 
промежуточной области M Mρ≈  должен быть существенным 

вклад от процесса + −π π -аннигиляции: + − + −π π →ρ→μ μ . Сечение 
электромагнитного процесса ( )Mσ  модифицируется сильными 
взаимодействиями π-мезонов: 

 ( ) ( ) ( )
1 22

2
2

41 mM F M M
M

π
π π

⎛ ⎞
σ = − σ⎜ ⎟

⎝ ⎠
, (9.94) 

где 

 ( )
1 22 2 2

2 2 2

4 2 41 1
3

m mM
M M M

π π⎛ ⎞⎛ ⎞π α
σ = + −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
. (9.95) 

Обычно пионный формфактор выбирается в модели векторной 
доминантности с учетом лишь одного ρ-полюса. Тогда скорость 
рождения дилептонов в адронной фазе можно записать в виде: 

 

( ) ( )

3 22 22

4 4 4 2 2

22 *

2 41 1
48

exp

H m mdN
d xd p M M

F M E T

π π

π

⎛ ⎞⎛ ⎞α
= + − ×⎜ ⎟⎜ ⎟π ⎝ ⎠⎝ ⎠

× −

 (9.96) 

Выражения (9.93) и (9.96) характеризуют скорость генерации 
дилептонов из единицы объема КГП и адронной фазы. Для сравне-
ния полученных спектров с экспериментом необходимо учесть 
эволюцию ядерного вещества. 
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9.4.3. Интегрирование по 
пространственно-временному расширению 

 
Предположение о бьеркеновском характере расширения ядер-

ной материи в процессе ядро-ядерных столкновений существенно 
упрощает нахождение выхода дилептонов. В этом случае элемент 
4-объема 4 2d x d dyd x⊥= τ τ , где τ — собственное время в системе 
покоя элемента жидкости, y — пространственно-временная быст-
рота этого элемента и x⊥  — поперечная координата. 

В этом приближении, как уже отмечалось, пренебрегается попе-
речным расширением, а термодинамические величины (ε, p, s, T) 
зависят только от собственного времени τ. Тогда выход дилептонов 

 
( ) ( )( )

max

min

2
2 2 4 4

гидро 1
2

f

i

y
ph ph

y

dN dN
d dy d x T

dM d p dY d xd p

τ

⊥
⊥ τ

= τ τ τ∫ ∫ ∫ . (9.97) 

Индекс ph  в этом выражении указывает на фазу, из которой 

идет испускание дилептонов, ( )f iτ − τ  — продолжительность на-

хождения системы в определенной фазе, быстрота y изменяется 
между минимальной miny  и максимальной maxy  быстротой пучка 
сталкивающихся ядер. 

Уравнение состояния определяет зависимость ( )T τ , т. е. закон 
охлаждения ядерной материи. 

Наиболее часто обсуждаются два сценария расширения ядерной 
материи [9.22]: 1) фазовый переход 1-го рода, описываемый в мо-
дели «мешков», 2) фазовый переход 2-го рода с уравнением со-
стояния, извлекаемым из расчетов на пространственно-временных 
решетках. 

Используя скейлинговое решение для расширения системы при 
сохранении энтропии ( ) consts τ ⋅ τ = , можно найти соотношение, 
определяющее зависимость температуры от времени ( )T τ . Разница 
между фазовым переходом 1-го рода и 2-го рода будет заключаться 
в том, что средняя температура будет выше в стадии КГП в первом 
случае и ниже в адронной фазе во втором случае. Зная зависимость 
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( )T τ , можно проинтегрировать выражение (9.97). При этом в ста-
дии КГП 

 ( )
1 3

0
0T T τ⎛ ⎞τ = ⎜ ⎟τ⎝ ⎠

, (9.98) 

где для оценок можно использовать значения параметров 
0 300T ≈  МэВ, 0 1τ ≈ фм/с. 
В адронной фазе интегрирование производится от Hτ  до време-

ни развала системы на невзаимодействующие частицы. 
При фазовом переходе 1-го рода имеется смешанная фаза, в ко-

торой сосуществуют как кварковая, так и адронная фазы. Их отно-
сительный вес определяется фактором f — долей энтропии в фазе 
КГП: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )кгп, 1c c H cs T s T f s T fτ = τ + − τ , (9.99) 

где 3
кгп 148s аT= , 312Hs aT= , 2 90a = π . 

Отношение кгп Hs s  плотностей энтропии позволяет оценить 

времена кгпτ  и Hτ : кгп
кгп

37
3H

Н

s
s

τ τ = = . Большое различие в плот-

ностях энтропии между двумя фазами объясняет длительность пре-
бывания системы в смешанной фазе, поскольку необходимо время 
для преобразования кварковых степеней свободы в адронные. 

Функцию ( )f τ  можно выбрать в виде 

 ( ) 1 1
1

mixf r
r

τ⎛ ⎞τ = −⎜ ⎟− τ⎝ ⎠
, (9.100) 

где 37 3r =  — отношение числа степеней свободы в двух фазах, 

mixτ — время образования смешанной фазы. 
На рис. 9.24 представлены спектры дилептонов для двух случа-

ев: фазового перехода первого (а) и второго (b) родов. При этом 
распределение дилептонов проинтегрировано по поперечному им-
пульсу дилептонной пары, а быстрота дилептона выбрана равной 
нулю. Штрихпунктирная линия соответствует вкладу адронной фа-
зы, пунктирная — вкладу кварковой фазы, сплошная линия — 
сумме кварковой и адронной фаз. Две вертикальные линии разде-
ляют области, в которых различные фазы вносят основной вклад. 
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Слева направо: адронная фаза, смешанная фаза и фаза кварк-
глюонной плазмы. Основное отличие состоит в том, что в случае 
фазового перехода второго рода область дилептонных масс, в кото-
рую вносят вклад как кварковая, так и адронная фаза, значительно 

`уже, чем для фазового перехода перво-
го рода. Однако размер области инвари-
антных масс, в которую вносят вклад 
как кварковая, так и адронная фазы не 
является сигналом фазового перехода. 
Резкое изменение в механизме генера-
ции дилептонов должно отражаться на 
среднем поперечном импульсе p⊥  
дилептонной пары. Средний же попе-
речный импульс p⊥  можно опреде-

лить по спектру 2 2

dN
dM d p dY⊥

. Если най-

ти скорость изменения среднего попе-
речного импульса дилептонной пары 
d p

dM
⊥  как функцию M, то для фазового 

перехода второго рода в распределении 
d p

dM
⊥  должен быть пик, и 

этот пик является кандидатом на сигнал фазового перехода в ядер-
ной материи. Однако этот сигнал далеко не однозначен: как пока-
зано в работе [9.22], пик может быть связан с рождением и после-
дующим распадом на дилептоны тяжелых резонансов, например, 
′ρ (1600). Чтобы выяснить природу немонотонностей в функции 

d p
dM

⊥ , надо попытаться отобрать события в столкновениях тяже-

лых ионов с различными начальными температурами ядерной ма-

терии. Пиковая структура в зависимости 
d p

dM
⊥  от M в случае фа-

зового перехода второго рода более очевидна для низких началь-

Рис. 9.24. Спектры  
дилептонов для двух 

 типов фазовых переходов 
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ных температур, для больших начальных температур подобная 
структура ожидается и для фазового перехода первого рода. 

 
9.4.4. Свойства дилептонов, рожденных 
в кварк-глюонной плазме и адронном газе 

 
Приведенные выше формулы позволяют рассчитать спектры 

дилептонов, испускаемых кварк-глюонной плазмой и адронным 
газом. В этом разделе будут рассмотрены качественные свойства 
дилептонных спектров, способные служить диагностике образова-
ния термализованной ядерной материи в столкновениях релятиви-
стских тяжелых ионов. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 9.25. Распределение дилептонов по инвариантной массе 
 
На рис. 9.25 изображены зависимости спектров дилептонов 

2

dN
dydM

 от инвариантной массы пары для двух комбинаций на-

чальной iT  и критической cT  температур. Видно, что двухпионная 
аннигиляция (в адронной фазе) доминирует над кварк-
антикварковой аннигиляцией (в КГП фазе) в области масс дилеп-
тонов 0.4 ГэВ 2.0 ГэВM< < . Причина состоит в существовании ρ-
пика и в длительном нахождении системы в адронной фазе. Вклад 
кварковой фазы становится заметным для инвариантных масс 
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2М ≥ ГэВ, поскольку при высоких температурах аннигилируют, в 
основном, кварки и антикварки. 

Спектры дилептонных пар, испускаемых ядерной материей в 
условиях столкновения ядер на ускорителе LHC вычислены в рабо-
те [9.35]. На рис. 9.26 и 9.27 представлены спектры дилептонов для 

двух значений множественности 1736dN
dy

=  и 3830dN
dy

= . На этих 

рисунках сплошной линией изображен вклад адронной фазы, точ-
ками — вклад КГП. Как видно, в области масс 1.5 2.0M < ÷ ГэВ и в 
условиях LHC доминирует вклад адронной фазы. 

 
Вклад пионной аннигиляции в дилептонный спектр имеет пик 

при M mρ=  и исчезает при 2M mπ= . Поэтому можно ожидать, что 
в области 2 2m M mμ π< <  доминирует испускание из КГП. К сожа-
лению, в этой области не удается выделить вклад КГП из-за боль-
шого фона от Далиц-распадов 0 e e+ −π → γ  и + −η→ γμ μ .  

Спектры дилептонов, испускаемых КГП, обладают свойством 

M⊥ -скейлинга, т. е. функция кгп
2 2

dN
dM dyd p⊥

 зависит не порознь от 

Рис. 9.26. Спектр дилептонов 
для множественности 1736dN dy =

Рис. 9.27. Спектр дилептонов 
для множественности 3830dN dy =  
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величин M и p⊥ , а от их комбинации 2 2M M p⊥ ⊥= + . Поэтому 

при фиксированных M⊥  и y  дилептона спектр кгп
2 2

dN
dM dyd p⊥

 прак-

тически не зависит от величины массы дилептона M. Как видно из 
рис. 9.28, в нерезонансной области дилептонных масс 
1.2 2.7 ГэВM< <  сечение рождения дилептонных пар при фикси-
рованном M⊥  не зависит от M. Заметим, что при изменении M⊥  
дилептонов, соответствующем рис. 9.28, абсолютная величина се-
чения изменяется на несколько порядков величины! Важно, что 
спектр дилептонов при фиксированном значении M⊥  дилептонов, 
испускаемых из адронной фазы, отличен от константы из-за адрон-
ного (пионного) формфактора. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 9.28. Спектр инвариантных масс при фиксированном значении TM  

 
До сих пор обсуждалась лишь + −π π -аннигиляция как источник 

дилептонов из адронной фазы. Однако и другие адроны являются 
источниками дилептонов [9.36]. Как показано в работе [9.37], ско-
рость рождения дилептонов, включающая взаимодействие с акси-
ально-векторными мезонами, доминирует над другими источника-
ми для инвариантных масс 1.5 ГэВМ ≥ . Вклад трехпионных реак-
ций в спектр дилептонов исследован в работе [9.38]. Как и ожида-
лось, трехпионные реакции изменяют спектр дилептонов вблизи 
пиков ω и φ -мезонов. Сравнение трехпионных реакций с + −π π -
аннигиляцией показывает, что недостаточно рассматривать только 

+ −π π -аннигиляцию для дилептонов с массой М M φ> . 
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9.4.5. Отношение дилептонного и пионного спектров 
 

Дилептонный спектр зависит от времени формирования КГП iτ . 
Это время определяется по порядку величины: иногда оно выбира-
ется равным 1 фм, в других случаях 0.1 фмiτ ≈ . Таким образом, 
неопределенности в абсолютной величине выхода дилептонов ве-
лики. Чтобы избежать этой неопределенности, можно определить 
экспериментально измеряемую величину, которая не зависела бы 

от iτ . Величина dN
dy

, получаемая из 2 2

dN
dM dyd p⊥

 интегрированием 

по M и p⊥ , пропорциональна 2
iτ . Множественность заряженных 

пионов dN
dy

π

 пропорциональна iτ . Поэтому отношение выходов 

дилептонов к выходу π -мезонов 
2

dN dN
dy dy

π⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 не зависит от iτ  и, 

следовательно, от dN
dy

π

. Это отношение как функция dN
dy

π

 изо-

бражено на рис. 9.29. Отношение
2

dN dN
dy dy

π⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 должно быть моно-

тонно растущей функцией от dN
dy

π

, если система существует толь-

ко в термализованной адронной фазе. Если же начальная плотность 
энергии превышает критическое значение для перехода в фазу 

КГП, то отношение 
2

dN dN
dy dy

π⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 как функция dN
dy

π

 выходит на 

плато. При этом высота плато пропорциональна температуре фазо-
вого перехода сТ . Конечно, высота плато определяется и другими 
факторами, не учтенными в модели расширения Бьеркена. Напри-
мер, поперечное расширение ядерной материи уменьшает величину 
плато. На величину плато влияет и значение температуры fТ  рас-
пада системы на невзаимодействующие адроны. Тем не менее, из-
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мерение отношения
2

dN dN
dy dy

π⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 как функции от dN
dy

π

 является 

очень важным с точки зрения диагностики образования КГП в 
столкновениях тяжелых ионов. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

9.4.6. Неопределенности в сигналах  
адронного газа и кварк-глюонной плазмы 

 
Как уже отмечалось выше, неопределенности в величине iτ  и 

начальном объеме КГП ведут к значительной неопределенности в 
оценке вклада кварковой и адронной фаз в дилептонный спектр. 
Очевидно, что вклад кварковой фазы усилен при 0.1iτ =  фм, тогда 
как адронной фазы — при 0.1iτ ≥  фм. В качестве иллюстрации об-
ратимся снова к рис. 9.25. Видно, что адронная фаза доминирует в 
спектре дилептонов в области масс 2M <  ГэВ для 0.1iτ =  фм. Ес-
ли для iτ  выбрать значение 0.5iτ =  фм, то кварковая фаза будет 
преобладать в спектре и для масс 2M <  ГэВ. Таким образом, ве-
личина выхода дилептонов сильно зависит от времен жизни двух 
фаз. 

До сих пор обсуждалась только одномерная (бьёркеновская) 
картина эволюции ядерной материи. На самом деле эволюция од-

Рис. 9.29. Отношение выходов 
дилептонов и пионов как функция 

множественности пионов 
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номерна только в фазе кварк-глюонной плазмы и адронного газа, 
находящегося при температурах, близких к температуре фазового 
перехода cT . Однако при температурах fT T≈  — температуры раз-
вала системы на невзаимодействующие частицы — расширение 
ядерной материи будет трехмерным. Как ожидается, эффекты кол-
лективного поперечного расширения важны на конечном этапе 
эволюции ядерной материи в столкновениях тяжелых ионов.  

Рассмотрим зависимость дилептонного спектра по поперечной 
массе дилептона M⊥  от поперечного расширения ядерной материи. 
На рис. 9.30 для набора температур cT , iT , fT  показан дилептон-
ный спектр, нормированный на множественность заряженных час-
тиц, как функция M⊥  в отсутствие поперечного расширения. 
Сплошная линия на рис. 9.30 соответствует вкладу КГП, а три дру-
гие — вкладу адронного газа при фиксированных значениях масс 
дилептонов 0.4M = , 0.8 и 1.6 ГэВ. Видно, что вклад адронной фа-
зы из-за адронных форм-факторов имеет сильную М -зависимость. 

На рис. 9.31 тот же самый спектр дилептонов рассчитан с уче-
том поперечного расширения. Видно, что поперечное расширение 
практически не меняет вклада КГП в дилептонный спектр. Однако 
заметно изменяется вклад адронной фазы: а) уменьшается выход 
дилептонов с малыми поперечными массами; б) увеличивается вы-
ход дилептонов с большими поперечными массами. 

Выше рассматривалось испускание дилептонов термализован-
ной ядерной материей, находящейся в фазе КГП или адронной 
плазмы. Однако «тепловые» дилептоны очень не просто выделить 
на фоне других источников испускания. В порядке возрастания ин-
вариантной массы дилептонов фоновыми источниками по отноше-
нию к «тепловым» дилептонам являются: далиц-распады 0π - и 
η-мезонов, тормозное излучение заряженных адронов, распады ад-
ронных резонансов, предравновесные процессы и дрелл-яновское 
испускание дилептонов на начальных стадиях столкновения тяже-
лых ионов. Поэтому целью вычислений выходов дилептонов явля-
ется определение кинематической области испускания дилептонов, 
в которой «тепловое» испускание доминирует над другими источ-
никами дилептонов. Как показывают оценки, эта кинематическая 
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область невелика: 1 ГэВ 2 ГэВM< < , 1 ГэВp⊥ ≥ , именно здесь  
ищут «тепловые» дилептоны на SPS (ЦЕРН) и RHIC (БНЛ). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

9.4.7. Плавление резонансов в термализованной ядерной материи 
 
Наряду с дилептонами, которые практически не испытывают 

перерассеяний в КГП или адронной плазме, а поэтому могут слу-
жить «термометрами» этих фазовых состояний, этим свойством 
обладают частицы, содержащие тяжелые (c, b, …) кварки. Напри-
мер, длина свободного пробега J ψ , состоящего из очарованного 
кварка и антикварка, составляет ~ 10 фм, т. е. порядка размера тя-
желых ядер. Поэтому J ψ , родившись в ядерной среде, покидает 
её без изменения кинематических характеристик. Эксперименталь-
но J ψ  идентифицируется по пику в распределении по инвариант-
ной массе дилептона вблизи значения 3.1 ГэВM = . J ψ  может 
рождаться как в термализованной ядерной материи, так и в нетер-
мализованной, причем последний случай реализуется при неболь-
ших энергиях сталкивающихся ядер. Однако если формируется 
КГП, то в столкновении ядер возможны высокие температуры, при 
которых будет усилено образование cc -пар, а следовательно, и 

Рис. 9.30. Спектр дилептонов 
по поперечной массе 

Рис. 9.31. Спектр дилептонов  
по поперечной массе с учетом 
поперечного расширения 
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J ψ -частиц. Таким образом, в случае образования КГП выход 
J ψ -частиц должен быть усилен. Однако это рассуждение не учи-
тывает тот факт, что cc  рождаются в среде термализованных квар-
ков, антикварков и глюонов. Ядерная среда может как усиливать, 
так и ослаблять процессы генерации частиц. Подобно обычной 
электрон-позитронной плазме, в термализованной КГП возникает 
цветовое экранирование (дебаевское экранирование) с радиусом 
экранирования ( )Tξ , зависящим от температуры среды. Радиус 
экранирования цветовых зарядов вычисляется в решеточных ка-
либровочных теориях. Очевидно, что если ( )Tξ  меньше радиуса 
J ψ  при данной температуре, то цветовой заряд с-кварка будет 
экранирован средой из легких кварков, антикварков и глюонов, и 
связанного состояния cc  не образуется. Оценки [9.39] ( )Jr Tψ  по-

казывают, что уже при температурах 250 ГэВT >  ( ) ( )JT r Tψζ ≤ , и 

выход J ψ -частиц подавлен. При этом предсказывается подавле-
ние выхода J ψ  в области поперечных импульсов 1 ГэВp⊥ ≈ . 

Однако подобное плавление J ψ  возможно и в адронной плаз-
ме за счет поглощения сопутствующими адронами, а также за счет 
перерассеяния J ψ  в конечном состоянии. Адронные модели по-
давления J ψ  [9.40] предсказывают плавное уменьшение выходов 
J ψ  при переходе от протон-протонных к протон-ядерным и ядро-
ядерным взаимодействиям, причем подавление J ψ  должно дос-
тигать насыщения в центральных соударениях. 

На рис. 9.32 изображено отношение выхода J ψ  к выходу 
дрелл-яновских + −μ μ -пар как функция поперечной энергии в 
столкновении ядер Pb при энергии 158 ГэВ/нуклон. Сплошная кри-
вая на этом рисунке соответствует предсказаниям моделей адрон-
ного поглощения. Видно, что при 40 ГэВE⊥ ≥  модели адронного 
поглощения не описывают выходов J ψ  в ядро-ядерных столкно-
вениях.  

Если, пользуясь моделью Бьеркена (9.50), оценить начальную 
плотность энергии в Pb+Pb взаимодействиях в условиях экспери-
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мента NA50, получатся значения 3~ 3.4 3.5 ГэВ фм÷ . На рис. 9.33 
показано отношение числа рожденных J ψ  к числу J ψ , предска-
занному моделями адронного поглощения, как функция начальной 
плотности энергии. 

 

 
Важно подчеркнуть, что адронные модели подавления J ψ , 

описывают выходы J ψ  в протон-протонных и протон-ядерных 
взаимодействиях. Как видно из рис. 9.33, адронные модели не опи-
сывают выходы J ψ  при плотностях энергий 32 ГэВ фмε > . При 
этом выход /J ψ  испытывает два скачка: один — при плотностях 

32.3 ГэВ фмε ≈ , а второй — при 33 ГэВ фмε ≈ . Первый скачок, 
по-видимому, связан с плавлением cχ -мезона, распадающегося на 
J ψ  путем испускания фотона c Jχ → ψ+ γ . Действительно, ра-
диус 

c Jr rχ ψ> , поэтому плавление cχ  должно происходить при 
меньших температурах, т. е. при меньших плотностях энергии. 
Второй скачок в выходе J ψ  при плотности энергии 

33 ГэВ фмε ≈  соответствует плавлению J ψ . 

Рис. 9.32. Отношение выхода J ψ  
к сечению процесса Дрелла-Яна 

как функция TE  

Рис. 9.33. Отношение выхода J ψ  
к предсказанному моделями ад-

ронного поглощения 
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Это интересное явление — «плавление» резонансов в термали-
зованной ядерной материи — должно наблюдаться не только для 
J ψ , но и для других резонансов. В спектре дилептонов, испус-
каемых из адронной фазы, должны быть пики, соответствующие 
ρ-, ′ρ -мезонам. В спектре же дилептонов от КГП эти пики отсутст-
вуют. Поэтому, чем выше i cT T> , тем менее заметны пики резонан-
сов в дилептонных спектрах. Пример такого поведения в спектре 
дилептонов по поперечной массе M⊥  приведен на рис. 9.34. Если 
пренебрегается поперечным расширением ядерной материи, попе-
речная масса дилептона тем больше, чем выше температура, при 
которой дилептон испущен. Кварк-антикварковая аннигиляция в 
КГП доминирует при i cT T> , 
поэтому относительный вклад 
адронной фазы уменьшается с 
ростом M⊥ . Это и наблюдается 
на рис. 9.34.  

В ряде работ [9.7, 9.41] 
«плавление» резонансов связы-
вают с восстановлением ки-
ральной симметрии в КГП, т. е. 
исчезновением конденсата 
кварковых полей ψψ .  

Рассмотрим явление восстановления киральной симметрии на 
примере векторных и аксиально-векторных мезонов. Сначала для 
двух сортов ( )2fN =  кварков определим векторные и аксиально-

векторные токи: 

 5,  ,
2 2

a a
a qV q q A q qμ μ μ μ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞τ τ
= γ = γ γ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (9.101) 

где aτ  — матрицы Паули. 
Тогда вакуумные свойства векторных и аксиально-векторных 

мезонов определяются соответствующими корреляторами: 

Рис. 9.34. Спектр дилептонов  
по поперечной массе 
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где ,
,

V A
μ νΠ  — спектральная функция [9.42], Fπ — пионная константа. 

Условия сохранения токов подразумевают поперечность тензора 
,
,

V A
μ νΠ : 
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2
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V A

V A V A

q q
q g s

q

s g q

μ ν
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μν
μν

⎛ ⎞
Π = − Π⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

Π = Π

 (9.103) 

где 2s q=  и gμν  — метрический тензор. 
Заметим, что изовекторная часть спектральной функции Im VΠ  

наблюдается в e e+ − -аннигиляции: e e+ −+ →четное число π-
мезонов в виде резкого пика, соответствующему ρ-мезону с массой 
≈ 770 МэВ. Аксиально-векторную часть Im AΠ  можно наблюдать в 
распаде τ-лептона: τ→ нечетное число π-мезонов. В этом случае 
возникает широкий пик 1(1260)a -мезона. Спектральные функции 

,
V
μ νΠ  и ,

A
μ νΠ  различны, и это есть следствие спонтанного нарушения 

киральной симметрии. 
Восстановление киральной симметрии, которое, как ожидается, 

должно происходить в столкновениях релятивистских тяжелых ио-
нов, должно проявляться в том, что векторные, аксиально-
векторные, а также скалярные и псевдоскалярные корреляторы 
становятся одинаковыми. Таким образом, вырождение различного 
типа мезонов по четности может служить сигналом восстановления 
киральной симметрии. 

Поскольку векторные и аксиально-векторные корреляторы «на-
сыщаются» резонансами (например, ρ-мезоном) весьма интересно 
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проследить, как изменяются свойства резонансов в зависимости от 
температуры T и барионной плотности в столкновениях тяжелых 
ионов. Векторный коррелятор наблюдаем в столкновениях тяже-
лых ионов в канале распада e e+ −ρ→ , поэтому эффекты восстанов-
ления киральной симметрии должны приводить к плавлению 
ρ-мезона — уменьшению его массы и уширению пика [9.43]. 

Более 10 лет назад коллаборация DLS сообщила об усилении 
выхода e e+ − -пар с инвариантной массой 2700 МэВ c

e e
M + − <  в яд-

ро-ядерных столкновениях. Недавно коллаборация CERES (на ус-
корителе SPS ЦЕРН) установила [9.44], что выходы e e+ − -пар в 
p+Au и p+Be столкновениях хорошо описываются «коктейлем» из 
адронных распадов ( 0 e e+ −π → γ , e e+ −η→ γ  и т. д.), в то время как в 
Pb+Au взаимодействиях превышение экспериментальных данных 
над ожидаемым сигналом составляет примерно фактор 3. На 
рис. 9.35 показаны экспериментальные данные коллаборации CE-
RES, а также вклады от распадов адронов, (штрих-пунктирные 
кривые), + −π π -аннигиляции (штриховая кривая) и вклад от ρ -
мезона, учитывающий изменение его свойств вследствие восста-
новление киральной инвариантности [9.42]. Видно, что экспери-
ментальные данные неплохо описываются, если предположить, что 
свойства ρ-мезона изменяются в плотной и нагретой ядерной среде. 

Однако восстановление киральной симметрии — не единствен-
ная причина, которая приводит к изменению его массы и ширины. 
В e e+ − -аннигиляции при 90  ГэВs =  наблюдается смещение пика 
ρ-мезона примерно на 30 МэВ [9.45]. В протон-протонных взаимо-
действиях при 27.5 ГэВs =  [9.46] получено значение 

2(0.7626 0.0026) ГэВm сρ = ± . Недавние данные коллаборации 

STAR [9.47] обнаруживают смещение положения пика ρ-мезона в 
minimum bias p+p столкновениях на величину 2~ 40 МэВ c  и на 

величину 2~ 70 МэВ c  в периферических Au+Au столкновениях. 
 



 229

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 9.35. Данные коллаборации CERES по выходу дилептонов малых масс 

 
Среди эффектов, приводящих к изменению параметров 

ρ-мезонов, следует отметить: перерассеяние пионов в процессах 
+ − + −π π →ρ→ π π ; бозе-эйнштейновские корреляции пионов от 

распада ρ-мезонов и пионов окружающей ядерной материи; интер-
ференция между различными каналами рассеяния пионов. Очевид-
но, что весьма непросто выделить на фоне этих процессов эффекты 
восстановления киральной симметрии в ядерной материи. 

Суммируя рассмотрение дилептонов, как сигналов образования 
КГП в ядро-ядерных взаимодействиях, можно сказать, что эти 
«термометры» несут важную информацию о свойствах среды, из 
которой произошло их испускание. 

 
9.4.8. Испускание фотонов 

 
Фотоны, подобно дилептонным парам, представляют собой хо-

роший «термометр» образования термализованной ядерной мате-
рии в столкновениях релятивистских тяжелых ионов. Фотоны ис-
пускаются на всех стадиях эволюции ядерной материи и очень сла-
бо взаимодействуют с окружающей средой. Основной источник 
фотонов — распады адронов, например, 0 ,π η→ γγ . Фотоны, рож-
дающиеся не в адронных распадах, называются прямыми. Сущест-
вует ряд механизмов образования прямых фотонов, и информацию 
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о формировании КГП способно дать обнаружение термального из-
лучения.  

В ходе охлаждения КГП и, далее, адронный газ излучает тер-
мальные фотоны. Форма p⊥ -спектра этих фотонов дает информа-
цию о температуре излучающей среды. Ожидается, что термальные 
фотоны будут давать значительный вклад в спектр прямых фотонов 
при достаточно малых значениях поперечного импульса: 

3 ГэВp⊥ ≤ . Аналогично изучению рождения дилептонов в ядер-
ных столкновениях, необходимо проинтегририровать скорости ис-
пускания фотонов в КГП и адронном газе по пространственно-
временной эволюции. Сравнивая полученные спектры с измере-
ниями, можно извлечь начальную температуру среды. Если эта 
температура окажется больше критической, то это является указа-
нием на формирование КГП.  

На рис. 9.36 приведено распределение прямых фотонов по по-
перечному импульсу, полученное на установке PHENIX (RHIC) 
[9.48]. Сплошными линиями показаны ожидания от жестких взаи-
модействий партонов, входящих в состав структурных функций 

сталкивающихся ядер. По-
скольку такие процессы опи-
сываются пертурбативной 
КХД, то их вклад известен 
достаточно хорошо (семейст-
во кривых отражает теорети-
ческие неопределенности). 
Отметим замечательный экс-
периментальный факт — опи-
санный механизм не способен 
насытить спектр при малых 
p⊥ , т. е. возможен вклад про-
цессов термального излуче-
ния. Оценки начальной тем-
пературы, извлекаемые из 
моделей, дают 
370 МэВ 570 МэВiT≤ ≤ , т. е. 
( )~ 2 3 cT÷ .  

Рис. 9.36. Спектр 
прямых фотонов, 

измеренный на RHIC 
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Отметим, что основная неопределенность связана с тем, что 
вклад в термальные фотоны дает как партонная фаза, так и адрон-
ный газ. 

 
9.4.9. Рождение странных частиц в КГП и адронной плазме 

 
В столкновениях релятивистских тяжелых ионов предсказыва-

ется усиление выхода странных частиц по сравнению с адрон-
адронными или адрон-ядерными взаимодействиями. Например, 
отношение K + +π  в экспериментах по столкновениям ядер на AGS 
в Брукхейвене и SPS в ЦЕРН больше примерно в 2 раза, чем в ад-
рон-адронных взаимодействиях при тех же энергиях. Эти данные 
трудно интерпретировать как сигнал образования кварк-глюонной 
плазмы, поскольку процессы перерассеяния частиц в нагретом ад-
ронном газе также приводят к росту отношения K π . Исторически 
рост отношения K π  в ядро-ядерных взаимодействиях рассматри-
вался как сигнал формирования КГП. Существуют, по крайней ме-
ре, две причины усиления выхода странных частиц в событиях с 
образованием КГП: 1. Независимо от барионной плотности, поро-
говые энергии для рождения странных частиц (странных кварков) в 
КГП гораздо ниже, чем для образования странных барионов и ме-
зонов в адронной фазе. В адронной фазе странные мезоны или ба-
рионы возникают при столкновении двух нестранных адронов. Ти-
пичная реакция 0p n K n++ → Λ + +  с наиболее низким порогом 
требует энергий, больших 671 МэВ. В кварк-глюонной плазме по-
рог образования двух странных кварков ss  в системе их покоя со-
ставляет 300 МэВ, т. е. заметно ниже, чем в адронной фазе. При 
данной температуре плотность невзаимодействующих странных 
кварков больше, чем плотность невзаимодействующих К-мезонов. 
Кроме того, масса К-мезона 494 МэВ≈  гораздо больше массы то-
кового s-кварка 180 30 МэВsm ≈ ± . 2. Вторая причина усиления 
странности «действует» при высоких барионных плотностях ядер-
ной материи, формируемых в областях фрагментации сталкиваю-
щихся ядер. Принцип Паули запрещает рождение пар легких квар-
ков uu  и dd . Для ss -пар такого запрета нет. Выход легких пар 
кварков подавлен большим барионным химическим потенциалом 
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Bμ , а для ss  подавление связано только с массой странного квар-
ка. Кроме того, u - и d -кварки имеют заметную вероятность ре-
комбинации с u- и d-кварками с формированием глюонов. Для 
странных кварков вероятность рекомбинации в глюоны гораздо 
меньше. Вследствие расширения ядерной материи и уменьшения 
температуры процесс gg → ss  выходит из теплового равновесия, 
т. е. процесс идет в прямом и не идет в обратном направлении.  

В среде, обогащенной u- и d-кварками, число безмассовых u - 
или d -кварков: 

 ( )
( ) ( ){ }

3

3
16

exp 12
d pn u

p T
=

+μ +π∫ . (9.104) 

Это число следует сравнить с числом странных кварков 

 ( )
( ) ( ){ }

3

3 1 22 2

16
2 exp 1s

d pn s
p m T

=
π + +

∫ . (9.105) 

При smμ >> , как видно из уравнений (9.104) и (9.105) 
( ) ( )n u n s<< . В низшем порядке теории возмущений КХД ss -пары 

рождаются при слиянии двух глюонов или аннигиляции легких 
кварков и антикварков, причем доминирующим механизмом явля-
ется глюонный. 

Как было уже отмечено выше, для дилептонов и фотонов доста-
точно сосчитать их скорость генерации в единице объема ядерного 
вещества. Из-за очень малого сечения электромагнитных взаимо-
действий дилептоны и фотоны испускаются плазмой без вторич-
ных взаимодействий. Странные же кварки участвуют в последую-
щей эволюции, и этим они существенно отличаются от дилептонов 
и фотонов. 

Странные кварки входят в состав странных адронов после пере-
хода КГП в адронную фазу. В свою очередь, странные адроны 
взаимодействуют с другими странными и нестранными адронами, 

поэтому плотность странных частиц dn
dt

 зависит от времени. Ниже 

мы увидим, что в случае статической плазмы dn
dt

 равняется 
0t

dn
dt =

, 
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т. е. плотности кварков в момент начала рождения странных квар-

ков. Далее, 0dn
dt

→ , когда достигается равновесное значение плот-

ности. Конечно, возникает вопрос: достигается ли вообще равно-
весное значение плотности странных кварков в столкновениях ре-
лятивистских ионов? Все зависит от соотношения времен установ-
ления равновесия ( )( )eq

eq eq sn nτ τ =  и времени существования фазы, 

в которой рассматривается эволюция странных частиц. 
Можно ожидать, что конкретный выбор сценария эволюции 

ядерной материи гораздо существеннее для странных частиц, чем 
для дилептонов и фотонов. Далее будет определено дифференци-
альное уравнение, описывающее время установления равновесия 
странных частиц.  

Считаем, что скорость генерации R странных кварков в КГП 
столь велика, что их плотность быстро достигает химически равно-
весного значения eq

sn . Следующее предположение состоит в том, 
что система расширяется и остывает столь быстро, что избыток 
странности сохраняется во времени, несмотря на возможность ан-
нигиляции ss  в глюоны. Чтобы получить отношения выходов час-
тиц в момент распада системы на невзаимодействующие частицы, 
сделаем следующие предположения: 

а) бьеркеновская картина расширения в пренебрежении вязко-
стью, теплопроводностью и поперечным расширением ядерной ма-
терии; 

б) в центральной области ( 0y ≈ ) барионная плотность равна 
нулю; 

в) будем использовать для описания эволюции ядерной материи 
уравнение состояния модели мешков. Как известно, в этой модели 
имеется фазовый переход 1-го рода. 

Тогда для расширяющейся КГП скорость изменения плотности 
странных кварков sn  задается следующим уравнением: 
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В этом выражении eq
sn  — равновесная плотность странных 

кварков, зависящая от времени через температуру T. Величина pR  
определяет число ss -пар, рождающихся в единицу времени в 
единице объема ядерной материи: 
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 (9.107) 

где ( ) ( ){ }2 2exp af K K m T= − +  и am  — масса частиц 1a  и 2a . В 

этом выражении из-за принципа Паули пренебрегается взаимодей-
ствием в конечном состоянии, что соответствует центральной об-

ласти быстрот с нулевым барионным зарядом. Фактор 1
1
⎛ ⎞
⎜ ⎟+ δ⎝ ⎠

 ис-

ключает двойной учет рождения ss -пар при слиянии двух глюо-
нов. Относительная скорость частиц 1a  и 2a  обозначена relv . Нако-
нец, сечение σ соответствует конкретному механизму генерации 
ss -пар в рассматриваемом фазовом состоянии системы. 
Сделаем еще несколько замечаний, поясняющих уравнение эво-

люции странности (9.106). Последнее слагаемое в в этом уравнении 
описывает уменьшение плотности ss -пар за счет расширения сис-
темы. Плотность странных частиц будет уменьшаться по тому же 
закону, что и плотность энтропии, т. е. ~1 t , если объем растет ли-
нейно со временем. Первое слагаемое в уравнении (9.106) характе-
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ризует скорость рождения ss -пар для нерасширяющейся ядерной 
материи, ограничиваясь в правой части статической частью, имеем 

 ( )2eq eqn Rτ = , (9.108) 
т. е. высокая скорость R генерации ss -пар предполагает малое 
время установления равновесия eqτ . 

Скорость остывания ядерной материи зависит от выбранного 
сценария эволюции. В фазе КГП с уравнением состояния в модели 
мешков зависимость температуры от времени 

 ( ) ( )1 3
i iT t T t t= . (9.109) 

Другие величины, входящие в уравнение (9.106): равновесная 
плотность eq

sn  странных частиц и скорость генерации pR  ( gg  или 

qq ss→ ) в фазе КГП. Плотность eq
sn  обычно выбирается в виде 

больцмановской экспоненты. Скорость генерации pR  вычислена в 
работе [9.49] и учитывает сечения КХД процессов gg ss→ , 
uu ss→  и dd ss→ . Наконец, для решения уравнения для плотно-
сти ( )sn t  в фазе КГП нужно задать начальные условия. Так как 
считается, что в сталкивающихся ядрах странных кварков нет, бу-
дем полагать ( ) 0s in t = , где it  — время формирования кварк-
глюонной плазмы. 

Сохраняющейся величиной в процессе расширения является 
разность между числом странных и антистранных частиц. Только 
если странные и антистранные частицы не взаимодействуют между 
собой, их числа сохраняются по отдельности. Таким образом, если 
плотность s-кварков, связанная с образованием K − -мезона, сохра-
няется, то это означает, что кварки и мезоны в обеих фазах пред-
ставляют собой идеальные газы. Как уже обсуждалось выше, из 
вычислений на пространственно-временных решетках следует, что 
картина идеального кваркового или адронного газа неверна в окре-
стности температуры фазового перехода cT . Поэтому при наличии 
взаимодействия между s- и s -кварками не совсем понятно, какая 
величина является мерой, определяющей содержание странных 
частиц той или иной фазы. 
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Обратимся теперь к эволюции странных частиц от момента ад-
ронизации КГП до развала системы на невзаимодействующие час-
тицы. Вид уравнения эволюции, подобного (9.106), зависит от сце-
нария расширения. В работе [9.50] рассмотрены два сценария: фа-
зовый переход 1-го рода и фазовый переход 2-го рода с перегревом 
и переохлаждением ядерной материи. В первом случае система 
расширяется адиабатически, находится в состоянии локального 
термодинамического равновесия, и можно использовать максвел-
ловское условие сосуществования двух фаз в смешанном состоя-
нии. Скорость образования адронных состояний больше скорости 
расширения, поэтому доля ( )1 ( )f t−  адронной фазы возникает сра-
зу после достижения системой критической температуры cT . Это 
происходит в момент времени 

 ( )3
1 i c it T T t= . (9.110) 

После этого температура остается постоянной до тех пор, пока 
все кварки и глюоны не перейдут в адроны, и смешанная фаза пре-
кратит свое существование. Обе фазы вносят вклад в плотность 
энтропии согласно соотношению 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1p c h cs t f t s T f t s T= + ⎡ − ⎤⎣ ⎦ , (9.111) 
где ps  и hs  — плотности энтропии в фазе КГП и адронной фазе. 
Объединяя последнее соотношение с временной зависимостью 
( )s t , получим 

 ( ) ( )337 3
34 34

i
i c

tf t T T
t

= − . (9.112) 

Фаза КГП трансформируется в адронную фазу в момент време-
ни 2t , которое следует из условия ( ) 0cf t = : 

 2 1
37
3

t t= . (9.113) 

Второй сценарий фазового перехода (с перенагревом и переох-
лаждением) реализуется тогда, когда граница между фазой КГП и 
адронной фазой содержит избыток энергии, т. е. велико поверхно-
стное натяжение между «каплями» КГП и адронной фазой. В этом 
случае фазовый переход происходит с некоторой задержкой, при 
температуре p cT T< . Адронная фаза находится в перегретом со-
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стоянии при температурах h cT T> , а КГП — в переохлажденном 
состоянии при p cT T< . 

В обоих сценариях скорости изменения dn
dt

 и K − -мезонов оп-

ределяются временами нахождения системы в адронной и кварко-
вой фазах. В максвелловском сценарии температура остается по-
стоянной и равной cT , а в сценарии с перегревом (переохлаждени-
ем) она уменьшается от h cT T>  к cT . 

Наконец, для нахождения плотности K − -мезонов нужно найти 
величины ( )( )hR T t  и ( )h cR T  в адронной фазе. В адронной фазе 

основными процессами генерации K ± -мезонов являются: 
K K+ − + −π π → + , 0 0K K− −π π →  и 0 0 K K+ −π π → .  

В столкновениях тяжелых ионов нельзя наблюдать плотности 
( )sn t . Вместо плотностей следует рассматривать отношения числа 

частиц, например, K − −π . Тогда отношение 
 ~ sK n n −

− −
π

π , (9.114) 

где sn  — плотность странных частиц в момент развала системы на 
невзаимодействующие адроны и n −π

 — плотность −π -мезонов. Для 
безмассовых пионов пионная плотность пропорциональна плотно-
сти энтропии 3~hs T , которая практически совпадает с полной 
плотностью энтропии адронного газа. Тогда отношение выходов 
частиц 

 ~ s hK n s− −π . (9.115) 
Это отношение следует сравнить с (плазма)s pn s  — отношени-

ем числа странных кварков в фазе КГП к плотности энтропии этого 
состояния. Вопрос состоит в определении того, что является мерой 
содержания странных кварков в фазе КГП. В работе [9.51] вместо 
отношения sn s  использовано s dn n  ( dn  — плотность d-кварков). 
Однако величиной, которой соответствует n −π

 в фазе КГП, являет-

ся плотность энтропии s, а не dn , так как степени свободы u- и 
d-кварков и глюонов должны адронизоваться в π-мезоны.  
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Зависимости sn s  и s eqn n  от времени вычислены для трех сце-
нариев эволюции ядерной материи: фазового перехода 1-го рода; 
сценария с перегретой (переохлажденной) ядерной материей без 
изменения энтропии ( )0SΔ =  и с удвоением энтропии при крити-
ческой температуре ( )cT S SΔ = . Чем выше начальные температу-
ры, тем быстрее плотность sn  достигает равновесного значения. 
Окончательное отношение K − −π  как функция начальной темпе-

ратуры iT  показано на 
рис. 9.37 для трех сценариев 
эволюции и трех наборов па-
раметров, соответствующих 
пунктирной, сплошной и то-
чечной кривым. Параметрами 
в расчетах являлись sα , мас-
са странного кварка sm  и 
время формирования КГП it . 
Очевидно, в сценариях с пе-
регревом (переохлаждением) 
K − −π -отношения слабо за-
висят от начальной темпера-
туры iT  и других параметров. 
Отношения K − −π  находятся 
в интервале 0.21–0.25, при 
этом химически равновесное 
значение составляет 0.217. 

Эти отношения в случае столкновений тяжелых ионов гораздо 
больше, чем в pp -взаимодействиях, для которых 

0.07 0.02K − −π ≈ ± . Для фазового перехода 1-го рода такое усиле-
ние (на фактор примерно три) возможно лишь при оптимистиче-
ском выборе параметров (пунктир на рис. 9.37) при всех начальных 
температурах 200iT ≥ МэВ.  

Для реалистических параметров (сплошная линия на рис. 9.37) 
фактор три можно получить при 250iT >  МэВ, а для «пессимисти-

Рис. 9.37. Отношение выхода као-
нов к пионам как функция на-

чальной температуры 
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ческого» набора параметров (точечная кривая на рис. 9.37) — даже 
при больших начальных температурах. Усиление отношения 
K − −π  на фактор три по сравнению с pp -столкновениями иногда 
трактуется как косвенный сигнал формирования кварк-глюонной 
плазмы. В отсутствие фазового перехода первого рода время жизни 
было бы настолько коротким, что отношение K − −π  не достигало 
бы равновесного значения. Поэтому, в отличие от дилептонов и 
фотонов, K − -мезоны не являются пробниками высокотемператур-
ной кварковой фазы, поскольку их избыток зависит от характера 
фазового перехода и последующей эволюции в адронной фазе. 

Интересно проследить чувствительность отношения K π  к ха-
рактеру фазового перехода адроны—кварк-глюонная плазма. Чаще 
всего КГП представляется как идеальный газ кварков, антикварков 
и глюонов, находящихся в фазе деконфайнмента. Однако вычисле-
ния на пространственно-временных решетках указывают на то, что 
связанные состояния чармония существуют вплоть до температур 

1.5 cT T≈  [9.52]. Более того, временные корреляторы и при темпе-
ратурах ~ 3 cT T  еще не достигают асимптотического поведения. 
При температурах cT T>  сильная «константа связи» изменяется 
вплоть до масштабов экранирования. При этом возможно форми-
рование связанных кулоновских состояний кварков и антикварков, 
а также связанных глюонных состояний [9.53]. Таким образом, 
вблизи cT  КГП представляет собой отнюдь не газ слабовзаимодей-
ствующих кварков, антикварков и глюонов. При ~ cT T  опреде-
ляющими являются непертурбативные взаимодействия КХД. 

Будем предполагать, что вблизи cT  формируются капли разме-
ром 1 2 фмR ≈ ÷ , состоящие из кварков, антикварков и глюонов, 
находящихся в фазе деконфайнмента. Кроме того, состояние сис-
темы должно быть синглетом по отношению к преобразованиям из 
цветовой группы ( )3SU . Синглетная природа такой КГП изменяет 
импульсные распределения кварков, антикварков и глюонов [9.54]: 
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 (9.117) 

При 1RT  из соотношений (9.116) и (9.117) получаем ферми- 
и Бозе-распределения для невзаимодействующего газа кварков, 
антикварков и глюонов. Как видно из этих же соотношений, усло-
вие синглетности подавляет кварковые и глюонные моды с им-

пульсами 1K
R

≤ , причем к условию синглетности более «чувстви-

тельны» глюонные функции распределения. 
Вычислим скорость рождения ss -кварков с функциями распре-

деления (9.116) и (9.117). Как уже отмечалось выше, каналами ге-
нерации странных кварков и антикварков ss  являются gg ss→  и 
qq ss→ . Тогда скорость генерации ss -пар, т. е. число ss -пар, 
рожденных в единице объема плазмы имеет две компоненты 

( , ) gg ss qq ssA R T A A→ →= + . При этом 
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 (9.118) 

где gg ss→σ  и qq ss→σ  [9.55] сечения реакций gg ss→  и qq ss→ . На 

рис. 9.38 представлено отношение скоростей рождения gg

qq

A
A

. Как 

видно из этого рисунка, для идеальной КГП в пределе 1RT  пол-
ная скорость генерации определяется глюон-глюонным слиянием. 
Однако при ~ 1 2RT ÷  основным каналом генерации ss -пар явля-
ется аннигиляция легких кварков и антикварков. Плотность энтро-
пии при этом возрастает вдвое при ~ 1 2RT ÷ . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 9.38. Отношение скоростей рождения странных кварков в реакциях 
глюонного слияния и кварк-антикварковой аннигиляции 

 



 242

Таким образом, как отмечено в работе [9.56] отношение K π  
как функция множественности рожденных частиц или, числа уча-
стников в ядро-ядерном столкновении может быть немонотонной: 
при числе нуклонов — участников ~100 в Pb+Pb взаимодействиях 
возможно возникновения минимума. 

Указания на существование подобного минимума имеются в 
данных коллаборации NA49 (ЦЕРН). На рис. 9.39 представлено 
отношение K + ±π  в pp, C+C, Si+Si, S+S и Pb+Pb при энергиях 158 
ГэВ/нуклон как функция числа участников столкновения. Поведе-
ние K π  от partN  действительно оказывается немонотонным: в 
районе 60partN ≈  (это центральные соударения для ядер серы) от-

ношение K π  примерно на 50% больше, чем для Pb+Pb взаимо-
действий с 60partN ≈  (периферическое столкновения). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 9.39. Отношение выходов положительно заряженных каонов и пионов  

как функция числа участников 
 
Рассмотренный пример показывает, что K π -отношение весьма 

чувствительно к динамике фазового перехода, и поэтому может 
служить его сигналом. 
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Отношения K + +π  и K − −π  измерялись в экспериментах Е802 
на AGS и NA34 в ЦЕРН. В обоих экспериментах исследовалась ки-
нематическая область рожденных частиц, соответствующая облас-
тям фрагментации ядер (с ненулевым барионным зарядом), поэто-
му результаты нельзя сравнивать с теоретическими оценками, 
предполагающими нулевой барионный заряд. Однако в обоих экс-
периментах видна одна и та же тенденция: отношение K + +π  рас-
тет на фактор два по сравнению с адрон-адронными и адрон-
ядерными взаимодействиями. Отношение K − −π  при этом практи-
чески не меняется. Однако это не означает, к сожалению, что 
кварк-глюонная плазма формируется в этих экспериментах. Для 
многих частиц, содержащих странные кварки, равновесные значе-
ния плотностей в нагретом адронном газе сравнимы с плотностями 
странных кварков в фазе КГП. Система же в равновесном состоя-
нии «забывает» о способе своего формирования. 

 
9.4.10. Гашение струй (jet quenching) 

в столкновениях релятивистских тяжелых ионов 
  
Обычно предполагается, что выход «жестких» пробников ( J ψ , 

e e+ − -пар, γ-квантов) в столкновениях релятивистских тяжелых ио-
нов пропорционален числу нуклон-нуклонных столкновений. Это 
ожидание, казалось бы, оправдано для жестких процессов (которые 
характеризуются большими значениями переданного 4-импульса), 
для которых можно пренебречь взаимодействиями в конечном со-
стоянии. Однако экспериментальные данные с RHIC по выходам 
адронов с большими поперечными импульсами в Au+Au столкно-
вениях указывают на их значительное подавление по сравнению с 
нуклон-нуклонными взаимодействиями.  

Адроны с большими p⊥  образуются в т. н. струйных событиях. 
Струей называется коллимированный поток энергичных адронов. 
Механизм возникновения струй следующий. Кварк одного из стал-
кивающихся адронов взаимодействует с кварком, антикварком или 
глюоном другого адрона. Если в таком процессе передаваемый 
квадрат 4-импульса велик ( ( )2 22 3  ГэВQ ≥ ÷ ), то процессы типа 
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1 2 3 4q q q q→ , 1 2 3q g q q→ , gg ggg→  порождают в конечном состоя-
нии энергичные партоны. Партоны несут цветовой заряд, следова-
тельно, не могут наблюдаться. Однако жесткие партоны адронизу-
ются, образуя потоки адронов — струи, которые можно регистри-
ровать в эксперименте. 

По сравнению с адронными взаимодействиями в столкновениях 
тяжелых ионов ядер при высоких энергиях появляется очень важ-
ное обстоятельство: жесткий партон, «прародитель» струи, взаимо-
действует со сильновзаимодействующей средой, образованной в 
столкновении. В процессе распространения в ядерном веществе 
партон теряет свою энергию, а значит и полная энергия струи будет 
меньше. Такой эффект был назван гашением струй. (Оригинальный 
термин “jet quenching” иногда переводится буквально — «сжатие» 
струй.)  

Согласно современным представлениям, доминантным меха-
низмом потерь энергии в КХД является излучение глюонов при 
столкновениях быстрых партонов. 

Конечно, очень трудно измерить в столкновениях тяжелых ио-
нов потери энергии отдельного партона, поскольку из-за большой 
множественности сложно изолировать струю, в которую фрагмен-
тирует рассматриваемый партон. Однако потери энергии партонов 
связаны с потерями энергии лидирующего адрона, в который он 
фрагментирует. 

Уже отмечено, что потери энергии ведут к подавлению лиди-
рующих адронов с большими поперечными импульсами. Кроме 
того, возможно исследовать дисбаланс, возникающий, когда энер-
гичные партоны проходят различную толщину ядерного вещества. 

Производя количественное сравнение подавления струй в ядер-
ных столкновениях по сравнению с протон-протонными столкно-
вениями, можно исследовать свойства образованной материи. 

Величиной, которая характеризует подавление струй, является 
следующее отношение: 
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= =
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⋅

 (9.119) 

где b  — прицельный параметр, а ( )AAT b  — функция ядерного пе-
рекрытия, характеризующая число неупругих нуклон-нуклонных 
столкновений.  

В центральных столкновениях на RHIC было обнаружено, что 
1AAR << , то есть образование струй подавлено, они «гасятся» сре-

дой. Это одно из самых сильных указаний на то, что в столкнове-
ниях ядер на RHIC формируется КГП. 

 

 
Рис. 9.40. Зависимость фактора подавления AAR  от поперечного импульса [9.57] 

 
Действительно, большая часть свойств, которые обнаруживает 

это подавление, согласуется с потерями энергии партона за счет 
излучения глюонов. 

1. Величина подавления при максимальных энергиях состав-
ляет 0.2AAR ≈ , что предполагает формирование очень плотной сис-
темы с начальной плотностью глюонов 1000gdN dy ≈ . Эта оценка, 
в свою очередь, согласуется с данными по множественности заря-
женных частиц. 
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2. Подавление носит универсальный характер: при значениях 
5 ГэВTp > , измерения 0π , ±π , η дает 0.2AAR ≈ , в то время как пер-

турбативные оценки давали бы 1AAR = , что наблюдается для фото-
нов, не участвующих во взаимодействиях в конечном состоянии 
(см. левую часть рис. 9.40). 

3. Плато в зависимости от p⊥ . При 5 ГэВTp > , ( )AAR p⊥  ос-
тается постоянным вплоть до значений 14 ГэВTp ≈ . Такое поведе-
ние согласуется с модельными предсказаниями. 

4. Подавление растет с ростом энергии столкновения, по мере 
того, как увеличиваются начальные партонные плотности (правая 
часть рис. 9.40) 

Важную информацию дает также изучение двучастичных ази-
мутальных корреляций. Выберем триггерную частицу с большим 
p⊥  и построим азимутальное распределение ассоциированных ад-
ронов ( )ассоц. триг.p p⊥ ⊥<  ( )1 triggerN dN d Δφ . На рис. 9.41 представлены 

азимутальные корреляции, измеренные на RHIC. Как видно, в 
столкновениях Au+Au наблюдается исчезновение пика при 

180Δφ = , что связано с потерями партона в среде. В то же время, в 
p+p и d+Au столкновениях такого исчезновения не обнаруживает-
ся. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 9.41. Азимутальные распределения относительно триггерной частицы [9.58] 
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Таким образом, наблюдение гашения струй на RHIС дает веские 
основания полагать, что в столкновениях тяжелых ядер при энер-
гии 200 ГэВ нуклонs =  образуется плотная сильновзаимодейст-
вующая среда, проходя через которую энергичный партон теряет 
свою энергию за счет излучения глюонов. 

 
9.4.11. Коллективное расширение ядерной материи 

в столкновениях релятивистских ядер 
 
Как мы уже отмечали, в столкновениях релятивистских ядер 

может сформироваться термализованная среда, состоящая из адро-
нов или кварков. Такой среде должны быть присущи коллективные 
явления, как, например, коллективное расширение. Так, поперечная 
энергия в событии будет содержать не только компоненту, связан-
ную с температурным хаотическим движением, но и компоненту 
коллективного движения. Например, если средняя поперечная 
энергия, приходящая на одну частицу при адронизации, составляет 
~300 МэВ, то при изоэнтропическом расширении это означает, что 
«истинная» температура составляла ~300 МэВ, но ядерное вещест-
во участвовало в коллективном движении со скоростью 

0.5v cβ = ≈ . 
Ожидается, что коллективное движение ядерного вещества 

должно усиливаться при переходе от энергии SPS к RHIC и LHC. 
Это предположение оправдывается: данные RHIC при 1p⊥ <  ГэВ 
фитируются при радиальной скорости 0.6v c⊥ ≈ , в то время как для 
SPS 0.4v c⊥ ≈ . 

Существует несколько подходов к анализу течения ядерной 
жидкости. Один из них [9.59] основан на фитировании распределе-

ний по p⊥  или dN
dy

 для различных частиц, используя предположе-

ние о локальном термодинамическом равновесии и гидродинами-
ческом расширении. В этом случае можно получит информацию о 
начальных условиях, уравнении состояния и температуре вымора-
живания. Однако такой подход является модельно зависимым. От-
нюдь не очевидно, что термодинамическое равновесие устанавли-
вается в столкновениях релятивистских ионов. В другом подходе 
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[9.60] изучаются азимутальные распределения частиц и их анизо-
тропия. При этом источник анизотропии может быть разным: гид-
родинамические течения вследствие градиентов давления, экрани-
рование и т. д. Общим является лишь коллективное поведение в 
процессе множественного рождения.  

Азимутальные распределения частиц можно построить в доста-
точно узких интервалах (псевдо)быстрот из различных величин, 
таких как поперечный импульс, множественность или поперечная 
энергия. Обычно делят интервал (псевдо)быстрот, входящий в ак-
септанс, на более мелкие интервалы, чтобы при этом достаточно 
большое число частиц попадало в каждый интервал. Иногда вводят 
различные веса, соответствующие разным частицам, или изучаются 
различные функции p⊥ , множественности. Например, если хотят 
исследовать вклад частиц с большими p⊥  в коллективное течение, 
можно изучать ( )2p⊥ φ  вместо ( )p⊥ φ  или выбирать частицы с попе-
речными импульсами, большими определенной величины.  

Обозначим азимутальную функцию распределения через 

( ) ( )dp
r

d
⊥ φ

φ =
φ

, где ( )p⊥ φ  — полный поперечный импульс частиц, 

испускаемых под азимутальным углом φ . 
Функцию ( )r φ  можно построить в каждом событии и предста-

вить в виде Фурье разложения, поскольку ( )r φ  — периодическая 
функция: 

 ( ) ( ) ( )( )0

1

1 cos sin
2 n n

n

xr x n y n
∞

=

φ = + φ + φ
π π∑ . (9.120) 

Коэффициенты в этом разложении определяются через интегра-
лы от ( )r φ  с весами, пропорциональными ( )cos nφ  или ( )sin nφ . 
Для конечного числа частиц интегралы представляют собой суммы 
по всем частицам в заданном интервале (псевдо)быстрот: 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

0

2

0

cos cos ,

sin sin ,

n

n

x r n d r n

y r n d r n

π

ν ν
ν

π

ν ν
ν

= φ φ φ = φ

= φ φ φ = φ

∑∫

∑∫
 (9.121) 
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где индекс ν соответствует всем частицам, νφ  — азимутальный 
угол ν-той частицы. 

В отсутствие течения ядерной жидкости и пренебрегая флук-

туациями, функция ( )r φ  — константа, ( ) 0 1
2 2
xr rν

ν

φ = =
π π∑ . 

При этом все фурье-коэффициенты, кроме одного, обращаются 
в ноль. 

Возникновение поперечной анизотропии ожидается при столк-
новениях с отличным от нуля прицельным параметром. 

Пусть z — ось вдоль пучка, ее обычно называют продольным 
направлением, а поперечная плоскость — ( )x y− . Прицельный па-
раметр в плоскости ( )x y−  вместе с осью z образуют плоскость ре-
акции, и угол rψ  (0 2 )r≤ ψ ≤ π  плоскости реакции — это угол ме-
жду осью x и плоскостью реакции. 

Каждой паре фурье-коэффициентов nx  и ny  соответствует не-

нулевая компонента 2 2
n n nv x y= +  и угол nψ  (0 2 )n≤ ψ ≤ π  «n-го 

типа» течения: 

 
( )
( )

cos ,

sin .
n n n

n n n

x v n

y v n

= ψ

= ψ
 (9.122) 

Если имеется коллективное течение ядерного вещества, то 
( ) constr φ ≠ , и форма распределения уже не является окружностью 

с центром в точке ноль. 
Первая гармоника ( 1v ) соответствует общему сдвигу распреде-

ления в поперечной плоскости, такое течение называется ориенти-
рованным (directed flow). Если пренебречь флуктуациями, то из-за 
симметрии ориентированное течение совпадает с углом плоскости 
реакций (отталкивательное течение) или с противоположным на-
правлением 1 rψ = ψ + π  (притягивающее течение). 

Ненулевая вторая гармоника ( 2v ) описывает эксцентриситет эл-
липсоидального распределения. Количественно 2v  есть разность 
между большой и малой полуосью эллипса. Если 2 rψ = ψ , то 
большая полуось лежит в плоскости реакции, в то время как эллипс 
ориентирован перпендикулярно плоскости реакции. 
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Коэффициент 3v  отличен от нуля для асимметричных ядерных 
столкновений, когда асимметрия в течении связана с различными 
размерами сталкивающихся ядер. Как видно из предыдущего рас-
смотрения, в каждом случае нужно знать плоскость реакции. Очень 
важно детектировать течение ядерного вещества без использования 
информации о точном расположении плоскости реакции в каждом 
событии.  

При рассмотрении флуктуаций величины nv  становятся уже 
функциями распределения. Рассмотрим влияние флуктуаций мно-
жественности на течение ядерного вещества. Поскольку двухчас-
тичные корреляции весьма слабые [9.61], будем считать все части-
цы в событии независимыми и распределенными с дисперсией 2

0σ . 
Будем считать при этом, что число частиц в выбранном интервале 
(псевдо)быстрот велико ( 1N >> ). При этих предположениях в 
отсутствие течения ядерного вещества распределение вероятностей 
векторов 1 1( , )v ψ  имеет гауссову форму: 

 
2 2

1
2 2

1 1

1 exp
2 2

d w v
dv d

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟ψ πσ σ⎝ ⎠

, (9.123) 

причем пик находится в начале координат. Дисперсия распределе-
ния 

 ( )
2

2 2 2 2 2 2
0cos

2
i

x y i i

N r
N r Nσ = σ = σ = φ = = σ , (9.124) 

где N — число частиц в рассматриваемом интервале (псев-
до)быстрот. 

Начнем обсуждение флуктуаций с ориентированного течения. 
При наличии течения каждое событие характеризуется величиной 
течения и углом. Для событий с одинаковыми параметрами тече-
ния центр распределения (9.123) будет сдвинут в полярной системе 
координат в точку 1 1( , )v ψ . Предположим, что и для сдвинутого 
распределения статистические флуктуации (9.124) те же самые. 
Выберем 1v  как параметр, характеризующий величину течения, 
этот параметр зависит от прицельного параметра столкновения. 
Как известно, прицельный параметр скоррелирован с такими на-
блюдаемыми величинами как поперечная энергия, энергия в кало-
риметре нулевых углов и т. д. Используя эти корреляции, можно 
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отобрать экспериментально события с одинаковой величиной тече-
ния. Распределение по углу 1ψ  должно быть однородным. 

Проинтегрируем выражение (9.123) по 1i r′ψ = ψ −ψ  

 

( )2 2
1 1 1 1 1

12 2
1 1 0

2 2
1 1 1 1

02 2 2

2 cos1 exp
2 2

1 +exp ,
2 2

v v v vdw d
v dv

v v v vI

∞ ′⎛ ⎞+ − ψ
= ψ − =⎜ ⎟

πσ σ⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟σ σ σ⎝ ⎠⎝ ⎠

∫
 (9.125) 

где 0I  — модифицированная функция Бесселя. Экстремум этого 
выражения определяется из уравнения 

 1 1 1 1
1 1 1 02 2 0v v v vv I v I⎛ ⎞ ⎛ ⎞− =⎜ ⎟ ⎜ ⎟σ σ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (9.126) 

Это выражение имеет локальный минимум при 1 0v = , если 

1 2v σ > . Поэтому наблюдение такого минимума в эксперимен-
тальных данных есть достаточное условие возникновения течения. 

Отметим, что функциональная форма (9.125) которая допускает 
существование в нуле локального минимума распределения, пред-
ложена в работе [9.62]. 

Как уже отмечалось выше, для определения течения необходи-
мо знать положение плоскости реакции. Заметим, что плоскость 
реакции можно определить для каждой гармоники анизотропного 
течения. Вектор течения nQ  и угол nψ  n-й гармоники распределе-
ния 
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 (9.127) 

В этих выражениях суммирование проводится с весами iw  по 
всем частицам в событии. Веса подбираются таким образом, чтобы 
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максимально точно определить положение плоскости реакции 
[9.63]. 

Какие качественно новые явления наблюдаются в ядро-ядерных 
взаимодействиях при высоких энергиях по сравнению с 
pp-столкновениями и e e+ − -аннигиляцией? Как первоначально пла-
нировалось, в AA -взаимодействиях должен достигаться качест-
венно новый динамический режим, характеризующейся малым 
микроскопическим масштабом l (длиной свободного пробега) по 
сравнению с макроскопическим масштабом L (размером системы): 
l L . 

Если такой режим достигнут, то файербол, рожденный в столк-
новениях тяжелых ионов можно рассматривать как макроскопиче-
ский объем. Тогда адекватно термодинамическое описание объем-
ных свойств системы и гидродинамическое описание ее простран-
ственно-временной эволюции. 

Отметим, что статистические модели хорошо «работают» при 
описании столкновений тяжелых ионов, но они же успешны и для 
описания данных в pp-столкновениях и e e+ − -аннигиляции! Почему 
это происходит, до конца не ясно и в настоящее время. По-
видимому, в pp и e e+ −  рождаются многочастичные системы, но они 
остаются макроскопическими малыми, в них не проявляются кол-
лективные эффекты. В столкновениях тяжелых ионов на RHIC об-
наружено коллективное движение ядерной материи, т.е. макроско-
пическое поведение действительно наблюдается. Справедливости 
ради следует подчеркнуть, что течение ядерного вещества присут-
ствует и при энергиях AGS и ниже, но его источник там другой, 
чисто ядерный, не связанный со множественным рождением час-
тиц. 

Первые попытки связать экспериментальные данные с коллек-
тивным поперечным расширением были сделаны в работе [9.64] 
для энергий BEVALAC и [9.65] для pp-взаимодействий на ISR 
CERN. Идея анализа очень простая: коллективная скорость расши-
рения по-разному сказывается на спектрах легких и тяжелых час-
тиц. Поскольку π-мезоны — ультрарелятивистские, их спектр име-
ет экспоненциальную форму по p⊥ : из-за смещения, вызванного 
коллективным течением, спектр остается экспоненциальным с па-
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раметром наклона *T T= γ . Для тяжелых частиц эффект другой: 
например, для очень тяжелой частицы отсутствует «температур-
ная» составляющая скорости, т. е. температурный спектр ( )~ pδ . 
При смещении, вызванном течением, аргумент δ-функции изменя-
ется на mv⊥ , v⊥  — скорость поперечного расширения. Оказалось, 
однако, что при энергиях CERN спектры π, K, N в протон-
протонных столкновениях обладают свойством m⊥ -скейлинга 

 2 ~ expdN m
dp T

⊥

⊥

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

, (9.128) 

где 2 2 2m p m⊥ ⊥= + , причем наклон T — универсальный для всех час-
тиц без каких-либо указаний на коллективное расширении. Как 
ожидалось, подобная картина должна быть справедливой и при 
столкновениях тяжелых ионов сравнимых энергий. 

Однако данные CERN по ядро-ядерным столкновениям показа-
ли, что наклон m⊥  спектра зависит от массы частиц. Это можно 
видеть на рис. 9.42, наклон спектра по p⊥  растет линейно с ростом 
массы частиц. 

 
 
 
 
 
 
  
  
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 9.42. Распределение частиц по поперечному импульсу 
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Спектры пионов, каонов и протонов измеренные на RHIC, пред-
ставлены на рис. 9.43. Спектры можно аппроксимировать двумя 
параметрами — температурой вымораживания, и средней скоро-
стью расширения β . Как видно из этого рисунка, параметры kinT  

и β  слабо зависят от центральности столкновения: kinT  уменьша-

ется, а β  растет. Заметим, что температура установления химиче-

ского равновесия chT  также не зависит от центральности. При энер-

гиях RHIC скорость поперечного расширения 0.7v⊥ ≈ , а 
гидродинамические предсказания с различными параметрами 
наклона спектров справедливы вплоть до импульсов 2ГэВp⊥ ≈ . 
Впервые обнаружено пересечение пионных и протонных спектров, 
т.е. пионов и протонов образуется примерно одинаковое число при 

2 5 ГэВp⊥ ≈ ÷ . В нецентральных столкновениях ядер вторичные 
частицы участвуют в «эллиптическом» течении. Причина такого 
течения состоит в том, что спектральные нуклоны движутся вдоль 
пучка, а образующийся файербол имеет асимметричную форму. 
Если в такой системе имеется давление, то его градиент больше в 
направлении прицельного параметра (x-направление), чем в более 
протяженном y-направлении. 

В этом случае материя расширяется, главным образом, в x на-
правлении. Как уже отмечалось выше, распределение частиц по 
азимутальному углу φ  можно представить в виде 

 ( ) ( )0 2 4cos 2 cos 4 ...
2

dN v v v
d

= + φ + φ +
φ π π π

 (9.129) 

Каждая из iv  — функция центральности (прицельного парамет-
ра), быстроты, поперечного импульса и типа частиц. 
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Рис. 9.43. Спектры пионов, каонов и протонов, измеренные на ускорителе RHIC 
 

9.4.12. Данные RHIC по азимутальной анизотропии:  
открытие «идеальной кварк-глюонной жидкости» 

 
Для RHIC наибольшую роль играет коэффициент 2v , который 

соответствует эллиптическому течению. Экспериментальные зна-
чения 2v  для разных сортов частиц в зависимости от поперечного 
импульса представлены на рис. 9.44. 

Во-первых, следует отметить, что значения 2v  весьма велики. 
Это исключительно важное (и неожиданное) обстоятельство. Дело 
в том, что анизотропия в азимутальном распределении создается за 
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счет анизотропии градиентов давления в поперечной плоскости в 
первые моменты после столкновения. Большие значения 2v  объяс-
няются естественным образом, если предположить, что после 
столкновения ядер происходит быстрая термализация. Кроме того, 

2v  дает информацию о свойствах среды на ранних стадиях: если 
описывать кварк-глюонную плазму как газ слабовзаимодействую-
щих частиц, то в таком случае эллиптическое течение должно быть 
очень малым. Таким образом, большие значения 2v  противоречат 
газовому приближению для кварк-глюонной фазы. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 9.44. Зависимость коэффициента 2v  от поперечного импульса  
по данным RHIC [9.66] 

 
С другой стороны, поведение 2v  в зависимости от поперечного 

импульса для частиц с 2 ГэВTp c<  хорошо описывается в рамках 
идеальной гидродинамики. Описание КГП как идеальной жидкости 
предполагает малые значения отношения вязкости к плотности эн-
тропии sη . Оценки, полученные на основании данных RHIC, да-
ют [9.67]:  

 0.09 0.015sη = ± . (9.130) 
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Любопытно, что это значение близко к универсальному нижне-
му пределу, который справедлив для любых веществ [9.68]: 

1 4 0.08sη = π ≈ , т. е. образованная на RHIC материя — «самая 
идеальная» жидкость. Такое малое значение вязкости невозможно 
получить из адронных моделей, и оно указывает на то, что система 
находится в режиме сильной связи (взаимодействие между парто-
нами велико). Напомним, что к такому же заключению приводят 
рассмотренные ранее вычисления на решетках. 

Таким образом, измерение 2v  позволяет сделать аргументиро-
ванное предположение, что на RHIC формируется партонная мате-
рия в состоянии деконфайнмента, схожая по своим свойствам с 
идеальной (с исключительно малой вязкостью) жидкостью. Эта 
система находится в режиме сильной связи. Такая сильновзаимо-
действующая партонная жидкость получила название “sQGP” 
(strongly interacting quark-gluon plasma). В 2005 г. обнаружение 
sQGP было признано одним из самых значительных достижений в 
физике. 

 
9.5. Ультрапериферические ядро-ядерные столкновения 

 
Ультрапериферическими называют столкновения ионов с при-

цельным параметром 2b R> , т. е. такие столкновения, при которых 
ядра практически не перекрываются. При таких значениях при-
цельного параметра сильные взаимодействия уже не являются до-
минирующими, поскольку происходят «на хвостах» распределения 
ядерной плотности. Конкуренцию сильным взаимодействиям могут 
составить фотон-фотонные, фотон-померонные и померон-
померонные взаимодействия ядер. Два ядра могут обмениваться 
одним или несколькими фотонами, при этом одно из них или оба 
ядра возбуждаются в состояние гигантского дипольного резонанса 
или другие возбужденные состояния. Другая возможность — фо-
тон некогерентно взаимодействует с нуклоном другого ядра (фото-
ядерная реакция). В двухфотонных взаимодействиях каждое ядро 
испускает фотон, затем эти фотоны сталкиваются и рождают леп-
тоны или адронные состояния. Фотон (померон) одного ядра может 
провзаимодействовать с когерентным мезонным или померонным 
полем другого ядра. Условие когерентности на фотонные и поме-
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ронные поля сильно ограничивает кинематические характеристики 
рожденных частиц. Когерентность для фотонных полей означает, 
что это поле связано целиком с зарядом ядра, а не с зарядами 
отдельных протонов, составляющих ядро. Точно так же 
когерентное поле померона связано с сильными взаимодействиями 
всех нуклонов ядра. 

В системе покоя ядра фотон, померон или мезон, когерентно 

связанный с ядром, должен иметь поперечный импульс 
A

cp
R⊥ ≤ . В 

коллайдерном режиме столкновения, когда ядра лоренц-сжаты в 
продольном направлении в γ раз, энергия фотонов ограничена 

0

A

cK p
R
γ

= < . Поэтому два ядерных когерентных поля имеют мак-

симальную энергию 2

A

c
R
γ

ω =  и 2

A

cp
R⊥ < . Для фотонов p⊥  еще 

меньше, cp
b⊥ <  (b — прицельный параметр, 2b R> ). 

Померон-померонные (мезонные) взаимодействия из-за малого 
радиуса сильных взаимодействий ограничены узким интервалом 
прицельных параметров ( 2 2 1 фмA AR b R< < + ). Померон-
померонные (мезонные) взаимодействия имеют довольно малое 
сечение, для них характерные p⊥  составляют, в отличие от фото-
нов, сотни МэВ.  

Электромагнитные поля ультрарелятивистских ядер обычно 
трактуются (следуя Вайцзеккеру–Вильямсу) как поток виртуаль-
ных фотонов. Поток фотонов, связанный с ядром заряда Z, на рас-
стоянии r от центра ядра 

 ( ) ( )
3 2 2

2
12 2 2

,d N E r z x K x
dEd r Er

α
=
π

, (9.131) 

где Erx
c

=
γ

 и 1K  — модифицированная функция Бесселя. Двухфо-

тонная светимость ядер определяется как перекрытие фотонных 
полей, проинтегрированных по прицельным параметрам 2b R> : 



 259

 
( ) ( ) ( )

1 2
1 1

1 2

3 3
1 1 2 2

2 2 1 22 2
1 1 2 2

2

, ,
,

A

A

AA
R

R

dE dEL L b db
E E

d N E b d N E b
b db d b R R

dE d b dE d b

∞

γγ

∞

= π

φ θ − −

∫ ∫ ∫

∫
 (9.132) 

где AAL  — ядерная светимость, θ — ступенчатая функция и при-

цельный параметр 2 2
1 2 1 22 cosb b b b b= + − φ . 

Обычно светимость Lγγ  находят численным интегрированием. 
Требование отсутствия перекрытия ядер уменьшает Lγγ  примерно 
на 50% . 

В табл. 9.2 представлены ядра, энергии и максимальные свети-
мости для ускорителей RHIC и LHC.  

 
          Таблица 9.2   

Ускоритель Ядро Энергия  
на нуклон 

Максимальная  
светимость (см-2 с-1) 

RHIC 2000 Золото 65 ГэВ 2·1025 

RHIC Золото 100 ГэВ 2·1026 

RHIC Кремний 125 ГэВ 4.4·1028 

LHC Свинец 2.76 ТэВ 1·1026 

LHC Кальций 3.5 ТэВ 2·1030 

 
Как видно из табл. 9.2, наиболее предпочтительными с точки 

зрения изучения ультрапериферических столкновений являются 
кремний на RHIC и кальций на LHC. 

 
9.5.1. Ядерные возбуждения и некогерентные 

фотоядерные взаимодействия 
 
Для фотонов низких энергий ядерные возбуждения обычно кол-

лективные. Например, при гигантском дипольном резонансе про-



 260

тоны осциллируют в одном направлении, а нейтроны — в противо-
положном. Эти векторные осцилляции могут возникать при погло-
щении ядром одного фотона. Более высокие возбуждения включа-
ют двойные гигантские дипольные резонансы, а также квадруполь-
ные резонансы, для возбуждения которых требуется поглощение 
нескольких фотонов. Эти состояния обычно распадаются путем 
испускания одного или нескольких нейтронов, которые детектиру-
ются калориметром «нулевых углов». 

 
9.5.2. Двухфотонные взаимодействия 

 
Двухфотонные процессы интенсивно изучались на 

e e+ − -коллайдерах (LEP, KEK). Поскольку фотоны связаны с заря-
дами, то измерение выходов мезонов ( qq ), гибридов ( qqg ) и 4-
кварковых состояний qqqq позволяет исследовать их кварковое 
содержание. 

Условие когерентности ограничивает сверху энергии фотонов: 
3 ГэВ для RHIC и ~ 150 ГэВ для LHC. Определим дифференциаль-
ную светимость 

 

( ) ( )

( )
1 2

3 3
1 1 2 2
2 2

1 2 1 1 2 2

2 2
1 2 1 2

, ,

2 .

AA
b R b R

dL d N E b d N E b
L

dE dE dE d b dE d b

b b R d b d b

γγ

> >

= ×

×θ − −

∫ ∫
 (9.133) 

Перейдем от энергий фотонов 1E  и 2E  к энергии в системе центра 
масс w и быстроте Y: 

 
1 2

1
1 2

2

1 1, ;
2 2

1 ln ,  4 ;
2

Y YE we E we

EY w E E
E

−= =

= =
 (9.134) 

тогда дифференциальная светимость 

 ( ),
AA

dL
L F w Y dY

dw

+∞
γγ

−∞

= ∫ , (9.135) 
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где ( )
1

1 2
2

1
1 1 2, , 12 2

2

Y

Y Y

YAA

E wedL
F w Y F we we

L dE dE E we

γγ−

−

=⎛ ⎞⎛ ⎞= = ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ =

. 

На рис. 9.45 изображены двухфотонные светимости для трех 
типов ядер, которые предполагается ускорять на RHIC. Как видно, 
наибольшая светимость для Ι + Ι  взаимодействий. Меньший заряд 
йода по сравнению с золотом компенсируется большей ядерной 
светимостью и меньшим радиусом. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 9.45. Двухфотонные светимости для условий RHIC 
 
Для того чтобы вычислить сечение рождения различных частиц 

в γγ-столкновениях, необходимо знать светимость и сечение обра-
зования заданного конечного состояния. Так, сечение образования 
резонанса массы RM , спина J, полной ширины Γ и двухфотонной 
ширины γγΓ : 

 

( ) ( )
( )

( ) ( )

22 2 2 2

2
2

8 2 1

8 2 1 .
2

R R

R
R

w J
w m m

J w m
m

γγ
γγ

γγ

Γ Γ
σ = π + ≈

− + Γ

Γ
≈ π + δ −

 (9.136) 

Формула Брейта–Уиллера для сечения рождения лептонных 
пар: 
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( )
2 2 4 2 2

2 2 4

2 2 2

2 2 2

4 8 16 42 ln
2

4 4 41 1 ,

e e

M M w w M
w w w M

M M
w w w

+ −σ γγ → =

⎡ ⎤⎛ ⎞πα + −
= + − −⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

⎛ ⎞πα
− − +⎜ ⎟

⎝ ⎠

 (9.137) 

где M — масса лептона. 
Сечение образования состояния R в реакции A A A A R+ → + +  
 ( ) ( ) ( ),A A A A R F w Y w dwdYγγσ + → + + = σ∫ ∫ . (9.138) 

Сечения рождения различных состояний и ожидаемая статисти-
ка на год работы ( ~ 107 с) RHIC для различных сталкивающихся 
ядер представлена в табл. 9.3. 

 
                                                 Таблица 9.3 

Au + Au I + I O + O Состояние, 
частица [ ]bσ μ  Число 

событий [ ]bσ μ  Число  
событий [ ]bσ μ  Число  

событий 
0π  4700 9.5·106 1100 3·107 1.1 1·106 

η 920 1.8·106 240 6.4·106 0.32 3·105 

( )0 980f  110 2.2·105 31 8.3·105 0.052 5·104 

( )2980cη  2.6 5.2·103 0.92 2.5·104 0.004 3.4·103 

+ −μ μ  130 mb 2.7·108 34 mb 9·108 40 4·107 

+ −τ τ  0.74 1.5·103 0.33 9·103 2.5 nb 2.4·103 

 
Видно, что для большинства мезонов ожидается статистика в 

5 710 10÷  событий в год для Au + Au и I + I взаимодействий. 
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9.5.3. Гамма-померонные взаимодействия 
 
Концепция померона существует в физике сильных взаимодей-

ствий уже более 30 лет, однако его природа до сих пор неясна. 
Считается, что померон — бесцветный (в отличие от глюонов) пе-
реносчик сильных взаимодействий с вакуумными квантовыми чис-
лами 0PJ ++= . В одних процессах (с малыми виртуальностями 2Q ) 
проявляются свойства «мягкого» померона, в других (при больших 

2Q ) — «жесткого» померона. Однако очевидно, что это, скорее 
всего, один и тот же объект. «Мягкий» померон связан с поглоща-
тельной (неупругой) частью ядерного сечения. При гамма-
померонном взаимодействии фотон можно рассматривать как со-
стояние «голого» фотона плюс различные qq -флуктуации. Когда 
ядро поглощает «голый» фотон, qq -флуктуации становятся доми-
нирующими. Пара qq  упруго рассеивается на ядре, и образуется 
реальный векторный мезон. Эта картина достаточно точно описы-
вает многие реакции, например, упругое pp-рассеяние, гамма-
протон взаимодействия на HERA, Nμ -процессы в Fermilab. 

«Жесткий» померон обычно трактуется как состояние двух или 
более глюонов. Концепция «жесткого» померона используется для 
описания жестких процессов, например, образование струй с 
большими поперечными импульсами. В настоящее время непонят-
но, как соотносятся представления о «мягком» и «жестком» поме-
роне. Так как структура померона не ясна, сечения рождения час-
тиц в Pγ -взаимодействиях вычислить «из первых принципов» не 
удается. Однако можно получить разумные оценки, экстраполируя 
данные по рождению векторных мезонов в гамма-протонных взаи-
модействиях на ускорителе HERA. Эти данные интерпретируются 
в модели векторной доминантности: фотон флуктуирует в вирту-
альный векторный мезон, который упруго рассеивается на протоне. 
Упругое же рассеяние осуществляется обменом «мягким» померо-
ном. 

Сечение рождения векторного мезона слабо зависит от энергии 
в системе центра масс γP-столкновения 

 0
K

p pWγ γσ = σ , (9.139) 
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где K — константа. Для легких векторных мезонов (ρ, ω, φ ) 
0.22K ≈ . Для J ψ  экспериментальные данные позволяют полу-

чить 0.8K ≈ . Параметры 0σ  и K содержатся в табл. 9.4.  
 
                       Таблица 9.4  

Мезон 0 ,  барнσ μ  К 0 2,  барн ГэВVA μ  b, 2ГэВ−  

ρ 5.0 0.22 55 11 

ω 0.55 0.22 5.5 10 

φ  0.34 0.22 2.4 7 

J ψ  0.0015 0.80 0.006 4 

 
Для экстраполяции на случай ядро-ядерных взаимодействий 

сделаем следующие предположения: 
а) факторизация вершин взаимодействия (Pp- или Pяд-

ро-вершины не зависят от γP-вершины); 
б) померон связан со всеми нуклонами ядра, но из-за деструк-

тивной интерференции нет вклада от нуклонов внутри ядра: кон-
станта связи померона с ядром пропорциональна числу нуклонов 
на поверхности ядра, т. е. 2 3~ А ; 

в) t-зависимость γP-сечения трактуется как протонный форм-
фактор. 

Из-за ядерного форм-фактора нужно рассматривать передачу 
импульса t  между протоном (или ядром) и фотоном. Тогда сече-
ние P Vpγ → : 

 ( )
min min

expV
t t

ddt dtA b t
dt

∞ ∞σ
σ = = −∫ ∫ , (9.140) 

где константы VA , b зависят от типа векторного мезона (ρ, ω, φ  
или /J ψ ). Энергетическая зависимость полного сечения учтена с 
помощью VA : 

 0
0

K K
V VA b W A W= σ ≡ . (9.141) 
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Величины 0
VA  и b для различных мезонов приведены в табл. 9.4. 

Сечение взаимодействия гамма-ядро получается аналогично, 
используя ядерный форм-фактор: 

 ( )
min

24 3
А VA V

t

dtA A F t
∞

γ →σ = ∫ . (9.142) 

Как обычно, ядерный форм-фактор является фу-
рье-преобразованием ядерной зарядовой плотности и может быть 
аппроксимирован следующей функцией: 

 ( ) ( )2 2
0expF t t Q= − , (9.143) 

где 0 60 МэВQ =  для ядра золота [9.69]. Минимальный переданный 

импульс 
2

min 4
VMt

Eγ

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

.  

Тогда ядерное сечение рождения векторного мезона в ультрапе-
риферических столкновениях ядер 

 ( )
3

2A VA
d NA A A A V dE

dE d rγ → γ
γ

σ + → + + = σ∫ , (9.144) 

причем поток фотонов 
3

2

d N
dE d rγ

 задается выражением (9.131). Сече-

ния рождения векторных мезонов в Au+ Au  столкновениях при 
энергиях RHIC, вычисленные по формулам (9.131)–(9.144), содер-
жатся в табл. 9.5. 

                                           
Таблица 9.5 

Мезон σ, мбн 

ρ 69 

ω 6.8 

φ  2.3 

J ψ  5.3 bμ  
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Сечения достаточно велики, учитывая светимость ускорителя, 
получаем скорость рождения 0ρ , ω, φ  соответственно 28, 2.7 и 0.9 
Гц. Отметим, что кроме одиночных векторных мезонов, возможно 
и образование мезонных пар.  

Заметим также, что pγ -взаимодействия можно выделить на фо-
не γγ-взаимодействий по быстротному распределению конечных 
частиц. Константа связи фотона с ядром ~ 1 K  (K — энергия фото-
на), в то время как константа связи померона с ядром не зависит от 
энергии померона. Поэтому pγ -взаимодействия охватывают более 
широкий интервал быстрот, чем γγ-взаимодействия. 

 
9.5.4. Померон-померонные взаимодействия 

 
В когерентных ядро-ядерных столкновениях возможны и двух-

померонные взаимодействия. Из-за малого размера померона 
( 1 фмΔ ≈ ) эти взаимодействия происходят в узком интервале при-
цельных параметров 2 2 2R b R+ Δ > > . Экспериментальные данные 
по PP-взаимодействиям в столкновениях α-частиц получены на 
ISR. 

Сечения PP для αα примерно в 11 раз больше, чем в протон-
протонных взаимодействиях при тех же энергиях. В пересчете на 
полное сечение, сечение PP составляет 0.2%. В случае 
Au+ Au столкновений доминируют γγ и γp-взаимодействия, в то 
время как для протон-протонных основным процессом будет поме-
рон-померонное взаимодействие. В модели «мягкого» померона 
трудно объяснить данные по двухпомеронным взаимодействиям, 
необходимо привлекать представления о «жестком» помероне. Но-
вые данные с ускорителей RHIC и LHC представляют огромный 
интерес с точки зрения когерентных ядро-ядерных взаимодействий 
и выяснения природы померона. 
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9.5.5. Интерференционные эффекты  
в когерентных ядро-ядерных взаимодействиях 

 
Как в гамма-гамма, так и в гамма–померонных взаимодействиях 

начальное состояние одно и то же: два тяжелых ядра. При этом 
много конечных состояний рождается через более чем одно про-
межуточное состояние. Как обычно в квантовой механике, возни-
кает возможность интерференции нескольких каналов. Изучение 
интерференционных эффектов является одной из самых интерес-
ных задач физики ультрапериферических столкновений тяжелых 
ионов. 

Примером могут служить процессы e e+ −γγ →  и P V e e+ −γ → → , 
где V — векторный мезон. Поскольку γγ- и γp-состояния имеют 
противоположные C-четности, из-за интерференции конечное со-
стояние будет антисимметричным при замене импульса электрона 
на импульс позитрона. Интерференция в ρ, ω, φ -мезонах изучалась 
в нескольких экспериментах [9.70]. В этих экспериментах пучок 
фотонов рассеивался на легких (бериллий, углерод) мишенях и из-
мерялось число событий, в зависимости от инвариантной массы 
конечного состояния в которых электрон имеет больший импульс, 
чем позитрон. В эксперименте STAR на RHIC будут рассматри-
ваться и другие интерференционные каналы: + −γγ → π π , 

0p + −γ → ρ → π π , а также K K+ −γγ →  и p K K+ −γ → φ→ . Как пока-
зано в работе [9.71], интерференционные эффекты подавляют вы-
ход e e+ − - или + −π π -пар в области очень малых значений попереч-
ного импульса пары ( )10 20МэВ сp⊥ ≤ ÷ . Очевидно, требуется 
очень прецизионная техника детектирования событий с малыми 
p⊥ . 
В заключение этого раздела отметим, что изучение когерентных 

ультрапериферических столкновений ядер предполагает отбор со-
бытий, в которых ядра остаются в основном состоянии или испы-
тывают возбуждения, не приводящие к развалу ядер. Такой отбор 
осуществляется специальными триггерами, например, в экспери-
менте STAR на RHIC — c ощью калориметра нулевых углов и цен-
трального баррельного калориметра. 
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10. СОВРЕМЕННЫЕ ДЕТЕКТОРЫ 
ЯДЕРНОГО ИЗЛУЧЕНИЯ 

 
Экспериментальная физика тяжелых ионов использует практи-

чески весь арсенал методов и средств детектирования элементар-
ных частиц, их идентификации и измерения их параметров (заря-
дов, масс, импульсов, энергий и т. п.). Набор детекторов элемен-
тарных частиц, используемых в современной ядерной физике в са-
мом широком смысле этого слова, весьма обширен. Сами детекто-
ры отличаются друг от друга как физикой процессов, используе-
мых для детектирования частиц, так и, внутри каждого детектора, 
очень широким спектром конструктивных особенностей, в зависи-
мости от требований конкретного эксперимента. 

Детальное изложение физических процессов, используемых в 
настоящее время в различных детекторах излучения, анализ их 
возможностей и параметров требует написания отдельной моно-
графии, превосходящей по объему все настоящее пособие. Поэтому 
традиционные детекторы, широко используемые и в настоящее 
время, описываются в настоящем пособии весьма кратко. Более 
детальное описание физики процессов и основных параметров де-
текторов можно найти в литературе [10.1–10.4]. К сожалению, эти 
книги были изданы довольно давно, и в них не нашли отражения 
детекторы, появившиеся после выхода в свет упомянутых учебных 
пособий. Поэтому в настоящем пособии эти детекторы рассмотре-
ны более подробно, с учетом того, что литература на русском языке 
по многим из них полностью отсутствует. Авторы ставили перед 
собой задачу прежде всего восполнить этот пробел. Это замечание 
касается таких детекторов, как пропорциональные, дрейфовые и 
время-проекционные камеры, детекторы кольца черенковского из-
лучения, микростриповые и микропэдовые кремниевые и алмазные 
детекторы, электромагнитные и адронные калориметры. 

 
10.1. Взаимодействие заряженных 

и нейтральных частиц с веществом 
  
В основе работы любого детектора излучения лежит энергети-

ческий процесс — регистрируемая частица должна тем или иным 
образом передать часть или всю свою энергию рабочему веществу 
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детектора. Эта переданная энергия далее трансформируется в ве-
ществе таким образом, чтобы ее выделение можно было зарегист-
рировать — в электрический сигнал, световую вспышку, дефекты 
кристаллической решетки и т. п. 

Заряженные и нейтральные частицы взаимодействуют с вещест-
вом принципиально по-разному. 
Заряженные частицы теряют свою энергию по трем основным 

каналам: 
— потери на ионизацию и возбуждение атомов или молекул ве-

щества, объединенные в общий канал потерь — ионизационные 
потери; 

— потери на тормозное излучение; 
— потери на черенковское излучение. 
Ионизационные потери. При движении заряженной частицы че-

рез вещество независимо от агрегатного состояния вещества (газ, 
жидкость, твердое тело) кулоновское взаимодействие электриче-
ского заряда частицы с атомами или молекулами вещества приво-
дит к ионизации этих атомов или молекул, или их возбуждению. 
Для описания этих потерь энергии вводится суммарная характери-
стика ( )ионdE dx  — удельные ионизационные потери. Удельные 

ионизационные потери измеряются в МэВ/см или в 2МэВ см г⋅ . 
Последняя величина получается путем деления ( )ионdE dx  в 
МэВ/см на плотность вещества ρ в г/см3 и удобна тем, что, напри-
мер, для газов она не зависит от давления газа. 

Зависимость удельных ионизационных потерь от параметров 
частицы и вещества в нерелятивистском случае ( v c<< ) описыва-
ется формулой: 

 ( )
2 2

2
2ион

2ln ec Z m vdE dx KZ
v A I

= , (10.1) 

где em  — масса электрона, 20.307 МэВ смK = ⋅ , z, v — заряд и ско-
рость частицы соответственно, Z — заряд атомов (молекул) веще-
ства, А — атомная масса вещества в г/моль, I  — средний иониза-
ционный потенциал (эмпирическая величина, берется из справоч-
ников). 
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Согласно формуле (10.1), удельные ионизационные потери за-
висят от заряда и скорости частицы как 2 2Z v  (пренебрегая лога-
рифмической зависимостью) и не зависят от массы частицы. Они 
также зависят от заряда вещества Z и атомной массы вещества А. 

В релятивистском случае формула для ионизационных потерь 
выглядит несколько сложнее. В нее добавляются дополнительные 
члены, приводящие к медленному росту ( )ионdE dx  с увеличением 

скорости частицы. Вид полной зависимости ( )ионdE dx  от скорости 
(импульса) частицы приведен на рис. 10.1. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 10.1. Удельные ионизационные потери протона в различных средах 

 
Здесь важно отметить, что при v ∼ с следует различать энергию, 

потерянную частицей в слое вещества толщиной dx и энергию, по-
глощенную в том же слое. Если первая, как отмечено выше, неог-
раниченно растет со скоростью частицы, то вторая выходит на на-
сыщение. Выход на насыщение связан с тем, что энергия, потерян-
ная частицей в слое dx уносится из этого слоя быстрыми вторич-
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ными электронами. Это обстоятельство очень важно, т. к. ограни-
чивает возможность измерения скорости частицы по величине 
удельных ионизационных потерь в релятивистской области срав-
нительно небольшим диапазоном скоростей. 

Таким образом, вдоль трека движущейся частицы образуются 
возбужденные атомы или молекулы, а также положительные ионы 
вещества (или дырки в твердом теле) и свободные электроны. Сво-
бодные электроны имеют широкий диапазон энергий вплоть до 
значения максимально передаваемой энергии от тяжелой частицы с 
массой eM m>>  электрону среды, равной (при v ∼ с) 

 2
max 2 eE m v= , (10.2) 

где v — скорость частицы. 
Электроны, обладающие энергией выше потенциала ионизации 

вещества и способные в свою очередь ионизовать вещество, назы-
ваются δ-электронами. 

Полная ионизации вещества состоит, таким образом, из двух 
частей — из первичной ионизации непосредственно на треке час-
тицы и вторичной ионизации на треках δ-электронов. Соотношение 
первичной и вторичной ионизаций в веществе составляет примерно 
1:2. 
Пробегом частицы называется длина трека частицы до ее пол-

ной остановки. Если пробег частицы укладывается в размер детек-
тора, это означает, что частица полностью потеряла в веществе 
свою кинетическую энергию. В этом случае, измерив тем или иным 
способом (о чем речь пойдет ниже) полное количество электронно-
ионных пар, образованных частицей N и поделив энергию частицы 
Е на N, мы получим среднюю энергию, идущую на образование 
одной электронно-ионной пары E Nω= . 

В результате многочисленных исследований было обнаружено, 
что для всех веществ значение ω практически не зависит от 
параметров частицы и, таким образом, является параметром 
данного вещества. Именно это обстоятельство открывает 
возможность измерения энергии, потерянной частицей в веществе, 
так называемым ионизационным методом. Измерив количество 
электронно-ионных пар N (величину ионизационного эффекта), и 
зная значения ω, которые измерены для всех практически важных 
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ω, которые измерены для всех практически важных веществ, мы 
можем определить энергию частицы по простой формуле: 

 E N= ω . (10.3) 
Значения ω для некоторых веществ, наиболее часто используе-

мых в качестве рабочих веществ детекторов, приведены в 
табл. 10.1. 

         
                 Таблица 10.1 

Вещество Аr (газ) СО2 (газ) Si Ge C (алмаз) 

ω, эВ 26 33 3,6 2,9 13,6 

 
Радиационные потери. Если частица проходит вблизи ядра ато-

ма вещества, то она в поле ядра испытывает заметное угловое ус-
корение. В этом случае, согласно законам классической электроди-
намики, частица должна излучать энергию в виде квантов электро-
магнитного излучения (тормозное излучение) и, следовательно, 
терять всю энергию. Величина потерянной энергии пропорцио-
нальна квадрату ускорения: ( ) 2

рад
~dE dx a . В свою очередь вели-

чина ускорения согласно закону Ньютона, обратно пропорцио-
нальна массе частицы: ~ 1a M . Таким образом ( ) 2

рад
~ 1dE dx M . 

Из-за сильной зависимости радиационных потерь от массы час-
тицы при всех достижимых на сегодняшний день энергиях частиц, 
получаемых на современных ускорителях, радиационные потери 
пренебрежимо малы по сравнению с ионизационными потерями 
для всех частиц, тяжелее электрона. 

В свою очередь, для электронов даже сравнительно небольших 
энергий, радиационные потери могут значительно превышать ио-
низационные. Радиационные потери электронов широко использу-
ются в электромагнитных калориметрах, в связи с чем, они будут 
более подробно рассмотрены в разделе, посвященным электромаг-
нитным и адронным калориметрам. 

Потери энергии на черенковское излучение связано с процессами 
поляризации среды, через которую проходит частица. Само черен-
ковское излучение носит пороговый характер, однако поляризация 
среды такого порога не имеет. Сами потери энергии заряженной 
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частицы на поляризацию среды невелики, они составляют не более 
1% от ионизационных потерь и обычно не учитываются, если речь 
не идет об излучении Черенкова как такового. Поскольку детекто-
ры черенковского излучения широко используются в эксперимен-
тальной практике, механизм формирования черенковского излуче-
ния будет рассмотрен ниже в разделе черенковские детекторы. 

Взаимодействие гамма-квантов и нейтронов с веществом. 
Нейтральные частицы не имеют электрического заряда и, следова-
тельно, не могут непосредственно терять свою энергию путем ио-
низационных потерь. Однако они взаимодействуют с атомами и 
ядрами вещества с образованием вторичных заряженных частиц, 
которым передают всю или часть своей кинетической энергии. Эти 
заряженные частицы, в свою очередь, ионизируют вещество и мо-
гут быть зарегистрированы.  

Взаимодействие гамма-квантов с веществом. Гамма-кванты 
взаимодействуют с веществом по четырем независимым каналам: 

1) когерентное (релеевское) рассеяние; 
2) фотоэффект; 
3) комптон-эффект; 
4) рождение электрон-позитронных пар. 
Каждый из этих процессов характеризуется сечением взаимо-

действия, зависящим от энергии гамма-квантов и заряда атомов 
вещества, с которым взаимодействует гамма-квант.  
Когерентное (релеевское) рассеяние — это волновой процесс 

дифракции гамма-квантов на кристаллической решетке, при кото-
ром энергия гамма-квантов не изменяется. Следовательно, не воз-
никает и вторичных заряженных частиц. Он не представляет инте-
реса с точки зрения регистрации гамма-квантов, поскольку энергия 
гамма-кванта не передается среде, но используется для прецизион-
ного измерения энергии гамма-квантов с последующей регистра-
цией гамма-квантов, отраженных от кристаллической решетки че-
рез фотоэффект, комптон-эффект или рождение электрон-
позитронных пар, поскольку энергия отраженных гамма-квантов 
определяется путем измерения геометрических параметров — по-
стоянной решетки и резонансного угла отражения по формуле 
Брэгга: 

 2 sind nθ = λ , (10.4) 
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где d — постоянная решетки отражающего кристалла, θ — угол ре-
зонансного отражения, λ — длина волны гамма-кванта, n — поря-
док отражения (обычно 1n = ). 

Значения d и θ могут быть измерены с очень высокой точно-
стью. Фотоэффект — это взаимодействие гамма-квантов с наибо-
лее связанными электронами атомов среды. При фотоэффекте гам-
ма-квант поглощается полностью, и закон сохранения энергии вы-
глядит следующим образом: 

 свeh E Eν = − , (10.5) 
где hν — энергия гамма-кванта, Ее — кинетическая энергия элек-
трона, возникающего благодаря фотоэффекту, Ecв — энергия связи 
электрона на K-, L- или M-оболочке атома. С наибольшей вероят-
ностью при фотоэффекте происходит взаимодействие гамма-
квантов с электронами К-оболочки, обладающими максимальной 
энергией связи. 

Сечение взаимодействия гамма-квантов σфото немонотонно зави-
сит от энергии гамма-квантов, но при энергиях, существенно пре-
вышающих энергию связи электронов на К-оболочке имеет вид: 

 
( )фото 7 2

1
h

σ =
ν

. (10.6) 

Сечение фотоэффекта очень сильно зависит от заряда атома ве-
щества: 

 5
фото ~ Zσ . (10.7) 

Комптон-эффект — это упругое взаимодействие (рассеяние) 
гамма-квантов с наименее связанными (валентными) электронами 
атомов. При рассмотрении процесса энергией связи электронов с 
атомом пренебрегают, полагая электроны свободными. Анализ ки-
нематики процесса проводится в релятивистском приближении, 
поскольку гамма-квант по определению является релятивистской 
частицей. 

Закон сохранения энергии для комптон-эффекта выглядит сле-
дующим образом: 

 2

2

1 1
1

eh h m c
⎛ ⎞

′ν = ν + ⎜ − ⎟
⎜ ⎟−β⎝ ⎠

. (10.8) 
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Вводя угол рассеяния θ гамма-кванта относительно его первона-
чального направления, можно получить следующее выражение: 

 ( )21 1 cos
e

hh h
m c

⎡ ⎤ν′ν = ν + − θ⎢ ⎥
⎣ ⎦

. (10.9) 

Из формулы (10.8) следует, что при обратном рассеянии гамма-
кванта его (минимальная) энергия равна: 

 21
e

hh h
m c

⎡ ⎤ν′ν = ν +⎢ ⎥
⎣ ⎦

. (10.10) 

Из выражения (10.9) следует, что, в отличие от фотоэффекта, 
при комптон-эффекте гамма-квант не исчезает полностью, меняет-
ся лишь его энергия. Из этого следует, что кинетическая энергия 
электрона рассеяния, возникшего в результате комптон-эффекта 
всегда меньше энергии гамма-кванта и зависит от угла рассеяния. 
Максимально возможная энергия рассеянного электрона (комптон-
электрона) равна: 

 ( ) 2 2max
2 1 2e

e e

h hE
m c m c

⎡ ⎤ν ν
= +⎢ ⎥

⎣ ⎦
. (10.11) 

Поскольку рассеяние гамма-кванта на тот или иной угол носит 
случайный характер, энергия рассеянного комптон-электрона не 
имеет однозначной связи с энергией первичного гамма-кванта hν и, 
следовательно, комптон-эффект не может быть использован для 
определения энергии гамма-кванта, если не зафиксирован или не 
измерен угол рассеяния гамма-кванта θ. Сечение комптон-эффекта 
зависит от энергии гамма-кванта как: 

 комп. 1 hσ = ν  (10.12) 
и от заряда атомов вещества как: 

 комп. Zσ = . (10.13) 
Образование электрон-позитронных пар. При энергиях гам-

ма-квантов, которые превышают пороговое значение, равное двум 
массам покоя электрона ( )22 1.02 МэВeh m cν > = , гамма-квант в 
поле ядра или в поле электрона может родить электрон-
позитронную пару. Закон сохранения энергии в этом случае запи-
сывается следующим образом: 

 22 e e eh m c E E+ −ν = + + , (10.14) 
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где eE +  и eE −  — кинетические энергии позитрона и электрона со-
ответственно. 

Из рассмотрения кинематики процесса рождения пар следует, 
что электрон-позитронная пара не может быть рождена гамма-
квантом в вакууме — не выполняется закон сохранения 4-
импульса. Для рождения гамма-квантом электрон-позитронной па-
ры обязательно требуется наличие поля третьего тела — ядра или 
электрона среды. 

При этом при рождении электрон-позитронной пары в поле яд-
ра, поскольку масса ядра на более чем три порядка превышает 
суммарную массу электрона и позитрона, кинетическая энергия 
ядра отдачи пренебрежимо мала, и энергетический порог рождения 
электрон-позитронной пары практически равен суммарной массе 
покоя рожденных частиц 22 em c .  

При рождении электрон-позитронной пары в поле электрона 
атома энергия гамма-кванта распределяется между тремя частица-
ми равной массы, что приводит к повышению энергетического по-
рога рождения пары до величины около 2 МэВ и понижению сече-
ния рождения по сравнению с сечением рождения в поле ядра при-
мерно на порядок. 

Поскольку суммарная кинетическая энергия электрона и 
позитрона рожденной пары однозначно связана с энергией гамма-
кванта, ее родившего, она может быть использована для определе-
ния энергии гамма-кванта. 

Сечение рождения пар на ядрах и электронах зависит от энергии 
гамма-квантов сложным образом, начиная от пороговых энергий и 
до энергий порядка 0.5-1 ГэВ оно возрастает, а при более высоких 
энергиях остается постоянным и не зависит от энергии гамма-
квантов. 

Зависимость сечения рождения пар от заряда атомов вещества Z 
определяется формулой: 

 2
пар ~ Zσ . (10.15) 

Все перечисленные выше процессы взаимодействия гамма-
квантов с веществом статистически независимы, и полное сечение 
взаимодействия равно: 

 полн. фото комп парσ = σ +σ + σ . (10.16) 
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Зависимости фотоσ , компσ , парσ  и полнσ  от энергии гамма-квантов 
приведены на рис. 10.2. Из рисунка видно, что при 0.5 МэВhν <  
превалирует фотоэффект, а при 0.5 МэВhν <  — эффект образова-
ния пар. 

При прохождении потока гамма-квантов через слой вещества 
толщиной x поток ослабляется по закону 

 0
xY Y e−μ= , (10.17) 

где 0Y  — первоначальный поток гамма-квантов, Y — поток гамма-
квантов, вышедший из слоя вещества толщиной х, μ — линейный 
коэффициент ослабления 

 полнNμ = σ , (10.18) 
где N — число атомов вещества в единице объема в 1/см3; соответ-
ственно погл. 0Y Y Y= − . 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 10.2. Зависимости сечений взаимодействия гамма-квантов от их энергии 
 
Величина погл.Y  определяет эффективность детектора, т. к. дает 

число гамма-квантов, поглощенных в веществе (детектора) толщи-
ной х. Все приведенные выше формулы для удельных ионизацион-
ных потерь, тормозного излучения, сечения взаимодействия гамма-
квантов с веществом выведены в предположении, что взаимодейст-
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вие частиц с веществом носит случайный характер, а атомы среды 
расположены хаотически относительно трека частицы. Это при-
ближение справедливо и для регулярных кристаллических струк-
тур, поскольку трек движущийся частицы расположен случайно 
относительно атомов кристаллической решетки. 

Однако в том случае, если трек сориентирован относительно 
кристаллической оси или плоскости, т. е. совпадает с направлением 
этой оси в пределах относительно небольшого угла около 1°, кар-
тина взаимодействия меняется кардинальным образом. В этом слу-
чае частица движется в регулярном потенциале атомов кристалли-
ческой решетки, и анализ ее взаимодействия с атомами решетки 
требует совершенно иного подхода — при небольшом отклонении 
траектории частицы от направления кристаллической оси трек час-
тицы фокусируется вдоль оси. Этот эффект называется эффектом 
каналирования. 

При каналировании частицы изменяются удельные ионизацион-
ные потери, сечение тормозного излучения, сечения рождения пар 
и ряд других параметров. Так, например, в случае каналирования 
гамма-квантов в кристалле Si с энергией гамма-квантов 205 ГэВ 
сечение рождения электрон-позитронных пар возрастает по срав-
нению со случайным направлением в 15 раз. 

Эффект каналирования уже находит практическое применение 
при фокусировке частиц в ускорителях.  

Взаимодействие нейтронов с веществом. Нейтроны, в отличие 
от заряженных частиц и гамма-квантов, практически вообще не 
взаимодействуют с веществом электромагнитным образом. Поэто-
му единственно возможным каналом взаимодействия является 
сильное взаимодействие. Простейшим видом сильного взаимодей-
ствия нейтронов с ядром является упругое рассеяние нейтронов на 
ядрах. При рассеянии нейтронов на ядрах возникают ядра отдачи с 
кинетической энергией, равной: 

 
( )

2
2

4 cos
1A n

AE E
A

= ϕ
+

, (10.19) 

где AE  — кинетическая энергия ядра отдачи, А — массовое число 
ядра отдачи, nE  — первоначальная энергия нейтрона, φ — угол 
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вылета ядра отдачи по отношению к направлению налетающего 
нейтрона. 

При 1A =  (водород) энергия протона отдачи связана с энергией 
налетающего нейтрона согласно следующей формуле: 

 2cosp nE E= ϕ . (10.20) 
При лобовом ударе ( 0ϕ = ) энергия протона отдачи равна энер-

гии налетающего нейтрона: p nE E= , т. е. нейтрон полностью пере-
дает свою кинетическую энергию протону отдачи. Процесс упруго-
го рассеяния нейтронов на водороде имеет большое сечение (около 
10 барн при энергии нейтронов 100 КэВ) и широко используется 
при детектировании нейтронов с энергией более или порядка 100 
КэВ. При меньших энергиях нейтронов энергия протона отдачи 
слишком мала, чтобы ее хватило для надежной регистрации ней-
тронов. Тем более это утверждение справедливо для нейтронов те-
пловых энергий ( )0.025 эВnE = , которые вообще находятся в теп-
ловом равновесии со средой и, следовательно, ни о каких протонах 
отдачи речи идти не может. 

Для регистрации тепловых, надтепловых и резонансных ней-
тронов используются экзоэнергетические ядерные реакции. Среди 
них в первую очередь используются реакции на легкодоступных 
веществах, имеющие большое сечение и большой выход энергии: 

 
2He3 + n → p + 1H3 (суммарная кинетическая энергия p и 1H3 со-

ставляет 0.77 МэВ); 
 
3Li6 + n → 2He4 + 1H3 (суммарная кинетическая энергия α-

частицы 2He4 и ядра трития 1H3 составляет 4.78 МэВ); 
 
5B10 + n → 2He4 + 3Li7 (суммарная кинетическая энергия α-

частицы 2He4 и ядра лития 3Li7 составляет 2.78 МэВ). 
 
Особенно популярна последняя реакция, т. к. в естественной 

смеси изотопов бора количество 5В10 составляет 19.8%; сечение 
взаимодействия тепловых нейтронов с естественной смесью равно 

758 барнσ = . 
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Для регистрации тепловых и резонансных нейтронов использу-
ются также и другие ядерные реакции, в частности реакции деле-
ния на U235, Pu239 и других тяжелых ядрах. 

 
10.2. Газонаполненные детекторы 

 
Ионизационная камера — представляет собой прибор, состоя-

щий из двух плоскопараллельных электродов площадью несколько 
десятков квадратных сантиметров, разнесенных на расстояние d 
порядка 1 см. Пространство между электродами заполнено рабо-
чим веществом — газом — при атмосферном давлении. В некото-
рых случаях давление газа может превышать атмосферное на 1-2 
порядка.  

                                    
 
 
       
 
          
 
 
 
 
  
 
 

 
Рис. 10.3. Включение ионизационной камеры 

 
При прохождении заряженной частицы через рабочий газ вслед-

ствие ионизационного эффекта вдоль трека частицы образуются 
ионы, практически находящиеся в тепловом равновесии со средой, 
и электроны, обладающие избыточной кинетической энергией по 
сравнению с тепловой. Эти электроны термализуются за время по-
рядка 10–9–10–8 с. В отсутствие электрического поля термализовав-
шиеся электроны диффундируют, а также рекомбинируют с поло-
жительными ионами с образованием нейтральных атомов. Если к 
электродам приложить электрическое поле с напряженностью в 

Uвых 

Сэ R 

Uпит 
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несколько сотен В/см, вследствие разделения частиц разного знака 
в электрическом поле рекомбинацию можно полностью прекра-
тить. В этом случае электроны начинают дрейфовать в электриче-
ском поле к положительному электроду, а ионы — к отрицатель-
ному. Во внешней цепи камеры на сопротивлении нагрузки R 
(см. рис. 10.3) возникает электрический импульс, длящийся до тех 
пор, пока все электроны и ионы не будут собраны на соответст-
вующие электроды.  

При небольших напряженностях приложенного поля Е скорости 
дрейфа электронов и ионов постоянны и определяются выраже-
ниями: +

дрv E+= μ , дрv E− −= μ , где +
дрv , дрv−  — скорости дрейфа ионов 

и электронов соответственно, +μ , −μ  — подвижности ионов и 
электронов соответственно, Е — напряженность электронного поля 
между электродами. 

Подвижность электронов и ионов +μ , −μ  сильно отличаются по 
своей величине. Обычно при атмосферном давлении 

2
4 3 см~ 10 10

В с
−μ ÷

⋅
, 

2см~ единиц
В с

+μ
⋅

; скорости дрейфа электронов и 

ионов в поле напряженностью порядка 1000 В/см равны соответст-
венно: + 3

др ~ 10  см сv , + 6 7
др ~ 10 10 см сv ÷ . 

Времена собирания ионов и электронов на электроды при 
d ∼ 1 см равны 3~ 10  сT + − , 6 7~ 10 10  сT − − −÷ . Импульс электриче-
ского тока во внешней цепи RнСэ (Сэ ≈ Сдетектора) двухкомпонентен 
— он состоит из электронного и ионного токов. При н эR С T +>>  
обе компоненты полностью интегрируются во внешней цепи, и со-
бранный заряд на Сэ равен: 

 частEq e=
ω

, 

где е — заряд электрона, Ечаст — энергия частицы. 
Амплитуда сигнала на Сэ равна: 

 част
вых

э эC C
q eEU = =

ω
. (10.21) 
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Если частица прошла на расстоянии х от положительного элек-
трода, то относительные доли зарядов, вносимых в общий заряд q 
электронной и ионной компонентами тока будут равны: 

 частeE xq
d

− = ⋅
ω

, частeE d xq
d

− −
= ⋅

ω
. (10.22) 

При полном интегрировании обеих компонент тока длитель-
ность снимаемого сигнала Uвых ∼ RнСэ, т. е. много больше Т+ и со-
ставляет более 10−2 с. Для исключения наложения сигналов от от-
дельных частиц друг на друга скорость регистрации (скорость сче-
та) должна быть примерно на два порядка меньше длительности 
сигнала, т. е. около 1 частицы/с. Это значение недопустимо мало. 
При выборе значения RнСэ таким, что н эR СT T+ −>> >>  интегриру-
ется только электронная компонента. Однако в этом случае вели-
чина сигнала будет зависеть не только от энергии частицы, но и от 
ориентации трека частицы х (индукционный эффект). 

Обычно ионизационные камеры применяются для измерения 
энергий α-частиц и осколков деления. При этом α-источник или 
делящийся материал наносят на отрицательный электрод. Пробеги 
α-частиц естественной радиоактивности и более тяжелых осколков 
в газе при атмосферном давлении невелики, обычно менее или 
около 1 см, α-частицы и осколки деления в рабочем объеме камеры 
полностью теряют свою энергию. 

Для того чтобы избежать индукционного эффекта и при этом 
использовать только электронную компоненту применяются трех-
электродные ионизационные камеры — между двумя электродами 
вводится сетка, свободно пропускающая дрейфующие электроны. 
Пробег частицы должен полностью укладываться между отрица-
тельным электродом и сеткой (имеющий положительный потенци-
ал), а сигнал снимается с промежутка сетка – положительный элек-
трод. При этом электроны, образованные частицей, проходят оди-
наковое расстояние между сеткой и положительным электродом 
(анодом) независимо от ориентации трека в промежутке отрица-
тельный электрод (катод) — сетка, и индукционный эффект пропа-
дает. 
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Многие молекулы газа (например, кислород) являются электро-
отрицательными: их молекулы быстро захватывают свободные 
электроны и образуют отрицательные ионы. Этот эффект может 
полностью уничтожать электронную компоненту — ток будет со-
стоять только из тока положительных и отрицательных ионов. По-
этому в ионизационных камерах (и газонаполненных детекторах 
вообще) применяются электронейтральные газы, не захватываю-
щие электроны. Это в первую очередь благородные газы Не, Ar, 
Ne, Kr, Xe. Среди них наиболее доступным и поэтому наиболее 
широко применяемым является аргон. 

В качестве рабочего вещества в ионизационной камере может 
применяться и жидкость, и кристаллическая структура. Последние 
образуют класс кристаллических детекторов и будут рассмотрены 
ниже. 

Что касается жидкостей, то вследствие высокой плотности обра-
зованных частицей электронов и ионов вдоль трека, в них практи-
чески при всех допустимых значениях напряженностей электриче-
ского поля рекомбинацию электронов и ионов остановить не уда-
ется. Кроме того, подвижность ионов в жидкостях столь мала, что 
использовать ионную компоненту тока также нельзя. 

Однако здесь есть исключения, в первую очередь жидкие благо-
родные газы при регистрации релятивистских частиц. В этом слу-
чае трек частицы разряжен, и электроны удается вытянуть из трека, 
не дав рекомбинировать с ионами при разумных значениях напря-
женности электрического поля. Однако, поскольку положительные 
ионы в жидкости малоподвижны, работать можно только на элек-
тронной компоненте. Индукционный эффект в двухэлектродной 
конструкции несущественен, если все треки частиц в камере ори-
ентированы одинаково. Такие ионизационные камеры на жидком 
аргоне применяются в адронных калориметрах (см. ниже). 

Ионизационная камера имеет ограниченную область примене-
ния из-за малости сигнала, возникающего во внешней RC-цепи. 
При регистрации α-частиц с энергией порядка 5 МэВ величина 
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сигнала составляет примерно 10−4 В, что требует большого внеш-
него усиления. 

Применение эффекта газового усиления в газонаполненных 
приборах сильно расширяет их возможности. При напряженностях 
поля порядка 104 В/см и выше образованные частицей свободные 
электроны могут набрать в этом поле энергию, достаточную для 
ударной ионизации атомов или молекул газа. Возникает электрон-
но-ионная лавина. 

Если где-то в промежутке между анодом и катодом возникло в 
результате ионизации, вызванной заряженной частицей, 0N  сво-
бодных электронов, то на расстоянии х от этой точки общее число 
электронов N будет равно: 

 0
xN N eα= , xm eα= , (10.23) 

где α — коэффициент ударной ионизации, зависящий от напря-
женности электрического поля Е и давления газа Р, m — коэффи-
циент газового усиления. 

Из формулы (10.23) видно, что величина коэффициента газового 
усиления зависит от расстояния между треком и анодом, и плоско-
параллельная геометрия не годится для измерения энергии части-
цы. Для того чтобы практически исключить эту зависимость, в 
пропорциональных счетчиках обычно применяется цилиндрическая 
геометрия (рис.10.4): катод выполняется в виде цилиндра диамет-
ром 1-2 см, по оси которого натянута анодная нить диаметром 
100 мкм или меньше (до 20 мкм).  

Напряженность электронного поля Е в такой геометрии растет 
по мере приближения к нити: 

 
( )к aln
VE

r r r
= , (10.24) 

где V — приложенная разность потенциала, кr  — радиус катода, ar  
— радиус анодной нити. В такой геометрии напряженность элек-
трического поля, достаточная для ударной ионизации газа, дости-
гается на расстоянии нескольких радиусов анодной нити. В осталь-
ном объеме счетчика (95-99%) поле относительно мало, и в нем 
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происходит дрейф электронов к области ударной ионизации. В си-
лу малости объема области ударной ионизации коэффициент газо-
вого усиления α уже практически не зависит от ориентации трека. 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

Рис. 10.4. Включение пропорционального счетчика 
 
Формула (10.24) для коэффициента газового усиления справед-

лива при значениях 310m ≤ . При больших значениях напряженно-
сти электрического поля существенную роль в образовании элек-
тронно-ионной лавины начинают играть и другие, более слабые 
эффекты. Во-первых, в самой электронно-ионной лавине, помимо 
электронно-ионных пар образуются возбужденные атомы аргона. 
При переходе возбужденных атомов аргона в основное состояние 
высвечиваются жесткие кванты ультрафиолетового излучения. По-
давляющая часть этого излучения испытывает резонансное погло-
щение вблизи точки излучения и в столкновительных процессах 
атомов возбужденных атомов аргона и атомов аргона, находящихся 
в основном состоянии, так или иначе перерабатывается в тепло. 
Однако небольшая часть фотонов в конечном счете может все же 
достичь катода. Поскольку работа выхода электронов из катода 
(для меди это 4,5 эВ) существенно меньше энергии фотонов (по-
тенциал возбуждения аргона Iвозб = 11,5 эВ), поглощение фотонов 
катодом будет приводить к внешнему фотоэффекту, т. е. появле-
нию дополнительных свободных электронов в объеме счетчика. 

Кроме того, подходящие к катоду положительные ионы при 
своей нейтрализации на катоде также вызывают появление допол-
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нительных свободных электронов, поскольку потенциал ионизации 
аргона составляет 15,7 эВ, а работа выхода электрона из металла 
всего 4,5 эВ (для меди). Разности этих энергий более чем хватает 
на вырыв из катода дополнительного свободного электрона. 

Оба эти процесса объединяются одним коэффициентом — ко-
эффициентом поверхностной ионизации γ, дающим относительный 
выход электронов с катода на один приходящий к катоду положи-
тельный ион (безотносительно к механизму появления этого сво-
бодного электрона). Для обычно применяемых материалов катода и 
газов типа аргона γ ∼ 10−4. 

С учетом этих эффектов полное число электронно-ионных пар 
газового усиления равно: 

 2 2 3
0 0 0 ...N mN m N m N= + γ + γ +  

Если 1mγ < , возникает сходящаяся геометрическая прогрессия, 
для которой: 

 0N N M= , (10.25) 

где 
1

mM
m

=
− γ

 — полный коэффициент газового усиления. 

Формула (10.25) имеет два важных следствия.  
1. При 1mγ → , M →∞ . На практике это означает возникнове-

ние в объеме счетчика непрерывного газового разряда. Это область 
работы счетчика Гейгера-Мюллера. Для того чтобы возникший 
разряд прекратился, т. е. чтобы можно было считать отдельные 
частицы — а это единственное применение счетчика Гейгера-
Мюллера — разряд необходимо погасить. Гашение разряда дости-
гается путем включения в цепь счетчика большого (∼ 108÷109 Ом) 
сопротивления нагрузки. При возникновении в счетчике газового 
разряда протекающий через счетчик ток вызывает значительное 
падение напряжения на сопротивлении нагрузки и соответственно, 
снижение разности потенциалов между электродами счетчика до 
величины, недостаточной для поддержания разряда. В таком режи-
ме работают так называемые несамогасящиеся счетчики Гейгера. 

2. При значениях коэффициента 4~ 10−γ , обычно коэффициент 
газового усиления 3~ 10M , т. к. при 410m =  возникает газовый 
разряд. Однако можно значительно уменьшить коэффициент по-
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верхностной ионизации γ путем введения в газ специальной приме-
си. Обычно в качестве таких примесей применяются пары спирта, 
метан, изобутан и (реже) ряд других органических соединений. 

Применяемые примеси обладают двумя замечательными свой-
ствами. Во-первых, вследствие того, что потенциал ионизации 
примеси меньше первого потенциала возбуждения аргона, равного 
11,5 эВ, газовая примесь поглощает жесткое ультрафиолетовое из-
лучение аргона с образованием ионов примеси. Во-вторых, при 
дрейфе ионов аргона к катоду они неизбежно сталкиваются с моле-
кулами примеси. При этом происходит перезарядка: ионы аргона 
нейтрализуются, а примесь ионизируется, поскольку потенциал 
ионизации примеси меньше потенциала ионизации аргона. В ре-
зультате к катоду приходят только ионы примеси. Нейтрализуясь 
на катоде, ионы примеси возникают в возбужденном состоянии, 
т. к. потенциал ионизации примеси все же существенно превышает 
работу выхода электронов из материала катода. Однако, и это са-
мое главное, возбужденные молекулы примеси не высвечивают 
фотоны, а диссоциируют с образованием свободных радикалов, и 
выход дополнительных электронов с катода сильно подавляется. 

Варьируя тип и процентное содержание примесей, можно полу-
чать как пропорциональные счетчики с различными предельными 
значениями коэффициентов газового усиления (вплоть до 106) так и 
счетчики Гейгера (самогасящиеся счетчики), в которых гашение 
разряда происходит на первой стадии за счет упомянутых выше 
механизмов. 

Пропорциональные счетчики имеют очень широкое применение 
для регистрации и измерения энергии различных частиц — от ре-
лятивистских до низкоэнергетических электронов β-распада 
радиоактивных источников.  

Для измерения энергетических спектров электронов β-распада 
важно, чтобы электроны не теряли свою энергию в стенках счетчи-
ка, т. к. это сильно ограничивает возможность измерения низко-
энергетической части спектра. Поэтому источник β-распада обычно 
вводят в состав газовой смеси. 

Для регистрации тепловых нейтронов применяются пропорцио-
нальные счетчики, заполненные газом BF3 либо в естественной 
смеси изотопов бора, либо с обогащением. Естественно, что это 
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именно счетчик нейтронов, так как амплитуда сигнала определяет-
ся энергией реакции ( )B , Lin α . 

Пропорциональные счетчики широко применяются для регист-
рации релятивистских частиц. При больших коэффициентах усиле-
ния 104-105 и выше, даже минимально ионизирующая частица соз-
дает в счетчике сигнал, на много порядков превышающий уровень 
шума внешнего усилителя. Тем самым появляется возможность 
измерения удельных ионизационных потерь частицы dE dx . 

Пропорциональные счетчики малого диаметра нашли массовое 
применение в приборах — трекерах, т. е. приборах, в которых про-
слеживаются треки частиц (при одновременном измерении удель-
ных ионизационных потерь). Число пропорциональных счетчиков, 
применяемых в таких приборах, составляет величину около сотни 
тысяч на прибор. Диаметр счетчика невелик (∼ 4 мм), поскольку в 
каждом отдельном счетчике координата частицы определяется с 
точностью до его диаметра. По причинам, объяснение которых вы-
ходит за рамки данного пособия, толщина стенки катода счетчика 
выбирается минимально возможной, а вещество катода — наибо-
лее легким. Таким образом, катод изготавливается из органической 
пленки (каптона) толщиной 50 мкм. Такие счетчики получили на-
звание “straw” (соломинки). Анодная нить таких счетчиков — зо-
лоченый вольфрам диаметром 20 мкм.  

В физике высоких энергий получили распространение также 
плоскопараллельные пропорциональные счетчики с резистивным 
электродом. Разумеется, как это уже отмечалось выше, при плос-
копараллельной геометрии измерение энергии частиц практически 
невозможно. Поэтому плоскопараллельная геометрия применяется 
там, где измерение энергии и не требуется, а необходима очень вы-
сокая точность определения момента регистрации частицы (высо-
кое временное разрешение). Плоскопараллельная геометрия в дан-
ном случае оправдана, поскольку позволяет получить детекторы 
предельно простой конструкции, покрывающие большую площадь 
(до сотни квадратных метров). Число отдельных счетчиков в такой 
конструкции может достигать величины в несколько десятков ты-
сяч. 

Применение резистивного электрода, т. е. электрода, изготов-
ленного из высокоомного вещества (обычно — стекла или специ-
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альной пластмассы с сопротивлением 12 1410 10  Ом см÷ ⋅ ), позволяет 
получать большие коэффициенты газового усиления (с применени-
ем соответствующих газовых смесей) при очень коротких сигна-
лах, что важно для получения высокой временной точности. В пер-
вом приближении использование высокоомного объемного (тол-
щиной несколько миллиметров) электрода приводит к тому, что 
электронно-ионная лавина, проходящая через конкретный очень 
небольшой (около квадратного миллиметра) участок электрода вы-
зывает локальное кратковременное падение напряжения на этом 
участке и тем самым мгновенное прекращение дальнейшего разви-
тия разряда. Снимаемый сигнал получается предельно коротким. 
Достигнутая на сегодняшний день точность измерения момента 
регистрации частицы (временное разрешение) такого рода детекто-
рами составляет около 100 нс, т. е. 10−10 с! Обычные пропорцио-
нальные счетчики с цилиндрической геометрией имеют временное 
разрешение на порядок хуже.  
Пропорциональные камеры состоят из двух плоскопараллельных 

электродов (катодов), изготовляемых обычно из алюминизирован-
ной полимерной пленки (майлара) и натянутых на изолирующую 
рамку. Расстояние между катодами составляет 10-20 мм. Между 
катодами на равном от них расстоянии l натянуты анодные нити 
диметром до 20 мкм, с шагом между нитями s не менее 2 мм. Меж-
ду катодами и анодными нитями прикладывается разность потен-
циалов порядка 1 кВ. Электрическое поле в такой системе имеет 
структуру, четко отделяющую поле одной нити от другой и, таким 
образом, пропорциональная камера, по существу, представляет со-
бой набор большого количества пропорциональных счетчиков в 
одном газовом объеме. Электроны ионизации, создаваемые заря-
женной частицей в объеме детектора, дрейфуют к соответствую-
щей анодной нити и в непосредственной близи от нити за счет 
ударной ионизации создают электронно-ионную лавину. Конст-
рукция детектора и картина распределения электрического поля в 
нем показаны на рис. 10.5. 

 
 
 
 



 292

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 10.5. Устройство пропорциональной камеры (слева) и распределение 
электрического поля в камере (справа). На рисунке справа показано также 
искажение поля, вызванное смещением анодных нитей 

 
Площадь таких камер может составлять 1 м2 и более. Поскольку 

катоды изготовлены из тонкой пленки, давление рабочего газа в 
объеме камеры поддерживается равное атмосферному. Пропорцио-
нальные камеры применяются в основном в физике высоких энер-
гий, т. е. для регистрации релятивистских частиц. Релятивистская 
частица на 1 см пути в газе при давлении, равном атмосферному, 
создает, в среднем, порядка сотни электронно-ионных пар, поэтому 
коэффициент газового усиления в пропорциональных камерах вы-
бирается от 104 до 106 (иногда и более). Для достижения такого вы-
сокого коэффициента газового усиления без перехода в режим гей-
геровского разряда необходимо уменьшить коэффициент поверх-
ностной ионизации γ по сравнению с чистым аргоном на 1-2 и бо-
лее порядков. С этой целью камеры заполняются газовой смесью, 
состоящей из (обычно) аргона и органического газа (метана, изобу-
тана и т. п.), обладающего гасящими свойствами. Двухкомпонент-
ная смесь, например аргон + изобутан, позволяет достичь коэффи-
циента газового усиления в пропорциональном режиме до величин 
порядка 106. Для достижения еще больших значений коэффициента 
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газового усиления в газовую смесь добавляют небольшое количе-
ство (менее 1%) электроотрицательного газа. Малое количество 
электроотрицательного газа практически не сказывается на разви-
тии электронно-ионной лавины вблизи анодной нити, однако элек-
троотрицательная примесь эффективно перехватывает вторичные 
электроны, выбиваемые с катода, тем самым подавляя развитие 
вторичных лавин. Например, «магическая смесь», предложенная 
лауреатом Нобелевской премии Ж. Шарпаком, состоящая из Ar 
(70%), изобутана (29,6%) фреона (0,4%), позволяет получить коэф-
фициент газового усиления до 108. 

Поскольку пропорциональная камера регистрирует релятивист-
ские частицы, пробег которых на много порядков превышает тол-
щину камеры, энергетические потери заряженной частицы в объе-
ме камеры пропорциональны удельным ионизационным потерям 
dE dx . Распределение малых энергетических потерь в тонком по-
глотителе описывается распределением Ландау, которое в первом 
приближении дается выражением: 

 ( ) ( )
1
21

2
f e e

− −λλ = λ +
π

, (10.26) 

где верE EΔ −Δ
λ =

ξ
, EΔ  — фактические потери энергии в поглоти-

теле малой толщины, верEΔ  — наиболее вероятные потери в погло-

тителе малой толщины, dE dxξ =  для нерелятивистского случая. 
Распределение Ландау приведено на рис. 10.6. Как видно из ри-

сунка, распределение несимметрично и имеет длинный «хвост» в 
области больших потерь энергии. Для того, чтобы определить 
dE dx  частицы и тем самым ее скорость, для каждой отдельно взя-
той частицы нужно получить это распределение и определить 

верEΔ . Это приводит к необходимости измерить потери энергии в 
нескольких сотнях газовых промежутков на треке частицы, т. е. 
иметь большой набор пропорциональных камер. С другой стороны, 
поскольку пропорциональная камера позволяет определять в про-
стейшем случае лишь одну координату x частицы по номеру срабо-
тавшей анодной нити, для измерения трека частицы (например, его 
кривизны в магнитном поле) также требуется большое количество 
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пропорциональных камер. Координатное разрешение пропорцио-
нальных камер определяется шагом анодных нитей. Сделать шаг 
анодных нитей менее 2 мм практически невозможно как из-за эф-
фекта расталкивания нитей, находящихся под одинаковым потен-
циалом, так и по ряду других причин. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 10.6. Распределение Ландау — теория и эксперимент 

 
Пространственное разрешение пропорциональных камер можно 

существенно улучшить путем применения так называемого «стри-
пового» катода. В этом случае катод разбивается на относительно 
узкие полоски (стрипы), и сигналы снимаются с каждого из стри-
пов. Появление сигналов на стрипах обязано эффекту электроста-
тической индукции. Количество электронов в лавине, образующей-
ся вблизи анодной нити, экспоненциально нарастает по мере при-
ближения к нити, и, таким образом, основная часть электронов ла-
вины проходит лишь небольшую разность потенциалов и дает не-
большой (∼ 10÷15%) вклад в анодный сигнал. Основной вклад в 
сигнал дают ионы, образовавшиеся вблизи нити и движущиеся от 
нее в сильном электрическом поле. Поскольку электроны быстро 
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уходят на нить, вблизи нити остается нескомпенсированный поло-
жительный объемный заряд ионов. Этот заряд индуцирует сигналы 
противоположного знака на стрипах. Координата частицы опреде-
ляется по формуле: 

 i i

i

x q
x

q
= ∑
∑

 (метод центра тяжести), (10.27) 

где ix  — координаты центров соответствующих стрипов, iq  — за-
ряды, снимаемые со стрипов. 

На практике для достаточно точного определения координаты 
частицы х достаточно измерить сигналы iq  с 5–7 стрипов, бли-
жайших к треку частицы. При этом оптимальная ширина стрипов 
довольно большая — она равна расстоянию между катодными 
плоскостями, т. е. 5–10 мм. Позиционное разрешение, достигаемое 
при таком съеме информации, может быть получено порядка 100 
мкм, т. е. превышающее шаг между нитями более чем на порядок 
величины. 

Дальнейшее развитие этой методики — изготовление катода в 
виде отдельных прямоугольных площадок (пэдов), позволяющих 
получить пространственное разрешение порядка 100 мкм сразу по 
двум координатам в плоскости катода. Правда, количество элек-
тронных каналов регистрации при этом возрастает квадратично по 
сравнению со стриповым съемом информации. 

 Модификацией пропорциональной камеры является так назы-
ваемая дрейфовая камера. Дрейфовая камера, не уступая пропор-
циональной в позиционном разрешении, позволяет на порядок и 
более снизить число электронных каналов регистрации. Конструк-
ция дрейфовой камеры приведена на рис. 10.7. 

Камера состоит из чередующихся анодных и катодных нитей, 
находящихся на расстоянии 10 см (или даже более) друг от друга. 
Пространство между анодной и катодной нитями образует дрейфо-
вый промежуток. Для того чтобы напряженность электрического 
поля была постоянной в дрейфовом промежутке, за исключением 
малой области вблизи анодной нити, где происходит газовое уси-
ление, в камеру вводится большое число потенциальных нитей, 
выравнивающих напряженность электрического поля в дрейфовом 
промежутке. Электроны ионизации, образовавшиеся в дрейфовом 
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промежутке на расстоянии х от анодной нити, собираются (и раз-
множаются в лавине) на анодной нити за время t дрейфа 

 дрейфа дрейфаt x v= , (10.28) 

 дрейфаv E= μ . (10.29) 

Рис. 10.7. Схематическое изображение 
дрейфовых промежутков дрейфовой камеры 

 
Для того чтобы измерить tдрейфа, надо с высокой точностью оп-

ределить момент времени прохождения частицы через дрейфовый 
промежуток. Это делается с помощью дополнительного детектора, 
например, сцинтилляционного. При скоростях дрейфа около 
5·106см/с в дрейфовом поле напряженностью около 1000 В/см (ар-
гон – изобутан) и точности измерения времени t ∼ 5 · 10–9c, точ-
ность измерения координаты будет около 250 мкм.  

При большом количестве дрейфовых камер и дрейфовых про-
межутках в них трудно обеспечить точное равенство и постоянство 
напряженности электрического поля во всех промежутках. Спаси-
тельным, однако, является тот момент, что формула (10.29) для 
электронов, вообще говоря, не выполняется. Более того, в некото-
рых газовых смесях vдрейфа вообще практически не зависит от на-
пряженности электрического поля Е в широком диапазоне значе-
ний напряженностей электрического поля. На рис. 10.8 приведена 
зависимость скорости дрейфа электронов в газовой смеси 62% Ar и 
38% изобутана, из которой видно, что в диапазоне напряженностей 
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электрического поля Е от 1200 до 2400 В см  скорость дрейфа 
электронов практически постоянна.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 10.8. Скорость дрейфа электронов в газовой смеси аргон-изобутан 

 
Позиционное (пространственное) разрешение дрейфовых камер 

определяется в основном, тремя факторами (рис. 10.9.).  
На малых расстояниях от анодной нити (1–2 мм) доминирую-

щих фактором является пространственная статистика распределе-
ния электронов на треке частицы — несколько близко или далеко 
были рождены электроны ионизации от анодной нити. Вклад элек-
троники (временное разрешение электроники) постоянен и не зави-
сит от расстояния от трека до анодной нити. Диффузия электронов, 
напротив, тем больше, чем больший путь проходят электроны от 
места своего образования до анодной нити. Зависимость простран-
ственного разрешения от времени дрейфа, вызванного диффузией 
электронов, описывается формулой: 

 2x Dtσ = , (10.30) 
где D — коэффициент диффузии электронов в газовой смеси, t — 
время, дрейфаt x v= . 

Если дрейфа constv = , то x xσ = .  
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Рис. 10.9. Позиционное разрешение дрейфовой камеры 
 
Как видно из рис. 10.9, достигнутое пространственное разреше-

ние современных дрейфовых камер может составлять 50 мкм (сиг-
ма) или ∼ 120 мкм (ширина на полувысоте). 

Дрейфовые камеры часто используются во внешнем магнитном 
поле, которое позволяет по радиусу кривизны траектории опреде-
лить импульс частицы по формуле: 

 300pc HR= , (10.31) 
где р — импульс частицы, ГэВ/с, с — скорость света, м/с, Н — на-
пряженность магнитного поля, Гс, R — радиус кривизны траекто-
рии, м. 

Вектор напряженности магнитного поля обычно направлен па-
раллельно анодным и катодным нитям. В этом случае электроны, 
дрейфующие от области образования трека к анодной нити, откло-
няются магнитным полем, что приводит как к изменению пути х, 
так и скорости дрейфа дрейфаv . 

В скрещенных электрическом и магнитном полях электроны 
дрейфуют по траектории, не совпадающей с силовыми линиями 
магнитного поля, а отклоняющейся от них на угол α: 

 tgα = ωτ , 



 299

где ω — частота ларморовской процессии электрона, τ — средний 
интервал времени между двумя последовательными столкновения-
ми с атомами газа. 

 
e

eH
m

ω= , (10.32) 

где е — заряд электрона, Н — напряженность магнитного поля, em  
— масса электрона. 

Скорость дрейфа в этом случае описывается формулой: 

 дрейфа
др.н. 2 21

v
v =

+ω τ
. (10.33) 

Примечательно, однако, что в газовых смесях, в которых ско-
рость дрейфа в значительном диапазоне значений напряженностей 
электрического поля не зависит от величины напряженности элек-
трического поля, т. е. выходит на насыщениях, в магнитном поле 
скорость дрейфа выходит на насыщение к тому же значению, что и 
в отсутствие магнитного поля, но при больших значениях напря-
женности электрического поля. 

Для того чтобы скомпенсировать отклонение направления 
дрейфа электронов в магнитном поле приходится изменять напря-
жения на потенциальных проволочках дрейфовых камер таким об-
разом, чтобы дрейф электронов по-прежнему проходил по крат-
чайшему пути от катодной к анодной нити. 
Время-проекционные камеры. Эти камеры являются наиболее 

универсальным инструментом в физике высоких энергий, посколь-
ку позволяют получать трехмерное электронное изображение трека 
со сравнимым пространственным разрешением по всем трем коор-
динатам. Конструкция время-проекционной камеры схематично 
изображена на рис. 10.10. По-существу она представляет собой 
комбинацию дрейфовой и пропорциональной камер. В дрейфовом 
объеме, заполненном газом, с помощью дополнительных электро-
дов создается равномерное электрическое поле между двумя вер-
тикальными плоскостями, ограничивающими объем камеры. 
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Рис. 10.10. Время-проекционная камера 
 
Трек релятивистской заряженной частицы, пересекающей объем 

камеры, состоит из цепочки ионизационных кластеров. Каждый 
кластер содержит электрон первичной ионизации и (в основном) от 
нуля до 3–4 электронов вторичной ионизации, возникающих на 
треках δ-электронов первичной ионизации. Количество кластеров 
на единицу длины невелико — оно равно числу актов первичной 
ионизации и, например, для аргона составляет около 30 штук на 1 
см при атмосферном давлении. Таким образом, среднее расстояние 
между кластерами составляет около 330 мкм. Размер кластера мал 
по сравнению с этой величиной, поскольку δ-электроны при иони-
зации вещества испытывают сильное расстояние. Таким образом, 
первоначально от трека в направлении электрического поля начи-
нают дрейфовать отдельные электронные кластеры, содержащие от 
1 до 5 электронов, пространственно разделенные друг от друга. 
Поскольку расстояние, на которое дрейфуют электроны, велико — 
до 2-х метров — диффузия электронов на таком дрейфовом про-
межутке приведет к перекрытию отдельных кластеров. Этого не 
происходит, если параллельно электрическому полю приложить 
достаточно сильное магнитное поле, в котором, как правило, такие 
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камеры и работают, поскольку магнитное поле позволяет измерить 
импульс частицы согласно формуле (10.31). Приложение магнит-
ного поля с напряженностью 15 кГсB =  позволяет уменьшить 
диффузию электронов в направлении, поперечном к направлению 
их дрейфа (и вектору магнитного поля) почти на два порядка! 

Благодаря этому электронные кластеры практически не пере-
крываясь дрейфуют к левой стенке камеры (рис. 10.10), где распо-
ложена многопроволочная пропорциональная камера с (как прави-
ло) пэдовым катодным съемом информации. Электронно-ионные 
лавины, образованные электронными кластерами, подошедшими к 
анодным проволочкам, создают индуцированные заряды на катод-
ных пэдах. Таким образом, измеряются координаты х, у каждого 
кластера в отдельности в плоскости XY, перпендикулярной плос-
кости рисунка (в плоскости пэдов). Третья координата z измеряется 
по времени дрейфа электронного кластера от места своего образо-
вания до соответствующей анодной нити, с которой снимается сиг-
нал, соответствующий окончанию дрейфа. 

Позиционное разрешение камер по осям х, у определяется рас-
стоянием от анодной нити до катодной плоскости и размерами пэ-
да. Типичное разрешение по х, у координатам составляет 200 мкм 
или даже чуть менее. Разрешение по координате z обычно несколь-
ко хуже и составляет ∼400÷500 мкм. Благодаря пропорционально-
му режиму регистрации лавин, вызываемых отдельными кластера-
ми, время-проекционная камера позволяет получить не только про-
странственное изображение трека (в виде комбинации электронных 
сигналов, которые следует обработать соответствующим образом), 
но и измерить удельные ионизационные потери частицы dE dx . 

Благодаря получению трехмерного изображения трека время-
проекционные камеры позволяют регистрировать одновременно 
большое количество треков, т. е. события с большой множествен-
ностью рожденных частиц. 

Однако серьезным недостатком время-проекционной камеры 
является ее большое мертвое время. Время дрейфа электронного 
кластера на расстояние 2 м составляет около 40 мкс. Если в течение 
времени дрейфа произойдет еще одного событие, треки двух собы-
тий наложатся друг на друга, и разобраться в них будет невозмож-
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но. Поэтому средняя частота регистрации событий должна быть на 
1–2 порядка меньше максимального времени дрейфа. 

Кроме того, при больших размерах камеры число анодных про-
волочек может достигать значения нескольких тысяч, а число пэ-
дов — нескольких десятков тысяч, что требует очень большого ко-
личества регистрирующей электроники и применения специальных 
процессоров предварительного анализа и подавления считывания 
каналов с нулевыми сигналами. 

Так или иначе, время-проекционная камера на сегодняшний 
день является самым совершенным прибором в физике высоких 
энергий и широко применяется в уже идущих и планируемых экс-
периментах. 
 

10.3. Кристаллические и полупроводниковые детекторы 
 

В твердых кристаллических телах носителями электрического 
заряда являются электроны и дырки. В изоляторах свободные элек-
троны и дырки отсутствуют, и электрический ток в них невозмо-
жен вследствие того, что в зоне проводимости нет свободных элек-
тронов, а в валентной зоне нет свободных дырок, которые могли 
бы двигаться (т. е. изменять свою энергию) во внешнем электриче-
ском поле. Однако такие свободные электроны и дырки появляют-
ся в результате прохождения через кристалл заряженной частицы. 
Процесс генерации заряженной частицей (квази)свободных элек-
тронов и дырок (т. е. свободных только внутри кристалла) во мно-
гом аналогичен процессу генерации свободных электронов и ионов 
в газах и жидкостях и описывается теми же формулами. Энергия 
образования одной электронно-дырочной пары ω в первом при-
ближении не зависит ни от типа частицы, ни от ее энергии и, так же 
как и в газе, является параметром вещества. Приближенно ~ 3 gEω , 
где gE  — ширина запрещенной зоны. 

Если вырезать из монокристалла пластинку толщиной d и пло-
щадью S и напылить на ее противоположные поверхности электро-
ды, с тем, чтобы со стороны катода в кристалл осуществлялась ин-
жекция электронов, а со стороны анода — нейтрализация дырок, то 
мы получим кристаллический счетчик. 
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К сожалению, в подавляющем большинстве изоляторов под-
вижность электронов, и, в особенности дырок, мала, время их жиз-
ни в соответствующих зонах также мало из-за большого количест-
ва ловушек, захватывающих электроны и дырки, и вследствие это-
го при приложении электрического поля электроны и дырки не до-
ходят до электродов, застревая в ловушках. 

Исключение составляют полупроводники (т. е. кристаллы с уз-
кой запрещенной зоной), прежде всего германий Ge и кремний Si, а 
также ряд других полупроводников, например арсенид галлия 
GaAs. 

Широкое распространение в настоящее время получили полу-
проводниковые детекторы на основе Ge и Si, другие материалы — 
GaAs и др. пока широкого применения не нашли. 

В табл. 10.2 приводятся основные физические характеристики 
Ge и Si. 

 
                Таблица 10.2 

Элемент Еg, эВ µn, см2/B·c µp, см2/B·c ω, эВ 

14Si28 1,11 1350 480 3,6 

32Ge74 0,67 3900 1800 2,9 

 
К сожалению, при комнатной температуре как Si, так и Ge обла-

дают значительной собственной проводимостью. При приложении 
к кристаллу Ge или Si электрического поля через них начинает течь 
постоянный ток, флуктуации которого приводят к появлению сиг-
налов, неотличимых от сигналов, создаваемых заряженными час-
тицами. В плохо очищенных кристаллах Ge и Si появляется при-
месная проводимость, которая при комнатной температуре может 
превосходить собственную на много порядков. 

Понижение температуры кристалла приводит к значительному 
уменьшению собственной и примесной проводимостей. 

В настоящее время высокоочищенный германий, поскольку его 
заряд Z существенно больше, чем у кремния, применяется в преци-
зионной спектрометрии гамма-излучения. Объем такого кристалла 
может составлять ∼ 100 см3. Проводить измерения с таким кри-
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сталлом возможно лишь при температуре жидкого азота (77о К), 
так как при более высоких температурах его проводимость недо-
пустимо велика. Однако храниться он может и при комнатной тем-
пературе. 

При комнатной температуре используются полупроводниковые 
детекторы с p–n-переходом. В качестве исходного материала бе-
рутся пластинки n-Si (или n-Ge) толщиной ∼ 0,5 мм и площадью в 
несколько квадратных сантиметров, либо пластинки р-Si (или р-
Ge). Если, например, в исходный материал — пластинку из р-Si — 
с одной стороны внедрить (путем высокотемпературной диффузии) 
донор — фосфор, то на поверхности такой пластинки с проводимо-
стью р-типа возникает тонкий высокопроводящий слой n-типа. В 
переходной зоне между ними образуется р–n-переход, лежащий в 
основном в более высокоомной области, т. е. в области р-типа 
обедненный обоими типами носителей — как электронами, так и 
дырками. Толщина р–n-перехода при отсутствии внешнего поля 
невелика — около 10–4 см. Однако при приложении к такому кри-
сталлу, являющемуся по существу полупроводниковым диодом, 
внешнего напряжения, направленного в том же (запирающем) на-
правлении, что и внутреннее поле р–n-перехода, можно растянуть 
ширину р – n-перехода до M значений 0,2–0,3 мм. Этот р–n-
переход и является той областью, в которой происходит регистра-
ция частицы, так как внешнее электрическое поле практически 
полностью сосредоточено в этой области и практически отсутству-
ет в «р» и «n» областях; «n» - область изготавливают в этом случае 
предельно тонкой, т. к. через нее проходит облучение детектора 
частицами, а пробег частицы должен укладываться на ширине р–
n-перехода. Вследствие небольшой ширины р–n-перехода диапазон 
измеряемых энергии заряженных частиц весьма ограничен. 

Из всех применяемых в настоящее время детекторов полупро-
водниковые детекторы обладают наилучшим энергетическим раз-
решением. Предельное энергетическое разрешение любого детек-
тора определяется выражением: 

 E NΔ = ωΔ , (10.34) 
где EΔ  — энергетическое разрешение, NΔ  — среднеквадратич-
ные флуктуации среднего числа электронно-ионных или электрон-
но-дырочных пар. 



 305

Из распределения Пуассона N NΔ = , где частN E= ω , однако 
флуктуации в числе электрон-ионных пар (или электронно-
дырочных пар) не подчиняются закону Пуассона, и описываются 
следующим выражением: 

 N FNΔ = , 
где F — фактор Фано. 

Для газов F ∼ 0,5, для полупроводников F ∼ 0,1–0,2. Появление 
фактора Фано, т. е. сужение статистического распределения по 
сравнению с пуассоновским распределением связано с тем, что 
процесс ионизации веществ заряженными частицами нельзя рас-
сматривать как статистически независимую цепочку случайных 
событий из-за того, что полная ионизация двухступенчатая — пер-
вичный δ-электрон создает вторичную ионизацию на своем треке. 

Поскольку частN E= ω , выражение (10.34) можно переписать в 
виде: 

 частEE FΔ = ω
ω

. (10.35) 

Из выражения (10.35) следует, что EΔ  тем меньше, чем меньше 
ω. Для газов ~ 30 эВω , а для полупроводников, например Si, 

~ 3,65 эВω , т. е. на порядок меньше. Поэтому энергетическое раз-
решение полупроводниковых детекторов в 4–5 раз лучше, чем га-
зовых. Например, для кремниевого детектора при част 1 МэВE =  
получаем ~ 1 КэВEΔ , или 0,1%E EΔ = . 

В спектрометрии частиц высоких энергий тонкие полупровод-
никовые детекторы применяются для измерения удельных 
ионизационных потерь dE dx . 

В настоящее время кремниевые полупроводниковые детекторы 
нашли широкое применение в качестве позиционно-
чувствительных (трековых) детекторов. Поскольку речь в данном 
случае идет об определении одной или двух координат релятивист-
ских частиц, пересекающих детектор, главной величиной, опреде-
ляющей качество детектора, является его координатное разреше-
ние. Поскольку координатное разрешение, помимо качества самого 
детектора, определяется также и процессом многократного рассея-
ния частиц, средний угол которого растет с ростом материала де-
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тектора Z, кремний имеет значительное преимущество перед гер-
манием благодаря существенно меньшему значению Z. 

Среднее значение удельных ионизационных потерь однозаряд-
ной релятивистской частицей, имеющей скорость, соответствую-
щую минимуму dE dx , составляет 390 эВ/мкм, что дает, с учетом 
значения ω, около 108 n–p-пар на 1 мкм. При типичной толщине 
детектора 300 мкм в среднем релятивистская частица создает 
3,2·104 электронно-дырочных пар. 

Однако собственная проводимость кремния при комнатной тем-
пературе такова, что в детекторе площадью 1 см2 и толщиной 300 
мкм количество свободных электронно-дырочных пар, генерируе-
мых теплом, составляет 4,5·108 штук, что на 4 порядка превосходит 
величину сигнала, создаваемого релятивистской частицей. Сущест-
венно уменьшить концентрацию носителей опять-таки позволяет 
применение p–n-перехода.  
Кремнивые микростриповые полупроводниковые детекторы 

имеют следующую конструкцию. В качестве основы обычно берет-
ся n-Si с максимально достижимым на сегодняшний день удельным 
сопротивлением 105 Ом·см. Монокристалл кремния разрезается на 
заготовки диаметром до 15 см и толщиной около 500 мкм. Затем 
полученные пластинки шлифуются и полируются до толщины 300 
мкм. Полученные трехсотмикронные пластинки с идеально отпо-
лированными поверхностями окисляются с одной стороны при 
температуре 1030° С. Получившийся на поверхности тонкий слой 
двуокиси кремния SiO2 является прекрасным изолятором. Затем со 
стороны, покрытой двуокисью кремния, фотолитографическим ме-
тодом протравливаются полоски (стрипы) шириной от 10 до 3 мкм 
и с тем же шагом. Таким образом, часть поверхности кремниевой 
пластины вновь обнажается уже в виде отдельных полосок (стри-
пов). После этого в обнаженную поверхность путем ионной им-
плантации внедряется акцептор, образуя р-область на поверхности 
обнаженных стрипов. С противоположной стороны полностью об-
наженная поверхность путем ионной имплантации дополнительно 
легируется акцепторной примесью, образуя n+-электрод. Затем 
происходит металлизация стрипов и всей противоположной по-
верхности. В результате описанной процедуры получается струк-
тура, схематично изображенная на рис. 10.11.  
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Под металлическими алюминиевыми электродами, выполнен-
ными в виде полосок (стрипов) располагается очень тонкий слой р-
кремния, (образованный путем ионной имплантации). Между 
слоями р-Si и основным кристаллом n-Si образуется тонкий р –
 n-переход. При приложении к электродам такого детектора (на-
пряжение 0V >  прикладывается к n+ - кремнию) разности потен-
циалов около 100 В, ширина p–n-перехода становится равной 300 
мкм, т. е., по существу, детектор по всей толщине (за исключением 
очень тонких р-слоев со стороны стрипов и n+-слоя с противопо-
ложной стороны) становится единым р–n-переходом! Собственно 
этим и объясняется выбор толщины кремниевой пластины, равной 
300 мкм, т. к. до ширины в 300 мкм можно легко растянуть р–
n-переход, а выше уже могут начаться пробойные явления. 

 
Рис. 10.11. Устройство микрострипового детектора 

 
Позиционное разрешение такого детектора, вообще говоря, оп-

ределяется тем местом, где частица пересекла детектор. Если час-
тица пересекла детектор под одним из стрипов, то позиционное 
(пространственное) разрешение определяется с точностью до ши-
рины стрипа. Если же частица прошла между двумя стрипами, то 
образованный частицей заряд делится между ними обратно про-
порционально расстояниям до трека, и координата частицы может 
быть определена точнее, чем ширина стрипа. Предельное про-
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странственное разрешение, полученное на сегодня, составляет око-
ло 2,5 мкм. 

Современная технология позволяет получать не только одно-
мерные позиционно-чувствительные кремниевые детекторы, но и 
двухмерные. В последнем случае электроды выполняются в виде 
отдельных квадратиков (пэдов). Считывать сигналы с отдельных 
пэдов — задача нетривиальная, однако она решается с помощью 
современных высоких технологий. 

В последние годы особый интерес вызывает позиционно-
чувствительные микростриповые детекторы, изготовленные на ос-
нове алмазных пленок. Кристалл алмаза обладает уникальными 
свойствами. Он является идеальным изолятором, и в то же время 
подвижности электронов и дырок в нем даже выше, чем в кремнии. 
Некоторые физические характеристики алмаза приведены ниже 
(табл. 10.3). 

Ввиду очень низкой собственной проводимости алмаз не требу-
ет создания р–n-перехода и может использоваться как однородный 
кристаллический детектор. 

 
                             Таблица 10.3 

Ширина запрещенной зоны, эВ 5,5 

Пробивное поле, В/см 107 

Удельное сопротивление, Ом·см > 1011 

Плотность носителей заряда, 300 К < 103 

Подвижность электронов, см2/В·с 1800 

Подвижность дырок, см2/В·с 1200 

Энергия, идущая на образование  
одной n–p-пары, ω, эВ 13,6 

 
В настоящее время алмазные пленки выращиваются из газовой 

фазы на кремниевой подложке. При этом алмаз не выращивается в 
виде однородного монокристалла, а растет в виде отдельных зер-
нышек, вытянутых в направлении, перпендикулярном подложке. 
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После удаления подложки на алмазную пленку с двух сторон на-
пыляются металлические электроды. Поскольку электрическое по-
ле в таком детекторе направленно вдоль направления роста зерен, 
электроны и дырки под действием внешнего электрического поля 
будут также двигаться вдоль зерен. 

Одной из основных характеристик кристаллических детекторов 
является длина переноса носителей — тот путь, который в среднем 
проходят носители под действием внешнего поля до их захвата на 
ловушки. В идеальном кристаллическом детекторе длина переноса 
должна быть больше межэлектродного расстояния — в этом случае 
электроны и дырки достигают соответствующих электродов, где и 
нейтрализуются. 

В 1991 г., когда начались первые исследования алмазных пле-
нок, длина переноса составила всего несколько мкм, а в 1997 г. она 
уже составляла 250 мкм, что вполне достаточно для разработки 
полноценного твердотельного детектора. 

При выращивании алмазных пленок из газовой фазы в них не-
избежно возникают глубокие ловушки электронов и дырок, захва-
тывающие свободные носители и тем самым значительно умень-
шающие длину переноса. Для увеличения длины переноса исполь-
зуется оригинальный прием — предварительное облучение («на-
качка») алмазной пленки с помощью нейтронного или β-источника. 
При величине поглощенной дозы не менее 10 Гр практически все 
ловушки оказываются заполненными и в дальнейшем не влияют на 
длину переноса носителей. 

В качестве примера приведем позиционно-чувствительный де-
тектор на основе алмазных пленок, разработанный в ЦЕРН. На ал-
мазные пленки размером 2 х 2 см2 с одной стороны напылялись 
сплошные электроды, а с другой — стрипы шириной 25 мкм и ша-
гом 25 мкм. Толщина пленки составляла около 500 мкм, а измерен-
ная длина переноса в ней — около 210 мкм. Позиционное разреше-
ние, полученное в таком детекторе, измеренное на пучке релятиви-
стских мюонов составило в среднем около 16 мкм. 

 
10.4. Сцинтилляционные детекторы 

 
Сцинтилляционные детекторы конструктивно состоят из двух 

элементов: сцинтиллятора, преобразующего энергию заряженной 
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частицы в световую вспышку, и фотоприемника, преобразующего 
эту световую вспышку в электрический импульс. Свойством све-
титься под действием ионизирующего излучения обладают многие 
вещества. К сцинтилляторам относят лишь те вещества, у которых 
длительность свечения не превышает 610  с− . 

Класс сцинтилляторов довольно обширен. Сцинтилляторами яв-
ляются некоторые газы (благородные газы — аргон, неон, криптон, 
ксенон), кристаллические вещества, а также широкий класс орга-
нических соединений. 

Основными характеристиками сцинтилляторов являются сле-
дующие. 

1. Конверсионная эффективность. Конверсионной эффективно-
стью называется отношение: 

 св

част

E
E

κ = , (10.36) 

где свE  — энергия световой вспышки, частE  — энергия, потерянная 
частицей в сцинтилляторе.  

В связи с тем, что абсолютные измерения величины κ довольно 
затруднительны, часто используется величина относительной кон-
версионной эффективности. Она характеризует конверсионную 
эффективность сцинтиллятора по отношению к эталону. За эталон, 
относительная конверсионная эффективность которого равна еди-
нице, принят органический сцинтиллятор — кристалл антрацена. 

Вообще говоря, величина κ зависит от удельных ионизационных 
потерь частицы. Для релятивистских частиц удельные ионизацион-
ные потери слабо зависят от энергии частицы, и поэтому конверси-
онная эффективность практически перестает зависеть от удельных 
ионизационных потерь. Поэтому при регистрации релятивистских 
частиц часто используется другая величина — удельный световой 
выход dL dE , который дает количество световых фотонов на 
1 МэВ энергии, потерянной частицей. 

2. Спектр свечения сцинтилляторов. 
По большей части спектр свечения сцинтилляторов представля-

ет собой широкую полосу и характеризуется maxλ  — значением 
длины волны света, в максимуме спектра свечения. 
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Обычно maxλ  лежит в видимой области и хорошо сопрягается с 
максимумом спектральной чувствительности фотоприемников. 
Однако у ряда сцинтилляторов, в частности, у благородных газов, 

maxλ  лежит в области ультрафиолета. Для преобразования ультра-
фиолетового спектра в видимый применяют сместители спектра — 
органические вещества, у которых спектр поглощения совпадает со 
спектром свечения сцинтиллятора, а спектр излучения, лежащий в 
более длинноволновой области, совпадает со спектральной чувст-
вительностью фотоприемника. 

3. Прозрачность к собственному излучению.  
В большинстве сцинтилляторов спектр излучения частично пе-

рекрывается со спектром поглощения. Чем меньше степень пере-
крытия спектров, тем прозрачнее сцинтиллятор к собственному 
излучению. Обычно прозрачность к собственному излучению ха-
рактеризуется длиной ослабления ослl  — расстоянием, на котором 
собственное излучение ослабляется в e раз. Длина ослабления хо-
роших сцинтилляторов лежит в диапазоне от десятков сантиметров 
до нескольких метров. 

4. Время высвечивания.  
5. В первом (достаточно грубом) приближении зависимость 

числа испускаемых фотонов от времени описывается следующим 
уравнением: 

 0 tdN N e
dt t

− τ= , (10.37) 

где dN
dt

 — скорость высвечивания фотонов, 0N  — число возбуж-

денных центров свечения, вызванных потерей энергии частицы 
частE , t — время высвечивания. 

 0
0

dN dt N
dt

∞

=∫ . (10.38) 

Большинство сцинтилляторов обладает несколькими временами 
высвечивания τ, при этом, как правило, сцинтиллятор 
характеризуется наименьшей величиной из нескольких τ. Время 
высвечивания играет определяющую роль в одной из важнейших 
характеристик сцинтилляционного детектора — временного 
разрешения. Значения τ для различных сцинтилляторов лежат в 
пределах от 610−  до 910−  с.  
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Сцинтилляционный процесс в благородных газах связан с обра-
зованием на треке частицы возбужденных молекул 2X ∗ . Эти моле-
кулы не существуют в основном состоянии и отсутствуют в составе 
благородных газов, они образуются только на треке частицы, и при 
переходе в основное состояние распадаются на два нейтральных 
атома. Поскольку спектр излучения молекулы 2X ∗  не перекрывает-
ся со спектром поглощения атомов благородных газов, благород-
ные газы оказываются в высокой степени прозрачными к собствен-
ному излучению. Отличительной особенностью благородных газов 
является сохранение их хороших сцинтилляционных свойств в 
жидком и твердом состоянии. 

В кристаллических неорганических сцинтилляторах, как прави-
ло, сцинтилляционный процесс связан с рекомбинацией электронов 
и дырок на активаторе — ионе примеси, которая специально во-
дится в состав основной кристаллической решетки. Активатора 
вводится довольно много — порядка нескольких молярных про-
центов. Типичным представителем сцинтилляторов подобного рода 
является кристалл NaI, активированный Tl (таллием). Ионы таллия 
располагаются в регулярных узлах ионной кристаллической ре-
шетки, замещая ионы натрия, и образуют локальные уровни захва-
та электронов и дырок в запрещенной зоне решетки NaI. Спектр 
излучения возбужденного иона Tl* благодаря этому имеет заметно 
меньшую энергию, чем спектр фундаментального поглощения ре-
шетки NaI. Спектр излучения ионов (Tl+)* энергетически сдвинут 
относительно спектра поглощения этих же ионов из-за влияния ок-
ружающей решетки, модифицирующей энергетические уровни по-
глощения и испускания ионов Tl, благодаря чему кристалл NaI(Tl) 
имеет длину ослабления собственного излучения в несколько де-
сятков сантиметров. Кристаллы CsI(Tl), несколько уступающие 
NaI(Tl) в конверсионной эффективности и времени высвечивания 
(см. табл. 10.4), также широко применяются в эксперименте благо-
даря меньшей по сравнению с NaI(Tl) радиационной длине. При 
низкой температуре (–150о С) хорошим сцинтиллятором является 
также неактивированный CsI, свечение в котором возникает благо-
даря рекомбинации электронов с автолокализованными (останов-
ленными в решетке) дырками. 
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Кристаллы NaI(Tl) и CsI(Tl) прежде всего широко применяются 
для регистрации и спектрометрии гамма-излучения, так как благо-
даря большому среднему атомному номеру Z и высокой плотности 
они позволяют получить высокую (десятки процентов) эффектив-
ность регистрации гамма-излучения при сравнительно небольших 
размерах кристаллов (толщиной 3–5 см). Они также широко при-
меняются в электромагнитных калориметрах, рассчитанных на 
сравнительно небольшие энергии электронов или гамма-квантов. 

В калориметрах, рассчитанных на максимально достижимые на 
сегодняшний день энергии первичных частиц (сотни ГэВ), требуе-
мые размеры кристаллов NaI(Tl) или CsI(Tl) становятся неприем-
лемо большими, поэтому в подобных калориметрах применяются 
кристаллы, хотя и уступающие по своим сцинтилляционным свой-
ствам (прежде всего по конверсионной эффективности) кристалла-
ми NaI(Tl) и CsI(Tl), но имеющие заметно меньшую радиационную 
длину, и, к тому же, в ряде случаев, гораздо меньшее время высве-
чивания, что существенно повышает быстродействие калоримет-
ров. 

Большой интерес в последнее время вызывает сцинтиллятор 
Lu2Ce2 (SiO4)О или LSO. Он обладает большим световым выходом 
(~ 75% от NaI(Tl)), высокой плотностью, относительно малым вре-
менем высвечивания, и хорошо перекрывающимся со спектральной 
чувствительностью фотоприемников спектром свечения. Кристал-
лы LSO в настоящее время широко применяются в медицинских 
позитрон-эмиссионных томографах для регистрации аннигиляци-
онного гамма-излучения позитронов (0,511 МэВ). 

Параметры некоторых наиболее часто применяемых неоргани-
ческих сцинтилляторов приведены в табл. 10.4.  

Практически все органические соединения, используемые в ка-
честве сцинтилляторов, имеют в своем составе бензольное кольцо. 
Три двойные электронные связи бензольного кольца содержат по 
одному σ-электрону и одному π-электрону каждая. Механизм све-
чения органических молекул основан на возбуждении и после-
дующем девозбуждении (переходу в основное состояние) π-
электронов. Благодаря тому, что в возбужденном состоянии равно-
весное межатомное расстояние в бензольном кольце больше, чем в 
невозбужденном, энергия возбуждения оказывается больше, чем 
энергия излучения, благодаря чему спектры поглощения и излуче-
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ния не совпадают — спектр излучения лежит в более длинноволно-
вой области, хотя в той иди иной степени частично перекрывается 
со спектром поглощения. Оба спектра (поглощения и излучения) 
представляют собой широкие полосы, т. к. энергия электронного 
перехода расщепляется при комнатной температуре на большое 
число колебательных и вращательных подуровней.  

          
       Таблица 10.4 

Вещество NaI(Tl) CsI(Tl) CsI Bi4Ge3O12 PbWO4 LSO 

Плотность, г/см3 3,67 4,51 4,51 7,13 8,25 7,4 

Радиац. длина, см 2,59 1,85 1,85 1,12 0,89 1,14 

Время высвечи-
вания, нс 250 600 16 300 15 ∼ 40 

λmax, нм 410 560 315 480 440 420 

Относит. конвер-
сионная эффек- 2 1,5 0,4 0,3 0,026 ∼ 1,5 

  
Органические сцинтилляторы используются в виде органиче-

ских кристаллов (антрацен, стильбен, толан), состоящих только из 
вещества-сцинтиллятора, органических растворов и пластмассовых 
сцинтилляторов. Последние два представляют собой жидкие или 
твердые растворы вещества-сцинтиллятора в растворителе. По-
скольку концентрация вещества-сцинтиллятора в растворе невели-
ка (около нескольких молярных процентов), а органические сцин-
тилляторы имеют достаточно хорошую конверсионную эффектив-
ность (в среднем от 1 до 0,5 по отношению к антрацену), очевид-
ным образом существует эффективный механизм передачи энергии 
от растворителя, в котором частица теряет свою энергию, к сцин-
тиллирующей примеси. Неудивительно поэтому, что наиболее эф-
фективными растворителями являются вещества, содержащие, так 
же, как и сцинтилляторы, в своем составе бензольные кольца. Эф-
фективными механизмами передачи энергии являются радиацион-
ная (излучательная) передача энергии от молекулы (или полимер-
ной цепочки) растворителя к сцинтиллятору или безизлучательная 
диполь-дипольная передача энергии возбуждения от одной моле-
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кулы к другой. Растворители, хотя обычно и содержат в своем со-
ставе бензольные кольца, не являются эффективными сцинтилля-
торами из-за сильного перекрытия спектров поглощения и испус-
кания, однако они прозрачны для излучения сцинтиллирующей 
примеси, энергия излучения которой значительно ниже энергии 
возбуждения молекул растворителя. В жидкие, и в особенности в 
твердые растворы (пластмассовые сцинтилляторы), часто вводят 
еще одну добавку — смеситель спектра, которая, поглощая излуче-
ние вещества-сцинтиллятора, излучает поглощенную энергию в 
более длинноволновой по сравнению со сцинтиллятором области 
спектра. Тем самым достигается большая прозрачность сцинтилля-
тора к собственному излучению и лучшее совпадение спектра из-
лучения сцинтиллятора со спектральной чувствительностью фото-
приемников. Особую роль играют переизлучатели в тех случаях, 
когда по конструктивным причинам невозможно прямое сочлене-
ние сцинтиллятора с фотоприемниками. В этом случае в сцинтил-
лятор (пластмассовый) внедряются (вклеиваются) тонкие волокна 
(фибры), состоящие из пластмассы и переизлучателя с длиной вол-
ны, большей, чем длина волны излучения сцинтиллятора. Свет, из-
лучаемый в сцинтилляторе, поглощается в волокнах и переизлуча-
ется. Поскольку излучение происходит внутри волокна, часть света 
захватывается в угол полного внутреннего отражения и по волокну 
может быть выведена на большое (1 м и более) расстояние от сцин-
тиллятора. Набор органических сцинтилляторов довольно широк и 
ежегодно пополняется, поэтому в табл. 10.5 мы приводим в качест-
ве примера типичные характеристики лишь трех наиболее харак-
терных сцинтилляторов. 

 
Таблица 10.5 

Сцинтиллятор Плотность, 
г/см3 λmax, нм 

Относит. 
конверс. 

Время высве-
чивания, нс 

Органический кри-
сталл, антрацен С14Н10 

1,25 445 1 (∼ 6%) 30 

Жидкий, NE-213 ∼ 0,84 370 0,78 3,7 

Пластмассовый: поли-
стирол + паратерфи- ∼ 1 380 0,5 3 
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Органические сцинтилляторы находят в экспериментальной 
практике очень широкое применение. Поскольку сцинтилляторы 
такого типа содержат много водорода, их широко применяют для 
регистрации и спектрометрии быстрых нейтронов по протонам от-
дачи. Для регистрации тепловых и медленных нейтронов приме-
няют пластмассовые сцинтилляторы, содержащие 5В10. 

Жидкие сцинтилляторы применяют для спектрометрии 
β-излучения источников β-распада. При этом источник в виде рас-
твора добавляется непосредственно в сцинтиллятор. Объем жидких 
сцинтилляторов практически неограничен, поэтому в больших объ-
емах (до сотни кубометров) они применяются для регистрации ней-
трино. 

Пластмассовые сцинтилляторы обычно изготавливаются в виде 
тонких (от 1 мм до нескольких сантиметров толщиной) пластин 
самой разнообразной площади и конфигурации. Они применяются 
для регистрации заряженных частиц в широком диапазоне энергий, 
в том числе релятивистских частиц. Широкое применение находят 
пластмассовые сцинтилляторы в электромагнитных и адронных 
калориметрах (см. ниже). Наконец, пластмассовые сцинтилляторы 
могут изготавливаться в виде цельных колпаков, накрывающих 
собой экспериментальные установки и служащие антисовпадатель-
ной зашитой, препятствующей регистрации заряженных частиц, 
попадающих в установку извне. Особым случаем использования 
пластмассовых сцинтилляторов является позиционно-
чувствительный детектор, применяемый в физике высоких энергий 
для определения треков частиц. Такой детектор набирается в виде 
жгута отдельных сцинтилляционных волокон. Каждое волокно 
имеет диаметр 0,5–1 мм. Оно изготовлено из пластмассового сцин-
тиллятора с показателем преломления n, и покрыто тонкой (не-
сколько длин волн) прозрачной несцинтиллирующей оболочкой с 
показателем преломления 2n . Благодаря разнице в показателях 
преломления 2 1n n<  оболочки и волокна, часть сцинтилляционного 
света, испускаемого изотропно вдоль трека частицы, пересекающей 
данное волокно, захватывается в угол полного внутреннего отра-
жения и распространяется вдоль волокна. Эффективность захвата 
света ε в угол полного внутреннего отражения в одну сторону 
вдоль волокна описывается формулой: 
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 ( )2 10,5 1 n nε = − , (10.39) 
и обычно составляет от 3 до 6%. 

Жгут сцинтилляционных волокон сочленяется с позиционно-
чувствительным фотоприемником (например, ФЭУ на МКП, 
см. ниже), благодаря чему возможно определить координаты x, y 
трека частицы в плоскости, перпендикулярной направлению жгута.  

В качестве фотоприемников в сцинтилляционных детекторах 
применяются фотоумножители различной конструкции, а также 
полупроводниковые фотодетекторы. 

Обычные фотоумножители (ФЭУ) представляют собой вакуум-
ный прибор, состоящий из плоского фотокатода, системы динодов, 
чаще всего коробчатой или корытообразной формы, и анода. Фото-
катод наносится тонким полупрозрачным слоем на внутреннюю 
поверхность входного окна ФЭУ. Кванты света от сцинтиллятора 
или черенковского радиатора проходят через входное окно ФЭУ, 
изготовленное из обычного боросиликатного стекла (коротковол-
новая граница пропускания 300 нм) или кварцевого стекла (корот-
коволновая граница пропускания 150 нм), и, поглощаясь фотокато-
дом, вызывают внешний фотоэффект, т. е. выбивание электрона из 
фотокатода в вакуум. Фотокатод характеризуется спектральной 
чувствительностью — отношением тока фотокатода к потоку энер-
гии фотонов данной длины волны.  
Зависимость спектральной чувствительности от длины волны 

проходит через максимум, спадая как в область более длинных, так 
и боле коротких длин волн. Положение максимума зависит от ма-
териала фотокатода. Наиболее распространенными являются сурь-
мяно-цезивые ( max 350 нмλ ≈ ) катоды, хотя применяются и другие 
комбинации металлов (калий-натриевые, висмут-сурьмяно-
цезиевые и другие). Квантовая эффективность фотокатода опреде-
ляет вероятность появления фотоэлектрона внешнего фотоэффекта 
в зависимости от длины волны регистрируемого фотона. Посколь-
ку толщина фотокатода мала (при большой толщине фотоэлектро-
ны не будут выходить в вакуум), в максимуме спектральной чувст-
вительности квантовая эффективность обычно не превышает 25%. 
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При хорошем совпадении максимума спектра излучения сцинтил-
лятора с максимумом спектральной чувствительности ФЭУ, сред-
няя квантовая эффективность, проинтегрированная по всему спек-
тру излучения и спектральной чувствительности ФЭУ, обычно не 
превышает 15%, т. е. в среднем около 15% фотонов сцинтилляци-
онной вспышки, попадающих на фотокатод фотоумножителя, пре-
образуется в фотоэлектроны, вылетающие с фотокатода ФЭУ. 

Между фотокатодом ФЭУ, динодами и анодом прикладывается 
разность потенциалов, ускоряющая электроны в каждом межэлек-
тродном промежутке. Фотоэлектроны, вылетевшие с фотокатода, 
благодаря положительной разности потенциалов, приложенной 
между фотокатодом и первым динодом, попадают на первый ди-
нод. Падая на поверхность динода, ускоренные в поле катод – ди-
нод электроны выбивают с поверхности динода в среднем σ вто-
ричных электронов на один падающий. Коэффициент σ-
коэффициент вторичной эмиссии зависит от энергии падающий 
электронов. До энергий примерно в 500 эВ он растет до величины 

7 10σ ≈ ÷ , в зависимости от материала динодов, а затем довольно 
быстро спадает. Электроны, выбитые из первого динода, подхва-
тываются полем между первым и вторым динодом и вызывают 
вторичную эмиссию на втором диноде. Этот процесс многократно 
повторяется до тех пор, пока поток электронов не достигает анода, 
где на сопротивлении нагрузки появляется импульс электронного 
тока. Если разность потенциалов, приложенная в промежутках ка-
тод – первый динод, первый динод – второй динод и т.д., постоян-
на, то будет постоянным и коэффициент вторичной эмиссии σ. В 
этом случае общий коэффициент усиления фотоумножителя М ра-
вен: 

 NM = σ , 
где N — число динодов. 

Схематично конструкция ФЭУ изображена на рис. 10.12. 
Обычно у фотоумножителей, применяемых в сцинтилляцион-

ных детекторах, 10 12N = ÷ , что позволяет получить 6 810 10M = ÷ , 
причем М можно менять, меняя напряжение на высоковольтном 
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источнике питания ФЭУ. При этом разность потенциалов от источ-
ника (∼ 1 кВ) прикладывается между фотокатодом и анодом ФЭУ 
(обычно анод заземлен) через сопротивление нагрузки, а разность 
потенциалов между всеми электродами задается внешним делите-
лем напряжения. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 10.12. Схема расположения динодов в фотоумножителе: 
1 — фотокатод, 2 — диафрагма, 3 — диноды, 4 — анод 

 
Высокий коэффициент усиления ФЭУ позволяет регистрировать 

очень слабые световые потоки, вплоть до отдельных фотонов. Од-
нако в случае регистрации слабых световых потоков существенным 
ограничением могут стать шумы фотоумножителя, вызванные тер-
моэмиссией электронов с фотокатода ФЭУ и имеющие случайный 
характер. 

В фотоумножителях обычной конструкции с коробчатыми или 
корытообразными динодами эффективный сбор электронов с одно-
го электрода на следующий достигается благодаря тщательно рас-
считанной электростатической фокусировке. Эта фокусировка на-
рушается при помещении ФЭУ во внешнее, даже довольно слабое, 
магнитное поле. Для работы в сильных магнитных полях применя-
ются фотоумножители специальной конструкции. 
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Фотоумножители с сетчатыми динодами состоят из плоского 
фотокатода и набора плоских динодов, параллельных катоду и из-
готовленных из сеток с шагом сетки около 5 мкм и расстояния ме-
жду катодом и первым динодом, а также между динодами, между 
последним динодом и анодом около 1 мм. Электроны, испускаемые 
фотокатодом, попадают на первый сетчатый динод и рождают 
электроны вторичной эмиссии. Часть этих электронов проникает 
сквозь отверстия в сетчатом диноде и подхватываются полем сле-
дующего динода. Из-за того, что сквозь сетку проникает лишь 
часть электронов вторичной эмиссии, суммарный коэффициент 
вторичной эмиссии оказывается небольшим, около 2,5, и для полу-
чения коэффициента усиления 106, требуемое число динодов равно 
15. Благодаря очень близкому расположению электродов и линей-
ной конфигурации электрического поля, магнитное поле, если век-
тор его направлен вдоль оси ФЭУ либо под небольшим углом к 
оси, почти не оказывает дефокусирующего влияния вплоть до по-
лей напряженностью 0,5 ÷ 2 Тл в зависимости от конструкции. 

Другой конструкцией ФЭУ, малочувствительной к сильным 
магнитным полям, является конструкция фотоумножителей на 
микроканальных пластинах. Микроканальные пластины (МКП), 
применяемые и отдельно и в качестве электронных умножителей в 
установках с глубоким вакуумом, представляют собой диски из 
свинцового стекла с большим числом отверстий малого диаметра 
(микроканалов). 

Диаметр диска составляет до нескольких сантиметров, толщина 
0,5–2 мм, а диаметр микроканалов и зазор между каналами (тол-
щина стенки) — от 10 до 100 мкм. Обе поверхности диска МКП 
металлизируются и к ним прикладывается напряжение около 1 кВ. 
В условиях глубокого вакуума каждый микроканал работает как 
электронный умножитель с непрерывной динодной системой — 
электрон, попавший в микроканал, ускоряется приложенной разно-
стью потенциалов, ударяется о стенки канала, выбивая вторичные 
электроны. Таким образом, на выходе микроканала получается до 
103 электронов на один первичный, вошедший в микроканал. Две 
последовательно расположенные на расстоянии около 1 мм МКП, 
позволяют получить суммарный коэффициент усиления около 106. 
Замечательным свойством ФЭУ на МКП является сохранение по-
зиционной информации. Электрон, вылетевший из точки фотока-
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тода с координатами х, у в плоскости фотокатода приводит к обра-
зованию электронной лавины на выходе первой и второй пластин с 
теми же координатами х, у с точностью до размера 1-2 каналов. Для 
того чтобы считать пространственную информацию, анод ФЭУ на 
МКП выполняется в виде матрицы из отдельных элементов (на-
пример, 16 х 16). Вследствие высокой стоимости ФЭУ на МКП, а 
также вследствие некоторых присущих им недостатков, (в частно-
сти, малый средний ток), ФЭУ на МКП в основном применяются в 
тех случаях, где требуется высокое пространственное разрешение, 
например в позитронно-эмиссионных томографах, в позиционно-
чувствительных детекторах на основе сцинтилляционных волокон. 

Помимо фотоэлектронных умножителей, в настоящее время в 
качестве фотоприемников сцинтилляционных детекторов приме-
няются полупроводниковые фотодиоды. Эти фотодиоды могут 
просто преобразовывать световой поток в электрический сигнал 
без усиления сигнала, но многие конструкции позволяют получать 
и значительное усиление электрического сигнала от световой 
вспышки внутри самого диода. Полупроводниковые диоды могут 
работать в сильных магнитных полях без ухудшения их характери-
стик. 

Наиболее распространенным типом фотодиодов являются крем-
ниевые PIN-диоды. Они представляют собой р-n переходы из вы-
сокоомного кремния с удельным сопротивлением несколько 
кОм/см и очень тонким пропускающим свет передним электродом. 
Чаще всего р-n переход изготавливают из кремния n-типа с тонким 
слоем р-типа, со стороны которого и происходит регистрация све-
та. В некоторых типах диодов в качестве входного окна использу-
ют золотое покрытие толщиной около 20 нм. Такой электрод про-
пускает только видимую часть спектра. 

На самом деле название PIN-диоды применяются как к диодам, 
изготовленным без компенсации примесной проводимости, как 
описано выше, так и к диодам, в которые вводится примесь, приво-
дящая к компенсации собственной проводимости (i-область). 

Простой фотодиод, в отличие от ФЭУ, не имеет внутреннего 
усиления, и измеряемый заряд в этом случае определяется произ-
ведением числа зарегистрированных фотонов и квантовой эффек-
тивности фотодиода. Амплитуда сигнала, снимаемого с фотодиода, 
невелика, порядка 1 мВ, однако современные малошумящие усили-
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тели позволяют регистрировать сигналы от таких фотодиодов при 
потоках света более 104 фотонов с энергетическим разрешением, 
практически не уступающим, и даже несколько превосходящим 
энергетическое разрешение, полученное при применении фотоум-
ножителей. 

Из-за отсутствия внутреннего усиления PIN-диоды применяют-
ся при регистрации достаточно больших световых потоков от 
сцинтилляторов. Однако в настоящее время разработано большое 
число конструкций с внутренним усилением. Эти конструкции ус-
ловно можно разбить на две большие группы. К первой группе от-
носятся диоды с пропорциональным усилением сигнала во всем 
объеме чувствительной области. Для этого путем соответствующе-
го введения примесей область генерации электронов падающими 
фотонами и область размножения электронов разделены — в пер-
вой области происходит поглощение фотонов и их дрейф в сравни-
тельно небольшом электрическом поле. Во второй области, нахо-
дящейся глубже, происходит размножение электронов и дырок в 
сильном электрическом поле. В лавинном процессе размножения 
могут участвовать как электроны, так и дырки. Такие диоды назы-
ваются лавинными фотодиодами (ЛФД). Коэффициент внутренне-
го усиления ЛФД может достигать значения 103 и более (до 104). 
Квантовая эффективность ЛФД в видимой области спектра (как и 
PIN-диодов) может достигать 80%, т. е. значительно выше, чем 
квантовая эффективность фотокатодов ФЭУ. Недостатком ЛФД 
является сильная зависимость коэффициента усиления от темпера-
туры и приложенного напряжения. Площадь ЛФД и PIN-диодов 
обычно около 1 см2, но в отдельных конструкциях доходит до 10 
см2, что сравнимо с размерами фотокатодов ФЭУ. 

Ко второй группе фотодиодов с внутренним усилением относят-
ся так называемые SiPM. SiPM неоднородны по своей структуре. 
Не вдаваясь в детали технологии, отметим, что на поверхности р-
полупроводника (кремния) создаются n+-микрообласти (ячейки) 
размером около 50 мкм, которые соединяются вместе в одну цепь 
через индивидуальные микрорезисторы. Приложенная разность 
потенциалов сконцентрирована, в основном, в отдельных ячейках, 
и достаточна для лавинного (подобно гейгеровскому разряду) раз-
множения электронов в этих ячейках, т.е. приводит к лавинному 
разряду, в которых размер электронно-дырочной лавины уже не 
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зависит от числа первичных электронов, инициировавших разряд. 
Необратимого пробоя диода не происходит благодаря как малому 
размеру ячеек в структуре полупроводника так и, в основном, бла-
годаря тому, что гашение разрядов происходит на индивидуальных 
микрорезисторах, гасящих разряд. Число ячеек на 1 мм2 составляет 
до ∼ 103, а размеры SiPM в настоящее время невелики (до ∼ 
10 мм2). 

Пропорциональность между сигналами, снимаемыми с детекто-
ра такого типа, и потоком световых фотонов достигается, если чис-
ло фотонов, падающих на единицу площади такого детектора неве-
лико по сравнению с числом ячеек на единицу площади. В таком 
случае суммарный сигнал, снимаемый с детектора, пропорциона-
лен числу ячеек, зарегистрировавших отдельные фотоны. Чувстви-
тельность SiPM очень велика — с их помощью можно регистриро-
вать отдельные фотоны. Кроме того, SiPM обладают отличными 
временными характеристиками, поскольку размер лавины очень 
мал. К недостаткам SiPM, разработанных к настоящему моменту, 
относятся: малая площадь отдельных детекторов (типичные 1 х 1 
мм2) и высокий уровень шумов, поскольку любой тепловой элек-
трон проводимости, попавший в ячейку, вызывает сигнал детекто-
ра. Именно уровень шумов около 1 МГц/мм2 и ограничивает раз-
мер SiPM. Технология SiPM в настоящее время активно развивает-
ся. 

Сцинтилляционные детекторы позволяют не только регистриро-
вать нейтральные и заряженные частицы, но и измерять их энер-
гию, поскольку в диапазоне изменения энергии частицы на 1-2 по-
рядка амплитуда световой вспышки пропорциональна энергии час-
тицы. Фотоумножитель же линеен в значительно более широком 
диапазоне сигналов. Энергетическое разрешение сцинтилляцион-
ных детекторов весьма посредственное, поскольку на каждом этапе 
преобразования энергии частицы (в свет, и далее в электрический 
сигнал), имеются значительные потери. Наилучшее энергетическое 
разрешение сцинтилляционного детектора с кристаллом NaI(Tl) 
диаметром 3 см и толщиной 2 см составляет около 6% на γ-линии 
Cs137 (0,661 КэВ), что примерно на два порядка хуже, чем энергети-
ческое разрешение полупроводникового детектора на основе сверх-
чистого германия. 



 324

Однако сцинтилляционные детекторы на основе пластмассовых 
сцинтилляторов, обладающих наименьшим временем высвечива-
ния (∼ 1 нс), и специальных временных фотоумножителей, позво-
ляют получить точность определения момента времени регистра-
ции частицы (временное разрешение) около 1010  с− , и по этой ха-
рактеристике более чем на порядок превосходят полупроводнико-
вые детекторы, являясь одними из лучших детекторов для времен-
ного анализа (наряду с черенковскими детекторами и некоторыми 
специальными конструкциями газонаполненных детекторов). 

 
10.5. Черенковские детекторы 

 
Эффект Черенкова был открыт советским физиком (позже — 

академиком) П. А. Черенковым в 1934 г. Он наблюдал свечение, 
вызываемое движением электронов, возникающих в результате 
комптоновского рассеяния гамма-квантов в воде. Удивительно, что 
не имея в руках практически никаких объективных средств иссле-
дования свечения (наблюдения проводились глазами в темной 
комнате), он выявил почти все закономерности, присущие излуче-
нию Черенкова: зависимость от показателя преломления среды n, 
от относительной скорости частицы β ( v cβ = ), измерил спек-
тральное распределение и полную интенсивность, а также показал, 
что интенсивность излучения пропорциональна длине пробега 
электрона, и что излучение поляризовано. 

Большое затруднение (скорее морального порядка) вызвало 
объяснение этого явления. Согласно законам классической элек-
тродинамики равномерно движущийся заряд не мог излучать! 
Кроме того, немалое смущение вызывала необходимость принять 
условие, что скорость частицы превышает скорость света в среде. 
Впрочем, все вскоре объяснилось очень просто: выяснилось, что 
излучает не движущаяся частица, а поляризованная ею среда. Что 
касается скорости света, то абсолютное значение имеет лишь ско-
рость света в вакууме с, которое в любом случае не превышается. 

 Простая геометрическая интерпретация этого эффекта состоит 
в следующем. Предположим, что частица движется прямолинейно 
в некой среде с показателем преломления 1n >  и со скоростью 
v c n> , т. е. большей, чем скорость света в данной среде 
(рис. 10.13). 
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Рис.10.13. Геометрическая интерпретация возникновения излучения Черенкова 
 
Предположим, что находясь в точке А, частица поляризует сре-

ду сферически-симметрично, и излучение, вызываемое этой поля-
ризацией, распространяется из точки А со скоростью c n . Через 
время t частица окажется в точке В, и, поскольку скорость частицы 
v c n> , то частица опередит световую волну, испущенную в точке 
А, причем в точке В световая волна, вызванная поляризацией сре-
ды в этой точке будет в той же фазе, что и на конической поверх-
ности, проведенной из точки В касательно к сфере с центром в точ-
ке А и имеющей радиус r ct n= . Поскольку это утверждение спра-
ведливо для любой точки, лежащей между А и В, все волны, нахо-
дящиеся на поверхности конуса, проведенного из точки В по каса-
тельной к сфере радиуса r ct n= , будут находиться в одной фазе, 
т. е. когерентны. Очевидно, что условие когерентности выполнимо 
только в том случае, если v c n> . 

В таком случае, свет черенковского излучения будет испущен из 
любой точки траектории под углом θ, удовлетворяющим условию: 

 1cos
n

θ =
β

. (10.40) 

Таким образом, главное условие возникновения черенковского 
излучения состоит в том, что оно носит пороговый характер и воз-

А
vt 

ct/n

θ B
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никает лишь при условии 1nβ ≥ , или, что то же самое v c n≥ . По-
этому для регистрации черенковского излучения нужны три специ-
альных условия: во-первых, скорость частицы в вакууме должна 
быть близка к скорости света, так как коэффициент преломления в 
видимой области спектра для подавляющего числа веществ обычно 
менее 2-х, во-вторых, вещество, в котором происходит черенков-
ское свечение (обычно называемое радиатором) должно иметь под-
ходящий (в зависимости от скорости частицы) коэффициент пре-
ломления, и, в-третьих, вещество должно быть прозрачно к черен-
ковскому излучению. 

Теория черенковского эффекта была развита И. М. Франком и 
И. Е. Таммом в 1937 г., за открытие и объяснение этого эффекта 
П. А. Черенков, И. Е. Тамм и И. М. Франк были в 1958 г. удостое-
ны Нобелевской премии. 

Согласно теории, потери энергии движущейся частицей на еди-
ницу длины и единицу частоты испускаемого излучения даются 
выражением: 

 
2 2

2 2 2

11e edE z r m c
dxd c n

⎛ ⎞
= − ω⎜ ⎟ω β⎝ ⎠

, (10.41) 

где er  — классический радиус электрона, em  — масса электрона, z 
— заряд частицы. 

Для однозарядной частицы и при замене частоты излучения на 
более привычное значение длины волны λ получим: 

 2 2
3 2 2

1 14 1e e
dE r m c

dxd n
⎛ ⎞

= π −⎜ ⎟λ λ β⎝ ⎠
. (10.42) 

Для оценки излучения в числе испущенных фотонов на единицу 
длины траектории частицы лучше воспользоваться преобразован-
ным выражением: 

 2 2 2
1 12 1dN

dxd n
⎛ ⎞

= πα −⎜ ⎟λ λ β⎝ ⎠
, (10.43) 

где α — постоянная тонкой структуры. 
Для оценки полного количества испущенных фотонов на едини-

цу длины траектории частицы получим выражение: 
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( )2 2

1

12 1
n

dN d
dx nβ >

⎛ ⎞ λ
= πα −⎜ ⎟⎜ ⎟β λ λ⎝ ⎠

∫ . (10.44) 

Последнее выражение в явном виде учитывает тот факт, что по-
казатель преломления n среды является функцией длины волны 
(дисперсия света). Зависимость коэффициента преломления от 
длины волны для ряда материалов приведена на рис.10.14. 

Рис. 10.14. Зависимость коэффициента преломления от длины волны для некото-
рых черенковских радиаторов: а — тяжелый флинт, б — легкий флинт, в — бари-
товый флинт, г — кристаллический кварц, д — крон I, е —крон II, ж — плавлен-
ный кварц, з — флюорит 

 
Из рисунка видно, что в диапазоне длин волн 200–1000 нм ко-

эффициент преломления среды n меняется слабо. С учетом того, 
что практически все фотоприемники имеют спектральную чувстви-
тельность в еще более узком диапазоне длин волн, можно в форму-
ле (10.44) пренебречь зависимостью ( )n λ . 

Тогда получается очень простое и практически важное выраже-
ние: 

 2

1 2

1 12 sindN
dx

⎛ ⎞
= πα θ −⎜ ⎟λ λ⎝ ⎠

. (10.45) 

Это выражение позволяет рассчитать число фотонов, испускае-
мое на единицу длины пробега однозарядной частицей в диапазоне 

 n 
 
1.7 
 
 
1.6 
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длин волн от 1λ  до 2λ , определяемых спектральной чувствитель-
ностью фотоприемника. Так, для часто применяемых Sb-Cs фото-
катодов фотоумножителей, чья спектральная чувствительность ле-
жит от 350 до 500 нм, число фотонов черенковского излучения, ис-
пускаемых в этой области длин волн, составляет 

 2390sin  фотонов смdN
dx

= θ . (10.46) 

Эта формула дает среднее число фотонов на единицу длины, 
флуктуации числа испущенных фотонов хорошо описываются рас-
пределением Пуассона. 

Из выражения (10.42) можно также легко получить формулу по-
терь энергии заряженной частицы на единице длины траектории (в 
приближении, что показатель преломления constn = ): 

 2 2 2
2 2
1 2

1 12 sine
dE r mc
dx

⎛ ⎞
= π θ −⎜ ⎟λ λ⎝ ⎠

. (10.47) 

Для того же интервала длин волн 350–500 нм получим: 

 21180sin  эВ смdE
dx

= θ . (10.48) 

Для быстрого электрона с ~ 1β , проходящего через дистилли-
рованную воду ( )1,33n = , угол черенковского излучения составля-
ет 41,2°. Из этого следует, что в данном интервале длин волн поте-
ри на черенковское излучение составляют всего около 500 эВ/см, а 
число излученных фотонов в данном диапазоне длин волн равно 
всего 120. 

Cледует оговориться, что для оценки взят довольно ограничен-
ный диапазон длин волн излучаемого света. 

Строго говоря, формула (10.43) при 0λ >  имеет расходимость, 
приводящую к бесконечным потерям энергии. Этот факт есть всего 
лишь следствие того, что значения показателя преломления 1n >  
не применимы к сверхвысоким частотам, где n не только не пере-
стает расти, но и принимает отрицательные значения. Если частота 
проходящей через вещество световой волны не равна 0ω  — собст-
венной частоте колебаний электрона, вещество прозрачно для све-
та, и затуханием можно пренебречь. Показатель преломления ве-
щества в этой области частот (или длин волн) почти не зависит от 
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длины волны падающего света, слегка увеличиваясь с уменьшени-
ем длины волны. Однако при больших частотах с приближением 
частоты падающего света к резонансной для данного вещества по-
казатель преломления начинает падать и даже становится меньше 
единицы. Это явление носит название аномальной дисперсии. За-
висимость показателя преломления от длины волны в области ано-
мальной дисперсии приведена на рис. 10.15. 

 
 
 
 
 
 
 

Рис. 10.15. Зависимость показателя преломления от длины волны в области ано-
мальной дисперсии. На участке АВ — нормальная дисперсия. На участках ВСD и 
DE — аномальная 

 
Поэтому все приведенные выше формулы действительны лишь 

до некоторого minλ . Это приводит к тому, что общие потери на че-
ренковское излучение от λ→∞  до некоторого minλ  невелики и 
составляют всего порядка киловольт на сантиметр, что на три по-
рядка меньше, чем ионизационные потери заряженных частиц в 
минимуме ионизационных потерь (2 МэВ/см). 

Сравнительно небольшое количество испускаемых фотонов в 
видимой области спектра (170 фотонов на см для 350-500 нм) не 
идет ни в какое сравнение даже c очень плохими сцинтилляторами, 
поэтому черенковские радиаторы не должны обладать сцинтилля-
ционными свойствами. 

Вместе с тем, заметное (примерно вдвое) повышение выхода че-
ренковских фотонов происходит при смещении спектральной чув-
ствительности фотоприемника в области ближнего ультрафиолета 
(до 150-200 нм). Это оказывается существенным, когда стремятся 
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получить от черенковского детектора наилучшее временное разре-
шение. 

Пороговые черенковские детекторы. Особые свойства черен-
ковского детектора излучения в значительной мере определяют 
специфику и области применения черенковских детекторов. Кон-
структивно черенковский детектор представляет собой вещество-
радиатор (твердый, жидкий или газообразный — в последних слу-
чаях помещаемый в контейнеры), просматриваемый фотоприемни-
ком — обычно фотоумножителем со специально подобранной об-
ластью спектральной чувствительности. 

Поскольку главная особенность черенковских детекторов — это 
пороговость, т. е. способность регистрировать только те частицы, 
скорость которых превышает заданный порог, то одно из основных 
применений черенковских детекторов — это дискриминация час-
тиц по скоростям. Для гибкого установления порога регистрации 
имеется широкий набор радиаторов с различным значением коэф-
фициента преломления. Данные некоторых твердых и жидких ра-
диаторов приведены в табл. 10.6. 

 
         Таблица 10.6 

Вещество Химическая 
формула 

Показатель 
преломления Плотность 

Вода H2O 1,333 1,00 

1-бутанол С4H9OH 1,397 0,810 

Глицерин C3H5(OH)3 1,474 1,26 

Толуол C6H5CH3 1,494 0,867 

Стирол C6H5CHCH2 1,545 0,910 

Дисульфид  
углерода CS2 1,628 1,263 

Дииодометан CH2I2 1,749 3,325 

Люсит C5H8O2 1.49 1,16-2,0 

Оргстекло  1,58 1,03 
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Таблица 10.6. Продолжение 

Вещество Химическая 
формула 

Показатель 
преломления Плотность 

Кристалл, кварц SiO2 1,54 2,65 

Боросиликатное 
стекло  1,474 2,23 

Фторид бария BaF2 1,474 4,89 

Иодид натрия NaI 1,775 3,667 

Иодид цезия CsI 1,788 4,51 

Германат висмута Bi4Ge3O12 2,15 7,13 

Кремниевый  
аэрогель 

n(SiO2) + 
2n(H2O) 1,024 и выше 0,1-0,3 

 
Отметим, что для большинства радиаторов коэффициент пре-

ломления колеблется в пределах 1,276–1,788. Исключение состав-
ляет особое вещество — кремниевый аэрогель — у которого коэф-
фициент преломления в зависимости от технологии можно менять 
в довольно широких пределах. Кремниевый аэрогель состоит из 
взвешенных частичек — сфер диаметром ∼ 4 нм аморфного крем-
ния, окруженных такими же малыми сферами воздуха около 60 нм 
в диаметре. Коэффициент преломления такой смеси может менять-
ся от значения, присущего чистому кремнию ( 1,46n = ) до значе-
ний, немного превышающих единицу (напр. 1,024) с увеличением 
количества захваченного воздуха. 

Столь малые коэффициенты преломления важны для работ на 
современных ускорителях, где скорость даже таких тяжелых час-
тиц, как протоны, мало отличается от скорости света. 

Второе уникальное свойство черенковских детекторов — это 
направленность излучения. Действительно, черенковский свет из-
лучается под фиксированным полярным углом θ, определяемым 

условием 1cos
n

θ =
β

 равновероятно в азимутальном угле от 0 до 2π 
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по отношению к направлению траектории частицы. Это дает воз-
можность построения телескопов черенковских счетчиков, регист-
рирующих частицы строго определенного направления. 

Наконец, следует остановиться еще на одной уникальной осо-
бенности черенковских счетчиков — чрезвычайно малой длитель-
ности черенковской вспышки — ее конечное значение определяет-
ся в основном дисперсией света (фотоны разной длины волны вы-
летают под разными углами и проходят разный путь до фотопри-
емника). Во многих случаях этот разброс мал, и длительность че-
ренковской вспышки может быть 1010−  с и менее. 

Такая малая длительность черенковской вспышки позволяет 
достичь временного разрешения детекторов лучше, чем 1010−  с. 

Действительно, в общем виде можно записать, что временное 
разрешение tΓ  сцинтилляционного или черенковского детектора 
зависит как от длительности вспышки, так и от числа фотонов во 
вспышке следующим образом: 

 ~t K
N
τ

Γ , (10.49) 

где τ — длительность вспышки (время высвечивания), ~ 10K  — 
коэффициент, зависящий от конструкции, условий светосбора и 
т. д., N — полное число фотонов во вспышке. 

Так, для частицы с энергией 6,2 ГэВ и наиболее быстрого пла-
стмассового сцинтиллятора с 9~ 10  с−τ  и конверсионной эффек-
тивностью (световыходом) несколько менее 410  фотонов/МэВ экс-
периментально полученное временное разрешение сцинтилляци-
онного детектора с радиатором длиной 3 см и диаметром 3 см со-
ставило величину (FWHM) не лучше 150 пс. В то же время за счет 
краткости черенковской вспышки (∼ 100 пс) и при выходе фотонов 
порядка 1000 штук черенковский детектор с тем же фотоумножи-
телем и кварцевым радиатором того же размера, что и сцинтилля-
тор, позволил получить временное разрешение около 70 пс 
(FWHM), что почти вдвое лучше, чем для самого быстрого сцин-
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тиллятора. Для некоторых задач это может иметь решающее значе-
ние. 

В условиях работы на современных ускорителях, когда энергии 
(и, соответственно, скорости) частиц чрезвычайно велики 
( 0.99β > ), жидкие и твердые радиаторы неприемлемы — они уже 
не могут осуществлять дискриминацию частиц столь высоких 
энергий. 

В этом случае применяются газовые радиаторы. Газы, как пра-
вило, имеют коэффициент преломления, незначительно превы-
шающий единицу. Для идеального газа можно записать следующее 
соотношение: 

 ( )0 01 1n n P P− = − , (10.50) 

где значения 0n  и 0P  относятся к атмосферному давлению. Заменяя 
1n − = η , 0 01n − = η , получим: 0 0P Pη = η . 
Эта формула позволяет вычислить значение коэффициента пре-

ломления газа при любом атмосферном давлении выше критиче-
ской температуры и ниже критического давления. 

Основные параметры ( 0η  и maxθ ) для ряда газов приведены в 
табл. 10.7. Следует заметить, что значение maxθ  соответствует ус-
ловию 1nβ = . 

Как видно из таблицы, выход фотонов на единицу длины в диа-
пазоне видимого света очень мал: от 0,027 фотонов/см для гелия до 
1,3 фотона/см для пентана. Это приводит к двум важным следстви-
ям. Во-первых, для получения сколько-нибудь заметного количест-
ва света газовые счетчики должны иметь длину в 1 м и более (даже 
на длине 1 м в гелии в среднем рождается 2,7 фотона). 

Во-вторых, для повышения выхода фотонов в газовых счетчиках 
необходимо регистрировать ультрафиолетовую часть спектра, что 
позволяет увеличить число регистрируемых фотонов в несколько 
раз. 

Наконец, в газовых черенковских счетчиках крайне желательно 
применять малошумящие фотоумножители. 
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Полезно также отметить, что увеличение давления уменьшает 
порог регистрации как 1 P .  

 
Таблица 10.7 

Газ Формула η0 x 10-4 θmax, град. Выход фот./см 
(350 – 500 нм) 

Гелий He 0,35 0,48 0,027 

Неон Ne 0,67 0,66 0,052 

Водород H2 1,38 0,95 0,11 

Кислород O2 2,72 1,33 0,21 

Аргон Ar 2,84 1,36 0,22 

Азот N2 2,97 1,4 0,23 

Метан CH4 4,41 1,7 0,34 

Углекислый газ CO2 4,50 1,72 0,35 

Этилен C2H4 6,96 2,14 0,54 

Этан C2H6 7,06 2,15 0,55 

Фреон 13 CClF3 7.82 2,27 0,61 

Гексафторид 
серы SF6 7,83 2,27 0,61 

Пропан C3H8 10,05 2,57 0,78 

Фреон 12 CCl2F2 11,27 2,72 0,88 

Фреон 114 C2Cl2F4 14 3,03 1,09 

Пентан C5H12 17,1 3,3 1,3 

           
Дифференциальные черенковские детекторы. В отличие от 

пороговых черенковских детекторов, регистрирующих все части-
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цы, скорость которых удовлетворяет условию v c n> , дифферен-
циальные детекторы регистрируют частицы в узком угле черенков-
ского излучения Δθ , что соответствует узкому диапазону скоро-
стей vΔ . Однако обычно говорят не о разрешении по скорости vΔ , 
а о разрешении по относительной скорости Δβ . 

Примером такого детектора может служить конструкция, при-
веденная на рис.10.16. 

В конце черенковского детектора, заполненного подходящим 
радиатором, устанавливается сферическое зеркало радиуса 2R. 
Можно показать (это будет сделано ниже), что все фотоны, испус-
каемые вдоль центральной траектории частицы под одним и тем же 
углом θ, отражаясь от зеркала, пересекаются на одном и том же 
расстоянии от зеркала в его фокальной плоскости в кольце радиуса 

tgr f= θ , где f R=  — фокальная длина зеркала, радиус зеркала 
при этом равен 2R. Поставив в фокальной плоскости диафрагму с 
круговой щелью радиусом tgf θ , будем регистрировать лишь те 
частицы, которые имеют угол черенковского излучения, равный θ. 
Свет, испускаемый частицами под углами больше или меньше θ, не 
будет попадать в щель диафрагмы. Если ширина щели равна rΔ , 
сквозь щель будут проходить только те фотоны, которые удовле-
творяют условию 2cos r fΔθ = θΔ , что соответствует при даннoм 
значении коэффициента преломления n разрешению по импульсу 

tgΔβ β = θΔθ . Таким образом, для получения высокого разреше-
ния по импульсу требуется узкая щель Δθ  и малый угол θ. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 10.16. Пример дифференциального черенковского детектора с диафрагмой 

ФЭУ

ФЭУ

частица 
θ 
θ 

зеркало 

диафрагма 
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Дифференциальные счетчики подобного типа с фиксированным 
Δθ , широко применявшиеся пару десятилетий назад, ныне уступи-
ли особому типу дифференциальных счетчиков — счетчикам коль-
ца черенковского излучения (Ring Image Cherenkov Counters), ко-
торые в дальнейшем по установившейся терминологии будем име-
новать как RICH. 

Детекторы кольца черенковского излучения (RICH). RICH c 
зеркальной фокусировкой. Первоначальная идея RICH довольно 
проста. Действительно, рассмотрим еще раз геометрию счетчика со 
сферическим зеркалом (рис. 10.17). 

Рассмотрим пространство между двумя сферическими поверх-
ностями с радиусами R и 2R. Сфера с радиусом 2R — вогнутое зер-
кало. Если сферическое зеркало имеет радиус 2R, то его фокусное 
расстояние равно R. Рассмотрим частицы, двигающиеся строго по 
оптической оси счетчика от фокуса зеркала к направлению зеркала. 
Фотон, испущенный из фокуса зеркала под черенковским углом θ, 
по определению после отражения от зеркала пойдет по траектории, 
параллельной главной оптической оси (обозначим этот луч цифрой 
(1)) и, пренебрегая малой поправкой на разницу в кривизне двух 
сфер, пересечет фокальную поверхность (сферу радиуса R) на рас-
стоянии от главной оптической оси tgr R= θ . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 10.17. Принцип образования кольца черенковского излучения 

при отражении от сферического зеркала радиусом 2R 
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Покажем, что любой фотон, испускаемый из точки, находящей-

ся на оптической оси правее фокуса при отражении от зеркала пе-
ресечет фокальную поверхность на том же самом расстоянии от 
оси tgr R= θ . 

Возьмем, например, фотон, испускаемый из точки, находящейся 
на расстоянии х от зеркала под углом θ (луч 2). Поскольку луч 2 — 
расходящийся, его мнимое изображение будет лежать правее по-
верхности зеркала. 

Из формулы зеркала можно записать: 

 1 1 1
f x d
= − , 

где f — фокусное расстояние равное R, х — расстояние от источни-
ка до зеркала, d — расстояние от зеркала до изображения (мнимо-
го). С учетом этого: 

 1 1 1
R d x
+ = , или Rdx

R d
=

+
. 

Тогда tgtg x
d
θ

ϕ = . Высота H, на которой отраженный луч пере-

сечет фокальную поверхность, с точностью до малых поправок на 
разницу в кривизне сфер R и 2R, равна: 

( ) ( ) ( )tg tg tgH R d R d Rd d R d R= + ϕ = + θ + = θ , что и требова-
лось доказать. Это же рассуждение справедливо для любого луча 3, 
испущенного под углом θ. Выведенные формулы строго точны для 
зеркал с бесконечно малой кривизной. 

Эти тривиальные соображения, открывают, однако, совершенно 
новые возможности для конструирования дифференциальных 
черенковских счетчиков RICH, позволяющих одновременно 
измерять скорость различных частиц в широком диапазоне скоро-
стей. Действительно, из приведенных выше доказательств следует, 
что фотоны, испущенные под азимутальным углом θ к главной оси 
детектора при случайном (равновероятном) полярном угле φ и от-
раженные от сферического зеркала радиусом 2R, образуют на по-
верхности сферы радиусом R, проведенной из того же центра, 
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кольцо фотонов радиусом tgR θ , т. е. радиус кольца пропорциона-
лен углу черенковского излучения θ. 

Таким образом, необходимо создать некий замкнутый объем, 
заключенный между двумя полусферами (или точнее, фрагментами 
сферических поверхностей) с радиусом R и 2R соответственно. 
Внутренняя поверхность фрагмента сферы радиуса 2R — это зер-
кало. Внешняя поверхность сферы радиуса R — это позиционно-
чувствительная область, способная регистрировать и фиксировать 
на поверхности сферы две координаты зарегистрированного фото-
на. Объем между двумя фрагментами сфер должен быть заполнен 
радиатором с соответствующим коэффициентом преломления. По 
технологическим соображениям, очевидно, что это должны быть 
жидкость или газ. Схематично конструкция такого RICH представ-
лена на рис. 10.18. В силу сферической симметрии прибора любая 
из осей, проведенных из центра (источника излучения), является 
главной, и прибор обладает очень широкой апертурой. Он позволя-
ет определять импульс зарегистрированной частицы по радиусу 
кольца, а ее направление — по центру кольца. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 10.18. Схематическое изображение детектора кольца черенковского 

излучения со сферическим зеркалом 
 
Эта простая схема потребовала, однако, от физиков очень боль-

ших усилий для ее практической реализации. 
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Вернемся к формуле (10.45), позволяющей подсчитать число 
испущенных фотонов на единицу длины радиатора. 

Зададимся вопросом, а какое число фотонов (из общего числа 
испускаемых) может быть реально зарегистрировано детекторами, 
которые, очевидно, должны располагаться на сферической поверх-
ности радиуса R и для каждого зарегистрированного фотона оп-
ределять его две координаты (поверхность R не обязательная 
должна быть сферичной, она может быть составлена из некоторого 
числа плоских детекторов, образующих мозаичную структуру). То-
гда задача сводится к определению координат х и у с заданной точ-
ностью в пределах одного детектирующего элемента. 

Оценим, прежде всего, количество реально зарегистрированных 
фотонов. Для этого придется в формулу (10.45) ввести коэффици-
ент отражения зеркала, прозрачность среды и квантовую эффек-
тивность регистрирующего фотоны элемента. Для газовой среды и 
практически идеального зеркала можно принять прозрачность сре-
ды равную единице, коэффициент отражения зеркала 0,9, кванто-
вую эффективность фотоприемника в видимой области 0,15. 

Это приводит к формуле: 2 2
0 sinN N Z L= θ , где L — длина трека 

частицы в радиаторе, 0N  — среднее число фотоэлектронов, заре-
гистрированных фотоприемником в области 3,2-2 эВ (видимая об-
ласть света). Подсчеты дают 0 60 электронов смN = . Эти рассуж-
дения, однако, применимы в том случае, когда на поверхности сфе-
ры радиуса R располагается большое число координатно-
чувствительных фотоумножителей (например, ФЭУ на микрока-
нальных пластинах). Практически такая схема нереализуема как из-
за сравнительно малых размеров ФЭУ (диаметр 2–5 см), их высо-
кой стоимости и большого числа мертвого пространства — диа-
метр фотокатода составляет лишь ∼ 60% от диаметра колбы ФЭУ. 

Поэтому для регистрации черенковских фотонов в RICH полу-
чили применение газовые детекторы со специальными добавками. 
Здесь следует отметить, что RICH применяются для измерения 
скоростей частиц с 0,99β > . Эта область наиболее трудна для из-
мерения скоростей частиц (идентификация частиц) другими мето-
дами — методом времени пролета или dE dx  методом, т. к. в пер-
вом случае скорости слишком велики для прямых измерений, во 
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втором ~ 0.99β  соответствует минимуму ионизационных потерь, 
где все частицы имеют практически одинаковые dE dx . Отсюда 
следует вывод, что наиболее подходящим радиатором, заполняю-
щим объем между сферами R и 2R, является газ. Но как уже отме-
чалось выше, выход фотонов в газовых радиаторах на 1 см пробега 
частицы в видимой области чрезвычайно мал (0,1–1 фотон/см для 
области 350-500 нм). Это вынуждает сдвигать области регистрации 
фотонов в ближайший ультрафиолет, где выход фотонов может 
быть в несколько раз больше, хотя все же остается очень малым. 
Увеличение общего числа фотонов растет с длиной трека, поэтому 
RICH — довольно громоздкое сооружение с длиной радиатора, 
достигающей 1 м и более, и все же число зарегистрированных тем 
или иным способом фотонов составляет порядка десятка и менее.  

Разрешение RICH детектора по импульсу определяется простым 

выражением: tg
N

β θ
σ σ

= θ
β

, где θ — угол черенковского излучения, 

N — число зарегистрированных фотоэлектронов в кольце. 
Принимая средний угол черенковского излучения в газе 

~ 2,5θ ° , tg 0,04θ = , ~ 10N , получим: 

 0,01β
θ

σ
≈ ⋅σ

β
, 

где θσ  определяется позиционным разрешением детектора. Пола-
гая, что , ~ 0,2 ммx yσ  (среднее значение для газовой пропорцио-
нальной камеры со стриповым съемом информации) запишем, что 

x

xθ
σ

σ = , где x R= . Возьмем среднее значение 0,5 мR = . Тогда 

3
32 10  м 4 10  рад

0,5 м

−
−

θ
⋅

σ = = ⋅ . Отсюда 4 510 10β − −σ
≈ ÷

β
 — отличная 

величина даже для весьма средних параметров детектора. 
Обратим внимание, что выше в неявном виде было принято, что 

основным детектирующим прибором черенковских фотонов явля-
ется газовая многопроволочная микростриповая или микропэдовая 
камера, расположенная на сфере радиусом R. Фактически нет ника-
кой необходимости делать камеру сферичной, возникающие иска-
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жения, вызванные несферичностью, можно учесть при обработке 
данных. 

Один из простых вариантов такой газонаполненной камеры при-
веден на рис. 10.19. 

Ультрафиолетовое черенковское излучение, проходя через про-
зрачное к этому излучению окно, попадает в конверсионный газо-
вый объем, где происходит фотоионизация газа. 

Это — самый важный этап работы камеры. Дело в том, что 
обычные газы, применяемые для работы в пропорциональных ка-
мерах имеют потенциал ионизации 13–15 эВ, что значительно вы-
ше границы ближнего ультрафиолета. 

Поэтому к обычному газу-наполнителю (гелию, аргону, метану 
и т.п.) добавляется специальная добавка с гораздо более низким 
потенциалом ионизации. Применение в настоящее время нашли 
две добавки: тетракис-диметил-амино-этилен (TMAE) с потенциа-
лом ионизации 5,6 эВ и триэтиламин (ТЕА) с потенциалом иониза-
ции 7,45 эВ. 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 10.19. Схема многопроволочной камеры для регистрации фотонов RICH 
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Благодаря наличию в газовом объеме той или иной добавки в га-
зовой области, непосредственно примыкающей к окну, происходит 
фотопоглощение черенковского фотона и рождается свободный 
электрон, дрейфующий вниз в область предварительного усиления 
с небольшим коэффициентом усиления порядка нескольких десят-
ков. 

Усиленная электронная лавина дрейфует далее, попадая в об-
ласть ворот, где она может быть либо пропущена в следующий 
дрейфовый объем, либо остановлена (заперта по внешней коман-
де), если этого требует логика эксперимента. 

Пропущенная лавина, пройдя через еще одну дрейфовую об-
ласть, попадает в область ударной ионизации — в многопроволоч-
ную пропорциональную камеру с двумя сетчатыми катодами. Сфе-
ра светящейся газовой области от образовавшейся электронно-
ионной лавины вокруг проволочки считывается с помощью усили-
телей изображения и приборов с зарядовой связью, образуя двух-
мерное изображение светящейся точки. 

Ниже приводится примеры таких изображений. Видно, что че-
ренковское кольцо проведено через ограниченное (∼ 10) точек, что 
достаточно для восстановления радиуса и центра кольца. Обращает 
на себя внимание, что для проведения окружности требуется всего 
три точки, однако на практике с учетом неизбежных фоновых со-
бытии для надежной идентификации требуется порядка 10 точек. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 10.20. Примеры регистрации колец черенковского излучения с помощью ка-
меры, приведенной на рис 10.19. Квадратами показаны области, где наблюдались 
электронно-фотонные лавины регистрируемой мощности 
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Ближнефокусные RICH. Термин «ближнефокусные» — это 
попытка перевести английский термин «close proximity», фактиче-
ски же в конструкции этих RICH вообще нет никакого фокуса, по-
скольку отсутствует фокусирующий элемент — зеркало. Это силь-
но упрощает конструкцию ближнефокусных RICH. 

Принцип работы такого прибора чрезвычайно прост. Частица, 
проходя через радиатор с коэффициентом преломления 1n > , из-
лучает конус света под углом θ к направлению своего движения. 
Поскольку излучение возможно из любой точки траектории, на 
нижней поверхности радиатора образуется световое пятно радиу-
сом tgh θ , где h — толщина радиатора (рис. 10.21). 

Обычно толщина радиатора невелика — около 1 см. Для частиц 
с импульсом 1-5 ГэВ/с (типичный рабочий диапазон ближнефокус-
ных RICH) следует, что радиатор должен быть твердым или жид-
ким, т. е. иметь коэффициент преломления 1 1,2n > . 

Конус света, выходя из радиатора в газовый объем, испытывает 
преломление согласно хорошо известному закону 

1 1 2 2sin sinn nθ = θ . Поскольку 2n  можно принять равным 1, в воз-
душном зазоре образуется коническая поверхность конечной тол-
щины. 

Типичные цифры, например для ближнефокусного RICH проек-
та ALICE таковы: радиатор — жидкость С6F14, прозрачная в дале-
ком ультрафиолете 200 нмλ ≤  и коэффициентом преломления 1,2. 
Толщина радиатора 10 мм. Воздушный зазор отделяет от жидкости 
(кюветы с жидкостью) тонкое кварцевое стекло, также прозрачное 
в далеком ультрафиолете. Ширина воздушного зазора 103 мм. При 
этом частицы с 1β ≈  образуют на поверхности радиатора пятно 
света радиусом порядка 5 мм. Изображение этого пятна на дне ка-
меры имеет средний радиус около 145 мм при той же исходной 
ширине 5 мм. Таким образом, на дне камеры образуется изображе-
ние кольца конечной ширины, причем эта ширина составляет всего 
∼ 3% от радиуса кольца. При достаточном количестве фотонов, за-
регистрированных на дне камеры, точность локализации центра 
кольца возрастает как фотоновN , и, таким образом, некоторая «раз-
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мытость» изображения не сказывается на разрешении детектора 
Δβ
β

. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Pис. 10.21. Конструкция ближнефокусного RICH 
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Эта конструкция обладает еще одним полезным свойством. Не-
трудно убедиться в том, что для треков частиц, падающих наклон-
но к плоскости радиатора, на дне прибора получаются изображения 
в виде конических сечений (для небольших углов — это эллипсы). 

Главная «изюминка» этой простой по сравнению с зеркальными 
RICH конструкции состоит в способе регистрации и определении 
координат отдельных фотонов, попадающих на дно камеры. 

Фактически дно камеры представляет собой многопроволочную 
пэдовую камеру. Изюминка, собственно, состоит в том, что пэды 
катода покрыты тонким слоем CsI. Примерно в 1990 г. было обна-
ружено, что тонкие пленки CsI обладают очень высоким кванто-
вым выходом (внешним фотоэффектом) в области длин волн 150–
200 нм, причем этот высокий квантовый выход сохраняется не 
только в вакууме, но также и в газовой, и даже в жидкой среде, ок-
ружающей пленку CsI. Таким образом, если покрыть пэды много-
проволочной камеры тонким слоем CsI, то фотон, попав на поверх-
ность пэда выбьет из него (с некоторой вероятностью) электрон. 

Квантовый выход CsI начинает отличаться от нуля при 210 нм, и 
при 150 нм имеет значение около 45%. Это обстоятельство, собст-
венно, и диктует выбор рабочего вещества и остальных конструк-
тивных элементов камеры: радиатор должен излучать в этой облас-
ти и быть в ней прозрачной, кварцевое стекло и газовая среда также 
должны быть прозрачны в указанной области длин волн. 

Если все условия соблюдены, то выбитый из CsI в газовую сре-
ду электрон будет подхвачен электрическим полем ближайшей 
анодной нити и вызовет локальный газовый разряд. По номеру сра-
ботавшего пэда определяются координаты x и y фотона с точно-
стью до размера пэда. Прибор подобного типа разработан и создан 
для проекта ALICE по поиску кварк-глюонной плазмы в ЦЕРНе. 
Он позволяет разделять пионы, каоны и протоны с импульсами от 1 
до 5 ГэВ/с. 
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Пример регистрации частицы с помощью такого детектора при-
веден на рис. 10.22.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 10.22. Пример регистрации частицы RICH детектора ALICE 

 
10.6. Электромагнитные и адронные калориметры 

 
Как уже отмечалось в первом разделе, электроны теряют свою 

энергию не только через ионизационные потери, но также и путем 
радиационного торможения. Сечение радиационного торможения 
практически не зависит от энергии электронов. Поэтому удельные 
радиационные потери можно записать в следующем виде: 

 ( ) радрад
dE dx NE= σ , (10.51) 

где N — число атомов в единице объема среды, Е — энергия элек-
трона, радσ  — сечение радиационного торможения, рад constσ =  при 

крE E> . 

Радиационные потери энергии электронов растут с увеличением 
их энергии. Поэтому, при некоторой энергии крE , называемой кри-

тической энергией: 
 ( ) ( )рад ион

dE dx dE dx= . (10.52) 
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При крE E< , ( ) ( )ион рад
dE dx dE dx> , и наоборот при крE E>  

( ) ( )рад ион
dE dx dE dx> . При крE E>>  радиационные потери стано-

вятся существенно выше ионизационных. Приблизительно, 
кр 800  МэВE Z= , и таким образом, чем больше заряд вещества Z, 

тем меньше критическая энергия. 
При движении частицы через среду ее энергия убывает по зако-

ну: 
 ( )0 радexpE E xN= − σ  или ( )0 exp RE E x X= − , (10.53) 

где рад1RX N= σ  — так называемая радиационная длина, физиче-

ский смысл которой очевиден из данного уравнения. 
В первом приближении ~ 1RX Z , где Z — заряд вещества. 
Значения критических энергий и радиационных длин для неко-

торых практически важных веществ приведены в таблице 10.8. 
   

Таблица 10.8 

Вещество ХR, г/см2 ХR, см Екр, МэВ 

Fe 13,84 1,76 24 

Pb 6,37 0,56 6,9 

Свинцовое стекло 9,6 2,5 11,8 

Оргстекло 40,4 34,4 80 

NaI(Tl) 9,49 2,59 12,5 

Bi4Ge3O12 7,97 1,12 7 

PbWO4 7,37 0,89  

Поливинилтолуол 43,83 42,5 78 

 
На одной радиационной длине частица теряет около половины 

своей энергии, причем в основном, в силу статистической природы 
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процесса, эта энергия теряется в виде излучения одного электро-
магнитного кванта (гамма-кванта) с энергией, примерно равной 
половине энергии частицы. Этот тормозной квант излучается под 
малым углом по отношению к направлению движения частицы. 
При больших энергиях основным процессом взаимодействия гам-
ма-квантов с веществом является рождение электрон-позитронных 
пар. Каждая из двух рожденных частиц уносит в среднем половину 
энергии γ-кванта и, в свою очередь, если энергия частиц все еще 
остается выше критической, испускает тормозной гамма-квант. Се-
чение рождения пар при больших энергиях γ-квантов также посто-
янно и связано с сечением тормозного излучения простым соотно-
шением: 

 пар рад7 9σ = σ . (10.54) 
Таким образом, в среде при больших энергиях падающей части-

цы част крE E>>  возникает электромагнитный каскад (ливень), со-
стоящий из тормозных гамма-квантов, электронов и позитронов. 
Число частиц в ливне растет экспоненциально по мере развития 
ливня до тех пор, пока энергия вторичных электронов и позитронов 
остается больше крE . Когда их энергия падет до значения (в сред-
нем) меньше крE , ливень затухает. Глубина вещества, на которой 
число частиц в ливне достигает максимального значения, опреде-
ляется выражением: 

 част
max

кр

ln 0,5Et
E

⎛ ⎞
= ±⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
, (10.55) 

где maxt  — глубина в числе радиационных длин, 0,5+  — если ли-
вень начинается с гамма-кванта, 0,5−  — если ливень начинается с 
электрона. 

Заметим, что в электромагнитном ливне в конечном итоге вся 
первоначальная энергия частицы преобразуется в ионизационные 
потери и, таким образом, легко поддается измерению. 

Электромагнитным калориметром называется прибор (детек-
тор), в котором энергия регистрируемой частицы полностью пре-
образуется в электромагнитный ливень и измеряется тем или иным 
способом. 
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Любой калориметр рассчитывается на конкретное максимальное 
значение энергии регистрируемой частицы исходя из условий экс-
перимента. Поскольку процесс развития ливня есть процесс стати-
стический, то обычно размеры калориметра рассчитываются таким 
образом, чтобы в нем поглощалось не менее 95 или 98% первона-
чальной энергии по формуле: 

 ( )98% max кр3,0 ln 1,2t E E≈ + , (10.56) 

где t — размер калориметра в радиационных длинах. 
Электромагнитный ливень развивается не только в продольном, 

но и в поперечном направлении, в основном из-за многократного 
рассеяния электронов. При этом 95% ливня содержится в цилиндре 

радиусом 2 mρ , где 
кр

21,2 МэВ  смm E
ρ ≈ , mρ  — так называемый 

мольеровский радиус, крE  — критическая энергия в МэВ. 
В районе maxt  практически весь ливень сосредоточен в цилинд-

ре, радиус которого ~m RXρ , но в конце каскада за счет интенсив-
ного рассеяния электронов сравнительно небольших энергий он 
расширяется таким образом, что примерно 95% каскада содержится 
в цилиндре, радиус которого 2 mρ . 

Важнейшей характеристикой калориметра является его энерге-
тическое разрешение. Последнее определяется не столько флуктуа-
циями ионизационных потерь, сколько флуктуациями развития са-
мого электромагнитного ливня. В общем виде энергетическое раз-
решение имеет вид: 

 
( )ГэВ

E A
E E
Δ

= , (10.57) 

где коэффициент А сильно зависит от конструкции калориметра и 
применяемого рабочего вещества. 

Конструктивно электромагнитные калориметры делят на гомо-
генные и гетерогенные. И те, и другие, в свою очередь могут быть 
обычными (монолитными) или ячеистыми (sampling). 

В гомогенных калориметрах рабочее вещество детектора одно-
родно. В качестве рабочего вещества обычно применяют или сцин-
тилляторы, или черенковские радиаторы. Среди сцинтилляторов 
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выбирают те, которые имеют максимальный заряд Z и, следова-
тельно, минимальную радиационную длину RX . Из обычных сцин-
тилляторов применяют NaI(Tl) и CsI(Tl) в виде монокристаллов 
большого размера, либо в виде сцинтиллятора, набранного из 
большого числа отдельных кристаллов. CsI(Tl), хотя и обладает 
меньшей радиационной длиной, применяется сравнительно редко 
из-за его высокой стоимости. Кристалл сцинтиллятора (или набор 
кристаллов) просматривается большим числом фотоумножителей, 
либо большим числом полупроводниковых pin-диодов, сигналы 
которых суммируются. Таким образом, суммарный сигнал будет 
пропорционален полной энергии ливня, выделившейся в виде ио-
низационных потерь, и, следовательно, пропорционален энергии 
частицы. 

С ростом максимальной измеряемой энергии электрона или γ-
кванта maxE , размеры калориметра растут (хотя и логарифмически). 
Стремление уменьшить размеры калориметра приводит к необхо-
димости применения сцинтилляторов с малой радиационной дли-
ной, каковыми является сцинтилляторы Bi4Ge3O12 и PbWO4. Оба 
они (в особенности последний) сильно уступают кристаллу NaI(Tl) 
по удельному световыходу. Однако при энергиях частиц в десятки 
и сотни гигаэлектронвольт, в любом случае, света выделяется дос-
таточно, и определяющим фактором, ограничивающим энергетиче-
ское разрешение детектора, являются флуктуации развития самого 
электромагнитного ливня.  

В ряде конструкций калориметров используется не сцинтилля-
тор, а свинцовое стекло. В свинцовом стекле быстрые электроны и 
позитроны электромагнитного ливня испускают черенковский свет, 
который и собирается на фотокатодах фотоумножителей. Посколь-
ку полное число частиц в электромагнитном ливне пропорцио-
нально энергии падающей частицей, суммарный черенковский свет 
также пропорционален энергии регистрируемой частицы. 

Значительное удешевление конструкции электромагнитного ка-
лориметра достигается при применении гетерогенного калоримет-
ра. В гетерогенной конструкции активная часть, т. е. та часть, с ко-
торой снимается сигнал, чередуется с пассивной, т. е. с той частью, 
где происходит развитие электромагнитного ливня. Энергия, поте-
рянная частицами в пассивной части, не измеряется. Наиболее по-
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пулярной является конструкция из чередующихся слоев свинца 
толщиной (типично) 1–2 мм и органического пластмассового сцин-
тиллятора толщиной около 5 мм. Поскольку радиационная длина 
свинца (0,56 см) существенно меньше радиационной длины пласт-
массового сцинтиллятора (∼ 40 см), электромагнитный каскад раз-
вивается в основном в свинце, а быстрые электроны, выходящие из 
свинца в сцинтиллятор, создают в нем соответствующий сцинтил-
ляционный эффект. Поскольку вся энергия ионизационных потерь 
в свинце теряется безвозвратно, энергетическое разрешение такого 
калориметра оказывается значительно хуже, чем гомогенного ка-
лориметра.  

В ячеистых (sampling) калориметрах рабочий объем разбивается 
на отдельные двухмерные, а чаще трехмерные элементы. Сигналы 
снимаются с каждого элемента отдельно. Это позволяет получить 
трехмерную картину электромагнитного ливня, что в свою очередь 
дает возможность не только измерить полную энергию частицы, но 
и определить направление (вектор) ее импульса. Определение век-
тора импульса дает возможность восстановления кинематики про-
цесса. В сущности, гетерогенный калориметр одновременно явля-
ется и ячеистым, т. к. разбивается на отдельные двумерные элемен-
ты. Однако ячеистым может быть и гомогенный калориметр. Так, в 
эксперименте ALICE (ЦЕРН) используется электромагнитный ка-
лориметр, состоящий из большого числа отдельных кристаллов 
PbWO4, размером 2,2 x 2,2 x 20 см3, просматриваемых каждый сво-
им фотодиодом. Этот калориметр является гомогенным, т. к. рабо-
чее вещество в нем однородно — кристаллы сцинтиллятора 
PbWO4. В заключение этого раздела приведем типичные значения 
энергетического разрешения, достигнутые в электромагнитных ка-
лориметрах различных конструкций (табл. 10.9).  

         
                         Таблица 10.9 

Конструкция E EΔ  (Е берется в ГэВ) 

Гомогенный, NaI(Tl) 1 42,7% E  

Свинцовое стекло (черенковский) 5% E  

Гетерогенный (свинец-
пластмассовый сцинтиллятор) 9% E  
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Адронные калориметры. При высоких энергиях сильно взаимо-
действующих частиц (адронов) сечение их взаимодействия с ядра-
ми перестает зависеть от энергии налетающих адронов. Структура 
ядерных ливней, вызываемых адронами, весьма сложна. Примерно 
половина энергии налетающего адрона расходуется на множест-
венное рождение вторичных частиц относительно небольшой энер-
гии, а вторая половина уносится несколькими лидирующими час-
тицами больших энергий. Возникающий ядерный каскад в основ-
ном состоит из нуклонов и π-мезонов. Среди π-мезонов примерно 
1/3 составляют 0π -мезоны, которые, распадаясь на два гамма-
кванта, приводят к образованию электромагнитного каскада. Таким 
образом, ядерный каскад всегда содержит электромагнитную ком-
поненту, однако доля этой компоненты в значительной мере флук-
туирует, так как количество 0π -мезонов в каждом акте столкнове-
ния адронов с ядрами случайно. 

Поскольку сечения ядерного взаимодействия при больших энер-
гиях постоянны, по аналогии с радиационной длиной вводится по-
нятие ядерной длины: 

 1 3 2
яд ~ 35  г смAλ . (10.58) 

Ядерная длина существенно больше, чем радиационная. В табл. 
10.10 приведены значения ядерных длин для некоторых веществ, 
используемых в адронных калориметрах. 

        
                              Таблица 10.10 

Вещество ядλ , 2г см  

Железо Fe 135 

Свинец Pb 210 

Уран U 227 

 
Значительно большее значение ядерной длины ядλ  по сравне-

нию с радиационной RX  (ср. для железа 2
яд 135 г смλ = , 

213,84 г смRX = ) приводит к тому, что при равных энергиях пер-
вичных частиц размеры адронных калориметров на порядок боль-
ше, чем размеры электромагнитных калориметров. Как и в случае 
электромагнитных калориметров, размеры адронных калориметров 
логарифмически растут с ростом максимальной измеряемой энер-
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гии. В первом приближении ядерный ливень описывается следую-
щими полуэмпирическими формулами: 

 ( )max 0,2ln ГэВ 0,7t E= ⎡ + ⎤⎣ ⎦ , ( )95% max 2,5 ГэВt t E= + , 
где maxt  — расстояние в ядерных длинах, на котором количество 
вторичных частиц достигает максимального значения, 95%t  — рас-
стояние в ядерных длинах, на котором выделяется 95% энергии 
первичной частицы. 

Для получения хорошего энергетического разрешения длину ка-
лориметра обычно берут равной 95% яд3t t= + λ . 

Так же, как и электромагнитный ливень, ядерный ливень растет 
в поперечных размерах по мере своего развития. Около 95% вто-
ричных частиц содержится внутри цилиндра радиусом ядλ , осталь-
ные 5% — внутри цилиндра радиусом яд2λ .  

Как уже отмечалось выше, ядерный ливень двухкомпонентный 
— он содержит в себе собственно ядерный каскад, а также элек-
тромагнитные каскады, рожденные 0π -мезонами. В электромаг-
нитном каскаде практически вся кинетическая энергия частиц вы-
деляется в детекторе в виде ионизационных потерь. В ядерной час-
ти каскада ситуация более сложная. В табл. 10.11 приводятся сред-
ние потери энергии первоначального адрона по различным каналам 
для протона с энергией 10 ГэВ. 

 
               Таблица 10.11 

Канал Расход энергии 

Прямая ионизация ∼ 32% (р) + 8% ±π   
(∼ 40% суммарно) 

Электромагнитный каскад от 0π -мезонов ∼ 21% 

Энергия связи ядер + нейтрино ∼ 20% 

Нейтроны ∼ 9% 

Прочие ( ±μ  и др.) ∼ 10% 

 
Из табл. 10.11 следует, что около 30% первоначальной энергии 

частицы теряется безвозвратно (энергия связи ядер, нейтрино, ней-
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троны). С точки зрения энергетического разрешения адронного ка-
лориметра еще более важно, что соотношение между собственно 
адронной и электромагнитной составляющими адронного ливня 
сильно флуктуирует. Поскольку среднее число 0π -мезонов, рож-
денных в ливне, невелико: 

 ( )0 ~ 5ln ГэВ 4,6N E
π

− , (10.59) 
относительные флуктуации этой величины значительны, и, следо-
вательно, существует значительная флуктуация электромагнитной 
части ливня. Поэтому энергетическое разрешение адронных кало-
риметров значительно хуже, чем электромагнитных при тех же 
значениях измеряемой энергии. 

Отклик калориметра R на выделенную в нем энергию можно за-
писать как: 

 h h e eR E E= ε + ε , 
где hε  и eε  — эффективности калориметра для адронной и элек-
тромагнитной составляющей ливня соответственно, hE  и eE  — 
доли энергии частицы, ушедшие в адронную и электромагнитную 
составляющие ливня. 

Поскольку в адронной части ливня не вся расходуемая энергия 
частицы регистрируется, e hε > ε , это соотношение обычно записы-
вается в виде 1e h > . 

Значительные флуктуации в долях энергий eE  и hE  приводят к 
существенному ухудшению разрешения электромагнитного кало-
риметра. Энергетическое разрешение калориметра можно улуч-
шить, если сделать калориметр таким образом, чтобы в нем выпол-
нялось соотношение 1e h = . Тогда флуктуации соотношения eE  и 

hE  не сказываются на флуктуации отклика калориметра R. 
Калориметр, в котором 1e h = , называют компенсированным. 

Осуществить компенсацию можно двумя способами: либо увели-
чить hε , либо уменьшить eε . Любой из методов возможен только в 
гетерогенной конструкции. Увеличение hε  достигается, если ис-
пользовать гетерогенную конструкцию уран (пассивная часть) + 
пластмассовый сцинтиллятор (активная часть). Дополнительная 
энергия в адронной части ливня получается благодаря как делению 
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урана, так и тому, что быстрые нейтроны отдают свою энергию 
протонам отдачи в пластмассовом сцинтилляторе. 

В гетерогенной системе, не содержащей уран, при соответст-
вующем подборе толщин активной и пассивной частей (например, 
свинца) можно заметно уменьшить eε , воспользовавшись тем фак-
том, что электромагнитный ливень содержит большое количество 
сравнительно мягких гамма-квантов. Эти гамма-кванты поглоща-
ются за счет фотоэффекта (сечение которого зависит от Z вещества 

5~ Z ) в пассивной части калориметра с большим Z, не давая вклада 
в сигнал активной части. 

Конструктивно адронные калориметры в настоящее время прак-
тически всегда гетерогенные и ячеистые. Это связано с двумя об-
стоятельствами. Во-первых, в силу того, что адронные калоримет-
ры существенно больше электромагнитных по своим размерам, для 
адронов больших энергий гомогенная конструкция оказывается 
практически неосуществимой. Во-вторых, регистрация адронных 
ливней по своим физическим задачам требует определения вектора 
импульса адронов и адронных струй. 

В гетерогенных ячеистых адронных калориметрах в качестве 
пассивной части используется свинец, уран или железо. В качестве 
активной части обычно используются пластмассовые сцинтиллято-
ры, а также ионизационные камеры как газонаполненные, так и за-
полненные жидким аргоном. Энергетическое разрешение адронных 
калориметров обычно достижимо не лучше ( )30% ГэВE , что 
почти на порядок хуже показателей электромагнитных калоримет-
ров. 

Разумеется, адронные калориметры одновременно могут реги-
стрировать и чисто электромагнитные ливни, так что обычно элек-
тромагнитные калориметры не нужны там, где есть адронные. 
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11. ИЗБРАННЫЕ ВОПРОСЫ ОБРАБОТКИ 
ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ ДАННЫХ 

 
11.1. Оценки и их свойства 

 
Из-за наличия случайных флуктуаций разной природы в экспе-

рименте невозможно получить точное значение измеряемой физи-
ческой величины. Вследствие этого любую физическую величину 
нужно считать случайной с некоторой функцией распределения 
( )F x , или плотностью распределения ( )p x , если она принимает 

непрерывный ряд значений. Множество значений, которые может 
принимать случайная величина, называется генеральной совокуп-
ностью. Если эксперимент произведен n раз, то можно говорить, 
что получена выборка объема n из генеральной совокупности зна-
чений измеряемой физической величины. По выборке можно су-
дить о параметрах генеральной совокупности (генеральном сред-
нем, дисперсии и т. д.), если строить некоторые функции от эле-
ментов выборки, называемые оценками. Пусть, для определенно-
сти, говорится об оценке x̂  математического ожидания генераль-
ной совокупности X  (генерального среднего). Очевидно, что не 
любая, произвольно взятая функция выборки, может служить 
оценкой X . Будучи функцией случайной величины (выборку мож-
но представить как вектор с n случайными компонентами), оценка 
сама является случайной величиной с некоторой плотностью рас-
пределения ( )ˆp x , в общем случае отличного от распределения ге-
неральной совокупности. К оценке разумно предъявить следующие 
требования: 

— она должна быть состоятельной, т. е. при n →∞  
( )ˆlim x n X= , ( )ˆlim 0D x n⎡ ⎤ =⎣ ⎦ , где ( )ˆD x n⎡ ⎤⎣ ⎦  — дисперсия оценки; 

— она должна быть несмещенной, т. е. при любом n x̂ X= . 
Известно, что этим требованиям удовлетворяют известные 

оценки математического ожидания и дисперсии генеральной сово-
купности: 
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Это так называемые точечные оценки, когда величина оценива-
ется одним числом. Подобная оценка неинформативна, поскольку 
не ясно, насколько она близка к оцениваемой величине. Для вос-
полнения отмеченного пробела используют интервальные оценки.  

Пусть задано совместное распределение ( )ˆ,p a α  оценки â и 
оцениваемого параметра генеральной совокупности α. Выберем 
любые малые числа 1ε  и 2ε . Из соотношений: 

 
2

2( , )
a

p a da
∞

α = ε∫ , 
1

1( , )
a

p a da
−∞

α = ε∫  

можно найти величины 1a  и 2a , такие, что с вероятностью 

1 21− ε − ε  величина a
∧

лежит в пределах [ ]1 2,a a . Естественно, 1a  и 

2a  являются функциями α: ( )1 1a a= α , ( )2 2a a= α . 

Рис. 11.1. Иллюстрация метода доверительных интервалов (а), плотность распре-
деления оцениваемого параметра при известной оценке (b). 

 
На рис. 11.1, а пересечение линии constα =  с кривыми ( )1 1,a α ε  

и ( )1 2,a α ε  задает интервал, в котором при заданном параметре α 
генеральной совокупности лежит его оценка. Можно рассечь за-
штрихованную область и в ортогональном направлении, т. е. пря-
мой ˆ consta = . Вид сечения показан на рис. 11.1, b. Точки пересе-
чения с границами в этом случае определят интервал, в котором с 
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вероятностью 1 21− ε − ε  лежит значение α. Таким образом, если из-
вестна условная плотность ( )ˆ|p aα , то по полученной в экспери-
менте оценке, являющейся случайной величиной, можно указать 
интервал, в котором с заданной вероятностью лежит неслучайное 
истинное значение оцениваемого параметра генеральной совокуп-
ности. Интервал [ ]1 2,α α  (рис. 11.1, b) называется доверительным 
интервалом, а вероятность 1 21η = − ε − ε  — доверительной вероят-
ностью. Изложенный метод доверительных интервалов позволяет 
определить интервальную оценку в виде: 

 ( )â ± Δ η . 
Такая запись означает, что, с учетом полученной оценки, истин-

ное значение оцениваемого параметра лежит в интервале â ± Δ  с 
вероятностью η.  

Пример получения интервальной оценки. Пусть измеряемая 
физическая величина распределена по нормальному закону 

( ) ( )2

2
1 exp

22
x a

p x
⎛ ⎞−

= −⎜ ⎟⎜ ⎟σπ σ ⎝ ⎠
. Получена выборка 1x , 2x , …, nx , по 

которой надо получить интервальную оценку â , причем дисперсия 
генеральной совокупности 2σ  считается известной. Для оценки 

математического ожидания получим: ˆ ix
a

n
= ∑  с дисперсией 

( )2 2â nσ = σ . Так как все ix  в выборке распределены нормально, 
то и оценка â  распределена нормально: 

 ( ) ( )2

2

ˆ1ˆ, exp
22

n a a
p a a

n

⎛ ⎞−
= −⎜ ⎟⎜ ⎟σπ σ ⎝ ⎠

. (11.1) 

Целесообразно ввести параметр ( )ˆt a a n⎡ ⎤= − σ⎣ ⎦ . Тогда распре-

деление (11.1) примет вид: 
 ( ) 21 2 exp( 2)p t t= π⋅ − . (11.2) 

Распределение (11.2) симметрично, поэтому при заданной надеж-
ности η минимальный доверительный интервал получается, если 
положить 1 2 2ε = ε = ε , т. е. 1η = − ε . Таким образом: 
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( )1 1p t t< = − ε , 

( )
1

ˆ
1

a a
p n t
⎡ ⎤−

< = − ε⎢ ⎥ς⎣ ⎦
, 

 1 1ˆ ˆ 1t tp a a a
n n
σ σ⎛ ⎞− < < + = − ε⎜ ⎟

⎝ ⎠
. (11.3) 

Выражение (11.3) является решением задачи в рассматриваемом 
случае. 

Следует отметить, что в более реалистичной постановке, когда 
распределение генеральной совокупности также нормально, но ге-
неральная дисперсия неизвестна, ее оценивают по выборке. Совме-
стное распределение генерального среднего и его оценки уже не 
является нормальным, и распределение (11.1) заменяется распреде-
лением Стьюдента с 1n −  степенью свободы. Соответственно в 
выражении (11.3) связь между величинами 1t  и 1− ε  также опреде-
ляется распределением Стьюдента.  

 
11.2. Метод Монте-Карло 

 
Метод Монте-Карло позволяет получать конкретные реализации 

(значения) случайной величины, если задана функция плотности ее 
распределения, воспроизводить траектории естественных физиче-
ских процессов подверженных воздействию случайных факторов. 
В этом качестве данный метод — метод проведения «бумажного 
эксперимента» с теми же конечными результатами, что и для ре-
ального эксперимента. 

Моделирование дискретной случайной величины (алгоритм 
№1). Пусть требуется получать реализации дискретной случайной 
величины X, распределенной по закону ( )P x . Для этого: 

1) отрезки 1P , 2P , ..., nP  складываются так, что образуется отре-
зок длины 1 (рис. 11.2); 

2) обращением к таблице случайных равномерно распределен-
ных на отрезке [0,1] чисел получаем конкретную реализацию γ ; 
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3) проверяем, в какой из отрезков попала точка с координатой 
γ . Так, если γ  принадлежит отрезку iP  — получено значение мо-
делируемой случайной величины — хi.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 11.2. Иллюстрация алгоритма моделирования значений дискретной случай-
ной величины X, принимающей значения x1 ÷ x4 с вероятностями Р1÷Р4 соответст-
венно 

 
Приведем также два различных алгоритма моделирования не-

прерывной случайной величины с произвольным законом распре-
деления. 

Метод обращения функции вероятности (алгоритм №2). Его 
можно сформулировать в виде следующей теоремы.  

Пусть, ( ) ( )
a

F x P u du
∞

= ∫ , где ( )P x  — плотность распределения 

случайной величины X. 
Случайная величина ξ, удовлетворяющая уравнению 
 ( )F ξ = γ , 

где γ — равномерно распределено на отрезке [0, 1], имеет плот-
ность распределения ( )P x .  
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Рис. 11.3. Иллюстрация метода обращения функции вероятности 
 
Действительно, ( ) ( ) ( ){ }P x x dx P F x F x dx< ξ < + = < γ < +  в си-

лу непрерывности ( )F x . Так как γ — равномерно распределена в 
интервале (0, 1), то ( ) ( ) ( ) ( )P x x dx F x dx F x P x dx< ξ < + = + − = . 

Метод Неймана (алгоритм №3). Теорема. Пусть 1γ  и 2γ  — не-
зависимые случайные числа и 

 ( )1a b a′ξ = + γ − , 2c′η = γ . 
Случайная величина ξ, определенная из условия 

 ′ξ = ξ , если ( )P′ ′η < ξ , 
имеет плотность распределения ( )P x . 
В соответствии с формулой полной вероятности: 

 
( ) ( ){ }

( ){ } ( ){ }
|

, .

P z P z P

P z P P P

′ ′ ′ξ < = ξ < η < ξ =

′ ′ ′ ′ ′= ξ < η < ξ η < ξ
 (11.4) 

Знаменатель дроби есть вероятность попадания точки ( ),Q ′ ′ξ η  под 
кривую ( )y P x= . Плотность точки Q постоянна и равна 

( ) 1
c b a

−
⎡ − ⎤⎣ ⎦  и 
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 { } ( )
( )

( )1 1

0

( )
P xb

a

P P dx c b a dy c b a
− −

′ ′η < ξ = ⎡ − ⎤ = ⎡ − ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫ . (11.5) 

В то же время 

 
( ){ }

( )
( )

( ) ( )1 1

0

,

.
P xz z

a a

P z P

dx c b a dy c b a P x dx
− −

′ ′ ′ξ < η < ξ =

= ⎡ − ⎤ = ⎡ − ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫ ∫
 (11.6) 

Окончательно, подставляя выражения (11.5) и (11.6) в (11.4) имеем: 

 ( ) ( )
z

a

P z P x dxξ < = ∫ , 

что и требовалось доказать. 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 11.4. Иллюстрация метода Неймана 
 
Резюмируя, можно сказать, что метод Неймана — это метод от-

бора: из всех точек Q, равномерно распределенных в прямоуголь-
ной области (0, с, b, a), отбираются только те, которые лежат под 
кривой ( )y P x= . Абсциссы этих точек и образуют выборку значе-
ний случайной величины, распределенной с плотностью ( )P x . 

Моделирование многомерных случайных величин (алго-
ритм №4). Пусть случайные величины 1,... nξ ξ  в общем случае за-
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висимы, и надо получить алгоритм моделирования n-мерной точки 
Q, распределенной с плотностью QP . Представим QP  в виде: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 1 3 3 1 2 1 1,..., | | , ... | ...Q n n n nP x x P x P x x P x x x P x x x −= . 
Все входящие в это выражение плотности можно выразить через 

совместную плотность QP : 

 ( )1 1 1... ...Q nP x P dx dx= ∫ ∫ , 

 ( )2 2 1 3 1 1( | ) ... ...Q nP x x P dx dx P x= ∫ ∫ . 

Ниже рассмотрен частный случай моделирования многомерной 
случайной величины. 

Алгоритм выбора случайного направления в пространстве 
(алгоритм №5). Рассмотрим сначала алгоритм моделирования 
точки, равномерно распределенной в шаре, т. е. 

( )
1

34, ,
3QP x y z R

−
⎛ ⎞= π⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Перейдем к сферическим координатам, соответствующим симмет-
рии задачи: 

 
sin cos ,
sin sin ,
cos .

x r j
y r j
z r

= θ
= θ
= θ

 

В новых координатах шар превращается в параллелепипед: 

 
0 ,
0 ,
0 2 .

r R≤ <
≤ θ < π
≤ ϕ < π

 

Якобиан преобразования ( ) ( ) 2, , , , sinx y z r r∂ ∂ θ ϕ = θ  и плотность 
распределения в новых координатах можно записать: 

 ( )
1

3 24, , sin
3QP r R r

−
⎡ ⎤θ ϕ = π θ⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

Легко видеть, что это произведение трех плотностей: 
 ( ) ( )( )( ) 12 3 1, , 3 2 sin 2QP r r R −− −θ ϕ = θ π , 

т. е. сферические координаты r, θ, φ точки Q независимы. В рамках 
метода обращения функции вероятности: 
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2

13
0

3r r dr
R

= γ∫ , 2
0

sin 1
2

dθ θ θ
= − γ∫ , 3.

0 2
dϕ ϕ

= γ
π∫ . 

Решение этих уравнений приводит к формулам: 
3

1r R= γ , 2cos 2 1θ = γ − , 32 .ϕ = πγ  
Собственно алгоритм выбора случайного направления.  

Пусть направление задается единичным вектором: 
 1 2 3i j kω= ω + ω + ω , 

1 2 3 1ω +ω +ω = . 
Необходимо отыскать случайный вектор ω , такой, чтобы для лю-
бого телесного угла Ω 

 ( ) 4P ω∈Ω =Ω π . (11.7) 
Если случайная точка Q равномерно распределена в шаре, то 

радиус-вектор этой точки обладает нужным свойством. Действи-
тельно, если 1Ω  и 2Ω  — два равных телесных угла, то равны и 
объемы соответствующих шаровых секторов. В силу этого, вероят-
ности попадания точки Q в эти сектора равны, что доказывает ут-
верждение. Таким образом, формулы для выбора случайного на-
правления: 

 1cos 2θ = γ , 22ϕ = πγ . 
Пример моделирования естественного процесса: задача о 

поглощении нейтронов. Пусть имеется выпуклая область G, не 
содержащая делящихся ядер. Считаем известными сечения рассея-
ния и поглощения 

 ( ) ( ) ( ), , ,s ar E r E r EΣ = Σ + Σ , 
а также индикатрису рассеяния ( ), ;sp r′ ′Ω Ω , которая определяет 
вероятность того, что нейтрон в точке r′ , летевший в направлении 
′Ω , в результате рассеяния полетит в направлении Ω. В точке 

0r G∈  расположен источник нейтронов с энергией 0E  и равнове-
роятными направлениями 0Ω  начальной скорости. Требуется вы-
числить вероятность Ap  того, что нейтрон, вылетевший из источ-
ника, поглотился в области G. Рассмотрим задачу в одногрупповом 
приближении, т. е. считаем, что энергия нейтрона при рассеянии не 
изменяется. Пренебрегаем также возможностью возвращения ней-
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трона в область G, если он ее покинул. Алгоритм моделирования 
включает следующие шаги. 

— Выберем случайное направление скорости нейтрона 0Ω  при 
его вылете из источника (см. алгоритм №5); 

— Разыграем для него длину свободного пробега 0ξ  в соответ-
ствии с формулой: 

 ( )1 lnξ = − Σ γ . 
Она получается, если применить к экспоненциальному распре-

делению, которому подчиняется величина ξ (алгоритм №2). 
— Находим точку столкновения нейтрона: 
 1 0 0 0r r= + ξ Ω . 

Если 1r G∉ , то история нейтрона закончилась его вылетом из об-
ласти G. Такому событию соответствует 0Aη = . 

— При 1r G∈  разыгрываем судьбу нейтрона, т. е. получаем кон-
кретное значение случайной величины, имеющей два значения – s 
(рассеяние) и а (поглощение), используя алгоритм 1.  

— Если нейтрон поглотился, полагаем 1Aη = . 
— Если нейтрон рассеялся, то в соответствии с индикатрисой 

рассеяния ( ), ;sp r′ ′Ω Ω  разыгрываем новое направление скорости 

1Ω =Ω  (алгоритм №4 и далее алгоритм №2 или алгоритм №3) и 
переходим на блок программы, где вычисляется длина свободного 
пробега.  

 Расчет траектории продолжается до вылета нейтрона или его 
поглощения. Оценку искомой вероятности поглощения можно за-
писать как 

 ( )
1

ˆ 1
N

A A s
s

p N
=

= η∑ . 

Или, в другом виде, 
 ˆ A Ap N N= , 

где N — полное число разыгранных траекторий, а AN  — количест-
во траекторий, завершившихся поглощением.  

 Дисперсия полученной оценки совпадает с дисперсией величи-
ны Aη : 
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( ) ( )1A A AD p pη = − . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 11.5. К задаче о поглощении нейтрона: 
вылет из области G маркируется значением 0η = , поглощение — 1η =  

 
11.3. Проверка статистических гипотез 

 
Пусть имеется выборка объема n: 1x , ..., nx , и есть основания 

предполагать, что она взята из генеральной совокупности, распре-
деленной с плотностью ( )P x  (будем считать, что параметры рас-
пределения известны). Требуется проверить эту статистическую 
гипотезу. 

Представим выборку в виде полигона накопленных частот 
(рис. 11.6), т. е. укажем количество элементов выборки, попавших в 
интервал ixΔ  (другими словами, абсолютные частоты ( )ixν ). Кро-
ме того, на этом же рисунке отложим значения ожидаемого числа 
событий в соответствующем интервале, если проверяемая гипотеза 
верна: 

 ( )
i

i
x

np n P u du
Δ

= ∫ . 
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Рис. 11.6. Полигон накопленных частот для исходной выборки (сплошные линии) 
и ожидаемое число событий в интервале xΔ , если выборка взята из генеральной 
совокупности, распределенной с плотностью ( )P x  

 
В излагаемом подходе дело, по существу, сводится к решению 

вопроса — похожи ли друг на друга две гистограммы, показанные 
на рис. 11.6. Чтобы суждение было объективным, необходимо вы-
брать меру близости между сравниваемыми объектами. Естествен-
ной мерой близости представляется величина: 

 ( )0
1

r

i i
i

S np
=

= ν −∑ , 

однако отклонения разных знаков могут скомпенсировать друг 
друга, так что 0 ~ 0S  не будет свидетельством близости сравнивае-
мых гистограмм. Отмеченная неопределенность снимается, если в 
качестве меры выбрать: 

 ( )2

1

r

i i
i

S np
=

= ν −∑ , 

где r — число интервалов разбиения, т. е. число столбиков в гисто-
граммах на рис. 11.6.  
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Покажем, что при некоторых условиях немного измененная ме-
ра S распределена по 2χ . По определению, распределение 2χ  имеет 
величина: 

 2 2

1

f

i=
χ = ξ∑ , (11.8) 

где ξ — нормально распределенная со средним «0» и дисперсией 
«1» случайная величина, f — число независимых слагаемых в сум-
ме, называемое числом степеней свободы. 

Определим 1S  как: 

 ( )2
1

1

r

i i i
i

S np np
=

= ν −∑ . (11.9) 

Сформулируем условия, при которых статистика 1S  (называемая 
проверочной статистикой или критерием) распределена по 2χ . 

1. Все iν  должны быть распределены нормально. Что для этого 
требуется? Если рассматривать один отдельный столбик гисто-
граммы, представляющей экспериментальные данные, его высота 

iν  распределена по биному. Действительно, для любого элемента 
исходной выборки есть только две возможности: попасть в данный 
интервал ixΔ  либо в любой другой. Такое «испытание» происходит 
n раз, число «успехов» равно iν . Как известно, биномиальное рас-
пределение может быть аппроксимировано нормальным, если 
среднее число успехов, в данном случае, 1iν >> . На практике это 
означает, что для любого i должно быть 10iν ≥ . 

2. Каждое слагаемое в сумме (11.9) должно иметь нулевое сред-
нее. Посмотрим, что вытекает из такого требования. Если 

0i inpν − = , i inpν = , т. е. условие выполняется только для за-
ведомо правильной гипотезы. 

3. Дисперсия каждого слагаемого (без квадрата — см. формулу 
(11.8)) должна быть равна единице. Вычислим эту дисперсию: 

 ( ) ( )i i i i iD np np D np⎡ ⎤ν − = ν⎣ ⎦ . 

Она равна 1, если ( )i i iD npν = = ν . Так будет, если iν  распре-
делены по закону Пуассона. Де-факто, как отмечалось выше, iν  
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распределены по биномиальному закону. В тоже время известно, 
что при выполнении условий 0i nν → , n →∞ , биномиальное рас-
пределение можно аппроксимировать распределением Пуассона. В 
свою очередь, указанные требования выполняются, если объем ис-
ходной выборки n велик и велико число интервалов разбиения r. 
Таким образом, практическая рекомендация состоит в том, что 
при выполнении условия 10iν ≥  число интервалов разбиения долж-
но быть максимальным. 

Резюмируя, можно сказать, что только при выполнении всех 
трех рассмотренных выше условий статистика 1S  (формула (11.9)) 
распределена по 2χ  с 1r −  степенью свободы. Условие 

1

r

i
i

n
=

ν =∑ уменьшило на 1 число независимых слагаемых в выра-

жении (11.9) и, следовательно, число степеней свободы распреде-
ления 2χ . 

Расчетное число степеней свободы изменится, если исходная 
выборка взята из генеральной совокупности с плотностью ( ),P x α , 
где α  — неизвестный вектор параметров. Он может быть оценен 
по той же выборке, например, методом максимального правдопо-
добия. Уравнения правдоподобия (скажем, s штук — по числу не-
известных параметров), уменьшат число независимых слагаемых в 
формуле (11.9) также на s штук. Окончательно, формула для числа 
степеней свободы f в общем случае записывается так: 

 1f r s= − − . 
Итак, мы знаем, что проверочная статистика (11.9) распределена 

по 2χ  при выполнении условий 1-3, причем второе из условий вы-
полняется только для заведомо правильной гипотезы (т. е. если ги-
потеза состоит в том, что выборка взята из генеральной совокупно-
сти с плотностью ( ),P x α  и она действительно взята из этой гене-
ральной совокупности). Как воспользоваться распределением про-
верочной статистики (11.9), известным только для заведомо пра-
вильной гипотезы (распределение 2χ ), в реальной задаче, когда 
истинное распределение генеральной совокупности неизвестно и 
мы пытаемся его «угадать»? Подход состоит в следующем.  
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Выделим область значений критерия, вероятность попадания в 
которую α мала для заведомо правильной гипотезы (типичные зна-
чения 0.01 0.05α = ÷ ) (рис. 11.7). Эта область называется критиче-
ской (правосторонняя критическая область). Отрезок от начала ко-
ординат до точки 2

критχ  называется областью допустимых значений. 

Пусть найденное по выборке значение критерия равно 2
expχ  (фор-

мула (11.9)). Если гипотеза верна, а 2 2
exp критχ > χ , то произошло ма-

ловероятное событие, в силу чего проверяемую гипотезу следует 
отклонить. И наоборот — если 2 2

exp критχ < χ  — гипотеза не противо-
речит экспериментальным данным.  

 
 .  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 11.7. Распределение 2χ . Справа от точки 2

критχ  лежит правосторонняя крити-

ческая область. При этом ( )2 2
критP χ > χ = α . 

 
Из рис. 11.7 видно, что, в принципе, область маловероятных 

значений критерия можно выделить и в окрестности 0. Как интер-
претировать попадание 2

expχ  в эту левостороннюю критическую 
область? Получается, что эксперимент «слишком хорошо» соответ-
ствует ожиданиям (теоретической модели). Во избежание такого 
искусственного согласия должно быть обеспечено 1n s >> . Для 
обеспечения автоматического контроля выполнения этого условия 
разумно выбрать двухстороннюю критическую область.  
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Резюмируем все сказанное в этом параграфе в виде пошагового 
алгоритма проверки гипотезы о виде распределения генеральной 
совокупности с помощью критерия 2χ  (Пирсона). 

1. Весь диапазон значений исследуемой случайной величины 
разбивается на несколько (r) интервалов группирования (разбие-
ния) 1xΔ , 2xΔ , …, rxΔ  не обязательно одинаковой длины. Это раз-
биение на интервалы необходимо подчинить следующим услови-
ям: 

а) в каждый интервал группирования ixΔ  должно попасть не 
менее 7÷10 выборочных значений, при этом желательно, чтобы в 
разные интервалы попало примерно одинаковое число точек; 

б) общее число интервалов должно быть максимальным при со-
блюдении условия а); 

в) если диапазон значений исследуемой случайной величины — 
вся числовая прямая (полупрямая), то крайние интервалы группи-
рования будут полупрямыми (соответственно один из них). 

2. По выборке 1x , 2x , ..., nx  находятся статистические оценки 
неизвестных параметров 1θ , 2θ , ..., sθ , от которых зависит предпо-
лагаемый закон распределения генеральной совокупности, напри-
мер, методом максимального правдоподобия. 

3. Подсчитывается число iν  точек, попавших в каждый i-й ин-
тервал группирования ixΔ  и вычисляются теоретические вероятно-
сти попадания случайной величины в соответствующий интервал, 
если она распределена с предполагаемой плотностью ( )ˆ,P x θ . 

4. Вычисляется «экспериментальное» значение критерия 2χ  по 
формуле: 

 ( )2
2
exp

1

r
i i

i i

np
np=

ν −
χ =∑ . 

5. Число степеней свободы 2χ -распределения находится из ус-
ловия 1f r s= − − , где r — число интервалов разбиения; s — число 
параметров предполагаемого распределения, оцениваемых по той 
же выборке.  
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6. Из таблиц 2χ -распределения для заданного уровня значимо-
сти α находится критическое значение «хи-квадрат» (имеется в ви-
ду таблица, содержащая решения уравнения): 

 ( )
2
0

2 2p d
∞

χ

χ χ = α∫ . 

7. Проверяется, попадает ли экспериментальное значение χ2 в 
область допустимых значений критерия. Если 2 2

exp критχ < χ , то экспе-

риментальные данные не противоречат проверяемой гипотезе, в 
противном случае гипотезу следует отвергнуть. 

 
 Рассмотрим другой тип гипотез, касающихся предположения о 

значении некоторого параметра генеральной совокупности.  
 
Пусть имеется выборка из нормальной генеральной совокупно-

сти 1x , 2x , ..., nx  объема n и найдено выборочное среднее 

 ( )1 ix n x= ∑ . 

Генеральное среднее X  не известно, но есть основания предпо-
лагать, что оно равно 0a . Требуется проверить нулевую гипотезу о 
равенстве генерального среднего гипотетическому значению 0a , 

т. е. гипотеза 0H : X  = a0. Задача будет рассмотрена для двух част-
ных случаев: а) генеральная дисперсия известна и равна некоторо-
му значению 2

0σ ; б) генеральная дисперсия не известна и ее надо 
оценивать по выборке. В каждом из частных случаев проверка ну-
левой гипотезы осуществляется с применением различных крите-
риев, а именно: критерия Лапласа (а) и критерия Стьюдента (б). 

Отметим, что в обоих случаях критическая область строится в 
зависимости от выбора конкурирующей гипотезы либо 1H : 0X a≠  

(двусторонняя область), либо 1H : 0X a>  (правосторонняя), либо 

1H : 0X a<  (левосторонняя). 
Генеральная дисперсия известна.  
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В качестве критерия проверки нулевой гипотезы используется 
случайная величина ( ) ( )0u x a x= − σ . Здесь x  распределено нор-

мально, ( )xσ  — среднеквадратичное отклонение случайной вели-

чины, связанное с дисперсией соотношением ( ) 0x nσ = σ . При 
этом, если нулевая гипотеза верна, то случайная величина 

( )0 0u x a n= − σ  распределена нормально с математическим 
ожиданием, равным нулю, и дисперсией, равной 1. 

Генеральная дисперсия не известна.  
Для проверки нулевой гипотезы используется случайная вели-

чина 

 
( )

0x at
x
−

=
σ

, 

где 

 ( ) ( )22

1

1
( 1)

n

i
i

x x x
n n =

σ = −
− ∑ . 

Можно показать, что t подчиняется распределению Стьюдента с 
1n −  степенью свободы. 
Техника применения критериев аналогична приведенной выше 

для критерия 2χ . 
Гипотезы о значении параметра генеральной совокупности 

можно проверять при наличии альтернативной гипотезы. Пусть 
проверяется 0H : 0X a=  при наличии альтернативы 1H : 02X a= . 
На рис. 11.8 представлены распределения проверочной статистики 
ξ для нулевой и альтернативной гипотез. Назначим критическую 
область для проверки 0H  (справа от критξ ) с вероятностью попада-

ния критерия в ту область α. С некоторой вероятностью может 
произойти событие, состоящее в том, что принята гипотеза 0H , в 
то время как верна 1H .  
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Рис. 11.8. Проверка гипотезы 0H  относительно альтернативы 1H  

 
В этом случае с вероятностью β совершается ошибка второго 

рода. Чем эта вероятность меньше, чем надежнее различаются кон-
курирующие гипотезы. Можно ввести параметр 1−β , называемый 
мощностью критерия при проверке гипотезы 0H  относительно 
альтернативы 1H . Мощности критерия «1» соответствует досто-
верное различение конкурирующих гипотез.  

 
11.4. Метод наименьших квадратов 

 
Нередко при анализе экспериментальных данных требуется их 

сопоставить с соответствующими теоретическими предсказаниями. 
В частности, речь может идти о сравнении экспериментально по-
лученной функциональной зависимости с аналитической кривой, 
следующей из теории. Чаще всего теоретическая кривая известна с 
точностью до вектора параметров, который необходимо оценить по 
тем же данным и указать погрешность найденных оценок.  

Задачу можно сформулировать следующим образом. Пусть в ре-
зультате измерения некоторой физической величины y, зависящей 
от x для ряда значений ix , известных точно, получены независимо 
друг от друга значения iy  (i = 1, 2, ..., n) с погрешностью iε . Все 
погрешности измерений независимы и имеют нулевое математиче-
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ское ожидание. Предположим, что экспериментальная зависимость 
может быть описана (аппроксимирована) выражением 

 ( )1 2, , ,...,i i k iy f x= α α α + ε , (11.10) 
где α1, ..., αk — неизвестные параметры функции f. При выбранной 
зависимости ( ),f x α  задача сводится к отысканию вектора пара-
метров, обеспечивающего наилучшее (в выбранной метрике) при-
ближение аппроксимирующей функции (называемой также линией 
регрессии) к вектору экспериментальных данных. 

В регрессионном анализе постулируется выбор среднеквадра-
тичной меры близости, согласно которой расстояние между набо-
ром теоретических точек ( )1, ,...,i kf x α α  и набором эксперимен-
тальных значений определяется формулой 

 ( ) ( ) 2
1 1,..., , ,...,k i i i kS y f xα α = ω ⎡ − α α ⎤⎣ ⎦∑ , (11.11) 

где iω  — статистический вес i-го измерения. Обычно выбирают 
21i iω = σ , где iσ  — среднеквадратичная погрешность измерений 

iy , которая считается известной.  
Естественным рецептом нахождения вектора параметров пред-

ставляется минимизация статистики S (11.11) по iα , т. е. реализу-
ется принцип «наименьших квадратов». Оценки по методу наи-
меньших квадратов (МНК-оценки) параметров jα  могут быть най-
дены как решение системы уравнений 

 0
j

S∂
=

∂α
, 1,...,j k= . (11.12) 

Пусть функция ( )1, ,..., kf x α α  в (11.11) зависит от параметров 

jα  линейно, т. е. 

 ( ) ( )1
1

, ,...,
k

k j j
j

f x x
=

α α = ϕ α∑ . 

Для решения этой задачи вводится матрица A, с элементами 
( )Aij j ix= ϕ  (i = 1, 2, ..., n; j = 1, 2, ..., k). Она называется конструк-

ционной матрицей. Тогда (1.11) запишется в виде 
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( )
2

1
1 1

,..., A
n k

k i i ij j
i j

S y
= =

⎛ ⎞
α α = ω − α⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ . 

Решая систему уравнений (11.12), имеем 

 
1 1 1

A A A
n n k

i ik i i ij ik j
i i j

y
= = =

ω = ω α∑ ∑∑ . (11.13) 

Для дальнейшего изложения целесообразно перейти к матрич-
ной форме обозначений. Введем вектор-столбец α с компонентами 

1α , 2α , ..., kα ), вектор-столбец y с компонентами ( )1,..., ny y   
 Ay = α . (11.14) 
Обозначим через W диагональную матрицу с отличными от ну-

ля элементами iω : 

1 ... 0
W . . .

0 ... n

ω⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟ω⎝ ⎠

. 

Тогда система (11.13), называемая системой нормальных урав-
нений, примет вид 

 T TA W A WAy = α , (11.15) 
где TA  — транспонированная матрица A.  
Выражая α  из (11.15), получаем оценку  

 ( ) 1TA WA AWy
−

α = . (11.16) 

Поскольку значения случайных величин iy  получены независи-
мо друг от друга и дисперсия iy  равна 2

iσ , то ковариационная мат-
рица (или матрица ошибок) вектора y  может быть представлена в 
виде 

( )

2

2

... 0
D . . .

0 ...

i

n

y
⎛ ⎞σ
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟σ⎝ ⎠

. 

Так как 21/i iω = σ , имеем 

 ( ) 1D Wy −= , 



 377

где 1W−  — матрица, обратная W. 
 

11.4.1. Свойства МНК-оценок 
 
Оценки параметров 1α , 2α , ..., kα , получаемые с помощью 

МНК, — случайные величины, поскольку они основаны на резуль-
татах измерений случайных величин iy . Используя формулу пере-
носа погрешности, можно получить дисперсионную матрицу век-
тора параметров 

 ( ) ( ) 1TD A WA
−

α = . (11.17) 

По разным причинам iσ , указанные как экспериментальные по-
грешности iy , могут отличаться от соответствующих истинных 
значений. Оказывается, можно получить их независимую оценку 
по тем же исходным экспериментальным данным. 

Пусть известны только отношения дисперсий 2 2
1i i+σ σ  — т. е. 

значения дисперсий известны с точностью до постоянного множи-
теля. В этом случае целесообразно ввести статистические веса сле-
дующим образом: 

 2 2
0 /i iω = σ σ , 

где величина 2
0σ , называется дисперсией наблюдения с единичным 

весом.  
 Оценка дисперсионной матрицы параметров в этом случае бу-

дет умножаться на 2
0σ  

 ( ) ( ) 12 T
0D A WA

−
α = σ . 

Чтобы получить матрицу ошибок ( )D α , необходимо либо знать 

точно 2
0σ , либо иметь ее оценку. 

Можно показать, что несмещенная оценка 2
0σ  в МНК дается вы-

ражением 
 ( )2 T

0ˆ V WV n kσ = − , 

где V  — вектор остатков: 
 V Ay= − α , 
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остS  — остаточная сумма квадратов невязок, n — число экспери-
ментальных точек, k — число неизвестных коэффициентов аппрок-
симирующей функции. 

Окончательно, несмещенная ковариационная матрица оценок 
параметров имеет вид: 

 ( ) ( ) ( )
T 1TV WVD A WA

n k
−

α =
−

. (11.18) 

МНК-оценки параметров линии регрессии обладают меньшей 
дисперсией, чем любые другие оценки линейного вида, т. е. явля-
ются эффективными. Это утверждение известно под названием 
теоремы Гаусса—Маркова. Кроме того, МНК-оценки являются со-
стоятельными, а для линейного случая они еще и не смещены. 

Покажем, что оценка 2
0σ̂  может использоваться как критерий 

согласия. Найдем условия, при которых статистика 

( ) 2T 2V WV ,ост i i i
i

S y f x= = ⎡ − α ⎤ σ⎣ ⎦∑  распределена по 2χ . Для это-

го требуется, чтобы каждое слагаемое в Sост : 
1) было распределено нормально; 
2) со средним «0»; 
3) дисперсией «1». 
 Для выполнения первого условия требуется, чтобы все iy  были 

распределены нормально. 
 Второе условие выполняется, если ( ), 0i iy f x⎡ − α ⎤ =⎣ ⎦ , т. е. 

( )ˆ,i iy f x= α . Последнее равенство означает, что выбранная зави-

симость ( )f x  является «истинным аппроксиматором», проходя-
щим через все iy . 

Последнее из условий можно представить так: ( ) 2 1i iD y σ = . Ра-
венство выполняется только, если все iσ  указаны правильно. 

Таким образом, при выполнении сформулированных условий 
статистика остS  распределена по 2χ  с n k−  степенью свободы, дру-
гими словами ( )ост ~ 1S n k− , если вспомнить, что 2χ  совпадает с 
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числом степеней свободы и при ( ) 1n k− >>  среднее распределения 
2χ  близко к моде. 

 
11.4.2. Влияние погрешностей в аргументе 

 
Одним из исходных предположений для изложенного выше ва-

рианта метода наименьших квадратов было отсутствие погрешно-
сти в аргументе аппроксимирующей функции. Пусть теперь и ix  — 
случайные величины, распределение каждой из которых имеет 
дисперсию 2

ixσ . Учет этих погрешностей может быть произведен на 
основе формулы переноса погрешностей. Так как предполагается, 
что ( ),i iy f x= α , то 

 ( ) ( )( )2 22 2
i i iy y i xf x x′σ = σ + ∂ ∂ σ . 

В то же время, так как случайные величины y  и x  независимы, 
то исходное выражение (11.11) примет вид: 

 ( ) [ ]
( )

2
1

1 22 2
1 1

( , ,..., )
,...,

, ,...,
i i

n
i i k

k
i y i k x

y f x
S

f x x=

− α α
α α =

σ + ⎡∂ α α ∂ ⎤ σ⎣ ⎦
∑ . (11.19) 

Недостаток соотношения (11.19) заключается в том, что оно в 
явном виде зависит от функции ( ),f x α , параметры которой и тре-
буется определить. Проблема обычно решается методом последо-
вательных приближений или использованием алгоритмов числен-
ной минимизации многомерных функций (нелинейного програм-
мирования).  

 
11.4.3. Неравноточные измерения 

 
Рассмотрим частный случай получения оценки физической ве-

личины Y по результатам нескольких неравноточных измерений, 
т. е. пусть имеется ряд: 

 1 2 3

1 2 3

, , ,..., ,
, , ,..., .

n

n

y y y y⎧
⎨σ σ σ σ⎩

 (11.20) 
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где ix  — результат i-го измерения величины Y, выполненного с 
погрешностью iσ ..  

Задачу можно переформулировать следующим образом: провес-
ти методом наименьших квадратов через точки с известной по-
грешностью прямую вида y b= , т. е. параллельную оси x. В этом 
случае исходное соотношение (11.14) можно представить в виде: 

 [ ]

1

2

1
1

1n

y
y

b

y

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ⋅
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦⎣ ⎦

. 

В соответствии с (11.16) для оценки единственного параметра b 
имеем: 

 ( ) 1 1T 2 2ˆ A WA AW 1/ i i
i i i

w y
b y y

W
− −

⎡ ⎤= = σ σ =⎣ ⎦
∑∑ ∑ , (11.21) 

где, по определению, iW w=∑ , а 21/i iw = σ . Оценку по формуле 
(11.21) называют средневзвешенной. Погрешность оценки, в свою 
очередь, можно найти по формуле (11.18): 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( )

2
T 1T

ˆV WVˆD A WA
1

i iw y b
b

n k W n
− −

= =
− −

∑
. (11.22) 

Легко видеть, что при равенстве всех iσ , т. е. когда 0iσ = σ  и 2
0σ  — 

дисперсия генеральной совокупности, выражения (11.21) и (11.22) 
переходят, соответственно, в известные оценки: 

ˆ iy
b

n
= ∑  — среднее арифметическое, 

 ( )
2
0ˆD b

n
σ

= . 

 
11.4.4. Сплайн-МНК 

 
В экспериментальной практике часто требуется аппроксимиро-

вать некоторую зависимость, полученную в виде набора точек, 
аналитической кривой, причем вид зависимости заранее не извес-
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тен. Например, дифференциальная нелинейность спектрометра, 
которую требуется учитывать при прецизионной обработке дан-
ных, характерна только для этого конкретного спектрометра. Если 
не удается добиться требуемого качества аппроксимации с помо-
щью простых средств, например, полиномов невысокой степени, 
рекомендуется использовать метод сплайн — наименьших квадра-
тов. Выберем, например, в качестве аппроксиматора кубический 
сплайн, состоящий из двух кусков 1f  и 2f . По определению, 
сплайн — суть кусочногладкая функция, состоящая из полиномов 
второго или третьего порядка, гладко «сшитых» в точках перехода 
от одного куска к соседнему. Техника нахождения параметров 
сплайна (коэффициентов полиномов 1f  и 2f ) в рамках МНК со-
стоит в следующем. Если коэффициенты 1f  и 2f  находить из усло-
вия минимума квадратичных форм: 

 
( )

гр 2
1 2

1
1 2

,
k

i
i

i

y f x
S =

⎡ − α ⎤⎣ ⎦
=

σ

∑
, 

( ) 2
2 2

2 2

,
n

i
i k

i

y f x
S =

⎡ − α ⎤⎣ ⎦
=

σ

∑
, 

где iσ  — среднеквадратичная погрешность измерения iy , то най-
денные полиномы 1f  и 2f  не обязаны сшиваться в граничной точ-
ке kx  ни по значениям 1f  и 2f , ни по значениям их производных. 
Условия сшивки легко учесть при минимизации 1S  и 2S , восполь-
зовавшись методом поиска условного экстремума с методом неоп-
ределенных множителей Лагранжа. Будем минимизировать выра-
жение 1 2 i iS SΦ = + + λ ψ∑ , где iλ  — неопределенные множители 

Лагранжа; iψ  — условия сшивки, записанные в виде iψ  = 0. 
Коэффициенты 1f  и 2f  находятся из системы: 

1 20,    1 8  число  коэффициентов  в    и   ;
0,    1,  2  число  условий  сшивки.

i

i

i f f
j

∂Φ ∂α = = ÷ −⎧
⎨∂Φ ∂λ = = −⎩

 

В явном виде функция iψ  выглядит следующим образом: 

( ) ( )1 1 гр 2 грf x f xψ = − ; 

( ) ( )2 1 гр 2 грf x f x′ ′ψ = − ; 
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( ) ( )3 1 гр 2 грf x f x′′ ′′ψ = − , 

где грx  — точка сшивки. 
Для реализации метода сплайн — наименьших квадратов удоб-

но использовать соответствующие матричные выражения МНК при 
наличии линейных связей. При наложении линейных связей на iα  
вида 

z Q= α , 
соответствующая МНК-оценка вектора α  дается формулой 

( )( ) 1T T T T T 1 T 1Z Q QB Q QB
−− −α = α + −α , 

а ковариационная матрица оценок 

( ) ( ) ( )11 1 T 1 T 1D B B Q QB Q QB
−− − − −α = − . 

Здесь ( )T 1 1 1 1 2 2 2 2
1 2 3 4 1 2 3 4, , , , , , ,α = α α α α α α α α  — вектор параметров; век-

тор z и матрица Q задают линейные связи параметров, в данном 
случае — условия сшивки. 

В рассмотренном примере кубический сплайн состоял из двух 
участков. Всегда ли этого достаточно для аппроксимации заданно-
го набора точек или число кусков, из которых состоит сплайн, 
должно быть увеличено? Критерием качества аппроксимации, как 
и в более простом случае использования полинома (раздел 11.4.1), 
является статистика ( )остS n k− . Эта величина должна быть близка 
к единице.  

 
11.4.5. Нелинейный метод наименьших квадратов 

  
Даже если по смыслу задачи нас устраивает квадратичная мера 

близости между имеющимся набором точек и искомым аппрокси-
матором, далеко не всегда аппроксимирующая функция линейна по 
параметрам. А это требование является необходимым условием 
применимости МНК. Как поступают в этом случае?  

Пусть требуется найти минимум некоторой многомерной функ-
ции ( )f x  — необязательно квадратичной формы. Эту функцию 
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принято называть «целевой функцией». Строится последователь-
ность { }kx , сходящаяся к точке минимума *x  функции ( )f x : 

 1k k k kx x p+ = + α , 0,1,...k = , (11.23) 
где kp  — вектор направления движения к минимуму, kα  — длина 
шага в направлении движения. Ниже в этом разделе знак «вектор» 
будет опускаться для краткости. 

Разложим ( )f x  в ряд Тейлора в окрестности точки kx  с точно-
стью до второго члена разложения: 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2, ,k kf x x f p f x p p xθ
′′′≈ + α + α = ψ , (11.24) 

где ( )k kx x x xθ = + θ − , [ ]0,1θ∈ ; kf ′  — значение градиента в точке 

kx ; kf ′′  — матрица вторых производных в этой же точке; 

kx x p= +α . 
Потребуем, чтобы последовательность (11.23) сходилась к ми-

нимуму монотонно. Это означает, что ( ) ( )1k kf x f x+ >  для любого 

kx . С учетом того, что в окрестностях минимума матрица kf ′′  по-
ложительно определена, для обеспечения монотонной сходимости 
требуется выполнения условия: 

 ( ), 0kf p′ < . (11.25) 
Это универсальное требование для любого метода минимизации. 

Метод антиградиента. Неравенство (11.25) с очевидностью 
выполняется, если в качестве направления движения выбрать 

k kp f ′= − , т. е. направление антиградиента. Итерационная процеду-
ра для метода антиградиента имеет вид: 

 1k k k kx x p+ = −α , 0,1,...k =  (11.26) 
Поучительна геометрическая интерпретация метода антигради-

ента. Пусть требуется найти минимум функции 
2 2

2 2

1
2

x yf
a b

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

Линии уровня этой функции ( , ) constf x y =  выглядят как концен-
трические эллипсы (рис. 11.9). Пусть одна из них проходит через 
начальную точку 0x . Через эту же точку проведем касательную (a, 
b) к линии уровня. Тогда проекция вектора градиента, как известно, 
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будет перпендикулярна касательной. Сам градиент, по определе-
нию, направлен в сторону возрастания функции. След плоскости, в 
которой лежит градиент (и антиградиент) показан на рисунке 
пунктиром. Сечение функции ( ),f x y  этой плоскостью 
представляет собой параболу. Двигаться в направлении 
антиградиента следует до достижения минимума сечения 
(параболы) в направлении движения (точка d). На следующем шаге 
касательная к соответствующей линии уровня проводится уже 
через точку d, находится перпендикуляр и т. д. Естественно, 
существует аналитический аналог представленного 
геометрического подхода к выбору длины шага.   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 11.9. Графическая иллюстрация поиска минимума  

двумерной функции методом антиградиента 
 
Так как градиент, по определению, задает направление наиско-

рейшего изменения функции, то последовательность (11.26) быстро 
сходится к точке минимума x*. К сожалению, в непосредственной 
близости от точки минимума, когда компоненты вектора градиента 
малы, процедура поиска может возмущаться погрешностями чис-
ленного вычисления градиента. От этого недостатка свободен дру-
гой метод поиска минимума, в котором используется информация о 
второй производной целевой функции.  

Метод Ньютона. Можно показать, что функция ( )xψ  (выраже-

ние (11.24)) , если ( )f x  — выпуклая функция, достигает миниму-
ма, если 
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( ) 1p f f−′′ ′= − , 

где ( ) 1f −′′  — матрица, обратная матрице вторых производных. Та-
кое направление движения также удовлетворяет требованию 
(11.25). Действительно: 

( ) ( ), , 0f p f p p′ ′′= − > , 

в силу выпуклости функции ( )f x . Окончательно, итерационная 
процедура с выбранным вектором направлений выглядит следую-
щим образом: 
 ( ) 1

1k k kx x f f−
+ ′′ ′= −α . (11.27) 

Определяемый формулой (11.27) метод поиска называется методом 
Ньютона с регулировкой шага. В отличие от предыдущего, этот 
метод уже «не слепнет» в непосредственной близости от точки ми-
нимума. Основным недостатком метода Ньютона является необхо-
димость обращения матрицы вторых производных. Эта процедура 
может быть неустойчивой. К настоящему времени разработаны ме-
тоды многомерного поиска, близкие по эффективности методу 
Ньютона, но не требующие обращения матриц (например, метод 
двойственных направлений). Существуют также методы, представ-
ляющие суперпозицию методов антиградиента и Ньютона (метод 
Дэвидcона). 

Различные методы численной многомерной минимизации реа-
лизованы в виде компьютерных программ доступных пользовате-
лю в открытых библиотеках (например, ЦЕРН). Важно представ-
лять объективные трудности, возникающие при использовании да-
же таких профессионально написанных программных кодов. Рас-
смотрим для примера тестовую задачу по нахождению минимума 
некоторой функции (функции Розенброка): 

 ( ) ( ) ( )2 22
2 1 1100 1f x x x x= − + − . (11.28) 

Линии уровня этой функции показаны на рис. 11.10. 
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Рис. 11.10. Линии уровня функции Розенброка 

 
Функция задает поверхность, напоминающую овраг с пологим 

дном и достаточно крутым изгибом в начале координат. Минимум 
достигается в точке (1, 1) (отмечена на рисунке крестом). Предста-
вим, что ищется минимум такой функции методом антиградиента, 
причем поиск стартует из точки 0x . Имея в виду геометрическую 
иллюстрацию метода антиградиента (рис. 11.9), легко видеть, что 
направление движения (показано стрелкой из точки 0x ) будет 
практически ортогональным направлению склонов «оврага» в ок-
рестности точки 0x , так как именно это направление — направле-
ние наискорейшего изменения функции. Траектория поиска, зада-
ваемая методом антиградиента, никогда не повернет «за угол», где 
располагается точка минимума. Это означает, что для метода анти-
градиента функция Розенброка является патологической. В то же 
время метод Ньютона (траектория поиска показана ломаной лини-
ей) позволяет найти минимум вследствие использования информа-
ции о вторых производных целевой функции при выборе направле-
ния поиска. 

Численные методы минимизации многомерных функций (соот-
ветствующий раздел математики называется нелинейным про-
граммированием) представляют собой итерационные процедуры 
(11.23)), позволяющие достичь наперед заданной окрестности точ-
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ки минимума. Имея в виду, что задача может оказаться патологи-
ческой для выбранного метода минимизации, необходимо задать 
критерий остановки программы, учитывающий это обстоятельство. 
Обычно итерации продолжаются до тех пор, пока значения аргу-
мента и функции отличаются не менее чем на заданную величину 
для двух последовательных итераций. Завершение работы про-
граммы может быть обусловлено следующими причинами: 

— найдена точка минимума (с наперед заданной погрешно-
стью); 

— найден локальный минимум; 
— задача оказалась патологической. 
 Проблему с наличием локального минимума (или минимумов) 

легко понять на следующем примере. Пусть имеется горный рель-
еф, состоящий из нескольких котловин, дно которых расположено 
на разных высотах от уровня моря. Функция, описывающая такой 
рельеф, имеет несколько локальных минимумов, но только один 
глобальный — соответствующий самой глубокой из впадин. Кри-
терии останова программы будут выполняться в любом из локаль-
ных минимумов и требуются дополнительные исследования, чтобы 
убедиться, что найденный минимум — глобальный. 

 
11.5. Апостериорное улучшение разрешения измерительного 

тракта (восстановление спектров) 
 
 Рассмотрим типичную задачу спектрометрии гамма-излучения. 

Пусть спектр возбужденных состояний некоторого ядра насчиты-
вает три уровня. Их разрядка (переход ядра в основное состояние) 
происходит путем испускания гамма-квантов трех фиксированных 
энергий. Пусть для их регистрации используется ионизационный, 
например, полупроводниковый детектор. Даже в относительно 
простом случае, когда энергия регистрируемых квантов не превы-
шает 1 МэВ, спектр амплитуд сигналов с детектора, облучаемого 
монохроматическими гамма-квантами, далек от дельта-функции 
(рис. 11.11). Наряду с узким пиком полного поглощения в сторону 



 388

меньших амплитуд тянется «хвост», обусловленный частичной по-
терей энергии регистрируемого кванта в результате комптоновско-
го рассеяния.  

         
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

 
Рис. 11.11. Схематичное представление функции отклика ионизационного гам-
ма-детектора. При облучении детектора гамма-квантами фиксированной энергии 
Е регистрируется целый спектр сигналов с различными амплитудами А 

 
 Как будет выглядеть регистрируемый амплитудный спектр 
( )u A  при облучении детектора спектром гамма-квантов с интен-

сивностью ( )z E ? Очевидно, что они будут связаны следующим 
соотношением: 

 ( ) ( ) ( )
min

max

,
E

E

k E A z E dE u A=∫ . (11.29) 

Можно поставить задачу: найти «истинный» спектр гам-
ма-квантов ( )z E  по измеренному амплитудному спектру ( )u A  и 
известной из калибровок функции отклика спектрометра ( ),k E A . 
Дело сводится к решению интегрального уравнения, так как иско-
мая функция в выражении (11.29) находится под знаком интеграла. 
Это уравнение называется уравнением Фредгольма первого рода с 
ядром ( ),k E A . 

Выражение (11.29) выходит далеко за рамки рассмотренного ча-
стного примера. Оно определяет влияние на измеряемый спектр 
значений некоторой физической величины характеристик измери-
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тельного прибора, всегда не идеальных. Возникает весьма общая 
задача — по завершении измерений, апостериори, учесть иска-
жающее влияние прибора, другими словами, восстановить истин-
ный спектр или решить обратную задачу. Для того, чтобы под-
черкнуть общий характер соотношения (11.29), перепишем его в 
переменных, не связанных с конкретным рассмотренным приме-
ром: 

 ( ) ( ) ( ),
b

a

k x s z s ds u x=∫ , c x d≤ ≤  (11.30) 

или в операторной форме 
 Az u= . (11.31) 
Оказывается, что при решении уравнения (11.30) относительно 

функции ( )z s  возникают специфические трудности, требующие 
специального анализа.  

Устойчивость задачи нахождения решения уравнения Фред-
гольма. Убедимся, что решение уравнения (11.31), понимаемое в 
классическом смысле т. е. 1z A u−= , где 1A−  — обратный оператор, 
не обладает свойством устойчивости к малым изменениям правой 
части. Рассмотрим функцию 2 1 sinz z N s= + ω , где N и ω — произ-
вольные константы. Эта функция является решением уравнения 

(11.31) с правой частью ( )2 1 , sin
b

a

u u N k x s s ds= + ω∫ . Введем поня-

тие расстояния между двумя функциями. Так, если расстояние оп-
ределяется в соответствии с выражением: 

 ( ) ( ) ( )
1 2

2
1 2 1 2,

d

u
c

u u u x u x dx
⎧ ⎫⎪ ⎪ρ = ⎡ − ⎤⎨ ⎬⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭
∫  (11.32) 

то говорят, что расстояние задано в метрике 2L  (среднеквадратич-
ной). Если ввести: 

 1 2 1 2( , ) max ( ) ( )F z z z s z sρ = − , [ , ]s a b∈ , (11.33) 
то расстояние измерено в метрике С. 

Оценим расстояние между функциями 1u  и 2u  в метрике 2L : 
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 ( ) ( )
1 22

1 2, , sin
d b

u
c a

u u N k x s s ds
⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪ρ = ω⎨ ⎬⎢ ⎥

⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭
∫ ∫ , (11.34) 

а уклонение решений в метрике С: 
 ( ) ( ) ( )1 2 2 1, max max sinF z z z s z s N s Nρ = − = ω = . (11.35) 
Из выражения (11.34) видно, что за счет выбора ω расстояние 

между правым частями 1u  и 2u  можно сделать сколь угодно малым 
(под знаком интеграла стоит быстро осциллирующая знакопере-
менная функция). В то же время, расстояние между соответствую-
щими решениями (11.35) может быть сколь угодно большим, что и 
демонстрирует отсутствие устойчивости. Полезно зафиксировать 
полученный результат в рамках следующего определения.  

Пусть определено понятие «решение» и ∀  (любому) элементу 
u U∈  отвечает единственное решение ( )z R u=  из пространства F. 

Задача нахождения z называется устойчивой на пространствах 
(F, U) если для ∀  0ε >  ∃  (существует) ( ) 0δ ε >  такое, что из ус-
ловия ( ) ( )1 2,u u uρ ≤ δ ε  cледует, что ( )1 2,F z zρ ≤ ε .  

В свою очередь: задача определения решения z из F по «исход-
ным данным» u из U называется корректно поставленной на паре 
метрических пространств (F, U), если: 

— для ∀ u U z F∈ ∃ ∈ ; 
— решение определено однозначно; 
— задача устойчива на (F, U).  
Таким образом, задача нахождения решения уравнения Фред-

гольма (11.30) является примером некорректно поставленной зада-
чи. Следует подчеркнуть, что в соответствии с приведенными оп-
ределениями устойчивость и корректность задачи зависят от выбо-
ра метрики функциональных пространств, на которых она рассмат-
ривается. 

 
11.5.1. Регуляризирующий оператор 

 
Решение некорректно поставленных задач потребовало нового 

подхода, впервые развитого академиком Тихоновым в рамках 
функционального анализа. Целью дальнейшего изложения является 
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неформальное ознакомление читателя с идеями и алгоритмами, 
предложенными для решения уравнения Фредгольма (11.31). 

Прежде всего, более детально обсудим причину возникновения 
неустойчивости решения обратной задачи. Пусть решение ( )1z s  
выглядит так, как показано на рис.11.12, а. Функция ( )2z s  получе-
на из ( )1z s  наложением знакопеременной осциллирующей функ-
ции.  

 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 11.12. Решение уравнения Фредгольма ( )1z s  (а) и близкая функция ( )2z s , 
отличающаяся по гладкости (b) 

 
Как уже отмечалось, интегралы от этих функций будут мало от-

личаться, хотя сами функции отличаются существенно. Так как 
проинтегрированная с весом ( ),k x s  функция ( )z s  и есть измеряе-
мый в эксперименте спектр ( )u x , то обсуждаемое отличие в инте-
гралах может не превышать неопределенности, с которой известна 
( )u x  из-за погрешности ее измерения δ. Чтобы подчеркнуть это 

обстоятельство, далее будем обозначать измеренный спектр как 
( )u xδ . Таким образом, первичным источником «неприятностей» 

является неопределенность в ( )u xδ , а интегральный оператор А из 
(11.31) позволяет «втиснуться» в эту щель очень разным функциям 
( )z s , в том числе, имеющим физически необусловленные осцил-
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ляции. Общая идея метода регуляризации состоит в привлечении 
для нахождения устойчивого решения дополнительной (априор-
ной) информации относительно свойств будущего решения. Из 
сравнения функций ( )1z s  и ( )2z s  ясно, что это должна быть ин-
формация о гладкости искомого решения. Техника его нахождения 
состоит в следующем.  

Если ничего не знать о неустойчивости решения уравнения 
(11.31), то в рамах «наивного» подхода можно было бы искать ре-
шение как функцию, минимизирующую функционал: 

 ( )2
d

c

N Az u dxδ= −∫  (11.36) 

аналогичный, по смыслу, исходному выражению (11.11) в методе 
наименьших квадратов. Однако оказывается, что находимое таким 
образом решение будет неустойчиво относительно малых измене-
ний правой части ( )u xδ .  

Было предложено вместо исходной неустойчивой задачи решать 
близкую к ней, сводящуюся к минимизации функционала: 

 [ ] ( ) [ ], ,M z u N z u zα
δ δ= + αΩ , (11.37) 

где α — положительный скалярный множитель, который называет-
ся параметром регуляризации, а функционал [ ]zΩ  — тихоновским 
стабилизатором.  

По определению, тихоновским стабилизатором p-го порядка на-
зывается функционал вида: 

 [ ] ( )
2

0

b np

n n
na

d zz q s ds
ds=

⎛ ⎞
Ω = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∫ , (11.38) 

где ( )nq s  — известные неотрицательные функции. Например, ста-
билизатор второго порядка в частном случае может иметь вид: 

 [ ] ( )( )2
b

a

z q s z ds′′Ω = ∫ . (11.39) 

Имея в виду, что решение находится минимизацией функциона-
ла M α , можно понять роль, которую играют в процессе нахожде-
ния решения его составные части: 
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( ),N z uδ  — очевидно, отвечает за близость будущего решения 
истинному или точному решению Тz ; 

[ ]zΩ  — определяет гладкость искомого решения. Действитель-
но, функционал M α  состоит из двух неотрицательных слагаемых, 
и минимум может доставить только такая функция ( )z s , которая 
одновременно близка к Tz  и обладает достаточной гладкостью (как 
известно, вторые производные, входящие в стабилизатор, напри-
мер, (11.39), могут служить мерой кривизны соответствующей 
функции ); 

α — играет роль «дозатора» априорной информации о требуе-
мой гладкости решения, содержащейся в стабилизаторе [ ]zΩ . 

Упомянутая выше близость решаемой задачи по поиску мини-
мума функционала M α  к исходной, сводящейся к минимизации 
функционала N, формально фиксируется требованием: 0α→  при 

0δ→ .  
Другими словами, находимое в рамках процедуры регуляриза-

ции решение тем ближе к Тz , чем меньше погрешность измеренно-
го спектра δ. Таким образом, процедура регуляризации обеспечи-
вает нахождение устойчивого решения уравнения (11.31). Для тех-
нической реализации этой процедуры надо выбрать вид стабилиза-
тора [ ]zΩ  и параметр регуляризации α. Пусть они выбраны. Соот-
ветствующие подходы обсудим позднее, а теперь кратко остано-
вимся на процедуре поиска минимума функционала M α (11.37). 

В вариационном исчислении доказывается, что функция, дос-
тавляющая минимум функционалу, удовлетворяет уравнению Эй-
лера—Лагранжа (равенство нулю первой вариации): 

 [ ]{ }, 0M z uαδ = . (11.40) 

Будем считать, что условия, при которых теорема справедлива, вы-
полнены. Тогда для нахождения минимума первой вариации надо 
произвести замену: 

 z z→ +βϕ , (11.41) 
где β — малый параметр, а φ принадлежит тому же классу функ-
ций, что и z и ее квадрат нормы не превышает единицы. Если под-
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ставить в функционал M α  вместо z выражение (11.41), то получим 
функцию от β: 

 [ ] ( ),M u z fα
δ +βϕ = β . (11.42) 

Наконец, утверждается, что решение уравнения: 

 ( )0 0df
d

β = =
β

 (11.43) 

и доставляет минимум функционалу M α . Выражение (11.43) пред-
ставляет собой уравнение Эйлера—Лагранжа (11.40), записанное в 
развернутой форме. Де факто это интегро-дифференциальное урав-
нение, получаемое после выполнения преобразований (11.40–
11.43). Для нахождения единственного решения этого уравнения 
необходимо задать краевые условия, например, значения искомой 
функции на границах: ( ) 1z a c= , ( ) 2z b c= . В общем случае анали-
тическое решение уравнения отсутствует, поэтому его решают 
численно. Функции ( ),k x s , ( )z x  и ( )u s  заменяют на соответст-

вующие сеточные функции ( ),ij i jk k x s= , ( )i iz z x= , ( )j ju u s=  ин-

тегралы и производные приближают формулами численного ин-
тегрирования и дифференцирования. В результате уравнение 
(11.43) приводится к виду: 

 Kz b= , (11.44) 
где z — вектор решения, K — матрица и b — вектор c компонен-
тами, зависящими только от ijk , ju , а также коэффициентов, вхо-

дящих в формулы численного интегрирования. Окончательно регу-
ляризированное решение уравнения (11.31) получается в виде: 

 1z K b−= . (11.45) 
Как уже отмечалось, функционал M α  (11.37) должен быть пол-

ностью определен перед процедурой его минимизации, т. е. долж-
ны быть известны стабилизатор [ ]zΩ  и параметр регуляризации α. 
Чем более гладкое решение ожидается, исходя из априорных (фи-
зических) соображений, тем выше может быть степень используе-
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мого стабилизатора. Один из наиболее последовательных подходов 
к нахождению α будет обсужден ниже. 

 
11.5.2. Нахождение параметра регуляризации 

 
Для каждой из ряда αк и заданного [ ]zΩ  найдем решение kzα  

(пользуясь выражением (11.45)) и поставим ему в соответствие 

( ),k k

b

a

u k x s z dsα α= ∫ . Построим функцию Y: 

 
( )

2
kd

c

u uY dx
S x

α
δ

⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ , (11.46) 

где ( )S x  — среднеквадратичная погрешность измерения спектра 
uδ . Покажем, что при некоторых условиях Y распределено по 2χ . 
Заменим в (11.46) интеграл суммой, а все функции на их сеточный 
аналог, как это уже делалось в предыдущем разделе. Тогда: 

 ( ) ( )
2

1

kn
k k

k k

u x u x
Y x

S

α
δ

=

⎛ ⎞−
= Δ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ . (11.47) 

Как это уже многократно показывалось, для того, чтобы стати-
стика Y была распределена по 2χ  с n степенями свободы, требуется 
выполнение трех условий: каждое слагаемое в (11.47) должно быть 
распределено нормально, с нулевым средним и единичной диспер-
сией. Так как случайной величиной является только вектор ( )ku xδ , 
то именно компоненты этого вектора должны быть распределены 
нормально. 

Это выполняется, если измеренный спектр uδ  хорошо статисти-
чески обеспечен, так что биномиальное распределение числа от-
счетов в конкретном канале можно аппроксимировать нормаль-
ным. 

Допустим, что выполняется второе из перечисленных условий: 
( ) ( ) 0k

k ku x u xα
δ− = , 



 396

тогда ( ) ( )k
k ku x u xα

δ = , но, по определению, ( )k Tu x uδ = , т. е. 
точной правой части. Таким образом, обсуждаемое условие выпол-
няется, если удалось выбрать такое kα , что k

Tu uα = .  
Наконец, выполнение третьего из условий обеспечивается нали-

чием в знаменателе дроби в формуле (11.47) ( ( ))k kS D u xδ= .  
С учетом полученного, предлагается следующий алгоритм вы-

бора оптα  (рис. 11.13). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 11.13. Схема выбора оптимального значения параметра регуляризации оптα  

 
Строится зависимость ( )Y α , показанная в нижней части 

рис. 11.13. С этой целью для каждого задаваемого значения α нахо-
дится регуляризированное решение (11.45) и вычисляется Y со-
гласно формуле (11.47). Определяем значение аргумента maxY , со-
ответствующее максиму распределения 2χ  с n степенями свободы 
(рис. 11.13, верхний график) и по графику ( )Y α  находим оптα . 

 
11.5.3. Уравнение типа свертки 

 
Рассмотрим, прежде всего, следующую задачу. Пусть имеется 

случайная величина X c функцией распределения XP  и случайная 
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величина Y c функцией распределения YP . Как распределена их 
сумма: Z X Y= + ? 

Вероятность получить конкретное z есть ( ) ( )Z X YP P x P y= ⋅ , но 
нас устраивают только пары (x, y), дающие в сумме z, поэтому 

( ) ( )Z X YP P x P z x= ⋅ − . Событие z x y= +  реализуется в ряде част-
ных случаев. Для получения полной вероятности наступления это-
го события надо просуммировать все парциальные вероятности 
(формула полной вероятности), поэтому окончательно (уже для 
непрерывных случайных величин X и Y): 

 ( ) ( ) ( )Z X Y
G

P z P x P z x dx= −∫ , (11.48) 

где G — область определения X. Полученное выражение называет-
ся сверткой. По смыслу задачи можно констатировать, что свертка 
получается тогда, когда каждое фиксированное значение одной 
случайной величины «размывается» одним и тем же спектром зна-
чений другой. Типичный пример — суммирование спектров сигна-
ла и шума в электронных приборах. Выражение (11.48) можно вос-
принимать и как частный случай соотношения (11.29). Действи-
тельно, если функция отклика спектрометра не зависит от энергии, 
т. е. одна и та же для любых значений энергии, связь измеренного 
спектра ( )ZP z  c истинным спектром ( )XP x  задается выражением 
(11.48). Восстановление истинного спектра в этом случае сводится 
к решению интегрального уравнения типа свертки. 

Проанализируем устойчивость задачи нахождения решения 
уравнения типа свертки. В обозначениях, введенных ранее в 
(11.30), (11.31): 

 ( ) ( ) ( )Az k t z d u t
∞

−∞

= − τ τ τ =∫ . (11.49) 

Пусть правая часть уравнения известна приближенно: 
 ( ) ( ) ( )Tu t u t t= + ξ , (11.50) 

где ( )tξ  — помеха, шум, а ( )Tu t  — точная правая часть уравнения 
(11.49). 

Как известно, фурье-образ свертки равен произведению фурье-
образов подынтегральных функций. Поэтому: 
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( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

Tz u
z

k k k
ω ω ζ ω

ω = = +
ω ω ω

 

или 

 ( ) ( ) ( )
( )Tz z

k
ξ ω

ω = ω +
ω

. (11.51) 

Естественным выглядит желание в качестве решения уравнения 
(11.49) взять обратное фурье-преобразование от выражения (11.51): 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1 exp
2

1 exp .
2T

z t z i t d

z i t d
k

∞

−∞

∞

−∞

= ω − ω ω=
π

ξ ω
= ω + − ω ω

π ω

∫

∫
 (11.52) 

Определенная таким образом функция ( )z t  может и не сущест-
вовать из-за расходимости второго слагаемого в (11.52). Действи-
тельно, так как ( ) 0k ω →  и ( ) 0ζ ω →  при ω→∞ , но это стремле-
ние к нулю несогласованное — фурье-образ шума ( )ζ ω  спадает с 
ростом частоты медленнее, чем фурье-образ функции отклика 
( )k ω . Таким образом, и обсуждаемая задача является неустойчи-

вой. 
Для получения устойчивого решения (обеспечения сходимости 

второго слагаемого в (11.52)) необходимо «задавить» влияние вы-

соких частот. Для этого можно умножить дробь ( )
( )

u
k
ω
ω

 на некото-

рый множитель ( ),f ω α , зависящий от параметра α — как это и 
должно быть при введении регуляризирующего оператора. В каче-
стве ( ),f ω α  часто выбирают функцию вида: 

 ( ) ( )
( ) ( )

,
L

f
L M

ω
ω α =

ω +α ω
, (11.53) 

где ( ) ( ) ( )L k kω = ω −ω , а ( )M ω  — произвольная четная положи-
тельная функция.  
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Регуляризированное решение уравнения (11.49) определяется 
формулой: 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

exp1
2

k u i t
z t d

L M

∞

α
−∞

−ω ω − ω
= ω

π ω +α ω∫ . (11.54) 

Эта функция минимизирует функционал: 

[ ] ( ) [ ]2,M u z Az u dt z
∞

α

−∞

= − + αΩ∫ , 

со стабилизатором: 

 [ ] ( ) ( ) 2
z M z d

∞

−∞

Ω = ω ω ω∫ . (11.55) 

Полагая ( ) 2

0

p
n

n
n

M q
=

ω = ω∑ , где nq  — заданные неотрицательные 

константы, получаем по выражению (11.55) тихоновские стабили-
заторы порядка p. Практика показывает, что почти всегда доста-
точно полагать ( ) 2M ω = ω . 

Определение параметра регуляризации. В принципе, подходы 
к нахождению α, развитые для решения уравнения Фредгольма 
первого рода с ядром общего вида (см., в частности, раздел 11.5.2), 
работают и для уравнения типа свертки. Вместе с тем, именно 
здесь удобно продемонстрировать тот факт, что регуляризация 
чревата внесением в решение ошибок метода.  

Рассмотрим разность:  
 ( ) ( ) ( ) ( )1 2, ,Tz t z t t tα − = Δ α + Δ α , (11.56) 

где  

 ( )
( ) ( ) ( )1

1 1 exp
2

Tu
f i t d

k

∞

−∞

ω
Δ = − − ω ω

π ω∫  — (11.57) 

уклонение, связанное с ошибкой метода, а  

 ( )
( ) ( ) ( )2

1 , exp
2

x
f i t d

k

∞

−∞

ω
Δ = ω α − ω ω

π ω∫  — (11.58) 

уклонение, связанное с ошибкой правой части уравнения (11.49). 
Можно показать, что  

1 0Δ → , 2Δ →∞  при 0α→ . 
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Соответствующие тенденции изменения обсуждаемых погреш-
ностей отражены в рис. 11.14, из которого следует, что существует 
некоторый оптимальный параметр регуляризации αопт. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 11.14. Выбор оптимального параметра регуляризации  
при решении уравнения типа свертки 

 
В заключение этого раздела следует отметить, что при решении 
практических задач восстановления спектров, искаженных измери-
тельной аппаратурой, неустойчивость в решении обратной задачи 
плавно нарастает с увеличением погрешности измеренного спек-
тра. Другими словами, растет коридор неопределенности, в кото-
рый попадает найденное решение. Если по физической постановке 
задачи соответствующий коридор приемлем, решение может быть 
найдено и без введения регуляризации. Формально это предельный 
случай регуляризации с 0α = . 
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ПРИЛОЖЕНИЯ 
 
Приложение 1. Связь между лабораторной системой координат 

и системой центра масс 
 
Предположим, что ядра мишени А с массой Am  остаются всегда 

в лабораторной системе координат (ЛСК) и взаимодействуют с яд-
рами бомбардирующей частицы “а” с массой am  и скоростью av . 
Скорость в системе центра масс (СЦМ) связана со скоростью в 
ЛСК: 

 СЦМ
a

a
A a

mV v
m m

=
+

. (П1.1) 

Скорость бомбардирующей частицы в СЦМ: 

 a
a a СЦМ a

A a

mv v V v
m m

′ = − ≈
+

, (П1.2) 

где av′  обозначает скорость движения относительно СЦМ. Ядро 
мишени будет иметь скорость в СЦМ СЦМav V= − . Полный импульс 
равен нулю в СЦМ. И тогда a a A Am v m v′ ′= − , а скорости относятся как 

 a A

A a

v m
v m
′
=

′
. (П1.3) 

Энергия бомбардирующей частицы 2 2a aE m v=  трансформиру-
ется: 

 

2 2 2 2
СЦМ

2 2
СЦМ СЦМ

1 1 1 1 ( )
2 2 2 2

1 1 ,
2 2

a a a A A A a A

a a a

E m v m v m v m m V

v MV E E

′ ′= = + + + =

= μ + = +
 (П1.4) 

где aμ  — приведенная масса: 

 a A
a

a A

m m
m m

μ =
+

 (П1.5) 

и М — суммарная масса a AM m m= + . СЦМE  — кинетическая энер-
гия, соответствующая движению центра масс, а aE  — кинетиче-
ская энергия относительного движения в СЦМ: 
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 A
a

a A

mE E
m m

=
+

. (П1.6) 

После столкновения движение центра масс с энергией СЦМE  и 
скоростью СЦМV  не будет меняться. Энергия относительного дви-
жения aE  также не будет меняться при упругих столкновениях, 
однако направление движения двух частиц изменится. Если рас-
смотреть случай неупругого столкновения А(а,b)В и обозначить  
дефект масс в этой реакции Qαβ , то 

 aE E Qβ αβ= + , (П1.7) 
а приведенная масса в выходном канале: 

 b B

b B

m m
m mβμ =

+
. (П1.8) 

В случае упругого рассеяния b am m=  и B am m= , a βμ = μ . Пол-
ный импульс в СЦМ равен нулю, а две остальные частицы разле-
таются в противоположном направлении с равными, но противопо-
ложными импульсами. Их скорости в системе центра масс будут 
относиться: 

 b B

B b

v m
v m
′
=

′
. (П1.9) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. П1.1. Соотношение между скоростями в ЛСК и СЦМ  
при упругом рассеянии частиц 
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Рис. П1.2. Соотношение между углами рассеяния в ЛСК и СЦМ при различных 
соотношениях масс частицы и ядра мишени a Ax m m=  

    
Частные случаи реакций 

 
1. Упругое рассеяние. 
После упругого рассеяния скорости двух частиц не меняются. 

Однако в ЛСК их скорости оказываются другими в результате 
взаимодействия с ядром мишени. Рис. П1.1 показывает распреде-
ление скоростей после столкновения. Из этой диаграммы, учитывая 
геометрические правила синусов для треугольников, получаем 

 
( )СЦМ ЛСК СЦМ

ЛСК

sin
sin a

V
x

v
θ −θ

= =
′θ

, (П1.10) 

где с учетом выражения (П1.2) 

 a

A

mx
m

= . (П1.11) 

Уравнение (П1.10) связывает углы рассеяния для частицы “а” в 
СЦМ и ЛСК. Соотношение этих углов показано на рис. П2.2 для 
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нескольких значений х. Когда 1x ≤ , ЛСКθ  монотонно увеличивает-
ся от 0 до π. Для 1x >  два значения СЦМθ  получаются для одного и 
того же значения ЛСКθ , причем ЛСКθ  имеет максимум при углах, 
меньших π. Этот случай можно объяснить физически так: 1x >  оз-
начает, что налетающая частица тяжелее ядра мишени, и при цен-
тральном столкновении с ядром мишени она будет двигаться впе-
ред. В СЦМ этот случай будет соответствовать рассеянию, в кото-
ром соответствующие углы отдачи провзаимодействовавших час-
тиц связаны: 

 СЦМ ЛСК2α = α , (П1.12) 
т. к. СЦМAv V′ = . Учитывая, что СЦМ СЦМα = π−θ , получаем 

 ( )ЛСК СЦМ
1
2

α = π−θ . (П1.13) 

Другое соотношение между углами может быть получено из ра-
венства перпендикулярного и параллельного составляющих им-
пульса: 

СЦМ ЛСКsin sina av v′ θ = θ , 

СЦМ СЦМ ЛСКcos cosa av V v′ θ + = θ , 
отсюда получаем 

 СЦМ
ЛСК

СЦМ

sin
tan

cosx
θ

θ =
+ θ

 (П1.14) 

или 

 
( )

СЦМ
ЛСК 1 22

СЦМ

cos
cos

1 2 cos

x

x x

+ θ
θ =

+ + θ
. (П1.15) 

Полное конечное сечение определяется числом частиц, рассеян-
ных внутри телесного угла ЛСКdΩ  в направлении ( )ЛСК ЛСК,θ ϕ  или 
рассеянных в СЦМdΩ  и соответствующих направлениям 

( )СЦМ СЦМ,θ ϕ . Тогда дифференциальное сечение в двух системах 
координат соотносятся  как 

 ( ) ( )ЛСК ЛСК ЛСК СЦМ СЦМ СЦМd dσ θ Ω = σ θ Ω . (П1.16) 
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Учитывая, что переход между ЛСК и СЦМ симметричен по 
азимуту относительно направления пучка, имеем 

 ЛСК СЦМϕ = ϕ = ϕ  
и соотношение сечений: 

 ( )
( )

СЦМ ЛСКЛСК

ЛСК СЦМ СЦМ

cos
cos

dd
d d

σ θΩ
= =

σ Ω θ
. (П1.17) 

Подставляя выражение (П1.15), мы получаем 

 ( )
( ) ( )

СЦМЛСК
3 22

СЦМ СЦМ

1 coscos
cos 1 2 cos

xd
d x x

+ θθ
=

θ + + θ
. (П1.18) 

Это выражение можно преобразовать для ЛСК в таком виде: 

 ( )
( )

2 1 2
ЛСК ЛСК

2 1 2
ЛСК ЛСКСЦМ

cos (1 sin )
cos (1 sin )cos

d x
x xd

θ − θ
=

θ + − θθ
. (П1.19) 

2. Неупругое рассеяние. 
 В случае неупругого рассеяния частицы на ядре мишени выра-

жения (П1.10) и (П1.14) ÷ (П1.19) для х сохраняются. Для реакции 
типа А(а,b)В выражение для х имеет вид: 

 
1 2

СЦМ a b a

b A B a

V m m Ex
v m m E Qαβ

⎡ ⎤
= = ⋅⎢ ⎥′ +⎢ ⎥⎣ ⎦

. (П1.20) 

Здесь х означает отношение скоростей СЦМ к скорости рассея-
ния частицы в СЦМ (сравнить с выражением (П1.10)). Соотноше-
ние (П1.12) не работает, поскольку в основном не имеем СЦМBv V′ = . 

3. Специальный случай 
Когда 1x =  для упругого рассеяния двух частиц одинаковой 

массы, формула (П1.10) дает СЦМ ЛСК2θ = θ , и, таким образом, ЛСКθ  
будет равняться 2π  (см. рис. П2.2). Сечения в двух системах в 
этом случае связаны как: 

 ( )
( )

ЛСК ЛСК
ЛСК

СЦМ СЦМ

4cos
σ θ

= θ
σ θ

. (П1.21) 

Поскольку часто угловые распределения являются симметрич-
ными в СЦМ ( СЦМ constσ =  в случае низкоэнергетического упруго-
го рассеяния нейтрона на протоне), угловые распределения в ЛСК 
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пропорциональны ЛСКcosθ . Поэтому выражение (П1.13) для этого 
случая упругого рассеяния приобретает вид: 

 ЛСК ЛСК 2α + θ = π . (П1.22) 
Отсюда видно, что рассеянная частица и частица отдачи движутся 
в одном угле в ЛСК. Когда 1x << , можно перейти к степенной за-
висимости от х, например, 

 СЦМ ЛСК ЛСКsinxθ ≈ θ + θ , 
и θ также мало: 

 ( )СЦМ ЛСК1 xθ ≈ + θ . 
Тогда 

( )
( )

ЛСК ЛСК
ЛСК

СЦМ СЦМ

1 2 cosx
σ θ

= + θ
σ θ

, 

( )
( )

ЛСК ЛСК
ЛСК

СЦМ СЦМ

1 2 cosx
σ θ

= − θ
σ θ

. 

 
Приложение 2.  Квантовые  характеристики  ядерных  уровней 

 
       Таблица П.2.1. 

Энергии уровней 2+, приведенные вероятности электрических квадрупольных 
переходов, ядерные квадрупольные моменты и параметры деформации четно-
четных ядер 

Ядро Е(2+), 
кэВ 

В(Е2, 0–2)e2, 
барн2 0 ,Q  барн 1 22β  

20Ne 1633,7 0,0340(30) 0,584(26) 0,73(3) 
22Ne 1274,6 0,0230(10) 0,481(10) 0,56(1) 
24Mg 1368,7 0,0432(11) 0,659(8) 0,61(1) 
26Mg 1808,7 0,0305(13) 0,554(12) 0,48(1) 
28Si 1779,0 0,0326(12) 0,572(11) 0,41(1) 
30Si 2235,3 0,0215(10) 0,465(11) 0,31(1) 
32S 2230,3 0,0300(13) 0,549(15) 0,31(1) 
34S 2127,6 0,0212(12) 0,461(13) 0,25(1) 
36S 3290,9 0,0104(28) 0,320(44) 0,17(2) 
36Ar 1970,4 0,0300(30) 0,548(27) 0,26(1) 
38Ar 2167,5 0,0130(10) 0,361(14) 0,16(1) 
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Ядро Е(2+), 
кэВ 

В(Е2, 0–2)e2, 
барн2 0 ,Q  барн 1 22β  

40Ar 1460,9 0,0330(40) 0,575(35) 0,25(1) 
40Ca 3904,4 0,0099(17) 0,314(27) 0,12(1) 
42Ca 1534,7 0,0420(30) 0,649(23) 0,25(1) 
44Ca 1157,0 0,0470(20) 0,687(15) 0,253(5) 
46Ca 1346,0 0,0182(13) 0,427(15) 0,153(5) 
48Ca 3831,7 0,0095(32) 0,30(5) 0,11(2) 
46Ti 889,3 0,095(5) 0,977(26) 0,317(8) 
48Ti 983,5 0,072(4) 0,850(24) 0,269(7) 
50Ti 1553,8 0,029(4) 0,539(7) 0,166(11) 
50Cr 783,9 0,108(6) 1,042(29) 0,293(8) 
52Cr 1434,0 0,066(3) 0,814(19) 0,223(5) 
54Cr 834,9 0,087(4) 0,935(22) 0,250(6) 
54Fe 1408,2 0,062(5) 0,789(32) 0,195(8) 
56Fe 846,8 0,098(4) 0,992(20) 0,239(5) 
58Fe 810,8 0,120(4) 1,098(18) 0,259(4) 
58Ni 1454,0 0,069(2) 0,836(12) 0,183(3) 
60Ni 1332,6 0,093(2) 0,968(8) 0,207(2) 
62Ni 1172,9 0,089(2) 0,946(13) 0,198(3) 
64Ni 1345,7 0,076(8) 0,873(46) 0,179(9 
64Zn 991,6 0,160(15) 1,27(6) 0,242(11) 
66Zn 1039,4 0,135(10) 1,64(4) 0,218(8) 
68Zn 1077,4 0,124(15) 1,11(7) 0,205(12) 
70Zn 884,8 0,160(14) 1,27(6) 0,228(10) 
70Ge 1039,2 0,176(4) 1,330(15) 0,224(3) 
72Ge 834,0 0,213(6) 1,463(21) 0,242(4) 
74Ge 595,8 0,300(6) 1,737(17) 0,282(3) 
76Ge 562,9 0,268(8) 1,641(25) 0,262(4) 
74Se 634,8 0,387(8) 1,972(20) 0,302(3) 
76Se 559,1 0,420(10) 2,055(24) 0,309(4) 
78Se 613,7 0,335(9) 1,835(25) 0,271(4) 
80Se 666,2 0,235(6) 1,595(19) 0,232(5) 
82Se 654,7 0,182(5) 1,353(19) 0,193(3) 
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Ядро Е(2+), 
кэВ 

В(Е2, 0–2)e2, 
барн2 0 ,Q  барн 1 22β  

78Kr 445,0 0,63(4) 2,52(8) 0,35(1) 
80Kr 616,6 0,37(2) 1,93(5) 0,26(1) 
82Kr 776,5 0,22(1) 1,50(3) 0,202(4) 
84Kr 881,6 0,125(6) 1,12(3) 0,149(4) 
86Kr 1564,9 0,12(1) 1,11(4) 0,145(6) 
84Sr 793,3 0,29(4) 1,70(13) 0,214(16) 
86Sr 1076,7 0,13(1) 1,13(6) 0,140(8) 
88Sr 1836,1 0,092(5) 0,96(3) 0,117(3) 
90Zr 2186,3 0,061(4) 0,78(3) 0,089(4) 
92Zr 934,5 0,083(6) 0,91(3) 0,102(4) 
94Zr 918,8 0,066(14) 0,81(9) 0,09(1) 
96Zr 1750,5 0,055(22) 0,73(15) 0,08(2) 
92Mo 1509,5 0,097(6) 0,99(3) 0,106(3) 
94Mo 871,1 0,203(4) 1,43(1) 0,151(2) 
96Mo 778,2 0,271(5) 1,65(2) 0,172(2) 
98Mo 787,4 0,367(10) 1,64(3) 0,168(3) 
100Mo 535,6 0,510(10) 2,28(2) 0,231(2) 
96Ru 832,6 0,25(1) 1,59(3) 0,158(3) 
98Ru 652,4 0,39(1) 1,98(3) 0,195(3) 
100Ru 539,5 0,49(1) 2,22(1) 0,215(1) 
102Ru 475,1 0,63(1) 2,52(2) 0,240(2) 
104Ru 358,0 0,82(1) 2,87(2) 0,271(2) 
102Pd 556,4 0,46(3) 2,15(7) 0,196(6) 
104Pd 555,8 0,56(3) 2,32(8) 0,209(7) 
106Pd 511,8 0,66(3) 2,57(7) 0,229(6) 
108Pd 433,9 0,76(4) 2,76(7) 0,243(6) 
110Pd 373,8 0,87(4) 2,96(7) 0,257(6) 
106Cd 632,6 0,41(2) 2,03(5) 0,173(4) 
108Cd 639,0 0,43(2) 2,08(5) 0,175(4) 
110Cd 657,7 0,45(2) 2,13(5) 0,177(4) 
112Cd 617,5 0,51(2) 2,26(4) 0,186(4) 
114Cd 558,5 0,54(2) 2,34(4) 0,191(4) 



 409

Ядро Е(2+), 
кэВ 

В(Е2, 0–2)e2, 
барн2 0 ,Q  барн 1 22β  

116Cd 511,8 0,56(2) 2,37(4) 0,191(4) 
112Sn 1256,8 0,24(1) 1,55(4) 0,123(4) 
114Sn 1299,9 0,24(5) 1,54(16) 0,121(13) 
116Sn 1293,6 0,209(6) 1,45(2) 0,110(2) 
118Sn 1229,7 0,209(8) 1,45(3) 0,110(2) 
120Sn 1178,8 0,202(4) 1,42(1) 0,108(1) 
122Sn 1149,5 0,192(4) 1,39(1) 0,104(1) 
124Sn 1131,7 0,166(4) 1,29(2) 0,095(1) 
120Te 560,4 0,77(16) 2,77(9) 0,20(2) 
122Te 564,1 0,660(6) 2,58(1) 0,185(1) 
124Te 602,7 0,568(6) 2,39(1) 0,169(1) 
126Te 666,3 0,475(10) 2,18(2) 0,153(2) 
128Te 743,3 0,383(6) 1,96(2) 0.136(1) 
130Te 839,5 0,295(7) 1,72(2) 0,118(1) 
124Xe 354,1 0,96(6) 3,11(10) 0,212(7) 
126Xe 388,6 0,77(3) 2,78(4) 0,188(3) 
128Xe 442,9 0,75(4) 2,74(7) 0,184(5) 
130Xe 536,1 0,65(5) 2,55(10) 0,169(7) 
132Xe 667,7 0,46(3) 2,15(7) 0,141(5) 
134Xe 847,0 0,34(6) 1,84(10) 0,132(7) 
36Xe 1313,0 0,36(6) 1,90(16) 0,122(10) 
30Ba 357,4 1,16(2) 3,42(2) 0,218(2) 
32Ba 464,6 0,86(6) 2,94(10) 0,186(6) 
134Ba 604,7 0,66(1) 2,57(1) 0,161(1) 
136Ba 818,5 0,41(1) 2,03(2) 0,126(1) 
138Ba 1435,8 0,23(1) 1,52(3) 0,093(2) 
136Ce 552,2 0,81(9) 2,85(16) 0,170(9) 
138Ce 788,7 0,45(3) 2,13(7) 0,126(4) 
140Ce 1556,2 0,30(1) 1,73(2) 0,102(1) 
142Ce 641,3 0,48(1) 2,20(1) 0,128(1) 
142Nd 1575,8 0,256(6) 1,63(2) 0,092(1) 
144Nd 696,5 0,491(5) 2,22(1) 0,124(1) 
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Ядро Е(2+), 
кэВ 

В(Е2, 0–2)e2, 
барн2 0 ,Q  барн 1 22β  

146Nd 453,8 0,76(3) 2,76(4) 0,152(2) 
148Nd 301,7 1,35(5) 3,68(7) 0,201(4) 
150Nd 130,2 2,76(4) 5,27(4) 0,285(2) 
144Sm 1660,2 0,262(6) 3,41(4) 0,087(1) 
148Sm 550,2 0,72(3) 5,55(12) 0,142(3) 
150Sm 323,8 1,35(3) 7,38(8) 0,193(2) 
152Sm 121,8 3,46(6) 11,9(1) 0,306(3) 
154Sm 82,0 4,86(5) 13,3(1) 0,341(2) 
152Gd 344,3 1,67(14) 4,04(17) 0,206(9) 
154Gd 123,1 3,89(7) 6,25(6) 0,312(3) 
156Gd 89,0 4,64(5) 6,83(4) 0,338(2) 
158Gd 79,5 5,02(5) 7,10(4) 0,348(2) 
160Gd 75,3 5,25(6) 7,26(4) 0,353(2) 
156Dy 137,8 3,71(4) 6,11(3) 0,293(2) 
158Dy 98,9 4,66(5) 6,84(4) 0,325(7) 
160Dy 86,8 5,1(1) 7,18(8) 0,329(4) 
162Dy 80,7 5,3(1) 7,33(8) 0,343(4) 
164Dy 73,4 5,60(5) 7,50(3) 0,348(2) 
162Er 102,0 5,01(6) 7,10(4) 0,322(2) 

164Er 91,4 5,45(6) 7,40(4) 0,333(2) 
166Er 80,6 5,83(5) 7,66(3) 0,342(2) 
168Er 79,8 5,79(10) 7,63(7) 0,338(3) 
170Er 78,6 5,82(10) 7,65(7) 0,339(3) 
168Yb 87,7 5,6(3) 7,49(20) 0,322(5) 
170Yb 84,3 5,8(1) 7,63(9) 0,326(4) 
172Yb 78,7 6,04(7) 7,79(4) 0,330(2) 
174Yb 76,5 5,94(6) 7,73(4) 0,325(2) 
176Yb 82,1 5,3(2) 7,30(13) 0,305(5) 
174Hf 91,0 4,9(3) 7,0(2) 0,286(9) 
176Hf 88,4 5,3(1) 7,28(7) 0,295(3) 
178Hf 93,2 4,8(1) 6,96(4) 0,280(2) 
180Hf 93,3 4,7(1) 6,85(9) 0,274(4) 
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Ядро Е(2+), 
кэВ 

В(Е2, 0–2)e2, 
барн2 0 ,Q  барн 1 22β  

180W 103,5 4,2(2) 6,5(2) 0,254(7) 
182W 100,1 4,2(1) 6,5(1) 0,261(3) 
184W 111,2 3,8(1) 6,2(1) 0,236(4) 
186W 122,3 3,5(1) 5,9(1) 0,226(4) 
184Os 119,8 3,2(2) 5,7(1) 0,213(5) 
186Os 137,2 2,9(1) 5,4(1) 0,200(4) 
188Os 155,0 2,55(5) 5,06(5) 0,186(2) 
190Os 186,7 2,35(6) 4,86(6) 0,177(2) 
192Os 205,8 2,10(3) 4,59(3) 0,167(1) 
190Pt 295,8 1,7(2) 4,2(3) 0,149(9) 
192Pt 316,5 1,87(4) 4,34(5) 0,153(2) 
194Pt 328,5 1,64(2) 4,06(3) 0,143(1) 
196Pt 355,7 1,37(2) 3,72(2) 0,130(1) 
198Pt 407,2 1,08(1) 3,29(2) 0,114(1) 
196Hg 426,0 1,15(5) 3,40(7) 0,115(2) 
198Hg 411,8 0,99(1) 3,15(2) 0,1065(6) 
200Hg 367,9 0,85(1) 2,93(2) 0,0982(6) 
202Hg 439,5 0,61(1) 2,48(2) 0,0826(7) 
204Hg 436,5 0,42(1) 2,07(2) 0,0686(6) 
204Pb 899,2 0,162(4) 1,28(2) 0,0412(5) 
206Pb 803,1 0,100(2) 1,00(1) 0,0322(3) 
208Pb 4085,4 0,30(3) 1,73(9) 0,055(3) 
226Ra 67,0 5,15(14) 7,2(2) 0,23(3) 
232Th 53,4 9,28(10) 9,66(5) 0,282(3) 
234U 49,4 10,66(20) 10,3(1) 0,282(3) 
238U 43,5 12,09(20 11,0(1) 0,301(2) 
242Pu 49,5 13,40(15) 11,61(7) 0,310(2) 
244Pu 45,0 13,68(16) 11,73(7) 0,312(20 
246Сm 42,7 13,96(18) 12,26(7) 0,315(2) 
248Cm 43,4 14,99(18) 12,28(7) 0,316(2) 
252Cf 45,7 16,7(4) 13,0(4) 0,31(1) 
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Таблица П.2.2. 
Характеристики электрических октупольных  

состояний в четно-четных ядрах 

Ядро Е(3−), 
МэВ 

В(Е3, 0–3)е2, 
барн2 β3 

70Ge 2,511 0,064(10) 0,27(4) 
72Ge 2,515 0,057(11) 0,23(4) 
74Se 2,350 0,021(5) 0,15(4) 
76Se 2,429 0,030(5) 0,16(3) 
78Se 2,507 0,027(3) 0,17(2) 
80Se 2,726 0,009(2) 0,16(4) 

94Mo 2,534 0,062(12) 0,070(14) 
96Mo 2,235 0,092(12) 0,095(13) 
98Mo 2,018 0,133(13) 0,109(12) 
100Mo 1,908 0,154(15) 0,132(13) 
100Ru 2,167 0,092(10) ,0,15(2) 
102Ru 2,044 0,066(10) 0,14(2) 
104Ru 1,970 0,098(4) 0,16(1) 
104Pd 2,194 0,072(7) 0,12(1) 
106Pd 2,084 0,128(20) 0,16(2) 
108Pd 2,047 0,104(30) 0,14(4) 
110Pd 2,038 0,098(16) 0,14(2) 
106Cd 2,378 0,16(4) 0,19(5) 
108Cd 2,202 0,15(1) 0,19(2) 
110Cd 2,079 0,13(1) 0,18(1) 
112Cd 2,005 0,115(19) 0,14(2) 
114Cd 1,958 0,131(15) 0,18(2) 
116Cd 1,922 0,100(11) 0,13(1) 
112Sn 2,355 0,087(12) 0,09(1) 
114Sn 2,275 0,127(17) 0,11(1) 
116Sn 2,166 0,097(14) 0,10(2) 
118Sn 2,234 0,094(13) 0,10(2) 
120Sn 2,401 0,090(17) 0,09(2) 
122Sn 2,492 0,110(17) 0,11(2) 
132Ba 2,069 0,176(22) 0,17(2) 
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Ядро Е(3−), 
МэВ 

В(Е3, 0–3)е2, 
барн2 β3 

134Ba 2,254 0,148(18) 0,15(2) 
136Ba 2,552 0,155(18) 0,16(2) 
138Ba 2,881 0,133(13) 0,14(1) 
140Ce 2,464 0,26(16) 0,14(2) 
142Ce 1,653 0,202(13) 0,12(2) 
144Nd 1,511 0,263(10) 0,14(1) 
146Nd 1,190 0,40(8) 0,16(3) 
148Nd 0,999 0,32(7) 0,14(3) 
150Nd 0,935 0,18(3) 0,11(2) 
144Sm 1,810 0,27(5) 0,17(3) 
148Sm 1,161 0,35(4) 0,21(2) 
150Sm 1,071 0,32(5) 0,20(3) 
154Gd 1,252 0,21(5) 0,14(3) 
156Gd 1,276 0,171(7) 0,11(1) 
158Gd 1,042 0,124(7) 0,08(1) 
160Gd 1,289 0,121(7) 0,08(1) 
156Dy 1,369 0,22(7) 0,14(4) 
158Dy 1,397 0,23(5) 0,15(3) 
160Dy 1,287 0,171(10) 0,11(1) 
162Dy 1,210 0,124(7) 0,08(1) 
164Dy 1,039 0,121(7) 0,08(1) 
162Er 1,357 0,19(4) 0,12(3) 
164Er 1,434 0,15(3) 0,10(2) 
166Er 1,514 0,061(10) 0,04(1) 
168Er 1,431 0,043(6) 0,03(1) 
170Yb 1,397 0,11(4) 0,07(2) 
172Yb 1,222 0,045(3) 0,03(1) 
174Yb 1,382 0,09(3) 0,06(2) 
176Yb 1,542 0,015(5) 0,010(3) 
176Hf 1,313 0,09(3) 0,06(2) 
178Hf 1,322 0,053(10) 0,04(1) 
180Hf 1,374 0,019(7) 0,012(4) 
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184W 1,221 0,082(6) 0,07(1) 
186W 1,045 0,101(8) 0,09(1) 
190Os 1,387 0,154(19) 0,12(2) 
192Os 1,341 0,131(9) 0,11(1) 
194Pt 1,432 0,121(7) 0,10(1) 
196Pt 1,447 0,102(4) 0,09(1) 
198Pt 1,680 0,084(18) 0,07(2) 

198Hg 1,930 0,041(14) 0,031(10) 
200Hg 2,151 0,039(13) 0,030(10) 
202Hg 2,357 0,043(14 0,031(10) 
204Pb 2,621 0,66(4) 0,38(3) 
206Pb 2,648 0,65(4) 0,37(3) 
208Pb 2,615 0,611(9) 0,35(6) 
226Ra 0,322 1,14(6) 0,66(3) 
230Th 0,572 0,64(6) 0,37(4) 
232Th 0,774 0,54(6) 0,33(4) 
234U 0,849 0,50(18) 0,30(12) 
236U 0,744 0,53(7) 0,32(5) 
238U 0,732 0,58(4) 0,34(3) 
238Pu 0,661 0,71(12) 0,40(7) 
240Pu 0,649 0,41(6) 0,28(4) 
242Pu 0,832 0,42(7) 0,29(4) 
244Pu 0,708 0,30(10) 0,21(7) 

244Cm 0,970 0,52(7) 0,32(7) 
248Cm 1,094 0,41(10) 0,28(7) 
250Cf 0,906 0,20(2) 0,13(1) 
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Таблица П.2.3. 
Электрические квадрупольные моменты (спектроскопические) и 

параметры деформации ядер в первых возбужденных состояниях 2+ 

Ядро Е(2+), 
кэВ 

Qs(2+)е2, 
барн β2

 

46Ti 783 -0,21(6) 0,24(8) 
50Cr 984 -0,36(7) 0,34(7) 
52Cr 1434 -0,14(8) 0,14(8) 
54Cr 835 -0,21(8) 0,21(8) 
56Fe 847 -0,23(3) 0,20(3) 
58Fe 811 -0,27(5) 0,22(4) 
58Ni 1454 -0.10(6) 0.09(6) 

60Ni 1333 -0,10(2) 0,09(6) 
64Zn 992 -0,26(6) 0,17(4) 
72Ge 834 -0,13(6) 0,07(3) 
74Ge 596 -0,25(6) 0,14(3) 
76Ge 563 -0,19(6) 0,11(4) 
74Se 635 -0,36(7) 0,22(4) 
76Se 559 -0,34(7) 0,21(4) 
78Se 613 -0,26(9) 0,15(5) 
80Se 666 -0,31(7) 0,18(4) 
82Se 654 -0,22(7) 0,13(3) 

94Mo 871 -0,13(8) 0,06(4) 
96Mo 778 -0,20(9) 0,09(5) 
98Mo 787 -0,26(9) 0,12(4) 
100Mo 535 -0,42(7) 0,20(3) 
96Ru 832 -0,13(9) 0,06(4) 
98Ru 653 -0,20(9) 0,09(4) 
100Ru 540 -0,43(7) 0,20(5) 
102Ru 475 -0,57(7) 0,25(4) 
104Ru 358 -0,70(8) 0,29(5) 
104Pd 555 -0,25(12) 0,11(5) 
106Pd 512 -0,49(6) 0,22(3) 
108Pd 434 -0,48(5) 0,22(3) 
110Pd 374 -0,55(8) 0,24(4) 
106Сd 633 -0,28(8) 0,12(4) 
108Cd 633 -0,45(8) 0,20(3) 
110Cd 658 -0,36(8) 0,17(3) 
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Ядро Е(2+), 
кэВ 

Qs(2+)е2, 
барн β2

 

112Cd 617 -0,39(8) 0,18(3) 
114Cd 558 -0,35(5) 0,17(2) 
116Cd 513 -0,42(8) 0,19(2) 
116Sn 1293 -0,08(8) 0,04(4) 
118Sn 1230 -0,05(4) 0,02(2) 
122Te 564 -0,50(5) 0,22(2) 
124Te 603 -0,45(5) 0,21(2) 
126Te 666 -0,20(9) 0,09(4) 
128Te 743 -0,14(12) 0,06(5) 
130Te 839 -0,15(10) 0,06(4) 
130Ba 337 -0,86(8) 0,16(2) 
134Ba 605 -0,34(16) 0,07(3) 
136Ba 818 -0,19(6) 0,04(2) 
138Ba 1436 -0,14(6) 0,03(2) 
142Ce 696 -0,37(5) 0,07(1) 
144Nd 697 -0,18(12) 0,04(3) 
146Nd 454 -0,78(9) 0,15(2) 
148Nd 302 -1,46(13) 0,25(3) 
150Nd 130 -2,0(5) 0,31(7) 
148Sm 550 -1,0(3) 0,15(5) 
150Sm 334 -1,3(2) 0,17(3) 
182W 100 -2,1(4) 0,26(5) 
184W 111 -1,9(2) 0,24(3) 
186W 123 -1,6(3) 0,23(4) 

184Os 120 -2,4(1) 0,27(2) 
186Os 137 -1,2(2) 0,13(2) 
188Os 155 -1,3(1) 0,14(1) 
190Os 187 -1,0(1) 0,11(1) 
192Os 206 -0,9(2) 0,10(2) 
192Pt 317 +0,62(6) -0,08(1) 
194Pt 328 +0,63(6) -0,08(1) 
196Pt 355 +0,66(12) -0,08(2) 
198Pt 408 +0,54(12) -0,07(2) 

198Hg 412 +0,68(12) -0,08(2) 
200Hg 368 +1,0(2) -0,12(3) 
202Hg 439 +0,87(13) -0,10(2) 
204Hg 437 +0,4(2) -0,05(3) 
204Pb 899 +0,23(9) -0,03(1) 
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Приложение 3. Основы квантовой хромодинамики 
 

Лагранжиан КХД 
 

Квантовая хромодинамика — это теория сильных взаимодейст-
вий, в которой фундаментальными объектами являются цветные 
кварки, антикварки и глюоны, не наблюдаемые в свободном со-
стоянии. Исторически КХД возникла при объединении наивной 
кварковой модели с идей локальной ( )3SU  калибровочной инва-
риантности сильных взаимодействий. 

В кварковой модели большое число адронов строится с помо-
щью нескольких фундаментальных составляющих — кварков и 
антикварков. При этом барионы состоят из трех кварков, а мезоны 
— из кварков и антикварков. Например, протон состоит из двух 
u-кварков и одного d-кварка: p uud= , а ud+π =  — из 

u-кварка и d-антикварка. 
Однако кварковая модель в своей наивной форме не полна, по-

скольку принцип Паули исключает наличие спина 3/2 у ++Δ  изоба-
ры с кварковым составом uuu++Δ = . Единственный путь — по-

строение полностью антисимметричной волновой функции ++Δ  — 
постулировать наличие у кварков и антикварков дополнительного 
квантового числа, названного цветом. Кварки могут существовать в 
трех различных цветовых состояниях, условно названных красным, 
зеленым, голубым. 

Поэтому кварковое состояние характеризуется тремя компонен-
тами: 

 ( )
( )
( )
( )

red

green

blue

q x

q x q x

q x

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (П3.1) 

Переход от кварковой модели с цветными составляющими к 
КХД происходит тогда, когда цвет начинает трактоваться подобно 
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электрическому заряду в электродинамике. Известно, что электро-
динамика обладает локальной калибровочной инвариантностью, 
т. е. инвариантностью по отношению к фазовому вращению элек-
тронных полей, ( )( )exp i xα , причем α зависит от пространственно-

временной координаты. Можно потребовать подобную инвариант-
ность и для кварковых полей, имея только в виду, что в электроди-
намике один заряд, в то время как в КХД — три цветных заряда. 

В отсутствие взаимодействий между фундаментальными со-
ставляющими лагранжиан КХД имеет следующий вид: 

 ( ) ( )своб .
, , ,... цвет

q
q u d s

L q x i m q x
xμ

= μ

⎛ ⎞∂
= γ −⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠
∑ ∑ . (П3.2) 

Этот лагранжиан инвариантен при вращениях кварковых полей 
в цветовом пространстве: 

 ( ) ( ) ( )j k
jkq x U x q x→ , (П3.3) 

где индексы { }, 1,2,3j k∈  и по повторяющимся индексам предпола-
гается суммирование. В электродинамике есть только один элек-
трический заряд, и калибровочное преобразование включает один 
фазовый фактор: ( )( )expU i x= α . 

В КХД — три различных цвета, и U становится унитарной 3 3×  
матрицей, т. е. 1U U+ =  и det 1U = . Это матрицы фундаментально-
го представления группы ( )3SU , где «3» — число цветов, 3cN = . 

Матрица U имеет 2 1 8cN − =  независимых элементов, поэтому она 

параметризуется с помощью 8 генераторов а
kjT , { }1,...8a∈  фунда-

ментального представления группы ( )3SU : 

 ( ) ( )( )exp a
aU x i x T= − ϕ . (П3.4) 

При этом матрицы aT  эрмитовы — ( )a aT T +=  и 0atrT = . Матрицы 
aT  не коммутируют между собой, их коммутатор выражается че-

рез структурные константы abcf  группы ( )3SU : 
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 ,a b c
abcT T if T⎡ ⎤ =⎣ ⎦ . (П3.5) 

Это коммутационное соотношение не имеет аналогов в кванто-
вой электродинамике, поскольку эта теория основана на абелевой 
калибровочной группе ( )1U . КХД же основана на неабелевой ка-
либровочной группе (3)SU , поэтому называется неабелевой ка-
либровочной теорией. 

Поскольку матрицы U зависят от пространственно-временной 
точки x, свободный лагранжиан (П3.2) не инвариантен при калиб-
ровочных преобразованиях (П3.3). Для того чтобы восстановить 
калибровочную инвариантность, нужно, по аналогии с электроди-
намикой, ввести калибровочное (глюонное) поле ( )kjA xμ  и заменить 
в (П3.2) производную ковариантной производной: 

 ( ) ( ) ( ){ } ( )j j j
kj kj kjq x D q x iA x q xμ μ μ μ∂ → ≡ ∂ ∂ − . (П3.6) 

Заметим, что калибровочное поле ( ) a
kj a kjA x A Tμ μ= , как и ковари-

антная производная, является 3 3×  матрицами в цветовом про-
странстве. 

При замене производной на ковариантную производную все из-
менения в лагранжиане при калибровочных преобразованиях со-
кращаются, если поле Aμ  преобразуется следующим образом: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A x U x A x U x iU x U xμ μ + μ +→ + ∂ . (П3.7) 
Тогда КХД-лагранжиан можно записать в виде: 

 ( )( ) ( ) ( ) ( )КХД 2
1

4qL q x i D m q x trG x G x
g

μ μν
μ μν= γ − −∑ , (П3.8) 

где первое слагаемое описывает динамику кварков и их связь с 
глюонами, а второе слагаемое — динамику глюонных полей. Кон-
станта связи сильных взаимодействий является аналогом элемен-
тарного электрического заряда e в квантовой электродинамике. 

Глюонный полевой тензор в (П3.8): 
     ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,G x i D D A x A x i A x A xμν μ ν μ ν μ ν

ν μ⎡ ⎤ ⎡ ⎤≡ = ∂ − ∂ −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ . (П3.9) 

Видно, что существенная разница между КХД и КЭД заключа-
ется в коммутаторе полей в выражении (П3.9). Этот коммутатор 
приводит к глюон-глюонным взаимодействиям в КХД и весьма не-
тривиальной динамике сильных взаимодействий. 
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Асимптотическая свобода 
 
Для того, чтобы разобраться в динамике, следует прежде всего 

установить, как зависит константа связи от характерных простран-
ственных масштабов теории.  

Это поведение, в свою очередь, определяется откликом вакуума 
на присутствие пробного заряда. Вакуум — это основное состояние 
теории. В квантовой теории вакуум — это отнюдь не пустое про-
странство-время, принцип неопределенности допускает существо-
вание пар частиц-античастиц в течение времени, обратно пропор-
ционального их энергии. В КХД электрон-позитронные пары ока-
зывают экранирующее воздействие на пробный электрический за-
ряд. Поэтому электромагнитная константа связи (заряд) растет с 
уменьшением расстояния по закону: 

 ( ) ( )
( )

2
2 0

2
0

0

2
1 ln

3

e r
e r

e r r
r

=
+

π

, (П3.10) 

где 0r  — фиксированный масштаб расстояний. 
Формула (П3.10) имеет два удивительных свойства: 
1) при больших 0r r  можно пренебречь единицей в знамена-

теле, на таких расстояниях «одетый» заряд ( )e r  не зависит от ве-
личины «голого» заряда ( )0e r ; 

2) в локальном пределе 0 0r → , если потребовать конечности 
( )0e r , эффективный заряд ( ) 0e r → , на любых конечных расстоя-

ниях от голого заряда! Это знаменитая проблема нуль-заряда, 
представляет собой серьезную трудность для КЭД. Для разрешения 
этой проблемы следует предположить, что либо КЭД не является 
истинно фундаментальной теорией, либо соотношение (П3.10), по-
лученное в рамках теории возмущений КЭД, значительно изменя-
ется в режиме сильной связи теории. Последняя возможность, по-
видимому, более предпочтительна, поскольку на малых расстояни-
ях электрический заряд становится очень большим, и его взаимо-
действие с электрон-позитронным вакуумом нельзя рассчитывать 
по теории возмущений.  
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К счастью, из-за малости ( ) ( )2 1
4 137em

e r
rα = =

π
, эта фундамен-

тальная проблема теории проявляет себя на очень малых расстоя-
ниях ( )~ exp 3 8 em− α , которые находятся далеко за пределами ны-
нешних, и вероятно, будущих экспериментов. Это обстоятельство и 
позволяет рассматривать КЭД как весьма эффективную теорию. 

В КХД ситуация качественно другая: имеет место антиэкрани-
рование пробного цветового заряда, поэтому эффективный заряд 
мал на малых расстояниях. Это свойство теории называют асим-
птотической свободой. Проиллюстрируем это свойство полевой 
теории на примере физике конденсированных сред. Будем рассмат-
ривать вакуумное состояние как непрерывную среду с диэлектри-
ческой постоянной ε. Как известно, диэлектрическая постоянная 
связана с магнитной постоянной μ и скоростью света соотношени-
ем 

 2

1 1
c

εμ = = . (П3.11) 

Таким образом, экранирующая среда ( 1ε > ) должна быть диа-
магнетиком ( 1μ < ), и наоборот, парамагнитная среда ( 1μ > ) долж-
на проявлять антиэкранирующие свойства, приводящие к асимпто-
тической свободе. 

Почему в КХД вакуум парамагнитный, а КЭД диамагнитный? 
Как известно, величина μ связана с магнитной восприимчивостью χ 
соотношением: 

 1 4μ = + πχ . (П3.12) 
Когда электроны в КЭД движутся во внешнем электрическом 

поле, два конкурирующих эффекта определяют знак магнитной 
восприимчивости: 

а) электроны в магнитном поле двигаются по квантовым орби-
там (уровням Ландау). Токи, возникающие при таком движении, 
создают магнитное поле, направленное противоположно внешнему 
полю. При этом диамагнитный отклик 0χ > ; 

б) спины электронов выстраиваются вдоль внешнего магнитно-
го поля, это дает положительный парамагнитный отклик ( 0)χ > . 

 В квантовой электродинамике диамагнитный эффект сильнее, 
поэтому вакуум экранирует заряды. В КХД глюоны несут цветовой 
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заряд. Так как они имеют больший спин (спин 1), чем кварки (или 
электроны), парамагнитный эффект доминирует, и вакуум прояв-
ляет свойства антиэкранирования. В КХД аналогом соотношения 
(П3.10) в низшем порядке теории возмущений является следующее 
выражение: 

 ( ) ( )

( )
2

1
1

2
2

11 2
1 ln

6

s
s

c f
s

r
r N N rr

r

α
α =

−
+ α

π

. (П3.13) 

Очевидно, если 1 2r r< , то и ( ) ( )1 2s sr a rα < . При больших пере-
данных импульсах, соответствующим малым расстояниям, кон-
станта связи (П3.13) становится малой, поэтому применима теория 
возмущений.  
 

Конфайнмент 
 

 Асимптотическая свобода в КХД подразумевает уменьшение 
константы связи на малых расстояниях и, соответственно, увеличе-
ние на больших расстояниях. В квантовой электродинамике режим 
сильной связи начинается на чрезвычайно малых расстояниях, не 
достижимых в современных экспериментах. В КХД многие свойст-
ва адронов определяются свойствами теории в режиме сильной 
связи, и необходимо строить ускорители для изучения КХД в ре-
жиме слабой связи, т. е. в теории возмущений. Ядро-ядерные 
столкновения, рассмотренные в настоящей книге, как раз позволя-
ют создать условия для реализации режима слабой связи. 

Свойство конфайнмента КХД означает отсутствие фундамен-
тальных полей (кварков и глюонов) лагранжиана (П3.8) в спектре 
частиц как асимптотических состояний. По некоторым, пока неиз-
вестным причинам, все физические состояния с конечной энергией 
оказываются синглетной по цвету комбинацией кварков и глюонов, 
т. е. кварки и глюоны в обычных условиях заперты в адронах на 
расстояниях 1≤ фм. 

Свойства конфайнмента можно представить качественно, рас-
сматривая распространение тяжелой кварк-антикварковой пары на 
расстоянии R за время T. Для этого определяется вильсоновская 
петля: 
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 ( ), exp a a

C

W R T tr P i A T dxμ
μ

⎡ ⎤⎛ ⎞
= ⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∫ , (П3.14) 

где aAμ  — глюонное поле, aT  — генераторы группы ( )3SU  и кон-
тур C  выбран в виде прямоугольника со стороной R в одном из 
пространственных измерений и стороной T во временном направ-
лении. 

Можно показать, что при T →∞  
 ( ) ( )lim , exp

T
W R T TV R

→∞
= ⎡− ⎤⎣ ⎦ , (П3.15) 

где ( )V R  — статический потенциал взаимодействий тяжелых 
кварков. На больших расстояниях этот потенциал 

 ( )V R R= σ , (П3.16) 
где 1 ГэВ фмσ ≈  — коэффициент натяжения струны, связываю-
щей кварки. Таким образом, при больших T и R вильсоновская пет-
ля ведет себя 

 [ ]( , ) expW R T TR≈ −σ , (П3.17) 
эта формула — знаменитый «закон площадей», определяющий 
конфайнмент в КХД. 

Свойство конфайнмента присуще КХД при обычных темпера-
турах и плотностях ядерной материи. Как мы уже обсуждали, в 
столкновениях релятивистских тяжелых ионов можно создать та-
кие условия, когда КХД материя утратит свойства конфайнмента, 
кварки и глюоны станут способными распространять на расстоя-
ния, большие 1 фм. Сигналам такого состояния посвящена значи-
тельная часть главы 9. 

 
Нарушение киральной симметрии 

 
Как известно, масса π-мезона гораздо меньше масс других эле-

ментарных частиц. Можно даже полагать, что масса π-мезона равна 
нулю, при этом свойства мира с безмассовым пионом весьма близ-
ки свойствам физического мира. Однако существование безмассо-
вых частиц — проявление определенной симметрии теории. Фото-
ны, например, являются следствием локальной калибровочной ин-
вариантности электродинамики. Но, в отличие от фотонов, пионы 
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имеют спин, равный нолю, и они не могут быть калибровочными 
бозонами какой либо симметрии. Другая возможность объяснения 
безмассовости π-мезона задается теоремой Голдстоуна. Согласно 
этой теореме, проявление безмассовых мод в спектре является 
следствием спонтанного нарушения симметрии, т. е. симметрия 
лагранжиана нарушена в основном состоянии теории. 

Предположим, что в лагранжиане КХД (П3.8) массы кварков 
равны нулю. В этом пределе лагранжиан не содержит слагаемых, 
связывающих правые и левые компоненты кварковых полей: 

 
( )

( )

5

5

1 1 ;
2
1 1 .
2

R

L

q q

q q

= + γ

= − γ
 (П3.18) 

Лагранжиан (П3.8) инвариантен при независимых преобразова-
ниях правых и левых полей (киральных вращениях). В пределе без-
массовых кварков КХД обладает дополнительной симметрией 

( ) ( )L f R fU N U N×  по отношению к независимым преобразованиям 

левых и правых кварковых полей: 

 
;
.

L L L

R R R

q V q
q V q

→
→

 (П3.19) 

Очевидно, что в физическом мире симметрия между левыми и 
правыми состояниями отсутствует. Поэтому следует предполо-
жить, что симметрия (П3.19) спонтанно нарушена в вакууме. Нали-
чие кваркового конденсата qq  в вакууме КХД является сигналом 
спонтанного нарушения киральной симметрии, т. к. соотношение 

 L R R Lqq q q q q= +  (П3.20) 
означает, что левые и правые кварки и антикварки могут преобра-
зовываться друг в друга. Кварковый конденсат можно использовать 
в качестве параметра порядка. Вычисления на пространственно-
временной решетке показывают, что при фазовом переходе декон-
файнмента кварковый конденсат стремится к нулю, сигнализируя о 
восстановлении киральной симметрии. 




