


АКАДЕМИЯ НАУК УКРАИНСКОЙ ССР
ХАРЬКОВСКИЙ ФИЗИКО-ТЕХНИЧЕСКИЙ 
ИНСТИТУТ

А. И. АХИЕЗЕР 
С. В. ПЕЛЕТМИНСКИЙ

ПОЛЯ
И ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ 

ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ

КИЕВ
НАУКОВА ДУМКА 
1986



УДК 530.145
Поля и фундаментальные взаимодействия / Ахиезер А. И ., Пелетминский С. В .— 

Киев : Наук, думка, 1986.— 552 с.

В монографии систематически изложено современное состояние теории фунда
ментальных взаимодействий и связанной с ними теории элементарных частиц. Приве
дены общие методы квантования полей, используемые далее для исследования элект
ромагнитного, сильного и слабого взаимодействий. Большое внимание уделяется 
квантованию калибровочных полей. Рассматриваются квантовая теория суперполей 
и основы квантовой хромодинамики. Подробно изложена единая теория электросла- 
бого взаимодействия. Приведены физические основы теории перенормировок калибро
вочных полей и суперполей. Рассмотрены методы промежуточной регуляризации, 
включая градиентно-инвариантный метод размерной регуляризации.

Для специалистов в области физики высоких энергий и элементарных частиц, 
а также преподавателей и студентов вузов.

Ил. 60. Табл. 2. Библиогр.: с. 542—548.

Ответственный редактор В . А. Миранский 

Рецензенты Д. В . Волков, А . Г . Ситенко

Редакция физико-математической литературы

АЛЕКСАНДР ИЛЬИЧ АХИЕЗЕР
СЕРГЕЙ ВЛАДИМИРОВИЧ ПЕЛЕТМИНСКИЙ

ПОЛЯ и ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ

Утверждено к печати ученым советом
Харьковского физико-технического института АН УССР

Редактор Я . С. Кулаковская 
Художественный редактор Я . Я . Антонюк 
Технический редактор Я . А. Ратнер
Корректоры 3 . М. Киянская, Е. А. Михалец, JI . М. Тищенко 

ИБ Ne 7520
Сдано в набор 23.01.86. Подп. в печ. 26.06.86. БФ 00241.
Формат 60x90/16. Бум. тип. Ха 1. Лит. гарн. Выс. печ. Уел. печ. л. 34,5.
Уел. кр.-отт. 35,06. Уч.-изд. л. 33,18. Тираж 2150 экз.
Заказ 6-278 , Цена 5 р. 40 к.
Издательство «Наукова думка». 252601 Киев 4, ул. Репина, 3.
Отпечатано с матриц Головного предприятия республиканского производственного объединения 
«Полиграфкнига». 252057, Киев, ул. Довженко, 3 на книжной фабрике «Коммунист». 310012, 
Харьков, Энгельса, 11. г'

. 1704020000-333
М221(04)-86 195-86 ©  Издательство «Наукова думка», 1986



П РЕД И С Л О ВИ Е

Предлагаемая вниманию читателя монография посвящена современ
ному состоянию квантовой теории фундаментальных взаимодействий. 
Книга начинается с изложения теории классических полей, в основу 
которой положен лагранжев формализм. Рассматриваются электро
магнитное поле и дираковские поля с внутренними симметриями. При
водятся алгебра релятивистских спиноров, тензорный анализ калиб
ровочных полей, теория суперсимметрии.

В основу квантовой теории поля положен динамический принцип 
Швингера. Излагается квантовая теория полей, рассмотренных ранее 
в классической теории. В частности, подробно рассматривается кван
тование неабелевых калибровочных полей и суперполя.

Большое внимание уделено в книге теории перенормировок и раз
личных методов регуляризации, в частности размерной регуляриза
ции. Построена матрица рассеяния самодействующего суперполя и 
исследована проблема расходимостей в этой теории. Изложен метод 
стохастического квантования обычных и неабелевых калибровоч
ных полей.

Отдельные главы посвящены реальным фундаментальным взаимо
действиям — сильному и электрослабому.

Подробно излагается квантовая хромодинамика — современная 
теория сильного взаимодействия. Эта теория строится на основе я в 
ления асимптотической свободы, причем главным методом исследова
ния является метод ренормализационной группы, широко применяе
мый нами также при исследовании электромагнитного взаимодействия. 
В квантовой хромодинамике изучаются такие процессы, как глубоко 
неупругое рассеяние лептонов адронами и превращения электронно
позитронной пары в адроны.

Монография завершается построением единой теории электросла- 
бого взаимодействия. При изложении используется обобщенная кали
бровка Лоренца, в которой пропогаторы векторных частиц убывают 
в области больших импульсов. Исследуется взаимодействие w- и z- 
бозонов как с лептонами, так и с кварками. Рассмотрены конкретные 
эффекты взаимодействия лептонов и w-, z-бозонов. Кроме того, фор
мулируются главные идеи, лежащие в основе так называемого велико
го объединения, т. е. в основе единой теории всех фундаментальных 
взаимодействий.



Отличительной чертой данйой работы является то, что в ней с еди
ной точки зрения излагается теория всех фундаментальных взаимо
действий, причем используемый математический аппарат всегда соот
ветствует рассматриваемой физической проблеме. В книге приведены 
конкретные физические приложения.

Авторы выражают глубокую благодарность Ю. В . Кулишу, 
Н. П. Меренкову, Н. В . Ласкину, А. П. Рекало за помощь при подго
товке и написании некоторых параграфов книги, а также В . А. Ми- 
ранскому за ряд ценных замечаний.

А в т о р ы



КЛАССИЧЕСКИЕ ПОЛЯ

§ 1.1. Л А ГРА Н Ж ЕВ ФОРМАЛИЗМ

1.1.1. Вариационный принцип. В настоящее время известен целый 
ряд волновых полей, связанных с различными элементарными части
цами. Простейшим примером является электромагнитное поле, под
чиняющееся уравнениям Максвелла. Другие поля существенно отли
чаются по своим свойствам от электромагнитного поля, а эволюция их 
происходит по иным, свойственным им законам. Несмотря на различия 
в свойствах полей, законы их движения можно сформулировать на 
общей основе исходя из единого вариационного принципа, аналогич
ного вариационному принципу классической механики [1].

Мы отвлечемся вначале от квантовых свойств полей, т. е. будем 
рассматривать их как классические величины и сформулируем для 
них вариационный принцип. Выяснив общие следствия, вытекающие 
из вариационного принципа, изучим наиболее важные классические 
поля — скалярное, векторное, электромагнитное, дираковское, калиб
ровочные, а также супер поля.

Волновое поле описывается совокупностью функций г|)£. (х) s= ф (х), 
где хд з= (/, xk) — пространственные координаты и время, a i — ин
декс, нумерующий компоненты поля. Примем, что поле как некоторая 
динамическая система характеризуется определенной локальной плот
ностью функции Лагранжа или лагранжианом зависящим от ко
ординат и времени только через посредство компонент поля ф* (х) и
их производных по координатам и времени — г|)£. (х) (р =

=  0, 1, 2, 3). Такое предположение о зависимости ^  от х связано с 
тем, что мы рассматриваем поле ф£ (х) в однородном пространстве — 
времени и не учитываем внешних по отношению к ф£. (я) полей. Счи
таем, что не зависит от высших производных г|)£ (х), так как низшие 
производные можно отнести к числу компонент поля, после чего 
будет зависеть только от функций поля и их первых производных.

Интеграл от лагранжиана по 4-об4>ему Q, ограниченному про
странственно-подобными гиперповерхностями и а2, называется 
действием

W j  d*x(£ (ф, дцф), dAx =  dsxdt. (1.1.1)

Действие W является функционалом ф, и поверхностей o lt а2: W =
—  W (ф; о19 eg.



Определим вариацию действия W> связанную с варьированием 
как компонент поля, так и границы области интегрирования. Найдем 
вначале вариацию W , связанную с варьированием только я|̂ :

V  - 1 * *  (-Щ -**• +  « л )  •

Замечая, что =  дмбф,- и, следовательно,

- Щ ь  6 а л  “  а“ **•) -  % а “
и используя теорему Гаусса

$ d ^ xd ^  =  J  do^G» (х) — J  do^G» (х) (1.1.2)
Q а2 а,

((doц — элемент гиперповерхности, ограничивающей объем Q; Gu —  
произвольные функции х), получаем

6 » Г  =  I  Л *| > , и  -  в .  - g - j  + 1  -

Если 4-объем Q ограничен плоскими гиперповерхностями, ортого
нальными оси времени, то согласно (1.1.2) do  ̂ =  ô^d3 л:(бд — символ 
Кронекера). В общем случае произвольной гиперповерхности doд =  
=  tiyxdo, где do  — геометрический элемент площади гиперповерх
ности о и Пц — единичный времени подобный вектор, нормальный к 
поверхности а в точке х и лежащий в верхней части светового конуса 
с вершиной в точке х .

Найдем вариацию действия W , связанную с вариацией гиперпо
верхностей о 1 и о2. В результате вариации поверхности о 1 и о2 перехо
дят в близкие поверхности о\ и о2 и вариация bGW действия W будет 
равна, очевидно, интегралу от & по 4-объемам, заключенным между 
Oi\ Oj и о2, о2. Элементы этих объемов равны do^ôx*1 (х), где (х) —  
вариация координат границы объема Q. Поэтому

ÔGW == £ d o ^ ô x ^  — £ d o ^ ô x ^ .
(Ti (T,

Таким образом, общая вариация действия

№  =  $ + G ( a 2) - G ( o r 1), (1.1.3)

где

G (о) =  J do»  ̂ 0% +  . (1.1.4)

Сформулируем принцип стационарного действия: для реального 
движения динамической системы действие должно быть экстремаль-



ным, т. е. àW  =  О, при условии, что границы области Q не варьируют
ся (g*n — 0) и вариации функций поля на границах о г и о2 равны ну
лю, 0фа1>(Т2 =  0. Отсюда согласно (1.1.3) следуют уравнения Лаг
ранжа

дЗ? дЗ> __
м дди% ~

(1.1.5)

представляющие собой уравнения движения поля.
Конкретный вид эти уравнения приобретают, естественно, после 

того, как установлена структура лагранжиана Далее мы вернемся 
к этой проблеме, но предварительно исследуем общие свойства инва
риантности лагранжиана и действия, связанные с существованием 
различных преобразований симметрии полей.

1.1.2. Группа пространственно-временных преобразований. Начнем 
с преобразований, связанных с симметрией пространства — времени

х»  =  а»чХу +  (1.1.6)
оставляющих инвариантной квадратичную форму (интервал)
g n v ^ 8 x v =  gMVôx'MÔA;'v, где g^v — метрический тензор Минковского 
и ôxu, àx'v — разности координат двух событий в инерциальных сис
темах К  к К' (goo =  —gkk =  U £nv =  0 при р Ф  v). В формуле (1.1.6) 
хи и х'и — пространственно-временные координаты одного и того же 
события в двух инерциальных системах /С и /С'.

С помощью метрического тензора и обратного ему тензора g  
gixvgvK =  бц, у любой величины можно поднимать и опускать индексы. 
Например,

a uv =  g»)A\t а**  =  Хц =  g^ x*.
Неоднородные преобразования (1.1.6) образуют группу, которая 

называется группой Пуанкаре. Однородные преобразования (du =  0) 
образуют подгруппу группы Пуанкаре, которая называется полной 
группой Лоренца. Из условия инвариантности интервала следует, что 
величины удовлетворяют соотношениям

awapv =  a w a V0 =  6l. (1.1.7)
Преобразование (1.1.6) соответствует переходу от К  к К ’ . Произ

водя далее переход от К  к К", х"р =  а \  х'р - f  d p, и используя (1.1.6), 
находим х р =  a'pua^vXv +  a ° udp +  d p. Вместе с тем можно непосред
ственно совершить переход от К  к К", х"р =-- a"pvxv +  d ’p. Поэтому

a'pv =  a'P(ia pVj d p — d pudp +  d ° .  i (1.1.8)

Легко видеть, что если коэффициенты apv, и а '!\, удовлетворяют соотно
шениям (1.1.7), то им будут удовлетворять и коэффициенты d pv. Это 
свидетельствует о групповом характере преобразований Пуанкаре и 
Лоренца. Соотношения (1.1.8) представляют собой закон умножения 
элементов группы.

Преобразования Пуанкаре объединяют два преобразования — пре
образования 4-смещения, определяемые параметрами da,- и преобра
зования 4-вращения, определяемые параметрами а ‘\,.



det я =  ±  1. (1.1.9)

Кроме того, так как согласно (1.1.7) (яо)2 =  1 +  cPk a°k, то

К 1 > 1 .  (1.1.10)

Преобразования, для которых Яо^>1, также образуют группу, 
которая называется ортохронной группой Лоренца.

Бесконечно малые преобразования группы Пуанкаре распадаются 
на преобразования бесконечно малых трансляций:

х'ц =  х  ̂ +

где — 4-вектор бесконечно малого смещения и преобразования 
бесконечно малых 4-вращений

х и =  х  ̂ +  e^vxv.
Здесь ê v =  — бесконечно малая антисимметричная матрица,
®|AV ^  e V|Ll*

Из полной группы Лоренца можно выделить подгруппу, называе
мую собственной группой Лоренца, любое преобразование которой 
можно получить из тождественного преобразования путем непрерыв
ного изменения элементов матрицы a^v, т. е. путем последовательного 
применения бесконечно малых преобразований Лоренца. Так как 
det я принимает согласно (1.1.9) только два дискретных значения, то 
для любого преобразования собственной группы Лоренца

det я =  1, я°0 > 1 .  (1.1.11)

Возвратимся к функциям поля. При переходе от одной инерциаль
ной системы отсчета к другой они испытывают некоторое изменение, 
Если ф, (х) — функция поля в системе К, то функции ф* (х') того же 
поля в другой системе К  связаны с ф, (х) соотношением ф*’ (л:') =  
=  S ^ a)  фу (л:), или сокращенно

ф' (л;') =  5  (я)ф (л;), (1.1.12)
где S  (я) — некоторая матрица, определяемая коэффициентами я*\, 
преобразования Лоренца, связывающего координаты одной и той же 
мировой точки в системах отсчета К  и К', х ц =  я^у*47 +  ^ .П одчер к
нем, что ф, (х) и фг (х )  представляют собой компоненты одного и того 
же поля, но в разных системах отсчета. (Мы предполагаем при этом, 
что связь между ф и ф '  является линейной и однородной.)

Преобразования (1.1.12) должны образовывать группу. Действи
тельно при переходе от системы К! к системе К " (х =  a x ’ +  d!) со
гласно (1.1.12) функции поля преобразуются по закону

ф" (х") =  5  (я') ф' (а:'). (1 .1 .12 ')

Кроме того, переход от К  к К " можно рассматривать как преобразова
ние Пуанкаре xv — а'х  +  d" с коэффициентами а'\  =  d ^ a %v. Поэтому

фи(%") =  5 (я ")ф (х ). (1.1.12")



S (a ")  =  S ( a ') S ( a ) ,  а" =  а'а. (1.1.13)

Группа преобразований (1.1.12), определяемых матрицей S  (а), на
зывается представлением группы Лоренца. Таким образом, волновое 
поле преобразуется при переходе от одной системы отсчета к другой 
по некоторому представлению группы Лоренца. Различным представ
лениям соответствуют различные физические поля. Поэтому возникает 
возможность классифицировать поля по соответствующим им пред
ставлениям группы Лоренца.

Для бесконечно малых преобразований собственной группы Лорен
ца матрицу S  (а) можно разложить в ряд по степеням e^v и ограни
читься линейными членами

S (a )  =  l ----- y  e^Suv, (1.1.14)

где — некоторые не зависящие от матрицы, называе
мые инфинитезимальными операторами. Они определяют представле
ние собственной группы Лоренца.

Лагранжиан ^  (ф, дмф) зависит от х , как мы уже говорили, только 
через посредство функций поля ф,- (х) и их первых производных. По
скольку все инерциальные системы эквивалентны, то естественно по
требовать, чтобы функция Лагранжа была инвариантной относитель
но преобразований группы Пуанкаре:

(Х  (ф (х), дцф(х)) =  ^  (я|/ Сх'), д'цф' (х')), (1 J .1 5 )

где ф' (х') =  S  (а) ф (х) и х' =  ах  +  d.
Из инвариантности функции Лагранжа следует инвариантность 

интеграла действия:

№ (ф(х); а 19 о 2) =  Г (ф '(х ) ;  о[, 02), (1.1.16)

где фА (х) =  S  (а) ф (а г [х — a r xd) и гиперповерхности о[ и 02 полу
чаются из Gj и а2 в результате преобразований Пуанкаре. Действитель
но, интегрируя соотношение (1.1.15) по 4-объему, заключенному между 
а 2 и а2, согласно (1.1.1) получаем

02
W (ф (х); о1у о2) =  j  d4x{£ (ф' (х'), д'цф' (х')).

а,

Переходя в последнем интеграле от переменных интегрирования х к 
переменным х' =  ах  +  d и замечая, что | det а  | =  1, получаем

о2 о2

W (ф (х); 0J, 0 2) =  j  d4x'éf (г))' (х'), дцф' (х')) =  |  d4xï£ (ф' (х), дцф' (х)),
а, а\

откуда следует инвариантность действия.



Из инвариантности действия вытекает, что вариация (1.1.3) обра
щается в нуль, если

6ф (х) =  ф' (х) — (л:) =  — е ^ ф  (л:) — j  e^v { 2 ^  +  i (*|А  —  яДО } Ф (*)>

ôa:̂  (a:) =  г» +  e^v̂ v* (1.1.17)
При этом не предполагается, что функции поля удовлетворяют уравне
ниям Лагранжа.

Так как лагранжиан полей представляет собой релятивистский 
скаляр, то уравнения поля для ф (а:) и ф' (а:') будут иметь одинаковый 
вид, иными словами, уравнения поля будут инвариантны относитель
но преобразований Пуанкаре.

1.1.3. Группы внутренних симметрий. Лагранжиан и действие 
могут быть инвариантны и по отношению к некоторым преобразова
ниям функций поля, не связанным с преобразованием пространства — 
времени. В этом случае говорят о внутренних симметриях поля. Мы 
ограничимся здесь рассмотрением только линейных преобразований

ф (а:) ->  ф' (а:) =  t/ф (а:), (1.1.18)
где матрица U действует на индекс компоненты поля. Инвариант
ность лагранжиана относительно преобразований внутренней симмет
рии означает, что

с£  (ф (*), дцф (*)) =  (£ (ф' (*), дцф' (л;)).
Отсюда следует инвариантность действия

№ (Ф (*); o 2) =  W (ф '(*); a lf а 2). (1.1.19)
Матрица U может зависеть от ряда непрерывных параметров Кау 

U =  U (X). Так как лагранжиан инвариантен по отношению к преоб
разованиям (1.1.18) с матрицами U (A,J и U (А,2), то он будет инвариан
тен также и по отношению к преобразованию с матрицей U (А,2) U (А,г). 
Поэтому естественно считать, что найдутся такие значения парамет
ров А,з, для которых

t/(^2)t/ (^ ) =  i / ( U  (1.1.20)
причем значения параметров А,* определяются значениями параметров 
%S и Х§:

3̂ =  4 ^ 2 , Ю- (1.1.21)
Это значит, что преобразования (1.1.18) образуют некоторую непре
рывную группу внутренней симметрии, которую мы будем обозна
чать # . При этом предполагается, что тождественному преобразова
нию U =  / соответствуют нулевые значения параметров К (X =  0), 
а обратному преобразованию U~l (À) — некоторые значения парамет
ров Я, которые мы обозначим через к - 1:

и  (0) =  1, U~' (A) =  U (А,-1 ). (1.1.22)
Из (1.1.21), (1.1.22) следует, что

А, (А, А-1 ) =  0, А (А, 0) .=  А (0, А) =  А. (1.1.23)



Кроме того, ассоциативность закона умножения требует, чтобы
X (Kl9 X (Х2, Х3)) =  Х(Х (Хг, Х2), Х3). (1.1.24)

Формула (1.1.21) определяет закон, умножения параметров группы. 
Группы, элементы которых зависят от некоторых непрерывных пара
метров, носят общее название групп Ли.

Рассмотрим преобразования группы $ ,  бесконечно близкие к тож
дественному преобразованию, соответствующие бесконечно малым зна
чениям ЪХа =  га параметров №. Тогда

N

и  (ЬХ) =  1 — гаТа, (1.1.25)
<2=1

где N — число параметров группы. Входящие сюда матрицы Та на
зываются генераторами группы $  (очевидно, матрицы Та должны 
быть линейно независимыми). Так как согласно (1.1.20), (1.1.21)

U (Х2) U (А.,) и - 1 (Х2) =  U(X (Х2, X (Xi, XT1))),

то при Xi =  е° параметры X (Х2, X (Ац, Аё~')) согласно (1.1.23) будут 
близки к нулю. Поэтому

V (К )Т ьи -'(Х 2) =  % щ с(Х2)Т с,

где величины

Щ (^2) —
дХс (Х2, X(Xlt Х^1))

дХ\
(1.1.26)я,=о

определяются только законом умножения параметров X в группе 
Отсюда, используя (1.1.25), легко заключить, что

1Та> Tb] =  ifabcTC9 (1.1.27)
где

fabc =
диЬС(Х2)

дХа2 Х2=0
(1.1.28)

и [Та, Tb] s  ТаТъ — ТъТа — коммутатор матриц Та и Тъ. Величины 
fabc называются структурными постоянными группы $ .  Как видно из 
сказанного выше, они определяются только групповым законом ум
ножения.

Из (1.1.27) следует, что структурные постоянные f ab антисимметрич
ны по индексам а  и Ь:

f a b = - f b a C. (1.1.29)
Кроме того, они удовлетворяют соотношению

fab fed +  fbdfca +  fdafeb = 0 . (1.1.30)
Действительно, для произвольных матриц Л, В , С выполняется соот
ношение

[Л, [В, С]] +  [В, [С, Л]] +  [С, [Л, В]] = 0



(оно называется тождеством Якоби). Полагая в этом соотношении 
А =  Та, В — Tb, С =  Тс и используя (1.1.25), получаем

{fab fa /  +  fb /fca  +  faa fcb ) Те =  О,
откуда вследствие линейной независимости матриц Та следует соот
ношение (1.1.30).

Для бесконечно малых преобразований внутренней симметрии ва
риация 6ф, входящая в (1.1.3), определяется согласно (1.1.25) форму
лой

6ф (х) =  —  1еа7 'аф (х). (1.1.31)

В качестве примера рассмотрим группу Лоренца. Матрицы 5  (а), 
определяющие преобразования функций поля при преобразованиях 
Лоренца, образуют, как мы видели, непрерывную группу Ли с законом 
умножения (1.1.8). Поэтому, используя формулы (1.1.27), мы можем 
установить перестановочные соотношения для генераторов X uv этой 
группы. Общие перестановочные соотношения для генераторов Та 
определяются формулой (1.1.27). В нашем случае роль операторов Та 
играют матрицы 2 WV (индексу а  соответствуют индексы p/v, p < v ) .  
Поэтому задача заключается в вычислении структурных коэффициен
тов fab =  /e?.tP0,lv для группы Лоренца. Эти коэффициенты определяются 
согласно (1.1.26), (1.1.28) формулой

fab
дгКс (кг, Л(Л„ Xjf1))

Щ дЦ
(1.1.32)

где величины к, нумерующие элементы группы непрерывных преобра
зований (1.1.6), в рассматриваемом случае совпадают с величинами 

ка =  а?*. Функция к (к1ч Я2), определяющая групповой закон 
умножения, в данном случае имеет вид а>AV (alf а 2) =  (ахаa)^v s=s 
=  Поэтому

а ( а 2, a ( a lf a 2 1)) =  а 2а гаТ\
Для нахождения структурных констант достаточно знать функцию 
а (а2, а (а19 Яг”1)) для преобразований ях и я2, близких к единичному:

_ _  „ U V  I UV UV _  U V  , UVai =  g  +  ei , a2 =  g  +  e2 .
В  этом случае

û^v («2, « (ûlf a.?')) =  g T  +  е Г  +  e f  e f -  № g r . P +  O (s i  el).
Для того чтобы выполнить в соответствии с формулой (1.1.32) диффе
ренцирование a»v по е1 и е2, удобно предварительно представить по
следнюю формулу в виде

a |iv (а2, а  (ах, а Г 1)) =  ^  +  е Г  —  4 “ e f  e f  {6с ( ô ^ p —  % |р) —

-  ôp (6feo -  ôfeia) -  (g * X  -  gbfil) +  6Й (gip Ы -  gh>ô|)},
где выражение в фигурных скобках антисимметризовано по индексам



/ 1Я . Р < Г  =  6 о  ( ô & f c ,  -  Ы  -  %  { b t g K a  -  6 Й Ы  -

— ôp (ëiobl — gxo6|) +  ôa (g&Sl — g'XpôI).
Подставляя это выражение в формулу (см. (1.1.27))

1 1̂ |я> 2 ро] =  2~ fiKpo^ ■J |LiV>

окончательно получаем

I 2 ро] =  — ^Icgkp +  — ^ЬрёЪо ~Ь (1.1.33)
Эти соотношения могут использоваться для построения неприводи
мых представлений собственной группы Лоренца. Именно неприво
димые матрицы, удовлетворяющие этим соотношениям, будут инфини
тезимальными операторами соответствующих неприводимых представ
лений.

Матрицы определяют матрицы спина 2/ частиц, связанных с 
рассматриваемым полем:

(1.1.34)

где еш — полностью антисимметричный единичный тензор (е123 =  1). 
Действительно, согласно (1.1.33) матрицы 2* удовлетворяют переста
новочным соотношениям для момента импульса:

[2 ', 2*] =  — is ik% ,  2 , =  — 2 '.  (1.1.35)

§ 1.2. ЗАКОНЫ СОХРАНЕНИЯ

1.2.1. Симметрии и законы сохранения. С каждой группой пре
образований симметрии связан определенный закон сохранения (тео
рема Э. Неттер). Действительно, из формул (1.1.16), (1.1.19) следует, 
что для бесконечно малых преобразований симметрии (1.1.17), (1.1.31) 
вариация действия равна нулю. Иными словами, согласно (1.1.3)

J  (х) ( 4 f -  -  д» - Щ ^ - )  +  G (a 2) -  G K )  =  0,

где бг|̂  (х) — вариация поля, соответствующая бесконечно малому 
преобразованию симметрии. Пусть теперь эта вариация происходит 
около функций поля, которые удовлетворяют уравнениям движения 
(1.1.5). Тогда из последней формулы следует

G (o 2) =  G (a 1), (1.2.1)
где G (а) согласно (1.1.4) имеет вид

G (о) = J do» { - щ ^ ~  %  +  •
Подчеркнем, что соотношение (1.2.1) выполняется, если бф— ва

риация поля, связанная с рассматриваемой группой симметрии, а



(х) удовлетворяют уравнениям Лагранжа. В этом случае величина 
G (а) не зависит от а . Поэтому если в качестве а выбрать гиперплос
кость, ортогональную к оси времени и пересекающую ось времени в 
момент времени /, то величина G (а) == G (/) не будет зависеть от вре
мени, т. е. будет интегралом движения.

1.2.2. Тензоры энергии — импульса и моментов количества движе
ния. Вначале рассмотрим законы сохранения, связанные с инва
риантностью лагранжиана относительно 4-смещений и 4-поворотов. 
Для бесконечно малых преобразований группы Пуанкаре, х* х *  =
=  х» +  ер +  е\ х х, вариация поля определяется формулой (1.1.17). 
Величина G (а), соответствующая этим пространственно-временным 
преобразованиям, согласно (1.1.4) имеет вид

( 1.2.2)

(1 .2 .3 )

(1.2.4)

Так как — инвариант группы Пуанкаре, то величины T pv образуют 
тензор 2-го ранга, а величины A4^v;p — тензор 3-го ранга.

Вследствие инвариантности действия W относительно преобразо
ваний (1.1.6) величина G (а) не зависит от вида поверхности а . Поэто
му величины

р»  =  J л г ° ,  м г  = J æ xM »v-°

не зависят от времени (интегрирование производится по всему объему 
поля).

Поскольку T pv —  тензор 2-го ранга, a dov — вектор и интеграл 
по do  не зависит от поверхности а , то представляет собой 4-вектор. 
Он называется 4-вектором энергии — импульса поля. Величина T pv 
называется каноническим тензором энергии — импульса. Аналогично 
величины M pv образуют антисимметричный тензор 2-го ранга, кото
рый называется тензором моментов количества движения поля. Вели
чины Afpv;p называются каноническим тензором плотностей моментов 
количества движения.

Величина j* T^vdov не зависит от вида поверхности а, поэтому
а

J  T^vdGv =  0, где 2  — замкнутая гиперповерхность, образованная

двумя близкими гиперповерхностями, отличающимися друг от друга 
только в окрестности некоторой точки х . Используя теорему Гаусса 
(1.1.2), получим отсюда J  d^xdvT^v =  0, где 6Q — 4-объем внутри замк-

ÔQ

где

G (g) = - b^  +  4 - 8 ^ v,

Р “ = J Т^с1о у, =  J M ^ d o p

=  - ^ v +  Ô V
dZ

M WP =  _ xvT w  _  i (2 ^ )., ф
apVi



нутой гиперповерхности 2 ,  содержащей точку х. Таким образом,
4-дивергенция T^v равна нулю.

dv7 * v (х) =* 0. (1.2.5)
Аналогичным образом легко убедиться, что

apM |lv:p(x) =  0. (1.2.6)
Эти соотношения выражают в дифференциальной форме законы сохра
нения энергии — импульса и моментов количества движения поля.

Обратим внимание на то, что если к TiiV прибавить величину вида 
дл%МЛ’х, где —  произвольный тензор 3-го ранга, антисимметричный 
относительно индексов v и X, то 4-дивергенция тензора

T-'iiv =  r *v +  э д и л  (1 .2 7 )

так же, как и тензора 7>tlv, будет равна нулю, д^Т'^ =* 0. Кроме того,
4-векторы энергии —  импульса, вычисленные с помощью тензоров 
T'uv и будут совпадать, так как

J  d3x d a ^  =  J  d9xdt%m  =■ 0.

Ясно, что величины A l'pv;-0,

M 'pv:p -  Aîpv:p +  д% ( Л ^  -  x 4 w \

также будут удовлетворять закону сохранения (1.2.6) и приводить к 
Teirç же значениям 4-момента количества движения Af'pv, что и вели
чины M w р, Af'wv =  М ^ .

Согласно (1.2.7) Af**v:p можно представить в виде 

М ’^ -P =  xpT 'vp —  xvf w  +  Xvpp —  Xppv —  i

Выберем тензор Xvpp так, чтобы сумма последних трех слагаемых об
ращалась в нуль:

x vph — x ppv » . i 2 pvilî. (1.2.8)

В  этом случае
m 'mv.p =  j i t ’vp _  (1.2.9)

Из (1.2.8) и условия антисимметрии xvpp по индексам р и р следует, что

* ” *  -  — т ( — щ -  +  - щ г ^ )  ■ 0 * 1 ° )

Т ак 'к ак  величины Al'pv;p и Т удовлетворяют законам сохранения 
(1.2.5), (1.2.6), то иэ (1.2.9) следует, что величины r /pv образуют сим
метричный тензор. Он называется симметричным тензором энергии — 
импульса и обозначается 6^v. Таким образом, 6^v =  T*v +

Сохраняющиеся величины P k (k =  1, 2, 3) р° s s  8  представля
ют собой импульс и энергию поля. Соответственно этому величины 
0*° и 000 представляют собой плотности импульса и энергии. ,



Сохраняющиеся величины

М 1 = ± - ъ м Мы (1.2.11)

образуют псевдовектор трехмерного момента количества движения 
поля.

Величины М0к =  —Мк0 в терминах симметричного тензора энер
гии —  импульса имеют вид

M0k =  / J  сРхв*0 — J  сРххкв00 =  tPk — \ d3xxk&>°.

Так как величины М0к, Р к и Я0 =  £ не зависят от времени, то 
закон сохранения М0к означает, что центр инерции поля, координаты 
которого определяются формулой

X k =* S -1 J  d3xx*e°°,

движется с постоянной скоростью Vй =  Я*/8.
1.2.3. Законы сохранения, связанные с внутренними симметриями.

Рассмотрим законы сохранения, связанные с инвариантностью лаг
ранжиана относительно преобразований внутренней симметрии. В  этом 
случае согласно (1.1.31) вариаций координат и поля определяются 
так:

=  0, 6ф =  — ieaTaty.

Величина G (а), соответствующая преобразованиям внутренней сим
метрии, определяется формулой

G (а) =  в» J  А г Л  2 Ï  =  - 1 T r f .  (1 .2 .12)
О *

Так как (£ — инвариант группы Пуанкаре, то величины За обра
зуют 4-вектор (по индексу р).

Величина G (а), как мы видели, не зависит от вида поверхности а. 
Поэтому величины

Qa =  J  dffuSrç =  J  œ x ïf l  (1.2.13)
а

не зависят от времени и представляют собой инварианты группы Пуан
каре. Они называются обобщенными зарядами, связанными с группой 
внутренней симметрии. Число зарядов совпадает с числом параметров 
группы.

Величины За удовлетворяют законам сохранения в дифференци
альной форме

0 (1.2.14)
и называются обобщенными 4-токами, связанными с внутренней сим
метрией.



1.3.1. Лагранжиан и уравнения поля. В предыдущих параграфах 
мы не конкретизировали зависимости лагранжиана от производных 
дцГф,. При этом уравнения поля будут, вообще говоря, уравнениями 
второго порядка. Однако эти уравнения всегда можно свести к урав
нениям первого порядка. Такое сведение соответствует переходу к га
мильтонову формализму в теории поля. При этом можно воспользо
ваться методом, применяеммм в классической механике при переходе 
от уравнений Лагранжа к уравнениям Гамильтона, т. е. кроме компо
нентов поля ф, (х) ввести соответствующие им обобщенные импульсы

п  (а:) = а а ,^ . (х)

Однако такая процедура не является релятивистски инвариантной и 
мы не будем ее здесь рассматривать.

Релятивистски инвариантный формализм можно получить, если 
кроме компонентов поля ф£. рассматривать ковариантные переменные 
ф;,и =  дцф/- Компоненты поля ф,, ф ^ , удовлетворяющие уравнениям 
первого порядка, далее будем обозначать X,. При этом можно с самого 
начала предполагать, что лагранжиан имеет такую структуру, кото
рая сразу приводит к уравнениям поля первого порядка, т. е. считать, 
что в (£ величины дц% входят линейно:

а д )  — и(%), £ в (х. д11%) =  ± -% в №д»%, (1.3.1)

где U (X) — некоторая локальная функция X (л;) и — матрицы, 
действующие на индекс поля и не зависящие от X. (При таком опреде
лении коэффициенты в уравнениях поля при дц% будут постоянны
ми.) Поле для определенности будем считать вещественным (комплекс
ное поле можно всегда свести к вещественному, удвоив число компо
нент поля). Вследствие вещественности лагранжиана матрицы В» 
будут чисто мнимыми, т. е.

В Р ' ^ — В *.

Так как симметричная часть матриц В v дает вклад в равный дивер
генции некоторого вектора, то матрицы В  ̂ можно считать антисим
метричными:

5»* = — В *

(здесь ~  — знак транспонирования). Из последних двух формул сле
дует, что матрицы являются эрмитовыми, =  В

Согласно (1.1.5) лагранжиану (1.3.1) соответствуют уравнения 
движения

- - § £ - =  о. (1.3.2)

Лагранжиан (£ при отсутствии внешних полей, а также величина 
i£0 должны быть инвариантны относительно преобразований Лоренца 
х  ->  х' =  ах, при которых функции поля испытывают преобразование



( 1. 1. 12):
X (х) Г  (х') =  S  (а) X (х\ S* (а) =  S  (а) (1.3.3)

(звездочкой обозначено комплексное сопряжение). Инвариантность ££0 
означает, что

V  (х') В % Х ' (х') =  X (х) В % Х  (х).

Замечая, что дцХ' (х )  =  (дцХ )̂ S (а) д̂ Х (х) и д^х» =  а\ , получаем

S (a) B »S(a) =  a \ B k. (1.3.4)

В случае бесконечного малого преобразования Лоренца а\  =  
=  6дх +  e*\, S  (а) =  1 — у  e^vE^v (см. (1.1.14)) и, следовательно,

^  2„р +  2 ^  =  / Д О Р -  ô ^ ) .  (1-3.5)
Отсюда видно, что матрицы В v нельзя выбрать произвольно. Дей

ствительно, полагая р =  й, р =  Я =  0, находим

Bk =  - i ( B 0 2 ok +  2okBQ). (1.3.6)
Таким образом, пространственные компоненты матриц В  ̂ полностью 
определяются временной компонентой В 0 (неприводимые представле
ния матриц находятся из (1.1.33)).

Отметим также соотношение

B°l>ik +  1чкВ° =  0, (1.3.7)
которое вытекает из (1.3.5), если положить р =  О, X =  /, р =  k.

В случае свободных полей величина U квадратична относительно 
функций поля:

U (X) =  - i - S *  =  S =  8+ , (1.3.8)

где S —  матрица, действующая на индекс поля. Из требования ин
вариантности U (X) относительно преобразований Лоренца

U (X (х)) =  U (Х' (х'))

следует, что матрица & должна удовлетворять соотношению

S ( a ) 8 S ( a )  =  8 (1.3.9)

или

2 ^ 8  +  =  0.
Считая, что матрица 8 несингулярна, можно ввести матрицы

Г ц =  8 _ 1 В Ц (1.3.10)
и представить лагранжиан свободного поля в виде

^  =  - 5 - Х Г % Х — ^ -Х Х , X =  Х8. (1.3.11)



Заметим, что вследствие (1.3.9), (1.3.10) соотношение (1.3.4) можно 
представить в виде

S '" 1 (a) (а) =  а \ Г \  (1.3.12)

Отсюда и из (1.1.14) следует, что

ИЛ 2*,р] == i (ô5frp — ôpl\).
Обратимся к уравнениям поля (1.3.2). Чтобы изучить эволюцию 

поля, необходимо из уравнений (1.3.2) найти д0Х. Однако матрица В° 
может не иметь обратной (т. е. det В 0 =  0), в этом случае величины 
д0Х, вообще говоря, нельзя выразить через X и дкХ. Физический смысл 
этой ситуации в том, что не все компоненты поля являются динамиче
ски независимыми. Для того чтобы выделить динамически независи
мые компоненты, отметим, что матрица В 0 антисимметрична. Поэтому
с помощью некоторого ортогонального преобразования У, УУ =  1 
ее можно привести к виду

УВ°У =  В 0, В° = (1.3.13)

О

где ak —  двухрядные матрицы
/0 — 1

dk — hfc 1, P-

(Это связано с тем, что матрица в вещественном эвклидовом простран
стве имеет только одномерные и двумерные инвариантные подпрост
ранства; одномерные подпространства антисимметричной матрицы мо
гут принадлежать только собственному значению нуль.)

Введем далее вместо поля X поле ср =  У_1Х. Тогда лагранжиан
(1.3.1) в новых переменных примет вид

£  =  -^ -ф В % ф  — £/(Кф), &  =  VEPV, (1.3.14)

а уравнения поля (1.3.2) вид

ш Ч ф =  - ^ Ч ф +  -| £-

|мы учли, что Учитывая далее (1.3.13), перепишем по-
следние уравнения в виде

*‘(В°)ар<ЭоФР = — 1(В%ф)а +  а = 1, . . . »  т =  2р, (1.3.15)



где индексами а и р  пронумерованы первые т строк и столбцов матри
цы В 0, а индексом s остальные строки и столбцы.

Так как матрица Вар {а , Р =  1, т) имеет обратную, то уравне
ния (1.3.15), определяющие изменение со временем величин сра (а =  
=  1, т ) ,  представляют собой собственно уравнения поля; величи
ны сра , являющиеся динамически независимыми (их можно задавать 
произвольно в начальный момент времени), называются в этой связи 
динамически независимыми компонентами поля. Видим, что число 
динамически независимых компонент всегда четное.

Уравнения (1.3.16) представляют собой уравнения связи, с по
мощью которых компоненты поля cps (s =  т +  1, ..., п) можно выра
зить через динамически независимые переменные сра и их пространст
венные производные.

Преобразуем уравнения связей. Используя (1.3.6), находим

fi' =  -  igu  (B°Sos +  2 0sB«).
Поэтому согласно (1.3.13)

(Bl)aj =  — ig ls (2 0sB0)ah a  =  m +  1, . . . ,  n,

где Подставляя полученное выражение для (B l)aj в
уравнения связи (i.3 .16 ), находим

=  — g '% P a (B 02os)«a> а = * т  +  1, п. (1.3.17)

Эти уравнения являются алгебраическими (а не дифференциальными) 
относительно сра и с их помощью компоненты поля фа можно выразить 
через динамически независимые переменные фа и их пространственные 
производные дАфа.

Возможны, однако, такие ситуации, когда не все уравнения связей 
являются независимыми (это наблюдается при наличии калибровочной 
инвариантности, см. § 1.9). При этом некоторые из компонент фа нельзя 
выразить через фа .

1.3.2. Уравнения поля в форме скобок Пуассона. Уравнениям дви
жения динамически независимых компонент поля (1.3.15) можно при
дать форму скобок Пуассона аналогично тому, как это делается в ана
литической механике. С этой целью найдем функциональную произ
водную от энергии поля по фа (а:) (х° —  фиксировано). Энергия 
поля определяется формулой (1.2.3)

д е  =  ро =  J  сРхТ00 (х),

где плотность энергии Г 00 согласно (1.2.4) имеет вид

Т 00 (х) =  и  (ф) -  - Î -  ф ВЧф . (1.3.18)

Последняя величина зависит как от динамически независимых пе
ременных поля сра (ж) (а =  1, .. . ,  т), так и от остальных, компонент 
поля фа {х) (а =  т +  1, ..., п). С помощью уравнений связи сра (х)



Ф а(*) =  Ф а(«; Фа К ,  0 )-
В результате U (<р) станет функционалом (ра (*):

U(<pa{x), Фа(^; ф а(х', t)) =  U '(<ра {х', /)). 
Легко видеть, что

W  (фа (х', 0) _  QU __ ди бфа(х', 0
0<ра (АГ) — д(ра (х) ‘ '  <Эфа (*') еФа (х)

6ф(х>, 0В *а;Ф(х, | Q _  \ дф (х) _ _  , дф (У) 6ф„(х') 1
6фа (х) \ 0фа (х) 0 I '  ”1_ йфа (х') 6фа (х) }

X В % ф  (* ')  +  (фВ*)а a*ô (Х' -  X) +  (ф В \  а ;  ,

X

где предполагается, что f  =  Л Поэтому, учитывая уравнения связей 
( 1.3. i6) и антисимметрию матриц Bh, получаем

6Г°" (х')
бфа  W

=  6 ( х — х')(-
дЦ

0ф„ i (В*а*ф (x))aj  -т

+
i
J

&Р (х')
бф« W

V =  t.

Отсюда следует, что
дЖ 

6фа (х)
dU

<5фа М
Î (В  а*ф (д))а

Таким образом, согласно (1.3.15) уравнения поля для динамически 
независимых компонент имеют вид

i (В°)аР аоФр (х) =

или

а0Фа (х) =  -  i (B ° - lu  (1-3.19)

((В0_1)ар — матрица, обратная В 0 в подпространстве динамически не
зависимых переменных, (В ° -{)а& (В°)ез =  6аэ)- Отсюда следует, что ес
ли &  представляет собой некоторый функционал динамически неза
висимых переменных фа (х, t) (t — фиксировано), то

6фа (*) ( в ° - % р
б ж

6фр (х)

Определим скобку Пуассона

(1.3.20)

Тогда d0<F =  [S~\ и, следовательно, уравнения движения для ком
понент поля X,- имеют вид

д„Х, (л:) =  [Х,.(х); Ж\-



Для динамически независимых компонент поля скобка Пуассона

[фа (* ) ; ФР ( * ' ) W  =  —  i ( f i0_1)ap à (X —  х ') .

Отсюда и из (1.3.13) следует

ЦВЧ (х)),; (ВЧ  (*')),■],=,. =  -  /В?,0 (х -  х ') ( 1.3.22)

(эта формула справедлива для всех компонент поля).
Отметим, наконец, что для скобок Пуассона справедливо соотно

шение
[Л; ВС] =  В  [Л; С] +  [Л; В] С. (1.3.23)

1.3.3. Канонические преобразования и их генераторы в класси
ческой механике. Выше мы рассматривали вариации поля, связанные 
с пространственно-временными преобразованиями и преобразованиями 
внутренней симметрии, причем эти вариации определялись не только 
бесконечно малыми параметрами, характеризующими преобразова
ние, но были также функционалами самого поля. Покажем, что вариа
ции, связанные с преобразованиями внутренней симметрии и преоб
разованиями пространственных координат, можно рассматривать как 
канонические преобразования поля в смысле аналитической механики.

В аналитической механике бесконечно малое преобразование об
общенных координат и импульсов qi9 p t

Çt -*■ q'i — qi +  {q, p), P i-+ P i= P i +  8pt (q , p) ( 1.3.24)

(будем предполагать, что ôq и ôp не зависят явно от /) называется ка
ноническим, если

àqt =  lqt; G];
где [А; В] — скобка Пуассона,

И ; В]

8pi =  [Pi\ G],

дБ _  дА дБ \
др1 др{ dqt )

(1.3 .25)

(1.3.26)

и G s= G (q, р) —  произвольная бесконечно малая функция q и р, ко
торая называется генератором бесконечно малого канонического пре
образования. Из (1.3.25), (1.3.26) следует, что

6 «а  =  - - з г - <‘ -3 -27>

В классической механике функция Лагранжа определяется фор
мулой

(£ =  Ъ р< ц -Ж (Ч * Р), - (1.3.28)
где Л  — гамильтониан системы. Вариация действия

и

и



(fx, t2 не варьируются), очевидно, определяется так:
t2

т  =  g x (<2) -  g x ( t j  +  J d t^  (О,
U

Gi (О =  Pfiqt. & (0 =  «A (À -  -Щ-) ~  àqt (pi +

Из принципа стационарного действия
h
J IUS' (0 =  о

(1.3.29)

и
следуют уравнения Гамильтона

дЖ
9i = Pi — —

дЖ
др, ’ г dq,  •

Канонические преобразования обладают тем свойством, что для них 
вариация кинематической части функции Лагранжа (£к =  A ft сво
дится к полной производной по времени от некоторой функции q и р:

Ô̂  =  ~ 4 -°Л 9>  Р), (1.3.30)
причем генератором этих канонических преобразований будет функция 

G(<7, p ) ^ G 1(t) +  G2(t), G2(t) =  G2(q, р). (1.3.31)
Действительно, пусть преобразования (1.3.24) являются канонически
ми. Тогда согласно (1.3.27)

с//> • dG d dG ___ d [ r  dG \
Ь^к — ft ^  +  Pi dt df>i —  dt [G — Pt ÔPi J -

Таким образом, справедлива формула (1.3.30), в которой
cGG2 =  G — pi
dp, G —  р ^  =  G — Gx.

Справедливо и обратное утверждение: если преобразования (1.3.24) 
удовлетворяют соотношению (1.3.30), то они являются каноническими, 
причем генератор этих преобразований определяется формулой

G =  G, +  G2, Gx =  р ^ .
Действительно, из (1.3.30) следует

с
®Aft +  Pi —aï— 9 i +  Pt ■

поэтому

$Pi +  Pi

dq,

dbqI
dPt

âôql dGn • dG2
др, Pt dqt q‘ dp.

дОй dèq. д02
dqt ’ Pi др( - dPi

■Ph

Эти формулы можно переписать в виде

®А =  +  PfiQi)> Sft =  ~Щ~ (G я +  Р/&7/)>

откуда следует сделанное утверждение.



Wk =  dt^K

для канонических преобразований согласно (1.3.30) можно предста
вить в виде

Таким образом можно сказать, что канонические преобразования ос
тавляют инвариантной кинематическую часть лагранжиана (и соот
ветствующую ей часть действия), так как при таких преобразованиях 
к добавляется полная производная по времени от функции G2, что 
не изменяет уравнений движения системы.

1.3.4, Канонические преобразования и их генераторы для класси
ческих полей. Возвратимся к вариациям поля. Рассмотрим бесконеч
но малые преобразования динамически независимых компонент поля
фа-

Фа (*) фа М  =  фа (*) +  бфа (*), бфа (х) =  Fa (х, ф (х', t)), ( 1.3.32)

где Fa — некоторый функционал функций фа (х', t), не зависящий яв
но от времени. Бесконечно малые преобразования (1.3.32) будем на
зывать каноническими, если выполняется соотношение

где G (t) — произвольный функционал компонент поля сра (х), относя
щихся к моменту времени t (он называется генератором канонических 
преобразований (1.3.32)) и скобки Пуассона определяются формулой
(1.3.20).

Если вариации бфа (а =  т +  1, ..., п) определяются через 6фа 
с помощью уравнений связи (1.3.17), то формула (1.3.33) будет спра
ведлива для всех компонент поля

(это следует из того, что уравнения связи не содержат временных про
изводных ОТ фа).

Из (1.3.33) и (1.3.20) следует, что бесконечно малые канонические 
преобразования определяются формулой

àW к — G2 (0 ) — G2 (t2).

бфа (*) =  [фа (X); G (0], (1.3 .33)

бф (х) =  [ф (х); G (01 (1 .3 .33 ')

бфа (х) — Î((B°) ')аР fopgW • (1.3.34)

Определим теперь кинематическую часть лагранжиана

CU  =  ^ -W ° d 0X =  -^ ф В еаоФ (1.3.35)

и соответствующую ей кинематическую часть действия
2̂

(1.3.36)



(мы считаем здесь, что гиперповерхности, ограничивающие область 
интегрирования, представляют собой гиперплоскости, ортогональные 
оси времени).

Так же как в классической механике, преобразования (1.3.32) бу
дут каноническими в том и только том случае, если они оставляют 
инвариантной кинематическую часть действия, т. е. если будет спра
ведливо соотношение

bWK =  G2(tx) - G 2{t2)% (1.3.37)

где G2 (0 — некоторый функционал сра (х) (/ — фиксировано), завися
щий от времени только через сра (х). (Инвариантность кинематической 
части действия в смысле (1.3.37) означает, что при варьировании функ
ции Лагранжа к ней добавляется полная производная по времени от 
функционала G2 (0 0  Генератором этих канонических преобразований 
является функционал

О « ) -  0 , ( 0  +  0 , ( 0 .  ( ,.3 .3 8 ,

G, (о =  -J- J  Лир (х) Ё"6ф (*) _  - у  f ЛйСВ"8Х.

Действительно, пусть преобразования (1.3.32) —  канонические. 
Тогда согласно (1.3.35), (1.3.34)

Ы£к =  ôcpB°d0cp 4- фВ°006ф =

1 М ,  , 1 , 0 0  1 , /  ÔG \
=  — T +  T  ^ o -g ÿ - =  I f  (Ф а -ё ^ )

и, следовательно,
ÔW к =  G2 (tx) — G2 (t2),

dG
ô<Pa

^оФа

где

c 2 (0  =  G (t) —  - i .  J  d?x<pa (x) -

Пусть теперь преобразования (1.3.32) удовлетворяют соотношению 
(1.3.37). Покажем, что в данном случае эти преобразования являются 
каноническими, причем генератор этих канонических преобразований 
связан с функционалом G2 соотношением (1.3.38). Отметим с этой це
лью, что согласно (1.3.35)

=  - i -  бфВ°а0ф +  - j -  фВ° j  сРх' а 0ф (х')

и, следовательно,
а̂ f . _

Ш к =  j  d*x бф {х) В°д0ф (ж) +
I  I

+ 4- ̂  Л'VM В* 4^ 2. 8л, <,)j.



Кроме того, согласно (1.3.37)

bWK =  —  J  dt — *®  =  -
U

Из сравнения этих формул следует

до, (О
ô<Pa М

а 0фа (X).

4 - 0 ф (ж) б ° + 4 -  J û3* w ) s °
ббф (*')
бф (*)

(t)
бф (*) *

ИЛИ

(0фр (х) Дра =  —  w  ^02 (0  +  -i- f  Л ' ф (* ')  Б°6ф ( x ') j ,

что согласно (1.3.34), (1.3.38) доказывает наше утверждение.
Рассмотрим несколько примеров построения генераторов вариа

ций, оставляющих инвариантной кинематическую часть действия.
Если 6фа (х) —  произвольные функции х, не зависящие от функ

ций поля, то они оставляют инвариантной кинематическую часть дей
ствия, причем

1 с 2( о = -  4 - j ^ m v

Поэтому согласно (1.3.38) соответствующий этим вариациям генера
тор имеет вид

G (t) =  —  i  ̂ Лбф В°ф , (1.3.39)

причем соотношение

М * )  =  1Ф (*)>С(0], (1.3.40)
очевидно, выполняется вследствие определения скобок Пуассона
(1.3.20).

Пусть далее вариации ЬХ (х) связаны с пространственными смещени
ями и поворотами

ÔX (х) =  -  екдкХ (*) +  4 -  вк1 { -  2 «  +  i (х,дк -  x*dz)} X (дг).

Эти вариации согласно (1.3.4) оставляют, очевидно, инвариантной ки
нематическую часть действия, причем G2 (/) =  0. Соответствующий им 
генератор определяется формулой (см. (1.3.38))

0 - - е * Р *  +  4 - в « л Л  (1.3.41)

р* =  - i -  J ^ х х  (ж) s°a*x (ж),

Мк‘ =  4 "  J  dax t  (х) В° {2 W — i (х‘дк — *№)) X (а:).

Видим (см. (1.2.2)), что величины Рк и Мы представляют собой 
компоненты импульса и момента импульса. Так как для вариаций,



оставляющих инвариантной кинематическую часть действия, справед
лива формула (i.3 .33 ), то согласно (1.3.41) справедливы соотношения

ôkl(x )  =  [-/(х); Рк], (1.3.42)

— I {2 W — i (х‘дк — x V )}  X (ж) =  [X (х); Мк1\.
Первую из этих формул вместе с формулой (1.3.21) можно запи

сать в виде
д Ч (х ) =  1%{х)\ Р^]. (1.3.43)

Вычисляя скобку Пуассона для X (х) и М0к, можно убедиться, что фор
мула (1.3.42) справедлива не только для пространственных, но и для 
пространственно-временных индексов:

— i {2^v — i (x W  — j f d v)} X (х) =  [X (х)\ (1.3.44)
Рассмотрим вариации поля, связанные с внутренними симметрия

ми:

ÔX (х) =  — №Та% (х).
Эти вариации оставляют инвариантным полный интеграл действия, 
а следовательно, и его кинематическую часть, причем G2 (0 =  0. По
этому генератором этих вариаций будет функционал

G (/) =  BaQa, Qa =  - L  J  æ x l  (x) B°TaX (x).

Мы видим, что величины Qa представляют собой обобщенные заряды, 
связанные с внутренними симметриями (см. (1.2.13)). Поэтому соглас
но (1.3.33) справедливо соотношение

' - i T flX(x) =  [X (*); Q J. (1.3.45)

§ 1.4. СКАЛЯРНОЕ И ВЕКТОРНЫЕ ПОЛЯ

1.4.1. Скалярное поле. Перейдем к изучению конкретных физиче
ских полей. Начнем со скалярного поля, описываемого одной комп
лексной функцией ер (х), преобразующейся при собственных преобра
зованиях Лоренца x ->  х =  ах  по закону

ф (х )^ -ф '(х ')  =  ф(х). (1.4.1)
Комплексное скалярное поле описывает частицы со спином нуль, 

обладающие зарядом. Лагранжиан этого поля, инвариантный относи
тельно преобразования (1.4.1), имеет вид

i£ — дцфд^ф* — т 2фф*.
Согласно (1.1.5) этот лагранжиан приводит к уравнениям поля второго 
порядка

(д^дц +  пг2) ф =  0, (д^дц +  т 2) ф* =  0, (1-4.2)
где т  — масса частиц, связанных с полем. Это видно из того, что ре
шение уравнений (1.4.2) в виде плоских волн

Ф (х) =  ф0 ехр (— ipx), рх =  p0t — рх



pi =  Р2 +  т 1.
Уравнение (1.4.2) называется уравнением Клейна — Гордона. Ему 
можно придать вид уравнений первого порядка, если кроме ср, ср* 
ввести 4-векторы срд, срц:

фц =  <Эцф, ф *» =  д ц<р*.

В результате уравнение (d ,^ 1 +  m2) ср =  0 заменяется системой урав
нений

д с̂рц +  т2ср =  0, д цср — фц =  0. (1.4.3)
Этим уравнениям соответствует лагранжиан

£  =  (рцд с̂р* +  фЛ̂ с̂р — фдф*1 — т 2срср*, (1-4.4)
инвариантный относительно преобразований Лоренца

Ф (*) - *  ф' (* ')  =  Ф (*), Фщ (х) ф  ̂(х') =  а^ ц ^ х)  
и фазовых преобразований

Ф (а:) ср' (а:) =  e iaq  (а:).
Второе из уравнений (1.4.3) при р =  1, 2, 3 представляет собой урав
нение связи (см. § 1.3). Мы могли бы, как и в § 1.3, пользоваться толь
ко вещественными полями. Для этого достаточно положить ср =  
=  ср1 +  гср2, Фд == Ф|1 +  i%i и считать поля ф1, ф2 вещественными.

Тензор энергии импульса и вектор тока, соответствующие лагран
жиану (1.4.4), определяются формулами

=  (m2 срср* —  флф*'*) +  д̂ ср*фу* +  d̂ cpcpv*

3^ =  i (д \ * ц  — ц *д \ )  ( 1.4.5)
(отметим, что для вещественного скалярного поля ток обращается в 
нуль).

Легко найти общее решение волнового уравнения (1.4.2) в виде 
суперпозиции плоских монохроматических волн. Волновое уравнение
(1.4.2) имеет, очевидно, решения ф (а:) ~  ехр (фх ±  ip0f), где р — вол
новой вектор и р 0 =  +  ]/р2 +  т2 —  частота волны. Поэтому общее 
решение можно представить в виде суперпозиции волн ехр (фх +  
+  ip0f), ехр (фх — ip0t) или волн ехр (ipx), ехр (— ipx), где рх  =  
=  Pot — рх:

фм  ^  у ?  S  ~ ущ г lapg~lpx +  ьге ‘рхУ f1 -4 -6)

Здесь ар, 6Р — комплексные коэффициенты разложения, зависящие 
от р (V =  L xL 2L3 — нормировочный объем, вводимый для того, чтобы
сделать волновые векторы р дискретными, pt =  щ —  целые чис-

___  W
ла; выделение множителя \IV2p0 важно в квантовой теории).



Уравнение, (1.4.3) можно записать в виде

(М ** +  т ) Ф ( х )  =  0, (1.4.7)
где Ф (х) — пятикомпонентная функция поля:

/ V m < p (x ) \
Ф М =  1

и Рш (И' =  0, 1, 2, 3) — четыре пятирядные матрицы (явный вид мат
риц мы здесь не приводим), удовлетворяющие соотношениям

PuPvPp +  PpPvfV =  éWPp +  ^pvPn. (1.4.8)

1.4.2. Векторное поле. Следующим по сложности является век
торное комплексное поле, описываемое 4-вектором cp^(x), преобра
зующимся при собственных преобразованиях Лоренца по закону

фц (* )  фц С О  =  CL ц фу (я).

Поля фц (а:), (а:) удовлетворяют уравнениям

(дуд* +  т2) фу =  0, (д ^  +  т2) фI =  0, (1-4.9)

где т — масса частиц, связанных с полем. Такому же уравнению удов
летворяет скалярное поле ф (а:) =  д^фц (а:), поэтому, чтобы исключить 
возможность существования такого поля, нужно наложить на фД (а:) 
добавочное условие

d V ( * )  =  0. (1.4.10)
Поле фи (а:) е учетом этого добавочного условия описывает частицы со 
спином единица.

От уравнений поля второго порядка можно перейти к уравнениям 
поля первого порядка. Для этого введем антисимметричный тензор

ф|ЫУ — <3цфу ^фц,- (1.4.11)
Тогда уравнения (1.4.9) примут вид

^ V hv — ^ 2фщ =  0, ^уфи — дц(ру +  фДу =  0 (1.4.12)

(первое уравнение при р, =  0 и второе уравнение при р,, v =  1, 2, 3 
являются уравнениями связей). Этим уравнениям соответствует лаг
ранжиан

=  -g” ф̂ у (дуфц |̂ыфу) ~\ 2~ (̂ v-фм- |̂ыфу) ф̂г *4*

+  - J -  фцуф1"' +  т 2фцфй, (1.4.13)

инвариантный относительно преобразований Лоренца 

Фи (* )  -► Фц (х') =  a uv<pv (х), 

фцч {X) <pyv {х') =  (х)



и фазовых преобразований

Фи (* )  ->  фд (л:) =  ег“фц (х), 

фцг (-Х) ~ ► фцу (-^) r = É ia(pnv (•*-)•

Тензоры энергии —  импульса и вектор тока, соответствующие 
лагранжиану (1.4.13), определяются формулами

Т'1'1 =  — |т2фхфХ----- ^-фхрф^ g PV +  A ) V  +  d W Pv, (1-4.14)

^  =  - » ( ф р*ФрЦ - ф Ч Р’ )-

Векторное поле ср̂  (х), как и скалярное, можно разложить на плос
кие волны

=  Т Щ Г  {арХе^ е~ ‘РХ +  Ь> ™ е 1рх), (1.4.15)

где рх  =  p0t —  рх, р 0 =  +  V p 2 +  m2 и 4м —  единичные векторы по
ляризации, удовлетворяющие вследствие (1.4.10) условию попереч- 
ности

4 м / =  0, > .=  1 , 2 , 3 .  (1.4.16)

Так как векторы поляризации 4м являются пространственно-подоб
ными (они ортогональны времени подобному вектору /?**), то условие 
ортонормировки для них можно записать в виде

— бы-. (1-4.17)

Дополним векторы е(Рд (А, =  1, 2, 3) вектором еР№ =  p j m  до полной 
системы векторов в 4-пространстве. Очевидно, векторы ePw (X =  0, 1, 
2, 3) согласно (1.4.16), (1.4.17) удовлетворяют условиям ортонорми
ровки

РцС
À =  0 ,

À =  1, 2 ,  3 .
(1.4.18)

Так как произвольный вектор можно разложить по векторам 4м:

с А  сх =
а,=о

то

/ц =  /v s  4 Ü 4 X,VU

(h)Поэтому условие полноты системы ер11 имеет вид

i  * ? ,v' b = 6 ;
х=о

(1.4.19)



К=\

P\xPv 
ni2 '

Условия (1.4.16), (1.4.17) не определяют однозначно векторы е $ т 
Чтобы однозначно фиксировать векторы е(Рд (они называются вектора
ми поляризации) введем матрицы спина векторного поля. Рассмотрим 
с этой целью закон преобразования ср̂  (х) при бесконечно малых пре
образованиях Лоренца. Закон преобразования 4-вектора

Фи М  Фц (х') =  «uVv (а:)

в. случае бесконечно малых преобразований Лоренца х’* =  хР 
имеет вид (см. (1.1.14))

Фи М  Фи (** )  ~  фц М ------ 2 * (^^v)nP фр (at),

бш 2 kl.

где шесть четырехрядных матриц 2^v =  — 2 v?i имеют следующие мат
ричные элементы:

(2bv)np =  * (firmes -  gwbt). ‘ (1 .4 .2 0 )
Матрицы спина векторного поля 2* связаны с матрицами 2\v соотно
шением (см. (1.1.34))

у*___L
21 ~~ 2

Из (1.4.20) видно, что 
^0 0

о \
22

(1.4.21)

Отсюда следует, что

22 =  I

—  i 0 0'
0 0 0
0 0 0
0 0 0.

0 0 <Л
2 0 0
0 2 0
0 0 0 J

(матрицы 2 '  удовлетворяют соотношениям коммутации для операто
ров моментов (1.1.35)). Из последней формулы видно, что спин час
тиц, связанных с полем, равен 1 и 0. Однако нулевой спин исключа
ется условием (1.4.16). Действительно, вектор поляризации, соответ
ствующий нулевому спину, согласно (1.4.21) должен иметь только 
временную составляющую, что противоречит условию (1.4.16).



(Sn)4l) =  e<1\  (Sn)42) =  - 42), (1.4.22)
(Sn)43, =  0,

где п =  р/| р |. Т ак как  (2)а0 =  (2 )0а =  0, то эти соотношения не 
определяю т временной составляющей векторов П оследняя опреде
ляется формулой (1.4.16).

У равнения (1.4.12) можно записать в виде

( М ^  +  ^ ) Ф и )  =  0, (1.4.23)

где Ф  (х) — 10-компонентная функция поля, состоящ ая из 4-компо
нентной функции фц (х) и 6-компонентной функции (х):

( V m  Ф(1 (х) \
Ф (*) =  1

\ 7 ^ Г Фйу(* 7

и (р =  0, 1, 2, 3) — четыре десятирядны е матрицы, удовлетворяю 
щие тем же соотношениям (1.4.8), что и матрица входящ ие в урав
нения для частиц со спином нуль. У равнения поля в форме (1.4.12) 
называю тся уравнениями П рока, а уравнения (1.4.23) — уравн ен и я
ми Даффина — Каммера.

1.4.3. М аксвелловское поле. Вещественное векторное поле, масса 
частиц которого равна нулю, называется электромагнитным или м акс
велловским. Оно описывается 4-вектором фц (х) =  Лц (х) и антисим
метричным тензором 2-го ранга фДЛ, (х) =  F^v (*)• Эти поля, согласно 
(1.4.12), удовлетворяю т уравнениям

д '7 >  =  0, dpAv -  д уАр =  F»v. (1.4.24)

Отметим, что при т Ф  0 из уравнений (1.4.12) вытекает условие 
=  0. Если ж е т =  0, то это условие не обязательно долж но вы

полняться.
Непосредственный физический смысл имеет не 4-вектор Ар (он на

зывается 4-потенциалом), а антисимметричный тензор F^v, который на
зывается тензором электромагнитного поля. Н е изменяя F ^ ,  можно, 
очевидно, подвергнуть Ал преобразованию

Лц ->  Ар =  Л|х +  (1.4.25)

где Л (л;) — произвольная скалярн ая функция лс. Это преобразование 
называется калибровочным. В частности, функцию  Л  (х) мож но вы
брать так, чтобы выполнялось условие

д М ц =  0. (1.4.26)
Т акая  калибровка потенциала Ар (*) называется лоренцевой. В этой 
калибровке потенциал Ар (х) удовлетворяет волновому уравнению

дрд 9Ац (х) =  0. (1.4.27)



Второе из уравнений (1.4.24) эквивалентно уравнению
d»Fv?. -)- dvF >4l =  0. (1.4.28)

Тензор объединяет электрическое Et и магнитное Hk поля:

F  lk =  t'ikJ'I Fo* =  F*.
У равнениям (1.4.24) соответствует лагранж иан

£  = ----- ^ F ^ O V l v  — д И й) +  (1.4.29)

В арьируя действие с таким лагранж ианом  по А^, получим первое из 
уравнений (1.4.24), а варьируя действие по F^v —  второе из уравне
ний (1.4.24).

И спользуя общее выражение для канонического тензора энергии 
импульса (1.2.4), находим тензор энергии —  импульса электромагнит
ного поля

T pv (х) =  ©pv (*) +  <5pXvp*\ (1.4.30)
где

e^v  =  _i_ FpXF(,Kg tiV +  FpvFp, x w i =  _  F ^V P .

Второе слагаемое в выражении для T^v не является калибровочно
инвариантным и поэтому не имеет физического смысла. Это слагаемое 
не вносит вклада в суммарный 4-импульс поля. Первое слагаемое 
представляет собой симметричный калибровочно-инвариантный тен
зор энергии — импульса (см. п. 1.2.2).

Согласно (1.2.9) тензор моментов количества движения электро
магнитного поля

M pv;p =  *p©vp- * v©pp. (1.4.31)

Общее решение волнового^уравнения (1.4.27) можно представить 
в виде суперпозиции плоских волн exp (ikx +  m i), exp (rkx — m t) 
или волн exp (ikx), exp (— ikx), где k x t=  со/ —  kx, со =  | k |з

4 *  (*) =  y =- 2  {C(*(k) e~ ikx +  d* (k) elkx)-

Здесь V —  объем поля.
Любой вектор ац можно разлож ить по полной системе векторов 

èkv. (F =  0, 1, 2, 3), удовлетворяю щ их условиям ортонормировки (см. 
(1.4.18); отметим, что векторы екц не ортогональны 6Ц):

=  «ХХ'Сь Ь = (  ^  =  ? ’ о О О -4 -32)I — 1, А — 1, 2, о
и полноты 2
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Поэтому

Сц (к) =  £  С и е $ ,
к=о

d » m  =  £  dMiefô*,
х=о

где Скл, dkx, —  некоторые коэффициенты. Таким образом,

Л  (*) =  ÿ V  2  7 =  (1.4.34)

Условия (1.4.32), (1.4.33) не определяю т однозначно векторы е ^ -  
Д л я  того чтобы однозначно фиксировать векторы (они называют
ся векторами поляризации), введем матрицы спина электромагнитно
го поля. Т ак как  электромагнитное поле Аи (х) является векторным, 
то матрицы спина Б< определяю тся, очевидно, формулами (1.4.21). 
Определим векторы elZ как собственные векторы матриц 2 2 и 2 п  
(п =  к/со). Вектор е $  определим соотношениями

S 4 0) =  0, 2 п еГ  =  0, (1.4.35)
откуда и из условия нормировки следует, что

е&  =  ( 1 , 0 ,  0, 0).

Вектор Cki определим соотношениями

E 2eL3) =  2et\  Sneîf* =  0, (1.4.36)
откуда и из условия нормировки следует, что

e<â  =  (° ,

Н аконец, векторы eZ  для % =  1, 2 определим соотношениями

Z2eZ  =  2е(£\ % = 1 , 2 ,  (1.4.37)

a ir f»  =  el!',
откуда и из условий нормировки следует, дто

4 ‘i  =  (0, el1’), eZ  =  (0, elf’),

где единичные пространственные векторы вк1), е® ортогональны друг 
к другу и к вектору к:

вк’к =  eif’k =  вк’е®* =  0.
Векторы е&, eZ  будем назы вать векторами поперечной поляриза

ции со спиральностью  + 1  и — 1 (см. формулы (1.4.37), а такж е § 1.5); 
вектор eSZ, пространственная часть которого параллельна вектору к , 
будем назы вать вектором продольной поляризации; наконец, вектор 
Ckj’, не имеющий пространственных составляю щ их, будем назы вать 
вектором скалярной поляризации.



Вернемся к разлож ению  (1.4.34). Чтобы величины Лц были вещест
венными, нуж но (при сделанном выборе векторов поляризации) счи
тать, что dki =  Ckx- 

Таким образом,

/».W =  w  У  -г4=  +  « ' о ' 4'). (1.4.38)
” ^ 1Л=0 у “

Отметим, что это разлож ение не предполагает выполненным условие 
Л оренца <5Мц =  0. Т ак как

((Скз -  Ско) -  (см -  Ско) (1.4.39)

то условие Л оренца будет выполняться, если Скз — Ско =  0. Если меж
ду Скз и съо сущ ествует такая  связь, то разлож ение Л м (я) на плоские 
волны будет иметь вид

Лц (л:) =  А% (х) +  дйЛ  (лг),

где (л:) — поперечная часть потенциала (х):
2„ /Г/Ч 1 VI 1 ' Ck)-—ikx , * Ah)*ikx\

Ац W  "ТТтГ Zj \С̂ е^ е "Ь £ }»f V ^  у ы

и Л (х) —  скалярн ая ф ункция, имеющая вид

V 2а
/„ —ift* * Ik x\■ (Скзе — Скзе ).

Отметим, что величина ддЛ (л:) не дает вклада в тензор электромагнит
ного поля FjLiv (а:) и поэтому может быть устранена с помощью калибро
вочного преобразования (1.4.25).

Соотношение (1.4.35) вместе с соотношениями (1.4.36), (1.4.37) 
показывает, что частицы, связанны е с электромагнитным полем,— 
фотоны, обладают спином, равным единице, причем состояние с проек
цией спина, равной нулю, не является физическим, так как  может 
быть исключено калибровочным преобразованием (1.4.25).

§ 1.5. ДИРАКОВСКОЕ ПОЛЕ

1.5.1. У равнение Дирака. И зучив скалярное и векторные поля, 
описывающие частицы со. спином 0 и 1, перейдем к изучению полей, 
описывающих частицы со спином V2. Такие поля называются дира- 
ковскими. Важнейшим примером такого поля является электронно
позитронное поле, частицы которого — электроны и позитроны — об
ладают спином V2.

П режде всего рассмотрим, как  из уравнения К лейна — Гордона 
путем понижения его порядка можно получить уравнение для дира- 
ковского поля.

Обозначим функции поля частицы со спином V2 через Хр (л;), где 
индекс р принимает два значения (р =  1, 2) в соответствии с тем, что
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спин частицы предполагается равным V2. Ф ункции хр (х) должны 
удовлетворять волновому уравнению  Клейна — Гордона

( д %  +  т 2)Хр (х) =  0 (1.5.1)
или уравнению

pv-рцХ (х) =  т2Х (х),

где т — масса частицы и рц — idц.
Введем далее матрицы П аули

с :)• -(?  -;)• - е  _°ti  _ о° 1 О
.0 1

(1.5.2)

удовлетворяющие соотношениям
а {а к =  ô«  +  îBikta l, {a1, <т*} =  2Ь1к. (1.5.3)

Тогда, вводя матрицы =  g tlvcrv == (о0,—  о*) и учитывая, что 
(о**/?й) (ovp v) =  pyj}'1, уравнение (1.5.1) можно переписать в виде

(Рри) (a Vv) 1 =  тЧ. (1.5.4)
Чтобы  понизить порядок этого уравнения как  по временной, так  и по 
пространственным производным, введем новые компоненты поля щ  (х) 
(А =  1, 2):

a vpvX =  mcp,

после чего уравнение (1.5.4) примет вид

(0*>ц) ф =  тХ.
Таким образом, вместо уравнения второго порядка для двух ф унк

ций Хр (*) мы получили четыре уравнения первого порядка для двух 
функций фр (х) и двух функций Хр (*)'■

кт^дцф — тХ  =  0, ( 1 5  5)

10^дцХ — т ф  =  0.
Будем рассматривать функции ф и X как  компоненты единой 4-ком

понентной функции фр (х) (р =  1 , 2 ,  3, 4):

ф =

которую 'назовем биспинором. Тогда если построить с помощью матриц 
о**, а** четыре четырехрядные матрицы

0
= (1.5.6)

то оба уравнения (1.5.5) могут быть объединены в единое уравнение 
для ф

(гу^дц — т) ф (х) =  0. (1.5.7)
Это уравнение носит название уравнения Д и р ака  [2].



Отметим, что согласно (1.5.3) матрицы оц, gp удовлетворяют соот
ношениям

g^g v =  g»v +  е^Р о^О р ,
(1.5.8)

gmgv =  g^v ----- ^  еР^РахОр,

где ePv P̂ — полностью антисимметричный тензор 4-го ранга (е0123 =  
=  1). Отсюда следует, что

aMov +  0vaM =  2g »vf g^gv 4- gvgu =  2gPv. (1.5.9)
Из этих формул следует, что матрицы уц удовлетворяю т перестановоч
ным соотношениям

yPyv yVyM- =  {уд, yv} _. 2grPv. (1.5.10)

Можно показать [3], что эти соотношения определяют матрицы у** с 
точностью до преобразования подобия. Это значит, что если матрицы 
уР и уР' удовлетворяют соотношениям

{у*\ yv} =  2gw , {уР', yv } =  2g»\
то существует такая  несингулярная матрица S, что

уР' =  S yP S ”"1.
Заметим, что если перейти от функций ф (а:) к функциям ф ' (а:) =  

=  5ф  (а:), то функции ф ' (х) будут удовлетворять уравнению
(1уи'дц — т) ф ' (а:) =  0.

М атрицы уР, определяемые формулой (1.5.6), удовлетворяю т со
отношениям

Y*l+ =  Yu =  gnvYv (1.5.11)

и, следовательно, y0 —  эрмитова матрица, а у* —  антиэрмитова мат- 
рица (k =  1, 2, 3). Отсюда и из (1.5.10) следует, что матрицы уР унитар
ны. Мы далее будем пользоваться таким представлением матриц уР, 
В котором справедлива формула (1.5.11).

1.5.2. Алгебра дираковских матриц. Как мы видели, дираковские 
матрицы уР определяются соотношениями (1.5.10) с точностью до пре
образования подобия. М ежду тем ясно, что физические результаты , 
получаемые с помощью уравнения Д и рака, не должны зависеть от 
этого преобразования. Поэтому они долж ны вы раж аться через вели
чины, которые не зависят от преобразования подобия. Такими вели
чинами являю тся шпуры (или следы) произведений матриц уР. П ока
жем, как вычисляются шпуры произведений дираковских матриц. 
Введем предварительно матрицу у5:

У* =  _  iyOyУ у 3. (1.5.12)

Из соотношений (1.5.10) легко видеть, что

(y5)2 =  U (Y^. y5) =  0, y5+ =  Yb- (1.5.13)



Y6 =
/ 0'
о /

(1.5.14)

И спользуя матрицу у5, легко показать, что шпур произведения нечет
ного числа матриц у^ (р. =  0, 1, 2, 3) равен нулю, т. е.

Spy*4 . . .  / * » + ‘ ==0. (1.5.15)

Д ействительно, так как Sp ab  =  Sp ba, то согласно (1.5.13)

Sp У**1 • • • уЦ2"+> =  Sp (у5)2уц‘ . . .  y ^ + i  =  S p y 5yW| . . . ,

у^2п+ 'у 5 == —  Sp (у5)2 у Ц* . . . у^->,|+ 1 =  —  Spy**1 . . . y*i2n+ lf

откуда следует (1.5.15).
Д ля  вычисления шпуров произведений четного числа матриц ум 

отметим, что согласно (1.5.10) справедлива формула

/ ■  . . .  -fin  =  _  уц* . . .  /Sny*** 4-
2 п

+  2 £ ( - i ) V V ! yw - Y ' +1 •••  y f*Zn,
i=  2

откуда, учитывая, что Sp ab  =  Sp ba , получаем
2м

Spy**1 . . .  / 2" =  S  (— n V ^ ' S p y ^  . . .  ув< - 1 / Ж  . . .  у ^ л . (1.5.16)
i = 2

Таким образом, вычисление ш пура от произведения 2п матриц у» 
сводится к вычислению шпура от произведения 2п — 2 матриц у 
У читывая, что Sp /  =  4 ( /  — единичная 4-рядная матрица), согласно 
формуле (1.5.16) находим, например,

i - S p y ^ y v =  ^ v ; (1 .5 .16 ')

4
Sp =  gvvghp gP'Pgvh — gV'hgvp.

Введем полную систему 4-рядных матриц, т. е. систему матриц, 
по которой можно разлож ить любую 4-рядную  матрицу. В случае 
двухрядных матриц в качестве полной системы можно выбрать матри
цы су̂ , р  =  0, 1, 2, 3. В случае 4-рядных матриц в качестве полной си
стемы можно выбрать 16 унитарных матриц Га (а =  1, ..., 16)

Га = 1 ,  у**, у6, уву5, [ув , yv] =  ( ц <  v). (1.5.17)

П оскольку полная система долж на состоять из 16 матриц, то нам до
статочно доказать линейную независимость матриц Га. Определим с 
этой целью в пространстве 4-рядных матриц скалярное произведение



1 ^ = 1 .  Yu, Y6» — YnY\ — - -̂[Yu, Yv],

и используя формулы (1.5.15), (1.5.16), легко  видеть, что

(Га, Гь) =  8аь. (1.5.19)
Это значит, что матрицы Г0 при таком определении скалярного произ
ведения являю тся ортонормированными и, следовательно, они линей
но независимы.

Таким образом, если А — произвольная 4-рядная матрица, то ее 
можно представить в виде

16
Л =  £  саГи, (1.5.20)

Д=1

где коэффициенты разлож ения

са =  (Га, Л) =  4 - 5 РГ+Л.

Отсюда следует, что если некоторая матрица В  коммутирует со всеми 
матрицами ур (р =  0, 1, 2, 3), [ур, В] =  0, то она кратна единичной, 
В  =  XL Действительно, из [у^, В] =  0 следует, что [Га, В] =  0 (а =  
=  1, ..., Л6). Поэтому согласно (1.5.20) матрица В  коммутирует с про
извольной матрицей А и, следовательно, матрица В  кратна единич
ной.

Часто приходится встречаться с матрицами вида y^Qy*1, где Q — 
произведение некоторого числа матриц yv. И спользуя (1.5.10), такие 
суммы легко преобразовать к виду y^Qy*1 =  y^y^Q' +  yxQ", где Q', 
Qff — некоторые матрицы. Например,

Y nY V  =  —  2yv. YuYvY V  =  4gv\
УдУ vy^ypy^ =  — 2ypy*yv.

Если

то
Q =  уVl . , .  yv^+i ̂

Уи<?Уд =  — 2 QRi y^Qy V  =  2 (y*Q +  Q*y*), ( 1.5.22)

где Qr =  yV2"+1, ... yv*. Эти формулы справедливы такж е в том слу
чае, когда Q, кроме нечетного числа матриц yv (v =  0, 1, 2, 3), содер
жит в виде множителей произвольное число матриц у5 (при этом у% =  
=  Уб).

1.5.3. Релятивистская инвариантность уравнения Д ирака и лаг
ранжиан дираковского поля. У равнение Д и рака (1.5.7) инвариантно 
по отношению к преобразованиям Л оренца (см. §1 . 1 )

=  а\хУ9 ф (х) -> ф ' (х') =  S (а)ф(д:), (1.5.23)
где 4-рядная матрица S  (а) удовлетворяет соотношениям



Это значит, что если биспинор ф (х) удовлетворяет уравнению  Д и р ака  
(1.5.7), то биспинор ф ' (а:') будет удовлетворять такому ж е уравнению

{iyvd'v — т) г];' (а:') =  0.
Действительно,

S~l (iy^d^ — т) ф ' (а:') =  (iS~] y ,uSdp — т) ф (х)9

а так как  0^= а^д%, то отсюда и из (1.5.24) следует инвариантность 
уравнения Д ирака.

Т ак как  матрицы у'» =  a^vYv вследствие (1.1.7) удовлетворяю т со
отношениям {у'*1, y"v} =  2g^v, то отсюда вытекает сущ ествование мат
рицы S  (а).

Соотношение (1.5.24) определяет матрицу S  с точностью до произ
вольного числового множителя (если и S 2 — матрицы, удовлетво
ряющ ие соотношениям (1.5.24), то матрица S j S r 1 согласно этим со
отношениям будет коммутировать со всеми матрицами у*1, т. е. будет 
кратна единичной). Этот множитель мы будем фиксировать условием

det S  =  1, (1.5.25)

после чего матрица S  будет определена однозначно с точностью до од
ного из множителей — 1, i , — Л Д ля  бесконечно малых преобразований 
Л оренца =  6^v +  матрицу S  (а) можно представить в виде (см- 
(1-1-14))

S  (а) =  1 --- y  (1 -5.26)

где матрицы 2> v согласно (1.5.24) удовлетворяю т соотношениям 

i уК] =  gV*y‘V ---

Отсюда и из условия Sp 2>v =  0 (оно вытекает из (1.5.25)) следует

Y4. (1 .5 .26 ')

Кроме биспинора ф (а:) введем биспинор ф (а:), причем

ф (а:) =  ф* (а:) у0. ( 1.5.27)
При этом имеется в виду, что 4-рядная матрица А может действовать 
на биспинор, находясь как  слева, так и справа от него:

(Лф)р =  Лрафа, (фЛ)р =  фаЛар.

Отсюда следует, что Лф =  фЛ (Л — матрица, транспонированная по 
отношению к матрице Л). _

Л егко  видеть, что биспинор ф удовлетворяет уравнению

О '/д ц  +  т) ip (х) =  0
или



(здесь производная от д д действует на функцию, стоящ ую слева от дд). 
Биспинор ф (х) будем назы вать сопряж енным.

П окажем, что сопряж енны й биспинор ф (х) преобразуется при пре
образованиях Л оренца согласно закону

Ф (х) -*■ Ф' (х') =  Ф (х) S'""1 (a) Sgn а°0, Sgn а°0 =  а°0/\ a l  |. (1.5.29)

При этом мы исходим из того, что биспиноры ф ' (л;') и ф ' (х') связаны  
между собой тем же соотношением (1.5.27), что и биспиноры ф (л;) и 
ф (л:). Для доказательства перепишем (1.5.24) в виде

S~~lykS — a ktyl +  a*0y°, S ’~iy°S =  a°kyk +  а°0у° (1.5.30)

(fe, / — 1, 2, 3). У читывая, что у ц+  =  у** и что величины а% веществен
ны, имеем

S+ykS~{ 1 =  a ktyl — а*0у°, 5 + y°S + '“ 1 =  — a°kyk - f  a°0y°. 
Умножая эти соотношения справа на у0 и снова используя (1.5.30), 
получаем

S y °S V  =  — Y*Sy0S + , S y0S + y0 =  y°Sy°S+.
Отсюда следует, что [Sy°S+y°, у»4! =  0. Поэтому согласно излож ен
ному выше матрица Sy0S+y° кратна единичной: S y0S + y 0 =  Я • /  или 
Sy°S+ =  Яу°. Т ак  как  матрицы Sy°S+ и у0 эрмитовы, то число Я долж 
но быть вещественным. У читы вая, что det S — 1, получаем Я4 =  1. 
Поэтому Я =  ± 1 .  Д л я  собственной группы  Л оренца и для простран
ственных отраж ений (а*/ =  —б/, ak0 =  a°k =  0, а°0 =̂ 1, когда S  =  у0) 
Я =  1. Д л я  преобразований обращ ения времени (а°0 =  — 1) 5  =  у°уб» 
поэтому Я =  — 1. Таким образом,

S y°S + =  y ° S g n a ° 0. (1.5.31)
Учитывая, что ф ' (х') =  ф ' (дс/)*у°, согласно (1.5.23) получаем 

ф ' (л:') =  ф* (л:) S + y° =  ф (л:) y°S+ y°.

Отсюда согласно (1.5.31) следует закон  преобразования (1.5.29) со
пряженного биспинора.

С помощью билинейных комбинаций биспиноров ф и ф  можно прос
то строить 4-тензоры различны х рангов.

Согласно (1.5.23), (1.5.29) величина
S(x) =  ф (х) ф (л;) =  фа (л;) фа (х)

будет релятивистским скаляром , т. е. ф ' (л:') ф ' (л:') =  ф (л:) ф (л;). 
Используя (1.5.23), (1.5.29), легко  видеть, что величины

Т * -* *  (х) =  Ф (*) (X) S  (х) ( / *  . . .  %  (*) (1.5.32)
образуют тензор п-го ран га , т. е.

=  . . .  у ' Н ' (* ')= -

=  а \  . . .  а \ Т * " * » ( х), (1.5.33)
П



-и„ до =  я|) (х) у6уй* . . .  (х)
образую т псевдотензор л-го ранга, т. е.

А'»1-* *  (*) «  ?  (х') у У '  . . .  / « ф '  (х’) =

=  d e ta a u'Vt . . .  c A  ^ v," v«(a:)

(предполагается, что Sgn a°0 =  1). Эти формулы непосредственно сле
дуют из (1.5.24), если учесть, что

S -1 (a) y6S (а) =  у5 det а.
П оследняя формула является следствием (1.5.24), если отметить, что

S - 1 (a) y5S  (а) =  -  i a \ a \ a \ a \ y y y y  =

=  — m 0voa 1v1a 2v!o 3va 4 -  S  r a Sp Г *

и учесть, что вследствие соотнош ения а\аР^ g v^ =  0 (для К Ф  р) в 
правую  часть данного равенства дает вклад  только  матрица у6* При 
этом использованы очевидные формулы

— i Sp у V ° y VlYV2YV3 ^  4ew 2v3> & & м * а \ а \ а \ а \  s  det a.

Р асклады вая матрицы убуд,-..уДл по полной системе мат
риц Га и вычисляя шпуры по формулам (1.5.16), легко  убедиться, что 
тензоры (1.5.32), (1.5.33) сводятся к сумме произведений универсаль
ных тензоров Ô|V, e ^ W 4/ и пяти неприводимых тензоров

S =  фф, Р =  фу5ф, Vд =  фу^ф, =  фуцу5ф, 7 ^  —

=  ф о ^ ф , (1.5.34)
которые представляю т собой соответственно ск ал яр , псевдоскаляр, 
вектор, псевдовектор и антисимметричный тензор второго ранга.

Построим лагран ж и ан  дираковского поля, который приводит к урав
нению Д и р ака . Согласно (1.5.34), (1.1.6) величины фф, фу^ддф, ф у ^ ф  
являю тся релятивистскими инвариантам и, т. е.

ф '(* ') ф ' {х') =  ф (х) ф (*), ф ' {х') у^Эдф' {х') =  ф {х) у^Эдф (х).
Поэтому лагран ж и ан  дираковского поля, который такж е долж ен быть 
релятивистским инвариантом, имеет следующую структуру:

# ( Ф .  Ф) =  4 “ Ф т ) ^ ----- ^ Ф (* у ддм +  т ) ф .  (1.5.35)

Этот лагран ж и ан  является вещественным и при независимом варьиро
вании ф и ф ,  как  легко видеть, приводит к линейным уравнениям  по
ля первого порядка — уравнениям  Д и р ака . Отметим, что лагран ж и ан  
имеет структуру  общего лагр ан ж и ан а  (1.3.11), причем роль матриц 
Гц играю т дираковские матрицы уц, а роль матрицы ü, определяющей 
ф ,— матрица у0.



В соответствии с общими результатами пп. 1.2.2, 1.2.3 мы можем 
теперь определить канонический тензор энергии-импульса

T»v{x) =  4  “ T  (1-5.36)

связанный с инвариантностью  лагран ж и ан а относительно 4-смещений; 
канонический тензор моментов количества движ ения

M pv:p =  xp7’vp — xvT w  +  2 pv}t|), (1.5.37)

связанный с инвариантностью  лагран ж и ан а относительно 4-поворо
тов, и вектор тока

=  (1 .5 .38)
связанный с инвариантностью  лагран ж и ан а относительно фазовых 
лреобразований.

В прилож ениях встречается задача о выражении величины

(^ГаФг) (Ф зГьфД гДе Га, — матрицы  (1.5.17) и ф4 - -  неко
торые биспиноры, через величины ( г ^ Г ^ )  ('ф3Г ^ ,ф2):

('ФхГд'фг) ('ФзГ^-Ф4) =  S  Cabcd (^ îIV W  ф 2)« (1.5.39)
cd

Входящие сюда коэффициенты Саьса представляю т собой, очевидно, 
коэффициенты разлож ения прямого произведения матриц Га X Г6+  
по прямым произведениям матриц этого ж е типа, только с переставлен
ными индексами

(Га)«Р (Г^)ро =  J] Cabcd (Гс)аа (Г^)рр. (1.5.40)
cd

Коэффициенты Cabcd мож но найти из условия полноты системы ма
триц Га1

- Г  £  (r *W  (Г^)рэ =  6г, Л р- (1-5.41)

Д л я  доказательства (1.5.40) рассмотрим разлож ение произвольной 
матрицы Q по матрицам Г,,

Q =  4  S r d s p rj-Q ,
4 d

ИЛИ

Qr\b ^  ~4~ S  (Г j~)pp Qpp,

откуда следует формула (1.5.41). Чтобы получить коэффициенты Cabcd% 
достаточно представить левую  часть (1.5.40) в виде

(Га)ар (Г^)ро =  (Га)ал5лр5хр (Г^К а 
и использовать (1.5.41), после чего получим

(Га)ар(Г6+)ро =  -J- Ç (rar dr t+)ao(rt)pf}.



Разлож и в матрицу Г Д ’Д ’г?' по матрицам Гс, получим

Cobed =  Sp l t r + r ar d. ( 1.5.42)

Соотношения (1.5.39) (или (1.5.40)) вместе с (1.5.42) называю тся тож 
дествами Ф ирца [41.

П олагая в (1.5.40) Га =  у», Гь =  у11 и производя суммирование 
по индексу р* получаем

(ï^ )a 3 (Ти)ра =  X  (Г с)аа (Г^")рр Sp УдГ1
cd lKJ

И спользуя формулы (1.5.17), (1.5.16), находим

Vй X Yu =  /  X /  — у6 X Vs ----- Y  Yv X Vv----- Y  YVY6 x  YVY5- (1-5.43)

Здесь в левой части равенства множитель перед знаком прямого про
изведения подразумевается с индексами оф, второй множитель — с 
индексами p a , а в правой части равенства первый множитель имеет 
индексы a  a , второй — рр. Аналогичным образом легко  получить со
отношения

I X /  =  4" | /  X /  +  у̂  X Ун +  -J- at*v X Ouv — У Y  X у5Уц -f у6 X у6| ,

X a v̂ =  3/ X / -----^-a^v х  Guv +  Зуб X у5,

y V  X У6Уц =  — / X / -----^-у^ХУц-----Y  V Y  X Y Y  +  Y5 X y6,
2 2 (1.5.44)

y5 x  y5 =  4" | /  x  / — y11 x  y,» +

4- -J-ailv x  anv +  y Y  x  у6уц +  y5 x  y5| .
И з (1.5.43) следует

( t i / W  W w h )  =  (Ф1Ф4) (ФзФз) —  (ФхУ5̂ )  СФзГЧг) —

— \  W’iy ^ x )  ('FsYv'W — 4 -  ( Ï iY Y M  ('tsY vy^a).

Д елая  в этой формуле замены

Т у 5), ф2-^ (1  ± у 5) ф 2, Ф з-^Ф з(1 Т У 5), Ф4 —̂  ( 1 ±  У8) ф4 
и зам ечая, что (1 ±  у5)2 =  2 (1 ±  у5), (1 ±  у5) (1 =F У5) =  0, полу
чаем

№1/  (1 ±  У5) Фз) (ФзУи(1 ±  У5) Ф4) =
=  —'W’iY  ̂( 1 ±  У5) ф4) (ФзУи (1 ± у 5)ф2). (1-5.45)

Это соотношение используется нами далее.
1.5.4. Плоские волны. У равнение Д и р ак а  допускает реш ения в 

виде плоских волн
ф (д:) =  и ехр (— ipx), рх  =  p 0t — рх,



(у^Ри — т) и =  0.
П риравняв детерминант этой системы нулю, найдем, что уравнение 
имеет нетривиальное реш ение в том случае, если

Р*Р» — т 2 =  О 
или

Ро =  ± V p 2 +  m2.
Таким образом, мы получили два типа реш ений, одно из которых 

зависит от времени как  е~1р«1 (полож ительны е частоты), а другое как  
еШ  (отрицательные частоты), где р0 — Ң- у р2 Ң- т2.

Д алее под скалярны м  произведением рх  будем понимать величину

рх  =  p j  —  рх, р 0 =  +  V p 2 +  m 2
и в соответствии с этим реш ения уравнения Д и р ака  запишем в виде 

■ф (дс) =  и« (р) е~‘«рх, q — ±  1, (1.5.46)
где биспинор и« (р) удовлетворяет уравнению

А А

(qp — т) и« (р) =  0, р =  р„ур.
Видно, что биспинор ия (р) является собственным вектором матрицы
А

/?, принадлежащ им собственному значению qtn. Т ак  как  собственных 
значений только два, а полная система собственных векторов долж на 
содерж ать четыре вектора, то собственное значение qtn двукратно вы
рождено, т. е. ему принадлеж ат два линейно независимых биспинора 
ия (/?), которые можно считать собственными векторами некоторой че-

Л

тырехрядной матрицы, коммутирующ ей с р. В качестве такой матри
цы мы выбираем 2п , где

=  - L e '« S w, r v =  - f  № . yv]

и n =  j Эта  м атрица, как  легко  проверить, коммутирует с р,
А

[р, En] =  0 (коммутатор равен  нулю  только  в том случае, если п//р).
Таким образом, биспинор и, который мы будем обозначать через 

uqp (р), удовлетворяет уравнениям

(qp — m) u«v- (р) =  .0, Еш«*'(р) =  \ш«р (р), ( 1.5.47)
где р  — собственные числа матрицы En. Так как (En)2 =  , то

р = ± 4 - -
М атрица представляет собой инфинитезимальный оператор 

группы пространственных вращ ений. Поэтому матрицу 2п  можно ин
терпретировать как  оператор проекции спина частиц, связанны х с 
полем ф, на направление импульса р. Собственные значения этой 
матрицы называю тся спиральностью  частицы.



А
В еличина q , определяю щ ая собственные значения матрицы р , мо

ж ет быть связан а, как  мы увидим в квантовой теории (см. далее § 2.5), 
со знаком заряда частицы, описываемой полем ф.

И так, задав импульс частицы р , получим четыре состояния, соот
ветствующие двум значениям квантового числа q и двум значениям 
квантового числа р. В связи с этим поле ф пригодно для описания как  
электронов, так  и позитронов и его называю т в этом случае электрон
но-позитронным. Однако следует помнить, что дираковское поле мо
ж ет служ ить для описания и других частиц, обладающ их спином 1/ 2. 
Более подробная корп ускулярн ая интерпретация поля ф (х) приведе
на в гл. 2, посвященной квантовой теории, в которой ф (х) будет рас
сматриваться как  некоторый оператор, действующий в гильбертовом 
пространстве чисел частиц.

У равнения (1.5.47) определяю т биспинор иР* с точностью до произ
вольного множ ителя, который может зависеть от квантовых чисел q , 
р. Чтобы сформулировать условие нормировки и™, покаж ем вначале, 
что величина иш (р) ит (р) вещественна, причем знак ее совпадает со 
знаком q . Д ля  этого рассмотрим преобразование Л оренца с коэффи
циентами аЧо= p^ltn (так как  = 1 ,  то такое преобразование
сущ ествует). Ему соответствует некоторая матрица преобразования 
биспиноров S  (а):

м?и =  S  (a) и«|* =  S “ ‘ (а)
__ —  О о

причем согласно (1.5.29) uQliu‘,li =  ич̂ ич̂ . Биспинор uni удовлетвори ' 
ет, очевидно, уравнению

(qS~lpS  —  т) и№ =  0.
Т ак как  % ° =  р»/т, то согласно (1.5.24)

S / S -1 =  / а /  =  —  р.
О

Поэтому биспинор ияук удовлетворяет уравнению
о

(mqyQ — т) и™ — 0.
Это уравнение показы вает, что рассматриваемое преобразование Л о
ренца соответствует переходу в систему покоя частицы.

о
У множ ая последнее уравнение слева на ит', получаем

у<?ц*у°ц№. =  цЯМ-цЯ» —
—  О О

Таким образом, uQ̂ uq̂  =  quw'uP*, что доказы вает наше утверждение.
О О о

Пронормируем биспинор и№ так , чтобы и1П1*и1№ — 2т. Тогда би
спинор и911 будет нормирован согласно условию

=  2mq. (1.5.48)
Сопряженный биспинор и«'•*' удовлетворяет уравнениям

и4’̂  (q'p — т) =  0, u ^ 'E n  == р/ы»'»1'. (1.5.49)



^  _  J p j  и*’*и™ =  0, (р ' -  р) =  0.

Эти уравнения вместе с (1.5.48) приводят к следующим условиям ор
тонормировки биспиноров ит:

и™  (р) ит (р) =  2mqàqĝ .  ( 1.5.50)

Выведем условие полноты системы биспиноров иЯа (р) в простран
стве функций fa, зависящ их от спинорного индекса а  (а  =  1, 2, 3, 4):

-2^Г 2  ЯиТ  (р) иТ  (р) =  (1.5.51)

Так как четыре биспинора (р) (q  =  ± 1 ,  р =  dh - y j  согласно

(1.5.50) линейно независимы, то они образую т полную систему в про
странстве функций fa-

fa  =  £ С ,Х Г ( /> ) ,  (1.5.52)
<7И

где согласно (1.5.50) коэффициенты разлож ения

с .»  =

П одставляя это выражение в (1.5.52), находим 

L =  Z u f(p ) ^ L .( ï? » {p ) f ) .
QlX

П олагая f a =  ôap (P — фиксировано), получаем условие полноты
(1 .5 .51) .

В конкретны х расчетах, связанны х с уравнением Д и р ака , прихо
дится вычислять матричные элементы четырехрядной матрицы А 
между состояниями uQ,]X' (р') и uq]X (р):

(р) A i?»’ {р') =  5g* (р) Ааг4 » '  {р').
Д ля  нахож дения этих величин удобно ввести матрицу проектирова
ния Л«* (р):

Aw  (р) aq'w {р) =  ô {р).
И спользуя уравнения (1.Ç.47), легко  получить, что

(р\ _  (т  +  яр) (̂ п +  р)

П окаж ем , что справедлива формула

U.T {р) « Г  {р) =  2m^Agp (р).
И з определения матрицы проектирования (1.5.53) находим

иТ {р) u f  (р) =  2mq (/?) Ag£ (/?) «£•*' (p),
1?'Ц'

откуда, учитывая условие полноты (1.5.51), получим формулу (1.5.55).

(1.5.53)

(1.5.54)

(1.5.55)



hw  (р) Аит (р) =  2mq Sp Aw  (р)А. (1.5.56)

Вычислим далее величину | и4'̂ ' (р') Auw  (р) |2 (так как  биспинор 
uqv- определен с точностью до фазового множителя ехр ир,т , то ф азу 
матричного элемента uq,]X'Auni полностью определить нельзя). Л егко  
видеть, что

(йч'1АичЖ)* =  й^'Аи™, Л =  у М +у° 
и, следовательно,

\и«»Аи«-* |2 =  ZTAa^ u ^ ' A pouT.
И спользуя (1.5.55), находим окончательно

I йда (р ) Au*'**' (р') I2 =  4m*qq' Sp АА™  (р') ААШ (р). ( 1.5.57)
Отметим, что так  как

S A « o , ) _

ТО
2  I uqyxAuq0]X |2 =  qq' Sp А (т +  q'p') А(т +  qp). (1.5.58)
mm'

1.5.5. Преобразование зарядового сопряжения и майорановский 
биспинор. Если дираковская частица обладает электрическим зарядом , 
то она взаимодействует с электромагнитным полем. Подробно это 
взаимодействие изучено в гл. 3. Здесь же мы используем только тот 
факт, что уравнение дираковской частицы с зарядом  е в электром аг
нитном поле Л ц (а:) имеет следующий вид:

{iy11 (дц — геЛц (а:)) — т) ф (а:) =  0. (1.5.59)
Включение взаимодействия заряж енного поля ф (а:) с электромагнит
ным полем происходит путем замены производных дд на д д —  ieAц 
(принцип минимального электромагнитного взаимодействия; общий 
вопрос о включении взаимодействия частиц с калибровочными полями 
рассмотрен далее в § 1.9).

Л егко  видеть, что сопряж енный биспинор ф (а;) =з  ф* (а:) у0 удов
летворяет уравнению

{гуц (5ц1 +  *еЛц (а:)) +  /п )Ф ( а:) =  0. (1.5.60)
У равнения (1.5.59), (1.5.60) описывают одновременно электроны  

и позитроны, отличающиеся только знаком заряда. Поэтому уравнение 
Д ирака (1.5.59) долж но быть инвариантно по отношению к изменению 
знака заряда е ->  —е , или, что то же, по отношению к преобразо
ванию

А Д * )-»  А1(х) =  —  А»(х). (1.5.61)
При этом должно производиться такж е преобразование дираковского  
биспинора

(1.5.62)



{/•/* (5ц —  ieAy (ж)) — т } трс (дс) =  0. (1.5.63)
П окажем, что биспинор iff (х) связан  с if) (ж) соотношением

ifc (х) =  Cijj {х), (1.5.64)
где С —  некоторая матрица.

Учитывая (1.5.64), перепишем уравнение (1.5.59) в виде

{ iC /C -1 (ди — ieA l (х)) +  т) ifc (х) =  0.

Д ля совпадения этого уравнения с (1.5.63) необходимо, чтобы матри
ца С удовлетворяла уравнениям

С / С _1 =  — / .  (1.5.65)

Т акая матрица, очевидно, сущ ествует, так  как  матрицы и у'» = з
=  —у» удовлетворяю т одинаковым перестановочным соотношениям 
(1.5.10) (см. п. 1.5.2).

П окаж ем , что матрица С антисимметрична, т. е. С =  — С. И з 
(1.5.65) следует, что у*1 =  — С_1у^С. И спользуя снова (1.5.65), полу
чаем отсюда у^СС-1 =  СС_1у^. Поэтому СС~] =  k l ,  где к — некото
рое число. Т ак как С =  кС , то С — кС и, следовательно, к =  ± L  
П окаж ем, что к =  — 1. Д ля  этого отметим, что для 16 линейно неза
висимых матриц ТаС (см. п. 1.5.2) согласно (1.5.65) справедливы со
отношения

I • С — k l  • С9 у^С =  — ку»С, у5С =  куъС,

у*у5С =  %у*у6С, (у*1, t v] С =  — % ~  ly**, yv] С.

Отсюда следует, что из 16 линейно независимых матриц ТаС в случае 
к =  + 1  антисимметричных будет 10, а симметричных 6; в случае ж е 
к =  — 1 симметричных матриц будет 10, а антисимметричных 6. Н о 
10 антисимметричных линейно независимых матриц не сущ ествует, 
поэтому к =  — 1.

П окаж ем, наконец, что матрицу С можно считать унитарной. Д ей
ствительно, из (1.5.65) следует, что С4— !у^С+ =  —у*. Отсюда, снова 
используя (1.5.65), находим СС+у^ =  у^СС+. Поэтому СС+ =  Ыг 
где I  >  0. Т ак  как формулой (1.5.65) матрица С определяется с точ
ностью до произвольного численного множ ителя, то мы можем его 
выбрать так , чтобы СС+ =  / .

И так, матрица С удовлетворяет следующим соотношениям:

С / С ~ ‘ =  —  С =  — С, СС+ =  / .  (1,5.66)

П реобразование (1.5.62) называется преобразованием зарядового со
пряж ения, а величина (х) —  зарядово сопряж енным биспинором.



Отметим, что при преобразовании зарядового сопряж ения биспинор 
ф (х) преобразуется согласно формуле

ф (х) -+  ф с (х) =  С“ 'ф  (х). ( 1.5.67)

Д ействительно, фс (я) =  i|'c'y° =  Т ак как  ф* =  фу°, то, ис
пользуя формулу (1.5.65), приходим к (1.5.67).

П окажем, наконец, что при преобразованиях Л оренца х -*■ х' =  
=  ах  зарядово-сопряж енны е биспиноры фс, фс преобразую тся соглас
но формулам

фс (х) фс’ (х') =  5 ф с (x )S gn  а®, фе (*) фс’ (х') =

=  ? ( * ) S _1. (1.5.68)

С этой целью заметим предварительно, что матрица 5  (а) удовлетво
ряет соотношению

SC S C -1 =  1. (1.5.69)

Д ействительно, из формулы (1.5.24) следует, что

5 / 5 - 1 =  a \ f .

Поэтому, учитывая (1.5.65), находим, что SCSCHy*1 =  y^SC SC -1 и,
следовательно, 5 С 5 С - "1 =  к (к — некоторое число). Т ак как det 5  =  
=  1, то к =  ± 1 ,  =Ы. Ясно, что для собственных преобразований Л о
ренца к =  1, а для пространственного отраж ения к =  1, если 5  =  
=  iy°, и к =  — 1, если 5  =  у0. Д л я  пространственно-временного от
раж ения к ~  1 для 5  =  у5 и к =  — 1 для 5  =  /у5. Д оопределив мат
рицу S  (которая ранее определялась с точностью до множителей ± 1 ,  
± 0  условием к =  1, получим соотношение (1.5.69); при этом для про
странственного отраж ения 5  =  /у0, а для пространственно-временного 
S =  у5.

Т ак как связь  биспиноров фс' (х '), фс' (х ') с биспинорами ф' (х '), 
ф ' (х') долж на быть такой же, как и связь  биспиноров фс (х), фс (х) с 
биспинорами ф (х), ф (х), то, используя закон преобразования биспи
норов ф (х), ф (х) при преобразованиях Л оренца (см. (1.5.23), (1.5.29), 
а такж е соотношение (1.5.69), мы придем к формулам (1.5.68).

Если зар яд  частицы равен нулю, то согласно (1.5.59), (1.5.63) урав
нение Д и рака допускает реш ения, для которых биспинор ф (х) совпа
дает с зарядово-сопряж енным биспинором

ф (х) = ф  с (*). (1.5.70)

Такой биспинор называется майорановским [5]. Он может служ ить для 
описания нейтрино в том случае, если масса нейтрино отлична от нуля. 

Д ираковский биспинор всегда можно представить в виде

Ф = Ф *. +  ФК, (1.5.71)



где

% - Ц г ^  Ф’ =  '' г 7'  У

(такое разбиение яр играет важ ную  роль в теории электрослабого вза
имодействия). Д ля  майорановского биспинора

ч>» =  - 4 * -  С<|>.

Учитывая, что С“ 1у5С == у5» получаем

=  Су° ( - Ц  — ^ )*  =  C v 4 l  =  C ÿL,

или

Фк =  VL-
Таким образом, майорановский биспинор можно представить в виде

(1.5.72)

Если использовать вейлевское представление матриц

yU = ( ° Q 
1

\о» 0 ) '

е I( - 1 0 \
Vs =  |к 0 /  *

то легко проверить, что матрица С будет иметь вид

С =  i

ю * —

О
2 / >

О 1
■ 1 О/-

(1.5.73)

Ф'
Поэтому если записать м айорановский биспинор ф в виде ф =  

то условие г];с =  ф приведет к соотношению <р =  — io 2%*, так  что

■ф =

И з этой формулы следует

■ / а 2х*
(1.5.74)

— io z%*' 
О

причем спинор X удовлетворяет согласно (1.5.59) уравнению

Ô 4 x  +  ^ V  =  0. (1.5.75)



1.6.1. Структура матрицы преобразования дираковского поля.
При преобразовании Л оренца биспинор ф преобразуется согласно 
формуле (1.5.23). П окаж ем, что для собственной группы  Л оренца пред
ставление этой группы, реализуемое 4-рядными матрицами 5  (а), яв 
ляется приводимым, т. е. в некотором базисе матрица 5  (а) имеет струк
туру

( 1.6. 1)

где Т (а) и Т  (а) — двухрядны е матрицы. В связи  со сказанны м от
метим, что справедливо соотношение (см. п. 1.5.3)

S —]y5S =  y6 d e ta . (1.6.2)

Д л я  собственных преобразований Л оренца det а  =  1 и, следователь
но, все матрицы 5  (а) коммутирую т с у5, а так  как  у6 не единичная 
матрица, то это означает, что представление, осущ ествляемое матри
цами S  (а), приводимо.

Рассмотрим базис, в котором матрицы у^ имеют вид (1.5.6) (это 
представление матриц у  ̂ назы вается представлением В ейля). В этом 
базисе

где /  — двухрядн ая единичная матрица. Отсюда следует, что четы
рехрядная матрица 5  (а), коммутирую щ ая с у5, долж на иметь стр у к
туру  (1.6.1).

Т ак как  для собственной группы  Л оренца 5 у °5 +  =  у0 (см. (1.5.31)), 
то, используя формулу (1.5.6), находим

грг ___ гр~\----1

и, следовательно,
(Т (а )  0 \

S (û ) =  (  О Г 1» -1 ) '  (1 ,6 ' 4*

В вейлевском представлении матриц у^ биспинор ф мы записываем 
/ ср \

в виде ф =  I ^  I (см. (1.5.5)). Поэтому при собственных преобразова

ниях Л оренца двухкомпонентные функции ф и X преобразую тся неза
висимо согласно формулам

ф - * ф ' =  7 > ,

Х - Х '  =  7Н~ ,Х. (1-6.5)

Величины, преобразую щ иеся по этим формулам, называю тся спино
рами (подробнее см. п. 1.6.3).



У равнение, которому удовлетворяет матрица Т  (а), получается из 
уравнения (1.5.24) в результате подстановки в (1.5.24) выражений 
(1.6.4), (1.5.6) для матриц S  (а) и у**:

Т+а^Т  =  a'V v, (1.6.6)

Т ~ 1с^Т^ 1 =  a V v. (1.6.7)

П окаж ем , что уравнение (1.6.7) является  следствием (1.6.6). Д ля  
этого докаж ем, что

(a^va v)_1 =  (1.6.8)

Согласно (1.5.9), (1.1.7) находим

а ^ а \  (gvgk +  a ^ a v) =  a^va - v =  1

(по [х суммирование не производится). Н аписав далее уравнение (1.6.6) 
для обратных матриц и использовав (1.6.8), придем к (1.6.7).

У равнение (1.6.6) определяет матрицу Т (а) с точностью до фазо
вого множ ителя, который может быть сведен к ± 1 ,  если налож ить на 
Т (а) условие

det Т (а) =  1. (1.6.9)

Д ействительно из определения матриц g» следует, что

Поэтому I det Т  |2 =  1 и, следовательно, фазовый множитель можно 
выбрать так , чтобы вы полнялось соотношение (1.6.9).

И так, каждому собственному преобразованию  Л оренца a pv соот
ветствуют две двухрядны е матрицы ± Т  (а) с det T (а) =  1 (если 
коэффициенты a pv соответствуют пространственному отражению 
или обращению времени, то уравнение (1.6.6) для Т  не имеет 
реш ений).

П окажем, что справедливо и обратное утверждение: если Т  — про
извольная двухрядная матрица с det Т  =  1, то коэффициенты 
определяемые формулой (1.6.6), соответствуют некоторому собствен
ному преобразованию  Л оренца. Так как =  а*1, то из формулы
(1.6.6) следует, 4T oapv*ffv =  Поэтому коэффициенты а%  вещест
венны.

Убедимся, что выполняется условие ортогональности a \ g ^ pavp =  
== g^v. Т ак как  det T  =  1, то det =  g - -  и, следовательно, со
гласно (1.6.6) det a^vGv =  g - - .  И спользуя явный вид матриц П аули, 
получим отсюда a - va-pgvp =•* g - - .  И з этого соотношения и из (1.5.9) 
следует

a -v O  CL-^G —  - ÿ -  CL-yCL-hyG  О - p  О 0  J —  CL~xCL~},g =  g — •



Поэтому (Яця^)” 1 =  <A,ov (см. (1.6.8)) и, следовательно, согласно 
(1..66) справедливы  соотношения

Г ~  V r 1" 4  =  a \ a v,

r W r - û ' p f l W .

Замечая, что -g- Sp c r V  =  из последнего уравнения получаем

а \ е ^ а\  =  ^ v-
Таким образом, каждой двухрядной матрице T  с det T  =  1 соот

ветствует некоторое преобразование Л оренца и каждому преобразо
ванию Л оренца соответствуют две матрицы Т  (с детерминантом, рав 
ным единице), отличающ иеся только знаком . Отметим, что двухрядны е 
матрицы Т  с det T =  1 определяю тся шестью вещественными парамет
рами ( 2 * 4  — 2 =  6) и таким же количеством параметров определя
ются произвольны е преобразования Л оренца.

Д вухрядны е матрицы T (а) с det T  =  1 осущ ествляю т неприво
димое представление собственной группы  Л оренца. Д ействительно, 
пусть Т (а) и Т (а') — две матрицы, удовлетворяю щ ие соотнош ениям
(1.6.6) с коэффициентами преобразований Л оренца а  и а'. Тогда и з
(1.6.6) следует

(Т (С) T  (a))+  oü (Т  (а ') T  (a)) =  a  W ,  
поэтому Т  (а ') Т (а) =  Т (а'а).

1.6.2. Матрицы преобразования спиноров при бесконечно малых 
преобразованиях Лоренца. Рассмотрим бесконечно малое преобра
зование Л оренца a^v =  6% +  e V  Соответствующую ему матрицу 
Т (а) можно записать в виде

Т ( а ) =  1 _ 2 . ецуа ^ ,  (1 .6 .10)

где o^v — некоторые двухрядны е матрицы, антисимметричные по индек
сам ( i n  V. П одставляя (1.6.10) в (l!6 .6 ), получаем

-  <е^ ( a 4 v  -  а ^ )  =  (ô£av — ô X ) ,  

откуда следует соотношение
Я *4“ Я » / сЯ I сЯ \О Ojj,v OuvO :== I ( ОуОц ~р ОцОу),

Учитывая, что Sp =  0 (так как  det Т  =  1), получаем

o lk =  Oik — ---- Y  ° 0k =  — Y  o k =  a*0. (1.6.11)

Эти формулы можно записать в 4-мерном виде
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И з (1.6.10), (1.6.1 Г ) следует, что матрица Т + -1 (с помощью кото
рой преобразую тся величины X (см. 1.6.4))) для бесконечно малых 
преобразований Л оренца имеет вид

Учитывая (1.1.14), (1.6.10), (1.6.12), матрицу 2 > v (осущ ествляющ ую  
собственное преобразование Л оренца биспиноров ф) можно предста
вить в виде

Рассмотрим подгруппу собственной группы  Л оренца, соответствую
щ ую  пространственным поворотам. Д ля  нее а°о =  1, ако =  а 0* =  0, 
поэтому уравнения (1.6.6) принимают вид

Таким образом, пространственным вращ ениям соответствует двухряд
ная унитарная матрица Т  с det Т =  1.

Д вухрядны е унитарны е матрицы T  с det Т — 1 образую т группу, 
SU  (2). Эти матрицы осущ ествляю т неприводимое представление 
группы пространственных вращ ений, причем коэффициентам преоб
разований поворота afci соответствует матрица Т (а), определяемая 
формулой (1.6.14).

Рассмотрим, в частности, вращ ение на угол ф вокруг оси 3 з з  г: 
х '1 =  х1 cos ф — x2sinq), х '2 == х1в т ф  +  х2 со5ф, х '3 =  х3, (1.6.15)

которому соответствует матрица Т  (ф). И з группового закона умно
ж ения (см. (1.1.13)) следует

С огласно (1.6.15) е'г =  — бф, в2| =  бф и, следовательно, (см. (1.6.10))

Т + -1 = 1 - 4 -  а 11'’ =  4  (а11̂  -  о  V ) .  (1.6.12)

(1.6.13)

Т + а Т  =  я* ,а '. Т *Т  =  1. (1.6.14)

7’ (ф +  б ф ) Г ( - ф )  =  Г(бф ).
У читы вая, что Т  (— ф) =  Т~х (ф), Т  (0) =  1, находим

бф

Т  (бф) — 1 =  Ш126ф -Î- дЗбф.

Поэтому

и, следовательно,

Т  (Ф) =  е
ИЛИ



Видно, что Т  (2я) =  — 1. Таким образом, тождественному преоб
разованию  (ф =  0, 2я ) соответствуют две матрицы Т  =  ±  1 - Это на
ходится в согласии с тем, что каждому преобразованию  a соответ
ствую т две матрицы, отличающ иеся знаком .

1.6.3. Спинорная алгебра. Вернемся к закону преобразования 
двухкомпонентных величин ф:

Ч’« -* 'Ф а в 7 ’« з(а )Ч,В-
Если двухкомпонентные величины Фр (р =  1, 2) преобразую тся по 
закону

Ф ^ ф 'е  =  Г Рафа, (1.6.17)

где Трс — произвольная двухрядн ая матрица с det Т  =  1,
det Т =  Т \ Т \  — Т \ Т \  =  1, ( 1.6.18)

то такие величины назы ваю тся контравариантными спинорами перво
го ран га. П реобразования (1.6.17) образую т, очевидно, группу, так  
как два последовательных преобразования с матрицами Г  и Г ' 
(det Т  =  det V  =  I) эквивалентны  одному преобразованию  с матри
цей Т'Т, детерминант которой такж е равен единице. Эта группа 
называется группой SL  (2).

Таким образом, величины фа в уравнении Д и р ака  образую т контра- 
вариантный спинор 1-го ранга фа , причем Та$ =  Та$.

Введем далее ковариантны й спинор первого ранга Хр с законом 
преобразования

Ъ - + Ъ > = Ъ .{Т - ' )\ ,  (1.6.19)
J

где (Г -1 ) р =  (Г ” 1) ^  — матрица, обратная по отношению к матри- 
де Т \:

(Т~')крТРо =
(ô^o =  бха). Л егко  видеть, что

ф 'рх; = ф% -  ( ^ 6-20)
Эта формула разъ ясн яет целесообразность введения кроме контрава- 
риантных еще ковариантных спиноров, так  как  вследствие этого до
стигается возможность просто строить инварианты  преобразований 
(1.6.17), (1.6.19).

Рассмотрим двухкомпонентные величины, преобразую щ иеся с по
мощью комплексно сопряж енной матрицы Г*, которые будем назы
вать пунктирными спинорами и обозначать ф^и . По определению 
эти величины преобразую тся как  ф*** и

фИ ->  ф'И =  7>сф0, 7 ^ 0  s a  7^0*. (1.6.21)

х * х -  =  Ч к. (т~'Гu -  (г~ ’)У
и называются соответственно контравариантны м и ковариантным пунк
тирными спинорами первого ранга.



Введем далее спиноры высших рангов которые преобра
зуются как  произведения соответствующ их спиноров первого ранга 

• ... • %£ . Н апример,

Фм  ф '^  =  Т\т'о р <рЧ ( ! 6 22)

Фр =  %

Д л я  спиноров высших рангов можно ввести операцию свертки, 
при которой ранг спинора уменьш ается на две единицы. Свертка про
изводится по верхнему и нижнему индексам одинаковой природы. На-

аВпример, из спинора третьего ранга фр можно построить спинор перво
го ранга фа =  фрР (по дважды встречающемуся индексу производится 
суммирование). Путем перемнож ения спиноров можно образовывать 
спиноры высших рангов, например фр =  фаХр (путем свертки по а  
и р мы получаем инвариант (1.6.20)).

Рассмотрим величины еаР =  — еРа , где е12 =  1 (е11 =  е22 =  0, е21 =  
=  — 1). Если считать их компонентами некоторого контравариантно- 
го спинора, то он не будет изменяться при спинорном преобразовании. 
Д ействительно,

е“р —> е 'аР =  Г “р Г \ е р\

a так  как  det Т  =  1, то е'аР =  еа&. Поэтому спинор еаР можно назвать 
универсальны м спинором.

С помощью спинора можно от ковариантных компонент спи
норов переходить к контравариантны м . Н апример, если <рр — кова- 
риантный спинор первого ранга, то еаРфр будет спинором третьего ран
га, а фа  =  еаРфр— контравариантным спинором первого ранга.

А налогично можно ввести универсальны й контравариантный пунк
тирный спинор е°$ еаР, с помощью которого можно связать  ковари- 
антные и контравариантны е компоненты пунктирны х спиноров.

Универсальный ковариантный спинор еаз (е ^ )  определяется с по

мощью соотношения еар е^  =  6« (eâ38^p =  ®à)- ^ Р и этом> очевидно, 
ei 2 =  8î2 =  — 1. С помощью спиноров еар, можно опускать спинор
ные индексы.

К ак мы видели, величины преобразую тся по закону

Х * -* з 4  =  Х*(Г " '> в .

который без учета спинорных обозначений можно записать в виде

=  ( Г + )« Р % .

Т ак  как  по такому ж е закону  преобразуется (см. (1.6.4)) двухкомпо
нентная функция Ха, образую щ ая вместе с ф четырехкомпонентный 
биспинор ф, то можно считать, что четырехкомпонентная функция по
ля  ф объединяет контравариантны й спинор фр и ковариантный пунк-



срр

ч
(1.6.23)

П окаж ем , что с помощью спиноров можно строить 4-векторы и 
4-тензоры. Д ля  этого введем величины (а м)£а , преобразующ иеся по ин
дексу р как 4-вектор и по индексам р, а  как  ковариантный спинор:

Юра -> Ю)Р« =  а \  ( а \р  (Г~')к р (Ю )Ра.
Ясно, что величины

(1 6.24)

^м =  Н Ю р а , (1.6.25)

где — контравариантны й спинор второго ранга, образую т вектор, 
так как

V» ->  о'й =  £'р * (а '* %  =  а \ Т раП р |“Р ( а ') т6 (Т ~ 'П  (Т~')60
или

V* =  (ov)pa =  a\ v v.

Мы хотим, чтобы входящий сюда спин-вектор (о**)ра был универ- 
сальным, т. е. чтобы выполнялось условие

Ю ) р а  =  Ю р а -

Д л я  этого согласно (1.6.24) матрицу спинорных преобразований нуж 
но связать  с лоренцевым преобразованием a ^v:

(а V  =  Ю х р  ( Ю ь  ( Ю ) ра .
Без учета спинорных обозначений это соотношение мож но переписать 
в виде

о*  =  a pvT +~ 'avT~'
ИЛИ

r V r  -  a  V v.
И з сравнения этой формулы с (1.6.6) видно, что матрицы П аули о** 
можно рассматривать как  универсальны й спин-вектор, не изменяю 
щийся при одновременном лоренцевом и спинорном преобразованиях, 
если только  эти преобразования связаны  между собой соотношением
(1.6.6).

Ф ормула (1.6.7) показы вает, что матричные элементы^ (а^)ар можно 
такж е рассматривать как  универсальны й спин-вектор (а11)0̂  ((ар)аР ==* 
=  (О а р ; отметим, что (ад)аЬ =  (ар)Ра , где (ад)^а =  е ^ е ар ( а * \ р). 

Таким  образом, формулу (1.6.25) можно переписать в виде

V* =  lap Ю <
С помощью универсального спин-вектора (а*1) ^  можно строить 4-тен
зоры любого ран га. Например,

Vlxv =  g ap p i (CTV )^ ,



где — контравариантны й спинор 4-го ранга, будет тензором вто
рого ранга.

П усть фа — контравариантное спинорное поле <ра (х). Тогда ясно, 
что ( о ^ адц(ра будет ковариантным спинорным полем. Если поэтому 

(х) такж е ковариантное спинорное поле, то возможно уравнение 
вида

+  im4  =  °» (1.6.26)

где т — константа. П оскольку далее (сг*4)0̂  Х̂  — контравариантны й 
спинор, то выполняется уравнение

(ам)“ 3 дцХъ +  /т ф “ =  0, (1.6.27)
где фа — поле, входящее в (1.6.26). Таким  образом, мы приходим к 
уравнению  Д и рака (1.5.5).

Д ля  получения релятивистски инвариантного уравнения только 
для одного поля фа (в которое не входит комплексно-сопряж енный 
спинор фа) необходимо лиш ь одно — чтобы выполнялось равенство

(а % & ф“ =  0> (1.6.28)
или без использования спинорных обозначений

о^дцф =  0. (1 .6 .28 ')

Это уравнение согласно (1.5.5) соответствует уравнению  Д и рака для 
частиц с массой, равной нулю. Оно описывает нейтрино и называется 
уравнением Вейля [6].

Если допустить, что в уравнение для спинора фа может входить 
комплексно-сопряж енны й спинор фр, то величину (оц)ра <ЭцФа можно 
приравнять величине imy ,̂ =  т щ :

( ^ рсЛ ф0 —  1т($1 =  °- ( 1 -6 -29)
Л егко  видеть, что если величину Х^в уравнениях (1.6.26), (1.6.27)
отождествить с — фа, то оба уравнения будут удовлетворяться вслед
ствие уравнения (1.6.29), причем дираковский биспинор

г|> =  j  , q>; =  еарфР* (1.6.30)

будет совпадать с майорановским биспинором, введенным в п. 1.5.5.
Д о сих пор мы рассматривали собственные преобразования Л орен

ца. Д ля  пространственного отраж ения (aki =  — Ô*, а°0 =  1, а\  =  
— ако =  0) согласно (1.5.31) матрица S  будет совпадать с у0, S  =  у0*

Поэтому в вейлевском представлении матриц у11 биспинор тр =  

будет преобразовываться по закону



Отсюда следует, что четырехмерное представление S  (а) является не
приводимым по отношению к полной группе Л оренца, хотя оно и при
водимо по отношению к собственной группе Л оренца. Этим объясняет
ся тот факт, что только уравнение Д и р ака , а не уравнение В ейля, ин
вариантно по отношению к пространственным отраж ениям .

§ 1.7. СУПЕРПОЛЯ

1.7.1. Алгебра генераторов суперпреобразований. С калярное, век
торное и дираковское поля, которые мы до сих пор рассм атривали, 
связаны  с определенными представлениями группы П уанкаре. При 
преобразованиях группы П уанкаре или внутренней симметрии тензор
ные (бозонные) и спинорные (фермионные) поля преобразовывались 
независимо друг от друга. О днако можно ввести более общую группу 
преобразований \  которая объединит бозонные и фермионные поля 
так , что при преобразованиях_этой группы бозонные и фермионные 
поля будут преобразовываться не нёзависимо, а «перемешаются» между 
собой. Д ля  того чтобы преобразования имели физический смысл, не
обходимо потребовать, чтобы лагран ж и ан  полей был инвариантен по 
отношению к преобразованиям этой группы.

П оля, которые мы до сих пор и зучали , преобразовывались при бес
конечно малых преобразованиях группы  П уанкаре согласно формуле

х (х) -► у!  (*')> Xlx^ X il =  Xlx +  Eli +  Eyi Vxv, (1 .7 .1)

где
Х' (х) =  GX (х), G =  i E ^  -  \

и S5*1, L^v — генераторы преобразований:

=  idyx, LyiV =  -f- i (x^i^v -̂ v^ ili)* (1.7.2)
Согласно (1.7.2) эти генераторы удовлетворяю т перестановочным со
отношениям

*7\?] =  О, ẐVp] =  i{§\ivZPp SVip*̂ v)» (1.7.3)
[Ljliv, L Qb\ =  i (gyikLyp -f- gvpLyix — gu,pLv\ gv^Lyip).

Теперь мы расш ирим группу П уанкаре, введя дополнительные ге
нераторы, которые будем считать, в отличие от Lvр, не тензорными,
а спинорными величинами. Будем обозначать их Qa, а и à  —  спи
норные индексы, а  =  1, 2, а  =  1, 2 см. § 1.6) и в соответствии с тре
бованием релятивистской инвариантности предполагать, что генера
торы Lvp, Qa , Qa удовлетворяю т следующим перестановочным со
отношениям 2:

[Qa. p r f  =  [Qa . =  о, {Qa. Qe) =  {Q«. Qè} =  0.

1 Эти преобразования называются преобразованиями суперсимметрии. Впервые 
они были введены в работах Ю. А. Гальфанда, Е. П. Лихтмана [7, 11], Д. В. Волко
ва, В. П. Акулова [8, 9], Д. В. Волкова, В. А. Сороки [10] и Весса, Зумино [13].

2 При изложении теории суперсимметрии мы использовали обзор [12] (см. так
же [19]).



\Qa > ^Hv] =  ~2~ (a ^ â  **Qp

(кроме того, остаются справедливыми соотношения (1.73)).
Отметим, что численный коэффициент в выражении для антиком

мутатора {Qa , Qp } всегда можно выбрать равным двум путем соответ
ствующей нормировки генераторов Qa , . Отметим такж е, что первые 
из соотношений (1.7.4) с точки зрения релятивистской инвариантно
сти могли бы иметь вид

[Qa» =  C*i (СГц,)а ^Qfj* {Qa» Qp} ^  С 2 (сГцг)аЗ^ >

[Qa, Л1 =  -  С- Ы а PQp, {Qa, Qè} =  С2* (а ^ Ц  ZT. {L7 5)

Но коммутируя первое из этих соотношений с оператором Д̂,- и учиты
вай тождество Якоби

[а, \Ь, с]] =  — [b, [с , а]] — [с, [а, Ь]], 
из которого следует, что

ГА, [Qa> А*)] =  (А»> [Qa, АН. 
согласно (1.7.5) получаем

IC .l’ t ^  +  o S o O ^ - O .
Это возможно только при Ci =  0. Коммутируя второе из соотношений 
(1.7.5) с Pv и учиты вая, что [Qa , P V1 = 0 , согласно (1.7.3) получаем С 2 =  
=  0. Перестановочные соотношения для Q и L^v выбирались таким  
образом, чтобы при преобразованиях Л оренца величины Qa , Qp преоб
разовы вались как  спиноры.

Обратим внимание на то, что для спинорных генераторов пиш утся 
не коммутаторы, а антикоммутаторы. Это связан о с тем, что спинор
ные поля описывают фермионы, удовлетворяю щ ие принципу П аули.

Н а первый взгляд  каж ется, что введение антикоммутаторов для 
генераторов групп несовместимо с теорией непрерывных групп (см. 
формулы (1.1.27), в которые входят коммутаторы). О днако в действи
тельности, как мы сейчас покаж ем, противоречие не возникает, если 
кроме обычных с-числовых параметров, определяющ их элементы не
прерывной группы, ввести в число этих элементов еще так  назы вае
мые грассмановые спинорные переменные £a , , антикоммутирую щ ие
между собой и с генераторами Qa , Qa u коммутирующ ие с остальными 
генераторами:

{^а’ £3 } =  ^ а ’ £'3} ^  {£а* £3} == {^3’ =  {£*3> Ох) =  ^3*
Д ля простоты рассмотрим зам кнутую  алгебру, характеризуем ую  

величинами Qa , Q^f и покаж ем, что величины

»  « ,  а) =  exp G (£, a), G (£, а) =  / (Qa f  A ) .  ( 1.7.6)



где — ^-числовые переменные и £а , £ « =  £ а — грассмановы перемен
ные, образую т группу, т. е.

в ')  =  » ( Г .  А
с законом умнож ения

Г  =  Ё +  С \ £" =  £ +  £ ',
û"M =  а>1 +  а '11 +  i (£ам£' -  £ 'а ^ ) .

Отметим, что соотношения (1.7.4) можно записать в виде

IQC, <К'] =  ËÇ, l'Q] =  о,
KQ, Qt'i =  Ър К 'Р »

где QC =  QaC, Ш  =  £“Qa №« ^  Q«).

И спользуя далее формулу

(1.7.7)

(1.7.8)

(1.7.9)

еА+в =  g-4 . gв - e , (1.7.10)
справедливую , если оператор [А, В\ коммутирует с Л , В, и учиты вая, 
что согласно (1.7.9)

-  4 -  КК +  lQ> QV +  Ë'QI =  -  Ш ' р » ,

приходим к формуле (1.7.8).
Выясним, к ак  найти конкретный вид генераторов Qa , Qa . Как мы 

видели, генераторы  группы П уан каре и L^v могут быть реализова
ны с помощью операций дифференцирования по х» (см. (1.7.2)). Анало
гично могут быть реализованы  генераторы  Qa и Qa, но не с помощью 
операции пространственно-временного дифференцирования д ц, а с 
помощью операций дифференцирования -Д -  по некоторым спинор

ным переменным 0®, 0®. При этом спинорные переменные 0®, 0“ долж 
ны являться  грассмановыми переменными, анти коммутирующими 
между собой и со всеми другими спинорными переменными (например,
£®, £®). В соответствии с этим под производными -Д-, -Д- следует no

de® à0a
нимать грассмановы производные, которые определяю тся формулами

двV
■0а0Р0“ . . .  = два

d()v

+  0“0'

0Be“ ---------0 æ v
0“ . . .

cinfi <50®

<50® Ôa 
V >

ае^

æ®
d()v y d0v

^аналогичные формулы справедливы  и для производной -Д-r-j.



Вследствие грассманова характера переменных 0®, 0® и того, что 
а  и ос пробегают два значения, отличными от нуля будут только сле
дующие произведения переменных 0“ , 0“ = = 0 “:

0“0Р, 0“ё р, 0“0Р, 0“0P0V, 0“0P0V, 0“0pè V .

Отметим, что среди произведений 0а0р отличны от нуля 
и 020г =  — б1©2. Поэтому

только 0Х02

0а0р = ----- 1- (00), (1.7.11)

где е“Р —  полностью антисимметричный спинор 2-го 
п. 1.6.3), и

ранга (см.

(00) =  0в0в - 0 *  еаР0р. (1 .7 .11 ')

Аналогично

0“0Р -------- L sati (00), (00) =  0® 0à . =  0“eàp 0Р. (1.7.12)

Отсюда следует, что

0“0рер =  — - L  (06) 0р , 0“0^0р =  — - L  е“р (00) 0Р,

0“0Р0“0Р =  -1- e“f>e“p (00) (00). (1.7.13)

Таким образом, единичный элемент, спиноры 0, 0 и комбинации грас- 
смановых спиноров 0®, 0р

(00), (00), 0“0Р, (00) 0е, (00)0®, (00) (00) (1.7.14)

могут быть приняты в качестве базиса некоторого 16-мерного линей
ного пространства, в котором реализуется грассманова алгебра, 
определяемая законом умножения 0а , 0а . Переменные 0а , 0а называют
ся образующими грассмановой алгебры (грассманова алгебра с п об
разующими реализуется в пространстве 2п измерений).

В пространстве переменных 0, £ можно ввести операцию инво
люции, обозначаемую звездочкой, которая соответствует операции 
комплексного сопряж ения для обычных чисел и определяется форму
лами

е - * е * = е ,  0 -^ 0 *  =  0, £ -^ £ *  =  £, £ -> £ *  =  £,
(с0) (с0)* =  с*0*, (с£) (с£)* =  с*£*,

где с — комплексное число. Кроме того, при инволюции произведе
ния грассмановых переменных необходимо изменять порядок сомно
жителей (т. е. изменять знак). Н апример, (0а0Р)* =  0р0а =  — 0а0Р. 
Отсюда, в частности, следует, что оператор G, определяемый форму
лой (1.7.6), при операции инволюции не изменяется, т. е.



Мы удовлетворим перестановочным соотношениям (1.7.4), если по
лож им

— idp, Qa — аеа

Д ействительно, так  как

1 аеа

ц» Q =  I
ае05

(1.7.16)

а
(Юа

=  0,

то

{Qa. Qp} — {Qa, Qp} — 0,

{Qa. Qp} =  topâ n +  *a â̂ W =  ^ a è<x^'

Л егко проверить, что, для того чтобы вы полнялись остальные со
отношения (1.7.4), генератор долж ен быть модифицирован и опре
деляться следующим образом:

Т/цу =  H" t (x»dv Худц) -| g- (о ((Тцу)ар Ь ® (^nv)ap j  •

(1.7.17)

Вследствие такой модификации переменные 6“ , 6Р будут преобразо
вываться при преобразованиях Л оренца как релятивистские спиноры

9« _► 0 '“ =  0“ +  60е, 60“ =  -J-  e^vLMV0a =  - L  g(*v (a|xv)ü p0P.

В заключение отметим, что согласно (1.7.16), (1.7.6) генераторы Qa , 
имеют размерность а переменные £, 0 —  L+1/* (L — длина),
1.7.2. Суперполя и закон их преобразования. Рассмотренные на

ми в предыдущих параграф ах поля X (х) зависели только от простран
ственно-временных координат (без учета «внешних» индексов — спи
норных и тензорных).

С уперполя, в отличие от обычных полей X (х), зависят не только  
от пространственно-временных координат х*1, но и от грассмановых 
спинорных переменных 0а , 0а (если такж е не учитывать индексы су
перполя). Будем  обозначать эти поля X (х, 0, 0). Т ак  как для грасс
мановых переменных 0а , 0а отличны от нуля только  произведения
(1.7.14), то суперполе % (л;, 0, 0) можно, очевидно, представить в виде

X (х, 0, 0) =  А  (х) +  0“ф« (х) +  фа (х) 0“ +  (00) F (х) +  (00) G (х) +

+  0аКШ м (х) +  (00) к* (х) 0“ +  (00) 0 Х  (* ) +  (00) (00) ЭЬ (х), (1.7.18)

где A , F, G, 0  — скалярны е поля; (х) —  векторное поле; ф, ф, 
х , К — спинорные поля. Таким образом, видим, что суперполе объ
единяет четыре скалярны х поля (А , F, G, 0 ) ,  четыре спинорных поля 
(ф, ф, к ,  X) и одно векторное поле (Bw).



Д ля простоты считаем (и будем далее считать), что суперполе % (х , 
0, 0) не «несет» внешних индексов (спинорных и тензорных; в этом 
с л у ч а е в  генераторе L^v (1.7.17) можно отбросить слагаемое 2 ^ v; в об
щем случае девять полей Л , г|), будут представлять собой
поля, преобразую щ иеся как спиноры и тензоры высших рангов).

В отличие от обычных полей, которые зависят только от простран
ственно-временных координат х*\ суперполя зависят как от х*\ так и 
от грассмановых спинорных переменных 0а , 0а . Поэтому мы будем 
говорить, что суперполе определено в суперпространстве [9], образуе
мом восемью переменными х*\ 0а , 0а .

Перейдем к выяснению законов преобразования супер поля при 
преобразованиях, связанны х с генераторами Qa , Qà , L^v. Т ак как 
генераторы Qa , Qa , ^  образую т зам кнутую  алгебру, то мы рассмотрим 
преобразования суперполей, связанны е именно с этими генераторами. 
Генераторы такж е образую т зам кнутую  алгебру, и с этой алгеброй 
связан  закон преобразования полей (суперполей)

%(х) V  (х '), х - > х ' =  х +  я,
где

V  (х) =  $  (а) X(х) =  Х(х — а), $  (а) =  ехр КРцСР,

который показы вает, что при тран сляци ях  пространства — времени 
поле (суперполе) преобразуется как  скал яр .

Найдем закон преобразования суперполей, связанны й с алгеброй
(1.7.4) генераторов Qa , Q^, Д ля  этого рассмотрим супер поле

X' (х, 0, 0) =  »  (£, а) X (х, 0 ,0 ) /  (1.7.19)

получающ ееся из супер поля х (*> 6» 9) в результате действия элемен
та группы $  (£, я), связанного  с генераторами Qa , Q^, (см. (1.7.6)). 
Ф ормулу (1.7.19), очевидно, можно переписать в виде

%'(х, е , 0 ) =  »(С , а ) Х ( х ,  е, ё) » “ '( £ ,  а), 
где теперь оператор $  (£, а) действует на переменные, входящ ие как  
в х (х , 0, 0), так  и в (£, а).

И спользуя формулу

е ° А е - °  =  A +  [G, А] +  ± -  [G, [G, А]] +  . . . .  (1 7 .2 0 )

легко  видеть, что

& Х & - 1 =  X +  [G„ X] +  \  [G, [G, дсп.

$ 0 £ -1 =  0 +  [G, 0], =  0 +  (G, ëj,
где согласно (1.7.16)

[G, хҢ  =  — а» +  t0a^Ç—

[G, [G, =  ïl<A%—  t l a ^  =  0,

[G, 0] =  —  Ç, [G, 0] =  —  X
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(высшие коммутаторы в формуле для eGA e ~ G, очевидно, обращаются 
в нуль). Поэтому

# x n $ - ‘ =  лги — а» +  i (0о»  £ — £о^0),

W 1 =  е _  ç, ® ё»-1 =  ё — £
и, следовательно,

» (£ ,  а )Х (х , 0, 0) =  X ( x - c  +  i ( ë a C - t a 0 ) ,  0 - Ç ,  0 - £ )  =

=  Х '(* . 0, 0).

И з этой формулы следует, что суперполе % (х, 0, 0) мож но рас
сматривать как  суперскаляр

X (х, 0, 0) ->  X' (х', 0 ', 0 ') =  X (х, 0, 0), (1.7.21)

если считать, что при суперпреобразованиях величины х, 0, 0 преоб
разую тся по формулам

х - +  х' =  х  -{- а  — i (0orÇ —  £о>0),

0 -э -0 ' =  0 +  £, 0-Э -0 ' =  0 +  £. (1-7.22)

И з этих формул следует, что суперпреобразования переменных х  
0, 0 представляю т собой согласованны е преобразования смещения 
этих переменных.

И спользуя закон  преобразования суперполя (1.7.21) и разлож е
ние (1.7.18), можно найти закон преобразования спинорных, ск ал яр 
ных и векторных полей, входящих в разлож ение (1.7.18). Мы вернем
ся к этому вопросу после нахож дения неприводимого скалярн ого  (по 
отношению к преобразованиям Л оренца) суперполя.

1.7.3. Неприводимое скалярное суперполе. В общем случае, как 
мы видели, суперполе содержит девять независимых полей, которые 
преобразую тся друг через друга. О днако мы покажем, что можно по
строить суперполе с меньшим числом независимых компонент, кото
рые такж е преобразую тся друг через друга. С этой целью введем опе
рации ковариантного дифференцирования 0 а, 0 ^  по спинорным пе
ременным, которые не изменяют характер преобразования суперполя 
при суперпреобразованиях.

Операторы 0 а , 0 ^  определяю тся следующим образом:

0 °  -  - £ г -  « Ч А -  * ! i = — ^ г  +  ' Ч / Ч . -  О -7 -23*

И з определений (1.7.16) спинорных генераторов Qa, следует, что 

[ 0 а ,  Qp} =  [ 0 а ,  Qp} =  {55à , Qp} =  { 0 а, Qp} =  0. (1.7.24)
Т ак как  кроме этого операторы 0 а, 0 -Г1 антикоммутирую т с парамет
рами то согласно определению (1.7.6) оператора $



Отсюда следует, что если х (х , 0, 0) представляет собой супер поле, 
т. е. преобразуется по закону (1.7.21), то по такому же закону будут 
преобразовываться и величины 0 а% (х, 0, 0), 0^% (х, 0, 0), т. е, они
будут суперполями. Если х (х , 0, 0) — скалярное (по отношению к 
преобразованиям Л оренца) суперполе, то поля 0 а% (.х, 0, 0), 0 а% (х,

0, 0) будут спинорными (по отношению к преобразованиям Лоренца) 
су пер полями. Т ак как  [дд, $ ]  == 0, то поле (х, 0, 0) такж е будет 
суперполем (векторным по отношению к преобразованиям Л оренца).

Отметим, что операции ковариантного спинорного дифференциро
вания удовлетворяют таким же перестановочным соотношениям, как 
и генераторы Qa, Q rl:

{0a , =  { 0 à , =  0, { 0 a , 0р} =  2о Ц Р » .  (1.7.26)

Д ля того чтобы суперполе % (х, 0, 0) было неприводимым, необ
ходимо потребовать, чтобы выполнялось соотношение

0 а Х (* , 0, 0) =  0 (1.7.27)
либо

0 аХ (х ,  0, 0) =  О. (1.7.28)

Так как из (1.7.27) следует, что 0 а%' (■*, 0, 0) =  0, а из (1.7.28) — 
что 0^%' (х, 0, 0) =  0, то соотношения (1.7.27), (1.7.28) выделяют из 
пространства суперлолей, содерж ащ их девять независимых полей (см.
(1.7.18)), инвариантные подпространства, содержащ ие меньшее число 
независимых суперполей (как мы увидим число их равно трем).

Д ля исследования уравнений (1.7.27), (1.7.28) удобно перейти к 
новому представлению супер полей

Х± (х, е. 0 ) = е т;ео,1еа1*Х(х, е, ё) (1.7.29)
(эти представления мы будем назы вать плюс- и минус-представления* 
ми). Операторы Л +  и Л _  в плюс- и минус-представлениях связаны  с 
оператором Л в исходном представлении формулой

А ± =  е * Г м »А е±1Ъо^ д». (1 .7 .29 ')

Найдем операторы 0 %  , 0 ^ ,  Q a , Q ?. Для этого отметим, что

[0а, ей^бдц] =  i [Qa, еа^еац] =  — (00 )̂«
[ 0 а, 0а**0дц] =  i [Q at ê^Q ^ü l =  — К 0 ) а 0ц.

Поэтому, используя формулу (1.7.20), получим следующие выраже
ния для операторов 0  и Q в плюс-представлении:

0 t = -

Q t =  - i

00“

д
00“

2 i (0Ou)a D f  =a Ô0a

< £  2 к в ) » а"



я г — 4 - .  я г - - - ^ - + 2 < ( о » в ) ^ ,аеа

Q<x =  — t +  2 (0стр)а <3U, Qa =  i 9
(1.7.31)

50“ ' - -<*

для операторов 0  и Q в минус-представлении.
Согласно формулам (1.7.29), (1.7.19) суперполя х+ и %— в плюс- и 

минус-представлениях преобразую тся по формулам

Х± =  » * Х ±, » ±  =  expG ±, (1.7.32)
где

Так ж е как , при выводе формулы (Ц 7.21), легко  показать, что этот 
закон преобразования можно представить в виде

Х+ (*в 0, 0 ) -> Х + (х , > 0 ', 0 ') =  X +(jc, 0, 0), (1.7.33)
где

х' =  x  +  a +  2 i lo e  +  i ï o b  0' =  0 +  £, 0 ' =  0 +  £, 
и

Х _ (х, 0, 6 ) - > X l ( * 'f 0 ',  0 ') =  Х _ (JC, 0, 0), (1.7.34)
где

f  =  x + a  —  2 i B a t — i l o b  0 ' =  0 +  Ç, 0 ' =  0 +  £.
У равнение (1.7.27) согласно (1.7.31) приобретает простой вид в 

ми нус- представлени и

д а - = т ^ х- = 0 '

откуда следует, что Х_ не зависит от 0, т. е. имеет следующую струк
туру:

Х^ {х, 0) =  Л _  (х) +  (х) 0« +  ( в \ )  F _  (х). (1.7.35)

Мы видим, что суперполе х -  (*, 0), соответствующ ее условию (1.7.27), 
определяется тремя независимыми полями Л _ , /\_ , — двумя ск а
лярными и одним спинорным. В исходном представлении полю х -  (*,
0) соответствует поле

X (х, 0, 0) =  е~ т ^ дП _  (х, 0) =  А _  (х ) +  ф _  (х) ё  +  (ёё) F _  {х) —

— {‘ё<гр0дцЛ _  (х) +  4 - ( 0 ё )  а цф _ (х ) ог^0 +  -1- (00 ) (00) д ид * А _  (х) ( 1.7.35')

(мы учли, что согласно (1.7.13) (0<г10) 0Р = ----- -- (ёё) (а д0)р). Супер

поле х -  (х > 6) в минус-представлении (или соответствующее ему су-



перполе х (я, 0, 0) в исходном представлении) является неприво
димым.

Аналогично уравнение (1.7.28) согласно (1.7.30) приобретает прос
той вид в плюс-представлении:

3.£ х + = -----д— %+ =  0,
“ аеа

откуда следует, что суперполе х+ не зависит от 0, т. е. имеет струк
туру

Ч  (Х , 0) =  Л+ (X) +  0 Ч + «  (*) +  (6а0а) F+  (X). (1.7.36)
В исходном представлении полю %+ (х, 0) соответствует поле 

X (х, 0, 0) =  А +  (х) +  0“ф+ а (х) +  (0“0а) F +  (х) -  i d o W f A *  W  -

-  4 "  (00) 6 °цддф+ (х) +  4 -  (00) (00) д ^ А +  (х). ( 1.7.36')

Это суперполе такж е является неприводимым.
Супер поля х+ (*, 6) (зависящ ее только от 0) и х— (*» 0) (зависящее 

только от 0) называю тся киральными скалярны ми (по отношению к 
преобразованиям Л оренца) супер полями.

Найдем закон преобразования полей Л , гр, F при супер преобразо
ваниях.

В ариация суперполя х+ (*, 0), связан ная с бесконечно малыми 
суперпреобразованиями, определяется согласно (1.7.32) формулой

ÔX+ (х, 0) =  I (Q+Ç +  ВД+) X (х, 0),

где £, £ — бесконечно малые грассмановы параметры (мы положили 
аР =  0). И спользуя вы раж ения (1.7.30) для генераторов Q+, Q+, от
сюда получаем

ÔX+ (X, 0) =  -  £ Ч в -  Г  (00 ) F -  -

— 2 / |o |X00“(9|X'i[ia

(мы опустили индекс « + »  у полей А ,  ф, F). Учитывая далее, что 

С  ~ Г  (ее ) =  ~  V ,  £ о ц00аддфа =  -Д  (00) ё а д д ^ ,

находим

ÔX+ (X, 0) =  — £°фа -  2 l aK F  -  2 i l a m ^ A  -  / £ > З дф (00). 
Так как согласно (1.7.36)

ÔX+ (х, 0) =  6Л (х) +  0“бфа (х) +  (00) ÔF (х), 
то для вариаций полей

6Л (х) =  А '  (х) — Л (х), бф (х) =  ф ' (х) — ф (х), 6F (х) =  
=  F' (х) — F  (х)



6Л (х) =  — £°S|>a (х), ÔF (х) =  — (х),

6ф« (х) =  2 i (Zo»)a д„А  (х) -  2 (х). ( 1 -7-37)

Аналогичные формулы справедливы и для вариаций полей А _ , 
ф _, (мы их здесь не приводим).

В заключение отметим, что так  как  $  =  # * ,  то согласно (1.7.19) 
величина х* (*» 9, 9) будет при суперпреобразованиях преобразовы
ваться так  же, как % (.х , 0, 0), т. е. будет представлять собой суперпо
ле. И ная ситуация возникает в плюс- и минус-представлениях. Д ей 
ствительно, так  как  согласно (1.7.30), (1.7.31)

» +  =

то из (1.7.32) следует, что величина х+ (*, 0, 0) будет преобразовы
ваться как суперполе в минус-представлении, а величина х -  (*, 0, 0) 
как  супер поле в плюс-представлении. Согласно (1.7.29')

у  =  -zieoVQd^

Поэтому величины

Х+ =  е
—2fea^ea,

Л_{_,

X = е  ДХ1
(1.7.38)

будут преобразовываться как  супер поля в плюс- и минус-представле
ниях, т. е.

х+ =  » +х+, x l  =  » J L . (1.7.39)

Отметим, наконец, что произведение суперполей в одном и том же 
представлении является суперполем в том же представлении.

1.7.4. Л агранж иан и уравнения движения суперполя. Н аш а даль
нейшая задача будет заклю чаться в установлении уравнений движ ения 
для неприводимого кирального супер поля х+ (*, 0). С этой целью 
мы построим лагранж иан  суперполя, который долж ен зависеть от «ре
альных» полей А, ф, Т7, причем он долж ен содерж ать только первые 
производные этйх полей по координатам х*. Мы потребуем, чтобы 
уравнение поля для ф было первого порядка. Поэтому в лагран ж и ан  
производные долж ны входить линейно.

Чтобы установить структуру  лагран ж и ан а (Л, ф, F), инвари
антного по отношению к супер преобразованиям  (1.7.19), отметим пред
варительно, что для любого суперполя Ф + (х, 0, 0) в плюс-представ
лении слагаемое, содержащее максимальное число грассмановых пе
ременных 0, 0, т. е. слагаемое (00) (00) D  (х), преобразуется при 
суперпреобразовании как

6 0  (х) =  <V^04) ( -  2 ilo^Q) Ф + (X . 0, 0),



где

И 4’ =  4 - г36“ д6а двР Ô6„
(1.7.40)

Таким образом, Ь 0  (х) представляет собой дивергенцию некоторого 
векторного поля. Эта формула вытекает из закона преобразования 
супер поля Ф+ (х , 0, 0)

0Ф +  (х, 0, 0) =  б + Ф + (х , 0, 0) =  t ( -  i
с)0а ■ C * + t £ “ д00а

— 2&т1*0д̂ Ф+ (дг, 0, 0)
И того, что

0 ( * )  =  / # ’Ф + (х, 0, 0).
В случае кирального суперполя Ф + (х, 0) слагаемое (00) &  (л:), 

содержащее максимальное число переменных 0, преобразуется при 
суперпреобразованиях по формуле

Ш  (х) =  d „ p f  (—  Ф + (х, 0),
где

р<2> _____ L д д
0 -  2 аеа ’ (1.7.41)

т. е. b<f (л:) такж е представляет собой дивергенцию некоторого вектор
ного поля.

Исходя из этого при построении суперинвариантного лагранж иана
(ф, А , F) мы должны образовать различны е комбинации (билиней

ные и более высокого порядка) суперполей %+ (х, 0), Х+ (х, 0, 0) (см. 
определение (1.7.38) суперполя Х+ (х, 0, 0)) и выделить в них члены, 
содержащие максимальное число переменных 0, 0. Сумму таких ком
бинаций можно принять в качестве лагранж иана (ф, Л , F) супер
поля Х+ (х, 0), так как при супер преобразованиях лагранж иан  к  бу
дет преобразовываться по формуле

Ш  =  д^В?

(В** — некоторый 4-вектор) и, следовательно, он будет приводить к 
суперинвариантным уравнениям  движ ения.

В качестве билинейных комбинаций, из которых долж ен строить
ся лагранж иан , выберем следующие комбинации:

“ P f A -  (X, 0), Pk4,X+ (X, 0) Х+ (X, 0, 0) =

= />(е4)Х+ (х, 0)е_2,’е0Цв^ Х 4 (л :, 0). (1.7.42)
Отметим, что в качестве билинейных комбинаций мы могли бы 

выбрать такж е комбинации

F fd v % + {x ,  Щ д Ч + {х, 0), Р$'% +(х, Q) 0 ^ {+)'хХ + (х ,  0).



+  4 ( 0 ё ) д Ч ,
= .

00“ два

эти комбинации, в отличие от комбинации (1.7.42), приводили бы к 
уравнениям второго, а не первого порядка для поля ф.

Рели образовать комбинации суперполей (не содерж ащ ие про
странственно-временных производных) третьего и более высоких по
рядков, то они будут приводить в уравнениях движ ения к взаимодей
ствию между полями. Простейшей комбинацией является комбина
ция третьего порядка

W+(x, 0).

В терминах супер полей (х, 0) лагран ж и ан  ^  можно, очевидно,
записать в виде 3

2  =  -  4 -  Р « Ч ( х >  е )е _2№оДНЧ ( * ,  0) +  ^ - P f l \ { x ,  0) +

+  - f  P f  X ? (х, 0) +  4  gPe2)% \ (х, 0) -  4  8 * f * +  (*. 0),

где g  — безразм ерная константа, играю щ ая роль константы взаимо
действия, и т  — произвольная постоянная, имеющая размерность 
массы. Отметим, что комбинации более высокого порядка, чем третья, 
будут связаны  с размерными константами взаимодействия. В это 
выражение входят дифференциальные операции по грассмановым пе
ременным Р (е2) и Р (е4). Н о их можно заменить интегралами по грассма
новым переменным, если пользоваться следующим формальным оп
ределением:

j  £ 0а/(е, 0) =  ^ г / ( 0. 0). j  <*0а/(0 , ё) =  - J r  /(0 . ё),

которое означает, что интегрирование по грассмановым переменным 
эквивалентно дифференцированию. В частности,

J сВа =  0, J <%0“ =

Т ак как произведение двух и большего числа грассмановых перемен
ных 0а (0а) с одним и тем же индексом равно нулю, то последние две 
формулы могут такж е служ ить для общего определения интеграла. 
Кратные интегралы  по 0 понимаются как  повторные интегралы

j  d0 jd02/ ( 0 ,  0) =  0) =  Р<?»/(0, 0),

J  dQ2 J  J a /(0 , ë) =  Ре 7  (0, 0),

3 Модель, основанная на этом лагранжиане, называется моделью Весса — Зу- 
мино [13].



где d0a, d0a — анти коммутирующ ие между собой грассмановы диффе
ренциалы, вследствие чего

сЮ1сЮ2 =  ~y  =  d20,

dQ1dQ2 =  - i -  в *Ъ dQje-ç, =  d 2Q.

Мы будем использовать такж е обозначение d 40 =  d 2Qd2Q. И спользуя 
эти формулы, можно лагран ж и ан  представить в виде интеграла по 
грассмановым переменным

^  =  J d43 (ёё) Х+ (я, 0) — -f -  (06) Х+ (х, 0) —

-  4 -  х+  (*. 0 ) r 2t'0oll0a^ ;  (X, 0) +  -§- ((ёё) Х3+  (х, 0) -  (00) Х+ (х, 0))} .

(1.7.43)
Поэтому действие W  для супер поля %+ (х , 0) можно записать в виде 
интеграла по супер пространству х , 0, 0:

W  =  Wm +  WK +  ^ in t, * (1.7.44)

Wm =  ~  J d 4*d49 {(00) X+ (ЛГ, 0) —  (00) X+ (я, 0)},

W K =  — 4 "  S d 4x d 4QX+ (x, в ) е ~ 2т>1вдЧ*+ (х, 0),

W7,nt =  -f- J < W 0  {(00) X+ (x, 0) — (00) x£ (лг, 0)}.

Первые два слагаемых определяю т действие для свободного супер поля, 
а третье описывает взаимодействие между полями Л , ф, / \

Чтобы найти уравнения движ ения супер поля, определим вариацию 
действия W  по суперполю  (вариация по Х+ приводит к сопряж енным 
уравнениям поля):

W  =  Ç d4*d40ôX+ (х, 0) j - | -  (00) Х+ (д:, 0) —

----- L  е- 2геоЦ0^ х ;  (х, 0) +  g  (00) Х2+  (х, 0)} =  0.

Т ак как ÔX+ (х, 0) — произвольная ф ункция х  и 0, то уравнения дви
жения имеют вид

$ d 2ë {-f- (©à) х+ (х, 0) — i-  Г 21'0аД00мх ;  (х, 0) +  g  (00) х% (х, е)} =  о.

Выполнив интегрирование по 0, получим

- f  2 % Я Г Ь Х +  (х, 0, 0) =  /иХ+ (х, 0) +  2g X \ (х, 0). (1.7.45)



Мы учли при этом, что согласно (1.7.31) - Д ----- Д -  = ----- \г 0 -  0  а>J и » ' ; д& _ае2 2 *
и использовали определение (1.7.38) суперполя X+ (x, 0, 0). В это 
уравнение входят ковариантные производные от суперполя и по
этому уравнения движения имеют явно ковариантный вид.

Получим уравнения движ ения для полей Л , яр, F , входящ их в су
перполе Х+ (х, 0). И спользуя (1.7.38), (1.7.36), из (1.7.45) получаем 
уравнения

иЗд'фсг*1 — т\р =  4§Ля(),

Зцдм Л* =  mF  +  4gЛ F  — g  (фф), ( 1.7.46)
F* =  — т Л  — 2 ^ Л 2

и комплексно сопряж енны е им уравнения

— ф — т ф  =  4§Л*4),

дцд^А =  mF* +  4 ^ * F *  +  g  (фф), (1 .7 .46 ')

F  =  — тЛ *"^- 2gЛ*2.

Последние уравнения в (1.7.46), (1 .7 .46 ') представляю т собой уравне
ния связи . Д ля  свободного поля (g =  0) уравнения (1.7.46) приобре
тают вид

к^фа*1 — т\р — 0, дд0М * =  m F, F* =  т А.  (1 .7 .47)

Первое уравнение представляет собой уравнение движ ения для майо- 
рановского спинора ф (ф) (см. (1.6.29)), а второе и третье уравнения 
приводят к уравнению  К лейна — Гордона (1.4.2) для скалярн ого  
комплексного поля Л.

У равнения (1.7.46) можно непосредственно получить из л агр ан 
ж иана (1.7.43), если в последнем выполнить интегрирование по 0, 0:

{£ = ^2 дцАд^А* +  2т  (ЛF +  Л*F*) +  2F F * ---- ^-дцф о^ф  -(-

+  ----- Y  (г|4>) +  -J -  (ijrijj) +  2g (2A 2F  +  2A*2F* —

— A  (г|тф) +  Л* (ïjj ĵj)). ' (1.7.48)
Рассмотренный пример л агран ж и ан а скалярн ого  кирального су

перполя Х+ (х , 0) показы вает, что требование суперинвариантности 
приводит не только к объединению спинорного и скалярн ого  полей 
в единое суперполе, но и к тому, что самодействие скалярн ого  поля 
и его взаимодействие со спинорным полем описываются одной и той 
же безразмерной константой взаимодействия, причем массы частиц 
скалярн ы х и фермионных полей совпадают.

В заклю чение отметим, что спинорные генераторы Qa , расш ирен
ной группы П уанкаре могут такж е зависеть от некоторого индекса i 
(i —  1 , 2 ,  N ) у так что коммутационные соотношения (1.7.4) заме-



[Qa, ^V] — [Qà» (Q«» Qa) —

Эти соотношения инвариантны  по отношению к преобразованиям  груп
пы S U  (N):

Поэтому координатами суперпреобразования будут переменные х^ 
и грассмановы параметры 0«, в ‘а (I =  1, 2, N ).  Соответственно это
му компоненты суперполя будут содерж ать индексы i и преобразовы
ваться по представлению группы S U  (N). Таким образом, расш ирение 
супер пространства позволяет ввести внутренние симметрии, связанны е 
с этим суперпространством . Если потребовать, чтобы спин частиц ье 
превосходил двух (спин два соответствует гравитону), то долж но вы
полняться N  ^  8.

В классической (квантовой) теории вектор ^  можно выразить 
через функции поля (операторы поля). Подобно этому спинорные ге
нераторы Qa, Q^ (которые мы связы вали с грассмановым дифференци
рованием по б», 0^) такж е могут быть реализованы  через полевые 
операторы. При этом согласно соотношениям коммутации величины 
Qa, Qla сохраняю тся. Они называю тся спинорными зарядами и с ни
ми могут быть связаны  сохраняю щ иеся спинорные токи /а,ц (х):

которые называю тся супертоками.
Н аконец, из соотношений коммутаций для Qla и Q 1̂ следует, что га

мильтониан системы автоматически является полож ительно опреде
ленным оператором.

§ 1.8. ДИРАКОВСКИЕ ПОЛЯ С ВНУТРЕННИМИ СИММЕТРИЯМИ

1.8.1. Нуклонные и кварковые поля. Уравнением Д и рака описы
вается электронно-позитронное поле. Н о это не единственный пример 
дираковского поля: все поля, связанны е с частицами, обладающими 
спином V2, являю тся дираковскими. В частности, нейтронное и про
тонное поля представляю т собой дираковские поля.

Нейтрон и протон, рассматриваемые как структурны е элементы 
ядер, обладают сходными свойствами. Если поэтому не учитывать не
большое различие в их массе, то их можно рассматривать как  два 
состояния единой частицы — нуклона. При этом можно объединить 
два дираковских поля — протонное (фр =  % ) и нейтронное (ф„ s  ф2) — 
в единое нуклонное' поле, описываемое двукратным биспинором

Q a  =  £  Л / a , о (X), д*]а,ц (х) =  О,



и удовлетворяю щ ее уравнению  Д и р ака

— М )  ф/ (х) =  0, * = 1 , 2 ,  (1.8.1)
где М  — масса нуклона. Этим уравнениям  соответствует л агран 
ж иан

=  ^  — М ) ф ,----- g-гр/ +  М )  ф „ ( 1.8.2)

который инвариантен относительно фазовых преобразований

Ф/ Ф* =  е‘аф/> Ф* Ь  =  е“"‘аф/.
С инвариантностью  по отношению к фазовым преобразованиям  свя
зан закон сохранения барионного заряда , который аналогичен элек 
трическому заряду  в случае электронно-позитронного поля.

Кроме того, лагранж иан  (1.8.2) инвариантен относительно преоб
разований, оставляю щ их инвариантной квадратичную  форму двух 
комплексных переменных:

Ф*Ф* =  ФгФ^+ Ф2Ф2 .
Эти преобразования связаны  с внутренней симметрией нуклонного 
поля, которая назы вается изотопической 4.

Еще одним примером обобщенного дираковского поля, обладаю 
щего внутренней симметрией, является кварковое поле. К варкам и на
зываются структурны е элементы сильно взаимодействующих частиц — 
адронов, в структуре которых они играю т такую  же роль, как  прото
ны и нейтроны в структуре ядра. Если не учитывать сущ ествование 
так называемых очарованных и других более слож ны х адронов, то 
можно считать, что имеется три сорта кварков — протонные (и), ней
тронные (<d) и странные (s) кварки  и столько же сортов антикварков, 
причем каждый из кварков и , d, s может находиться в трех состояни
ях, которые называются цветовыми состояниями. К варки обладают 
спином V2, поэтому в простейшем случае (кварки и , d, s) кварковое 
поле долж но описываться 3 X 3-кратным биспинором qAi (х), где А  
служ ит для обозначения сорта, a i — цвета кварка. Если учитывать 
очарованные кварки , то нуж но разли чать четыре сорта кварков: и-, 
d-, s-кварки  и очарованный кварк с, причем каждый из этих кварков 
по-прежнему может находиться в одном из трех цветовых состояний. 
В этом случае кварковое поле описывается 4 X 3-кратным биспино
ром qAi (х) (А =  1, 2, 3, 4; i =  1 , 2 ,  3), удовлетворяющим уравнению  
Д и р ака  типа (1.8.1) с массой т А, зависящ ей от сорта кварка и не за
висящей от его цвета (в действительности различие в массах ц-, d-, 
s-кварков невелико, масса же очарованного кварка с значительно от
личается от масс первых трех кварков). К варковому полю соответст
вует лагранж иан

\  S  [Qai (гуЧ» — т А) Ям —~ям (jY ^ h +  т л) Ям. (1.8.3)

Г*...................
4 Понятие изотопической инвариантности было введено В . Гейзенбергом [15].



Д анны й лагранж иан  инвариантен относительно преобразований, ос
тавляю щ их неизменной квадратичную  форму трех комплексных ве
личин S  qAiQAi (в ней остается фиксированным сорт кварков). Эта ин-

i
вариантность называется цветовой симметрией. Если не учитывать 
различия в массах кварков, то лагран ж и ан  (£я будет инвариантен так
ж е относительно преобразований, оставляю щ их неизменной квадра
тичную форму трех (или четырех с учетом с-кварка, или elite большего 
числа кварков) комплексных величин 5] QaiQai (в ней остается фикси-

А
рованным цвет кварков) 5.

1.8.2. У нитарные симметрии. Таким образом, в обоих рассмотрен
ных случаях  — нуклонного и кваркового поля — речь идет об обоб
щенном дираковском поле*, описываемом n -кратным биспинором %  (х) 
(i =  1, 2, . .. ,  ri), удовлетворяющ им уравнению  Д и р ака  типа (1.8.1), 
которому соответствует лагран ж и ан

&  =  4 "  ’Fi (‘Т Ч »  — т) Ф< —  4 "  Ф/ +  т) Фг- (1-8.4)

Этот лагран ж и ан  инвариантен относительно преобразований

ф£->-ф£ =  ̂ i /ф/. Ф, -*■ фг =  (1.8.5)
оставляю щ их неизменной квадратичную  форму п комплексных пере
менных ф(-:

П
ф/ф/ =  Е  %Ф<- 

£=1

Отсюда следует, что матрица U  долж на быть унитарной, U+LI =  1, 
и поэтому долж на иметь следующую структуру:

Ü  =  eiaU,  (1.8.6)
где а  — произвольное вещественное число, a U  — унитарная матри
ца с det U  =  1. Ее можно записать в виде

Я =  ех р Ш , (1.8.7)
где Я  — эрмитова матрица со шпуром, равным нулю , Sp Я  =  0. 
М атрицы U  образую т группу, которая назы вается группой S U  (п). 
И нвариантность лагран ж и ан а относительно преобразований группы 
S U  (п) назы вается унитарной симметрией.

Таким образом, лагран ж и ан  (1.8.4) инвариантен относительно
группы преобразований S U  (п) и группы фазовых преобразований. 
Т ак как  эрмитова матрица п-го порядка определяется п2 веществен
ными параметрами, то элементы группы S U  (п) определяю тся п2 — 1 
вещественными параметрами (мы учли условие Sp Я  =  0). Д ля  бес
конечно малых преобразований матрицу U  можно представить в виде

U =  I — ie ° r o, (1.8.8)

5 Гипотеза кварков принадлежит Гелл-Манну [16] и Цвейгу [17]. Цвет кварков 
был введен в работах Гринберга [18], Боголюбова, Струминского, Тавхелидзе [19] и 
Хана, Намбу [20].



где г а — вещественные бесконечно малые параметры (а =  1, 2, п2 — 
— 1) и Т а — эрмитовь1 матрицы п -го порядка со ш пуром, равным ну
лю (так как  det U =  1):

Т +  =  Т а, S p T a =  0 (1.8.9)
(по индексу а  производится суммирование). М атрицы Та представля
ют собой генераторы группы S U  (п) и удовлетворяю т, очевидно, пере
становочным соотношениям

[Ta9T b] =  ifabcT C9 (1.8.10)

где fab — структурны е постоянные группы S U  (п).
Рассмотренные нами унитарны е матрицы n-го порядка с детерми

нантом, равным единице, реализую т так называемое фундаментальное 
представление группы S U  (п), а матрицы Т а являю тся генераторами 
этого представления. Существуют такж е представления группы S U  (п) 
более высокой размерности. Одним из таких представлений является 
присоединенное представление размерности N  =  п2 — 1. Генератора
ми этого представления являю тся сами структурны е постоянные fab > 
рассматриваемые как  матрицы с матричными элементами (Т с)аь =  
=  i fab . Д ействительно, эти матрицы согласно (1.1.30) удовлетворяю т 
соотношениям коммутации

[Га, Ть] =  îfab Т су

связанным с алгеброй Л и группы S U  (п ).
Величины ф и ф  при бесконечно малых преобразованиях группы 

S U  (ri) преобразую тся по формулам

г|>-V 1| / =  if +  ôi|>, ip -V ip' =  ip +  ôip, ( 1 8  11)

бф =  — i&aT a ф, бф =  teaT*aty

и могут быть названы  S U  (п)-спинорами.
Согласно общим результатам п. 1.2.3 с инвариантностью  лагран 

ж иана относительно преобразований группы S U  (ri) связано сущ ество
вание п сохраняю щ ихся 4-токов

=  Ф =  0, (1.8.12)
подобно тому как с инвариантностью  лагран ж и ан а по отношению к 
фазовым преобразованиям связано сущ ествование сохраняю щ егося 
тока

3 »  =  я |, /%  =  0.

При преобразованиях (1.8.11) токи (1.8.12) преобразую тся согласно 
(1.8.11), (1.8.12) по закону

№ $ =  - J f b a ' & t .  (1.8.13)
Вернемся к нуклонному и кварковому полям. В случае нуклонного 

поля лагранж иан  (1.8.4) инвариантен по отношению к группе преоб
разований S U  (2). Генераторы этой группы, представляю щ ие собой



эрмитовы матрицы второго порядка со шпуром, равным нулю, могут 
быть выбраны в виде

где %а — матрица П аули  (см. (1.5.2)), действующая на индекс i в функ
ции ф, (i =  1, 2; этот индекс называется изотопическим). Согласно 
(1.8.10), (1.8.14) структурны е постоянные этой группы f j  =  &аьс- 

В случае кваркового поля лагранж иан  строго инвариантен по от
ношению к цветовой группе преобразований S U  (3)с. Генераторы этой 
группы, представляющ ие собой эрмитовы матрицы третьего порядка 
со шпуром, равным нулю, можно выбрать в виде

где Яв — восемь эрмитовых матриц со шпуром, равным нулю:

Эти матрицы аналогичны матрицам %а в группе S U  (2) и называются 
матрицами Гелл-М анна.

Нетрудно убедиться, что

а  =  1, 2, 3, (1.8.14)

(1.8.15)

(1.8.16)

Sp ЯаЯд — 2ба&. (1.8.17)

или

[Яа, Яд] — 2 ifab 
имеют согласно (1.8.17) следующий вид:

fab — Sp Кс [Ла, Яд]. (1.8.18)



П ри сделанном выборе матриц А,а отличны от нуля следующие компо
ненты fab-

fl2 3  =  1 * f i n  —  f  156 — / 24e =  /257 =  /345 =  f 367 =  ~2~ >

f - f  — H _  (1 .8 .18 ')

(в нормировке (1.8.17) нет различия между ковариантными и контра- 
вариантными индексами; см. далее п. 1.8.3).

А нтикоммутатор матриц %а, как  и коммутатор, линеен по V

{й*, К )  =  4 - 6 а,  +  2<46Л  (1.8.19)

(коэффициент при 6аь определяется на основе того, что Sp {ка, —
=  4баь и Sp =  0). Коэффициенты определяю тся, очевидно, фор
мулой

dabc = - ^ - S p K i K ’ h )  (1.8.20)

и поэтому симметричны по индексам а, й, с. Отличны от нуля следую
щие значения d abc:

J .  — 1 л — 1 л _
9 ^118 —  ~дГ ^228 —  "ТГ" ^яяя —.338 а 448 — 5̂58 — ‘ ^668 — *778

2 8̂88 2 ]/ 3 , ^146 — ^157 — ^247 *256 ^344 —

—  ^ 3 5 5  —  ^ 3 5 6  —  ^ 3 7 7  —  о  • (1 .8 .20 ')

1.8.3. У нитарные тензоры. Если при бесконечно малых преобра
зованиях внутренней симметрии S U  (п) некоторые величины Н а пре
образую тся согласно закону

6Н а =  - г % асН с, (1.8.21)

то эти величины мы будем назы вать компонентами ковариантного 
S U  (п)-вектора. Таким образом, токи S^  образую т ковариантный 
S U  (п)-вектор.

Величины Qa будем назы вать компонентами контравариантного 
S U  (п)-вектора, если при преобразованиях внутренней симметрии 
(1.8.7) они преобразую тся по закону

ÔQa =  e V Q C- (1-8.22)

Кроме векторов можно ввести S U  (/г)-тензоры второго и более вы
соких рангов. Например, величины Qa будут представлять собой ком
поненты смешанного S U  (п)-тензора второго ранга, если при преоб
разовании внутренней симметрии они преобразую тся по закону

8QÎ =  -  е V Q 2  +  e f cdaQÎ. ( 1.8.23)



Отсюда ясно, что величины QaH b образую т смешанный тензор второго 
ранга. Л егко видеть, что если в смешанном тензоре производить сум
мирование по верхнему и ниж нему индексам (сокращенно по индек
сам), то мы будем получать тензоры более низкого ранга. Н апример, 
величина Q“ согласно (1.8.23) при преобразованиях внутренней сим
метрии будет оставаться инвариантной, àQa =  0, т. е. S U  (п) будет 
скаляром . В частности, скаляром  будет величина QaH a.

Л егко видеть, что структурны е постоянные fab можно рассматри
вать как  универсальный S U  (п)-тензор 3-го ранга. Д ействительно, 
предположив, что величины fQb образую т S U  (п)-тензор 3-го ранга, 
мы получим для него согласно (1.8.21), (1.8.22) следующий закон пре
образования:

àfab =  г (.U  fab -  f j f l b  -  fdb fa ll ,
откуда, учитывая (1.1.30), находим àfab =  0, что и доказы вает наш е 
утверждение.

Т ак как  fab является S U  (п)-тензором, то величины

g a b = ~ U % b C (1.8.24)

образую т ковариантный S U  (/г)-тензор 2-го ранга. Вследствие анти
симметрии fab по индекса а и b тензор g ab будет симметричным, g ab =  
=  gba. С помощью универсального тензора g ab и обратного ему тензо
ра g ab:

g abgbd =  iâ
можно поднимать и опускать индексы у S U  (ri)-тензоров.

П окаж ем теперь, что величины

Tax...ak ~  tyTах • » • T а.Лф =  Ф* (T а% Tak) i i A ^ h (1.8.25)

построенные из билинейных комбинаций гр и гр, образую т ковариант
ный S U  (я)-тензор /г-ro ранга (А — произвольная матрица, действую
щ ая на спинорный индекс). Д ействительно, учиты вая, что величины ïj> 
и г[) при бесконечно малых S U  (ц)-преобразованиях преобразуются по 
формулам (1.8.11), находим

Так как [Т0х . . .  Т а,,  

=  i fa p bT b% то

=  — [Tat . . .  Т ak, та] Лф.

Та) =  £  7 ^  . . .  [Та? Т а\ . . .  Та, И [Та., Т  а] =  
£—1

ÔTat...ah 2  V - ,
i=\

• • Т щ ^ Т ь Т а ^  . . . TakAty —

2  Eafaia Tax...ai__ibaijri ...ak> 
i—l



Из этого соотношения следует, что T üx...ak действительно представляет 
собой ковариантный S U  (п)-тензор k-ro  ранга.

1.8.4. Свойства генераторов унитарной группы.До сих пор мы предпо
лагали , что законы  преобразования ковариантны х и контравариантных 
S U  (п)-тензоров различны. П окаж ем, что метрический тензор g ab Для 
группы  S U  (п ) можно считать равным 6аь и, следовательно, не делать 
различия между ковариантными и контравариантными величинами. 
Отметим, что генераторы группы S U  (ri) всегда можно выбрать так, 
чтобы выполнялось соотношение

S p r ar f t= 4 - ô a o ,  а , 6 = 1 .............п? 1. (1.8.26)

И спользуя формулу

[Та, T b] =  ifabCT C9
получаем

fab = - 2 i S p  [Tat Т ь] Т с.

Отсюда вытекает свойство антисимметрии структурны х постоянных:

fab = - t b a = î b c a. (1.8.27)

П роизвольную  безшпуровую (п х /г)-матрицу можно, очевидно, пред
ставить в виде

F  =  СаТ а,
где согласно (1.8.26)

Ca =  2 S p F T a
и, следовательно,

F =  2 T a S p F T a.

Выбирая в качестве F  безш пуровую матрицу Fim (/, m  фиксированы) 
с элементами

(T lm)ik — $im$lk —  Sikàln

получаем отсюда

^itrfilk ~  $ik$lm — 2 (T a)ik (T a)rs ô̂smôr/ — èis^ml j 

или, учитывая, что Sp T а =  О,

(T a)ik (T a)lm — “g" &im$lk (1.8.28)

П олагая здесь m =  i и производя суммирование по i , находим

T a T a - ^ ^ - F  (1-8.29)

Из соотношения (1.8.28) следует, что

Sp Т аТьТ аТ е =  -  Д р  Ььс (1.8.30)



(мы учли, что Sp Т с =  0). Вместе с тем Sp Т аТ ьТ аТ с можңо предста
вить в виде

Sp Т аТ ьТ аТ е =  Sp Т аТ аТ ьТ с +  Sp Т сТ а [Ть, Т а], 

откуда согласно (1.8.29), (1.8.10)

Sp Т аТ„ТаТ с =  Ььс +  ifba Sp T cT aT h

а используя антисимметрию fba по индексам а, / и формулу (1.8.10), 
находим

Sp татьтатс = п2 — 1 
4 п

2 _ 1
- r - î - f i4 п

----- g - /ta  V  S p r i 

te ----fbàfal ■

С равнивая эту формулу с (1.8.30), получаем

îbdfalC =  ï b à f u = n b b c  (1.8.31)
и, следовательно, согласно определению (1.8.24) метрического тензора

g a b ^ à a b .  (1.8.32)
Соотношение (1.8.31) позволяет доказать справедливость формулы

fadsfb“i fcgi =  J L  fübc (1.8.33)

(в силу (1.8.32) мы уж е не различаем верхние и ниж ние индексы). 
Д ействительно, используя свойство антисимметрии fabc, получаем

^adg^bdl jCgl   1 ^adg ^ b d l  jCgl  ^ bgl^ cdl^

или, согласно (1.1.30):
ÿadgÿbdl jCgl __ 1 jiadgÿbcl jd g l __ П ^abc

(мы использовали формулу (1.8.31); формула (1.8.33) понадобится нам 
далее).

Рассматривая структурны е постоянные fabc как матричные элемен
ты матрицы (Ja)bc =  fabc, формулы (1.8.31), (1.8.33) можем перепи
сать в виде

Sp f f  =  nôat, Sp fa? f c =  ~  fabc. (1.8.34)

§ 1.9. КАЛИБРОВОЧНЫЕ ПОЛЯ

1.9.1. Введение калибровочного поля. Л агранж иан  свободного 
электронно-позитронного поля инвариантен относительно фазового 
преобразования

ф (л:) ->  ф ' (л:) =  е- *Еф (х), ф* (х) ф'* (х) =  е‘Еф* (х), (U 9 .1)



где г  — вещественная постоянная. В случае бесконечно малых пре
образований

6ф =  ф ' ( х ) — ф (х) = — 1*еф(л;), бгр* ===== гегр* (л:). (1 .9 .Г )

Т ак  как ф (х) является функцией координат и времени, то представ
ляется естественным потребовать, чтобы лагранж иан  был инвариантен 
относительно более общего преобразования, а именно преобразования 
(1.9.1), в котором г  представляет собой не константу, а функцию ко
ординат и времени. Однако если ограничиться только полем ф (х) 
самим по себе, то добиться этого невозможно. Такую  инвариантность 
можно получить, если кроме электронно-позитронного поля ф (х) 
ввести электромагнитное поле А ^ ( х )  и потребовать, чтобы оно при 
преобразовании (1.9.1) поля ф (лг) само испытывало преобразование

А ц (*) ->  А и (х) =  Лц (х) +  ди(о (х), г  =  — есо. (1.9.2)

При таком преобразовании, которое называется калибровочным, ин
вариантность лагранж иана электронно-позитронного и электромагнит
ного полей достигается вследствие замены в лагранж иане (1.5.35) обыч
ных производных дцф (х) ковариантными производными

£у|> (х) =  (dw —  1еАи (х)) яр (х),

(£ (^ , if, Л) =  -^-яр {iy»  (<9ц —  ieAn) — m} яр —

----- «Y1 (дц +  ieA^) +  т) яр. (1.9.3)

Происходит это в связи с тем, что величины £>цф (х) при преобразова
ниях (1.9.1), (1.9.2) с зависящ ей от х  фазой г  (л;) преобразую тся так  
же, как и поле ф (х).

П окаж ем, что идею использования электромагнитного поля для 
построения инвариантного лагран ж и ан а поля ф (х) относительно фа
зовых преобразований с переменной фазой г  (х) можно обобщить на 
случай произвольных полей ф (х), обладаю щ их некоторой внутренней 
симметрией. Д ля  этого рассмотрим бесконечно малые преобразова
ния (1.8.8) поля ф (я), связанны е с внутренними симметриями:

6ф (х) == — i&aT a ф (х), га =  — gro0, (1.9.4)

где г а (соа) — бесконечно малые величины и матрицы Т а удовлетворя
ют соотношению (1.8.10) (величина g  далее играет роль константы 
взаимодействия). Не ограничивая общности будем считать, что компо
ненты поля ф (х) вещественные. В этом случае матрицы Т а чисто 
мнимые.

У словие инвариантности лагран ж и ан а (£ (ф, дцф) относительно 
преобразования (1.9.4) имеет вид

- Щ г Т Л  +  ^ Т А ^ - О ,  (1.9.5)

откуда в силу уравнений Л агр ан ж а (1.15) следует условие сохранения 
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=  0, 9 »  =  - 1 - щ - Т а1р. (1.9.6)

П усть теперь величины е° являю тся функциями координат и вре
мени. Тогда

Н  =  ~  (х) ? а-ф (х), 0дц\|) =  — г'еа (х) —  i'dMea (х) Т а$ ,  (1.9.7)
и поэтому вариация лагран ж и ан а (инвариантного относительно пре
образований внутренней симметрии с постоянными г а) будет теперь 
определяться равенством

№  =  =  Щ д ^ ( х ) .  (1.9.8)

Видно, что потеря инвариантности лагран ж и ан а при переменном г а 
связан а с тем, что производные при преобразованиях внутренней 
симметрии с зависящ ими от х параметрами еа (х) преобразую тся ина
че, чем само поле ф (х). Однако, как и в случае электронно-позитрон
ного поля, можно добиться инвариантности лагран ж и ан а относительно 
преобразований (1.9.7), если ввести добавочные векторные п о л я 6 
Л£ (х), число которых равно числу генераторов Г а, и определить с 
помощью них ковариантные производные поля ф (х):

*VI> (*) =  дд'ф (х) —  i g A l  (х) г ая|) (х), (1.9.9)
закон преобразования которых совпадает с законом преобразования 
поля ф (х):

бОцф (х) =  — iea (х) T aD цф (х). (1.9.10)

П оля Л£ (х) называются калибровочными.
Д ля  того чтобы соотношение (1.9.10) имело место, калибровочное^ 

поле A l  при преобразовании (1.9.7) само долж но преобразовываться 
по закону 7

ЬА1 (х) =  ес (х) U  A l  (х) -  ±  ôwea (х). (1.9.11)

Действительно, из определения (1.9.9) и закона преобразования по
ля ф (х) (1.9.7) следует, что

(х) =  дд0г|) (х) — igbA^  (х) Т аА> (х) —  igA^  (х) T aôi|5 (х) =

=  —  izaT ad^\> —  idv& T 'f t  —  i g b A ^ T ^  —  [Tb, T a\ ^  —

—  g e aA l T aTb^>
или согласно (1.9.9), (1.8.10)

=  — ieaT аОц\![> — ig  -f- —  d fl8a -j- ecAlf/,caj  T ai|'.

откуда получаем закон преобразования (1.9.10) калибровочного поля.

6 Неабелевы калибровочные поля были введены в работе Янгаз Миллса [21].
7 В изложении мы следуем в основном обзору [22].



П реобразования (1.9.7), (1.9.11) будем назы вать калибровочными. 
Обратим внимание на то, что кроме слагаемого — ана

логичного сл агаем о м у -----— д^г в преобразовании электромагнитного

поля А ух (а: ) ,  имеет добавочное слагаемое ес/ с*Д4^, содерж ащ ее струк
турные константы fcba, характерны е для неабелевой группы симмет
рии с генераторами Т а.

И нвариантность лагран ж и ан а поля ф, взаимодействующего с по
лями Л£, достигается так  же, как в случае электронно-позитронного 

• и электромагнитного полей, путем замены в лагранж иане (ф, д^ф) 
обычных производных д^ф на ковариантные производные Ц^ф. Это 
значит, что лагранж иан  поля яр, взаимодействующего с калибровоч
ными полями определяется формулой

& 01\ Ю  =  ^  №  А Л ) . (1.9.12)
где Ü  (ф, дцф) — лагранж иан  поля ф (я). Д ействительно, так  как  со
отношение (1.9.5) справедливо при любом д^ф, то справедлива фор
мула

д& (ф, £>ф)
® Ж 5 $ 1 г л - о ,

откуда, используя (1.9.10), (1.9.7), находим
д^Сф, £>ф) 

д О ^
дЗ? (ф, Рф)

дф 6ф =  0.

Это соотношение доказы вает инвариантность лагран ж и ан а ^  (ф, £)ф) 
относительно преобразований (1.9.7), (1.9.11).

Определим плотность обобщенных токов $а  при наличии калибро
вочных полей согласно формуле ,

oDyÿ  оТ (1.9.13)

Учитывая (1.9.9), получаем
д 2  (-ф, Рг|?)

к
(1 .9 .13 ')

П окаж ем, что при преобразованиях внутренней симметрии (1.9.7), 
(1.9.11) с зависящ ими от х  параметрами е° обобщенные токи преобра
зую тся по закону

8 hfba'&è. (1.9.14)
Д ля  этого отметим, что вследствие инвариантности лагран ж и ан а отно
сительно преобразований (1.9.7), (1.9.11)

£ ( 1 Л  £> V ) =  2 « > , Щ ) .
где

Дц’ф — <ЗцЛГ  ̂Таг}-



(ф ', А '  — преобразованные поля ф, А ).  Поэтому
Р'ф ') _  дЗ? (г|), D-ф) dPvxpf

dD\p' ~  dDjpj до'^р'

Д ля  бесконечно малых преобразований согласно (1.9.10)

D W  =  (1 — Î£aTa) Dfj.ip, =  (1 +  ieaTa) Омг|/
и, следовательно,

Ô&W, D'Y) _  дз? б|), Dxp) . .  . T .
dD'uV ~  àD ^ (l + t B l ab

Т аким  образом,
g тр, Рф) _  • a дзг (ф, Dip)

dD^p dD^p o'

И з этой формулы и формулы (1.9.13) вытекает следующее выражение 
для вариации 0§(£:

^ ~ ‘ ь T B j r  т>т° *  -  е‘ Т ‘Т Л ~  е" Щ Г  1Т>” Т ^

И спользуя выраж ение (1.8.10) для [T bi 7 J ,  получим закон преобра
зования (1.9.14) обобщенных токов.

Д о  сих пор мы считали поле ф (х) вещественным, что по существу 
не является ограничением. Т ак, в случае дираковского комплексного 
поля ф (х) вместо него можно ввести два. вещественных поля фх (х), 
<Ра (*)•'

Ф (х) =  CPi (*) +  1ф2 (*),
причем фазовому преобразованию  (1.9.1) будет соответствовать сле
дующее преобразование двухкомпонентного поля ф (х) =

\ф2 (х)/
6ф (х) =  — /еТф (х),

где 6ф (х) =  и двухкомпонентная матрица Т  определяется фор

мулой

Т - (  о)- (1'915)
Это преобразование вещественного поля ф (х) соответствует общей 
формуле (1.9.4).

О днако часто удобнее пользоваться лагранж ианом , выраженным 
через комплексные поля. В этом случае такж е справедливы все при
веденные формулы, если под ф понимать удвоенное количество полей 
ф, ф*, закон  преобразования которых имеет вид

бф (х) =  — *еаГ аф (х), 6ф* (х) =  ieaT*aty* (х). (1.9.16)
При этом следует считать, что во всех приведенных здесь формулах 
суммирование выполняется как  по компонентам поля ф (х), так  и по



компонентам поля ф* (я), причем полю ф* (а:) соответствует матрица 
— Т а. Н апример, выраж ение для тока в случае комплексного поля 
следует записать в виде

Так как в случае комплексного поля группой внутренней симметрии 
обычно является группа S U  (/г), то генераторы этой группы будут 
эрмитовыми матрицами и, следовательно, последнюю формулу можно 
записать в виде

Я ~ - ‘ - я & тл  +  ‘Г г . - £ ^ г .  С '9 ' 17»

Д алее мы будем считать поля ф =  (ф, ф*) комплексными, а в качестве 
группы внутренней симметрии использовать группу S U  (п ).

1.9.2. Тензорный анализ калибровочных полей. Нашей следующей 
задачей является построение лагран ж и ан а самих калибровочных по
лей, зависящ его как  от полей так  и от их производных d vA Этот 
лагран ж и ан  долж ен быть инвариантен относительно преобразований 
(1.9.11). Поэтому возникает вопрос о нахождении инвариантов преоб
разования (1.9.11). Д л я  решения этого вопроса подробно рассмотрим 
тензорный анализ, связанны й с преобразованиями (1.9.11), причем в 
качестве группы внутренней симметрии используем группу S U  (п).

Как и в п. 1.8.3, величины Н а и Ga будем назы вать компонентами 
ковариантного и контравариантного S U  (л)-векторов, а величины Qba —  
компонентами смешанного S U  (я)-тензора второго ранга, если они 
преобразую тся согласно формулам (1.8.21), (1.8.22), (1.8.23). Теперь 
бесконечно малые параметры г а будем считать функциями х  (анало
гичные определения можно дать и для тензоров высших рангов). П о
скольку величины г а являю тся функциями *, то производные 
d»Ga, d^Qa уж е не будут S U  (/г)-тензорами. Н аш а задача заклю чается 
в том, чтобы ввести ковариантное дифференцирование S U  (^ -тен зо 
ров, при котором не меняется закон  преобразования тензоров (анало
гично тому, как ковариантное дифференцирование величин ф по фор
муле (1.9.9) не меняет закона преобразования (1.9.4)).

Л егко видеть, что компоненты обобщенного тока 9 ^  (р — фикси
ровано) согласно (1.9.14) образую т ковариантный вектор, компонен
ты же калибровочного поля А £ контравариантного S U  (я)-вектора не 
образую т, так  как в формулу (1.9.11) входит слагаемое дцъа. Ясно 
такж е, что и при переменном г а величины fab \  gaby определяемые фор
мулами (1.8.10), (1.8.24), образую т универсальны е S U  (/г)-тензоры 
третьего и второго рангов. Кроме того, по повторяющимся нижним и 
верхним индексам можно производить суммирование (свертку), в ре
зультате которого понижается ранг тензоров.

При переменных еа производные от векторов д^Нау д у р а преобра



(1.9.18)

зуются согласно (1.8.21), (1.8.22) по формулам

а д ,  =  -  *bf b a % H c -  d ^ bfbaCH c, 

б д ^  =
Введем ковариантные производные jSy, от S U  (п)-векторов:

Л Я «  =  Cl +  Sfnb АцНс,  ̂j g jĝ

и покаж ем, что величины 0 иЛ а и ,0^0°  преобразую тся как  S U  (^ -в е к 
торы:

Ь 0 [1Н а =  - г Ң Ьас0 )1Н с,

Ь 0 Л  =  г ^ ы;° а д .
И спользуя (1.9.18), (1.9.11), (1.8.21), (1.8.22), находим

в З У / в =  -  с -  е6/ 6/д ц Я е -  d ^ bUbCH c +

+  gfdibA Î U H c - g f abcA b[/ U c H l =  -  6 ҢьаСдрН с -

- g e dA l H c {fd,bfbae +  f , a f u X

откуда согласно (1.1.30)

6 0 *Н а =  -  6bfbae (д»Нс +  gfc,dA\jfd),

что и доказы вает первую из формул (1.9.19). (Аналогично можно до
казать вторую из формул (1.9.19).)

Н етрудно ввести ковариантны е производные S U  (/г)-тензоров выс
шего ранга. Н апример, ковариантная производная смешанного S U  (п)- 
тензора 2-го ранга Qa определяется формулой

& Л  =  д Л а  +  +  е Ы ЬА сЛ а . (1.9.21)
Л егко  видеть, что ковариантное дифференцирование производится 

по обычным правилам:

я Л ' - Л : :  =  +  R dA Q t ,

К овариантная производная универсального S U  (п)-тензора / а/  
равна нулю, т. е.

0 J a b =  0. (1.9.22)
Д ействительно, согласно (1.9.21)

0 »fabC =  -  gA% {fad fbl° +  ï 'dbfaï  +  fbJfd l%
откуда, используя (1.1.30), получаем соотношение (1.9.22). И споль
зуя  далее формулы (1.8.24), (1.9.22), находим

0 ^  =  0. (1.9.23)

П окаж ем, как  с помощью калибровочного поля (которое при пе
ременном 8 не является S U  (п)-вектором) и операций дифференцирова



ния построить S U  (/г)-вектор. Вычислим с этой целью величину 
( 0 ^ ,0  v — 0 V0 „ )  Q° (х), г д е Qa — некоторый контравариантны й S U  (п )- 
вектор. Согласно (1.9.19)

0 v ( 3 » Q a) =  dv0 ^ Q a +  g f ^ A ^ Q 1.

П одставляя сюда выраж ение (1.9.19), для 0 ^ 0 °  получаем

0 М а =  d ^ Q a +  gfbcad X Q c +  gfbc‘AbudvQc +
+  gfdia А ЛудиО> +  g 2fdiaAvfbc‘AuQc,

откуда

( i 3 v A  -  0 M  (Г  =  gfbcaQc ( д Л  -  д » А §  +

+  g 2 (fbc‘f di a +  fcd‘fb ia) A U t Q c,

или, используя (1.1.30):

( 0 Ж  -  0 * 0  v) Qa — — g F U b c aQ \  (1.9.24)
где

K v  =  д^А‘1 —  d vA “ +  gfbcaA »A cv. (1.9.25)

Т ак как  левая часть этого равенства — S U  (я)-вектор, а вели’ 
чина fbCaQc есть смешанный S U  (я)-тензор 2-го ранга, то FpV представ
ляет собой контравариантный S U  (я)-вектор.

Таким образом, если F»v Ф  0, то ковариантные дифференцирова
ния некоммутативны.

Отметим, что ковариантные производные от F^v удовлетворяют 
тождеству

iuv vp H- 85 vFрр =  0, (1.9.26)

справедливость которого следует из формул (1.9.25), (1.9.19).
П окаж ем, что разность вторых ковариантны х производных от по

ля ф задается формулой

(£>vAi D y P v )  ф =  ig F  pVT аф, (1.9.27)

где F p v — S U  (п)-вектор, определяемы й формулой (1.9.25). Д ля  это
го отметим, что согласно (1 .9 .9)

=  дуОрф igAyTfyD^ ф,

откуда с использованием (1.9.9) получаем

=  д у д ^  — ig d v (А^Та^) — i g A bT bd ^  —  g 2A bT bA l T a^.

Поэтому

(DVD W -  D „D V) ф =  — tg  (dvA l  -  M v )  T ax1) -  g 2 (AbvA l )  [Tb, T a] ф,
следовательно, согласно (1.8.10) мы приходим к формуле (1.9.27)

1.9.3. Лагранжиан калибровочного поля и полный лагранжиан.
Построим лагран ж и ан  калибровочного поля. При этом будем исхо.



дить из того, что этот лагранж иан , который мы будем обозначать Çê0f 
должен содерж ать только калибровочные поля (х) и их простран
ственно-временные производные не выше первого порядка.

Из условий инвариантности лагран ж и ан а (£0 по отношению к ка
либровочным преобразованиям и преобразованиям Л оренца следует,
что он долж ен быть некоторой функцией от величины ----- ^ g a b F ^ F b̂ v =

-----F£vF aV, которая согласно описанным выше результатам  яв л я
ется как S U  (п)-инвариантом, так  и лоренц-инвариантом. Если потре
бовать, чтобы уравнения поля обладали минимальной нелинейностью,
то вели чи н у— ~ F £ VF£V следует выбрать в качестве лагран ж и ан а сво
бодного калибровочного поля:

^ 0  (Аа, д»А а) =  -  -J -  w v. (1.9.28)

Согласно (1.9.12) полный лагранж иан  поля ф и калибровочного поля

L =  ( £ ® ,  D +  (е 0 {А, дрА), (1.9.29)
где ÙZ (ip, c^ip) — лагранж иан  свободного поля ip и D Mip — ковариант- 
ная производная поля ip (см. (1.9.9)).

Запиш ем уравнения движ ения полей ip и /1^. У читывая, что соглас
но (1.9.9)

дг_
0гр щ

д 2
■AIT а.

д 2

— производные от 6? (ip, Dip) по дд1р и ip при

постоянных ip и dwip соответственно, находим (см. (1.1.5))

b - у  -  °  — S  а г у  К Т . .  (1.9.30)

Согласно (1.9.29), (1 .9 .13 ') уравнение движ ения поля имеет вид

я  ад »  (Л. дА) _  д 2 0 (А, дА) _  Sjv 
“ дд№А% дА% ё  а-

Т ак как вариации лагран ж и ан а ££0, связанны е с вариациями д^А и 
А ,  определяю тся формулами

ôa^ 0 =  - ^ VÔÔHv,

бл^о  =  -  g  FaVfbca (ô AlA%  -I- < M $ )  =  -  g F ^ f bcaAcM l

то

a?o дА) r.vi_i . дА) ь у)
ад ла  —  г °  » ,  , а  —  ë r 6 ta c  лdAav



П оэтому

d uF T  =  g H ,  (1.9.31)
где

=  (1.9.32)
Эта величина, очевидно, определяется так:

Г*а
J _  dL 
g dAav

(1.9.33)

Т ак как  тензор Fa* антисимметричен по индексам v и р, то справедливо 
соотношение

д Х  =  0, (1.9.34)

которое вы раж ает закон сохранения обобщенного тока Га и соответ
ствующего ему заряда

Q«= Jd*x/2(*). (1.9.35)
У равнения поля (1.9.31) можно переписать такж е в виде

д ^ Т + g f ас A ^ F T ^ g m

или согласно определению ковариантной производной в виде

V
а* (1.9.36)

Обе части этого уравнения представляю т собой S U  (я)-векторы, так  
что оно явно инвариантно по отношению к калибровочным преобразо
ваниям.

Величины Fa* удовлетворяю т тождеству

0 * 0  J W  =  о. • (1.9.37)
Д ействительно, согласно (1.9.24)

0 , 0 ^  =  4 - ( 0 ^  F™» =  -  ~ g F U c b aF ™ \

откуда вследствие антисимметрии fcta по индексам b и с следует (1.9.37).
Согласно (1.9.36), (1.9.37) S U  (п)-вектор удовлетворяет следу

ющему ковариантному «закону сохранения»:

0 j / la =  0. (1.9.38)

Отметим, что этот закон следует из уравнения движ ения поля г|? (см. 
(1.9.30)). Д ействительно, согласно определению ковариантной произ
водной (1.9.19) и определению (1.9.13) S U  (я)-вектора V*

+  g f a b K m .



& №  =  - щ $ -  { -  i T A ' ï  -  ë T J M l  -

- g A l l T b, T a] г|>} +  g f a b A f f i ,

откуда, учиты вая, что [ T Qy T b] =  ifab T c и используя определение 
(1.9.13) тока находим

а =  — i T aty — i âD^  T(P\X§-

П равая часть этого равенства согласно формуле (1.9.5), выражающ ей 
инвариантность лагран ж и ан а éé (ф, дф) относительно S U  (^ -п р ео б 
разований с постоянными 8а, равна нулю. Это и доказы вает соотноше- 
ние (1.9.38).

В заклю чение отметим аналогию  между тензорным анализом ка
либровочных полей и тензорным анализом общей теории относитель
ности. Неоднородный закон преобразования калибровочных полей

(л:) аналогичен неоднородному закону преобразования символов 
Кристоффеля г£з, а операция ковариантного дифференцирования
(1.9.19), определенная с помощью калибровочных полей аналогич
на ковариантному дифференцированию в общей теории относитель
ности, определенной с помощью символов Кристоффеля Гар. Величины 

аналогичны компонентам тензора кривизны а соотношения
типа (1.9.25) леж ат в основе определения тензора р* Н аконец, 
формулы (1.9.26) аналогичны тождествам Бианки в общей теории от
носительности.

Эти аналогии являю тся отраж ением глубокой связи между грави
тационными и калибровочными полями. Именно гравитационное поле 
можно трактовать как  калибровочное, если в качестве преобразований 
внутренней симметрии рассматривать преобразование Л оренца х  ->  
->  х' =  х  +  гх .  Это значит, что в такой трактовке величины eMV 
должны считаться функциями координат и времени.

1.9.4. Калибровочные поля, связанные с дираковскими полями, 
обладающими внутренней симметрией. Рассмотрим калибровочные 
поля, связанны е с дираковскими полями, обладающими внутренней 
симметрией (см. п. 1.8.2), связанной с группой S U  (ri). Полный лаг
ранж иан дираковских и калибровочных полей согласно (1.8.4), (1.9.29) 
имеет вид

^  = ' ^  ( №  — т) t ----- y  ф (*YwA i +  гп) я|)---- i -  F^vFH'v, ( 1.9.39)

где

— ig A l .T a\р; (1.9.40)

■фД» =  =  ддф +  ig A lT a \jj =  +  ig \\T aAav.-



Отметим, что в часть лагран ж и ан а, описывающего взаимодействие 
дираковского и калибровочного полей, поле Лд входит линейно. П о
этому согласно (1.9.13), (1.9.6)

З'а =  W
Л агран ж и ан  (1.9.39) можно переписать в виде 

^  =  - Y  Ф (‘V 4 i  — m) tJ:----- ^  тр (йумЗд +  т )  ф — Д - F%F%V +

(1.9.41)
Л агранж иан  (1.9.41) полностью аналогичен лагран ж и ан у  (1.9.3) 

электронно-позитронного и электромагнитного полей, причем (х)
играет роль электромагнитного поля, a g  — роль электрического за 
ряда. М ожно сказать  такж е, что константа g  играет роль константы 
взаимодействия между полями гр и Л£.

Согласно (1.1.5), (1.9.36) уравнения движ ения для полей г|) и 
имеют следующий вид:

0 » F T  =  g r a, (1.9.42)

— m) ф =  О, ф (iy^D ^  4- m) =  О,

где 0 V .F T  и £>мф определяю тся формулами (1.9.40), (1.9.19). Поэтому 
эти уравнения движ ения можно записать такж е в виде

=  е П ,

{»У* (дц — i g A l T a) —  т) ф =  0,
(1.9.43)

где

Га =  Г а -  facbA \ j T  =  ф уТ аф -  U c A ^ F T .  ( 1.9.44)
Величины 1а согласно этим уравнениям  являю тся сохраняю щ имися 
токами:

д ^ а  =  0. (1.9.45)
Обратим внимание на то, что в выраж ение для сохраняю щ егося тока 
входят два слагаемых, одно из которых (31) связано с дираковским 
полем г|), а другое (— facbA^Fl?)  с калибровочным полем В этом 
состоит различие между абелевым электромагнитным полем и неабе
левым калибровочным полем: в случае электромагнитного поля сла
гаемое тока /д, связанное с самим электромагнитным полем, отсутству
ет. Поэтому уравнения движ ения «свободного» калибровочного поля 
(т. е. поля при отсутствии поля г|)) имеют вид

duW  =  -  g f j A i l W .  (1.9.46)
И з этого уравнения следует, что неабелево калибровочное поле взаи 
модействует само с собой подобно гравитационному полю, причем та 
же константа g  характеризует самодействие поля (поэтому слово «сво
бодное» берется в кавычки).



В п. 1.8.1 мы рассматривали два типа дираковских полей, облада
ющих внутренними симметриями — нуклонное, свободный лагран 
ж иан которого S U  (2) инвариантен, и кварковое, свободный лагран 
ж иан которого S U  (3) инвариантен (речь идет о цветовой S U  (3)с-ин- 
вариантности).

Три калибровочных поля Лц (а =  1, 2, 3), обеспечивающих калиб
ровочную инвариантность лагран ж и ан а нуклонного поля, назы ва
ются полями Янга — М иллса. Д ля  этих полей генераторы Т а опреде
ляю тся матрицами П аули, Т а =  —  та (см. (1.8.14)).

Восемь калибровочных полей Лц (а =  1, ..., 8), обеспечивающих 
калибровочную  инвариантность лагран ж и ан а кварковых полей, на
зываются глюонными полями. Соответствующие им генераторы опре
деляю тся восемью матрицами Гелл-М анна Т а =  (см. (1.8.15)).

л
Отметим, что в выраж ение для Оцф входит матрица Л цТа =  Лц

со шпуром, равным нулю: t r  Лц =  0. Если генераторы Т а выбраны 
так , чтобы выполнялось соотношение (см. п. 1.8.4)

tr T аТ b ~  ~2~

то gab =  &аь (в этом случае отсутствует различие между ковариантны- 
ми и контравариантными S U  (п)-тензорами). При таком выборе ге
нераторов Т а лагранж иан  (1.9.39) можно записать в виде

^  Ф (1‘7м^м — т ) \ |з ----- ^  ip (t'v^Dn +  т ) \р ----- i-  t r  F ^ F ^ ,  (1.9.47)

где =  д и — igÂ^  и /**v — T aFm v  (шпур берется в пространстве,
л

в котором действуют матрицы Т а). М атрицу F^v согласно (1.9.25), 
(1.8.10) можно выразить через Лц.‘

F ну =  дцАх с^Лц ig  [Лц, Л«у]« (1.9.48)

И спользуя формулы (1.9.11), (1.9.48), легко заключить, что матрицы
Л А

Лц и при бесконечно малых калибровочных преобразованиях пре
образую тся по формулам

Ли —> Лц =  Лц -(- бЛц, F цV —> F uv =  "г nv»
где

-------i [в»

6Г цу------- i [в, Fцл̂ ] »

(1.9.49)

е (х) =  8е (х) Тс — произвольная бесконечно малая матрица со шпу
ром, равным нулю.



Отметим, что если поля F£v, рассматривать как  независимые,
то  лагранж иан  (1.9.39) можно записать в виде

&  =  4 “ Ф — ™) Ф ----- ^  ф (/уцД  +  т) ф -)- - i -  F^VF^V —

-  4 *  Fav ( M v  -  М м  +  gfbcaA buACv). (1.9.50)

Этот лагранж иан  приводит к уравнениям  поля первого порядка для 
величин / > ,  Лц (эквивалентным уравнениям  поля для лагран ж и ан а 
<1.9.39)), причем варьирование по F£v приводит к уравнению  (1.9.25), 
которое в формализме уравнений поля второго порядка являлось  оп
ределением F^v .



ГЛ А В А  2 
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КВАНТОВАНИЕ

§ 2.1. ДИНАМИКА КВАНТОВАННЫХ ПОЛЕЙ

2.1.1. Квантовомеханическое описание состояний. Согласно кван
товой механике каждой физической величине (наблюдаемой) сопостав
ляется некоторый оператор в гильбертовом пространстве, представля
ющем собой совокупность векторов Ф (называемых векторами состоя
ния), для которых определено скалярное произведение (Фь  Ф2), 
обладающее следующими свойствами [1, 2]:

(Фх, ф 2)* =  (ф 2, ф г), (ф , а Ф х +  ЬФ2) =  cl (Ф, Ф г) +
+  Ь(Ф, Ф 2), (Ф, Ф ) > 0

(а и b — произвольные комплексные числа). '
Любой оператор R  в гильбертовом пространстве переводит каждый 

вектор Ф этого пространства в некоторый другой вектор Ф ' этого же 
пространства:

ф ^ - ф '  =  !?ф.

Оператор /?+ называется эрмитово сопряж енным по отношению 
к оператору /?, если Для любых двух векторов Ф ь  Ф 2 справедливо ра
венство

(Ф 21 R O J  =  (Я +Ф 2, Ф х).

Оператор R  называется эрмитовым или самосопряженным, если /?+ =» 
=  R-

Собственные значения любого самосопряж енного оператора ве
щественны, а его собственные векторы образую т полную ортонормиро- 
ванную систему векторов и поэтому могут использоваться в качестве 
базиса гильбертова пространства. В связи со сказанным физическим 
величинам всегда сопоставляю тся эрмитовы операторы.

Д ля  векторов состояний, скалярны х произведений и матричных 
элементов операторов мы будем использовать такж е следующие дира- 
ковские обозначения:

Ф =  I Ф>, (Фх, Ф2) =  <Фх I Ф2>> (Фр #Ф 2) =  <Фх I R I Ф2>-
Векторы состояний системы изменяются со временем по вполне 

определенному закону. Именно, если — гамильтониан системы, то 
вектор состояния Ф (/) изменяется со временем согласно уравнению



Ш редингера

i J 2 J 2 L »  ЖФ{1) (2.1.1)

(здесь и далее считается, что квантовая постоянная Й равна единице). 
Реш ение этого уравнения можно формально записать в виде

Ф (0  =  е ~ ‘ж ‘Ф  (0).

В квантовой механике мы можем подвергать операторы R  некоторому 
унитарному преобразованию  (У:

R - y R '  =  U R U + , (2 .1.2)
подвергая одновременно этому ж е унитарному преобразованию и век
тор состояний

Ф - > Ф ' =  {Уф.

П ри этом будут оставаться неизменными матричные элементы R:

(Ф1, R 'Ф 2) =  (Ф ь  Я Ф 2).

В качестве примеров таких преобразований рассмотрим переход 
от шредингеровского представления к гейзенберговскому и дираков- 
скому представлениям.

В шредингеровском представлении операторы не зависят от вре
мени, а векторы состояний изменяются со временем согласно уравне
нию (2.1.1).

В гейзенберговском представлении эволюция системы описывает
ся изменением со временем операторов, векторы ж е состояния от вре
мени не зависят. Операторы R  (/) и векторы состояния W в этом пред
ставлении связаны  с соответствующими величинами в шредингеров
ском представлении унитарным преобразованием (2.1.2) с (/ =  exp iÿ£t:

R  (t) =  e t x t R é ~ i X t , Y  =  е1ж,Ф (t) (2.1.3)
(вектор W согласно (2.1.1) не зависит от времени t\ предполагается, 
что в начальный момент времени t =  0 оба представления совпада
ют). Оператор R  (/) изменяется со временем по закону

^ p -  =  i [ 3 i ,  R { t ) \ ,  (2.1.4)

где [а, Ь] =  ab  — Ъа — коммутатор операторов а и Ь.
В дираковском представлении (или представлении взаимодейст

вия) изменяются со временем и векторы состояния, и операторы, при
чем это изменение связы вается с разбиением гамильтониана на два 
слагаемых J f 0 и V :

где обычно под понимают гамильтониан невзаимодействующих 
частиц, а под V — гамильтониан их взаимодействия. Операторы R (t) 
и векторы состояния Ф (/) в этом представлении связаны  с соответст
вующими величинами в шредингеровском представлении унитарным



(2.1.5)

преобразованием (2.1.2) с V  =  exp

R  (t) =  e t x o‘R e ~ t x J ,  Ф  (0  =  е1ж»*Ф (t )

(предполагается, что оба представления совпадают п^и / =  0).
Л егко видеть, что вектор состояния в представлении взаимодей

ствия изменяется со временем по закону 8

Ф  (0 =  S  (/, 0) Ф  (0), S  (/, 0) =  еш ^ е~ 1 т . (2.1.6)

Оператор S  (/, 0), называемый оператором преобразования, удовлет
воряет уравнениям

i =  у  (t ) S  (t , 0), S  (0, 0) =  1, (2.1.7)

где

V  (/) =  е1жо(Уе'~‘ж»*.

Оператор преобразования S  (/, 0) может использоваться для опи
сания процесса рассеяния частиц. Задача о рассеянии ставится следую
щим образом: задан вектор состояния системы частиц Ф  (f) в момент
времени t  =  — с», когда частицы могут считаться невзаимодействую
щими; требуется определить вектор состояния Ф  (t) в момент времени
t  =  +  с», когда частицы после взаимодействия снова становятся сво
бодными.

Из формулы (2.1.6) следует

Ф  (0  =  S ( t ,  t0) Ф  (/„), (2 .1 .6 ')

где

S(i,  g  =  S(t, о) s+(t0, о).

П олагая /0 =  — оо, / =  +  оо и считая, что в эти моменты взаимодей
ствие выключено, находим матрицу рассеяния

S = S ( o o ,  — oo) =  S (o o , 0 ) 5 + ( — О О , 0), (2.1.8)

связывающую состояния Ф (— оо) и Ф ( +  оо).

Согласно (2.1.6 ') оператор S  (/, 4 )  удовлетворяет дифференциаль
ному уравнению

i - ^ f - ^ -  =  V(t )S (î,t0) (2 .1 .7 ')

8 В квантовой теории поля представление взаимодействия в релятивистски ин
вариантном виде было введено Томонага [3] и Швингером [4].



и начальному условию  5  (4 , 4 ) =  1 • Отсюда следует, что разлож ение 
5  (4 4 ) по степеням У имеет вид

оо
S ( U e ) =  l s n (t, Q ,

п=0 
*м-1

(2.1.9)

Sn (t, to) =  (—  0" J  db  j d T 2 . . .  Ц dxn V  (Ti) . . .  V (x„).
t, f* и

Оператор S n (/, /0) можно записать такж е в виде
t t t

$n (̂ » ô) — J  j  ^t 2 . . .  ^ d%n T  {V  (t *) . . .  V (xrt)}, (2.1.10)
to to to

где буквой Т  обозначена операция хронологического упорядочения: 
T  {У (тх) . . .  У  (х„)} =  У (Tf.) . . .  У ( п п). т i, >  Тг, >  • • • >  Теп (2.1.11)

(в правой части этого соотношения записаны  те ж е операторы, что и_в 
левой, но расположенные в хронологическом порядке).

Д ействительно, легко видеть, что при / >  t0 согласно определению 
Г-произведения имеет место формула

àsn y ,  g  __ ( - o '
dt (n-

t_j * i
—  V ( t ) $ d T 2 . . .  j  dxnT  (У (x2) . . .  У (x„)) =

U
=  v ( 0 S n_ ,(4  g .

К такому ж е уравнению  приводит формула (2.1.9). Отсюда следует 
эквивалентность выражений (2.1.10), (2.1.9).

И спользуя (2.1.8), (2.1.10) и предполагая, что взаимодействие 
У (t) при t ->  ±  оо выклю чается, матрицу рассеяния можно предста
вить в виде 9

оо

5  =  Е  S n, (2.1.12)
м=0

$ dx, . . .  J dxne- £<|Xll+- • + h »1'7’ {У (Tl) . . .  У (x„)}

(e -*• + 0 ) ,  или символически в виде

5  =  7’ exp
оо

— i j  dxV  (x) (2.1.13)

Д алее, используя эту формулу, мы построим матрицу рассеяния 
для взаимодействующих между собой полей.

В этой главе мы используем гейзенберговское представление кван
товой механики. 11

11 Этот результат был получен Дайсоном [5].



Рассмотрим снова унитарные преобразования £/, зависящ ие от 
некоторых параметров Ха, U  =  U  (XJ. Д ля  бесконечно малых значе
ний параметров Ха, ка =  6Xfl, оператор U  можно представить в виде

t/(X ) =  1 +  iG, (2.1.14)
где G — эрмитов оператор:

G - X & A . Ga = - i - ^ ~  I
а |л=0

(предполагается, что U  (0) =  1). В ариация произвольного оператора 
R  согласно (2.1.2) определяется формулой

8R  =  R ' —  R  =  H G y R]. (2.1.15)

Если предположить, что преобразования U  (X) образую т некото
рую непрерывную группу £&, т. е.

V ( № ) U ( W ) =  U ( k %

где X3 — некоторая функция параметров X2, X1,
Х3 =  Х(Х2, X1),

то операторы Ga будут удовлетворять перестановочным соотношениям

[Са, с 6] =  * £ А ,6 Ч ,  (2.1.16)
с

где fabc —  некоторые постоянные, называемые структурными постоян
ными группы $  (доказательство см. в п. 1.1.3). Операторы Ga назы ва
ются генераторами группы преобразований ££, а оператор G — 
=  àKaGa — генератором вариаций ôR .

а
2.1.2. Квантовый интеграл действия и уравнения поля. В гл. 1

мы изучали классические поля. Переходя теперь к описанию кванто
ванных полей, будем предполагать, что для них так же, как для клас
сических полей, справедлив вариационный принцип, в основе которо
го леж ит операторный интеграл действия 10

W  =  $ &х<£ (X, а Д ) ,  (2.1.17)
Q

где ££ — лагранж иан , который строится с помощью квантованных 
полей X (л;). Последние представляю т собой операторы, действующие 
на векторы состояний физической системы. Операторы X (х) можно 
считать эрмитовыми (этого всегда можно достигнуть путем удвоения 
числа компонент поля).

У равнения движения для квантованных полей X (х) можно полу
чить так  же, как в классической теории, в результате варьирования 
интеграла действия. При этом, однако, необходимо иметь в виду, что 
X (л;) представляют собой операторы, и поэтому должны быть сформу

10 Идея использования квантового интеграла действия для установления урав
нений движения и перестановочных соотношений квантованных полей принадлежит 
Ю. Швингеру [6]. Он же установил связь между генераторами различных преобразо
ваний и вариацией оператора действия для реального движения поля.



лированы перестановочные соотношения между вариациями операто
ров 6Х (х) и самими операторами X (я).

Мы будем рассматривать случай, когда величины ÔX (я) и X (л:') 
коммутируют:

[Х(х'), ÔX (х)]_ =  0 (2.1 .18)
и когда они антикоммутируют:

[Х(х'), Ô X (x ) ]+ -0 ,  (2.1.19)

где la, Ы _ s s  [a, b] =  ab — Ъа\ [а , Ь\+  =  {a, b) =  ab +  ба. В пер
вом случае поле X (л:) называется бозевским, а во втором — фермиев- 
ским. Вариации 6Х (х), удовлетворяю щ ие соотношениям (2.1.18),
(2.1.19), будем назы вать элементарными вариациями.

В случае бозе-полей вариация действия находится так  же, как  и 
для классических полей:

6W  =  J d 4xÔX (х) W  (х),
Q

где W  (х) =  6WV6X (х) (предполагается, что внеинтегральные члены 
на границах области Q обращаются в нуль). Отсюда вытекают у р ав 
нения Л агран ж а

W  (х) =  0.
Д ля  Ф ерми-полей, учитывая (2.1.19), вариации W  можно предста

вить в двух формах:

т  =  J d 4x b X ( x ) W ,( x ) ,
и

ИЛИ

6W =  J d4x W r (х) ÔX (х),
Q

где W t =  ôzU /̂ôX (х); W, =  ô,WVôX (x) — левая и правая вариацион
ные производные W. Отсюда вытекают уравнения Л агр ан ж а

W i (x) =  0, W ,( x )  =  0.

Чтобы эти уравнения совпадали, нужно налож ить на лагранж иан 
ферми-полей условие симметрии

(â (X, д»Х) =  Й  (— X, — д цХ) (2.1.20)

(лагранж иан ферми-полей всегда содерж ит X (х) в четных степенях, 
см. (2.1.20)).

Будем предполагать, что уравнения поля — уравнения 1-го поряд
ка (это всегда может быть достигнуто путем введения новых компо
нент поля) с постоянными коэффициентами перед производными. 
В этом случае лагранж иан  &  (X, дцД) долж ен иметь следующую струк
туру:

£ (Х , а цХ ) = 1 0(Х, d № - U ( X ) , (2.1.21)



2 0 (X, ЗдХ) =  - f  (Х В % Х  -  д^ХВ^+Х), (2.1.22)

где В ** — числовые матрицы, действующие на индекс поля (б^+  — 
матрица, эрмитово сопряж енная мы учли эрмитовость é£0 (X, дцХ)).

К лагранж иану (2.1.21), не н аруш ая уравнений движ ения и усло
вия эрмитовости ££, можно добавить эрмитов оператор д д (ХОТС),
где числовые матрицы С ^ удовлетворяю т условию 0 +  =  — О .  При 
этом матрицы В » испытывают преобразование 6 м В^' =  В ц +  С». 
М атрицы О  можно выбрать так, чтобы матрицы В » были эрмитовы, 
В »+  =  В*.

Разобьем эрмитову матрицу В » на симметричную Bs и антисим
метричную б а  части:

Вд =  В?  +  В», В Ц  =  B la .  (2.1.23)
Тогда оператор (X, <?цХ) можно представить в виде

£ 0 (X, д„Х) =  -  4 -  ( 0 Д ,  В?Х] +  {д№%, ВаХ}).

В  классическом случае входящ ий сюда коммутатор обращ ается 
в нуль и величина (£0 (X, <3ДХ) приобретает вид

£ 0 (х, а цх) =  х б ^ а д .

В квантовом случае коммутатор отличен от нуля. Однако легко 
видеть, что вследствие (2.1.18) для бозе-полей коммутатор не дает 
вклада в уравнения движ ения, а согласно (2.1.19) для ферми-полей 
не дает вклада в уравнения движ ения антикоммутатор.

Д алее компоненты бозе-поля будем обозначать через ф (х), а ком
поненты ферми-поля через ф (х). Тогда согласно сказанному оператор 
éé0 (X, дцХ) можно представить в виде

£ 0 (X, ЗцХ) =  £ 0“  (ф, Зцф) +  t  (ф, д ^ ) ,  (2.1.24)

где — оператор {Х п для бозе-поля:

(ф, <Ур) ----------- {Зцф, В ^ ф },

a — оператор (£0 для ферми-поля:

(ф, <Эцф) = -----[Зцф, В?ф].

(2.1.25)

(2.1.26)

Последние формулы показываю т, что если поля ф и ф рассматривать

как некоторое единое, поле X =  ( М ’ то оператор é?0 (X, ддХ) для него
VW

можно представить в виде

(£0 (X, ЗдХ) =  - L  ( Х В ^ Х  —  д^ХВЧ ), (2.1.27)



где матрицы В*1 имеют следующую блочную структуру:

„ (ВЦ о  \

s “ =  (o  * ) •  ,2Л-28)
Получим уравнения поля для лагран ж и ан а (2.1.21). Согласно 

(2.1.18), (2.1.19) вариации ôcp коммутируют с <р и ip, а вариации бф 
коммутируют с ф и антикоммутируют с ф. Поэтому

№ 0{Х, <ЭДХ) =  10(рВадц(р +  ^фБзСфф —

---- ({бф> е аф} +  [H .
и, следовательно, уравнения движ ения для бозе-полей имеют вид '

№ „ Ф  =  — -У 1 , (2.1.29)

а для ферми-полей

(2.1,30)

если вариации бгр смещаются налево, или

—  i d ^ B »  =  (2 .1 .30 ')

если вариации 6ф смещаются направо. В последних двух  формулах
левая diU /dty  и правая d,U ld\p  производные определяю тся согласно 
формуле

bU  = 0 ф - М - = - ^ - 0 ф .  (2.1.31)

Т ак  как  =  дмфВ^ (для ферми-полей В s =  B s, а тильдой обо
значено транспонирование матрицы), то условием тождественности 
уравнений (2.1.30), (2 .1 .30 ') является равенство drU/dxр =  —d/tZ/дф. 
Отсюда следует, что оператор U  долж ен содерж ать четное число фер
ми-полей (см. (2.1.20)).

Д о сих пор мы не оговаривали вид оператора U  (X). Теперь отме
тим, что в случае свободных полей уравнения движ ения являю тся ли
нейными. Поэтому оператор U  (X) долж ен быть квадратичным по опе
раторам %.

В случае свободного бозе-поля оператор U (X) =  U ~  (ф) имеет вид

(2-1.32)

где üs — некоторая матрица, которую, очевидно, можно считать сим
метричной (член [ф, 8дф], где 8а — антисимметричная матрица, не 
дает вклада в уравнения движ ения). Из эрмитовости оператора U ~  
следует, что матрица Ss эрмитова. Таким образом,

*+  =  *s =  g s =  |С  (2.1.33)



В случае свободного ферми-поля оператор U  (X) =  U +  (ф) име
ет вид

и + т  =  - т № ' Ь а М ,  (2.1.34)

где %а — некоторая матрица, которую, очевидно, можно считать ан
тисимметричной (член {ф, ^ 5ф}, где üs — симметричная матрица, 
не дает вклада в уравнения движ ения). Из эрмитовости U +  следует, 
что матрица Ла эрмитова. Таким образом,

&а —  —  &а — (2.1.35)

ф
О бъединяя поля ф и ф в единое поле X =  ^ J ,  в случае свободных

полей согласно (2.1.32), (2.1.34) получаем следующее выражение 
для U  (X):

U  (X) =  4 -  XÜX, (2.1.36)

где
О

8„
У равнения Л агран ж а свободных бозе- и ферми-полей согласно 

(2.1.29), (2.1.30), (2.1.32), (2.1.34) имеют вид

iBad^ ф —  Льср =  0 , 1'В?дцф — € аф =  0,
или

i B ^ X  — 8Х =  0. (2.1.37)

К ак-мы  уж е отмечали в связи  с формулой (2.1.22), при переходе 
от квантовой теории к классической член в лагранж иане (2.1.27), со
держащ ий ферми-поля, исчезает. Если мы хотим, чтобы при переходе 
к  классической теории ферми-поля сохраняли  смысл, мы долж ны  счи
тать в классической теории поля ф не обычными с-числовыми, а анти
коммутирующими функциями. В этом случае говорят, что поля ф об
разую т грассманову алгебру (с бесконечным числом образую щ их [7]). 
При таком подходе величину (£0 (X, д иХ) в классической теории поля 
можно записать в виде

£о(Х , а д  = ----- 1т (дцч>В̂ ч> +  д ^ В ^ ) .

Отметим, что весь формализм классической теории легко обобщается 
на тот случай, когда н аряду с обычными с-числовыми полями содерж ат
ся такж е антикоммутирующие грассмановы поля.

2.1.3. Динамически независимые переменные поля и уравнения 
связи. Д л я  уравнений поля (2.1.29), (2.1.30) можно поставить задачу 
о нахождении решений этих уравнений по заданным операторам поля 
в некоторый начальный момент времени (задача Коши). Однако не



все компоненты поля можно задавать произвольно в начальный мо
мент времени. Те из них, которые можно произвольно задавать при 
t  =  t0 и задание которых однозначно определяет решение уравнений 
поля, мы будем назы вать динамически независимыми компонентами.

Д л я  нахож дения структуры  динамически независимых компонент 
в случае бозе-полей перейдем так  же, как  и в классическом случае,
к новым эрмитовым полевым переменным ср =  У_ф, где У _ — орто
гональная матрица, У _У _ =  1, переводящ ая матрицу В°а в матрицу 
В°а =  У—B qV—, имеющую блочную структуру

а  а

о

’ о

о ) .  k =  l ..........Р

(см. п. 1.3.1). В переменных ф уравнения (2.1.29) принимают вид

; в Я ф  =  -  i (Bad,) i  +  М - , Ш  =  V - . B W - .
дер

0  « .7  dU dUПри получении этих уравнении мы учли, что У -

Из структуры  матрицы Ва видно, что уравнения

i (Вад0ф)а =  — Î {В1„д,ф)а +  , а  =  1, . . .  , т  =  2р  (2.1.39)
<*Ра

представляют собой собственно уравнения поля, а уравнения

-  | ( а д р ) ,  +  - Ш -  =  О, s =  т  +  1............п, (2.1.40)
dcps

являю тся уравнениями связи. Операторы фа , а  =  1, ... ,  т  =  2 р , 
представляю т собой динамически независимые переменные бозе-поля.

В случае ферми-полей симметричную вещественную матрицу B°s 
можно диагонализовать с помощью ортогонального преобразования.

а

S 3 V~B°aV- ,  (2.1.38)

а

В°а =

О

где ак — двухрядны е матрицы

'0 
1ak =  h



~ к I о  ~

У + в У +  =

о

а

а

О

(2.1.41)

Поэтому в результате перехода к новым переменным ф =  У+ ф урав
нения (2.1.30) делятся на собственно уравнения поля

i (B0sd 0̂ )a =  — i ( f i ^ ) „  +  , а  =  1............т, (2.1.42)
*1>а

где B f  =  y+ fi^y^-, и уравнения связи

—  i ( B lsd $ ) a + M -  =  0, а  =  т +  1........... п. (2.1.43)
д^а

Операторы фа , а  =  1, ..., га, представляю т собой динамически неза
висимые переменные ферми-поля.

Д о сих пор мы не использовали требования релятивистской инва
риантности лагранж иана. Теперь покажем, что в релятивистски инва
риантной теории уравнения связи будут не дифференциальными, а 
алгебраическими относительно переменных ф5, яра, .s, а =  т +  1, ... 
..., п (если U  (X) представляет собой полином по X). С этой целью за 
метим, что ф ормулировка инвариантности лагран ж и ан а квантованных 
полей относительно преобразований группы П уанкаре аналогична 
формулировке инвариантности относительно этой группы лагран ж и а
на классических полей.

Именно при преобразовании полей
X (х) ->  X' (х') =  S  (а) X (*), S* (а) =  S  (а), (2.1.44)

связанном с пространственно-временным преобразованием

(мы учли эрмитовость полей X (х)), лагранж иан  полей (£ (X, д^Х) не 
должен изменяться, т. е.

(е (X (JC), дц% (х)) =  (е (Х' (* '), д»Х' (*')). ( 2 Л М ' )

Из инвариантности части лагран ж и ан а (%, д^Х) (2.1.27) относи
тельно преобразования (2.1.44) так же, как и в классической теории, 
вытекает, что матрицы В ^ долж ны  удовлетворять соотношениям

S ( a ) B ^ S ( a ) = a % f i v. (2.1.45)



И нвариантность полного лагран ж и ан а требует, чтобы выполнялось 
равенство

U (X (x ))  =  U ( V  (*')).
В случае свободного поля оператор V  имеет вид (2.1.36). Поэтому мат
рица ü в формуле (2.1.36) долж на удовлетворять соотношению

SÜS =  g. (2.1.46)

Т ак как  матрица В д имеет блочную структуру (2.1.28), то такую  
ж е структуру будет иметь и матрица S  (а):

Это значит, что при преобразованиях полной группы Л оренца бозе- 
и ферми-поля преобразуются независимо друг от друга.

Д л я  бесконечно малых преобразований Л оренца

° u v  =  ё ц V T" env> ^ ( # )  =  1 g- (2.1.47)

и согласно (2.1.45), (2.1.47)

+  2 ^  -  / (ô£Bp -  % В к). (2.1.48)
П реобразуем уравнения связи (2.1.40), (2.1.43). Из (2.1.48) следует

В* =  — *2о*Я° — *Я°2 о*.
Поэтому, учитывая структуру матрицы В  =  V B V  (см. (2.1.38), 
(2.1.41)), находим

(В*)а/ ^  — * (SokB°)aj, CL =  Ш  +  1* Ц,

где 2лр =  VZxpV  и V =
10 У+,

зи (2.1.40), (2.1.43) можно представить в виде

0'
Отсюда вытекает, что уравнения свя-

(2o*Ba)sa
dU
аф5

(2.1.49)

(2otfi?)a„ • а  =  т  +  1, . . .  п,
д^а

где 2 ^  и 2 ^  — матрицы 2*,р для бозе- и ферми-полей соответственно. 
Из последних уравнений следует, что уравнения связи не содерж ат 
производных от компонент поля фа, (а =  m +  1, ... ,  ri).

Д алее будем считать, что уравнения связи (2.1.49) однозначно оп
ределяют все переменные фа, фа через динамически независимые пере
менные фа , фа* Отметим, однако, что такая  ситуация не имеет места 
для лагранж ианов, обладаю щ их калибровочной инвариантностью  (см. 
пп. 1.9.4, 2.4.1). Чтобы в этом случае все переменные поля можно было



вы разить через динамически независимые, необходимо наруш ить ка
либровочную инвариантность специальным выбором калибровки.

2.1.4. Генераторы вариаций поля и принцип стационарного дей- 
ствия. В классической теории поля мы изучали вариации полей, ко
торые строились с помощью функций поля, и определяли канонические 
преобразования полей. Теперь мы будем изучать вариации кванто
ванных полей, которые такж е будут строиться из операторов поля,но 
не будут, вообще говоря, элементарными вариациями, удовлетворяю
щими соотношениям (2.1.18), (2.1.19).

И зучение таких более сложных вариаций позволит нам распростра
нить принцип стационарного действия на более ш ирокий класс вариа
ций и установить перестановочные соотношения для операторов 
полей.

П ереходя к изучению этих вопросов, найдем вначале вариацию  дей
ствия для произвольных вариаций ÔX (лг), т. е. для вариаций, которые 
не обязательно удовлетворяю т соотношениям (2.1.18), (2.1.19). Опе
раторный интеграл действия будем записы вать в виде

tt tt
W  =  J d*x{£ (x) =  J d t  J d 3x £  (x), 

и fl
где определяется формулой (2.1.21).

Учитывая линейность Ç£,0 (X, д $ )  по второму аргументу, представ
ляем (X, <?|Х) в виде

£ 0(х, <?цХ) =  £ о(х, ô°a0x) +  я 0(х, eî&x).

Оператор ££0 (X, б£а0Х) будем назы вать кинематической частью лагран 
ж иана Ù, (X, дцХ). Учитывая (2.1.21) оператор полного действия W  
можно представить в виде

(2.1.50)

WK = J 0 (Х, 0°ца оХ);

Ж =  J <Рх (—  (x, ô*aAx) -ь и  (X)).

О ператор W k будем назы вать кинематической частью, а величину

— j  dtjfë  — динамической частью действия. О ператор Ж  будем назы- 
1̂

вать гамильтонианом системы полей (ср. с выражением для гамильто
ниана в классической теории поля (1.3.18)).

И спользуя теорему Гаусса (1.1.2), вариацию  полного действия
(2.1.50) можно записать в виде



где
&  (*) =  ô^o  (X, d{L) —  a v^ 0 (X, Ô̂ ÔX) — ÔU;

G1 (i) =  j  d?x(£0 (X, Ô|ÔX)

(оператор é£e (X, ô|ôX) получается из (^, <^X) путем замены д $  ->• 
->■ ô^ôX). Отметим, что по определению оператор &  (х ) не зависит от 
производных вариаций поля ô^ôX.

Мы будем предполагать, что вариации динамически независимых 
компонент поля Х« (х) =  (фа , фа) являю тся функционалами динами
чески независимых компонент поля, относящ ихся к моменту времени t :

ÔXa (x, t) =  Fa (x; Ха (х ', /)) (2.1.52)

(для простоты считаем, что вариации бХа зависят от переменной t не 
явно, а только через посредство операторов поля). Т ак как классиче
ские ферми-поля представляю т собой антикоммутирующие «функции», 
то в качестве основных элементов, из которых строятся вариации 
(2.1.52), кроме операторов поля и с-числовых функций будем допускать 
«функции», антикоммутирующие с ферми-полями и коммутирующие 
с бозе-полями. При этом вариации ферми-полей долж ны  содерж ать 
нечетное число антикоммутирующ их элементов, т. е. антикоммути
рующих функций и операторов ферми-полей, а вариации бозе-полей — 
четное число антикоммутирующ их элементов.

Вариации компонент поля 0Ха (а =  m +  1, ..., п) можно найти с 
помощью (2.1.52) и уравнений связи (2.1.49). При этом вариации всех 
компонент поля будут некоторыми функционалами Ха и функциями хк:

Ô X (* )= F (x ;  Ха (х ', t)). (2 .1 .52 ')
Т ак как в квантовой теории вариации бХ (х) уже не обладают пе

рестановочными свойствами (2.1.18), (2.1.19) элементарных вариаций, 
то в отличие от классической теории поля принцип стационарного дей
ствия

2

j d 4х& (х) =  0 (2.1.53)
и

не будет выполняться автоматически лиш ь вследствие уравнений по
ля (2.1.37).

П окажем, что класс вариаций (2.1.52), к которому относится прин
цип стационарного действия, определяется требованием инвариант
ности кинематической части лагран ж и ан а [8]

ô^o (X, ô£d0X) =  дХ (1,ЬХ ), (2.1.54)

где (X (х), 6Х (х)) — некоторый оператор, зависящ ий от операторов 
поля и их вариаций. Отметим, что наличие в (2.1.54) оператора / ц 
связано с тем, что лагранж иан в квантовой теории так же, как и в 
классической, определяется с точностью до дивергенции произвольно
го вектора, и поэтому требование инвариантности кинематической



части лагран ж и ан а (в котором оператор фиксирован формулой 
(2.1.27)) долж но формулироваться соотношением (2.1.54).

Согласно (2.1.50) вариация кинематической части действия опре
деляется формулой

b W K = G a ( t1) - G t { ia),

G2 (t) =  —  $ d * xf° (x ) .  (2.1.55)

В ариации (2.1.52), удовлетворяю щ ие соотношению (2.1.54) (либо 
(2.1.55)), будем назы вать допустимыми (ср. с § 1.3).

В ариация действия, задаваем ая формулой (2.1.51), справедлива 
для произвольных вариаций 6%. Вычислим 6 W  на классе допустимых 
вариаций.

Согласно (2.1.50) вариацию  действия W  на классе допустимых 
вариаций можно представить в виде

bW  =  G2 (tj) —  G2 (t2) —  f  d tb M .  (2.1.56)
tx

Поэтому, используя общее выраж ение (2.1.51) для вариации действия 
W , получаем

tf t2
J  dt { t ë x Ï Ï  {x) =  G ( / J  —  G ( i2) —  J  d tb M ,
tx U

где
G (0  =  <Mf) +  G2(0 . (2.1.57)

Отсюда видно, что принцип стационарного действия на классе допу
стимых вариаций будет выполняться в том и только в том случае, если

+ 8 М  =  0. (2.1.58)

Вспомним, что в квантовой теории уравнения движ ения должны 
иметь форму

=  (2.1.59)

Т ак как  G (t) согласно (2.1.57), (2.1.52) зависит от / только через по
средство операторов Ха (х), то из условия совместимости (2.1.58) с 
(2.1.59) следует

b M  =  i [ G ( t ) ,  Ж ] .

Поэтому если мы будем считать G (t) генератором допустимых вариа
ций, т. е. считать, что

b%a (x) =  i [ G ( t ) , X a (x)], (2.1.60)
то принцип стационарного действия (2.1.53) будет выполняться, если 
уравнения поля (2.1.39), (2.1.42) в форме Л агр ан ж а  можно предста
вить в форме коммутаторов (2.1.59)

д 0% (х) «= i [Ж ,  X (х)]. (2.1.61)



Таким образом, мы видим, что принцип стационарного действия 
должен относиться к классу допустимых вариаций (2.1.52), (2.1.55) 
и что оператор G (/) должен трактоваться как  генератор допустимых 
вариаций (ср. с § 1.3 для классической теории).

Д алее покажем, что элементарные вариации (в смысле (2.1.18),
(2.1.19)) являются допустимыми и построим для этих вариаций опера
тор G \t). Рассматривая этот оператор как  генератор элементарных 
допустимых вариаций, найдем перестановочные соотношения для опе
раторов полей. После этого докаж ем совместность полученных пере
становочных соотношений с трактовкой G (t ) как  генераторов не толь
ко элементарных вариаций, но и всех допустимых вариаций, а такж е 
убедимся в совместности уравнений поля в форме (2.1.61) и в форме 
(2.1.39), (2.1.42).

2.1.5. Генераторы элементарных вариаций и перестановочные 
соотношения. П усть вариации 6сра , 6фа динамически независимых ком
понент поля являю тся элементарными, т. е. не зависят от операторов 
поля ф и ф, и кроме того вариация 6фа коммутирует с полями ф, ф, a 
вариация 6фа коммутирует с полем ф и антикоммутирует с полем ф.

Л егко видеть, что в этом случае вариации динамически независи
мых компонент поля являю тся допустимыми, т. е. оставляю т инвари
антной кинематическую часть действия W /<. Д ействительно, согласно 
(2.1.25), (2.1.26) оператор W k  м о ж н о  представить в виде

W K =  -  T  S dt î * x  ({<Э0ф, В“ф} +  [<Э0ф, SSÂ) (2.1.62)
U

(в силу структуры  (2.1.38), (2.1.41) матриц B°a, б? в оператор вхо
дят только динамически независимые компоненты поля). Поэтому 
для элементарных вариаций (х) вариация ô W к  определяется фор
мулой

6 WK =  G%( tx) - G %( t&

G2 (0 =  "g" J Я*  (фйабф +  фб?6ф)

(мы учли, что согласно (2.1.52) величины 6ф, 6ф не зависят от /). От
сюда следует, что вариации 6фа , 6фа являю тся допустимыми, если бфа, 
6фа — элементарные вариации, не зависящ ие от времени /.

Вместе с тем согласно (2.1.51) оператор G1 (t) определяется фор
мулой

0 ,(0  = -----j  J dsx(6cpB°a4> +  Ц В § ) .

Поэтому генератор G (t) рассматриваемых вариаций 6ф, бф можно 
представить в виде (см. (2.1.57))

G (t) =  i J  Ф х  (фВабф +  P % F ) ,  (2.1.63)



причем в соответствии с (2.1.60)
бфа и  =  i IG (/), фа (*)], 6фа (х) =  i [G (/), фа (*)].

Т ак как  элементарные вариации 6фа , 6фа являю тся произвольными 
функциями х , то из этих формул немедленно следуют перестановочные 
соотношения для динамически независимых компонент полей ф, ф:

[(В°ф (-О )р, фа (*)]<«=<' =  ÔapÔ (X —  X '),

{(В %  (х ') )р , ф а О О Ь ^  =  ô „ p ô (x  —  х ') ,
[ ( (*' )Ь. Фа (Х)\и=г =  [(В«ф (х'))р, фа(*)]<=<' =  о,

где 6 ( х  —  х ')  — 3-мерная ô-функция. Эти формулы можно перепи
сать в виде

К ё 5 р  ( * ') ) ; .  (В 2 ф  (* ))/]<=/• =  -  (В°а)ч  ô (X -  X '),
(BSP (*))/}*_,. =  (B % j  ô ( x - x ' ) ,

(* '))„ (Ваф (*')),]/=,« =  0.
В таком виде согласно (2.1.38), (2.1.42) они справедливы не только 
для динамически независимых компонент, но и для всех компонент
поля. Зам ечая, что Х =  V% В  =  V B V , можем записать перестано
вочные соотношения для исходных операторов поля X =  (ф, ф):

[(В аф  (* '))* , (В а ф  (* ))/] f- Г  =  —  {Ba)ii 6 ( х  —  х ') ,
{(В“ф (* '))„ (В°Ф (*)),},=,< =  (В%1 Ô( х  -  х ') ,

I(В?ф (x'))lt (В°аф (*)),],=<■ =  0. (2.1.64)
Д анны е соотношения можно записать в более компактной форме, 

которая будет содерж ать коммутаторы как  для ферми-, так  и для бо- 
зе-полей. Д л я  этого, вводя параметр £, который анти коммутирует с 
ферми-полями {£, ф} = * 0  и коммутирует с бозе-полями [£, ф] =  0, 
найдем

[(В°Х (x))t, (iZ)В°Х (*')),]/-* ' =  -  (В ° $ )ц  6 (х -  х '), (2.1.65)

— матрица, действующая на компоненты ф и ф суммар-

j ,  а матрица В0 определяется формулой (2.1.28).

Из формулы {В?ф (х), В°ф (x ')} t= r  =  B°sô ( х  — х ')  видно, что мат
рица В? долж на быть полож ительно определенной, если метрика в 
пространстве ферми-полей является дефинитной (это значит, что для 
любых в ек то р о в , состояний справедливо неравенство (Ф, Ф) >  0). 
Перестановочные соотношения (2.1.64) называются одновременными 
перестановочными соотношениями.

Основываясь на соотнош ениях (2.1.65), покажем, что формула 
(2.1.60) справедлива для всех допустимых вариаций, оставляю щ их 
инвариантной кинематическую часть действия (а не только для

ного поля X =

где 0
1 0
0



элементарных вариаций, для которых формула (2.1.60) служ ила основой 
построения перестановочных соотношений).

Д ля  этого преобразуем условие инвариантности кинематической 
части действия.

Из определения (2.1.51) оператора Gj (/) следует, что вариацию 
кинематической части действия можно представить в виде

*2
à W K =  С, ( g  -  Gx ( g  +  J d î  J  (Px S ' k  (X),

h

(X) =  ô £ 0 (X, б |3 0Х) -  d j £ 0 (X, ôgôX) =

=  - L  (6XB°d0X —  d0XB°ÔX) (2.1.66)

(мы учли при этом выражение (2.1.27) для £?0). Н а классе допустимых 
вариаций формула (2.1.66) согласно (2.1.55), (2.1.57) принимает вид

2̂
G ( g  —  G ( g  +  { d t  j  d*x& K (x) =  0.

U

Это соотношение будет выполняться в том и только в том случае, если

Ц Р -  +  J cPx S ' k  {х ) =  0. (2.1.67)

Т ак как  ôX (х) =  F (x; X (х', 0) представляет собой функционал 
динамически независимых переменных поля Ха (х), то G (() такж е бу
дет функционалом Ха (х). Поэтому dG ( l) /d t  так  ж е, как  и £ сРхЗ~к (х )> 

представляет собой линейный функционал %а =  д0Ха (х). Подчеркнем, 
что допустимые вариации бХа долж ны  быть такими, чтобы условие ин
вариантности кинематической части действия, или, что эквивалентно, 
соотношение (2.1.67) выполнялось при произвольной зависимости Ха 
от времени t (так как кинематическая часть действия не зависит от 
структуры  гамильтониана J£).

Выберем в качестве Ха величины

Ха И  =  i [H (t), Ха (х)], 

где H (t) — эрмитов оператор,

H (t)  =  J d3xh (x) g  (x), h (x) =  tô*X (x) B°X (x), (2.1.68)

h j (x) —  произвольная функция x (ô* служ ит для обозначения эле
ментарных вариаций ô* X). Согласно перестановочным соотношениям 
(2.1.65) B°SÔ1 (х) =  — B$ôb*% (x) g  (х) и, следовательно,

%*. (x) =  — g  (x) ô*X„ (x).



При таком выборе %м оператор - щ -  можно представить в виде

Найдем интеграл I (РхЗ*к (х)\ входящ ий в (2.1.67). Согласно (2.1.66) 
при сделанном выборе Ха находим

j* d3xcFк (х) =  i ^ cPxg (х) 6*Х (х, £) В°6% (х, /),

и, следовательно, соотношение (2.1.67), вытекающее из требования ин
вариантности кинематической части действия, можно представить в  
виде

i [G (/), h (*)] =  të*X {x)B°ôX (x)

(мы учли произвол в выборе функции g  (х)). П одставляя в эту форму
лу выражение (2.1.68) для оператора h (х) и зам ечая, что элементарные 
вариации 6*ф коммутируют с 6ф, G (/), а вариации 6*ф коммутируют 
с 6ф, G (/) и антикоммутируют с 6ф>, получаем

ô*Xa (x) [G (/), В Д р  (х)] =  6 %  (х) В°арбХр (х),

откуда вследствие произвольности 6*Ха вытекает формула (2.1.60) 
для динамически независимых компонент поля. Учитывая далее, что 
вариации 6Xa (х) (а =  т  +  1, .. . ,  п) выраж аю тся из уравнений связи 
(2.1.49) через динамически независимые переменные Ха и их простран
ственные производные dkXa , получаем формулу (2.1.60) для исходных 
компонент поля X:

6 X(x) =  H G (t) ,X (x ) ]  (2.1.69)

(операция варьирования Ô... и операция коммутирования i [G, . . .I  
алгебраически эквивалентны).

П окажем, наконец, что уравнения поля в форме Л агран ж а (2.1.39), 
(2.1.42) можно представить в форме коммутаторов (2.1.61). Найдем 
с этой целью коммутатор гамильтониана ^  с динамически независи
мыми переменными Ха (*) =  (фа (*), фа (*)).

Так как коммутатор динамически независимых компонент бозе- 
полей и антикоммутатор динамически независимых компонент ферми- 
полей представляю т собой с-числа, то справедлива формула

t [Ж , В Ч  (X)] =  f dax' ( i [фа (* '), В Ч  (х)]^=, +
J \ 6<ра (х')



Поэтому из перестановочных соотношений (2.1.64) следует

П Ж ,  (Я“ф (*))«]
ЙФ«

ПЖ> ( В ^ ( х ) ) а] =  i
(2.1.70)

Ч *  (х)

Отметим, что гамильтониан системы (2.1.50) зависит как  от динами
чески независимых переменных Ха , так и от переменных Ха (а =  т +  
+  1, п). Переменные Ха можно выразить с помощью уравнений свя
зи (2.1.49) через переменные Ха , Ха =  Ха (Ха). Ясно, что в формулах 
(2.1.70) под функциональными производными по динамически незави
симым компонентам поля долж ны пониматься полные функциональ
ные производные, связанны е с зависимостью гамильтониана от пе
ременных Ха как  непосредственно, так  и через посредство Ха.

Гамильтониан согласно (2.1.25), (2.1.26) можно представить
в терминах операторов X =  VX:

Ж *=  $ d3x (-îp |д*ф, В*ф| + - J -  (дА<р, Ва<р) + U  (ф, Щ  .
Считая здесь все компоненты поля независимыми, получаем

Ь'Ж  , ди=  — Ң Вадк ф) +
&Р W 

Ь'Ж
=  i(Bksdkty)

дер

drU
(2.1.71)

(дг) ' ~ ' (5г|?
Из этих формул видно, что уравнения связи (2.1.40), (2.1.43) можно 
переписать в виде

Ь'ж Л №о, : = 0, а  =  ш  -f- 1,6фа (дс) (5ф0 (дг)
Поэтому полные функциональные производные 

Ьж Ь'ж , Г ,ч , Ь'ж

п. (2.1.72)

6фа (дс) 

ЬГЖ

бфа (*)

ь'ж

+  \ <Рх'
ЬХа (х')

+  \ d 3x'
ЬГЖ

ьха (х’)
0фа (дс)
Ыа (*')

К  (дс') 0фа (д:)Н х  (дг) 6 ф а  (дс)

вследствие уравнений связи  будут совпадать с частными производ
ными:

ь\ж
(2.1.73)Ьж Ь'Ж Ьг3

0фа (дс) бфа (дс) (дс) 6ф0(дс)

Отметим, что формулы (2.1.72) справедливы , если величины дХа/дХа 
коммутируют со всеми операторами, содерж ащ имися в J f ;  это обяза
тельно выполняется, если операторы Ха связаны  с Ха линейными соот-



ношениями. Т акая ситуация обычно возникает, когда уравнения связи 
получаются в результате понижения порядка уравнений поля, т. е. 
в результате перехода от уравнений второго порядка к уравнениям 
первого' порядка, а такж е в теории свободных полей.

Таким образом, видим, что согласно (2.1.71), (2.1.73) уравнения 
(2.1.70) благодаря уравнениям связи  (2.1.72) можно переписать в виде

« I X  (баф)а] =  — (Вадкф)а +  ,
d<ta

i I X  (В%)а\ =  -  (В&я|))а +  М -  .

Поэтому уравнения (2.1.61) для динамически независимых компонент 
поля Ха эквивалентны  уравнениям (2.1.39), (2.1.42). Т ак как  операторы 
Xа =  Ха (Ха) не зависят явно от t , то из справедливости (2.1.61) для 
динамически независимых компонент следует справедливость урав
нений (2.1.61) для всех компонент поля. Подчеркнем, что эквивалент
ность уравнений поля в формах (2.1.39) и (2.1.42), (2.1.61) связана 
с тем, что элементарные вариации динамически независимых компо
нент поля являю тся допустимыми, причем при линейной связи между 
компонентами Ха и Ха соответствующие вариации ÔX всех компонент 
поля X будут удовлетворять соотношениям (2.1.18), (2.1.19), которые 
являли сь основой получения уравнений поля в п. 2 .1 .2 .

2 .1.6. Квантование уравнений поля второго порядка. Выше изло
ж ена теория квантования уравнений поля первого порядка, когда 
лагранж иан поля линеен по первым производным. Уравнениями перво
го порядка описываются все фермионы. Бозоны могут описываться, 
как мы видели в классической теории, уравнениями как  первого, т а к  
и второго порядка. Поэтому представляет интерес рассмотреть вопрос 
о квантовании непосредственно уравнений поля второго порядка. Эти 
вопросы мы здесь и рассмотрим.

Классический лагранж иан , приводящ ий к уравнениям поля второ
го порядка, долж ен быть квадратичен относительно производ
ных, т. е.

£  =  4  +  ~ Т  fФ* ЛЧ ф }  -  W  (ф), (2.1.74)

где ф — вещественное (в принципе многокомпонентное) поле: А ** — 
постоянные вещественные антисимметричные матрицы (симметричные 
матрицы А »  приводили бы к появлению члена, имеющего вид 4-дивер- 
генции), действующие на индекс поля; W  (ф) — некоторая локальная 
функция ф. Эта функция Л агр ан ж а приводит к уравнениям  поля второ
го порядка

а л  +  л Ч ф +  “  ».



Если мы введем дополнительные компоненты поля срц =  д^ф, то 
получим уравнения поля первого порядка

^ф м  +  =  0. ^цф =  Фи-

Эти уравнения можно получить исходя из лагранж иана, линейного по 
первым производным поля:

=  4 -  {Ф*. д ц ф } + -^ " { ф . ТРдуф} — £/(ф , фу),

W  (ф, фц) =  -у- фмфц +  W  (ф). (2.1.75)

Д анны й лагран ж и ан  при фу, =  дуф переходит в лагранж иан  (2.1.74).
И спользуя (2.1.75), мы можем на основе изложенного выше мето

да произвести квантование полей ф, фу. Кинематическая часть л аг
ранж иана определяется, очевидно, формулой

^'к =  -J -  {ф°. с>0ф} +  {ф, Л°аоф},

и поэтому согласно общей схеме (см. (2.1.51), (2.1.55)) генератор эле
ментарных вариаций динамически независимых компонент поля бф, 
бф0 будет определяться формулой

G =  Gx +  G2,

Gx — J cPx (бф (x) ф0 (x) -f- ф (x) Л°бф (x)),

G2 =  |  d3x  (бф0 (x) ф (x) +  бф (x) A°ф (x)).
Имея выраж ение для генератора элементарных вариаций

G — § d 3x ( —  бф0 (х) ф (х) +  бф (х) [ф0 (х) — 2Л°ф (х)]) 
исходя из формул

i [G, ф0 (х)] =  бф0 (x), i [G, ф (х)] =  бф (х) 

находим перестановочные соотношения для компонент поля 

i [фа (*'). ФЗ (Х)Ь=Г =  i [фа (х') —  2Ларф0 (х '), ф° {x)\t= f  =  0, 

i [фа (х'), Фз (x))t=i' =  —  барб (х —  х'), 
i [(ф° — 2Л°ф)а (х'), фр (x)]t= f  =  барб (X — х'), 

которые можно переписать в виде

[фа (х), ФР (x')]t=V =  о, [фа (х'), фр (х)]<=г =  1барб (х — х '),

[фа (х'), Фз (*)]<=<' =  21'Ларб (х — Х '). (2.1.76)
Этим соотношениям можно придать иную форму, если ввести им

пульс я а (*), сопряженный с полем фа (я) для исходного лагран ж и 
ана

Ла ^  =  dddfa (*) " =  а°Фа ^  “  А °а т



Тогда перестановочные соотношения (2.1.76) можно представить в 
виде

1фа (*). ФЭ (*')]<=*' =  = 0 .
[ла (х), фр (х')Ъ=г =  —  iôapô (х — х').

Эта форма перестановочных соотношений называется канонической, 
так  как  она соответствует обобщению на непрерывный случай извест
ных условий квантования в квантовой механике

[<?< (0, 41 (O W  = IPI (0. P i n = t -  =  о,
MO. p/(OW  = i&tb

где qt — обобщенные координаты и p L =  d ^ ld q t — соответствующие 
им обобщенные импульсы. Подчеркнем, что каноническая форма кван
тования справедлива только для бозонных, а не фермионных полей, 
так  как  перестановочные соотношения для полей ф содерж али комму
таторы  (это ограничение, однако, легко снять, рассматривая кванто
вую механику частиц, описываемую не переменными р , qy а грассмано- 
выми переменными X).

Кроме того, при использовании линейного по производным лагран
ж иана следует проявлять осторож ность при нахождении обобщенно
го импульса. Так, классический лагранж иан  ÿ t  (/?, q) =  pq  — (p,
q) приводит к правильному выражению для обобщенного импульса, а
эквивалентный лагранж иан {£ =  (pq — qp) — (р> q) — к непра
вильному. Это связано с тем, что при определении обобщенного 
импульса необходимо пользоваться такой формой лагранж иана, 
для которой внеинтегральные члены, появляющ иеся в результате 
варьирования действия, можно отбросить (величины ôq (/) могут 
обращ аться в нуль одновременно при t ==■ и t — t2\ пара ж е величин 
ôq (/), àp (t) при этих условиях не может быть одновременно обращ ена 
в нуль).

§ 2.2. СВОЙСТВА СИММЕТРИИ ПОЛЕЙ И ЗАКОНЫ СОХРАНЕНИЯ

2.2.1. Внутренние и пространственные симметрии и связанные с 
ними законы сохранения. В классической теории мы видели, что с 
инвариантностью  действия относительно различных преобразований 
функций поля связаны  определенные законы  сохранения. Аналогич
ная ситуация имеет место и в квантовой теории.

Действительно, рассмотрим вариации полей (2.1.52), которые ос
тавляю т инвариантной не только кинематическую часть действия, но 
и полное действие

6 U 7 = G 2(/1) - G 2(/2)

(G2 (Z) — функционал полей X (х ', /); t — фиксировано; напомним, 
что G2 Ф  0 в  т о м  случае, если при преобразованиях симметрии лаг
ранж иан получает добавку, равную  4-дивергенции некоторого векто



ра). Тогда согласно (2.1.50), (2.1.55) будет справедливо соотношение
t2
$ d /Ô M  =  0. .  (2.2.1)
U

Вместе с тем, так  как оператор G (/) =  Ci (/) +  С2 (/) является гене
ратором допустимых вариаций, то =  [G (/), j^ ] .  Поэтому форму
ла (2.2.1) эквивалентна соотношению

[G(0. № = 0 .  (2.2.2)
Мы видим, что если вариации ÔX (х) оставляю т инвариантным полный 
интеграл действия, то генератор этих вариаций G (/) =  Gx (/) +  G2 (0  
не зависит от времени /, т. е. оператор G представляет собой интеграл 
движ ения. В классической теории мы рассматривали преобразования 
внутренней симметрии (1.1.18), оставляю щ ие инвариантным полный 
интеграл действия. Переходя к рассмотрению преобразований внут
ренней симметрии в квантовом случае, отметим, что вариации

6Х (х) =  — iea (х) Т а% (х) (2.2.3)

(ср. с формулой (1.1.31)) являю тся допустимыми вариациями, если 
матрицы Т а удовлетворяю т соотношениям

В°та +  Т аВ* =  0, та =  - Т * а .  (2.2.4)

Эти допустимые вариации характеризую тся тем, что для них 0Ц7К =  
=  0, G2 =  0 (см. (2.1.27)). Бесконечно малые вещественные параметры 
е° (х) могут быть произвольными функциями «пространственных» ко
ординат.

Генераторами преобразований (2.2.3) согласно (2.1.51) являю тся 
операторы

G (/) =  J сРх<£0 (%, egôX).

Поэтому, используя явный вид вариаций ÔX (х), получаем

G (0  =  J d 3XEa (X) За (х), (2.2.5)

S £ ( J C ) = - t ë f 0 (X. ^ Т аХ).

И з формулы (2.1.69) для вариаций (2.2.3)

i [G (0 . %(x)] =  - i e ° ( x ) T a%(х)

следуют перестановочные соотношения между 3 \  (х') и X (х):

[31 (х'), X (х)],_г =  -  Т аХ (х) 6 (х -  х '). (2.2.6)
П усть теперь при г а =  const преобразования (2.2.3) являю тся 

преобразованиями внутренней симметрии, т. е. они оставляю т инва
риантным лагранж иан  и, следовательно, полное действие W. Это 
означает, что долж ны быть справедливы равенства

(ТаХ9 ôgôvX) +  (X, 6 ldvT aX) =  0, SU =  0. (2.2.7)



ЕП 'а  +  Т„В»  =  0. (2 .2 .4 ')
В этом случае согласно (2.2.2) операторы

Q0 =  $ d 3x 2 ° (* )
(они называются обобщенными зарядами, соответствующими обобщен
ным токам 3^) будут интегралами движ ения.

П окаж ем, что операторы (2.2.5) З а  удовлетворяют дифферен
циальным законам сохранения

д ^ а  =  0. (2.2.8)

С этой целью снова вернемся к преобразованиям (2.2.3), в которых 
е° являю тся произвольными функциями х, а матрицы Т а соответству
ют преобразованиям внутренней симметрии. Так как  U  является ло
кальной функцией полевых операторов, не содержащей производных 
<?и%, то и для преобразований (2.2.3) (с зависящ ими от х функциями г а) 
будет справедливо соотношение &U =  0.

Отметим далее, что для допустимых вариаций справедлив принцип 
стационарного действия

t2
J # х Г  (х) =  0, (2.2.9)
ц

где согласно (2.1.51)

Г  (х) =  (X, d|X) — dv£ 0 (X, Ô|ÔX) —  Ш  =

=  -  ie« (х) {(£0 (Та%, 6\d vX) -  <£0 ( а д ,  Ô ^ X )) , 

или с использованием (2.2.7) и определения тока За  (см. (2.2.5))

Ï Ï  [х) =  —  г а (х) d v3 l  (*).

Поэтому вследствие произвольности функций г а (х) и пределов инте
грирования t± и t2 в (2.2.9) из принципа стационарного действия (2.2.9) 
мы получим дифференциальный закон сохранения (2.2.8).

Рассмотрим преобразования полей, связанны е с пространствен
ными локальными поворотами и смещениями координат.

Л егко видеть, что кинематическая часть действия согласно (2.1.50) 
инвариантна по отношению к вариациям , соответствующим локальным 
пространственным поворотам и смещениям:

ÔX(*) =  Г ( х )  —  Х(х), (2.2.10)
где %' (х) в случае конечных преобразований определяется формулой

X' (* ') =
дхь
дх.

-7.
S ( a  (х))Х(х)

(2.2 . 11)

■'* =  akt (х) х 1 +  а к (х), к, I =  1 , 2 , 3



S B °S  =  B°, S  (а (х)) B kS  (а (х)) =  а к1 (х) В 1. (2.2.12)
(Отметим, что кинематическая часть действия инвариантна при выпол
нении только первого из этих условий.) Д ля  вариации (2.2.10)Ô W k  ^  
=  0, G 2 =  0.

В случае бесконечно малых преобразований a i  (х) =  Ô? +  г к( (х), 
ак (х) =  г к (х), где бесконечно малые функции г к1 (х) антисимметричны 
по индексам Æ, /, =  — гш. М атрица S  {а) при этом определяется
формулой (2.1.47)

S  (а) =  1 ----- ^ е АД х )Е Л  (2.2.13)

a якобиан преобразования
дх'
дх =  1 +  дк (гк, (х) х ' +  е* (х)) =  1 +  dkek +  х ‘дкек,.

И з формул (2.2.11), (2.2.13) следует, что рассматриваемые нами 
допустимые вариации ÔX =  X' (х ) — X (х) можно представить в виде

ÔX (х) = ----- ^  (дкгк +  x'dkt k,) X (х) —  (е* +  е*,х') дк% ( х ) -------  е*/2*'х (х).

(2.2.14)
С учетом того, что согласно (2.1.25), (2.1.26)

^o(Xi, Ô&C.) =  -  З Д 2, 0|Хх), (2.2.15)
легко видеть, что генератор

G (t)  =  J d 3x ^ 0(X, ô|ÔX)

для допустимых вариаций (2.2.14) можно представить в виде 

G (0  =  $ & х  { -  (е* +  гкf i 1) <£0 (X, б|д*Х) -  \  г к^ 0 (X, 0^*'Х )} . (2.2.16) 

Вводя операторы

Т »  =  — ^ б /  +  (£0 (X, Ô ^ VX),

=  -  X V  +  xxT w  -  № 0 (X, ÔÇ2XVX), 
приведем генератор G (/) к форме

G (0  =  J cPx ( - Ek (x) T k° (x) +  4 -  е'* (X) M Ï fi (x)j . (2.2.18)

(2.2.17)

Член éfôv в выражении для не дает вклада в G (/) и введен для то
го, чтобы оператор так  ж е как  и в классической теории, представ
л ял  собой тензор энергии — импульса (см. далее). Тензор третьего 
ранга представляет собой оператор плотности моментов коли
чества движ ения.

Из формулы (2.1.69) для вариаций (2.2.14) вытекают перестановоч
ные соотношения для операторов Т к° (х') и М/*;0 (х') с оператора.



Ми X (x):

i [7 7  (JC'), x ( x ) W  =  6 (x -  x ')  dkx (JC) +  4 -  X (JC) д ф  (x -  х '),

i  [M ,,;0 (х '), X (jc) ] , ^  =  -  Ô (x -  x ') Æ*'X (x) -  (2.2.19)

— ô (x — x ') (xld k — x,/)1) X (x) -— y  X (x) (x ‘dk — x,td l ) ô (x — x').

П усть преобразования (2.2.14) являю тся преобразованиями про
странственных поворотов и смещений с е*, =  ek =  const. Такие пре
образования оставляю т инвариантным лагранж иан и, следователь* 
но, полное действие W. В этом случае согласно (2.2.18)

G =  - e * P * + - i - e , * M '\  (2.2.20)

Р к =  J d 3x T k0 (x), M lh =  J d 3x M ,ki° (x).

Операторы P k, M kl представляю т собой сохраняю щ иеся величины, - 
которые определяю т импульс и момент количества движ ения поля.

И з формул (2.2.19), (2.2.20) вытекаю т перестановочные соотно
шения

д к1 ( х )  =  Ц Р \  Х(х)],

(хкд 1 —  х ‘дк —  Œ kl) X (x) =  i [М ы , X (х)].
Покажем, что операторы Т кК и А1А/;Я удовлетворяю т следующим

(2.2.21)

дифференциальным законам  сохранения:

dxT kk =  0, дхМ м;А =  0.kl;K (2.2.22)

С этой целью снова вернемся к преобразованиям (2.2.14), в которых 
ek, г к1 — произвольные функциями х. Т ак как  вариации (2.2.14) яв 
ляю тся допустимыми, то для них выполняется принцип стационарно
го действия (2.2.9). Д ля  нахождения оператора <F (х), входящего в 
(2.2.9), отметим, что вариация é£0 (х, д $ )  согласно (2.2.14), (2.1.44') 
определяется формулой

б^о (X, =  — (е* +  Ehtx l) dkï£0 —  (dkek +  x ldkekt) (£0 —

-  (x, d& kdkX + x ' d ^ f a X  + 4 - ĉ E a'x) .

Поэтому оператор &  (x) можно представить в виде 

Г  (х) =  е * с ^ 0(Х, б£д*Х) +

+  е* Л ^ о  (*. % (х'а*Х +  4 " V * ) ) - Ш - д к((е* +  е* ,х ')20),

или с учетом формул (2.2.17) в виде

Г  (x) =  e*dv7 * ----- y  eV vM *,:v +  (е* +  eV 0  — ô t/ —

- ^ ( ( e J +  e V )  £„)• (2.2.23)
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Согласно (2.1.27) и уравнениям  поля (2.1.25), (2.1.26), лагранж иан  
(£ для реального движения системы имеет вид

#  =  -J -  {ф.
dU
дц> 4 dq> (2.2.24)

Д алее в силу того, что U  представляет собой инвариант преобразова
ний (2.2.11) при е* =  вк1 — const (это значит, что U  (7 ' (х')) =  
=  U  (X (х))), получаем

àU — —  (е* +  е*/хг) d J J ----- т  {дкг к +  x'dksk,) dU (XX) 
dX

Поэтому
\ к = \

(е* +  e V ) —  в с / -----g -a , [ ( е ' +  е'*х*) Ц J  . (2 .2 .25)

Мы предположили при этом, что
I ( ди ) . i f .  a , t / 1 1
4 {^ ’ âtp J 4 5<p J 2

1 dU (Х ф , Х ф )
2 Ж =  0.

A.= l

Таким образом, согласно (2.2.23), (2.2.25)
2̂2 *  / \

J  d4x j  (x) =  J d4x ( e 4 r ftv — -J- eV vM */:v) . (2.2.26)
/. u x 7

Л егко видеть, что соотношение С  =  0 справедливо для свободного 
поля, когда оператор U  квадратичен по функциям поля, и для класси
ческого поля. Это соотношение может выполняться и в других* слу
чаях, когда операторы, входящ ие в U, могут быть надлежащ им обра
зом упорядочены. В этих случаях вследствие принципа стационар
ности действия и произвольности функций г к, е* и пределов интегри
рования /ь  4  из (2.2.26) следуют дифференциальные законы  сохране
ния (2.2.22).

2.2.2. «Поренцева инвариантность теории и законы сохранения 
4-импульса и 4-момента. В п. 2.2.1 мы рассмотрели законы сохранения 
импульса и момента количества движ ения, которые были связаны  с 
инвариантностью лагран ж и ан а поля по отношению к пространствен
ным смещениям и поворотам. Здесь мы рассмотрим вариации операто
ров поля, связанны е с бесконечно малыми преобразованиями группы 
П уанкаре (см. (1.1.17)):

6% (х) =  — е % Х  (х) +  - L  г \ ( _  2 PV +  i (х%  —  xu«5v)) X (x) (2.2.27)

и покажем, что генератором G (/) этих вариаций
ôX(x) == i [ G ( t ) ,  Х(х)] (2.2.28)

является оператор
G (0  =  -  8VP V +  4 -  ePv /V r, (2.2.29)

где

P v =  J (PxTv0 (x), =  J d3xM wv;0 (x) (2 .2 .29 ')



и величины 7'uv (х) и A/fuv:> (х) определены формулами (2.2.17). Кроме 
того, покаж ем, что справедливы дифференциальные законы  сохра
нения

a|i7’vu =  0 , =  0 , (2.-2.30)
из которых следует, что величины P v, не зависят от t. Величины 
Р*  и M MV называются соответственно 4-вектором энергии — импульса 
и 4-тензором момента.

Д оказательство соотношения (2.2.28), очевидно, вследствие (2.2.27),
(2.2.29) эквивалентно доказательству соотношений

дц7 (х) =  i [Рд, X (дс)], (2.2.31)
(— S uv +  i  (х Д , —  xudv)) X (х) =  [Muv, X (х)]. (2.2.32)

Т ак как оператор Р° =  Ж  (см. (2.1.50), (2.2.17)), а Р* определяет
ся формулой (2.2.20), то формулы (2.1.59), (2.2.21) эквивалентны
(2.2.31).

Д ля  доказательства формулы (2.2.32) отметим, что вследствие
(2.2.21) формула (2.2.32) справедлива для пространственных индексов 
р и V, р , V =  /, к. Поэтому нам достаточно доказать соотношение

1Моь X (х)] =  (—  So* +  I (хкд0 -  tdk)) X (х).
Д оказательство этого соотношения вследствие (2.1.52) эквивалентно, 
очевидно, доказательству соотношения

[М№, 0 В Ч  (х)] =  (— Б 0л +  i (х Д , -  «*)) Ф В Ч  (х) (2.2.33)
(для величин В°% (х)  формулируются одновременные перестановочные 
соотношения (см. (2.1.65)); матрица 55 определена в п. 2.1.5).

Согласно (2.2.17), (2.2.20), (2.2.29) оператор Мол можно предста
вить в виде

Мол -  tP k -  хкЖ  -  J d V  ((хл -  х к) Т 0° (х')  +  i Д  (X, 6 |2 0лХ)).

Поэтому, зам ечая, что согласно (2.2.31)
\tP„ -  % В Ч \  =  i ( х Д  -  (дк) № 4 ,  

представим доказываемое соотношение (2.2.33) в виде
[Р*, 55В°Х] =  -  Soл#В°Х, (2.2.34)

Rk  =  -  Ç d?x' ((х'к -  x k) T 0° (х') +  i<£0 (X, б^олХ).
l’=t

И з определения оператора (х, d { i )  следует, что

^ 0  (X, б|2олХ) =  -J-  (ХБ’БолХ — ХБолВ°Х). (2.2.35)

Кроме того, так как согласно (2.1.48)

Вк =  — i (SoкВ° +  P ° S  ол), 

то, учитывая (2.2.17), находим

То0 =  и  +  - \ -  !<3,Х (S°'B° +  B°S0/) X -  X (S 01 В° +  В°S M) д,Х). (2.2.36)



Поэтому из (2.2.35), (2.2.36), вы полняя интегрирование по частям, 
получаем

^ сРх' | ( /  (х ') (x'k — xk) +  (Xk — x*) j -J- d tX (х ') B °2 U'X (х') — 

— - i - X ( x ') Ë 0,B°d,X(x') } .

И спользуя перестановочные соотношения (2.1.65) и зам ечая, что 

(xk — х к) dfi (х — х') =  — gki& (х — х'),

находим

—  J d sx ’ (xk —  x k) - L  {[д,% (х') В \  т Ч  (х)] 2 0,Х (х ’) —
t'=t

—  X (х ’) £ 0' (х'), g )В Ч  (х)] =  — Б 0кВ ° М  (х).

Поэтому соотношение (2.2.34) принимает вид

Ç d sx ’ (x'k — xk) ([(/ (х '), 0 В Ч  (х)] +  d t% (х ') В°Х°' [X (х’), & В Ч  (х)] —

----- ]r  [X (х '), М Ч  (х)] 2 0,В0д Д  (х')} =  0.

Зам ечая, что (х* — xk) Ô (х — х') =  0, это соотношение можно перепи
сать в виде

J сРх” J #х'
i"=t t’= t 6 (ВЧ(х1)а {Хк ~  Хк) {[(В°Х {Х"))а' т Ч  (X)I х

1 ( àlU (x’) 
+  2 \ дУ.а (х')

х  - т ( - а л ? г - ( ^ 4 ^ ’% ) +

+  (д,Х (х ') Б °2 0,)а) 1(ВЧ  (х"))а , М Ч  (х)]} =  0, (2.2.37)

причем, так ж е как и в п. 2 .1.5, мы предполагали, что производные 
ôX fl (* ')

TtRoy ) коммутируют со всеми операторами, встречающимися
О (/3  Л (X  ) ) а

в U  (если U  не квадратично по операторам поля). Т акая ситуация на
верняка справедлива для свободных полей (когда U  ~  XX) и для того 
случая, когда уравнения связи приводят к линейным соотношениям 
между Х0 и Ха . Вследствие уравнений связи (2.1.49) соотношение 
(2.2.37), а следовательно, и (2.2.33) действительно справедливы.

Перейдем к доказательству дифференциальных законов сохране
ния (2.2.30).

И спользуя определение тензора (см. (2.2.17)) и учиты вая, что 
(£ =  — U  (см. (2.1.21)), находим

д ц Г /  =  dvU — d v̂ o  (X, d sX H - ^ З Д ,  ôÇdvX).



£ 0(Х, д гХ) =  ^ . ( Х В ^ Х  —  даХВП ),

ТО

а й7\,м = д ^ и  + -y  (д^УЖд.Х  -  д Ж д ^ Х ) ,

откуда, используя уравнения поля (2.1.29), (2.1.30)

/ в Ч х  =  =  - ^ ~ ,  (2.2.38)

получаем

W  =  <?vn (X) — avx +  avx . (2.2.39)

Л егко видеть, что правая часть этого равенства обращ ается в нуль 
для свободного поля, когда оператор U квадратичен по функциям по
ля . Обращ ение правой части (2.2.39) в нуль может происходить и в 
других случаях , когда операторы, входящ ие в U , могут быть надле
жащ им образом упорядочены. В этих случаях  имеет место дифферен
циальный закон сохранения c^TV* =  0. Д алее будем считать, что 
именно такую  ситуацию мы имеем.

П окаж ем, что справедливо соотношение =  0. Согласно
определению (2.2.17) оператора

д ^ М г ^  =  - 7 \ v +  T vK -  i d j e 0 (X, 6MS2 , VX)

(мы при этом учли, что <3(i7V l =  0). П одставляя сюда выражение для 
7 \v , получаем

=  З Д .  g y A X )  - £ „ ( * .  & А Х )  -  / г ) ^ 0 (X, 6|2xvX), 
или, используя определение оператора 6?0 (X, ДХ ):

=  À- {ХВкд-Л — ôvXBxX — Х Я А Х  + дхХОД —

-  A ( X ( B % v - S ^ ) X } .
Из лоренц-инвариантности лагран ж и ан а следует, что (см. формулу 
(2.1.48))

№ i v + £ х ^ д =  -  д а * ,
поэтому

a ^ x v ; 14 =  4 “ (ш да д )  -  ( * а д в д) а д } .

Используя далее уравнения поля (2.2.38), получаем

=  4 -  { ( а д  +  - ^ - ( а д ) .



Т ак  как  оператор U  (X) представляет собой релятивистский инвари
ант, то

U(X) =  U(SX),
где в случае бесконечно малых преобразований Л оренца S  — 1 —  
----- Поэтому так  ж е, как  и в случае доказательства закона со
хранения dvT nv =  0, следует считать, что правая сторона рассматри
ваемого равенства обращ ается в нуль. Таким образом, будем считать, 
что для релятивистски инвариантной теории долж ны  иметь место диф
ференциальные законы  сохранения (2.2.30).

2.2.3. Коммутаторы интегралов движения. Вычислим коммутато
ры интегралов движения M |lv, Qa. Вычисление удобно проводить, 
используя тот факт, что величины Р&, 7ИЦГ, Qa являю тся генераторами 
преобразований (2.2.27), (2.2.3).

Определим прежде всего вариации тензоров энергии — импульса 
и моментов при вариациях полей (2.2.27), соответствующих

преобразованиям П уанкаре. Тензор 7Vv (х) согласно (2.2.17) зависит 
от х  только через посредство ддХ и X, Т^х (х) =э T^v (X (х)). Тензор 
М^х-х зависит от х  такж е через посредство X, д^У, но, кроме того, он 
содерж ит и явную  зависимость от х  (см. (2.2.17)), M ^ vx  {х) =  
=  М цух (X (х), х).

Т ак как  для преобразований группы П уанкаре генератор G =  

=  — +  -J- не зависит от времени (величины Рц, Мцу —
интегралы движ ения), то кроме формулы

ÔX =  г [G, X]

будут справедливы формулы
dllÔX =  ilG , диХ].

Поэтому вариации тензоров T |1V и М

6ТHV (х) =  Тум (Х (x)) P (IV (X (X)),
Ô A W  (х) =  Mnv;X (X' (х), х) —  М ихХ (X (х), х) 

можно найти по формулам
WVv (х) =  i [G, 7Vv (x)], Ô M ^ x  (x) =  i  [G, M ^ x  (x)]. (2.2.40)

Кроме того, вариации тензоров T^v и М^-.х можно найти иным спосо
бом, исходя из трансформационных свойств этих величин. Т ак как  
лагранж иан 1Л  инвариантен относительно преобразований (2.2.27), 
то, как  мы уж е говорили, тензор энергии —  импульса преобразуется 
по закону

7Vv (х) -*  Т»х (х ') =  T nv (Х' (x')) =  a f a vpTxo (X (х)), (2.2.41 )

где Хц =  ац ххх +  % .
Величина Л 0 (X, ôj?2v;iX), входящ ая в М Рх ,  вследствие инвариант

ности (£0 относительно преобразований (2.2.27) и вследствие соотно
шения (1.1.33) преобразуется как  тензор 3-го ранга. Поэтому в силу



закона преобразования для T pv находим 

М рх;К (X) A W  (*') =  A W  (Х' (х%  х')  =  (X (*), х) +

+  (* ' (*')) -  (Х' (*')). (2.2.42)
Д л я  бесконечно малых преобразований Л оренца — П уанкаре фор

мула (2.2.41) приводит к  следующему выражению  для вариации
fxv (х).’

fi7Vv (*) =  Гд v (Х' (*')) -  7Vv (X (X)) -  (T pv (Х' (х')) -  Т „V (Х' (х))) =

=  £д̂ Рüv (*) +  дя, (*) — (еркх 4" ер) дрТ pV (*)• (2.2.43)
Аналогично вариацию  ôM uv;x (х) можно представить в виде 

{х) =  £дРМру;Я (х) 4 “ £vPM PQ-th (лг) 4“ ё^Мцу-'Р (лг)

— (ераха 4- ер) дрМ игЛ (х) 4- Ед7\,я (х) —  ev7 V  (х). (2.2.44)

Поэтому из (2.2.43), (2.2.44), (2.2.40) и определения (2.2.29) гене
ратора G находим

* [Рр» Т дя (*)] == дрГдя М ,

i [Рр, Л4ду*л (*)] — gppTvx (х) 4" gvpTpx (х) 4~ dpMpv-'h (х), 

i [MpV, Тдя (*)] =  ё\х\Гря (*) 4~ gppTv% (л:) gvkTдр (я) 4~

4- gptTnv (х) — (xvdp — x pdv) Гдя (л:), (2.2.45)

i Ш р^ M pv;k (x)] =  — §д|М рУ;я (x) 4- gppMzv-'k (x) —  

— gvlMдр;Я (x) 4- gvpMnl;K (X) — g%lMpv;p (x) 4~

4- gkpMpv.t (x) —  (х ф р —  x pd%) M дуД (x).

П олагая в первых двух соотнош ениях Я =  0, интегрируя их по сРх 
и используя законы  сохранения (2.2.30) и определения (2.2.29 ') вели
чин Р д  и М рх, получаем

[Рд> ^v] == 0, i [Рр, Л4ду] =  gppPV 4~ gvрРд* (2.2.46)
Аналогично интегрирование по сРх последней пары соотношений 

(2.2.45) при Я =  0 приводит к уравнению

* [А1р|, Mpv] =  gp%Mpv 4~ gppMfr gv%Mдр 4~ gvрА1д| (2.2.47)
и соотношению, совпадающему со вторым из уравнений (2.2.46) (при 
получении этой формулы мы использовали дифференциальный закоц 
сохранения (2.2.30) и выполнили интегрирование по частям). Из этих 
формул, в частности, следуют соотношения коммутации для момента 
количества движ ения

I М М к] =  —  ie iklM i,  (2.2.48)

где М 1 =  - ^ е ш М к1.



Найдем коммутаторы обобщенных зарядов, связанны х с внутрен
ними симметриями. Вариации обобщенных токов Va (х)

(х) =  V I  ( Г  (х)) -  VZ (X (х)),

ÔX (х) =  Г  (х) — X (х) =  — iEaT aX (х) 
можно найти по формуле

àVa (х) =  i [G, Va (х)], (2.2.49)

где G — генератор преобразований внутренней симметрии, G =  
=  eaQa и Qa — обобщенные заряды  поля (см. (1.2.13)). Кроме того, 
вследствие инвариантности лагран ж и ан а относительно преобразова
ний внутренней симметрии

bV[Xa(x) =  EbfabV 'ï(x )  (2 .2 .50)
(см. п. 1.8.2).

Из сравнения формул (2.2.49), (2.2.50) следует

i lQ b> W ( x ) ] = f abc3 U x ) -  (2.2.51)

Отсюда, полагая р  =  0, интегрируя данное выраж ение по d3x  и ис
пользуя определение (1.2.13) обобщенных зарядов Qai находим

tlQb* Qal^fab'Qc. (2.2.52)
Отметим, что так  как преобразования внутренней симметрии не

зависимы от преобразований П уанкаре, то

[Q a» ^ V l  =  [Q a» Л^М-vl =  О*

2.2.4. Инвариантность теории по отношению к обращению времени 
и связь спина со статистикой. Выше мы получили законы  сохранения
4-импульса и 4-момента поля исходя из требования инвариантности лаг
ранж иана относительно преобразований собственной группы Л орен
ца. Здесь мы рассмотрим преобразования полей, связанны е с инверсией 
пространства и времени [121, и покаж ем, что требование инвариант
ности лагран ж и ан а относительно обращ ения времени приводит к од
нозначной связи между спином частиц и способом квантования соот
ветствующих полей: частицы, связанны е с фермионными полями, 
долж ны обладать полуцелым спином, а частицы, связанны е с бозон
ными полям и,— целым спином (это утверж дение называется теоремой 
П аули [9— И ]).

К ак мы видели, лагранж иан  (2.1.21) инвариантен по отношению 
к преобразованиям группы Л оренца

X (л;) ->  V  (х') =  S  (а) X (х), х'» =  a»vxv,

если выполняются соотношения

S B ^ S  =  а \ В \

причем вследствие эрмитовости полей X (х) матрица S  долж на быть 
вещественной.



П реобразованию  пространственного отраж ения х\ =  —х ъ  х% ==* 
«= х2, хз =  х3, хо =  х0 соответствует матрица S  =  Ф, удовлетворя
ющая соотношениям

ФвМР =  — В 1, Фв1<Р =  в\ i =  2, 3, 0. (2.2.53)
П реобразованию  обращ ения времени хм =  x k (k =  1, 2, 3), лго =  —х0 
соответствует матрица S  =  Т,  удовлетворяю щ ая соотношениям

ТВ°Т =  — В0, тв‘т = в ‘, i =  l ,  2 , 3 .  (2.2.53')
М атрицы В*1 имеют блочную структуру (см. (2.1.28)), причем блок 

Б  о связан  с бозе-полем ф, а блок Bs —  с ферми-полем ф. В соответ
ствии с этим матрицу Т  такж е можно представить в виде

Т =
Т _  0 \  
.0  Т+)’

где матрица Г _  определяет преобразование обращ ения времени бозе- 
поля, а матрица — ферми-поля. Эти матрицы, очевидно, удовлет
воряют уравнениям

Т ± В°±Т ± =  -  В°± , Т ± В к± Т ± =  В к± ( k = l ,  2, 3), (2.2.54)
BÏ==BÜ, Bf = B%.

В п. (2.1.5) показано, что матрица В \  является полож ительно опреде
ленной, т. е. a] (B°+ )ij а/ ^  0 для любых комплексных чисел at . Из 
первого уравнения (2.2.54) следует, что

(Т+а)] (В°+ )„  (Т+а),- =  -  щ  (В°+ )„  а,. (2.2.55)

Поэтому вследствие полож ительной определенности матрицы В + урав
нение (2.2.55) не может удовлетворяться, если матрица Т +  веществен
на. Однако, как  следует из формулы (2.2.55), чисто мнимая матрица 
Т +  может удовлетворять соотношениям (2.2.55). Однако поля V  (х') 
для такой матрицы Г +  согласно (2.1.44) будут не эрмитовы, а антиэр- 
митовы. Поэтому, казалось бы, преобразование обращ ения времени 
нельзя включить в число элементов симметрии лагран ж и ан а (2.1.21). 
Однако эрмитовость поля 1' (х') можно сохранить, если потребовать, 
чтобы поля ф и ф преобразовывались при обращении времени не по 
формулам

Ф (х') = Г _ ф (л ;) ,

Ф (л;) ->  ф ' (х') =  Г+ф  (л:), х0 =  —  х 0,
а по формулам

ф ( л : ) - > ф '( л : ' )  =  Г _ ф т (л:) 

ф (я) ->  ф ' (л:') =  iT +фт (л;), / ' =  — /.
Здесь индекс «т» при ф и ф (как и зн ак  тильды над матрицами) служ ит 
для обозначения операции транспонирования в гильбертовом про
странстве

(Ф „ ф*Ф,) =  (Ф/, ф ф ,), .(Ф„ фтФ,) =  (Ф „ фФ,),



где Ф, — некоторый базис в гильбертовом пространстве, в котором 
определяется операция транспонирования. О перация транспонирова
ния физически соответствует замене начального состояния конечным, 
и наоборот, при обращении времени.

Ясно, что при преобразовании (2.2.55) наруш ается инвариантность 
лагран ж и ан а в смысле

£  (X (х), ôuX (х)) =  (£ (X' (* '), ддХ' (х')). (2.2.56)

Однако мы покажем, что уравнения поля и перестановочные соотно
шения для полей будут инвариантны по отношению к преобразованию  
обращения времени (2.2.55).

Чтобы убедиться в инвариантности уравнений движ ения по отно
шению к преобразованиям (2.2.55), достаточно, очевидно, показать, 
что выполняется соотношение

!£ (X (*), а цХ (х)) =  (X' (* '), а цХ' (л:')), х0 =  —  х 0, (2.2.57)

которое зам еняет теперь соотношение (2.2.56).
С этой целью рассмотрим часть лагран ж и ан а â?0, зависящ ую  от 

производных поля X (см. (2.1.27)). В случае бозе-полей согласно (2.1.25) 
(£0 имеет вид

^<Г(Ф. д<р) =  — -J -  {дцф, fi-ф } .

Поэтому согласно (2.2.55) и (2.2.54)

£ ~ (Ф '.  < 5 V ) = = - - r k V p > ) .  Т - Ж Т - у Ч х ) )  =

=  — -J -  { < W  (*). Я - ф Т(*)},

откуда следует, что Уо  (ф, дер) =  (ф ', д'<р')т.
В случае ферми-полей согласно (2.1.26) ££0 имеет вид

^ 0  (Ф. <3ф) = ----- J- [дмФ, £+Ф]-

Поэтому согласно (2.2.55) и (2.2.54)

о̂+ (Ф'. <5'Ф') =  Idutfix), T + B l T + t f  (X)] =

=  -J -  [дця]>т (*), Я+фт (*)1,

откуда и следует, что Уъ (я]), г)ф) =  У§  ('Ф', д 'ф ')т.
Подчеркнем, что инвариантность лагран ж и ан а У§ относительно 

преобразования обращ ения времени (2.2.55) в смысле (2.2.57) дости
гается вследствие наличия в преобразовании (2.2.55) как множителя 
/, так и операции транспонирования полей. Д ля  того чтобы полный 
лагранж иан  был инвариантен относительно преобразования обращ е
ния времени в смысле (2.2.55), необходимо, чтобы оператор U (X),



входящ ий в (2.1.21), удовлетворял соотношению

U  (ф, ф) =  U  (ф \  ф ')т.

В случае свободного бозе-поля оператор U (X) =  U ~  (ф) определяется 
формулой (2.1.32), в которой согласно (2.1.46) матрица § _  удовлетво- 
ряет соотношению

Т Л - Т -  =  S _ , S s =  S _ . (2.2.58)

Из (2.2.55) и (2.1.58) следует, что

^ ~ ( ф ')  =  Т  (фТ (*)> Т Л - Т - < р т (х)} =  (фт (х), 8 - ф т (х)}

и поэтому U ~  (ф') =  U ~  (ф)т.
В случае свободного ферми-поля оператор U  (X) =  ( /+  (ф) опреде

ляется формулой (2.1.34), в которой согласно (2.1.46) матрица 8+  
удовлетворяет соотношению

7 + 8 +  Т +  =  Л+, 8 а м  8+ . (2 .2 .58 ')

Из (2.2.55) и (2.1 .58 ') следует

и+ (ф') = -----|фт (X), ТЛ+Т+Ф1 (ЛГ)1 = --------^-(фт (х), £+фт (х)]

и поэтому 67+ (г|/) =  67+ (г|))т. Подчеркнем, что инвариантность 67+ (гр) 
относительно преобразования обращ ения времени (2.2.55) в смысле 
(2.2.57) достигается вследствие наличия в преобразовании (2.2.55) 
как множителя /, так  и операции транспонирования полей.

Перейдем к доказательству инвариантности перестановочных соот
ношений (2.1.64)

[Я -ф  (Xi), В°-Ц> (x2)]ti=t, =  B -ô  (x, — x 2),

(В+Ф (X!), В+ф (x2) }/,=/, =  B+ô (x2 — x2)

относительно преобразований обращ ения времени (2.%.55).
В случае бозе-полей из (2.2.55), (2.2.54) следует

[В 1Ф'(х ,) ,  В % '( х 2)]<;=<; =  T’Z1[ B V  (хД  B%pT(x2)]/ _ ,ir Z 1 =

=  — T Z 1 1Ве_Ф (xt ), BÜ-ф (х2)]?1=/,711| ,

откуда, используя (2.1.64), (2.2.54), получаем

[В V  (x,), B V  (х2)],.=<. =  -  Ô (Xl -  х2) 7 1 1 B'LTZ' =  B!Lô (x, -  xi).

Видно, что для инвариантности перестановочных соотношений 
(2.1.64) для бозе-полей существенно необходимо наличие в преобра
зовании (2.2.55) операции транспонирования.



В случае ферми-полей из (2.2.55), (2.2.54) следует 

[В°+х|>'(*',), В°+ф' (х'2)} .1==1. =  - Т + ' 1 В 1 ^ ( Х1), B W ( x * ) } i t= > J +  =

=  - Т + '  (В°+ф (*,), В°+ф(*,)}?.=,, Т + \  
откуда, используя (2.1.64), (2.2.54), получаем

{В°+ф' (х\), В +ф ' (**)},,_,, =  -  ô (Xl -  х2) 7 + ’ В°+ Т + ‘ =  В°+б (х! -  х2).

Подчеркнем, что инвариантность перестановочных соотношений 
(2.1.64) для ферми-полей относительно обращ ения времени существен
но связан а с наличием множителя i в преобразовании (2.2.55) для 
полей ф.

П окаж ем , что матрица Г , удовлетворяю щ ая соотношениям (2.2.54), 
будет вещественной в случае полей с целым спином и мнимой в случае 
полей с полуцелым спином. Отсюда и из требования инвариантности 
части лагран ж и ан а (£0 (в смысле (2.2.57)) и перестановочных соотно
шений относительно обращ ения времени (2.2.55) следует, что поля с 
целым спином являю тся бозе-полями, а поля с полуцелым спином — 
ферми-полями (это следует из того, что в случае бозе-полей матрица 
Т -  вещественна, а в случае ферми-полей матрица Г +  мнимая).

П ереходя к доказательству этого утверж дения, отметим, что вслед
ствие инвариантности (£0 по отношению к собственной группе Л орен
ца имеет место соотношение (2.1.48), т. е.

/ ( 2 р ^ д +  В % у )  =  ЭДВр.
Если ввести матрицу

£** (а) =  еа2,0В'1еа2‘0,

то согласно (2.1.48) она будет удовлетворять соотношению

■ dB2 a) =  № i  («) -  « „ ( а ) .

откуда следует, что
В 0 (а) =  В0 cos а  — iB 1 sin а ,

В 1 (а) =  — iB° sin а  +  В г cos а .
П окаж ем, что матрица

£ у  _  £ у
Т  =  е *  ‘Ve 2 ,0,

где ^  — матрица, соответствующ ая преобразованию  х[ =  —х х (см. 
(2.2.53)), удовлетворяет соотношениям (2.2.53 ') и, следовательно, 
может быть принята в качестве матрицы Т,  входящей в преобразова
ние обращ ения времени (2.2.55). Д ействительно, из формул (2.2.59) 
и (2.2.60) следует, что

 ̂ я ~ _ я ~ я я я ~ _ я у
Т В °Т  =  е 2 ‘V e 2 t0B ° e 2 ‘Ve 2 ” =  — ie  2 ‘V f i V e  2 " .

(2.2.59)

(2.2.60)



Зам ечая, что =  —В 1, и снова используя формулы (2.2.59), по
лучаем

Т В °Т  =  =  — В0.

Аналогично можно показать, что

Т В гТ  =  В 1.

Отметим, что для преобразований S  полной группы Л оренца спра
ведливо соотношение

S ZjuvS =
из которого следует, что

^  ^ 10.
Поэтому

Т  =  еп*10&. (2.2.61)
В силу эрмитовости поля матрица ^  вещественна, а матри
ца 2 10 мнимая, 2  ю =  — 2 10. Поэтому

Г* =  e~ n*t0(&

и, следовательно,
у*   ^2пШ2ц0)/р

Как мы убедимся далее, спектр собственных значений матрицы j‘2!10 
совпадает со спектром матрицы 2 2 =  2 31. Т ак как собственные зн а
чения матрицы S 2 будут целыми числами для полей с целым спином 
и полуцелыми числами для полей с полуцелым спином, то матрица Т  
будет вещественной для полей с целым спином и мнимой для полей 
с полуцелым спином.

Чтобы убедиться в справедливости сделанного утверж дения, от
метим, что согласно (1.1.33) справедливы формулы

[2*. 2 30| =  2 10, [210, 2*,] =  2 . .  (2.2.62)
Вводя матрицы

2 2 (а) =  е_а2зо2 2еа2з\  2 10 (а) =  * raSsoS 10eaS,° 
и используя (2.2.62), получаем

^ 2  (а ) — 2lO (°0* 2ю (а) = ^ 2  (°0*
Отсюда ясно, что

2 2 (а) =  е~ а^ Ъ 2еа^° =  S 2 ch a  +  2 10 sh a .

П олагая в этой формуле а  =  /, находим

—  ̂ / У ^ s у
<210 =  с * 2

откуда следует, что спектры матриц Б 2 и г 2 10 совпадают.



В заклю чение отметим, что связь  между спином частиц и способом 
квантования полей можно доказать такж е, исходя из требования ло
кальности, лоренц-инвариантности и полож ительной определенности 
энергии системы [9].

§ 2.3. КВАНТОВАНИЕ СКАЛЯРНОГО И ВЕКТОРНОГО ПОЛЕЙ

2.3.1. Уравнения движения и перестановочные соотношения для 
операторов скалярного поля. И злож ив общую теорию квантования 
полей, перейдем к рассмотрению конкретных полей и начнем с кван
тования скалярного поля.

К лассическая теория этого поля рассматривалась в п. 1.4.1, при
чем мы считали там это поле комплексным. В соответствии с этим в 
квантовой теории скалярное поле будем считать неэрмитовым. П оле 
это является бозонным, так  как спин частиц, связанны х с полем, ра
вен нулю.

Л агран ж и ан  свободного квантованного скалярного  поля, описы
ваемого пятью  операторными функциями ср, ср̂  (см. (1.4.4)), имеет вид

#  =  4 ~  {фй. <Vp+} +  ~Y  {фЦ+, дцф} — - i -  {ф£, ф1*}----- | - т 2 {ф, ф+}.
(2.3.1)

Отметим, что если считать ф, ф»1 не операторами, а ^-числами, то этот 
лагранж иан  перейдет в лагранж иан  (1.4.4). О г неэрмитовых полей 
Ф, ф^ легко перейти к эрмитовым полям ф,-, фГ (i =  1, 2), полагая

ф =  ф! +  «Ра, ФЦ =  ф? +  »ф2.
П ри этом лагранж иан  поля (2.3.1) примет вид

#  =  <Vp i} — {Ф1> ^цфУ1} +  {ф2, ^цф2} — (ф2, бцф^}) —

— ф1цф1* — ф2цф2 — т 2ф1ф! — «12ф2ф2 Ч— |̂Х ({ф1. ф?} +  (ф2, фг}).

Этот лагранж иан будет иметь структуру общего лагран ж и ан а (2.1.25), 
если опустить последнее слагаемое. О днако удобнее пользоваться не 
этим лагранж ианом , а (2.3.1), в котором независимыми полями счи
таются не фм фр, а ф, ф*1, ф+ , ф ^ .

В ариация полного действия скалярного поля согласно (2.1.51) 
определяется формулой

2̂
6 W  =  G j  ( / , )  —  Gx ( / j )  +  J  d*xS"  (* ),

U
где

Ог (0  =  4 4  ^ ф°’ ô(p+i +  (ф°+ * ^ф});

Г  (x) =  4 -  ( V ,  5Цф+ {0ф^+, -  Фц) -  (2.3.2)

----- g- (0ф, <3цфй+ +  т 2ф+ } ----- Y  (бФ+ * +  т 2 ф}-



Считая вариации полей элементарными, т. е. представляющими собой 
произвольные ^-числовые функции, из принципа стационарного дей
ствия (2.1.53) получаем уравнения поля

<Vp — фд =  0, ддфд +  т 2ф =  0, 2̂ 3 з)
0дф+ — ф£  =  0, 0дф,г+ +  т 2ф+ =  0.

У равнение дцф — фи =  0 (так же, как уравнение <Vp+  — Фд =  0) 
можно разделить на два уравнения:

доФ —  Фо =  0. <5*Ф — Ф* =  0.
П ервое из них будет собственно уравнением поля, а второе — урав

нением связи.
Перейдем к установлению перестановочных соотношений для дина

мически независимых компонент поля, какими согласно (2.3.3) яв л я 
ются ПОЛЯ ф, ф+, ф°, ф°+.

К инематическая часть действия, которая необходима для построе
ния генераторов поля, определяется формулой

wK=$ #х (4- (ф\ <w+) + 4- {Фс+, двФ}).
В соответствии с п. 2.1.4 с-числовые вариации динамически неза

висимых компонент поля будут допустимыми, так  как
à W K =  G2 ( i1) - G 2 ( t2),

где

G2 (0 =  -  J d 3x  (4 -  ( V ,  ф+} +  4 -  (6(Р<4'’ Ф}) • (2-3-4)
Генераторами рассматриваемых с-числовых вариаций динамически 
независимых компонент поля будут операторы  G (t) =  Gy (t) +  G2 (t). 
Поэтому согласно (2.3.2), (2.3.4)

G (i) =  ^ cPx (ф°0ф"^ -[- q)Q+6q) — ф+ 6ф« — фбф0̂ "),

причем в соответствии с (2.1.69)

0ф =  i [G (t), ф], 0ф+ =  i [G (t), ф+ ],

6ф° =  i [G (t ), ф°], 6ф0+ =  i [G (t), ф0+].
Отсюда следуют перестановочные соотношения для динамически неза
висимых компонент поля

[ф°+ (*), ф (x')]t= r  =  —  ià  (х — х '),
. (2.3.5)

[ф° (X), Ф+ ( X ') W  =  -  ià  (х -  х ').

О стальные пары динамически независимых переменных коммутируют 
между собой при t  =  t'.

П олучим разновременные, перестановочные соотношения для ска
лярн ого  поля. Д л я  этого отметим, что скалярное поле ф согласно



(2.3.3) подчиняется волновому уравнению

{ д ^  +  т 2) ер =  0. (2.3.6)

Решение этого уравнения при заданны х значениях ф и д0Ф на гипер
плоскости t  =  / ' имеет вид

Ф  (х) =  ^ d3x'  (ф (х ') д0Д (х  — х ') +  доф (х ') • А  (х — х ')), (2.3.7)

где функция Д (л;) удовлетворяет волновому уравнению

( d j f  +  т 2) Д (х) =  0
и начальным условиям

Д (х) |/= о =  0, д0Д (х) |/=0 =  Ô (х).

Отметим далее, что согласно (2.3.5), (2.3.3)

[ф (х), ф (x')]t=t- =  0,

|ф + (х), а'Цф (х ')],=,- =  ÎÔ (х — х ').
Поэтому, используя (2.3.7), легко видеть, что

[ф (х), ф (х')] =  0,

[ф (х), ф+  (х')] =  — iД (х — х ').

Найдем явный вид функции Д. Разлож им  для этого функцию Д 
в пространственный интеграл Ф урье

Л ( * ) =  72ÏÏF  j  # ^ РХд(рЛ
Тогда фурье-компонента Д (р, t ) будет удовлетворять уравнению

(do +  Яо) А (Р, 0 = 0 ,  Яо =  V  Р2 +  т2 
и начальным условиям

а (р , / ) | м = о, а0Д(Р, /)1<=о= 1.

Отсюда следует, что Д (р, t) =  и поэтом у11
Ро

Л (*) =  Яо =  +  К р 5Т ^ .  (2.3.10)

Л егко видеть, что эту формулу можно переписать в виде

А М  =  l i r  J Sgn p 0ô (р2 +  m2 — Яо),

ИЛИ

А w  =  - щ г  î d *Pe~ tPX s§n Poô (Я2 — m 2). (2.3.11) 11

11 Функция Д (х) была введена Иорданом и Паули [13].

(2.3.8) 

(2 .3 .8 ')

(2.3.9)



И з формулы (2.3.9) следует

Д (*) =
f ( x %  t >  О, 

- f ( x %  t <  О,
где / — некоторая функция инварианта х2. Т ак как А (х, 0) =  О, 
то Д (лг) =  0 при х2 < 0 .

Ф ункцию  Д (л;) такж е можно представить в виде

A W  =  W . ( d4P
Со

e-ipx 
ni2 — р2 ’ (2.3.12)

~ е

Рис. 1

—

С

где контур интегрирования в комплексной плоскости р 0 показан 
на рис. 1. В справедливости этой формулы легко убедиться, вычисляя 
интеграл по р 0 с помощью вычетов.

Операторы ф (х), ф+ (л;), удовлетворяю щ ие волновому уравнению
(2.3.6), можно разлож ить по плоским волнам (см. (1.4.6)):

Ф

»+ М =  ÿ f  £  7ШГ +  V - *")-

(2.3.13)

V  2 р 0

Здесь V =  L3 — нормировочный объем (компоненты вектора р при
нимают дискретные значения p t =  - 2п"1 , — целые числа) и коэффи

циенты разлож ения яр, fcp, fcjt’ представляю т собой, как и ф, ф+ , 
операторы, действующие в пространстве векторов состояний Ф. Т ак 
как ф+ — оператор, эрмитово сопряж енны й оператору ф, то опера
торы эрмитово сопряж ены  по отношению к операторам ар, fcp.

П одставляя (2.3.13) в (2.3.9), легко видеть, что перестановочные 
соотношения (2.3.9) будут удовлетворяться, если

[Op. 4 \  =  V .  [bp, bpl =  брр' (2 .3 .12 ')

и все другие пары операторов а, Ь, а+ , Ь+ коммутируют между собой 
(брр- =  0, р Ф  р ' и брр =  1).

2 .3.2. Операторы энергии — импульса и заряда скалярного поля.
Построим операторы энергии — импульса и заряда скалярного поля.

Оператор энергии — импульса P tx согласно (2.2.29) определяет 
генератор G вариаций операторов поля, соответствующих простран
ственно-временным смещениям

6ф =  — е^ддф, ô<pv =  —  Ецдц(ру, 6хц =  ей. (2.3.13 ')



(2 .3 .14)

Этот генератор согласно (2.2.17) определяется формулой 

С =  - е % ,  =  J  Л 7 У ,

V  =  ф£ )  +  {фх+. - Ф ^ } ) - « Ж

где согласно (2.3.1), (2.3.3)

&  =  4 “ { ф \ <Pv } — \ r t n 2 {ф, ф+ Ь

Л агран ж и ан  (2.3.1) инвариантен по отношению к фазовым преобра
зованиям

Ф -> ф' =  е” ‘аф, фц — ф|ы =  e~iâ  (2.3.15)

(а  — вещ ественная величина). Поэтому согласно общей теории мы мо
жем построить сохраняю щ ийся ток 3 ^  (л;) и соответствующий ему со
храняю щ ийся зар яд  Q =  § d sx 3 ô (х). Т ак  как для бесконечно малых 
преобразований (2.3.15) 6ф =  — к*ф, 6фд =  — i a фд вариация кинема
тической части действия равна нулю, то будет равен нулю оператор 
G2 из формулы (2.1.57). Поэтому согласно (2.1.51), (2.3.1) генератором 
фазовых вариаций будет оператор

G =  G1 =  а   ̂ сРхЗ0 (х) =  a Q,
(2.3.16)

SfMW =  — {ф^+ . ф})-

О ператор a Q  является генератором фазовых преобразований. Поэто
му

[Q, ф! =  — ф, [<2. ф+ 1 = .ф + - - (2.3.17)
П одставляя далее в (2.3.17) разлож ения (2.3.13), получаем

[Q, я р ] — Я р , [Q, Ь^\ — , 

[Q, nj}"] =  , [Q, 6 р ] =  bp.
(2.3.18)

Н аконец, используя общую формулу (2.2.31)

ЙЗцф =  — [Рц, ф], (2 .3 .17 ')
находим

[Jp . я р] =  — Рряр, [Р ц, b t ]  =  Р р Ь р  .

[Рpi Я р  ] =  Р д Я р  , [Р д ,  bp) =  Pllbp.
(2.3.19)

П окаж ем, как строятся векторы состояний скалярного поля. Вве
дем вектор состояния вакуум а

ЯрФо =  ЬРФ0 =  0 (2.3.20)

* или

ф,+) (х) Ф 0 =  ф+(+) (А) Ф0 =  0, (2 .3 .20 ')



где знаком ( + )  обозначена полож ительно частотная часть операторов:, 
полож ительно частотная часть /W  (/) некоторой функции (или опера
тора) /  (/) определяется так:

ооо
где f ( ( à ) =  ^ dtel<s>tf  (t) — фурье-компонента функции f  (ty, отрицатель- 

--00
но частотная часть функции f  (/) опредзляется формулой

--00
Отметим, что определение вакуум а (2.3.30) является согласно

(2.3.19) непосредственным следствием требования отсутствия состоя
ний с энергией, меньшей энергии вакуум а.

Определив вектор состояний вакуум а, можно построить гильберто
во пространство состояний скалярного  поля

1 Pi • • • рп; Чх • • • Qm> ■ a tb X  • • • b t jb 0. (2.3.21)
При этом скалярн ое произведение векторов состояний Ф1 и Ф 2 мы опре
делим так , чтобы операторы и 6+ были операторами, эрмитово
сопряж енными по отношению к а и Ь:

( O v  а + Ф 2) =  (аО»!, Ф 2), (<Dlf Ь+Ф2) =  (M>lf Ф 2) (2 .3 .2 Г )
и вектор состояния вакуум а Ф 0 был нормирован на единицу

(Ф0, Ф 0) =  1.
Отсюда и из перестановочных соотношений (2.3.12) следует, что

(Pi . • • рп'\ Ql • • • Qт' I Pi • • • P/J» Ql • • • Qm) ^
=  Ônn'Ômm^ô . . . . ô -  2 6  ' . . . ô ' , (2.3.22)

PtPj PnPn QiQ! qmQm ’ V 1
где суммирование распространяется на все перестановки величин 
pi ...р п и qi ... qm.

И зопределения Ф0 и формул (2.3.14), (2.3.16) следует, что энер
г и я — импульс и зар яд  вакуум а отличны от нуля (даже равны беско
нечности!). Вместе с тем ясно, что энергия, импульс и зар яд  вакуум а 
должны равняться нулю. Поэтому мы долж ны переопределить опера
торы энергии — импульса и заряда скалярного поля.

Введем с этой целью определенное упорядочение операторов поля, 
когда встречается их произведение. П редположим вначале, что опе
раторы, произведение которых мы упорядочиваем, являю тся либо по
ложительно частотными, либо отрицательно частотными частями опе
раторов поля. Тогда под нормальным произведением (или ^ -п р о и зв е
дением) таких операторов, которое обозначается : <р(+> (л^)... <р(“ > (лг„) :, 
будем понимать оператор

: ф,+) (х,) . . .  ф '-’ (*„) : =  ф(-> (хп) . . .  Ф(+) (Xl), (2.3.23)



в котором операторы типа ф(+> расположены правее операторов типа 
<р(—> (так как  согласно (2.3.13) операторы типа ф(+) коммутируют друг 
с другом, то их упорядочивать не нужно: аналогичное утверж дение 
справедливо и для операторов типа ф(-))-

В общем случае, когда ф =  ф(+) +  ф(“ \  нормальное произведение 
определяется формулой

: . . .  Ф . ф(+) . . .  : +  : . . .  ф(-) . . .  : (2.3.24)

вместе с формулой (2>3.23). Т ак как для операторов, удовлетворяю 
щ их волновому уравнению , разбиение на полож ительно и отрицатель
но частотные части является релятивистски инвариантным, то и опре
деление Л/-произведения такж е является релятивистски инвари
антным.

П ереопределим операторы энергии — импульса и заряда. Именно 
под тензором энергии — импульса и вектором тока S^  будем пони
мать нормально упорядоченные операторы (2.3.14), (2.3.16)

T f = : ф V  +  фх+фц -  (<р V  -  /п2фф+ )

^  =  / : < p V - W -
(2.3.25)

Переопределенные таким  образом операторы  Р ц и Q отличаются от 
введенных ранее операторов с-числовым слагаемым и поэтому такж е 
будут удовлетворять уравнениям  (2.3.18), (2.3.19). При этом будут 
справедливы соотношения

/УХ>„ =  <2Ф0 =  0. (2.3.26)
Из этих формул и формул (2.3.18), (2.3.19) следует 

P» |Pi • • • Р«; Qi • •• Qm) =
=  (Pi +  • • • +  Pfj +  4i +  • • • +  qm) I Px • • • P„; Qx • • • q*.)»
QIPi ••• P Qi ••• Qrn> =  (n — m) I Pi . . .  p„; 4x . . .  qm>.

Эти формулы и формулы (2.3.21) позволяю т интерпретировать dp 
как оператор рождения скалярной частицы с импульсом р и зарядом  
+  1, а bq — как оператор рождения скалярной частицы с импульсом 
q и зарядом  — 1 (античастицы). Т ак как согласно (2.3.12)

Ûp I р ) =  ôpp' I 0 ), bq I q ) =  ôqq' | 0),

(10> =  Ф 0), то операторы яр, bq можно интерпретировать как опера
торы уничтожения скалярны х частиц с импульсами р и q и зарядами 
+  1, — 1*

2.3.3. Связи между операторами скалярного поля. В теории мат
рицы рассеяния при построении теории возмущений важ ную  роль 
играет понятие хронологического произведения (Г-произведения) 
операторов поля и связи между операторами.

Г-произведение операторов ф (х) скалярного поля определяется 
формулой

Т  {ф (*х) . . .  ф+  (**) . . .  ф (*„)} =  ф (*;,) . . .  ф+  (xit) . . .  ф (Xin), (2.3.27)



где Ux >  ti2 >  ... >  tin (с правой стороны равенства записаны те же 
операторы, что и с левой, но расположенные в хронологическом по
рядке). Такое определение является релятивистски инвариантным, 
если х( Ф  Xj. Д ействительно, если точки x it и х разделены времени- 
подобным интервалом, то неравенство tit >  t i2 не зависит от выбора 
системы отсчета; если ж е точки x it и x i t разделены пространственно
подобным интервалом, то <p (xtt) и ф+ ( х ^  коммутируют между собой 
(так как  Д (л:) =  О для х 2 <  0), в этом случае операторы <р (лг/ж), 
Ф+ (x i2) можно расставлять в произвольном порядке (более детальное 
обсуждение вопроса о релятивистской инвариантности 7-произведе- 
ний в случае, когда x it =  я /в, проведено в п. 3.2.5; при x ix =  x i% 
7-произведение фактически не определено).

Определим связь  между операторами и (х), v (х ' ) (и (л:) и v (х) — 
операторы типа <р (л:), ф+ (л:)), которая обозначается через и (л:) v (х'):

Таким образом, связи представляю т собой ^-числовые функции, и по
этому

(мы учли, что (Ф0, : и (л;) v (х') : Ф 0) =  0). И спользуя далее соотноше
ния (2.3.9), получаем

[ф(+) (х), ф+'-» (х')} =  -  г'Д<+) (X -  х'), [ф,+) (х), ф(-> (х')] =  0, 3 30)

1Ф<_) (х), Ф+(+) (х')] =  -  /Л<_) (х -  х ’), [Ф(- ’ (х), фж  (х')] =  0,

где Д(±) (х) —  полож ительно и отрицательно частотные части функ
ции Д (х). Поэтому

и (х) v (х') = Т  [и (х) о (х')} —  : и ( х )  v  (х ')  :. (2.3.28)
I- I

И з определения Т- и Л/-произведений легко видеть, что

и (х) v  (х ') =  (Ф0, Т  {и (х) v  (х')} Ф0) (2.3.29)

Ф (х) ф (х ') =  0, ф+ (х) ф+ (х ') =  0
I------- 1 :---------1:---------1

И
Ф (х) ф+ (х') =  — /Дс (х — х'), (2.3.31)

где

t >  0, 
/ < 0.

- Из формулы (2.3.12) следует

(2.3.32)



где С±  —  контур интегрирования в комплексной плоскости р 0 (см. 
рис. 1). Отсюда вытекает единое представление для функции Ас (х):

д ' м = - ( 5 < 2 -3 -33>

где интегрирование в комплексной плоскости р 0 производится по 
контуру С, показанному на рис. 1. В справедливости последней фор
мулы легко убедиться, используя теорему о вычетах и то, что вслед
ствие экспоненты e~ i p при t  >  0 контур интегрирования С  можно 
зам кнуть в нижней полуплоскости (в результате получится контур С+ ), 
а при t  <  0 контур С  можно зам кнуть в верхней полуплоскости (в ре
зультате получится контур —CL).

Ф ункцию Д* (х), очевидно, можно переписать в виде

д '  м  -  л а  т а ? - 1 d ‘"  ‘2 -з -34>

(контур С  левый полюс обходит снизу, а правый — сверху). Т ак  как  
при е + 0  полюса подынтегрального выраж ения равны

P . — V W + ? ( i -  г У т ' ; + р . ) ,

”‘ = v w ^ i ' - - w è w ) -
то контур интегрирования С  можно совместить с действительной осью 
в плоскости р 0. Поэтому функцию à c (х) можно записать в в и д е12

à c {x) =  - p k r ^ d * p e - £pxAc (p),
{2п) J (2.3.35)

дС(/>) =  -т з _ р 2 _ ю* =  2л<б+ ( т 2 — р \

где 6± (со) — обобщенная функция, определяемая соотношением

Ô ± N  =  +  (2.3.36)

2.3.4. Квантование векторного поля. Перейдем к изучению кванто
вания комплексного векторного поля. Поле это такж е является бозон
ным, так  как  спин частиц, связанны х с полем, равен единице.

Л агран ж и ан  свободного квантованного векторного поля, описыва
емого операторами фд, срдг, имеет вид

я =4- {фцл,+- +4- {фду» 9v«pî } +
+  4 *  {vJv. ч П  +  4 -  (ФЙ-. «р")* (2.3.37)

Если поля рассматривать как  с-числовые функции, то этот лагран ж и 
ан переходит в лагранж иан  (1.4.13).

12 Функция Дс (х) (пропагатор) была введена Фейнманом [14).



Согласно (2.1.51) вариация полного действия векторного поля 
определяется формулой

bW  =  Gt ( t2) -  Gx ( t j  +  J d 4x &  (x),
h

где

G i( t )  =  J d*x ( 4 -  {Ф^ + ,  6Фм} +  ±  {ер*10, бф+);

S ' (x) = ----- l— {бфц, d ^ v+ — m.'Vt+ l ----- y  ^ Ф ^  — t n ^ }  +

+  {&pwv, — ^цфТ +  фцг} +  4 "  {^ф ^+ - ^ ф ц  — дцфу +  ф ^ ) ,
(2.3.38)

откуда непосредственно следуют уравнения поля

<Piiv =  d^cpv — dv<pu, ôv(p̂ lv — m2 ф^1 =  0 (2.3.39)
и аналогичные уравнения для эрмитово сопряж енного поля. Т ак как  
<Pnv =  — ф^л, то из этих уравнений вытекают следующие уравнения 
для векторного поля ф^:

( д ^  +  m 2) (pv =  0, =  0. (2 .3 .40)

Из уравнений (2.3.39) видно, что динамически независимыми яв-
ляю тся ф*, фА0, ф*-, ф*ё (k — 1 , 2 ,  3).

Перейдем к установлению перестановочных соотношений для этих  
переменных. Кинематическая часть действия определяется формулой

U V
wK =  J d*x 4 -  (ф"0+- <Vp*1 +  4 -  (ф*°, аоФ,+} ).

tx Х
Отсюда следует, что ^-числовые вариации бф*, бф*4 бф*0, 0ф*0+  бу
дут допустимыми, так  как

à W к  =  G2 — G2 (/2), 
где

с 2 ( о = -  j  d»x ( 4 -  {вф*4 ’,-?* } + 4 -  ( V ° .  ф *+ }) • (2 -з -41>

Поэтому генератор ^-числовых вариаций согласно (2.3.41), (2.3.38) 
определяется формулой

G (0  =  J (ф*0+бф* +  ф*°6ф*~ — ф*бф*0+ — ф^бф^0).

Отсюда и из (2.1.69) следуют перестановочные соотношения для дина
мически независимых компонент поля

[ф*°+ (* '), Фг ( * ) W  =  —  i t f b  (x — х '), 2 3 щ

[ф*° (х'), ф/+  (x)]i=i' =  —  iôîô  (x — х')



(коммутаторы для остальных пар динамически независимых перемен
ных равны нулю).

Установим разновременные перестановочные соотношения для
Фш (х) и 4>t (Л- Д л я  этого отметим, что решение задачи Коши для вол
нового уравнения (2.3.40) имеет по-прежнему вид (2.3.7):

Фи (*) =  Г d3x" (Д (х  — Л  <&pM (Л  +  Фм ( Л  д 0А (х — Л ), (2.3.43)
t"~r

где Д (х) определяется формулой (2.3.12). Отметим, что не все опера
торы под знаком  интеграла являю тся динамически независимыми. 
Именно при р  =  0 не будут динамически независимыми величины 
Фо и д0ф0; при \х =  k не будет динамически независимой величина 
д0(рк. Однако эти величины с помощью уравнений поля (2.3.39) можно 
выразить через динамически независимые переменные:

Ф° =  — -^2- доф0 =  — дк<рк,

д0Щ — (б* +  dkd 'j  (р/о.

(2.3.44)

И спользуя далее (2.3.43), (2.3.44) и одновременные перестановоч
ные соотношения (2.3.42), нетрудно показать, что

[ф* (* ). Ф, +  (*')] =  i (** +  д кд ‘) à .(x  —  х'),

[ф* (*). Ф°+ (*')] =  [фо (*), Фt  (лг')] =  -^г дкд°А(х — х'),

[фо (*)> Ф°+  ( * ') ]  =  —  dkdkA  (х  —  х') ,

[фд (-^)* ф у (Х )] =  0 .

Отмечая, ч т о -----дкдкА ( х  —  х ' )  =  ^1 +  - ^ - д 2̂ А ( х —  х'), эти соот
ношения можно переписать в релятивистски-инвариантном виде

[фд (х )> ф У+ (х ')\ =  * ( К  +  ““ Г  А  (х  —  х ')> ( 2 . 3 . 4 5 )

[фд W . ФУ(Л 1  =  о

(перестановочные соотношения (2.3.45) находятся в соответствии с 
условием поперечности поля ф*\ дцф^ =  0).

Рассмотрим разлож ение векторного поля по плоским волнам (1.4.15):
з

Фи (х)  =  2  — L = .  {ap> e $ e - ipx +  Y p*}. (2.3.46)
У v y zp0

В случае операторного векторного поля коэффициенты разлож ения 
а , будут операторами. Перестановочные соотношения (2.3.45)
будут удовлетворяться, если операторы a, ft, а+ , 6+ удовлетворяю т



перестановочным соотношениям

[Ярк, ЯрЧ'] =  [Ьрк> Ьрх] =  брр'би' (2.3.47)

(коммутаторы для других пар операторов а, а+ , 6, 6+ обращаются в 
нуль).

Чтобы дать физическую интерпретацию квантованному векторному 
полю, необходимо определить операторы вектора энергии — импуль
са, момента и заряда и, кроме того, ввести вектор состояния вакуум а 
Ф0. Все это можно сделать так  же, как  в случае скалярного поля. П о
этому мы приведем только основные результаты .

Вектор состояния вакуум а определяется формулами

Ч>1*+ ’ (X) ф 0 =  Ф^(+> {X) ф 0 =  о, (2.3.48)
или

я рхФ0 =  ЬР\Ф 0 =  0, (2 .3 .48 ')

где знак  ( + )  служ ит для обозначения полож ительно частотной части 
операторов фд, <р£.

Согласно (2.2.29) оператор энергии — импульса и момента опреде
ляется генератором вариации операторов поля, соответствующих 
пространственно-временным смещениям и поворотам

«фд =  -  +  4 -  Л  ( -  (SxV  +  (xvax -  Xkdv)) фр,

бх» =  ец +  euvxv

(матрицы Sxv определяю тся формулами (1.4.20)), а генератор этих ва
риаций формулой (см. (2.2.17)):

G =  - e% + 4 - e^ V’

Ри =  J d*x7y>f M*v =  J tPxM™0, (2.3.49)
где

Tv  =  : ф*4А+дуфх +  ----- y  +  т Ч ч ух  ф*

=  хкГ »  -  x ' T f  -  i : Ф р ц +  ( 2  Л р ) р  -  ф №  ( 2 * v  V ) p  

причем согласно (1.4.20)

(2^v)nP =  i (Sfc^v

Символ : ... : служ ит для обозначения нормального упорядочения 
операторов, при котором полож ительно частотные части операторов 
расположены правее отрицательно частотных частей.

Т ак как лагранж иан (2.3.37) инвариантен относительно фазовых 
преобразований

бфщ =  — ta фр, бф  ̂=  tcwpj,



то генератор этих преобразований согласно (2.2.5) будет определяться 
формулой

G =  a  J  d 3x 3 °  (х) =  a Q 9 

где

я* (X) = -----Y  {ф^+, фО + _ 4 -  (ф^, ФХ+ ) -> I : Ф % ^ -  Ф^+Ф>.
(2.3.50)

Т ак же, как  и в случае скалярного поля, из соотношений 

dv<Pn =  i 1Л*рмЬ [Q, фц] =  — фц,

аналогичных соотношениям (2.3.17'), (2.3.17), следует, что ^ п р е д 
ставляет собой оператор рождения векторной частицы с импульсом 
р и зарядом + 1 ;  оператор Ьр\ является оператором рождения вектор
ной античастицы с импульсом р и зарядом  — 1. П окаж ем, что справед
ливы соотношения

М ш г^Ф 0 =  fi (Я) а& Ф 0, 

М пЬ^Ф 0 =  fi (Я) Ь$кФ0,
(2.3.51)

где М — оператор момента количества движ ения поля; п =  р/| р |и  
функция fi (Я) определяется формулой

( 1, Я =  1,
И(Я) =  I — 1. Я =  2,

( 0, Я =  3.

С этой целью отметим, что согласно определениям оператора M ik 
и вектора состояния вакуум а

Л1«Фо =  0.

Поэтому, используя соотношение (2.2.32), находим

М «фц (*) Ф0 =  (— 2 «  — i (Xjdk —  xkdi)) фц {х) Ф0,

/И,-*фц (х) Ф 0 =  (— 2 «  — i (х{дк —  хкд {)) ф ^  (х) Ф0. 
П одставляя в эти формулы разлож ение (2.3.46) и учиты вая, что

$ d3p f  (р) (х„д, —  x f i k) е ‘р* =  J d3p e ‘Px (p k ------p t f  (p)

(/ (P) — произвольная функция p), находим

i  < № > . - V r  i ' * ф«+
3

+  e ,w/ v àPl V V  &  V 2 Pl



M r Vv S VWU а^ Ф° ~  Vv §  VWU (2 ‘Л а^ ф о +

+  e p k -
dp1 V V  M  V 2p,S "£рц р̂Я.Фо»

где (см. (1 1.34)) S 1 = y e tW2 w; M l =  у е ш М л/. У множ ая эти урав
нения на щ =  p t-/| р |, производя суммирование по i и используя да
лее формулы (1.4.22), получим соотношения (2.3.51).

Из формул (2.3.51) следует, что в состояниях а ^ Ф 0, Ф0 проек
ция момента количества движ ения на направление импульса равна 
р  (Я). Т ак как  проекция орбитального момента на направление импуль
са равна нулю, то можно сказать, что величина р  (Я) представляет со 
бой проекцию спинового момента частицы на ее импульс, т. е. спираль- 
ность частицы.

Таким образом, операторы ajj*,, арь (6^,, Ьру) представляю т собой 
операторы рождения и уничтожения векторной частицы с импульсом 
р, спиральностью  р  (Я) и зарядом  1 (— 1).

Д ля  векторного поля так  ж е, как и для скалярного, можно опре
делить 7-произведение операторов поля и связи между операторами. 
Связи между операторами ф^, фг и ф£, фt  равны, очевидно, нулю, т. е.

Фи W  фу (х ' ) =  0, ф^ (л:) фу (л:') =  0, (2.3.52)
i______i i ..... - 1

а связь между операторами фр,, ф* определяется формулой

Фи (*) ФуЧ*') =  i  ( g w  +  - i r  д„ду) Ас (X -  х'). (2.3.52')

Обратим внимание на то, что вследствие наличия производных 
фурье-компоненты связей векторного поля в области больш их 4-им
пульсов не убывают (в отличие от скалярного  поля). Поэтому теория 
векторного поля самого по себе оказывается неперенормируемой.

§ 2.4. КВАНТОВАНИЕ ЭЛЕКТРОМ АГНИТНОГО ПОЛЯ

2.4.1. Л агранж иан и уравнения движения квантованного электро
магнитного поля. К ак мы видели в § 1.4, лагранж иан  классического 
электромагнитного поля имеет вид

£  =  -  4  ^  ( М  V -  а  А )  +  4 -  F^ F^ -

Так как электромагнитное поле является векторным и, следовательно, 
соответствующие ему частицы — фотоны — обладают спином единица, 
то электромагнитное поле является бозонным. Поэтому в соответствии 
с общей теорией лагранж иан квантованного электромагнитного поля



Я  =  -  4  WV- M v  -  М д )  +  4 -  fl,V/Vv, (2.4.1)

где и Ац  следует считать независимыми компонентами электро
магнитного поля. У равнения поля, соответствующие этому лагран ж и а
ну, имеют вид

d j » *  =  О, F -  d„A v -  (2.4.2)
Отсюда следует, что уравнения

a v^ v =  o, а и *  =  а И о  +  ^ «
являю тся собственно уравнениями поля, а уравнения

dkF0k =  о, F w =  a * 4 , - a A

уравнениями связи. Таким образом, переменные Fok , А к, которые 
можно задавать произвольно, в начальный момент времени являю тся 
динамически независимыми (индексом t обозначена поперечная часть 
З-мерного, векторного поля).

Видно, что переменную А 0 нельзя выразить через динамически не
зависимые переменные, так  как лагран ж и ан  (2.4.1) инвариантен отно
сительно калибровочного преобразования

Ац —> Аух =  Ды -Ь ^ Л ,  F F =  Fuv, (2.4.3)

и поэтому динамические переменные Ац  нашей системы не определя
ются однозначно динамически независимыми переменными.

Между тем общая теория квантования строилась на основании пред
положения о том, что все переменные поля можно выразить через ди
намически независимые переменные.' Чтобы обойти эту трудность, 
следует наруш ить калибровочную инвариантность лагран ж и ан а (2.4.1). 
С этой целью можно ввести дополнительное скалярное поле <р и исхо
дить из лагран ж и ан а

« = -  4 «л - Мд} + 4 fWV/>+4" (<р2 - м ц}).
(2.4.4)

Независимыми переменными теперь считаются F ^ ,  Ац, ф (g — про
извольный вещественный параметр).

Чтобы наруш ить калибровочную  инвариантность, можно и не вво
дить дополнительное поле ф, а налож ить ограничение на 4-потенциал 
Ац, потребовав, например, поперечность векторного потенциала А к, 
дкА к =  0. Т акая калибровка потенциала называется радиационной 
или кулоновской.

В этом параграфе мы рассмотрим первую возможность, поскольку 
она приводит к релятивистски инвариантным формулировкам на всех 
этапах построения теории. 13

13 Вопросы, связанные с квантованием электромагнитного поля, рассмотрены в 
монографиях [15— 17].



В теории, основывающейся на радиационной калибровке, явная 
релятивистская инвариантность теряется. О днако эта калибровка 
обладает важным преимуществом: в теории, основывающейся на ней, 
рассматриваю тся только поперечные фотоны в отличие от релятиви
стски инвариантной формулировки теории с добавочным полем ср, 
в которой кроме реальных поперечных рассматриваются еще продоль
ные и скалярны е фотоны («духи»).

Радиационная калибровка описывается далее в п. 3.1.1 при изуче
нии взаимодействующих электромагнитного и электронно-позитронно
го полей, где такж е доказы вается эквивалентность обеих формулиро
вок теории.

В озвращ аясь к лагранж иану (2.4.4), запишем следующее выраж е
ние для вариации полного действия электромагнитного поля:

àW  =  — G ^ t J  +  j  (р х &  (я),
и

где

Gx (0 = -  4- î ** (îF°*«м*} + т  {ф. м°>) ;
д»А х. -  ЭИ д -  Fuv) +  (2.4.5)

+  4 -  (M v, +  ±  a v<p} +  J L  {вф, ф -  dvA»).

Т ак как  электромагнитное поле является бозонным, то при получении 
уравнений движ ения элементарные вариации 6Л Ц, ô /^v , 6ф следует 
считать коммутирующими с операторами поля. П риравнивая нулю 
величины, стоящ ие перед вариациями бЛ^, ô /7̂ ,  ôcp в выражении 
для получаем

У равнения

a vF*iV - - L d \  =  о, f uv =  d»Av -  а й , , ,

д у А 1* =  ф.

д 0А° =  — д кА к -f- ф, д 0А к =  а ,Л 0 +  Fok, 

d0FM =  - I - d \p  -  d tFkl, а°Ф =  t d kFük

(2.4.6)

(2.4.7)

будут теперь собственно уравнениями поля, а величины Л д, Fo*, 
ср — динамически независимыми переменными. У равнения ж е

F k l= d kA l - d  А  (2.4.8)
будут уравнениями связи, определяющими Fki (магнитное поле) че
рез динамически независимые переменные A k.

Таким образом, видим, что, введя добавочное поле ф, мы добились 
того, что все переменные поля стали строго фиксированными, т. е. 
все они выраж аю тся через динамически независимые переменные.



Из уравнений (2.4.6) вытекает, что поля и ф удовлетворяю т 
волновым уравнениям

-  ( 1 -  -J -)  ду&иАц, =  0, а иа иф =  0. (2 .4 .9)

В классической теории уравнения (2.4.6) допускаю т реш ения 
с ф =  0. Эти решения соответствуют реш ениям уравнений М аксвелла 
при лоренцевой калибровке потенциалов, дцА» =  0. В квантовой тео
рии полагать ф =  0 нельзя, так как кроме уравнений поля сущ еству
ют еще перестановочные соотношения (см. далее п. 2.4.2), которые не
совместимы с условием ф =  0.

2.4.2. Перестановочные соотношения для операторов электромаг
нитного поля. Установим перестановочные соотношения для дина
мически независимых переменных электромагнитного поля Л д, 
Fko, Ф-

Кинематическая часть действия, которая необходима для построе
ния генераторов поля, определяется формулой 

и
W K =  { d*x ( -  ±  {F°k, < у у ----- 1 -  (ф, а 0Л0}) . (2 .4 .10)

и
Отсюда следует, что очисловы е вариации 6Л Д (х), 6Fok (х), бср (х), 
являю щ иеся функциями только пространственных координат, будут 
допустимыми, т. е. будет выполняться соотношение

6 W K =  G2 ( t1) - G 2 ( t2),

где

0 2 (t) =  J  & х  (bF 0kA k +  J -  6<pA») .

Поэтому, учитывая, что согласно (2.4.5) для рассматриваемых с-  
числовых вариаций

<?i (t) =  -  J  d sx  (f°*ôА ,  +  ±  фбЛ") ,

получаем следующее выражение для генератора G (t) =  Gt (t) +  G2 (/) 
этих вариаций:

G (t) =  j  d?x (6FokAk —  F°k6A k +  - 1  6фЛ° -  - j -  Ф0Л°) . (2 .4 .11) 

Вариации 6Л Д, 6F0b бср связаны  с оператором G соотношениями 

6А и (х) =  i [G (/), Лц (*)], 6Fok =  i [G, FM], &p =  i [G, Ф].
Отсюда и из (2.4.11) следуют перестановочные соотношения для ди
намически независимых компонент поля:

[F0* ( A  A,  ( * ) W  =  /в?б (х -  х ').
1 ф ( А  A°(x)]t=t' =  t£ô(x  — х ') ■ '

(коммутаторы для остальных пар динамически независимых перемен
ных равны нулю). Д ля  установления разновременных перестановочных



соотношений и введения операторов рождения и уничтожения фотонов 
найдем решения связанной системы волновых уравнений (2.4.9):

(*) — ( l ------1-) d ^ A v  (я) =  0.

Пространственную  часть потенциала Л ц всегда можно представить 
в виде

А^ (*) — A f  W  -h Ak (a:), (2.4.13)

где A f  (x) — поперечная часть 3-мерного векторного поля A k (х) 
и A f  (х) — продольная его часть:

A f  (х) =  d kX (*), dkA f  {x) =  0. (2.4.14)

Поэтому согласно (2.4.9) оператор A f  {х) удовлетворяет обычному 
волновому уравнению

d ^ A f { x )  =  0, (2.4.15)
а  операторы А 0 ( х )  и X ( х ) — связанной системе уравнений

dvdvA 0 -  ( 1 -  - Ь )  ( 4 4 0 +  д 0д % Х )  =  0, 

dvdvX -  ( -J-) (д°А ° +  W )  =  °-

(2.4.16)

Общее решение этой системы уравнений будем искать в виде
X (х) =  о. (x) +  tb  (л:), Л 0 (х) =  с (х) +  1д0Ь (х), (2.4.17)

где функции а, Ь, с удовлетворяю т волновому уравнению

d ^ f  (х) =  0, f  =  а , Ь, с (2.4.18)
(множитель / появляется вследствие того, что при разлож ении реше
ний по плоским волнам exp ipx  собственные значения ю являю тся 
вырожденными). П одставляя (2.4.17) в (2.4.16), получаем

с (х) =  д0а  (x) — b (х ) ------Г1Г|~ ^ " д0а (х )------b (х).

Таким образом,

X (x) =  a  (x) - f  tb (x), А 0 (x) =  д 0Х (x) •
1 - 6

b(x).  (2.4.19)

Общее решение системы (2.4.16) определяется четырьмя произвольны
ми функциями пространственных координат (задача Коши). Т ак как  
величины a  (x), b (х) такж е определяю тся четырьмя произвольными 
функциями координат, то формулы (2.4.19) определяют общее решение 
системы уравнений (2.4.16).

4-Потенциал A tl (х) окончательно можно записать в виде

А и (х) =  Лц* (х) +  Л ( х ) ,  , о . о о .
(2.4.20)

A'vXx) =  5ц (а чх) +  tb  (x)) — - ] ~ f  ь (х )



(мы считаем, что Л о* (х ) =  0). Из этих формул следует

д М ц (*) =  - т § 1 -(У>(*). (2.4.21)

Динамически независимыми компонентами поля являю тся Л/Р» 
/ гол и A k \  Fol, Л 0, ф. Последние переменные согласно (2.4.20),
(2.4.6) можно выразить через а , fc, д0я, д0£:

Ф (*) = ----- j ~ - |“ ^  (л:), foi W  =  т = Т

ЛЙ (х ) =  ала  (х) +  tdkb (х), А 0 (х) =  д0а  (х) +  td0b (х ) ----- b (л:).

Из одновременных перестановочных соотношений (2.4.12) следуют 
одновременные перестановочные соотношения для а (х), b (х), д„а (х), 
д0Ь (х):

[д0а (х), д'0Ь (х ')]/=г =  - j -  ( 1 — I) Ô (х — х '),

[d f i  (х), д ф  {x ')] t= f  =  - f  ( :1 -  S) «Й (х -  х '), (2.4.22)

[dsd0a  (х), а*а (х')]<=<< -------- g- ( 1 +  I) 0Й (х — х '),

где
g<f) _  1 Ç dsxeikx kkks

*s —  ( 2 n ) 3 J  I k  P
—  продольная часть тензора ô*sô (x). Остальные коммутаторы равны 
нулю:

[b(x), Ь (х')\ы - =  lb(x), d'0b (x ' ) ] t= f  =  0,

[aoè(x), d'tft (x ')]/= r =  ia*6(x), (x ') |,=<. =  О, (2 .4 .22 ')

faoû (x), a'üû (* ')],_ ,. =  [д'ка (х '), dsa  (x)Jt=t- =  0.
Т ак как операторы а (х) и b (х) удовлетворяю т волновому уравнению
(2.4.18), то их можно разлож ить на плоские волны

а (х )  = (I + £ ) ‘/г
2û)v’

/  i  к х  4 -  ï’Æ Х \( Г к )»

Мх )  = i V  » - Е
V v  2(1 +  g)1'» Т 7 = -  U c k 3  —  С к о )  S  t><X +

У со

(2.4.23)

+  (^кЗ — k̂Ô) e tkX)y

где операторы Скз, Скз — Ско являю тся коэффициентами разлож ения. 
Коэффициенты перед Скз и Скз — Ско в разлож ениях (2.4.23) выбраны 
таким образом, чтобы операторы Скз, Ско удовлетворяли согласно
(2.4.22) условиям коммутации

Ккз, с$з] =  ^кк', [СкО, С$0] =  — ôkk' (2.4.24)



(остальные коммутаторы равны нулю). Ф ормулы (2.4.23) вместе с
(2.4.20) определяю т разлож ения А 0 (х) и А $  (х) на плоские волны. 
Разлож ение на плоские волны оператора (*) имеет, очевид
но, вид

<  (X) =  - J f  Ы е > ~ 1кх +  c X e ikx}, (2.4.25)

где векторы поляризации для (к =  1,2)  определяю тся формулами 
(1.4.37) и операторы  й л , cia (к =  1 ,2)  согласно (2.4.12) удовлетворяю т 
перестановочным соотношениям

[cia., cîîa'] =  ôkk-ôu', [Ск>ч Ска'] =  0, к, V = l ,  2 (2.4.26)

и коммутируют с операторами Cko, cïfe, Скз, cfe.
Рассмотрим случай g =  1 (калибровка Ф ейнмана). Тогда

"i — g b М  -  - y f  " i ÿ f â  ^ Ck3 —  Ck°) e~ tkX +  (Ck3 ~  Ck"°)

(из последней формулы следует, что b (*) 0), и поэтому согласно
l -о

(2.4.20)

Л  (X) =  - ± = -  7 = -  Ы е ъ У 1кХ +  c t A £ e ikx). (2.4.27)

Эта формула точно совпадает с формулой (1.4.34) в классической те
ории.

Перейдем, наконец, к рассмотрению разновременных перестановоч
ных соотношений для операторов поля.

П ри I  =  1 из формул (2.4.27), (2.4.24), (2.4.26) непосредственно 
вытекает, что

[Лц (х), A v (х ')] |=1 =  ig vy iÛ(x -  X'), (2.4.28)
где функция jS (х) совпадает с функцией А (х) при т  — 0:

3 .>(*) =  А (х) |т=о =  - щ г  j  d 4k (2.4.29)

(см. п. 2.3.1).
Перейдем к  рассмотрению случая \ Ф  1. Т ак  к ак  оператор b (х) 

удовлетворяет волновому уравнению  (2.4.18) и перестановочным со
отношениям (2.4.22), то

И х ) ,  Ь (х ’) ] =  0.

Поэтому из определения (2.4.20) оператора А 1Х (х) следует

[Ац (х), A'v (х')] =  — д Д  [а (х), а  (х')] — ( ï  — t) д Д  [а (х), b (х')] —

----- ( О м  +  O v )  (a (х), b  (х')].



Согласно формулам (2.4.23), (2.4.24) коммутаторы [а (х), 
[а (х), b (х')\  определяю тся формулами

[а (х), а  (х')] =  7 5 S F I  d *k ~ W  (е~Щх~ х,) — е1к̂ ~ х' \

\а (х), Ь(х')} =  г - Ц ^ - ^ г  Д р  +  <?»<*-*'>).
Зам ечая, что

а (х ')1,

(2 .4 .30)

I Ç e- i k x _ e ik x  
dPk-------- ?-----( 2 л ) 3

4' е
.— ikx

( 2 я ) 4 J  (k2)2 ( 2 л ) 3
с„ ■J-

,1 г  р— i k x  У ikxI æ k  _ e \-e
w3

коммутатор la  (x), a  (x ')l можно представить в виде

[а (лг), а  (х')] =  —  (/ — Ï )  - Ш -  [а (л:), b (х ')] — i - j ^ r -  J d 4k  

Поэтому

И д  (лг), л ;  (х')] =  i ( I +  g) d„dv - щ г  j  ^  — Щ 2

- i k ( x - x ' )

С0

,— ik (x— х*)

( k y

— i~ z r f  V' —  0  д»д * la  (*)> b (*')]•

Последнее слагаемое в этой формуле согласно (2.4.30) не зависит от 
I  и, следовательно,

И д  (х), К  (х ' ) ]  =

, i С 0-iH x—x?) k k
=  И д (* ). М х ' ) Ы  +  (1 -  D - ^ Г  J  d4k  - 5 - p -------- ^  :

Со
Т ак как коммутатор [Лд (х), Л® (х')1 такж е не зависит от g и 
[Л*? (х), Лу (х')] =  0, то

[Л д (X), Лv (х')] =  И д  (*). (*% =■ е - 1« х~ х' .
Со

И спользуя далее формулу (2.4.28), получаем окончательно

И д  (X), A v (х')1 =  l A v  (X -  х ’) g), (2.4.31)
где

3>»ЛЪ  1) =  ~  -Щ Г  J  d*k  T  -  ( 1 -  Ê) - ^ )  - (2.4.32)
Со

Отсюда и из формул (2.4.6) следует такж е, что

[ф (х), ф (х')] =  о,

[ / > ( * ) ,  f * ( x ' ) l  =

=  i ( ô l d ^  — 6 ^ р — +  6ра У )  0  (х -  х'). (2.4.33)



В заклю чение еще выпишем перестановочные соотношения для опера- 
торов скк, ctx-

[ft™, Ck'H =  [ей., cÿH  =  0, [Ckx, ct'%'] — Çxôkk'ôxx', (2.4.34)

где £x =  1 при Я, =  1, 2, 3 и Ço =  — 1.
2.4.3. Векторы состояний электромагнитного поля и индефинит

ная метрика. Мы видели, что операторы (л:) удовлетворяю т волно
вому уравнению  (2.4.9). В классической теории это уравнение экви
валентно уравнениям  М аксвелла

dv/ ^ v ^  о, -  ô*Mv — dvA», (2.4.35)

если учесть дополнительное условие Л оренца

ф э З /  =  0. (2.4.36)

В квантовой теории первое из уравнений (2.4.35) несправедливо, а усло
вие Л оренца (2.4.36) не может вы полняться, так  как оно несовмести
мо с перестановочными соотношениями (2.4.31) ( д ^ 0 ^ ( х — х '; % )Ф  0).

Между тем, как мы видели в классической теории, условие Л о
ренца физически необходимо, так  как оно вместе с требованием калиб
ровочной инвариантности (2.4.3) позволяло исключать из 4-потенциа- 
ла A ц (л;) скалярны е и продольные степени свободы.

С калярны е и продольные степени свободы в квантовой теории мож
но исключить, если налож ить на векторы состояний Ф, характеризу
ющих поле как  некоторую динамическую систему, определенное до
полнительное условие. Предположим, что векторы состояния, кото
рые могут реализоваться, удовлетворяю т условию

Ф<+>(х)Ф = 0, (2.4.37)

где ф(+) (л;) — полож ительно частотная часть оператора ф (х) (это 
условие называется условием Л оренца — Ферми). Из уравнений 
(2.4.9), (2.4.33) следует, что d|id*4p(+) (л;) =  0, [ф(+> (х); ф<+> (х')] =  0. 
Поэтому условие (2.4.37) совместно с уравнениями (2.4.9), (2.4.33). 
Векторы состояний, удовлетворяю щ ие уравнению  (2.4.37), будем на
зы вать физическими векторами состояний.

Если Ф х и Ф 2 — два физических вектора состояния, то согласно 
(2.4.37) (Ф ь  ф (х) Ф 2) =  0. (Мы учли при этом, что ф (х) == ф(+> (х) +  
+  ф<~~> (х), где ф(~ ) (х) — отрицательно частотная часть ф (х), и что 
ф(—)+ =  ф<+>.) Поэтому вследствие (2.4.37) уравнение (2.4.35) и усло
вие Л оренца (2.4.36) будут выполняться только в пространстве физи
ческих векторов состояний.

Ф изические векторы состояний образую т подпространство гильбер
това пространства векторов состояний. Д ля  того чтобы построить гиль
бертово пространство (а такж е подпространство физических векторов 
состояний), необходимо определить в нем скалярное произведение. 
Как и в п. 2 .3 .2 , мы определим скалярное произведение (Ф ь  Ф 2) век
торов и Ф 2 таким образом, чтобы операция -f- в перестановочных 
соотношениях (2.4.34) над операторами соответствовала опера
ции эрмитова сопряж ения в определяемом скалярном  произведе-



(Ф 1, £к?.Ф2) =  (сЙ.Фь Ф 2).
Чтобы однозначно определить скалярное произведение, необходи

мо еще ввести вектор состояния вакуум а Ф0, при действии на который 
операторов уничтожения частиц долж ен получаться нуль. Исходя 
из перестановочных соотношений (2.4.34) в качестве операторов унич
тож ения частиц, казалось бы, следовало выбрать операторы (Я =  
=  1, 2, 3), си+0:

СклФо =  0, Я =  1 , 2 , 3 ,  сй,Фо =  0.

Однако при таком определении операторов уничтожения не будет су
щ ествовать физических векторов состояний, удовлетворяю щ их усло
вию <р<+> (х) Ф  =  0 (или (ск0 — сиз) Ф  =  0, см. (2.4.21), (2.4.23)) и обла
дающих конечной нормой. При этом вакуумный вектор состояния Ф0 
такж е не будет физическим.

Если бы оператор Ско такж е был оператором уничтож ения, то ва
куумный вектор был бы физическим вектором состояния и у казан 
ной трудности не возникло бы. Поэтому мы будем исходить из предпо
лож ения, что все операторы с\& (Я =  0, 1 , 2 ,  3) являю тся операторами 
уничтож ения. При этом вектором состояния вакуум а будем назы вать 
такой вектор Ф0, который удовлетворяет условию

с м Ф о = 0 ,  X =  0, 1, 2, 3. (2.4.38)
Это условие можно еще представить в виде

Л + )(*)Фо =  0, (2.4.39)
где

Л<?>(*) =  Л<0(±Ч*) +  Л '(±)(х);

Лд(±) (х) =  <?ц (аш  (х ) +  tb{±) (х ) ) ------Ьш  (х) бц

(см. (2.4.20)). Т ак , определенные операторы Лц"* (Лц*1) являю тся 
операторами уничтожения (рож дения).

Определим скалярное произведение в пространстве векторов Ф. 
К ак отмечалось выше, оно должно определяться перестановочными 
соотношениями (2.4.34), определением вакуум а (2.4.38) (который 
для определенности будем считать нормированным на 1, (Ф0, Ф0) =  1) 
и трактовкой операторов как операторов, эрмитово сопряж енны х 
по отношению к операторахм сик.

Гильбертово пространство векторов состояний можно построить 
в результате действия на вакуум  операторов рождения

I kjA,! . . .  кД„> =  . . .  с£ х лФ 0. (2.4.40)

С калярное произведение этих векторов состояний 

<ki^i . . .  kтХт I k j^! . . .  к„Я/П) =  • • • к̂* х' ®о>
I l  mm



с учетом (2 .3 .2Г ) можно записать в виде

<kiXi . . .  kmÀ/721 kjA*! . . .  кnhn) — (Ф0» c*/ j,' • • • • • • ^knL®o)'
кткт КГ1 п п

И спользуя далее перестановочные соотношения (2.4.34) и определение 
вакуум а (2.4.38), получаем

<кД1 . . .  ктХ’т I kjXj . . .  к „ К )  =

Ь Аti к|Я,| к <Г1 k« W n
(2.4.41)

где ôkX;k'V =  и суммирование производится по всем пере
становкам индексов со штрихами. Мы видим, что скалярное произве
дение (Ф, Ф) может быть как положительным, так  и отрицательным 
в зависимости от того, будет ли в состоянии ф  =  С к ^ ...С к ^ Ф 0
число операторов cto четным или нечетным.

Таким образом, в отличие от обычной квантовой механики, в кото
рой гильбертово пространство векторов состояний Ф характеризу
ется тем, что (Ф, Ф) >  0, в рассматриваемой схеме квантования элек
тромагнитного поля скалярное произведение (Ф, Ф) может быть как 
положительным, так  и отрицательным. В этом случае говорят о гильбер
товом пространстве с индефинитной метрикой 14. Отметим, что в кванто
вой механике полож ительность нормы векторов состояний, т. е. условие 
(Ф, Ф) >  0, являлась необходимой для физической интерпретации тео
рии. К ак мы увидим далее при рассмотрении взаимодействующих 
электромагнитного и дираковского полей, индефинитность метрики 
не приводит к трудностям в интерпретации. Это связано с тем, что не 
все векторы Ф описывают физические состояния. Именно физические 
векторы состояний образую т подпространство гильбертова простран
ства векторов Ф, которое выделяется с помощью условия Л оренца — 
Ферми (2.4.37).

Согласно определению вакуум а (2.4.38)
ф(+)(л:)ф0 =  0. (2.4.42)

Поэтому Ф0 будет физическим вектором состояния. Д ругие физические 
вектора состояний можно получить в результате действия на вектор 
Ф 0 операторов рождения поперечных фотонов X =  1 , 2 .  Мы учли, 
что для X =  1, 2 [cÉu ф(+) (*)] =  0 (интерпретация индексов к и X 
как  импульса и спиральности рожденного фотона дана далее).

2.4.4. Структура физического подпространства векторов состояния 
и калибровочная инвариантность. Определим вектор состояния фи
зического вакуум а Ф уас таким образом, чтобы в этом состоянии не 
было поперечных фотонов и чтобы вектор Ф уас удовлетворял допол
нительному условию Л оренца

СкьФуас — О, X =  1, 2, ф(+> (х) Фуас =  0. (2.4.43)

м В квантовой электродинамике индефинитная метрика была введена в работах 
[18, 19J.



В ектор Ф0 удовлетворяет этим условиям, поэтому он представляет 
собой вектор состояния физического вакуум а. Но это не единственный 
такой  вектор. Действительно, введем унитарный оператор U =  
s== U  {ср (*')}> который строится только с помощью операторов <р (л:), 
коммутирующих в различных точках х  (см. (2.4.33)). Зам ечая, что

<Ф (X) =  ай"  (*) =  ÿ = -  S  V®  (сю — Сиз)e~,kx +  э. с., (2.4.44)

легко  видеть, что [U , сю}  =  0, к =  1, 2 и [U , ф<+> (х)] =  0. 
Поэтому вектор U Ф0 такж е будет удовлетворять условиям  (2.4.43), 
т . е. будет представлять собой вектор состояния физического вакуум а. 
Таким образом, мы получаем бесчисленное множество векторов состоя
ний физического вакуум а

Фуас =  и  {ф (*')} Ф 0. (2.4.45)
Подчеркнем, что в состоянии, описываемом вектором Ф уас, присут
ствуют скалярны е (связанные с оператором рож дения ей) и продоль
ные (связанны е с оператором cÉ) фотоны. Отметим такж е, что если 
исходить из физического состояния

ф  =  с£х, . . .  Ск>„Ф0, к  • • • , К  =  1, 2, (2.4.46)

в котором присутствую т только поперечные фотоны, то можно по
строить эквивалентное физическое состояние

ф ' = г /{ ф ( * ') } Ф . (2 .4 .46 ')
в котором присутствую т те ж е поперечные фотоны, а такж е продольные 
и скалярны е фотоны. Такой произвол в выборе физических векторов 
связан  с произволом калибровки потенциалов в рам ках  условия Л о
ренца — Ферми (2.4.37). В этом можно убедиться, если заметить, 
что теория, использую щ ая векторы состояний Ф, эквивалентна тео
рии, использующей векторы состояний Ф ', если при этом перейти от 
операторов поля Л м (х) к операторам А^  (х) =  17+ {ф} Л д (х) U  {ф}:

(Ф ь Л^ (х) Ф 2) в  (t/Ф ,, Лд (х) и Ф 2) =  (Ф 1# A l  (х) Ф 2).

Кроме того, оператор Л д (х) можно записать в виде Л^ (х) =  Л м (х) +  
+  U +  [Л ц, (х), V ].  Отметим далее, что согласно (2.4.20)

М  “  А\х (х ) ддА (х) =  U +A »  (х) U ,
, (2.4.47)

A ( x ) = [ U + ,  a ( x ) ] U .

Отсюда видно, что операторы Л ц и Л^ действительно связаны  друг 
с другом операторным калибровочным преобразованием с калибровоч
ной функцией А (х), удовлетворяю щ ей условию  дцд^А (х) =  0. 

Оператор F будем называть калибровочно инвариантным, если

(U O l9 FUФ 2) -  (Ф 1Э ^ Ф 2); 
для любых физических векторов состояний Ф 1,2

Ф(+ ’ (х) Ф ^  =  0.



Отсюда следует, что калибровочно инвариантный оператор долж ен 
удовлетворять соотношению

<У{ф}+ Я /{ ф }  = F  +  B ,  (2.4.48)
где В  —  оператор, равный нулю  в физическом подпространстве:

(Ф 19 В Ф 2) =  0, <р<+> (х) Ф и  =  0. (2 .4 .48 ')

Так как [7 ,^  (*), ф (*')1 =  0, то U + F ^ U  =  F Поэтому оператор 
напряж енностей электром агнитного поля является калибровочно ин
вариантным. Оператор ж е потенциалов Л д (х) таким не является. 
Ф ормула (2.4.48) показы вает, что матричные элементы в физиче
ском подпространстве калибровочно инвариантны х операторов не за 
висят от произвола в выборе физических векторов состояний.

В заклю чение отметим, что норма физических векторов состояний 
(2.4.46) всегда полож ительна, т. е .

(Ф ', Ф ') =  (Ф, Ф ) > 0 .
2 .4 .5 . Упорядоченные произведения операторов электромагнитно

го поля и связи. Так же, как в теории скалярн ого  поля, введем хроно
логическое произведение (7-произведение) операторов электромаг
нитного поля (х):

T  [Av, (хх) . . .  А^  (х)} =  А и (x<t) . . .  AUl (х, ), (2.4.49)п *1 п п

где t i t >  t i t >  . . • >  tin. Это определение является релятивистски 
инвариантным (см. п. 2.3.3).

Определим далее нормальное произведение (N -произведение) 
операторов электромагнитного поля. Именно, если операторы, которые 
мы упорядочиваем, являю тся либо операторами уничтожения Лд+) (х) 
либо операторами рож дения Лд4  <х), то N -произведение определяется 
формулой

: 4 . ?  (*,) • • • А £  (хп) : =  (хп) . . .  A * '  (хх), (2.4.50)
где в правой части равенства операторы уничтожения стоят справа от 
операторов рождения (ясно, что произведение только операторов 
А\Г'  (*) или только операторов ' Л^+) (х) упорядочивать не нужно). 
В общем случае, когда Л м (х) =  Л[д+) (х) +  Л[7") W , ^-произведе
ние определяется формулой

: . . .  А ц ( х) . Л(+'(л:) . Л<Г>(*) . . .  : (2 .4 .50 ')
вместе с формулой (2.4.50). Это определение ^-п рои зведен ия является, 
очевидно, релятивистски инвариантным (см. п. 2 .3 .3).

Определим связь  между операторами А ц (х), Л v (х '), которая обоз
начается через Л ц (х) Av (x')î

А „ (X) А л (* ') =  Т  (Лд (х) Лv (х')) — : А и (х) A v (х ') :. (2 .4 .5 ')
1 --- --- I

И з определения 7- и N -произведений легко видеть, что

А и (х) A v (х )
» ........j

К + ’ (Х ) , Л Г * ( * ' ) ] ,  / > / ' ,

- И Г Ч * ) .  А[+ ' ( Х %  к г .



Кроме того, и з соотношений (2.4.31) следует, что

[<+>(*), 4 T V ) ]  =  1 0 £ ( х  —  х ’- g),
[< -> (* ). АУ-'(х')] =  i & ^ ( x  —  x'\  g),

MÎT’W. 4 - V ) ]  =  0,
[<+)(*), /4<+)(х')] =  0,

где 0 $  (х; I), 0 0 1 (лг; g) —  полож ительно и отрицательно частот
ные части функции i3 uv (х; g)i

(х; É) =  -  J  d*k ( g uy -  (1 - g) - ^ - )  (2 .4 .52)

(контур интегрирования в плоскости /г0 определен на рис. 1). Поэтому 
связь  операторов А А  представляет собой с-числовую ф ункцию

где

Л д (х) A v (х')  =  ИЭдУ (х  —  х'; g), (2 .4 .53)
I---------1

0 ^ ( х ;  Ё) =
2 $  ( г . Б), * > 0 , 

— 2>\w (x’j £), t<c о.
П оступая так  ж е, как  и в случае скалярн ого  поля, функцию  0 ° ^  (х;
I) можно, очевидно, представить в виде

0& v(*î I) =  JL^ ~  ( * u v - ( l  -  Î) - ^ )  , (2 .4 .54)

где контур интегрирования показан  на рио. 1. Эту формулу можно 
переписать в виде (см. п. 2.3.3)

Æ U * ;  I) —  w î ^ - P T S - ( * " - ( l - 0 ^ r - ) *  ' -  +  <>•

Т аким  образом, фурье-компонента функции 2>%(х;  g)i 

$ U ( x \  Б) =  - щ г  J  d*ke~tkx<%v (k\  I) 

определяется формулой

$ UV(Æ; I) =  k2 (0 (guv  (1 l )  k2 (q J • (2.4.55)

2.4 .6 . Операторы энергии —  импульса и момента электромагнит
ного поля. Введя операторы  электром агнитного поля, мы долж ны с по
мощью них построить операторы наблюдаемых величин —  энергии —  
импульса и момента количества движ ения электром агнитного поля.

В классической теории при определении энергии —  импульса и 
момента электромагнитного поля мы исходили из калибровочно-инва
риантного л агран ж и ан а (2.4.1). В квантовой теории мы не могли исхо
дить из этого л агран ж и ан а, так  как  в этом случае невозможно все опе



раторы  поля вы разить через динамически независимые операторы поля. 
Чтобы устранить эту трудность, мы наруш или калибровочную  инва
риантность, введя в лагран ж и ан  добавочное поле <р (л;) и калибровочно 
неинвариантную  дивергенцию  д^А^ (х). По этой причине мы должны 
построить теперь операторы энергии— импульса и момента количества 
движ ения исходя из лагран ж и ан а (2.4.3), явно зависящ его от А ^ (х).

Согласно (2.2.17) канонический тензор энергии —  импульса опре
деляется общей формулой

T v i x  —  |Ы “ Ь  ^ 0  ( ^ »  £ n | d v % ) .

В силу уравнений поля (2.4.6) лагран ж и ан  (2.4.3) можно представить 
в виде

£  =  — ----- gg-«P*.

Поэтому канонический тензор энергии —  импульса будет определять
ся формулой

Ту»  =  ( 4 -  FpKFpk +  ±  ср2) g p v ----- L  { д И \  ^  +  Ф ^ } . (2.4.56)

а вектор энергии — импульса формулой

P »  =  J d3x T » ( x ) .

Определим действие оператора Р и на вектор состояния вакуум а. 
И спользуя определение вектора состояния вакуум а (2.4.38) и переста
новочные соотношения (2.4.34), можно показать, что энергия и им
пульс вакуум а отличны от н уля (и даж е равны  бесконечности; сравнить 
с п. 2 .3 .2). Поэтому мы переопределим оператор энергии — импульса 
так , чтобы энергия и импульс вакуум а были равны нулю. Такое пере
определение эквивалентно нормальному упорядочению  операторов 
электромагнитного поля в выраж ении (2.4.56). Таким  образом, под 
тензором энергии — им пульса будем понимать оператор

Ту» (х) =  g » v : 4 "ррХр^  + ^ Ф 2; М *  [F ^  +  - J  V S w ) : , (2 .4 .56 ')
для которого

Р* ф 0 =  о. (2.4.57)
Этот оператор отличается от оператора (2.4.56) только ^-числовым 
слагаемым.

Покажем, что вектор энергии —  импульса является калибровочно
инвариантным оператором. С этой целью отметим, что согласно (2.4.47)

и + Т ш  (х) U -  Ту» (X) =  -  : d vdkA  (х) (f ^  +  - j -  cpg»xJ:

(мы учли, что оператор калибровочного преобразования U  коммути
рует  с ф {х) и F»x (х)). И з этой формулы следует, что

U + P J J — P V =  B V,

By  -- -------j" сРх (: дуд0А(р : — : dvA d 0(p :)



(мы учли при этом уравнения поля (2.4.6)). Т ак как  матричные э л е 
менты оператора B v в физическом подпространстве обращ аю тся в нуль, 
то оператор P v является калибровочно инвариантным (чего нельзя 
сказать  об операторе T V[l (л:)).

Тензор плотностей моментов определяется общей формулой
(2.2.17). В случае лагран ж и ан а (2.4.4) получаем

А С *  =  -  x VT uk +  ^ T vK +  l : F *  (2д М )р s +  ±  : <р ( 2 / Л ) я к (2 .4 .58)

Оператор моментов М ^  определяется при этом формулой

A V  =  J  d3xM pV;°

(в формуле (2.4.58) мы ввели нормальное упорядочение для того, что
бы 4-момент количества движ ения вакуум а обращ ался в нуль). М ожно 
показать, что оператор М (но не М ^ р )  является калибровочно-ин
вариантным.

К ак мы видели, операторы (*) долж ны удовлетворять уравне
ниям  движ ения (см. (2.2.31))

(я) =  i [PV, Ац (- )̂] •

П одставляя сюда разлож ение А ц (л;) (2.4.20), (2.4.23), получаем

lP/t Ск'л] =  — kiCkfa [Pi\ £ÎÎâJ =  kicthy Я/ =  0, 1, 2, 3, (2.4.59) 
и, кроме того,

[Л), =  к0СкК9 [Ро, к̂А,] =  Я =  1, 2, гг\г\
(2.4.59')

ГЛ>. сьз] = ----- Y + Ï  (Скз----- Ц н " Ск0) * 1р 0. Скз —  Ско] =

=  —  К  (Ck3 —  Ско).

И з формул (2.4.59) вместе с (2.4.57) следует

P ictxK • • • == Оч +  * * * +  М / c t xKt • . • ct n\ nФ 0.

Эту формулу можно интерпретировать следующим образом: вектор 
^ . • • < а Ф о описывает состояние электромагнитного поля, в ко
тором содерж ится п  фотонов с 3-импульсами k l9 ...» kn. Отсюда сле
дует, что скк представляет собой оператор рож дения фотона с 3-им
пульсом к.

Если выбрать калибровку таким образом, чтобы вектор состояния 
Лизического вакуум а совпадал с Ф0, т. е.

ОслФо =  °э ^  =  0, 1, 2, 3,
то физическими состояниями в этой калибровке будут состояния 
^ , . . . < ^ Ф 0, ^ i, ...» =  1» 2, для которых справедливо соотно
шение

PoCktK . . .  с ^ Ф 0 =  к +  • • • +  Cû„) с£л  • . .  с ^ , Ф 0.



Так как в силу перестановочных соотношений (2.4.34)

С к'Ь 'С & Ф 0 =

то оператор сы  можно интерпретировать как  оператор уничтожения 
фотона с импульсом к.

П окаж ем, наконец, что индекс X в операторе сш  можно связать 
со спиральностью  фотона, т. е. с проекцией момента количества дви
жения фотона на его импульс. С этой целью докаж ем, что

пМскхФ0 =  ^  (к) с& Ф с к  =  1, 2, 

пМскоФ0 =  пМскзФ0 =  О,
(2.4.60)

где М 1 — еш М ы  — момент количества движения поля п — к /| к | и

ц(Х) =
к =  1,
к — 2.

С этой целью воспользуемся формулой (2.2.32). Учитывая (2.4.39), 
находим

MikA^ ) (х) Ф 0 =  (— 2 г* +  г (xkd t — х,дк) ) ^  А [  > (л;) Ф0
(матрицы 2/* определяю тся формулой (1.4.20)). У читывая, что для  
произвольной функции /  (k) справедливо соотношение

j  ePkf (k) (хкд ( -  * Д )  е1к* =  J  cPke‘kx (k k {k),

так  же, как  в случае векторного поля, получаем отсюда 

пМЛ<Г> (k, t) Ф0 =  -  (nS)wv А Р  (к, t) Ф 0, 

где А\lT) (к, 0  — пространственная фурье-компонента оператора
(х, t) и 2* =  —  вш 2 « . П одставляя сюда разлож ение (2.4.27)

и учитывая определение векторов поляризации (см. п. 1.4.3), 
получаем формулы (2.4.60).

Из соотношений (2.4.60) для физических состояний ^ Ф 0 (^ =  
=  1 , 2 )  следует, что проекция момента количества движ ения фотона 
на направление его импульса может принимать два значения: р (À) =  
=  =Ы. П роекция момента количества движ ения на направление им
пульса называется спиральностью . Таким  образом, спиральность фо
тона равна ± 1 .  П роекция орбитального момента на направление им
пульса всегда равна нулю. Поэтому спиральность представляет собой 
проекцию спинового момента на направление импульса фотона. Отсю
да мы еще раз убеж даемся, что спин фотона равен единице.

§ 2.5. КВАНТОВАНИЕ ЭЛЕКТРОННО-ПОЗИТРОННОГО ПОЛЯ

2.5.1. Л агранж иан и уравнения движения квантованного дираков- 
ского поля. Перейдем к изучению  квантования дираковского поля.

Согласно (1.5.35) лагран ж и ан  свободного классического дираков
ского поля имеет вид



££ =  ~Y 'Ф («Y^U —  ---- g-i|) (г‘7ц0ц 4- tn) oj).
Т ак  к а к  дираковское поле является спинорным и соответствующие 

ему частицы обладают спином V2> то оно является фермионным. П о
этому в соответствии с общей теорией эрмитов лагран ж и ан  дираков- 
ского поля следует выбрать в виде

&  =  4" — «О М  +  4" +  «*)<&. (2.5.1)

Отметим, что при формальном переходе от этого лагран ж и ан а к класси
ческому лагран ж и ан у  путем замены операторов ф, ф на ^-числовые 
функции мы получили бы нуль. Это означает, как  уж е отмечалось в 
п. 2 .1 .2 , что при переходе к классическому лагран ж и ан у  мы должны 
считать операторы ф, ф не обычными ^-числовыми функциями, а анти
коммутирующими величинами (о таки х  величинах говорят, что они 
образую т грассманову алгебру).

В ариация полного действия дираковского поля определяется фор
мулой (2.1.51)

t%
bW =  G, (/,) — G, (/,) +  J (x),

где

Gi  (0  =  4 "  I  d *x  № » y0(54] + 114- Yo64J);
(2.5.2)#”(*)= 4“ (*Y*4i — + 4" + tri) #

Т ак  как  дираковское поле представляет собой фермионное поле, то 
при получении уравнений движ ения элементарные вариации 6ф, 6ф 
следует считать антикоммутирующими с операторами поля. Поэтому 
из принципа стационарного действия (на классе элементарных вари
аций) получаем уравнения

(ÎY ^n — т) ф =  0, (*>идц +  т) ф =  0. (2.5.3)

Т ак как  м атрица у 0 имеет обратную , то все компоненты полей фа и 
фа являю тся динамически независимыми, следовательно, уравнения
(2.5.3) не содерж ат уравнений связи .

2.5.2. П ерестановочные соотношения для операторов дираковского 
поля. У равнения (2.5.3) формально совпадаю т с классическими урав
нениями Д и р ака  (1.5.7), но теперь ф и ф  являю тся операторами, 
действующими в пространстве векторов состояний. Установим переста
новочные соотнош ения, которым подчиняются эти операторы.

Отметим, что согласно (2.5.1) кинематическая часть действия дира
ковского поля

tt

W K =  j d 4x(-^- [яр, v 4 ^ ]  +  - j -  [4, Y0<5o4l) •



В соответствии о п. 2 .1 .4  антикоммутирую щ ие с операторами поля 
вариации 0яр (х), бтр (х) будут допустимыми, так  как

8 W k =  G2 (/х) — G2 (/2),

где

С2 (х) = ---- f  J d?x ([бф, у°Ф1 +  ?Ф1 (2.5.3')

(согласно (2.1.52) вариации бяр, бяр считаем независящ ими от времени). 
Генераторами рассматриваемы х допустимых вариаций будут операто
ры G (0  =  Gj (t) - f  G2 (0- Поэтому согласно (2.5.2), (2.5.3)

G (t)  =  — i § d sx  (бяруЧ1 +  бяру°яр),
причем в соответствии с (2.1.69) *

бяр (х) =  t [G (0 , ф И ] ,  бф (х) =  i [G (t), ф (x)].

Отсюда следуют одновременные перестановочные соотношения для 
компонент дираковских полей я]), я|л

{ Ф а  (X), Ф(5 =  УаФ ( X  —  х ' ) .  / 0  ,  . .
(2.5.4)

{ф<*(*), % {x ')}t=r =  {Ф«(*), Фе (x ')) t=r =  о.

П олучим разновременные перестановочные соотношения для опе
раторов поля. Д ля  этого отметим, что реш ение уравнения Д и р ака  
(гу^дц —  т) г]) =  0 при заданном значении поля г[> (к) в некоторый 
момент времени t  =  f  имеет вид

яр (х) =  — i [ d sx?'S (x —  X") y4> (л:"), (2.5.5)
'"=/■

где матричная функция 5  (х) удовлетворяет уравнению  Д и р ака
(t'Y^w —  m) S  (х) =  0 (2.5.6)

и начальному условию
S  (х) |<=0 =  t*Y°ô (х). (2 .5 .6 ')

Д ействительно, так  как  уравнение Д й р ака  является уравнением перво
го порядка, то его реш ение однозначно определяется заданием поля 
яр в начальны й момент времени. Поэтому формула (2.5.5) непосредствен
но следует из (2.5.6), (2 .5 .6 ').

Л егко  видеть, что ф ункция S  (х) имеет вид
5  (х) =  +  т) А (х), (2 .5.7)

где А (х) определяется формулой (2.3.12). Д ействительно, так  как 

(tY*dn —  т)  (tYudM +  m) =  — д^Зц —  m 2,

то вследствие (2.3.8) ф ункция (2.5.7) удовлетворяет уравнению
(2.5.6). Кроме того, из (2 .3 .8 ') следует, что ф ункция S  (х) удовлетво
ряет условию (2 .5 .6 ').



И спользуя формулу (2.5.5) и одновременные перестановочные со
отношения (2.5.4), легко получить разновременные перестановочные 
соотношения для операторов ф и ф :

(Фа (*), %  (*')} =  — iSafi (X —  х'),

( Ы * ) .  t|>p (JC')} =  ( Ï M ,  % (* ')}  = 0 .

Соотношения (2.5.8) являю тся релятивистски  инвариантными. Это 
значит, что п оля ’

ф ' (х ') =  5  (а) ф (х), ф ' (х ') =  ф (х) S T 1 (a), х д =  a% xv 

в системе отсчета К  удовлетворяю т тем же перестановочным соотно
шениям, что и поля ф (х), ф (х) в системе /( . Это вытекает из того, 
что функция S  (х) ^удовлетворяет соотношению

S  (a) S  (х ) S ” 1 (a) =  S  (х '), х ' =  ах ,

которое непосредственно следует из определения (2.5.7) и формул 
(1.5.24), (2.3.11).

Отметим, что при переходе к классической теории нуж но полож ить 
5  (*) =  0. При этом поля ф, ф станут классическими; однако они бу
дут представлять собой не обычные ^-числовые функции, а антиком- 
мутирующйе функции, т. е. будут образовывать грассманову алгебру 
(с бесконечным числом образую щ их [71).

В классической теории мы нашли реш ения уравнений Д и р ака  в 
виде плоских волн и в виде uqu(р) ехр(— iqpx) (см. (1.5.46)). Эти реш ения 
образую т полную систему функций, по которым можно разлож ить 
любое решение уравнения Д и р ака . Поэтому оператор ф (х) такж е 
можно разлож ить по плоским волнам

ф (х) =  £  - г ^ = -  (р) (2-5.9)
* ' DOU ‘

где коэффициенты разлож ения a v(ni должны считаться операторами. 
И з этой формулы вытекает разлож ение для оператора ф (х):

=  - H r *  <Р> а ™ е‘ЧРХ' (2-5.9 ')
* V vqu *

где dpm  — операторы, эрмитово сопряж енны е операторам а р̂ , а ^  (р) =
— и*** ( р )  у 0 и р 0 =  +  К р 2 +  т 2.

Л егко  видеть, что из (2.5.8), (2.5.9) вытекают перестановочные 
соотношения для операторов a VQll> а£т :

{Яр<7Д> a P'?'u'} =  {а ми* a PVn'} =  0* -
/ +  \ — я я я (л.о. 1U)

(в этом проще всего убедиться, вычисляя {ф (х), (х')} с помощью
разлож ений (2.5.9), (2 .5 .9 ') и формул (2.5.10)).



2.5.3. О ператоры зар яда , 4-импульса и 4-момента дираковского 
поля. Л агран ж и ан  дираковского поля (2.5.1) инвариантен относи
тельно фазовых преобразований

(а — бесконечно малая вещ ественная величина) и преобразований 
группы П уанкаре

где матрицы определяю тся формулой (1 .5 .26 '). Поэтому генера
торы этих вариаций, которые определяю т зар яд  Q, 4-импульс Рц, и 
4-момент поля М ах, не будут зависеть от времени.

Генераторы вариаций (2.5.11), (2.5.12) определяю тся формулой 
для G, (/) (см. (2.5.2), оператор G2 для вариаций (2.5.11), (2.5.12) ра
вен нулю). Поэтому согласно (2.1.57) генератор вариаций (2.5.11)

Д алее генератором вариаций (2.5.12) будет оператор (см. (2.2.29))

(мы учли, что для реального движ ения согласно (2.5.1), (2.5.3) — 0).
Так как  операторы G представляю т собой генераторы вариаций 

(2.5.11), (2.5.12), то справедливы  соотношения

П одставляя далее в (2.5.17) вы раж ения (2.5.12), (2.5.15) для бф 
и бф, находим соотношения ' .

бф =  — imp, бф =  imp (2.5.11)

бф =  — е^дцф +  ~  epv {— +  i ( М ц  —  *u<3v)} Ф,

бф =  — е^0цф +  -j - b»*v +  i (xvdu — xudv)j ф, (2.5.12)

6 ^  =  e V v +  e^,

(2.5.13)
где

&u (x) =  - j -  [ф, / ф ] . (2.5.14)

G =  —  e»Pu +  —  e»vM uv,

P tt =  J d3x r uu, = J d3x M uv-°,
(2.5.15)

где

=  - f  [ф, уЧ ф ] +  4  №-тЧ ф],

=  Хп7\, Х\Тп -) — [ф, {у , E^v} Ф1
(2.5.16)

i [G, Ф1 =  бф, i (G, ф] =  бф.
П одставляя сюда выраж ения (2.5.11), (2.5.13), получаем 

IQ. Ф1 =  — Ф, [Q, Ф1 =  ф. (2.5.18)

(2.5.17)

бцф =  i (Рц, ф], дцф =  i [Рц, ф], (2.5.19)



из которых следует, что оператор Р м играет роль оператора 4-тран
сляций, а такж е соотношения

(2.5.20)(/ (Xvdjn Sjnv) ф — [M|nvi ФЛ,

(/ (Xv ĵn я мс)у) -f- 2|nv) ф == [Л4цг» ф],

M uv играю т роль операторов

(2.5.22)

из которых следует, что операторы 
4-поворотов.

2.5.4. Векторы состояний дираковского поля. Н аш а дальнейш ая 
задача будет состоять в построении векторов состояний дираковского 
поля и операторов уничтож ения и рож дения частиц, связанны х с дан
ным полем.

С этой целью воспользуемся формулами (2.5.13), (2.5.15) и будем 
предполагать, что в состоянии вакуум а заряд , 4-импульс и 4-момент 
равны нулю, т. е.

<ЭФ о =  0, Р»  Ф 0 =  0, М ^ Ф 0 =  0. (2.5.21)

И з первых двух соотношений (2.5.21) вместе g формулами (2.5.18),
(2.5.19) находим

Р \Л  (*) Ф 0 =  — (х) Ф 0, Р дф (х) Ф 0 =  — (лг) Ф 0,

<2Ф (х) Ф 0 =  — ф (х) Ф 0, 0ф  (х) Ф 0 =  ф (х) Ф 0.
П одставляя сюда разлож ения (2.5.9), получаем

Фо =  —  ̂ « ммФо, P va + ^ o  =  Я Р уО + п Р о .

^ОррцФо =  ЯрерФо» =  а р^цФо-

Мы долж ны потребовать теперь, чтобы спектр оператора Р° был 
полож ительно определенным. Отсюда следует, что вектор состояния ва
куум а долж ен удовлетворять соотнош ениям

а Р1цф о =  < - 1 „ Ф о =  0.
Поэтому нетривиальными из (2.5.22) будут соотношения 

P va p_ lttФ 0 =  Яу«р-1цФ о- Р га Лдф о =  /> ^+ д ф о,

Qa p—1дФо ~  йр_1р,Ф0> Са ^ р Ф о =  а ^1дФ 0-

И з соотношений (2.5.23), (2.5.24) следует, что операторы 
ûpiin являю тся операторами рож дения и уничтож ения части ц е импуль
сом р и зарядом +  1, а операторы а р_ 1ц, aplip, — операторами рож де
ния и уничтожения частиц с импульсом р и зарядом  — 1.

Отметим, что в отличие от бозонов любой из операторов а РС(Х, 
a t m  можно формально интерпретировать как  оператор уничтож ения, 
так  как  а и о +  входят симметрично в перестановочные соотношения 
(2.5.10). В случае бозонов, когда перестановочные соотношения имеют 
вид [а, а+] =  1, оператор а+ м о ж н о  интерпретировать, как  мы видели, 
как  оператор уничтожения только  после введения индефинитной мет
рики в гильбертовом пространстве.

(2.5.23)

(2.5.24)



П окаж ем , наконец, что индекс ц следует интерпретировать как  спи- 
ральность, т. е. как  проекцию момента количества движ ения частицы 
на ее импульс. Обратимся для этого к  соотнош ениям (2.5.20), (2.5.21), 
из которых следует, что

M ik\J) (х) Ф 0 =  (—  2 «  +  i (xkdt —  x(dk)) г|) (х) Ф 0,

M ikÿ  (х) Ф 0 =  (2 ,*  +  i (хкд { —  х{д к)) tjj (х) Ф0.
П одставляя сюда разлож ение (2.5.9)

Ф (х) =  у = -  2  у =  e r i9PX 2  и№ (P) fliР?И

и учиты вая, что

j  d *pf (P) М  —  х {д к) е - {9Р* =  j  æ p e ~ l<iPx (p k ~ ^  —  Pt ^ j /  (P) 

(J (p) — произвольная ф ункция p), находим

М ' - p i = -  2  (P) c pw° o =  —  - r 4 = -  2  (P)) ардаф о +У P̂o jx V 2p0 Ц

+  iEllkP k Y p7  (P) аР№ф о-

M ‘ y = -  2  (P) 4 д ф 0 =  y = -  2  (21«да (P)) 4 * ф „  +

+  k f t *p * - £ r  v ^ 2 ^ (р )^ ф °-

Юр

=  см- 0 -1 .3 4 )) .
рав

(п2) ы№ (р) =  рн№ (р), (п2) ыда (р) =  |шда (р),

где =  -^ -z ,ikMik  —  вектор момента количества движ ения поля

Умножая эти уравнения скалярн о  на щ  =  p j | р |  и и спользуя фор
мулы (1.5.47)

получаем
(пМ) а ^ д Ф 0 =  ра^дФ о, (2.5.25)

(пМ) а р_ 1_ мФ 0 =  ра+_1_ цФ 0.

Эти соотношения показываю т, что в состояниях flpï,, Ф0, а р_ 1_ р Ф0 
проекция момента количества движ ения на направление импульса 
равна р . Т ак как  проекция орбитального момента на направление им
пульса равна нулю, то можно сказать , что величина р  представляет 
собой проекцию спинового момента частицы на ее импульс, т. е. спи- 
р аль ность части цы .

Таким образом, операторы а р =  а т , а ^  мы должны
интерпретировать как  операторы уничтож ения и рождения фермиона



с импульсом р, спиральностью  p  и за р я д о м + 1 .  Эту частицу будем 
назы вать электроном. О ператоры =  b PlXi «p-i-m  =  Ьщ мы
долж ны  интерпретировать как  операторы уничтож ения и рожде
ния фермиона с импульсом р , спиральностью  р  и зарядом  — 1. Эту 
'частицу будем называть позитроном.
\ Согласно (2.5.10) операторы а т , b Pll удовлетворяю т перестановоч
ным соотношениям

=  брр'бщх'» {ftpjLi, Ьр'д'} == ôpp'ôjxp,». (2.5.26)
Антикоммутаторы для всех других  пар операторов а, b , 6+ равны
нулю.

Приведем разлож ения операторов полей ф, ф по операторам унич
тожения и рож дения электронов и позитронов в состояниях р, р . Ис
пользуя формулы (2.5.9), (2 .5 .9 '), получаем

Ф (*) =  ÿ p -  S  у = -  К < и "  (P) e~ ipx +  b,t u 11 (р)с e lpx). (2.5.27)

где иУ (р) =  и 1(* (р). И з этой формулы следует

Ф (*) =  у -  2  у = -  1а ^ м ц (р) е 'р* +  Ьрцйр (Р)с е-1р*}. (2.5.28)

Мы учли при этом, что

и - * - »  (р) =  Сйт  (р) =  uq]X (р)‘ . (2.5.29)
Эта формула вытекает из того, что согласно (1.5.47) биспинор (р)с 
удовлетворяет уравнениям

(qp +  т) и™ (р)с =  0, (р)с =  — (р)с,

следовательно, согласно (1.5.47)

и д» (  Р )‘ =
И з условий нормировки (1.5.48)

и т  (р) иф  (р) =  2mq
следует, что

=  2mq.

Поэтому множитель по модулю равен единице. Т ак  как  сами бис
пиноры и™ (р) определены условием нормировки с точностью до фазо
вого множ ителя, то последний можно подобрать так , чтобы вы полня
лось условие %q[k =  1.

И спользуя операторы а рр, и ЬР[Х>, определение вакуум а дираковско- 
го  поля (2.5.23) можно переписать в виде

яр|цФо== ^рцФо =  0 (2.5.30)
или в виде

ф(+) (х) Ф 0 =  ф(+> (х) Ф 0 =  О, (2.5.31)

где ф(+), ф(+) —  полож ительно частотные части операторов яр, ф.



И з формул (2.5.19), (2.5.18) легко  получить, что в состояниях 

Ф  ^  (2.5.32)

импульс равен рх +  ... +  р„ +  qx +  ... +  qm, а заряд  равен п —  т. 
Эти векторы описывают п электронов с импульсами р, и спи- 
ральностями щ  и т  позитронов с импульсами q* и спиральностя-
МИ V/.

Т ак как  ( а ^ ) 2 =  (6 ^ )2 =  О, то векторы состояний (2.5.32) обра
щаются в нуль, если импульс и спиральноСть по крайней мере двух 
электронов или позитронов совпадаю т (принцип П аули).

2.5.5. У порядоченные произведения операторов дираковского по
ля и связи. К ак уж е отмечалось, при изучении взаимодействия между 
полями важ ную  роль играю т определенным образом упорядоченные 
произведения операторов полей — хронологическое и нормальное 
произведение операторов. Определим эти произведения для дираков
ского поля.

Если через %t (х) обозначить компоненты полей ф (х), ф (х), 
то хронологическое произведение компонент дираковского поля будет 
определяться формулой

T  {X, (хг) . . . Х п (*„)} =  6 . \  (xit) . . .  Х,я (х,я), (2.5.33)

где справа записаны те ж е операторы, что и слева, но расставленны е
т. е. Ut >  U% >  . . . >  Un и 0 =  1 илив хронологическом порядке 

Ô =  — 1 в зависимости от того, является ли перестановка **ш п. j

четной или нечетной (величину Ô будем называть сигнатурой пере
становки). Если t i l =  t i t , но Xit Ф  Xi2, то соответствующие этим мо
ментам времени операторы % согласно (2.5.8) антикоммутируют, и 
поэтому их можно располагать в произвольном порядке с учетом сиг
натуры сделанной перестановки. Если некоторые из пространственно- 
временных точек совпадают, то данное определение теряет смысл 
(мы вернемся к этому вопросу далее, см. п. 3 .2 .5).

К ак и в случае электромагнитного поля, хронологическое произве
дение операторов дираковского поля является релятивистски инва
риантным.

Определим далее нормальное произведение или N -произведение 
операторов дираковского поля. Если (х) и (х) — полож и
тельно и отрицательно частотные части оператора % (х), то нормаль- 
тое произведение операторов Х{±) (х) определяется формулой

: (*i) • • • V  (хп) : =  6 ■% !Г > (* /f) . . .  Х<+> (хс ), (2.5.34)1 п г*

где в правой части равенства операторы %(+> стоят справа от операто
ров и Ô — сигнатура перестановки (! п. V Т ак как операторы

\ t j  . . .  inJ
(как и операторы Х(“ >) антикоммутирую т между собой, то их 

можно располагать в произвольном порядке, учитывая при этом сигна
ту р у  сделанной перестановки. В общем случае, когда X =  %(+) +  Х(-),



N - произведение определяется формулой
: . . .  X . . .  : =  • . . .  Х<+> . . .  : +  : . . .  Х<-> . . .  : (2 .5 .35)

вместе с формулой (2.5.34).
Отметим, что если пользоваться определениями (2.5.13), (2.5.15) 

операторов Q, Р ц, М ^ ,  то заряд, импульс, энергия и момент вакуум а 
будут отличны от нуля (и даж е равны бесконечности). П оэтому, как  
и в случае электромагнитного и скалярн ого  полей, следует переопре
делить величины 27р, Т Д  а именно операторы поля в этих ве
личинах долж ны  быть N -упорядочены, вследствие чего соотнош ения
(2.5.21) будут вы полняться. Т ак как  /V-упорядоченные операторы 
S1р, ТцР, отличаются от операторов (2.5.13), (2.5.15) на с-число
(поскольку эти операторы представляю т собой билинейные комбина
ции операторов поля), то согласно формулам (2.5.18), (2.5.19), (2.5.20) 
наличие этого с-числового слагаемого не оказы вает влияния на все 
рассмотрение, которое было проведено в п. 2.5.4.

Разность между Т- и N -произведением двух операторов X (х) 
назы вается их связью  и обозначается Хх (хх) Х2 (х2):

%i (х ,) Х2 (х2) =  T  (Хх (хх) Х2 (х2)) -  : X, (хх) Х2 (х2) : . (2.5.36)
I---------1

И з определения Т- и

У'\ (-*"l) Х2 (Х2) :
I______I

N -произведений легко видеть, что 
j{X<+)(x1), Х<->(х2)}, t ,  >  t 2,

" {Х<-> (хг), Х<+'(х2)},

Кроме того, из перестановочных соотношений (2.5.8) следует, что

( t (+)(Xi), V  ’ (х2)} =  {ф<+) (хх), ф( ’(х2)} = 0
и поэтому

ф (хх) ф (х2) =  ф (хх)ф ( х 2) =  0. (2.5 37)
I_____ I I______ I

Д алее, согласно (2.5.S)

{ф(+) (Хх), ф(_) (х2)} =  — tS (+’ (хх —  х 2),

(ф(_) (хх), ф '+) (х2)} =  —  tS <_) (х1 — х 2),

где S (+) (х), 5 (-) (х) —  полож ительно и отрицательно частотные час
ти функции S (х). Поэтому связь  операторов ф (х), ф (х) представляет 
собой с-числовую функцию

ф (хх) ф (х2) =  —  i S c (хх — х 2), (2.5.38)
I-------- 1

где

S"(x) =  0 (0  S (+) (х) — 0 (— t) S (~> (х)

(0 (0  =  1 при и 0 (0  =  — 1 при ^ < 0 ) .  Так как

S (±) (х) =  («У^ц - f  m) Д(±) (х), (2.5.39)



то

S° (х) =  ( t v 4  +  m) (0 (О Д<+) (x) - B ( — t) Д(- ) (л:)) +

+  [у°Ь (f) (Дж  (x) +  Д‘“ ? (л:)).

У читы вая, что Д (+> (х) +  Д(—> (х) =  Д (х) и Д (х, 0) =  0, получаем 

S0 (х) =  («У*дд +  т) Ас (х), (2.5.40)

где ф ункция А с (х) определяется формулой (2.3.3)

д ‘ W  =  ' щ г 5 d tP ^ PX- w h r  •
с

Т ак  как  функцию  Дс (х) мож но представить в виде

Д° (*) =  W  Î ^ р е - ‘Р*Ас(р), А с (р) =  ■,

то фурье-компонента функции

5 е (х) =  - ^ г  J d * p e - ‘»*Sc (р) (2.5.41)

будет определяться формулой

<2 -5 -42)

Отметим, что так  как  связь  операторов представляет собой с-число, 
то из (2.5.36) следует, что

%i (Xj) Х2 (х2) =  (Ф 0, Т  (Хх (хх) Х2 (х2)) Ф 0),
î______î

так как  вакуум ное среднее нормального произведения равно нулю.

§ 2.6. КВАНТОВАНИЕ ДВУХКОМПОНЕНТНОГО 
ФЕРМИОННОГО ПОЛЯ И СУПЕРПОЛЯ

2.6.1. Л агранж иан и уравнения движения квантованного спинор
ного поля. В п. 1.5.5 мы видели, что уравнение Д и р ака  (при отсутствии 
внешних полей) допускает реш ение, для которого ф (х) =  фс (х) (ф® — 
зарядово-сопряж енны й биспинор), т. е.

ф (х ) =  С ф (х). (2.6.1)

В вейлевском представлении, в котором

матрица зарядового соп ряж ен ия С  имеет вид



Поэтому согласно уравнению  (2.6.1) майорановский биспинор имеет 
структуру

причем согласно уравнению  Д и р ака  спинор 
нию

(2 .6 .3 )

Ф  удовлетворяет уравне-

— т о 2 ф+ == 0 (2.6.4)
(см. такж е п. 1.6.3). Будем считать поле ф (л;) квантованным и пока
жем, что уравнение (2.6.4) можно получить из квантового лагран 
ж иана

#  =  \  ([ф+, а ^ ф ]  +  [ф, а^ддф-Ь]) — \ г п  (ф+а2ф+ — фа2ф). (2.6.5)

Этот лагран ж и ан  релятивистски инвариантен, так  к а к  поле ф (х) пре
образуется как релятивистский контр вариантный спинор, а поле 
ф+ — как  контр вариантный пунктирный спинор (см. п. 1.6.3). Л аг
ранж иан  (2.6.5) (с точностью до несущ ественного множителя V2) 
совпадает с лагранж ианом  дираковского поля (2.5.1), если вместо ф  
и матриц использовать эти величины, заданные формулами (2.6.3),
(1.5.6).

Чтобы получить уравнения движ ения, нуж но найти вариацию  
на классе элементарных вариаций, т. е. вариаций бф (л;), бф+ (л;), 
которые анти коммутируют с полями ф, ф+. Л егко  видеть, что

Ы£ =  6ф (ю*1д1лф+ +  i n w \ )  +

+  6ф+ ( /а ^ д ф  — into2 ф+) +  (цр+а^бф -J- ара^бф-Ь).

Отсюда следуют уравнения движ ения

кт^ддф — im o 2 ф+ =  0, цт^ддф-Ь +  tm o 2q> =  0 (2 .6 .6)

(второе уравнение является эрмитово сопряж енны м по отношению 
к первому).*

Д ля получения перестановочных соотношений для операторов ф, 
Ф+ необходимо согласно общей теории построить генератор G элемен
тарны х вариаций. П оступая так  же, как  в случае дираковского поля, 
находим

G =  сРх (ф+бф фбф+ ), 

откуда согласно (2Л.69)

{<Ра(*), Ф0 {x ')}t=r  =  0, (ф ,(* ) . Ф^ =  ба рб (х —  х '). (2 .6 .7)

2.6.2. Разложение на плоские волны и разновременные переста
новочные соотношения. У равнение М айорана (2.6.4) не имеет, очевид
но, решений вида е'рх9 так  как в это уравнение кроме ф входит ф+ . 
О днако оно имеет реш ения, представляю щ ие собой суперпозицию



волн etpx и e~ ipx. Л егко  видеть, что комбинация 
■ A 3S и (р) e ~ lpxa  +  V (р) eipxa+  

удовлетворяет уравнению  (2.6.4), если

(2.6.8)

ou- im o 2v* =  О, • o v  —  im o 2u* =  О,
где о  =  о ррц. Из первого уравнения следует, что

о =  —  ы’асг т (2.6.8' )

П одставляя это выраж ение во второе уравнение, получаем

{— о 2о о 2о  +  т 2} и* — 0.

Л егко видеть, что о 2о о 2о  =  р 2 (мы учли, что о 2о ко 2 =  — о к, о 2о°а2 =
=  а 0). Поэтому это уравнение имеет нетривиальное решение, если 
р 2 — т 2 =  0. Чтобы фиксировать спинор и, потребуем выполнения 
условия

ош \ (р) =  Яыл (р), п =  р/| р|. (2.6.9)
Т ак как (on)2 =  1, то X =  ± 1 .  Спинор и =  их (р) будем нормировать 
согласно условию

« К рК ( р) =
Очевидно, спиноры и% (р) удовлетворяю т следующим условиям орто- 
нормированности и полноты:

« £ (p )“ v (p) =

Х К ( Р ) Ы М р))р =  6аЭ.
(2.6. 10)

П роизвольное решение уравнения М айорана согласно (2.6.8) 
можно представить в виде

{их (р) e - tpxapx +  Vx (р) е1рха£х}, (2 .6 .11)Ф (х) = *_ V , т .—
V v $ V ï р«(р. - м

где аРх и atx  — некоторые операторы , зависящ ие от X и р, и р0 >  
>  0. М ножитель ml Ÿ 2р 0 (р0 — ^Р) выбран таким  образом, чтобы 
операторы а +  и а  были операторами рож дения и уничтожения частиц 
(см. далее). Согласно (2.6.8), (2.6.9) спинор щ  (р) можно представить 
в виде

М Р )  =  — — V ) ° 4 ( P ) >  P =  I P I- (2.6.12)
Поэтому, учитывая, что т / ( р 0 — Хр) — (р0 +  Хр)/т, разлож ение
(2.6.11) можно записать в виде

V V a V 2Ро (а I — Хр)
[их (р) e ~ ipxa px —  io 2u _ % (р) e ipxa+_K),

(2 .6 .13)

Ç+W "  T V  ?  Ï & W - Ü



П ерестановочные соотношения для операторов а,  а+  мож но найти, 
•используя перестановочные соотнош ения (2.6.7) для ф (х) и ф+ (х ) .  
Они имеют следующий видз

арх.') =  "  р̂р'̂ хял (2.6.14)
О ператоры  ар%, представляю т собой операторы уничтож ения и 
рождения частицы с импульсом р и спиральностью  %. П окаж ем , что 
из этих соотношений вытекают соотношения (2.6.7). С этой целью най
дем разновременные антикоммутаторы {фа (х), фр (х')}, {фа (х), фр" (х ' ) }. 

И спользуя (2.6.13), (2.6.14) и условие полноты (2.6.10), находим

{ф аМ , фр(*')} =  т ( а 2)а р Д (х  —  х'), (2 .6 .15)
где

{см. п. 2.3 .1). Н айдем далее {фа (х), фр" (х')}. Отметим, что из (2.6.9) 
и условия полноты (2.6.10) вытекает соотношение

(ИХ (р)*)р (Их (р))а =  (Л )а р , ^Х =  ^  ~ , (2.6.16)

из которого следует

2  ^  (р))« <«* (р))р =  б«э =f S r {ап)а&-

И спользуя это соотношение и формулы (2.6.13), (2.6.14), получаем 
окончательно

{фа (х), фр" (х')} =  р а д *  А (х —  х '). (2.6.17)

Ф ормулы (2.6.15), (2.6.17) представляю т собой разновременные реля- 
тивистски-инвариантны е перестановочные соотношения для полей <р, 
<р+ . Зам ечая, что Д (л:) |*«о =  0 и д0Д (лг) |^=о =  Ô (х), из формул
(2.6.15), (2.6.17) получим одновременные перестановочные соотнош е
ния (2.6.7).

2.6.3. Упорядоченные произведения операторов двухкомпонентно
го ферми-поля и связи. Х ронологическое и нормальное произведения 
операторов спинорного поля определяю тся так  ж е, как  в случае дира- 
ковского поля.

Определим далее связи  между операторами <р и ф+. И спользуя оп
ределение вакуум а

<р<+> (*) Ф0 == ф+<+> (х) Ф0 =  0, (2.6.18)

можно так  же, как  в случае дираковского поля, представить связи 

фа (*) фр (Х') =  (Ф 0, Т  (фа (X) фр (Х')) Ф 0),
1 J

Фа (*) Фр (* ') =  (Ф 0> Т  (Фа (*) Ф |  (* ')) Фо)
I---------1



, _  ((Ф«. {ф^ Ч * ) ,  * > * ' .
фсс д ф р ^ ' ) -  | _ (ф 0) {фГ, (х)> ф Ж (х ')} Ф 0, t < r ,

, _  Г(Фо- {ф<+>(*), ф | (- ) (^ )} Ф о ), t > t \

Фа(Х)ф^  (Х'] ~  [  -  (Фо, {ф<Г’ (*)» 4>j(+) (*')} Фо). t  <  t'.

И спользуя найденные разновременные перестановочные соотнош ения, 
отсюда получаем

Фа (х) фр (Х') =  т  (ст2)ар дС (х —  X'),
1---------1 _  (2 .6 .19)

Фа (*)Ф^ (* ') =  К ^ ц к р  Ас (х  —  х'),
I______I

(определение контура интегрирования см. в п. 2.3.3). 
О пределяя фурье-компоненты связей формулами

Фа (X) фр (х') =  - щ г  J  (Рре- 1?*фдфр (р),

фа (х) фр̂ (х') = J #ре~<Р*фаф+ (р),
получаем

фафр (Р) =I____I
от(°2)ар

т2 — р2 — Ю ’

Ф«Ч#(Р) =  —  *
(°% >аЗ

7Î2 — р2 — ДО

(2.6.20)

(2.6.21)

Д о сих пор мы считали, что масса частиц, связанны х с полем ф ( х ) ,  
отлична от н уля. В этом случае лагран ж и ан  не инвариантен относи
тельно фазового преобразования

Ф (х) ->- ф ' (х) =  e ~ ia(p (х).

В случае т  =  0 лагран ж и ан  (2.6.5) инвариантен относительно фа
зовых преобразований, вследствие чего для поля ф (х) будут справедли
выми закон сохранения «заряда» Q =  J d 3xS^° (х) и соответствующий 
ему дифференциальный закон  сохранения (х) =  0, где

Т  (х) =  ф+  (х) а дФ (JC). (2.6.22)
Безмассовое поле ф (х) удовлетворяет уравнению  В ейля

а^ддф (*) =  0
и перестановочным соотношениям

{ ф а М ,  Щ(Х')) =  0 , {ф «  (X), фр“ ( * ') }  =  ( 0 % ) ^  $  (Х— х'). (2.6.23)



Фа (*) ФЭ (X') =  О,
I---------1

фа (X) (х ') =  (^ Ч )а Э  &  (* -  X') (2.6.24)
I---------1

<здесь 0  (х) =  Д (х) |т=0, 0 °  (х) =  Ас (х) |т=0).
Приведем, наконец, разлож ение безмассового поля ф (х) на плос

ки е волны. И з (2.6.11) следует, что при т -> -  0 в этом разлож ении долж 
н о  отсутствовать слагаемое, соответствующее X =  — 1. Т ак  как

> 1 ,
■ V 2р«(р0 — Р) т-*°

т о  разлож ение (2.6.13) принимает вид

Ф (*) =  у ~  S  {«1 (Р) е - ‘”хар —  (р) е‘е*Ь+ ) , (2.6.25)

где оператор а р =  a Pt можно интерпретировать как  оператор уничто
ж ения частицы с импульсом р и спиральностью  X =  1, а оператор 

=  a^L\ как  оператор рождения античастицы с импульсом р и спи
ральностью  X =  — 1. Таким  образом, в двухкомпонентной безмассовой 
теории частицы отличаются от античастиц знаком спиральности. От
метим, что у поля ф (х) при т  Ф  0 нет закона сохранения заряда Q. 
Поэтому в этом случае нельзя отличить частицы от античастиц.

В заклю чение отметим, что формулы (2.6.21) эквивалентны  форму
л ам  (2.5.37), (2.5.38), в которых под ф (х) следует понимать майоранов- 
ский  биспинор (2.6.3).

2.6.4. Квантование свободного суперполя. К ак мы видели в §  1.7, 
киральное скалярное суперполе

X (х, 0) =  А  (х) +  0аФа (х) +  e V  (х)

объединяет два скалярн ы х поля А  (х), F (х) и двухкомпонентное спи
норное поле фа (х). Л агран ж и ан  этого суперполя определяется фор
мулой (1.7.48)

££ =  ££0 — U,

<£0 =  2 А»д»А+  +  2 A ll+d llA —  - L  дйф+сИ*ф +  i -  ф + о ^ ф ,  (2.6.26)

U  =  2 А ^ А ?  —  2 FF+  — ^2mAF  +  4 g  A 2 F — ф“фа — 2 g A y a<pa +  э. c .j _

П ри этом в соответствии с п. 2 .1 .2  мы записали часть лагран ж и ан а, 
связан ную  со скалярны м  полем А (х)  таким  образом, чтобы лагран ж и ан  
приводил к уравнениям  поля первого порядка для величин А  (х) 
и Ац  (х) и полож или =  фа (см. § 1.7). Л агран ж и ан  свободного су
перполя (g  =  0) поэтому имеет вид

— а^дра +  - f  а^+д^а  — а р а ,х +  2FF+  +  | / 2 m  (aF  +  a+ F + ) —

± т ф + Ф « + ,  (2.6.27)■ (Зцф+ст^ф ■ 4- ф+а^цф-----тф«фа •



где а  =  Vr 2 A % аР =  V 2 A ^ .  Этот лагран ж и ан  приводит к уравнению  
связи

F  = ----- т а +  (2.6.28)

и к уравнениям

(дддд +  т 2) а  =  0, £а^э0цфр +  тесффР =  0 (2.6.29)

для скалярн ого  и спинорного полей с совпадающими массами.
С учетом уравнения связи F  = ----- ^ - m a +  лагран ж и ан  (2.6.27)

можно представить в виде

Ç£f =  a*Aô(Xa+  +  а^+д^а — а+а)1 —  m 2a+ a  — ддф+арф +

+  у  ф +а^амф -----у  (фафа +  фафа). (2.6.30)

Этот лагран ж и ан  совпадает с суммой свободных лагранж ианов ск ал яр 
ного поля (см. п. 2.3.1) и двухкомпонентного спинорного поля ф. 
При этом мы пользуемся не матричной формой записи (как выше), а 
спинорной. Именно подф^ в ф ормулах п. 2 .6 .3  мы понимаем контрвари
антный спинор фр, под фр — фр+(фр == фр+), под матричными эле
ментами (оц)ар — ковариантный спинор второго ранга (Од)^, причем 
индексы опускаю тся с помощью универсального спинора второго ран
га eafl (см. п. 1.6.3), фа =  еаРфР (еар =  — I (а2)ар). Поэтому перестано
вочные соотношения для полей а (х) и фр (л:) определяю тся, очевидно, 
формулами (2.6.15), (2.6.17), (2.3.9):

1 а ( х ) 9 (х ') | =  — iД (х  — * ') , [a (* ), a (* ') ]  =  0, (2.6.31)

{фа И .  фр (*')} =  «ГОварД (* — * '),

{фа (*)> ф £(* ')}  =  ( < У ^ д 11А ( х  —  х').

Так как F = т ,
ÿ T a + ' т

IF (х), F+  (лг')1 =  4  т2 Д  (* —  х ')• (2 .6 .3Г )

И спользуя эти формулы, легко  найти перестановочные соотношения 
для кирального суперполя

X (х, 0) =  +  0“фа (х) +  0 \ F  (х) (2.6.32)

и сопряж енного ему поля %+ (х, 6). И спользуя (2.6.32), находим

1% (Х , 0), Х (х \ 0')] =  --!-(00)[û+(x), a (* ') ] -

- 4 ( e 'e ' ) [ a ( x ) ,  a + (/)] +  [0V W ,  e 'V M ] .



У читывая далее, что 0 ' антикомм утирует с 0 и <р, получаем 

[%(х, 0), Х (х ', 0 ')] =  - - | - ( ( 0 0 ) [ û+ ( x), п (х ')] +

+  (0 '0 ') [а (х), а +  (х ')]) +  0 'р0“ {ф« (х), фр (х')}, 
откуда согласно (2.6.31)

[Х(х, 0), Х (х ', 0')] =  tm (e«p0 'p0a +  4 ( 0 '0 ') +  4  (00)) А (* ~ *')• 

Л егко  видеть, что

£аЭ0'Р0“ +  4  (е'е') +  ~Т  =  (02 -  02) (01 -  0Î) -  6 (0 -  е') (2-6-33)
(мы учли, что 01 =  02, 02 =  —  0j, е12 =  — 1, е21 =  1). Поэтому

[X (х, 0), X (х ', 0 ')] =  im b  (0 —  0')Д  (х —  х ') . (2.6.34)
Введенная здесь ф ункция Ô (0 —  0 ') обладает всеми свойствами 

грассмановой ô-функции, т. е.

f  (0) Ô (0 —  0') =  f  (0 ') ô (0 — 0 '), J  d0xd02Ô (0) =  1. (2.6.35)

Эти формулы непосредственно следуют из определения грассманова 
интегрирования (см. п. 1.7.4) и того, что произвольную  функцию 
f  (0) можно представить в виде

f  (0) =  /1  +  f fô a  +

Найдем разновременной коммутатор [X, Х+].
Учитывая грассманов характер величин 0а , a такж е перестановоч

ные соотношения (2.6.31), находим

[X (х, 0), Х+ (х ', 0')] =  -  - f  {1 -  т 2 (00) (0 "0) -  2i0 p0“ К )« р  дд} X

X Д (х —  х').

Так как  функция Д (л;) удовлетворяет волновому уравнению  (д^д*1 +  
+  т 2)Д (х) =  0, то последнюю формулу можно цереписать в виде

[X (х, 0), Х+ (х ', 0')] =  —  -Î- {1 +  (00) ( M W 1-  2(0 'ом0дд} Д (х -  х ').

Учитывая далее, что в силу грассманова характера величин 0а

1 +  (00) (0 '0 ') <9Д<9" — 2гё 'ац00д =  e~ 2№'°Me(V (2.6.36)

получаем окончательно

[X (х, 0), Х+ (х ', 0')] = -----L  Д (х — х '). (2.6.37)

П окаж ем , что полученные нами перестановочные соотнош ения 
являю тся суперинвариантны ми. Д ля  этого напомним, что поле X (л;, 
0) является суперскаляром . Это значит, что преобразованное поле



X' (x, 0) связан о  с исходным полем X (х, 0) формулой
Т ( х ' ,  0 ') =  X (х, в), 

где

хч — х ц а ц "г 2i£aM0  +  0 ; — 6 +  £> — 6 +  Ç (2.6.38)
(см. формулы (1.7.33), (1.7.36)). П оле Х+ (х, 0) не является суперска
ляром , однако поле

Х(х, 0, 0) =  е_2£е°Де0цХ+(л:, 0)
представляет собой суп ерскаляр  (см. п. 1.7.3)

X' (х', в ' ,  0 ') =  X (х, 0, 0).

Перепишем перестановочные соотношения в виде

[X (хх, 0j), X (х2, 02)] =  imb  (0! —  0 2) Д t e  —  *2). (2.6.39)

[X t e ,  0Х), X t e ,  0 „  02)] =  -  4  е~ Щ* т ^ ' )д» А ( х -  х').

Тогда суперинвариантность перестановочных соотношений означает, 
что

[X' (х'и Si), X' (Х2, 02)] =  imb  (0i — 0'2) А (х{ —  х 2), (2.6.40)

IX 't e ,  0'о, X' t e ,  02, 02)] =  -  4 -  e“ 2£es0ll<ei-es1^  Д (xi -  x 2).

Т ак  как  X (x, 0), X (x, 0, 0) представляю т собой суперскаляры , то 
правые части (2.6.39), (2.6.40) долж ны совпадать:

6 (0Х — 02) Д t e  —  х 2) =  Ô (01 —  02) Д t e  — х2),
д _  ^ д  ^  ^

(2.6.41)

Вследствие (2.6.38) первое из этих соотношений очевидно. Чтобы убе
диться в справедливости второго, отметим, что согласно (2.6.38)

-2
А (х\ —  х 2) =

—гге'оН'Свг-е^д 
е д t e  — *2 +  2l'£o (0! — 02)).

Замечая далее, что

А / . о /Л пи 21^(6,— ба)̂А (хг — х 2 +  2 i t p  (0j — 02)) =  е Ь ( х г —  х 2),

согласно (2.6.38) приходим ко второму из соотношений (2.6.41).
2.6.5. Упорядоченные произведения операторов суперполя и свя

зи. Т ак как  а (+) (л:), ф(+> (л;) являю тся операторами уничтож ения,
а (х), ф(—> (х) операторами рож дения, то положительно-частотные 
(по времени) части Х(+> (*, 0), X+W (л:, 0) операторов X (л;, 6), 
Х+ (л:, 0) такж е будут операторами уничтож ения, а отрицательно- 
частотные части Х(~~> (л;, 0), Х+(~> (л;, 0) этих операторов будут опера
торами рож дения. Таким образом, вектор состояния вакуум а супер-



Х«+' (*, 0)ФО =  0, (х, 6) Ф 0 -  0. (2.6.42)
Н ормальное произведение операторов Х(±' (х9 0) определяется

формулой

'Л'+Ңхг, 0!) . . .  W - ' ( x n9 Bn) : = W ~ ' ( x n, Qn) . . .  Х<+Ңх19 0 Д  (2.6.43)
где в правой части равенства стоят те же операторы, что и в левой, 
но расположенные так , что операторы рож дения расположены слева 
от операторов уничтож ения (так как  операторы рож дения (уничтоже
ния) коммутируют друг с другом, то их можно расставлять в любом 
порядке). Если под знаком нормального произведения стоят опера
торы X (х , 0), то нормальное произведение определяется формулой

: . . .  Х(х, 0) Х<+>(*, 0) . . .  : +
+  : . . .  Х<->(*, 0) (2 .6 .43 ')

П одчеркнем, что хотя суперполе X (л;, 0) содерж ит фермиевские опе
раторы, в определении нормального произведения не входят знаковы е 
факторы. Это связан о с тем, что в супер поле X (х9 0) фермиевские поля 
Ф (х) входят вместе с грассмановой переменной 0 (под знак нормаль
ного произведения могут входить как операторы X (л;, 0), так и опе
раторы Х+ (х , 0)).

Хронологическое произведение операторов суперполя определяется 
согласно формуле

T { X ( x v  0,) . . .  Х(*п> 0 * )} = X (x ,lf 0 0  . . .  X (x in9 0 ,л), (2 .6 .44)

Ux>  • ••  > и п

(в этом определении такж е не содерж ится знаковых факторов; под 
знак Г-произведения могут входить как операторы X (л;, 0), так и 
операторы Х+ (л;, 0)).

С вязь между операторами суперполя определяется формулами 

Х(л:, 0 )Х (* \  0 ') =  T  {X (л:, 0 )X (* ', 0')} — : X (л:, 0)Х(л;', 0 ') : ,
I I

Х (х,  0)Х+(лг', 0 ') =  Т  {Х(л;, 0) Х+ (х', 0')} — : X (л:. 0 )Х + (х ', 0 ' ) : .
t I

Поступая так же, как  при вычислении разновременных коммутаторов, 
получаем

Х(х, 0) X (лс', 0 ') =  —  4 - ( 0 'e ' ) a W a + ( ^ )  —
1_______ i 1 1------- 1

— (00) а+  (х) а  (х') +  0ф0“фа (х) Фз (лг')
I--------- ) I--------- )

(мы учли, что связи между операторами а (х) и а  (я ') равны  нулю , 
т. е. аа  =  0, см. п. 2 .3.3). И спользуя формулы (2.6.19), (2.3.31), оп
ределяющ ие связи фф, а а г , и учитывая формулу (2.6.33), получаем

Х (х, в ) Х ( х ' ,  0 ') =  ш 6 ( 0  —  0 ') А с(л: —  х'). (2 .6 .45)
I



Ясно, что правая часть этого равенства представляет собой суперска- 
л яр .

Аналогично находим

%(х, GJX+Ot', 0 ') =  а  (х) а + ( х ' ) —
L- I 1  I__________ I

— (00) (0 '0 ') а +  (*) a (х ’) +  0 в0афа (л:) ср£ (*')•

П одставляя сюда выражения (2.6.19), (2.3.31) для связей, получаем 

X (х, 0 )Х+ (х', 0 ') =  — 4 - (  1 — т 2 (00)(0 '0 ') —  2/0 р0“ Й  ô„)aP) х
I_______ I £

X Дс (лг — л:').

Т ак  как  функция Ас (л;) удовлетворяет уравнению

(5цдй +  т 2) Ас (х) =  Ô (лг), 
то

X (х, 0) Х+ (х ’, 0 ') -------- L  (1 +  (00) (0 '0 ') Р д *  —  2 /0 'а м00ц) Дс (х -  х ’) +
<_______ I 1

+  4 -  (00) (0 'ë ')ô  ( * - * ' ) .

Учитывая далее формулу (2.6.36), окончательно находим

Х (х ,  0) Х+ (х’, 0') =  X (л:, 0) Х+ (х', 0 ' ) +  -4- (00) (0 '0 ') ô (л:— л:'), (2.6.46)
I_______ I I________I Z

super

где

X (х, 0) Х+ (л;', 0 ') =  — 4 -  e~ 2i  ̂oll6du Ас (х  — х ’). (2.6.47)
I_______ I 1

super

Ясно, что величина
— 2iQ'cUQ'd 

е цХ(лг, 0)Х+ (л:', 6')
I______

super

представляет собой суп ерскаляр , что находится в соответствии с фор
мулой

дс _  ^
Дс (х\ — х2)

(доказательство этого соотношения совпадает с доказательством вто
рой из формул (2.6.41)). Второе слагаемое в (2.6.46) наруш ает супер
скалярны й характер величины X (х, .0) X (х', 0 ', 0 '). Роль неинва-

I________I
риантного второго слагаемого в формуле (2.6.46) будет выяснена при 
построении матрицы рассеяния для суперполя (см. п. 3 .9 .1).



§ 2.7. КВАНТОВАНИЕ КВАРКОВОГО ПОЛЯ

2.7 .1 . Л агранж иан и квантовые числа кварков. Мы уже рассмат
ривали  классическое кварковое поле q A (х ) , описываемое обобщенным 
дираковским  лагранж ианом  (1.8.3) (индекс А  — (a , t), где индекс 
i =  1, 2, 3 служ ит для обозначения цвета кварка, а индекс а  =  1, 
2, 3, 4 —  для обозначения сорта (или аромата) кварка).

Перейдем к квантованию  кваркового  п оля, которое представляет 
собой ферми-поле. Будем  при этом исходить из лагран ж и ан а

^  =  4 -  £  [ЯА , (»У*дц — m A) q A ] +  4 -  S  \Qa, («У*дд +  t n A) q A], (2.7.1)

аналогичного лагран ж и ан у  (2.5.1) (суммирование по спиновым индексам 
мы, как и ранее, не выписываем; величина q A определяется формулой 
q A =  q ' ty 0)- М асса кварка ша =  т а не зависит от цвета кварка, но 
в принципе может зависеть от его сорта (в простейшей схеме предпо
лагается , что масса кварков и , d, s (а  =  1, 2, 3) не зависит и от их сорта, 
масса же кварка с (а  =  4), a такж е кварков  b, t  (а  =  5, 6) значитель
но больше массы и , d, s кварков [20]).

И з лагр ан ж и ан а  (2.7.1) вытекают следующие одновременные пере
становочные соотношения для полей qA\

{qA (Jf), qA- (*')}<=/' =  [qA (x), qA' {x ')}t=r  =  0, (2.7.2)

[qA (x), q A  (x’))t==r  =  бл y°6 (x — x'),
аналогичны е соотнош ениям (2.5.4). О ператоры q A, q A можно разло
ж ить на плоские волны

Я л (*) =  Y W  2  У Щ  (Р) а ™Ав СРХ +  uil <Р)С ьтАе1рх) , (2.7.3)

где а Рдл, bрд — операторы уничтож ения кварка и ан ти кварка 
с квантовыми числами р (спиральность), р (импульс), А =  (a, i) 
(сорт и цвет). О ператоры рож дения кварка и антикварка будем обозна
чать а ^ А и брдл, а$иА =  (аРдл)+, б» lA =  (&рд)+. Эти операторы удов
летворяю т перестановочным соотношениям

'рр', (2.7.4)! ардЛ> Щуц' } — (Ьр'и'Л > р̂м} — б л бдц-6|

аналогичным перестановочным соотнош ениям (2.5.26) (антикоммутато
ры для остальных пар операторов а, а+ , Ь, Ь+  равны  нулю).

Мы использовали здесь обозначения а, Ь, а+ ,  Ь+  для операторов 
уничтож ения и рождения кварков  для того, чтобы подчеркнуть ана
логию  между кварковы м и электронно-позитронны м полями. Но для 
разны х сортов кварков  использую тся обычно иные обозначения!

o p l i l  =  ЫРД> й рд2 =  ^Р«> ^ 2 у  g j
ОрдЗ =  5рд» ^рд4 S  Срд



(операторы уничтож ения в J ) ^ ,  (А  =  1, 4) антикварков обознача
ются соответственно ^ер ез и , d, s, с).

Л агран ж и ан  (2.7.1) инвариантен, очевидно, относительно беско
нечно малых фазовых преобразований

ôq =  — ia q , ôç =  ia q 9 a  =  a*. (2.7.6)

С  этой инвариантностью  связан  закон  сохранения барионного заряда. 
Чтобы сформулировать этот закон, отметим, что согласно общей тео
рии (см. § 2.1) в случае, если вариации поля, связанны е с преобразова
ниями симметрии, таковы , что б^#=0, то G2 =  0 и генератор преобра
зований, связанны х с симметрией, имеет вид G =  G±i

G =  4 -  S d *x (t \ я \  УйШ  +  i  Ы  y ° b q \  (2.7.7)

П одставляя сюда вариации (2.7.6), получаем
G =  3 а В ,

где

В  =  j  d 3XtJ° (х), V*  =  -g- [qA, y AqA]. (2.7.8)

С охраняю щ аяся величина З*1 назы вается барионным током кварков, 
а  величина В  —  барионным зарядом  кваркового поля. Т ак как  
(см. § 2.1)

i  IG (t), qA (*)] =  bqA (x), i [G (t ), q A (*)] =  b~qA (x), 

то справедливы  перестановочные соотношения

IB, qA] =  — ^ q A, IB, qA] =  - f  (2.7.9)

И з этих формул и (2.7.3) следует, что

[В, а + А] =  +  - ^ - а + л , [В, Ь + А] = ----- ^ - Ь + А. (2.7.10)

Считая, что барионный зар я д  вакуум а равен  нулю, получаем

В а Р1 Ф 3 =  ^ Орд Ф 0, Bb^iAФ в =  "

Отсюда следует, что барионный зар яд  кварка равен V3, а антиквар
ка — V3. Здесь нуж но сделать следующее замечание. М ножитель 
1/ 3 в формуле (2.7.9) связан  с основной идеей кварковой гипотезы, со
гласно которой все барионы и барионные резонансы состоят из трех 
кварков, а все мезоны из квар к а  и антикварка. Т ак как  барионное 
число барионов равно единице, то квар ку  нуж но приписать барионное 
число, равное V3.

Л агран ж и ан  (2.7.1) инвариантен, очевидно, по отношению к пре
образованиям



оставляющ им инвариантной квадратичную  форму q ^ fqa l. Эти пре-
» i

образования образую т группу S U  (3; С) (индекс С служ ит для обозна
чения цвета), которая назы вается группой цветовой симметрии.

Если предполагать, что массы всех кварков  одинаковы, то лагран 
ж иан (2.7.1) будет инвариантен такж е по отношению к преобразова
ниям

Яа ~*~Яа ^ — а » (2.7.12)
а'

оставляющим инвариантной квадратичную  форму qaiqai • Эти пре
сс

образования образую т группу S U  (n; F) (индекс F  служ ит для обозна
чения сорта, а п  —  чисЛа сортов кварков). Отметим, однако, что в то 
время как  S U  (3; С) является  точной группой симметрии кваркового 
поля, S U  (n; F) является его приближ енной группой. При этом лаг
ранж иан будет инвариантен по отношению к группе S U  (3; С) X 
X S U  (n; F), представляю щ ей собой прямое произведение S U  (3; 
С)- и S U  (n ; F )-rp y n n .

t С этими группами симметрии кваркового поля связаны  определен
ные законы  сохранения. Д л я  установления этих законов построим 
генераторы G бесконечно малых преобразований группы S U  (3; С)г

= -----гг Е°КЯ, =  j -  ъаяК> (2.7.13)

где матрицы Ха (а =  1, . . . ,  8) определяю тся формулами (1.8.16). 
Согласно (2.7.7) генератор этих преобразований

G =  - J -  6°j  сРх îqA, у"КЯАЬ

или
G =  eû j  d ÿx 3 f \ x ) ,  (2.7.14)

где 3 a )il — сохраняю щ иеся обобщенные токи группы  S U  (3; С),

Э Т  (х) =  - 1  \qA (х), у»КЯА (*)]. (2.7.15)

Соответствующие им обобщенные заряды  группы  S U  (3; С) определя
ются формулами

Q ?  =  \ d bx 3 f \ x ) .  (2.7.16)

Т ак как  оператор s aQa) =  G является генератором преобразований
(2.7.13), то

lQ a \ q} = -------  КЯ, \Qa \  Я \ = - т  ~ЯК- (2-7.17)

И спользуя эти соотношения и формулы (2.7.15), (2.7.16), нетрудно 
показать, что заряды  Qa* удовлетворяю т перестановочным соотноше
ниям (см. такж е п. 2.2.3)

U2?\ <ЭГ] =  ifabdQ f ,



где fab — структурны е постоянные группы S U  (3; С). А налогичное 
рассмотрение справедливо и для группы  S U  (п ; F). В частности, если 
п  =  4, то число матриц %а, действующ их на индекс сорта, будет рав
но не восьми, а пятнадцати (л2 —  1 =  15 при п — 4). В качестве 
таких бесшпуровых матриц обычно выбираются следующие матри
цы (нумерация строк и столбцов матриц соответствует нумерации 
кварков: с, и, d , s) :

K k  = k =  1, 2, 8, Я<8 —

А<1Л —

"О 1 о 0>
1 0  0 0 
0 0 0 0 
0̂ 0 О Оу

/ 0  0 1 0>
0 0 0 0 
1 0  0 0 

\ 0  0 0 0 ;

'0  0 0 1'

0 0 0 0 
0 0 0 0 

,1 0 0 Оу
- 3  О О 0^

S 1 ÎS|. (2-7-18>
0 0 0 1,

где ЯЛ— трехрядны е матрицы Гелл-М анна (1.8.16). Соответствующие 
этим матрицам структурны е постоянные Д* определяю тся из формул

[Яа, =  ifab К  £ =  1 > • • • »

Явных значений структурны х постоянных мы не будем здесь приво
дить. П ятнадцать зарядов, соответствующ их этой группе, определя
ются формулой, аналогичной (2.7.16):

Q P  =  j  cPx3{f )0 (х), & Р »  =  4 -  [qA, а  =  1, . . .  , 15. (2 .7 .19)

Эти заряды  удовлетворяю т соотношениям коммутации

I Q P ,  Q P  1 =  ifabdQ(P .  (2 .7 .20)

Если a, b, с =  1, 2, 3, то fab =  eûte (см. (2.7.18), а так 
же явный вид матриц (1.8.16)) и операторы Q(P  =  / 1( Q P  =  / 2,. 
Q P  =  / 3 удовлетворяю т перестановочным соотношениям группы  
S U  (2), которую естественно назвать группой изотопического спина,. 
Она является, очевидно, подгруппой группы S U  (4; F ). З ар яд  / а 
можно назвать оператором третьей проекции изотопического спина.



И з перестановочных соотношений (2.7.17) операторов Q P  и явно
г о  вида матриц %а следует

[ /„  4 Л  =  17з- 6р м 1 =  -  (2.7-21)

{А,® —  собственные значения матрицы Я3, =  О, Я" =  — =
=  D-

Будем предполагать, что все заряды  Q{P  (а =  1, 15) для ва
куум а кваркового поля равны нулю. Тогда из формул (2.7.21) легко 
видеть, что однокварковые состояния

Фи =  ^ рмФ о» ^  ^ рмФ о» =  5рмФ о> Ф с =  (2*7.21 )
являю тся собственными состояниями оператора / 3, принадлежащими 
соответственно собственным значениям ----- 0, 0 (векторы

Ф - =  ИрЦФ0, ... описывают состояния u-, d-,  s-, с-антикварков).
■Согласно (2.7.18), (1.8.16) с зарядами Q P ,  O p ,  Q P ,  связанными 
с  изотопическим спином, коммутирую т два заряда Q P ,  С /р .  Поэтому 
состояния Ф 5, Ф„, Фа, Фс являю тся такж е собственными состояниями
зарядов  Q P ,  Q 15. Введем вместо оператора Q s 1 оператор гипер-( F )

зар я д а

к =  т г ®
(/)

а  вместо оператора Q p  оператор очарования

C  =  - L \ d * x [ q , C q ] ,

(2.7.22)

(2.7.23)

С =  - 1 ( 1 - К б Ь 15) =

И з формул (2.7.18), (2 .7 .2 Г ) следует, что

УФ, =  — х ф » К Ф „=-±-Ф . у ф „ =  4 - ф*  у ф , =  о • ф г

СФ5 =  О • Ф „  СФ„ =  0 . Ф ц, СФЙ =  О • Ф„, СФ с =  Ф с,

г .  е. гиперзаряды  s-, u-, d-, с-кварков равны соответствен но-----

0 (гиперзаряды  s-, и-, d-,  с-антикварков равны  соответственно 
2 1 1-g-, — g -,-----g-, 0). Н орм ировка в формуле (2.7.22) находится в соответ

ствии с тем, что ги перзаряд  связан  с барионным зарядом  соотношением

Y  =  S  +  B ----- i-C , (2.7.24)



где S —  странность, которая равна нулю  для u-, d-, s- кварков и рав
на — 1 для s-квар ка . Согласно определению (2.7.23) очарование и-, 
d-,  s-кварков  равно нулю, а для с-кварка оно равно 1.

Квантовые числа кварков  Y ,  / 3, С  сведены в весовую (простран
ственную) диаграмму, показанную  на рис. 2.

Если исклю чить из рассмотрения *>кварк, то весовая диаграмма 
(плоская) будет иметь вид, показанный на рис. 3. Эта диаграмма со
ответствует группе S U  (3; F).
Электрические заряды  кварков 
(в единицах е) вводятся согласно 
модифицированной формуле 
Гелл-М анна — Нишиджими

Q ---- г  +  'з +  4 С- (2 .7 .25)

Из этой формулы следует, что 
электрические заряды u-, d-, s-, 
с-кварков равны соответственно
_ 2 _ ____1 _ ____1_ _2_
з » з ’ з * з '

2 .7 .2 . Алгебра токов. Выше мы 
определили октет (а =  1, . . . ,  8) 
обобщенных векторных токов 
За'*  (х) =  §Е, которые строились 
с помощью кварковы х полей. Д л я  ряда задач сущ ественно знать ком
мутационные соотношения для этих токов. Здесь мы получим эти со
отношения 1Б.

Так как токи За  (х) при бесконечно малых преобразованиях груп
пы S U  (3) преобразую тся по формулам (1.8.13)1

® 3а ( х )  =  fabCe b3 ?  (х )

(эти формулы можно такж е непосредственно получить из (2.7.15),
(2.7.13) , используя коммутационные соотношения (1.8.10) для матриц 
i a), а оператор G представляет собой генератор преобразований
(2.7.13) , то

ôSE(x) =  t[G ,S E (* )L  G =  e aQa, Qa =  Q f .
Поэтому

[Qft, SE (x)] =  ifb a c SE (X) (2 .7 .26)

(fab —  структурны е постоянные группы  S U  (3)).
Перейдем к нахождению  структуры  одновременных коммутацион

ных соотношений [SE (х), 3 1  (x')]*=w для токов. Т ак  как токи представ
ляю т собой локальны е операторы, т. е. операторы, которые строятся 
из полевых операторов и их производных (конечного порядка), отно-

16 Алгебра токов впервые была введена Гелл-Манком [21] (см. также [22—24]).
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сящ и хся к одной и той же пространственно-временной точке, то вслед
стви е принципа причинности одновременные коммутаторы токов долж 
ны обращ аться в нуль при х ф х *  и, следовательно, они долж ны 
<5ыть линейной комбинацией fi-функции fi (х — х ') и ее пространствен
ных производных!

IЩ (х), т  ( / )| ы . =  (х)Ь (х -  х ') -  G ^V *ô (х -  х '), (2.7.27)

еде F и G — некоторые локальны е операторы; мы предполагаем здесь, 
ято  коммутаторы не содерж ат производных от fi-функций выше пер
вого порядка. П олагая в этой формуле v =  0 и интегрируя ее по х ', 
согласно (2.7.26) получаем

F fh(x) =  i U cm(x).

П оэтому при v =  0 соотношение (2.7.27) принимает вид

\9» {х), 9 l  (x ')] ,= r =  t fd f f l  (лг) Ô (х -  х ') -  R Ï Ï  (х) дкЬ (х -  х ') , (2.7.28)

где Rab (х) =  —  Gat.k (*). Мы видели, что заряды  Qa =  [ dax 9°0 (х) 
образую т алгебру Ли группы S U  (3). П редположим, что операторы 

(х ) образую т локальную  алгебру группы S U  (3), т. е.

\9°а {X), 9% (*')Ь=Г =  ifabc9c (х) 6 (х — х '). (2.7.29)

Иными словами, мы предполагаем, что Rai (х) s s  0. П олагая в форму- 
л е  (2.7.28) р =  /, получаем

19 ‘а (х), 91 {x')\t=4- =  ifabc9 lc (x) ô (х — х ') —  Rab (х) дк6 (х —  х '). (2 .7 .30)



Одновременной коммутатор пространственных компонент токов со
гласно (2.7.27) записываем в виде

\ 9 la (X), $ь  ( * ' ) ] « '  =  F% (x) б (X -  х ')  —  GlJb'sds8 (х -  х '). (2.7.31)

Имея явную  кварковую  структуру токов ^  (х) (2.7.15) и исполь
зу я  одновременные перестановочные соотношения для кваркового 
п оля , можно формально вычислить коммутаторы токов, В результате 
такого  формального вычисления получим

[ЭД (X), 9°ь {X')] t= r  =  i f a b W  (X) Ô (X -  Х'). (2.7.32)
Видно, что в правые части этих формул входит только пространст

венная ô-ф ункция, но не ее производные, следовательно,

R'ab (Je) =  0. (2.7.33)
О днако легко  убедиться, что не все эти результаты  являю тся правиль
ными. Д ействительно, рассмотрим одновременный коммутатор 13^ (х), 
З к (x ') \ t= r  и будем для простоты предполагать, что группа абе
л ева  (fabc =  0). Этот случай соответствует токам, связанным с инва
риантностью  лагран ж и ан а относительно фазовых преобразований (на
пример, электромагнитным токам):

=  -%-&(х), / < 7  ( * ) ] •

Тогда согласно (2.7.32)

& 0 (х ) ,  d k ( x ' ) ] t = t ' =  о.
Д ифф еренцируя это соотношение по х ку используя закон сохранения 
тока дух3 ^  =  0, получаем

=  0. (2.7.34)
Вычислим вакуумное среднее входящ его сюда коммутатора. Вводя 
полную систему векторов состояний | п) гамильтониана

Ж \ п )  = Е п \п )

(вектор I 0> обозначает вакуум ное состояние с энергией Е0) и учиты
вая , что

<01 д03 °  (х) I п)  =  -  I (Е п -  Е 0) <01 §№ (X) I п),

получаем

j  æ xcP x 'f  (х) f  (х ') ( 0 1 [Ж  (x), d'oïl0 (x')]t’=t 10) =

= 2i £ {En -  E о) К ffixf (x) (01 g(® (x) I n) Г
П 1

( / (x )  — произвольная вещ ественная функция x). Т ак  как Еп — Е0 >  
>  0 и матричные элементы (0 | 3го (х) | п) отличны от нуля, например, 
для состояний I п ) 9 в которых имеется одна частица и одна античасти
ца, то (О I [3° (х)у д $ °  (я ') ]г = Н 0 )  Ф  0» что находится в противоре
чии с формулой (2.7.34).



Таким образом, видим, что формальный вывод коммутационных 
соотношений для токов, основанный только на явном выражении для 
кварковы х токов, неверен. Это связан о  с тем, что произведение поле
вых операторов в одной и той ж е пространственно-временной точке, 
вообще говоря, не имеет смысла, что видно, например, из одновремен
ных перестановочных соотношений (2.7.2), так  как  ô-функция ô (х) 
не имеет смысла при х  =  0. В связи со сказанны м , чтобы придать смысл 
произведениям операторов поля в совпадающих точках , следует про
странственные аргументы операторов несколько «раздвинуть». Именно 
если заданы два полевых оператора а  (x), b (х) (а, 6 =  g, g), то под 
произведением а (x) b (х) будем понимать

а ( х ) Ь ( х ) - + а ( х  +  - Y ] b ( x ----- j - j  ,

где е — бесконечно малый пространственный вектор. При таком опре
делении электромагнитный ток (х) можно представить в виде

Т  «  =  - L q ( x  +  -5 -j y»q  ( x ----- г )  “  ~ Г Я  (*  +  " г )  ^  (*  ~  " г )  •

(2 .7 .35)
При таком  определении тока, вычисляя с помощью одновременных 
перестановочных соотношений (2.7.2) коммутатор токов, получаем

4 [с1* (х), fJ° (x')]t=r  = (— 9 [х ’ +  - j - )  УРЯ -- Ç j  +
+  я (x  — y ) у*я [х'  +  - f ) )  6 (x  - х'  +  - Ч г 1 ) +

-  Я [х' -  4 - )  Г Я  (*  +  4 ) )  6 (x  -  -  - Ч ^ " )  +

----- г ) +

+  Я [ x -- g-) У*Я ( х '-- 4 ) )  6 (x -  х' +-£ТП") +

-  Я (*' +  4 "  ) №  (х +  - f ) )  6 (х -  х' -  -^ Ï T - )

(вектор е относится к току §^  (х), а вектор е ' к току &° (х')). Таким  
образом, при е =  е ' =  0 этот коммутатор формально обращ ается 
в нуль. Вычислим вакуумное среднее полученного коммутатора. 
У читы вая, что (см. (2.7.3))

Я (х ) =  - 4 = -  2  - р = = -  (и“ (Р) а Р11е ~ ‘Р* +  ыи (р)с Ь ^ е 1рх)



и

^ ( p r YV ( p ) e =  2 / ,
находим

<01 q (л:) yXq (х') \ 0 ) t= r  =  - ^ f ÿ r  ̂ P - ~ -  e ip(K~ x,) =  /^ (x  —  x ') . 

Поэтому

<o|[^ ( x ) , g ° { x % = t . \ o> =

=  (/" (e  +  e ' ) - / " ( - e - e ' ) ) ( ô ( x - x ' —

_ a ( x - x ’ +  i t i l ) )  +

+  (Z1 ( « ■ f  < • ' - « ) ) ( «  ( * - * '  -

- d ( x - x '  +  - i = i - ) ) .

Отсюда следует, что

< 0 | [ S r ° ( x ) , ^ e ( x / ) W | 0 > = 0 ,

< 0 | [ ^ ( x ) , ^ ° ( x ' ) W |0 >  =

= ----- g- {/* (e +  e') (e +  e'), +  / ft (e -  e') (e -  e '),} d'ô (x -  x')

(мы учли при этом, что f° (x) — четная функция x; f  (х) — нечетная
k 2/функция х). Так как /  ( E j æ - ^ e *  при е - > 0 ,  то

*‘ <0| [?* (* ), 3 ° ( х Ъ = г  |0>
(е +  г')к (е +  е'); . (е — е%  (е — е')г

|8 + 8'|4 ^ I е — 8' I } а '( х  — х ') , (2.7.36)

следовательно, при е, е ' ->  0 вакуумное среднее коммутатора УЗк (х)> 
tJ° (х ')]/=г не обращ ается в нуль (даже расходится). По этой причине 
в формуле (2.7.30) мы не можем в качестве операторов R ai  использо
вать операторы (2.7.33), т. е. в этой формуле кроме членов, содерж а
щ их б-функцию, долж ны входить члены, содержащ ие пространствен
ные производные от ô-функции. Эти члены называю тся швингеровски- 
ми [25]. К вопросу о роли ш вингеровских членов мы еще вернемся 
в § 3 .2 .

Алгебра токов используется при получении так  называемых пра
вил сумм, связываю щ их амплитуды и сечения различны х процессов 
[26].



ГЛ А В А  3

ТЕОРИЯ ЭЛЕКТРОМ АГНИТНОГО
в з а и м о д е й с т в и я

§ 3.1. ЛАГРАНЖИАН И УРАВНЕНИЯ Д ВИ Ж ЕН И Я 
ВЗАИМОДЕЙСТВУЮЩИХ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО 
И ЭЛЕКТРОННО-ПОЗИТРОННОГО ПОЛЕЙ

3.1.1. Уравнения квантовой электродинамики в кулоновской ка
либровке. Д о сих пор мы рассматривали квантование различны х 
свободных полей. Перейдем к исследованию квантовой теории взаимо
действующих полей, начав с изучения взаимодействия электромагнит
ного и электронно-позитронного полей. Т ак как  электромагнитные 
поля А Fnv  являю тся бозе-полями, а электронно-позитронны е 
поля ф>, ф — ферми-полями, то лагран ж и ан  электромагнитного и 
электронно-позитронного полей следует выбирать в виде (см. (1.9.3)*
(1.4.29))

£  =  +  -J-  ( Ï / 1 (5ц — г'еЛц) — т) я|)] +

+  4 "  №» (5ц +  ieA v) +  т ) Ф1. (3 .1 .1)

=  4 -  {/Vv, f MV) -  X  { /*" , - d v A » } .

Этот лагран ж и ан  приводит к калибровочно инвариантным уравне
ниям движ ения, формально совпадающим с уравнениями движ ения 
классических полей. Вследствие калибровочной инвариантности мы 
не можем вы разить поле А 0 через динамически независимые перемен
ные. Чтобы устранить эту трудность, необходимо наруш ить калибро
вочную инвариантность, налож ив на поле А ц некоторое дополнитель
ное условие.

Мы здесь будем считать, что поля A k удовлетворяю т условию  
пространственной поперечности [1, 2]

а М * = о .  (3 .1 .2)

В этом случае говорят о кулоновской (или радиационной) калибровке 
электромагнитного поля. Преимущ еством этой калибровки является  
то, что в ней не возникаю т духовые состояния, т. е. состояния, соответ
ствующие скалярны м  и продольным фотонам. О днако в кулоновской 

I калибровке отсутствует явная релятивистская инвариантность теории.



Л агранж иан  электромагнитного соля можно представить в виде

= 4 -  +  4- о  +  4- \ры' ^  -

-  4 -  {Fk\  а д  -  <9А) +  4 -  { < ^°>  л )  - 4 - й  {^°> л } -

Последнее слагаемое в выражении для представляющ ее собой 
пространственную дивергенцию, межно отбросить. Разбив Fkо на 
продольную Fko и поперечную F w = i i A части, +  f io ,
и учитывая, что

J {РхАрВР =  О
(At и Б *’ — продольная и поперечная части векторов Ak, Вк), 
мы можем заменить оператором

Ум =  4  {*\ дйАк) — тм +  4 - Mo, « }  +  4 - {По*,

— 4- is*. **) -  4 - { я *  +  4 -  дл - w  (3.1.3)

Таким образом, лагранж иан  взаимодействующих полей можно запи
сать в виде

У =  -у {̂ *> доАк) +  4 "  №> То0о̂ 1 +  4 "  №> Y 4W  — w, (3.1.4) 

где
W =  Wm +  W& +  w-m t;

w m = ---- T ( ‘Y*5* — m) 1W---- Г  №» (*Y*0* +  1̂; (3.1.5)

«*nt =  -  V - 4 ~  {^o, H W)} -  4- Ио. +  /«};

y* =  4 “ №• Y^i-

Согласно общей формуле (2.1.50) оператор w  представляет собой 
оператор плотности энергии полей (wu, w@t w [n 1 — соответственно 
плотности энергии электромагнитного поля, электронно-позитронно
го поля и плотность энергии взаимодействия), а первых три слагаемых 
в определяю т кинематическую часть лагран ж и ан а и соответствую
щую ей кинематическую часть действия!

W k  =  j ‘ d *X ("5" Î8*’ д "А ^  +  4 -  №• Y°d<№l +  i ~  №. У°д Л ] )  ■

Отсюда видно, что динамически независимыми переменными являю тся
К  Ф*



В ариация полного действия определяется формулой (см. (2.1.51))
I.

бW =  Gx (f 2) — Gj (*х) +  j  t fx F  (jc), (3.1.6)
и

Gj (0  =  J  <Px ( 4 -  {»*, Ô /y  +  4 -  [ф, у°бф] +  - f  [ф, у°бф]) ,

г  ( x )  =  4 -  i ô ! |A * ô < A )  — § -  { a » * * ,  m * j +  - f  [ б ф ,  у ° а „ ф ]  +

+  4 ~  [бФ, у ч ф ] — бш.

Установим перестановочные соотношения для динамически неза
висимых компонент поля. В соответствии с ранее изложенным вариа
ции fhf>, бяр, антикоммутирующ ие с полями яр, ф и коммутирующ ие 
с полями А ь  Л*, и вариации 6Л*, 6ЛА, коммутирующ ие со всеми по
лям и, будут допустимыми, так как

вИ7к =  (/i) — G» (/2),

G2 (0 =  -  J (Рх (б » Ч  +  ~т +  4  0фу°ф) (3.1.7)
(согласно §2.1 вариации 68*, бф, бф не зависят от t). Генератором рас
сматриваемых допустимых вариаций будет оператор G (t) =  Gx (t) +  
- f  G2 (/). Поэтому согласно (3.1.6), (3.1.7)

G (/) = 4  d3x  (ИАбЛ* — A k№ k —  10фу°ф — 10фу°ф), 

причем в соответствии с (2.1.69)

бф =  i [G, ф], бф =  i [G, ф], 6Л* =  f [G, Л*],
Ь%к =  i [G, 8*].

Отсюда следуют одновременные перестановочные соотношения для 
полей ф, ф , А к, Ъ>к\ _

{фа (л:), Фр (*')}<=*' =  (у°)арб (х — х '),

{»*(*). 4 ( * ' ) W  =  - î ( ^ Ô ( x - x ' ) ) (<), (3.1.8)
где (g kià (х — х ') Г  — поперечная часть тензора (х —  х '), опре
деляемая формулой

(£«б  (х — х '))(<‘ =  J d3keikix~ x') (gw - f  — -'j (3.1.9)

(мы не приводим перестановочные соотнош ения, в которых коммутато
ры или антикоммутаторы равны нулю). В выражение для коммутатора 
[ЛА (*), А / (*')]*=*' поперечная часть тензора g ki6 (х — х') 'входит 
вследствие того, что вариации бЛ А, 6ЛА удовлетворяю т условию попе- 
речности дкЬАк =  дкЬ%к — 0. Отметим, что поперечную часть тензора 
gm  б (х) мож но символически записать в виде

(gkià (х)) ’̂ =  ^  ) б (х'), д =  — дкдк.



Д ля нахож дения уравнений движ ения и уравнений связи  следует 
найти вариацию  действия по всем переменным F ^ ,  А п, -ф, ф, или, 
что то же, приравнять нулю  интеграл f  d 4xcT (х) на классе элементар
ных вариаций. Л егко  видеть, что варьирование по Fkt приводит
к уравнению  связи

1II (3.1.10)

а варьирование по %k и FU  —  к уравнению  движ ения

& Л  =  — (3.1.11)
и уравнению  связи

dkA 0 =  F il . (3.1.12)
Варьирование по Л* с учетом поперечности Л* приводит к  уравне
нию движ ения

д Д  +  ДЛ* =  j f ,  (3.1.13)
а варьирование по А 0 —  к  уравнению  связи

dkFk m  =  — /°. (3.1.14)

Наконец, варьирование по ф и ф приводит к уравнениям  движ ения

{ P *  —  i e A ^  —  m )  ф =  0, {iyv  (дд +  ieA^) +  m} ф =  0. (3.1.15) 
И з уравнений связи  (3.1.12), (3.1.14) следует

АЛ„ =  / 0, (3.1.16)
откуда

л " =  — 4 г Х л ' - п ^ г -  ( 3 U 6 ' )

Поэтому плотность энергии взаимодействия согласно (3.1.12), (3.1.16') 
можно представить в виде

Одп, =  - Л *  (х) f  (х) +  -gL . /° (х) \  ̂  сРх' |х/о̂ ,  . (3.1.17)

а гамильтониан взаимодействия V  =  J d sxwint (х) в виде

F  =  -  J cPxjk (х) Л* (х) +  J  ̂W x '  . (3 .1 .17 ')

Здесь первое слагаемое определяет взаимодействие зарядов с реаль
ными (поперечными) фотонами, а второе — кулоновское взаимодействие 
зарядов (в выражении д ля  w m  мы отбросили слагаемые, имеющие вид 
пространственной дивергенции, так  как они не вносят вклада в V).

В формуле (3.1.5) для под т  мы понимаем массу свободного 
электрона, т. е. электрона, не взаимодействующего с электромагнит
ным полем. Такой электрон назы вается голым электроном. В действи
тельности, однако, всегда имеет место взаимодействие электрона с



вакуумом электромагнитного и электронно-позитронного поля, вслед
ствие чего электрон приобретает электромагнитную  массу 6т. Эту 
массу нельзя отличить от массы голого электрона т . Поэтому масса 
реального электрона равна т  +  ôm. Д анную  массу будем обозначать 
т ,  т — т  +  6 т .  Величина Ьт как функция е , т  (и так  называемого 
параметра обрезания М )  определяется далее (см. п. 3.6 .4). В соответ
ствии с этим переопределим операторы и Wm\:

wm =  — -J- №• (iVkdk —  tn) i f ] ----- h |\  ( iykdk +  т )Щ ,  (3.1.18)

=  — А /  +  /'„ (*) $ d3x' | ^ Xl ,-------- Ьт [гр. г|)].

Сумма этих величин +  w int, очевидно, остается неизменной. Таким 
образом, под гамильтонианом взаимодействия будем понимать далее 
не оператор (3 .1 .17 '), а оператор

V  =  — [  d3x A kf  +  —  $ d3x  [  сРх' /(j --------У  Ьт j  d3x  [$, г|)].

(3.1.19)
В результате взаимодействия электрона с вакуумом электромаг

нитного и электронно-позитронного полей изменяется такж е его заряд, 
в результате чего заряд  электрона е будет отличаться от заряда голо
го электрона (это изменение заряда электрона связан о  с явлением 
поляризации вакуум а и рассмотрено в п. 3.6.5).

3.1.2. Представление взаимодействия в кулоновской калибровке. 
Выше мы пользовались гейзенберговским представлением квантовой 
механики, в котором векторы состояний не зависят от времени. Одна
ко в квантовой электродинамике при конкретны х расчетах целесо
образно использовать представление взаимодействия, которое введено 
в п. 2.1.1. Это связано с тем, что безразм ерная константа взаимодей
ствия электронно-позитронного и электромагнитного полей e2l4nhc  
мала (e2/4nhc =  V137). Теория возмущений по этому параметру наи
более просто строится в представлении взаимодействия.

Согласно (2.1.5), (2.1.6) векторы состояния Ф (0 и операторы
R  (t) в представлении взаимодействия связаны  с векторами состояния
¥  и операторами R  (t) в гейзенберговском представлении соотноше
ниями

Ф  (0  =  S  (t , 0) R ( t )  =  S  (t, 0) R  (t) S  (t, 0)+ ,

где оператор преобразования S (t , 0) удовлетворяет уравнению

i -dS(J ; 0) = v ( t ) S ( t , 0), S (o ,o )  =  i.
И з этих формул следует соотношение

i =  S  (t, 0) (« +  [V (t), R  (OlJ 5  (t, 0)+ , (3.1.20)



определяющее эволюцию оператора R  (t) в представлении взаимодей
ствия.

В кулоновской калибровке V  (t) согласно (3.1.19) определяется 
формулой

с п ь 1 с /o W /o M
Y (*) =  -  î  dxl» {x) 6 (x) +  sr )=t æxæx' t » ^ T  ~

----- ôm J  с?3лг (л:), ч|7 (л:)]. (3.1.21)

И спользуя формулу (3.1.20), можно получить уравнения поля в 
представлении взаимодействия, если в качестве V (0  выбрать это вы
раж ение, а в качестве уравнений поля в гейзенберговском представле
н и и — уравнения (3.1.11), (3.1.13), (3.1.15).

И спользуя перестановочные соотношения в гейзенберговском пред
ставлении (3.1.8), легко показать, что

[V  (0 . h  M J =  — ifk (*), [V (t), А к (х)] =  0,
[V (t), ф (х)] =  е / У Ф  (х) Лц (х) +  0ту°ф (х ).

Отсюда и из (3.1.20) получаем уравнения поля в представлении взаимо
действия

д пА к(х) =  — Ъь (*). д $ к (х) =  — АЛ* (х),

(г у А  —  т) Ф (х) — (i’yA  +  Щ Ф (х) =  0. (3.1.22 )

Из первых двух уравнений следует

(Рд»Ак (х) =  0.

И з (3.1.8) вытекает, что перестановочные соотношения для опера
торов Л*, Я*, î]), ф определяю тся формулами

[8* (*), А1 ( - O W  =  — * (gkià (х — x ' ) f ,

( Ф а  (*), Ф р  ( * ') } « ' =  (Y°)apÔ (X -  X') (3.1.23)

(коммутаторы и антикоммутаторы для остальных пар динамически не
зависимых переменных равны  нулю). Разновременные перестановоч
ные соотношения для операторов полей в представлении взаимодей
ствия можно получить из одновременных перестановочных соотношений
(3.1.23) и уравнений поля (3.1.22):

[Л* (х), А,  ( Х ' ) 1  =  i (gkdЪ (х — x ’) f \

( ф а  (X), Ф з  ( * ' ) }  =  —  » 5 а Р  {X —  * ' ) ,

(3.1.24)

где S«p (х) определяется формулой (2.5.7) (в которой под т  следует 
понимать массу реального электрона т) и (g k i$  (x))w —  поперечная



(3.1.25)

=часть тензора g kt&  (x),

(8ы $  (х)){1) =  (я*/ +  $  {х).

Ф ункция 0  (х) определяется формулой (2.4.29).
Разлож ение операторов ф (х), ф (х) по плоским волнам по-преж 

нему определяется формулами (2.5.27), (2.5.28), в которых биспиноры 
и, и удовлетворяю т уравнениям  (1.5.47) с реальной массой электрона. 
Разлож ение ж е оператора A t (х) имеет вид

2

А, (х) =  +  c t ^ e ikx), (3.1.26)

где вы — векторы поляризации (см. (1.4.37)) и с и , Скх— операторы 
рож дения и уничтож ения поперечных фотонов, удовлетворяю щ ие 
перестановочным соотношениям

[e u , c£v] -  ôk,k'ôb.v, К  У  =  1, 2. (3.1.27)

Т ак  как  полож ительно и отрицательно частотные части полевых 
операторов представляю т собой соответственно операторы уничто
ж ения и рож дения, то связи  между операторами, являю щ иеся вакуум 
ными средними от Т-произведений соответствующ их операторов, 
определяю тся формулами

ф (х) ф (х ')  =  —  iS c (х —  х '), (3.1.28)

А ь (х) А[ (х ')  =  i (g ki 0 c (х  —  x ' ) f ,
I---------1

где

(g  kl & c (x)){t) =  (gkl +  -“ - j  i ï f  (x), 0 e (x) =  Ac (x) |m=0.

Ф ункции S c (x) и Ac (x) определяю тся формулами (2.5.40), (2.3.35) 
(в функции S c (х) под m  следует понимать массу реального электро
на т).

М атрица рассеяния, как  мы знаем (см. (2.1.13)), задается общей 
формулой

S  =  Т  ехр ( — i § d4xwmt (x)) . (3.1.29)

Согласно (3.1.21) в кулоновской калибровке величина (х) опре
деляется формулой (3.1.18). З н ая  связи  между операторами, можно 
построить теорию возмущений, расклады вая м атрицу рассеяния по за
ряду  голого электрона (см. п. 2 .1 .1); разлож ение величины ôm .начина
ется с члена, пропорционального е2. П ри этом 4-импульс р и реального 
электрона согласно (3.1.22) будет леж ать  на массовой оболочке, т. е. 
р 2 —  т 2 — 0. Отметим, что вследствие требования градиентной инва



риантности массы голого и реального фотонов совпадают (см. п. 3.6.5) 
и равны нулю. Поэтому 4-импульс k ц реального фотона такж е будет 
леж ать на массовой оболочке, т. е. k 2 =  0<

3.1.3. Уравнения квантовой электродинамики в лоренцевой ка
либровке. Выше при формулировке основных уравнений квантовой 
электродинамики мы использовали кулоновскую  калибровку, накла
дывая на потенциал A k (х) условие пространственной поггеречности
(3.1.2). Это условие не является релятивистски инвариантным. О днако 
калибровочную  инвариантность можно наруш ить релятивистски ин
вариантным способом, добавив к лагран ж и ан у  (3.1.1) калибровочно 
неинвариантное, но релятивистски инвариантное слагаемое

--------гщ-({ф» dv/4v} — ф2),
t  Iгде 1 —  произвольная константа и ----- 1- ф —  новое поле, сопряженное

с полем А 0, — £-1 ф =  dû£'/d0A 0 (см. п. 2 .4 .1).
Таким образом, будем исходить из лагран ж и ан а

«  =  4  О  -  - f  < V l v - M » ) ■ ^ -({ ф .А Л '’} — ф2) +

+  - j -  №. ( Y  (Y  —  ieA») —  m)  -ф] 4- - j -  №. ( Y  (дц +  ieA») -j- m) ф].

(3 .1 .30)
В этом случае говорят, что лагран ж и ан  задан в калибровке типа Л о
ренца.

Этот лагранж иан  можно переписать в виде

&  =  {Fko, d 0A k} ----- щ -  (ф, д 0А 0] +  -J -  [ф, v°d0i]>] +

+  X  №. ~  w> (3 -1 -30')

где явно записанные слагаемы е определяю т кинематическую  часть лаг
ранж иана и оператор w  согласно общей формуле (2.1.50) представля
ет собой плотность энергии взаимодействующих полей

W =  w 0 +  WiDt,

w Q =  — g- [F»v , Y v} +  ±  {Fkl, dkA t - d tA k) +  4 -  {F*°, dkA 0\ -f-

i* *2| -  ({ф. M * }  — Ф2) —  —  №. ( Y Y  —  Y  Ф) — —  №. ( Y < ^  +  m) ф],

(3.1.31)
tWint =  —  Л И 1*----- ï p à m  [ф, ф], m =  m +  ôm,

где lu —  плотность 4-тока электронно-позитронного поля!

Ум =  4" №’ Ь ’И*



Здесь w 0 — оператор плотности энергии свободных полей и a in»— 
оператор плотности энергии взаимодействия.

Гамильтониан взаимодействия в гейзенберговском представлении 
определяется формулой

V (0  =  î  cPxwini (x) =  —  ^ cPxj^ (х) А* (х ) ----- ôm £ d?x [îjj (х), ф (л:)].

(3.1.33)
Исходя из лагран ж и ан а (3.1.30) согласно общей теории гл. 2, можно 

получить одновременные перестановочные соотношения для взаимо
действующих полей. У читывая, что кинематические части лагран ж и а
на ^  и лагранж ианов (2.4.4), (2.5.1) для свободных полей совпадают, 
можно утверж дать, что одновременные перестановочные соотношения 
для взаимодействующих полей совпадаю т с перестановочными соотно
шениями (2.4.12), (2.5.4) для свободных полей, т. е.

lF°k (х), A i  ( x % = r  =  iô îô  (x —  х ') , (ф (x), A 0 (x')]t= r  =  t |ô  (x — x'),

l^ a  (x), %  (* ') W  =  (T0)aB Ô (x — x '). (3.1.34)
Мы записали здесь только отличные от нуля коммутаторы и антикомму
таторы (бозевские и фермиевские поля коммутируют друг с другом).

. И спользуя принцип стационарного действия, можно так  же, как 
в § 2.1, получить уравнения движ ения взаимодействующих полей. 
Д ля  электромагнитного поля они имеют вид

Fiiv =  дцАу дуА ,̂ à̂ A}1 ~  (р,

dvF»v ----- f d u< p = / llt (3.1.35)

а для электронно-позитронного поля вид

UY1 (<Эц — 1еАц) —  m}i]) =  0, {iY*(du +  ieA») +  m) =  0. (3.1.36)
.Отметим, что из последних уравнений и определения тока /ц следует 
закон сохранения 4-тока

0 ^  =  0. (3.1.37)
Отсюда и из уравнений (3.1.35) вытекают уравнения второго порядка 
для полей А ,и ф:

dvd vA»  —  ( l ----- Ң  д ^ А у  =  — /V, d vd vq> =  0. (3.1.38)

И з перестановочных соотношений (3.1.34) вытекаю т одновременные 
перестановочные соотношения для полей 00Лц, /4ц!

[A, (x ’) t д 0А к (x ) \ t= t  =  -  ib îb  (x -  х ') . (3 , 39)
1А 0 (х ’), д 0А 0 (x)\t= v  =  —  i l b  (x —  х ')

(остальные коммутаторы равны  нулю).
Т ак как мы рассматриваем гейзенберговское представление опера

торов, то векторы состояний полей Ч? не зависят от времени. Реальным



физическим состояниям соответствуют такие векторы 'F , которые удов
летворяю т дополнительному условию Л оренца — Ферми [3]

ф (+ ) ( х )  Т  =  0, (3.1.40)

где ср(+) (*) — полож ительно частотная часть оператора <р (х). Отме
тим, что так  как  д^дцф =  0, то это условие совместно с уравнениями 
поля.

Вследствие нелинейного характера уравнений движ ения в отличие 
от теории свободных полей мы не можем из перестановочных соотноше
ний (3.1.39) получить разновременные перестановочные соотношения. 
О днако оператор <р (х) удовлетворяет линейному уравнению  
д^дц ф (х) =  0. Поэтому можно получить разновременные перестано
вочные соотношения для поля ф (х) с полями Лц (х), ф (х), ф (х):

[ф  (х), ф (*')] =  е%0 (х — х ')  ф (х '), [ф (х), ф (х')] =  — el?) (х —  х ')  ф (х '), 

[ ф ( 4  А А х ' ) \  =  iW A Z)(x — х'). (3.1.41)

Эти соотношения немедленно вытекают из реш ения задачи Коши для 
волнового уравнения дцд^ср =  0

»  м  -  Д (, * *  {ф ю  *> < * -* "> }  •

одновременных перестановочных соотношений (3.1.34) и соотношений

И ц  (х), а 0ср (х ')]<=<< =  (х  —  х'), [ф (х), д'оср {x')\t= r  =

=  —  (х) ô (х —  х'), [ф (х), а0ф ( x ' ) W  =  е |ф  (х) ô (х —  х'),
которые следую т из одновременных перестановочных соотношений 
(3.1.34) и уравнений поля (3.1.35) д0ср =  — Ц0 +  £<3*/го* (определение 
функции 0  (х) см. в п. 2.4.2).

И з формул (3.1.41) следует
[Ф (х), Ф (х')] =  0. (3.1.42)

3.1.4. Калибровочные преобразования взаимодействующих полей. 
Если с помощью только  одного оператора ф (х )  построить некоторый 
унитарный оператор U  (ф), то из соотношений (3.1.42) и (3.1.40) сле
дует

Ф (+> ( х )  £ / ( Ф ) ¥  =  0 .

П оэтому если ¥  является  физическим вектором состояния, то и 
U  (ф) Ч 'такж е является физическим вектором состояния. Будем счи
тать , что векторы V  и U  (ф) Ч' описывают одно и то ж е физическое со
стояние и отличаю тся только  калибровкой. Чтобы пояснить это, отме
тим, что неоднозначность в выборе векторов состояний (Ч1- и U  (ф) ¥  — 
физически эквивалентны е векторы) мы можем перенести на операторы 
R (х), рассм атривая вместо них операторы R u (х) =  U +  (ф)R  (x)U  (ф), 
т а к  что (U W U R U V 2) =  (Y lf Я  ̂ ) .  Ясно, что

(х) =  U +  (ф) Лц (х) U  (ф) =  А» (х) +  U +  (ф )  [Лд (х), U  (Ф)].



Ад (х) =  Ад {х) +  ддЛ.(х; <р),

А (х; ф ) =  Ц J  (ф) 51 (х -  х ') . (3.1.43)

П олагая U  (ф) =  ехр Ю (ф) (G (ф) —  эрмитов оператор), получаем

Л (х ; Ф) =  - | $ # х ' - | | М - < 0 ( х - х ' ) .  (3 .1 .44)

И з эрмитовости оператора G (ф) и вещественности функции 0  {х —  
—  х')  следует эрмитовость оператора Л  (х; ф). Кроме того, так  как  
дцд*1#) (х  —  х') =  0, то ддд^Л (х; ф) =  0. Таким  образом, преобразо
вание (3.1.43) представляет собой операторное калибровочное преоб
разование потенциалов Ад (х) в рам ках лоренцевой калибровки .

В частности, если
G((p) — § d4x ф (х) G (х)

(G (х) —  произвольная с-числовая ф ункция х), то

А (х; ф) = А  (х) =  —  £ J  d4x ' 0  (х  —  х') G (х ' ).

В этом случае калибровочная функция А  (х) будет с-числовой функ
цией. И спользуя формулу (2.3.7), генератор G (ф) этих с-числовых 
калибровочных преобразований мож но представить в виде

G (ф) = ----- L  J  <Рх' {ф (х ') д ’оА (х ') — A (х ') dôcp (х')} (3.1.45)

(так как  д ^ Л  (л:) =  (л:) =  0, то G (ф) не зависит от f ) .
В связи с тем что векторы состояний Т  и U  (ф) Ч* мы считаем физи

чески эквивалентными, операторы R  физических (калибровочно ин
вариантных) величин долж ны удовлетворять условию

( ^ 1, Т О  =  ( ^ ( ф ) ^ 1, Ш ( ф ) 1Р 2)
для любых физических векторов состояний ¥ 1,2, ф(+) (х) ¥ i,2 =  0. 
Отсюда следует, что калибровочно инвариантный оператор R  долж ен 
удовлетворять соотношению (2.4.48)

U +  (Ф) R  (х) U  (ф) =  R  (х) +  В  (х), (3.1.46)
где матричные элементы в физическом подпространстве оператора 
В  (х) равны нулю.

Очевидно, оператор F wv (х) в отличие от оператора Ад (х) яв л я 
ется калибровочно инвариантным, U + F ^ U  =  F^v (в этом случае 
В  (х) =  0).

П окаж ем , что 4-вектор энергии — импульса P v взаимодействующих 
полей (он определяется с помощью общих формул (2.2.17), в которы х 
под лагранж ианом ÇC следует понимать выражение (3.1.30)) является  
калибровочно инвариантным оператором. С этой целью  воспользуем
ся формулой (2.2.21):

idvAfi =  [PV, Ад].



Отсюда следует
— idytf) — LPv» ф].

Учитывая далее (3.1.42), находим

[PV) и  (ф)] =  —  i J d*x dvq> (x).

Поэтому, замечая, что U  (ф) =  exp t'G (ф), получаем

U + P VU  =  P V +  Bv , B v =  J d*x - g i |-  (x).

Ясно, что матричные элементы оператора B w в физическом подпро
странстве равны нулю. Отсюда следует, что оператор P v является ка- 
либровочно инвариантным.

А налогично можно убедиться в калибровочной инвариантности 
тензора моментов M ^v, который для взаимодействующих полей опре
деляется общей формулой (2.2.17), в которой под к  следует понимать
(3.1.30). При этом необходимо учесть перестановочные соотношения
(2.2.32) для операторов М ц,v с операторами поля.

Выясним закон преобразования ф и ф  при унитарном преобразо
вании U  (ф). И з (3.1.41) следует, что

ф (х) ф (х') =  (ф (х')  +  е \ 0  (х  —  х')) ф (х).

Поэтому

ф (x) и  (ф) =  и  (ф (х') +  е \ 0  (х —  х')) ф (х) 

и, следовательно,

U +  (ф) ф (x) U  (ф) =  exp i (G (ф +  e lk))  — G (ф)) ф (*).

Зам ечая, что согласно (3.1.44)
i

G (ф +  é l 0 )  — G (ф) =  £ d l  -Jj- G (ф +  еЦ£>) —
о

=  — ^ d i e .А (л:; ф {х ’) +  еЦК0 (х  —  х')),
о

находим

U +  (ф) ф (x) U  (ф) =  ехр
i

— ie j  d l  А (х; ф +  e l l k ) ф (х). (3.1.47)

А налогичная формула справедлива для оператора ф (х):

U +  (ф) ф (х ) U  (ф) =  ф (х)  exp ^ie  £ d l  А  (х; ф - f  é l l 0 ) (3 .1 .47 ')

И з этих формул следует, что величина ф (х) ф (х) является калибро- 
вочно инвариантной.



Отметим, наконец, что из формул (3.1.41) следуют соотнош ения 
[ф (*')> (<Эц —  ieA» (*)) ф (х)\ =  —  (х  —  х') (<дц —  /еЛц (*)) ф (*),

[ф (* '), Ф (а:) (5ц +  и?Лц (*))] =  1 е 0  (х —  х')  ф {х) (д» +  ieA» (*)),

которые показывают, что операторы (5» — ieA»  (*)) ф, ф (5ц +
+  ieA») преобразую тся при унитарном преобразовании U  (ф) п а 
таким  ж е формулам, как  и операторы ф, ф. Поэтому операторы 
ф (х) — ieA»  (*)) ф (*), (5ц +  ieA » (х)) ф (л:) ф (х) являю тся ка-
либровочно инвариантными.

В заключение отметим, что при ^-чи словы х калибровочных преоб
разованиях (3.1.45) операторы ф, ф преобразую тся по формулам

U + \p (х) U  =  e ~ ieA^  (х), U + ÿ  (х) U  =  еиМхЦ  (х). (3 .1 .48)

3.1.5. П редставление взаимодействия в лоренцевой калибровке*
К ак мы видели, операторы и векторы состояний в представлении вза
имодействия связаны  с операторами и векторами состояний в гейзен
берговском представлении общими формулами (2.1.5), в которы х 
оператор преобразования S (t, 0) удовлетворяет уравнению

, a s p , 0)
1 dt =  V ( t ) S ( t 9 0).

В случае лоренцевой калибровки V (t) определяется формулой

V (0  =  —  $ ^ / и  (*) А'1 (х ) ----- ^ - à m ^ c P x  [ф (х), я]) (х)], (3 .1 .49)

где в представлении взаимодействия плотность 4-тока

/и ( * ) =  \  [§ (* ) . Y ü$(*)]• (3 .1 .49 ')

Вектор состояния полей Ф  (t) удовлетворяет уравнению

аФ(о
= У ( / ) Ф ( / ) .  (3.1.50)

Чтобы получить уравнения поля в представлении взаимодействия, об
ратимся к формуле (3.1.20). П олагая в ней R  (/) == Лц (х) и учиты вая, 
что согласно определению V (() и одновременным перестановочным 
соотношениям IV  (t), А п (х)1 =  0, получаем

<3<Л =  доЛц. (3 .1 .51)

П олагая в (3.1.20) R  (t) =  д0А^ (х) и учиты вая, что согласно
(3.1.33), (3.1.34)

[У (0 , <V »V )1 = l f ( x ) ,

[V(0, даА0 (х)] =  i t j ° (x) ,



ü f J l  =  S  (/, 0) ( + 1  (*)} S +  (t, 0),

^ = s « .  0 ) { i ^ L  +  ^ W ) ^ « , 0 ) .

И спользуя уравнения поля (3.1.38) в гейзенберговском представле
нии, отсюда получаем

д Ч ^  (х) -  ( 1 ----- L )  d,*dMV (*) =  0. (3 .1 .52)

Аналогично, полагая в (3.1.20) R  (f) =  if (х) и учиты вая, что 
[V (/), ф (*)] =  е у ° у ^  (х ) Ау, (х ) +  бту°ф  (*), 

для ф (x), of) (*) находим уравнения Д и р ака  свободных полей

( i y ^  — т )\р  (х) =  0, ( i y ^ n  +  т )\р  (х) =  0. (3 .1 .53)

Установим разновременные перестановочные соотношения для опе
раторов полей в представлении взаимодействия. Т ак  как д0А ц =
=  д0А ц,то, учиты вая (3.1.39), (3.1.34), получаем следующие одновре
менные перестановочные соотношения :

[А, (х), д 0Ак ( x ' ) W  =  -  iô/ô (х -  х ') , [А_0 (*), д 0А° ( x ' ) W  =

=  — i l  ô (x  — х'),

{Фа (х), Фр {x'))t=t' =  (Y°W 6 (х — х').

Т ак как  уравнения поля и одновременные перестановочные соотно
шения в представлении взаимодействия совпадают с уравнениями по
ля и одновременными перестановочными соотношениями для свобод
ных полей в лоренцевой калибровке, то будут совпадать такж е разно
временные перестановочные соотношения для взаимодействующих, 
полей в представлении взаимодействия и для свободных полей:

[Ац (х), A v (х  )] — Î0UV (х х  ; £), 

{Фа (X ) ,  фр (Х ') }  =  —  l S a p (X  —  Х ')
(3.1.54)

(мы не выписываем перестановочные соотношения, соответствующие 
операторам, для которых обращ аю тся в нуль коммутаторы или анти
коммутаторы).

Сформулируем, наконец, условие Л оренца — Ферми в представле
нии взаимодействия. Это условие согласно (3.1.40), (2.1.5) можно запи
сать в виде



где ф(+ ' (x; t') — полож ительно частотная часть по переменной t 
оператора ф (x; t'):

Ф (л:; t') — S  (t', 0) ф (x) S  ( Г , 0)+  (3.1.55)

<мы не предполагаем здесь, что f  равно t, так как  выделение положи* 
тельно частотной части является интегральной операцией по времени). 
П окаж ем , что оператор ф (x; t') удовлетворяет уравнению

д<р(х; t ’) а г
------=  — |  -щг- ) dsx ' 0  (x  —  х')  /о (х '). (3.1.56)

С  этой целью отметим, что согласно (3.1.55), (2.1.7)
д<р (x; Ï )

------=  S  (t', 0) [V (/') , Ф (x)] S (Г, 0)+.

И з разновременных перестановочных соотношений для гейзенбергов
ск и х  операторов (3.1.41) следует, что [/^ (х'), ф (х)1 =  0. Учитывая 
далее, что согласно (3.1.41) [Ац (х'), ф (л:)] =  — (х — х'), полу
чаем

dçp(x; t') r
— ------=  —  t )  t P x ' f  (х ’) д ц 0  (x —  х').

Отсю да и из закона сохранения тока д ^  (х) =  0 мы и получим 
соотнош ение (3.1.56). Учитывая далее, что ф (x; t) =  ф (х) (см. (3.1.55)), 
и з уравнения (3.1.56) находим

Ф (x; t') = < р (х )  — d3x ' $  (х  — х') / 0 (х').

Поэтому условие Л оренца — Ферми в представлении взаимодействия 
м ож но сформулировать в виде [4J

{ф<+» (х) — Ê J d9x ’0 w  (х —  х')  /о (х')} Ф (*') =  0. (3.1.57)

И з определения (3.1.55) следует

S  ( / ',  0)+ ф (x, / ')  S  (Г, 0 ) = S  (Г, 0)+  ф (x, Г) S  (Г, 0).

Т ак  как оператор эволюции (от момента времени t' к моменту 
времени t") определяется формулой S  (t ", t') =  S  (Г , 0) X S  ( / ',  0)+ 
(см. (2.1.6)), то

S  (Г, Г) ф (*; Г) =  ф (х\ Г ) S  (Г, Г). (3.1.58)

Эта формула показывает, что если условие Л оренца —  Ферми удов
летворяется для какого-либо фиксированного момента временй t', 
то вследствие формулы Ф (Г) =  S  (t ", t') Ф (/') оно будет удовлетво
ряться и для произвольных моментов времени Г .



Так как ф (х ; ± о о )  =  ф (х), то из (3.1.58) следует

[S, ф (х)] =  О, (3.1.59)

где S  =  S  (оо, — оо) — матрица рассеяния в лоренцевой калибров
ке:

a F  (0 определяется формулой (3.1.49) (условие (3.1.59) будем назы
вать свойством калибровочной инвариантности матрицы р ассеян и я , 
см. (3.1.46)).

Операторы полей в представлении взаимодействия можно разло
жить (так ж е, как  в теории свободного поля) на плоские волны (см. 
(2.4.25), (2.5.27)). Отсюда следует, что полож ительно частотные час
ти полевых операторов мы долж ны по-прежнему интерпретировать к а к  
операторы уничтожения частиц, а отрицательно частотные части —  
как операторы рождения частиц. Связи между полевыми операторами 
в представлении взаимодействия определим по-прежнему как  разность 
Г- и N -произведений двух полевых операторов в представлении
взаимодействия. Очевидно, что

(остальные связи между полевыми операторами равны нулю; ф у н кц и я  
S c (х) определяется массой реального электрона).

Зн ая  связи между операторами в лоренцевой калибровке, в теории 
возмущений по заряду  голого электрона можно вычислить матричные 
элементы S -матрицы (3.1.60) (см. п. 3 .4 .1). Эквивалентность вы раж е
ний для матриц рассеяния в лоренцевой и кулоновской калибровках 
доказана далее в п. 3 .2 .4 .

В заключение отметим, что в выраж ения для лагранж ианов
(3.1.30), (3.1.4), как и в формулы (3 .1 .49 '), (3.1.5), входят произведем 
ния полевых операторов в одной и той ж е пространственно-временной' 
точке. Такие произведения, вообще говоря, не имеют смысла, что видно, 
например, из одновременных перестановочных соотношений, так как
б-функция б (х) не имеет смысла при х =  0. В частности, не имеет 
смысла хронологическое произведение операторов в одной и той ж е 
точке (см. п. 3 .2.5). Однако нормальное произведение операторов сво
бодных полей или полей в представлении взаимодействия имеет смысл 
даже при совпадающих пространственно-временных аргум ентах. По
этому, чтобы придать смысл произведениям операторов поля в совпада
ющих точках, следует пространственно-временные аргументы опера
торов несколько раздвинуть. Именно в соответствии с п. 2 .7 .2  под 
произведением двух полевых операторов а  (х), b (х) (a, b =  ф, ф)

(3.1.60)

Лц (х) A v (х')  =  i 3 i cuv (х —  х';  I),

‘Фа (*) %  (х') =  —  iSafi (x —  х')
(3.1.61)



будем понимать оператор

а ( х ) Ь ( х ) - + а [ х  + - ^ ь { х  —  , (3.1.62)

где е — бесконечно малый пространственно-подобный вектор. В част
ности, под операторами ]'ц(х) и № (*), 'ф(х)] следует понимать 

операторы

/ и(х ) - * ( ф  (х  +  T ‘) 'M ? ( *  —  - f " ) - ? ( *  +  - т ) т у ? [ х  ~ ~ т ) )  ’

(3.1.63)

4 - м * ) >  ф  ( « и - * - 4 - + 4 ' ) ' î (jc— г ) — ?  ( * + - г )  î  (* — г ) )  •

П окаж ем , что если в этих формулах операторы ф, ф относятся 
к представлению взаимодействия, то формулы (3.1.63) эквивалентны  
■формулам

/и ( х ) = е : ф ( х )  у ц ф (х ):,

-^-[ф(лг), ф(х)] =  : ф ( х ) ф ( х ) :  —  - J r ^ d bp - ^ - ~  (3.1.64)

{интеграл в последней формуле расходится как 1/е2 при е ->  0). Д ей
ствительно, формулы (3.1.63) можно представить в виде

/и (х) =  е : ф (х) ТцФ (х) •' +  - f  - <^Ф (х  +  у^ф [х  —  —

“ г  (х +  - т )  к *  (х -  т г ) Х  *

-J -  [ф (х), Ф (х)] =  : ф (х) ф (х) : +  /  ф ^х +  ф ^ х ------ | - J \  —

- i  < ï(*+-f)f (*—г)>.-
где угловыми скобками обозначено вакуум ное усреднение. И споль
з у я  выраж ения (2.5.27) для полевых операторов в представлении вза
имодействия , находим

< 3  (* +  - г )  щ  (х -  - f )  -  î  (* +  - f )  v*-f (х — г ))> 0 3
1 р _ _= —  2j 2р̂  («_ui (р) У̂ и~ Ы (р) — (р) У ^  (р)),

<(î (* + Т-) Ÿ (* —f) -  Ÿ (* + -г ) ? (* “  "г))>о -
=  4 -  1 j ~~2d— (Р) и ~ 1* (P) -  “1|4 (P) иЫ (P))-V ГГ Р̂о



Так как
uqyx (р) Y (р) == 2рх, uw (р) (р) == 2mq

(q =  ± 1 ) ,  то мы приходим к формулам (3.1.64).

§ 3.2. МАТРИЦА РАССЕЯНИЯ

3.2.1. Унитарность матрицы рассеяния. Здесь мы будем изучать 
свойства квантовоэлектродинамической матрицы рассеяния, описы
вающей различные процессы взаимодействия электронов, позитронов 
и фотонов. Будем исходить вначале из представления матрицы рассея
ния в лоренцевой калибровке, так как в ней матрица рассеяния, 
как мы увидим, имеет явно релятивистски-инвариантный вид. Однако 
это представление матрицы рассеяния обладает тем недостатком, что 
для формального обеспечения релятивистской инвариантности в ней 
необходимо вводить нефизические частицы (духи) — скалярны е и 
продольные фотоны. М атрица рассеяния в кулоновской калибровке 
этого недостатка не имеет. В п. 3 .2 .4  мы покажем, что матрица рассея
ния в лоренцевой калибровке, усредненная по вакуум у скалярны х 
и продольных фотонов, совпадает с матрицей рассеяния в кулоновской 
калибровке.

Изучим свойство унитарности матрицы рассеяния в лоренцевой 
калибровке. И з формулы (2.1.13) следует, что матрица рассеяния 
в полном гильбертовом пространстве является унитарной, т. е.

S + S  =  l .  (3.2.1)
Учитывая условие полноты векторов состояний

E | m >  <m|m> (т \  =  1, ( m | m )  =  ±  1, (3.2.2)
т

отсюда получаем

(а \  S + 1 т ) (т \  т) (т \  S  | Ь) =  Ьаъ { а \ а ) .  '  (3.2.3)
т

Векторы I а) ,  | Ь), \ т )  определяю т состояния, в которых существу
ют частицы с определенными импульсами и поляризациям и. Обычно 
(т /т ) — 1. О днако в квантовой электродинамике при использовании 
лоренцевой калибровки метрика в полном гильбертовом пространстве 
является индефинитной, поэтому величина (т /т )  =  ± 1  (именно 
(т /т )  =  (— l)w», где N 0 —  суммарное число скалярны х фотонов 
в состоянии I т )).  П олагая в (3.2.3) | а) =  | Ь) и зам ечая, что 
(т  I S  I b)* =  (b  I S +  I т ),  получаем

■ £ | ( m | S | a > | 2 ( m | m )  =  1 (3.2.4)
т

(предполагается, что | а) — физическое состояние, в котором не со
держится скалярны х и продольных фотонов).

Если бы все состояния | т )  были физическими, то выполнялось 
бы равенство (т \ т)  =  1 и последнее условие вы раж ало бы тот ф акт, 
что вероятность перехода из состояния | а)  во все другие состояния



I m) равна единице. Именно такая  интерпретация условия унитарности 
имеет место при использовании кулоновской калибровки , в которой 
отсутствуют духи, т. е. скалярны е и продольные фотоны. О днако при 
использовании лоренцевой калибровки возникаю т духи и кроме того 
применяется индефинитная метрика, т. е. (m/m) =  ± 1 .  Тем не ме
нее мы сейчас покажем, что именно вследствие индефинитности метри
ки в уравнении (3.2.4) происходит сокращ ение вкладов от продольных 
и скалярны х фотонов, так что условие унитарности (3.2.4) по-прежнему 
можно интерпретировать как  равенство единице суммы вероятностей 
переходов во все возможные физические состояния. Т ак  как (т \ т ) =  
=  (— 1)^« (N 0 — число скалярны х фотонов в состоянии | т » ,  то усло
вие полноты (3.2.2) векторов состояний фотонной системы можно пред
ставить в виде

оо

( 1) 0 СкД, ••• (fiknkn • •• — If (3.2.5)

где 5*0 =  I 0) (0 I — проектор на вакуумное состояние фотонов (мно
ж итель —- введен потому, что в сумму по к гХ19 . .. ,  кпХп одно и то ж е
состояние входит п\ раз). Это соотношение эквивалентно соотноше
нию

92 exp |  —  ctoCkoji =  1,

где 91 — символ N -упорядочения операторов с , с последующей
вставкой между операторами рождения и уничтож ения вакуумного про
ектора 5 V  В соответствии с этим условие полноты фотонных, а такж е 
электронно-позитронных состояний можно записать в виде

Щ ел + в )== 1, (3 .2 .5 ')

где А содерж ит операторы рождения и уничтожения продольных и 
скалярны х фотонов (или, как мы будем говорить, духовых состояний)!

А  =  £  (СкзСкз —  с&ко),
к

а В  содерж ит операторы рождения и уничтож ения реальных ч а с т и т
2

В =  £  câSüAcX “h £  а т а рм- ~f" i  fcpAii*
kÀ(— : 1 P |i P |i

Ясно, что оператор
=  ЧЯев

представляет собой проектор на физическое подпространство, т. е . 
пространство состояний электронов, позитронов и реальны х (попереч
ных) фотонов.

Введем оператор

8(S) =  Щ е 1А+\



где 5 —  произвольный вещественный параметр. Очевидно,

8(0) =  2>г, 8(1) =  1.
П окаж ем, что функция

т  =  (фа, s+8(g)sa>6),
где Фа , Фь —  два физических вектора состояния ((сиз — Ско) Фа.ь =  
=  0), не зависит от параметра £. Действительно, согласно определению 
операции упорядочения 9Î

=  £  { c U  (I) скз -  c U  (I) ско}.

Поэтому

=  S  (ф в, s +  {(Cïfe -  cto) 8  (i) Ск3 +  cité ,  (I) (Скз -  Ско)} 5Ф 6).

Отметим, что из формулы (3.1.59) (условие калибровочной инвариант
ности S -матрицы) следует, что матрица рассеяния коммутирует с опе
раторами ск3 —  см и cfe —  Ckô:

[■S, СкЗ —  Ско] =  [ S ,  СкЗ —  СкЬ] =  0 .
Т ак  как  Ф а и Ф 6 —  физические векторы состояния, то / '  ( |)  =  0 и, 
следовательно, функция f  (£) не зависит от параметра | .  Поэтому 
/  (0) =  /  (1). Учитывая, что S + S  =  1 (см. (3.2.1)), находим отсюда

( Ф а ,  S + ^ S 0 6) =  (Фа, Ф ь)

ИЛИ

S  (ф а, S +Ф ,)  (Фг, Sü>b) =  (Фв, Фь), (3.2.6)
фг

где суммирование проводится по системе векторов состояний Ф г, 
содержащих только реальные частицы.

Таким образом, действительно, в условие унитарности матрицы 
рассеяния для физических состояний Ф а, Фь нефизические промежу
точные состояния, содерж ащ ие произвольные числа продольных и ска
лярны х фотонов, не вносят вклада, а физические состояния, для кото
рых унитарность имеет обычный смысл, такой вклад  вносят.

3.2.2. Представление матрицы рассеяния в виде суммы нормальных 
произведений. Возвратимся к разлож ению  (2.1.12) матрицы рассея
ния. Т ак  как операторы (х), ф (х), ф (х) представляют собой сумму
операторов рождения и уничтожения отдельных частиц, то каждый 
член в этом разлож ении можно представить в виде суммы произведе
ний операторов рождения и уничтожения электронов, позитронов и фо
тонов в различных состояниях. Выясним, при каких условиях такого 
рода произведения имеют отличные от нуля матричные элементы, со
ответствующие какому-либо интересующему нас процессу i / . 
Е сли , например, в начальном состоянии i имеется один электрон и ни 
одного позитрона и фотона, а в конечном состоянии /  — электрон и



фотон, то, очевидно, один из операторов уничтожения долж ен 
«уничтожить» электрон в состоянии /, два оператора рождения должны 
«создать» электрон и фотон в состоянии / ,  а все остальные операторы 
должны поделиться на пары, причем операторы каж дой пары «созда
ют» и «уничтожают» одну и ту ж е частицу [5, 6].

Такого рода виртуальны е процессы испускания и последующего 
поглощ ения одной и той же частицы сильно услож няю т вычисление 
элементов матрицы рассеяния. Мы постараемся поэтому преобразо
вать матрицу рассеяния таким образом, чтобы виртуальны е процессы 
не нужно было рассматривать.

Задача сводится, очевидно, к тому, чтобы представить матрицу рас
сеяния в виде суммы нормальных произведений операторов рождения 
и уничтожения частиц, в которых операторы рождения расположены 
слева от операторов уничтож ения. При вычислении матричных эле
ментов таких произведений операторы уничтожения будут «уничто
жать» только те частицы, которые находятся в начальном состоянии, 
а операторы рождения будут «создавать» только те частицы, которые 
должны быть в конечном состоянии. Что ж е касается виртуальны х 
процессов испускания и поглощ ения частиц, то явным образом они 
в рассмотрение входить не будут.

Чтобы представить матрицу рассеяния в указанном  виде, отметим, 
что согласно (3.1.64)

-£ ре
h ( x )  =  e :^ ( x )Y i iÿ (x ) : ,

1 — — т Ç Л
- 5 - № ( * ) » Ф ( * ) ]  =  : Ф ( * Ж * ) :  —  р0 ■

и поэтому в лоренцевой калибровке (см. (3.1.49))

V J J )=  J  d 3xw \nt (х),

_  /Ч _

(х) =  — е : ф (jc) А (х) яр (л:) : — Ьт : ф (х) ф (х) : ,
(3.2.7)

где А (х) =  у М ц  (х) (мы опустили здесь расходящ ееся при г  О
т

слагаемое ^d3p p ~ l exp fpe, приводящ ее лиш ь к несущественному
фазовому множителю в выражении для S -матрицы). Отсюда следует, 
что п-й член в разлож ении S -матрицы можно записать в виде

Sn =  \  № х х . . .  § d 4xnT  {®int (Xj) . . .  a>!nt (xn)}. (3.2.8)

Отдельные множители Т-произведения, входящ его в эту формулу, 
представляю т собой УУ-процзведения операторов полей, относящ ихся 
к одному и тому ж е моменту времени. Такого рода Т-произведение 
мы будем называть смешанным Т-произведением.

Н аш а задача состоит в представлении смешанного Т-произведения 
в виде суммы ЛУ-произведений. Это можно выполнить с помощью 
следующих двух правил (правил Вика) [8].



I. Г-произведение операторов полей равно сумме их ^-произведе
ний, в которых операторы связаны  всеми возможными связями.

II . Смешанное Т-произведение операторов полей равно сумме 
их УУ-произведений, в которых операторы связаны всеми возможными 
связям и, за исключением связей между операторами в пределах од
ного и того ж е УУ-произведения. Отметим, что определение связей
(2.4.51), (2.5.36) является частным случаем правила I.

Чтобы доказать правило I, отметим предварительно, что одновре
менной одинаковой перестановкой множителей внутри Т- и ^ -п р о и зве
дений в (3.2.8) мы не наруш аем этого соотношения, поэтому без 
ограничения общности можно предположить, что операторы в (3.2.8) 
уж е расположены в хронологическом порядке.

Располож им множители в (3.2.8) так , чтобы все операторы рожде
ния стояли слева от операторов уничтожения (для простоты предпола
гается, что каждый из операторов Х£. =  А, яр, ïp является либо опе
ратором рож дения, либо оператором уничтожения). Выберем для этого 
самый левый УУ-неупорядоченный оператор рождения и будем последо
вательно переставлять его со всеми операторами уничтожения, распо
ложенными левее данного оператора. При этом появятся дополнитель
ные члены со связями между переставляемыми операторами в соответ
ствии с формулой

ХхХ2 -  Г(Х хХ2) =  : ХхХ2 : +  ХхХ2 =  ±  Х2Хх +  ХхХ2.

Т акую  ж е операцию упорядочения мы проделаем с другими неупо
рядоченными операторами рождения. В результате исходное Т- 
произведение выразим в виде суммы УУ-произведений. Эти произведе
ния могут входить как  с положительным, так и с отрицательным зна
ком, но если под знаком ЛЛпроизведений переставить множители 
таким образом, чтобы они снова стали Т-упорядоченными, т. е. рас
положенными в хронологическом порядке, то, очевидно, все ^ -п р о и з
ведения будут входить с положительным знаком и мы получим пред
ставление T -произведения в виде суммы У\У-произведений. В эту сумму 
будут, очевидно, входить не все возможные связи, а только связи меж
ду всеми парами ^-неупорядоченны х операторов; так как , однако, 
связи между УУ-упорядоченными операторами, являю щ имися одно
временно Т-упорядоченными, равны нулю, то можно считать, что в 
данную  сумму входят все возможные связи. Таким образом, мы дока
зали  справедливость правила I.

Аналогично можно доказать правило II . При этом следует лиш ь 
иметь в виду, что менять местами операторы под знаком одного и того 
ж е УУ-произведения не нуж но, так как  эти операторы уж е ^ -у п о р яд о 
чены, поэтому соответствующие им связи должны отсутствовать (бо
лее детальное доказательство правил В ика см. в [6, 7]).

И спользуя приведенные правила, величину S n можно представить 
в виде суммы интегралов, содерж ащ их только УУ-произведения опера
торов полей:

Sn =  Е  $ d %  . . .  d^xJF„(* ! . . .  хп) : Х^ ( ^ )  . . .  X,n (xn) : ,  (3.2.9)



где под знак Л/'-произведения входят операторы =  ф, яр, А  в точ
ках  хъ  х2у ...» хп и величины & п (хъ  ..., хп) 9 йазываемые коэффициент
ными функциями, определяются связями между операторами.

Связи между операторами полей, отличные от н уля , определяю тся 
формулами (2.4.53), (2.5.38)

А», (х) A v (х ') =  i 0 cw  (x  —  х'; g),
------- 1  ,  (3.2.10)

(х') =  — îSafi (X —  х').

3.2.3. Ф ункциональная форма представления матрицы рассея
ния в виде iV-упорядоченного оператора. П окаж ем, что правила В ика 
мож но сформулировать в аналитической форме [9].

П режде всего рассмотрим функционал от операторов электром аг
нитного поля

f  М } =  2  . . .  d ixnK f l..Mn (хг ............xn) A Vi(x i) . . .  A v (x„),

(3.2.11)
где /Cv”?..vn (*i xn) — некоторые числовые функции от хг . . .х п и сум
мирование производится, кроме п 9 такж е по всем v k (yk =  0, 1 , 2 ,  3), 
и покажем, что

T F { A )  =  :e* F  {Л} : ,  (3.2.12)

где

А = = ~  j  & х & х ' (x) v &  ~  X' ; ^  ÔAV (х') (3 *2,13*

и ф ункциональная производная по бозе-оператору Л й (х) определяет
ся обычным образом.

Чтобы доказать формулу (3.2.12), убедимся сначала в том, что 
AF  {Л} получается из F [ А ] 9 если в каждом члене разлож ения
(3.2.11) всеми возможными способами образовать одну связь между 
операторами Ац (х) и просуммировать затем полученные вы раж ения.
Для этого достаточно проверить соотношение

А  (Ля, (хД A q (^ 2)) == (^i) (^2) === {Х\ x 2t )̂>
i . i

которое немедленно вытекает из (3.2.13) и (3.2.10).
А*Аналогично можно проверить, что ф ункционал - у р  F  {Л} полу

чается из функционала F  {Л}, если в каждом члене разлож ения
(3.2.11) образовать всеми возможными способами k связей между опе
раторами Лц, и просуммировать затем полученные вы раж ения.

Отсюда вытекает, что сформулированное выше правило I о разло
жении Т-произведения на ^-п рои зведен ия в применении к операто-



=  И ) ) : .
к—О

00 ь
_ - =  ел , получаем формулу (3.2.12).

к = 0
Ф ормула такого ж е типа справедлива и для электронно-позитрон

ных операторов, а именно если F  {ф, ф} —  функционал от операторов

ф и ф  вида

F  {ф, ф) =  £  f d*xt . . .  d4x'n,Klni,n°) (Хг............. Xni-, х \ ................ х'п  ̂ X
~ ~ ПгП,

X ф ^ ф ^ )  . . .  -ф (ЛГП1) 7̂ (л4е),

где суммирование кроме пг и п 2 производится по спинорным индек
сам, от которых зависит К {ПиПг), то

T F { ty ,  ф} =  : e z F {ф. ф} : ,  (3.2.14)

где
V = i Ç d 4xd4x ’ - г г - , : S«p (х —  х') - J - --  (3.2.15)
Z j  J Ч , М  “ Р '  Ч р  (х ')

и функциональные производные по ф и ф определяются в соответствии
с  формулами (см. п. 2.1.2)

^  (Ф, ф} =  j  efx ô ф„ (х) — ^ {х) +  j  d 'x t i ÿ j  (х) ■

И з формул (3.2.12) и (3.2.14) следует, что если мы имеем общий, 
ф ункционал F {Л, ф, ф} от операторов Л м (х), фа (х), фр (х), то

T F  {А ,  ф, ф} =  : ( e ^ F  {А, ф, ф}) : (3.2.16)

(более детальное доказательство этих формул см. в НО]). Ясно, что 
формулы типа (3.2.12), (3.2.14), (3.2.16) справедливы не только для 
электромагнитного и электронно-позитронного полей, но и для любых 
бозе- или ферми-полей X (х), для которых связи определяются форму
лой

X (х)Х (х ') =  T  (X (х) X (х')) — : X (х) X (х ') : .

Если в F входят /V-упорядоченные комплексы, относящ иеся к од
ной и той же пространственно-временной точке, то связи S c (0), 
0 е (0), относящиеся к операторам внутри одного и того ж е ^ -у п о р я 
доченного комплекса, нужно положить равными нулю.

И з вывода формулы (3.2.16) следует, что при вычислении величи
ны

e ï + *F И ,  ф, ф}



мы можем рассматривать поля Л ц (х) как обычные с-числовые функ
ции, а поля ф (х), ф (х) — как обычные грассмановы функции; в по* 
лученных после вычисления этой величины полиномиальных по Ац, 
ф, ф выраж ениях возникшие произведения полевых величин следует 
заменить нормальными произведениями соответствующих операторов. 
Д л я  этого в формуле (3.2.16) введен символ N -упорядочения.

П олагая
F {А, ф, ф} =  exp i ( £ d4xj'i (х) А и (х) +  ÔM (яр)),

6М  =  Ьт  ̂ d4xty (х) я}1 (х)
и помня, что

S  =  T F  {А, ф, ф} =  T ^ T aF {А,  ф, ф}

(Т\|) и Т а — Т-упорядоченные операторы ф, ф и Л), получаем следу
ющее общее выражение для матрицы рассеяния в виде ^ -уп орядочен 
ного оператора:

S =  : ел+х exp i ( £ d 4x /M (х) Ац (х) +  ôm  ̂dAxxjj (х) ф (х)) : .  (3.2.17) 

Согласно доказанному выше

T aF {А, ф, ф} =  N A{e*F {А, ф, ф})

( N А обозначает N -упорядочение операторов Л ц). Зам ечая, что

N  л ~ÔHvV )  еХР 1 J Г  W d*X =

=  iN A ( Г  (* ') ехР '  £ t  (*) Aj> d *x ) >

легко убедиться, что

N a exp i J d^x f1 (x) Лм (x) j =

=  — N a ^ d4x'd4x"/v (х') D c (x' —  x") / v {x')  exp i £ d Ax ju (x) A^ (x)j , 

где
0  (x) gfinv =  i5|UV 0

(мы учли при этом закон сохранения тока d ujv  =  0). Поэтому 

T aF {A, ф, ф) =  exp (—  \  J d4xd4x ' f  (х') 0 е (х' -  х") /„  (х") +

+  ibM  (ф )| N a exp i ^ d4xju (х) Аи (х).

Отсюда следует

■S =  7 *  |ехр  ( -  4 -  J d 4xd4x ' jv {х') 0%и (х' -  х") Г  (жГ) +

+  ibM  (ф)| N a (exp i j  d4xju (x) Лц (*))} . (3 .2 .18)



Д ля  процессов без участия фотонов последний множитель в (3.2.18) 
равен единице и матрица рассеяния приобретает вид

£  =  7\[, ехр (—  4 "  I  d*x d ix ' f  (* ') & С (* ' “  х ") [ у  (**) +  (ф) ) • (3.2.19)

Если движ ение электронов считать заданным, то плотность тока 
можно рассматривать как заданную  числовую функцию /ц (х). И з
(3.2.18) следует, что в таком приближении матрица рассеяния приоб
ретает вид

S  =  ехр ( ----- d Axd*x'jv (х') 0 е (х' —  х*) jv (*")j x

X : exp (i £ â^x'f (x) (x)) : ,  (3 .2 .20)

где операторами являю тся только потенциалы {х).

3.2.4. Связь определений матрицы рассеяния в кулоновской и ло- 
ренцевой калибровках. Установим связь между матрицей рассеяния 
в лоренцевой калибровке S  и матрицей рассеяния в кулоновской ка
либровке S , именно покажем, что

S  =  (S), (3.2.21)

где усреднение производится по вакуум у духовых состояний электро
магнитного поля, т. е. по вакуум у скалярны х и продольных фотонов. 
С этой целью отметим, что функция распространения в лоренцевой ка
либровке J0  связана с функцией распространения в кулонов
ской калибровке 0 С̂  (х) формулой

i& lv  (x-, I) =  t î b  (x) —  ~  îi^riv +  dM<Pv (X\ I) +  ôv(Pn (x; Q,

(3.2.22)

где фц (x\ £) —  некоторая векторная функция х  и функция 0 ^  {х) 
совпадает с функцией ( g u 0 c (•x))(t) (см. (3.1.28)), если р =  &, v =  /, 
и равна нулю в остальных случаях . Д л я  доказательства отметим, что 
векторы поляризации e t l  ( Л =  1, 2), =  т^ , =  Ец образую т
полную систему. Поэтому 

2

S  ^ k f i^ k v  = =  gixv  +  'Hu'Hv ?|Ll^V*
Я/=1

Так как e t i  =  (о, » т0 вектор ^  мож но представить в виде

р =  *ц -  (Ц) Цц
V (к ц у  -  *2

(мы учли, что =  (L, 0, 0, 0)). Поэтому, учиты вая, что



*«2)|ХV (я) --
1

k2 +  Ю
éf***

k2 +  Ю { -

~ ( SW +  =*

# v l v
g (fcr))2 — k2

(Лг))« — fc2 +  (*n)
“b I

(Лг))в — k2 J ’
откуда, учитывая определение (2.4.55) функции распространения в ло- 
ренцевой калибровке и зам ечая, что

î * *  Г ^ 2 - * 2 =  2 п Ь w  î^ iSL = W ô W*
приходим к формуле (3.2.22) (последние слагаемые в этой формуле 
вместе со слагаемыми, содержащими 1 —  g в формуле для iZ)^v (х ; 
I ) ,  определяю т функцию фц (х; £)).

Обратимся к соотношению (3.2.18). Подставим в это соотношение 
вместо jZ£v (х; £) выраж ение (3.2.22). Ясно, что при этом можно опу
сти ть  слагаемые ô ^ v, с^фр, так как интегрирование по частям приво
дит к выражению  <Эц/р, которое обращ ается в нуль вследствие закона
сохранени я тока. При этом отметим, что при интегрировании по ча
стям  кроме членов появляю тся дополнительные члены, связанны е
с  дифференцированием Т- произведения токов

т (Ы (*) / V (X*)) =  0 (< -  п  и  (X) и  (* ') +  0 (Г - 1) h  (* ') h  (x) (3.2.23)

в  соответствии с формулой

д»Т ( f  (x) Г  (X')) =  T  ( d j *  (X) Г  (.*')) +  e (/ -  П  [JO (x), Г  (*')]•

П оследнее слагаемое, вообще говоря, отлично от нуля вследствие на
личия так называемых ш вингеровских членов в коммутаторе токов 
{см. (2.7.30)). Однако если в отличие от (3.2.23) использовать реляти
вистски-инвариантное определение T -произведения в окрестности 
точки x  =  х  (которое отличается от определения (3.2.23) наличием 
слагаем ы х, содержащ их б-функцию б (х — х ')), то слагаемые типа 
6 (/ — /') [/° (x), / v (х')1 не появляю тся, т. е. будет справедливо соотно
шение

д иТ  ( f  (х) Г  (x1)) =  T  (сЦ “ {х) Г  (х1)) =  0 (3.2.24)

{см. п. 3 .2 .6). К этому результату можно прийти такж е, используя пра
вила В ика, с помощью которых Т-произведение токов преобразуется 
в  сумму N - произведений. Д ело в том, что представление Т-произве- 
дения согласно правилам В ика в виде суммы ЛУ-произведений я в л я 
ется  всюду релятивистски-инвариантным.

Согласно правилам В ика

т { :  îjj (x) v 4  (*) •• : Ф (*') у\ (*') : }  =  : f  (*) (*) f  (*') ï'ty (* ') : —



— i : ф (x) y v’S c (x  —  x')  ууф (х') : — i : гр (х ') y vS c (х' — x) у^ф (x) : —

—  (— t)2 Sp S c (х' —  x) / S *  (x —  х') y v . (3 .2 .25)
Входящие в эти .V-произведения операторы ф(±), гр(±) удовлетворяю т 
уравнениям Д и рака

( в у Ч  —  т) V  ** (х) =  О , Ф ( ± )  (х) +  т) =  0 .
Поэтому

: ф (х) у^ф (x) ф (х ') y 'ty  (х ') : =  0. (3 .2 .26)

Отметим, что функции Sap (х  —  х ') удовлетворяю т уравнениям  (см.
(2.5.42))

(tV*dn —  m) S ' (x — х ')  =  — ô (x — х '), S c (x — х ')  (iy^d» - f  m) =
— ô (x — x ') . (3 .2 .27)

Поэтому, используя уравнения Д и р ака  для ф(±> (х), ф(±) (х), полу
чаем

ддф(±) (х) y ^S ' (х —  х ') =  iô  (х —  х ') ф(±) (х), 

d uS c (х —  х ') 7 цф(±) (х) =  — iô  (х  — х ') ф(±) (х).
Отсюда непосредственно следует, что 

dfi {: ф (x) y^S c (х —  х ')  y^|) (х ') : +  : ф (х ') yvS e (х ' —  х) удф (х) :} =  0.
(3 .2 .28)

Последнее слагаемое в формуле (3.2.25) представляет собой поляриза
ционный оператор фотона (см. § 3.5). Эта величина содерж ит ультра
фиолетовые расходимости. О днако если использовать промежуточную 
градиентно-инвариантную  регуляризацию  (например, градиентно-ин
вариантную регуляризацию  П аули —  В иллрса или размерную  ре
гуляризацию , см. § 3.6), то получим (см. п. 3.7.3)

0ц Sp S ' (х ' — x) / S *  (х — х ') y v =  0. (3.2.29)
Отметим, что формальное применение формул (3.2.27) приводит к со
отношению

duSp S c (х ' —  x) y*\Se (х —  х ') yv =  iô  (x —  х ') Sp (S* (х ' — x) y v —

— S c (x —  x ' ) y v).
О днако отсюда, строго говоря, не следует обращение в нуль вы раж е
ния в правой части данной формулы. Это связано с тем, что до проме
жуточной регуляризации выраж ение Sp Se (x) y^S ' (—x) yv не имеет 
смысла. Учитывая (8.2.26), (3.2.28), (3.2.29), мы приходим к ф орм уле
(3.2.24). _

Таким образом, учитывая, что ф ункция ${«. отлична от нуля толь
ко при [I =  I, V =  s, матрицу рассеяния S  можно представить в виде 5

5  == 7 *  ^ехр | ----- y  j  d 4x j  d 4x ' / ( х ') $ \ k (х ' —  x") f  (x") +



+  - g ^  J d sx ’ J  d3x" J d t  |x , ^ x„! /о (х ',  0 /о(х"> о ) X
— оо

X Мл exp (/ ^ d4x /v (х) (x))j .

В  последний множитель под знак Тф-произведения входит полное 
электромагнитное поле A v (х), включающее операторы рождения и
уничтожения продольных и скалярны х фотонов. У средняя последнюю 
ф орм улу по вакуум у скалярны х и продольных фотонов, получаем

<5) =  7 \, (ехр {----- d*x’i  (х') M k  (х' -  x " ) f  (х") +

оо

+ -sir Î î î  di w=x'\ 2«(*'• O/o(X”. 0} x
— 00

X Мл exp ^ d 4x /v (x) i4v° (x))j , (3.2.30)

где поле (x) содержит только операторы рождения и уничтоже
ния поперечных фотонов (см. (2.4.25)). Это выражение представляет 
собой S -матрицу в кулоновской калибровке. Д ействительно, поступая 
т ак  ж е, как  при выводе формулы (3.2.18) для S -матрицы в лоренцевой 
к а л г:броЕке, мы из формул (3.2.18), (3.1.28) в качестве S -матрицы в ку
лоновской калибровке получаем правую  часть равенства (3.2.30).

И з формулы (3.2.30) следует такж е, что матричные элементы мат
рицы рассеяния S между физическими состояниями не зависят от ка
либровочного парам етра £, так как  матрица рассеяния в кулоновской 
калибровке не содерж ит этого парам етра.

3.2.5. Введение релятивистски-инвариантных Г-произведений и 
адвингеровские члены. Мы уж е отмечали, что хронологическое произ
ведение операторов при совпадении пространственно-временных аргу
ментов операторов не определено. Поэтому мы могли бы, например, 
к T -произведению T (a (x) b (у)) добавить слагаемое типа ô (х0 — у 0) дкХ 
X ô (х — у), которое могло бы наруш ить релятивистскую  инвариантность 

исходного T -произведения, если бы оно обладало ею, или сделало его 
релятивистски-инвариантны м при х =  у ,  если бы исходное Т-произве- 
дение не было релятивистски-инвариантны м при х  =  у .  Обычно при 
раскрытии T -произведений мы пользуемся правилами Вика, при 
которых T -произведение вы раж ается в виде суммы нормальных про

и зв е д е н и й . Нормальные произведения вместе с входящими в них функ
ц и ям и  распространения являю тся релятивистски-инвариантны ми. По
этому правила В ика, по сути, доопределяют T -произведения (при сов
падаю щ их аргументах) и делают их релятивистски-инвариантными. 
М ожно, однако, поставить вопрос о введении релятивистски-инвариант
ных T -произведений без использования правил В ика, а исходя из 
первоначального определения Г-произведения:

T  (a (x) b (у)) =  Q(x0 —  1/0) a (x) b ( y )  +  Q (у0 —  х0) b (у ) а  (х).



где а  (*), b {у) — некоторые локальны е операторы, построенные из 
операторов поля X (х) и содержащ ие четное число ферми-операторов; 
такими операторами являю тся, в частности, операторы токов З иа (*)> 
входящ ие в лагранж иан  взаимодействия полей. Здесь мы рассмотрим 
вопрос о релятивистской инвариантности таким образом определенных 
Г-произведений и покажем, что этот вопрос тесно связан с наличием 
ш вингеровских членов в коммутаторах токов (см. п. 2.7.2) [121.

Чтобы выяснить, является ли релятивистски-инвариантны м хроно
логическое произведение токов

у )  =

=  е (*0 -  у 0) Г а (X) т  (У) +  е («/о -  *о) 3 Ï  (у)  Г  (X) (3.2.31)
(для общности рассматриваем сохраняю щ иеся токи при наличии внут
ренней симметрии поля), введем унитарное преобразование U  (а) (см. 
§ 2.2), соответствующее преобразованию  Л оренца

Т-произведение (3.2.31) будет релятивистски-инвариантны м, если 7'w (х, у)  при этих преобразованиях будет преобразовываться как  
тензор 2-го ранга, т. е.

U  (a) r Vfl (х',  у' )  U  (a)+  =  a \ a \ T ° ' k (x, y) ,  

x »  =  a V ,  y *  =  a \ y \
(3.2.32)

В случае бесконечно малых преобразований Л оренца, соответствующих 
движению  с бесконечно малой скоростью v t =  ео/ (a^v =  guv +  &uvt 

— 0), оператор U  (а) определяется формулой (2.2.29)

и  (о) =  1 +  iG, G =  Вом ы (3.2.33)

и соотношение (3.2.32) приобретает вид

[М 01, Г ”* (х, у)]  =  i (х‘д° —  х°д‘) Г »  (х, у )  +

+  i (y ‘æ  -  У°д1) T vlt (х, у )  +  L lT VV/ (х, у ),  (3 .2 .34)
где

LlT v>i =  _  i g <»T iu _  ig onT vi +  i g ivT оц +  [g ‘v-T vO' (3.2.35) 

Т ак  как  Г а (х) представляет собой 4-вектор, то

[М°‘, 3 l  {x) т  (i/)] =  i ( х д °  ~  х°д‘ ) 31  (х) Г  (у)  +

+  i (у ‘д° -  y ° d l ) 3 à  (х) Г ь (у)  +  L1 (Г 0 (х) 3% (у) \

Поэтому согласно (3.2.31) справедлива формула

[М0/, Г д (x, у) \  =  L ' r w  (x, у )  +  i  (х‘д° -  хЮ1) Г *  ( x , у)  +

+  i (y ‘æ  -  у«д‘) (x, у )  -  i (x‘- y l ) Ô (x« -  y 0) [ 3 l  (x),  3% (y)\ .  (3.2.36)
Последнее слагаемое в этой формуле компенсирует временные произ
водные от U (х0 —  у 0) и 0 (у0 —  х0), появляю щ иеся во втором и третьем 
слагаемых.



Если бы коммутатор токов не содерж ал ш вингеровских членов 
(пропорциональных d/ô (х — у)), т. е. был бы пропорционален ô (х — 
—  у), то слагаемое, содержащее коммутатор токов в (3.2.36), обратилось 
бы в нуль и мы пришли бы к формуле (3.2.34). Это значит, что при от
сутствии швингеровских членов в коммутаторе токов хронологическое 
произведение, определяемое формулой (3.2.31), было бы релятивист- 
ски-инвариантным.

Вместе с тем, как мы видели, введение ш вингеровских членов необ
ходимо, и, следовательно, хронологическое произведение, определяемое 
формулой (3.2.31), не является релятивистски-инвариантны м и долж но 
быть модифицировано в окрестности точки х =  у .  М одифицированное 
(простейшим образом) хронологическое произведение токов обозначим 
так:

Т* №  (х) 3 Ï  Ш  -  T*v» (х, у)  =  Г *  (х, у )  +  8 (х -  у)  pv>A (х), (3 .2 .37)

где 7м1 (х, у) определяется формулой (3.2.31) и операторы pvu (х) мы 
подберем так , чтобы модифицированное Т-произведение было реля
тивистски-инвариантным, т. е. чтобы выполнялось соотношение

[М°‘, T*v» (х, у)) =  I (xlæ  —  х°д1) Г*гц {х, у )  +

+  i {у‘&> -  У°д‘) T’w (х , у )  +  L'T*VU (х , у) .

П одставляя сюда выражение (3.2.37) и учитывая (3.2.36), получаем 

[М ы , pvfl (x)] Ô {х  — у )  —  i (х1 —  у )  à (х°— у°) [ ü va (x), 3% (у)] =

=  fi (х  — у )  L l pvt* (х) +  ô (х —  у )  i (х ‘д° —  х°д‘) pvtl (х).

Мы использовали при этом очевидную формулу

(х1д° — х°д1) ô (х — у)  +  (у 1д° — у°д1) ô (х — у)  =  0.
У читывая далее, что согласно (2.7.27)

6 (х° -  у 0) [31 (X), (у)} =  Fab (X) ô (х —  у)  —  G Z k (X) дкд (X -  у )

и

L 1Ç »  (X) =  -  i g V  (X) -  i g V  (х )  +  i g ly »  (x) +  i g V ( X ) ,  

получаем

[Мы, p vt* (x)] —  i G l t ' 1 (x) =  i ( x ‘d° —  xPd1) p** (x) —

~  ig°V u (*) -  i g V  (x) +  i g lvp°» (x) +  i g V  (x). (3.2.38)

Эта формула служ ит для определения рЖ (*)• Т ак  как  

elPxG Z ’1 (<d)e-iPx =  G Z l (x),

Ц Р Р, M ol] = - g QpP l + У Р °

(см. (2.2.46)) и, следовательно,

e iPxM °‘e ~ iPx =  М “  +  х ‘Р°  —  х°Р‘,



то из формулы (3.2.38) вытекает, что

pvt*(x) =  ^ V ' i (0 )< r" ’*.

Поэтому достаточно определить оператор pw  (0). П олагая в  (3.2.38) 
х  =  0, находим

[ Л Л  Pw  (0)] -  iG Z '1 (0) =  -  i g V  (0) -  

-  i g V  (0) +  i g vlP0fl (0) +  ^ V ° (0). (3.2.39)
Предположим, что

pv0 (0) =  p ^ O )  =  0, V  =  0, 1, 2, 3. (3 .2 .40)
Тогда уравнение (3.2.39), удовлетворяется при v =  р  =  0, так  как 
dab1 (0) =  0 (см. (2.7.29); в коммутаторе [V°a (х), VÏ  (</)! нет швингеров- 
ских членов). При v =  0, р  =  s уравнение (3.2.39) приводит к определе
нию пространственных составляю щ их оператора pv**:

Р а И 0 ) = С ' '( 0 ) .  (3.2.41)
Ф ормулы (3.2.40), (3.2.41) определяю т оператор р Х  а тем самым и ре- 
лятивистски-инвариантное ^ -п р о и зв е д е н и е  токов (см. (3.2.37)).

Д ля  пространственных индексов уравнение (3.2.39) принимает вид

[ Л Л  Раб (0)] —  iGab’! (0) =  0, 
или с использованием (3.2.41)

[М0/, С&*  (0)] =  IG&1 (0). (3.2.42)

Это соотношение связы вает между собой швингеровские члены и 
G%ь'1 • В действительности, однако, эта связь  является непосредствен- 
ным следствием векторного характера токов Va (х). Действительно, 
рассмотрим двойной коммутатор [ М ы , [V°a (х), VI  (0)П*0=о. Тогда из 
тождества Якоби следует

[М0/, [сfa (X), V% (0 )Ь .= о] =  -  [3°а (х), [3% (0), М °']]*„=<) —

— (0), [М ы, з 1 { х ) \ ] Хй=о-

Т ак как  Va (х) представляет собой 4-вектор, то

[/И", 3$ {х)\ = i (х‘д° — Х°д1) За (х) +  Ll3a (X),
L l3a (х) =  -  i g°»V‘a (X) +  i g ‘»V°a (X).

Поэтому
[М°\ [сJ°a(x), Зь (0)]*0=о] =  \3Qa{x), L lV% (0)]х-„=о —
— [Зь (0), L lV°a (х)],„=о +  IX1 [VI (0), dkVa (* )Ь о=0. (3.2.43)

Мы использовали здесь закон сохранения тока d0V l  (х) =  —dkVa (х). 
Л евая сторона этого равенства согласно (2.7.30) равна

[М“ , [Vi {х), VI (0)Ьо=0] =

=  -  ifbadb (х) [ М ы, 3 \  (0)] -  [Мы, G t k (0)] дкЬ (х).



dk ( ix ‘ [3% (0), З ка (х)]х. „ 0) +  [Мы, O f f  (0)] с\Ь  (х) =

=  [31 (0), L l3a  (х)],0=о -  \ 3 l  (х), L‘3 l  (O)]je0==o +  i [31 (0), З ‘а (х )],0=о —

— ifbad[M°l , 3 d  (0)] Ô (Х).

П равая сторона равенства вследствие (3.2.33), (3.2.35) обращ ается в 
нуль и согласно (2.7.31) мы приходим к соотношению (3.2.42), связы 
вающему ш вингеровские члены G°abk и G*bl .

Таким образом, мы связали  дополнительные слагаемые (пропорцио
нальные ô  (л: — у))у входящ ие в релятивистски-инвариантное опреде
ление хронологического произведения токов, со швингеровскими чле
нами, входящими в одновременной коммутатор токов.

П окажем, что справедливо соотношение

С\Т* (Га (х) Гь (у)) =  /0 (х -  у) fab 3 ?  (х). (3 .2 .44)
И спользуя определение (3.2.37), находим

dvT* {31 (X) (У)) =  р2  {у) ôvô ( х - у )  +  Ô (х0 -  у 0) [3°а (X), 3% {у)],

или, учитывая (3.2.40), (2.7.28):

dvT* {31 {х) 3 1  (у)) =  р% {у) d kd (х -  у)  -  G T  {у) dkô ( х - у )  +

+  ifabd3 d  (х)  ô  ( х  —  у ) ,

откуда вследствие (3.2.41) вытекает формула (3.2.44).
Отметим, что такой ж е результат мы получаем, если используем 

обычное определение Т-произведения и в коммутаторе токов не учиты
ваем ш вингеровских членов.

В квантовой электродинамике fab =  0 и, следовательно,

dvT* (c7v (х) Г  (у)) =  0. (3 .2 .45)

Этим соотношением мы фактически пользовались при доказательстве 
эквивалентности двух выражений для матрицы рассеяния в кулонов
ской и лоренцевой калибровках.

Д алее в п. 5 .2 .2  свяжем вакуумное среднее ш вингеровских членов, 
входящих в коммутатор временной и пространственной компонент то
ков, с полным сечением аннигиляции электронно-позитронной пары.

§ 3 .3 .  СВОЙСТВА СИММЕТРИИ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО
ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ

3 .3 .1 . Инвариантность 5-матрицы по отнош ению к непрерывным  
преобразованиям пространства —  времени. Электромагнитное взаимо
действие обладает рядом свойств симметрии, которые проявляю тся в 
инвариантности уравнений квантовой электродинамики относительно 
соответствующих преобразований координат и операторов полей. Имен
но эти уравнения инвариантны по отношению к непрерывным преобра
зованиям  пространства — времени, преобразованиям отраж ения про-



странственных координат и обращ ения времени, преобразованию заря
дового сопряж ения и калибровочным преобразованиям [5].

Р елятивистская инвариантность и инвариантность относительно 
отраж ения координат и обращ ения времени уравнений общих кванто
ванных полей в гейзенберговском представлении изучались нами в 
§ 2.2. Полученные выводы относятся и к уравнениям квантовой элек
тродинамики в гейзенберговском представлении. Здесь мы рассмотрим 
свойства инвариантности S -матрицы, связанны е с указанными симмет
риями.

Начнем рассмотрение с релятивистской инвариантности. При пере
ходе от системы отсчета К  к системе отсчета К ' (.х^ ->■ х 'д =  a \ x v +  
+  а **) операторы полей в представлении взаимодействия преобразуют
ся по формулам

ф (х)-> ф '(х') = S (а) -ф (л:),
А^ (х) ~*т Ац. (х ) — @ц Av (х).

Л егко видеть, что операторы я|/ (х), (х) удовлетворяю т таким же
перестановочным соотношениям (см. (3.1.54)) и уравнениям движения 
(см. (3.1.52), (3.1.53)), как операторы ф (х), А ц (х). Поэтому они связа
ны унитарным преобразованием

я|/ (х) =  и у  (х) U + , А» (х) =  и  А»  (*) и + , (3.3.2)

где U  =  U  («и, % ) — некоторый унитарный оператор, не зависящий 
от х,  но зависящ ий от а \ ,  а Д л я  бесконечно малого преобразования
#UV =  ^M/V “Ь  r,|Liv , Gtu =

и  =  1 +  iG9 G+ =  G,
где (см. § 2.2)

G =  - e uP u +  ^ - e ^ v.

Входящие сюда величины Р'л и M tlv представляю т собой 4-вектор энер
гии — импульса и 4-тензор моментов свободных квантованных элек
тронно-позитронного и электромагнитного полей.

Из определения плотности 4-тока и (3.3.1) следует, что

и  A  (X')U+  =  a \ j v (x).

Поэтому согласно (3.3.1) и определению S -матрицы (3.2.8)

U S U +  =  S
и, следовательно,

[P*, S] =  [A TV, S] =  0. (3.3.3)

Коммутативность S  и Р*  обеспечивает выполнение закона сохранения 
4-импульса в процессах столкновений, поэтому матричные элементы 
</|S  I i) содерж ат ô-функцию ô (h p ,  — 2 р ;) . Коммутативность S  и 
обеспечивает релятивистскую  инвариантность амплитуды (см.
(3.4.10)).



3 .3 .2 . Инвариантность 5-матрицы по отношению к сильному отра
ж ению  пространства —  времени. Перейдем к рассмотрению инвариант
ности уравнений квантовой электродинамики в представлении взаимо
действия по отношению к одновременному преобразованию  отраж ения 
пространства и обращения времени х^ =  —х п. Если с этим пре
образованием связать преобразования операторов полей

Л л * )  ^  ( * ' ) = = - 4  (*),

я|) (л:) -*■ г|)К (л:') = Ог|/ (х), я]) (я) я))К (х ') = я]/ (л:) О,
(3.3.4)

где О =  iy5, то, как  легко проверить, операторы A R (х), \\îr (х), (х)

будут удовлетворять таким ж е уравнениям  движ ения (см. (3.1.54)) 
и таким ж е перестановочным соотношениям (см. (3.1.52), (3.1.53)), как  и 
операторы А ц (х), ф (х),ф (х). Поэтому эти системы операторов связаны
между собой некоторым унитарным преобразованием U r , не зависящ им 
от х:

К  (* ) =  VrA# (X) ut f  (* ) =  а д  (JC) ut  f R (JC) =  а д  (* ) Ut.
(3.3.5)

Это преобразование называется сильным отражением или /?-преобразо- 
ванием. П окаж ем , что

U RS U t  =  S T. (3.3.6)
Д л я  этого отметим, что согласно (3.3.5)

URf  (X) u i  =  ~Y (x), у V  (*)] S  t  (xf.

И спользуя (3.3.4), находим

f ( x f  =  - f ( - x ) T.

Замечая далее, что U RA V (.х) U r =  — Ац  (—х)т, получаем

U Rf  (х) (x) U t  =  i f  ( -  x) А и ( -  х))т.

Отсюда и из (3.2.8) следует, что
оо

U RS U t  =  Y i  J d iXi ■ • • (РхпТ  {®Гп( (— Х г ) . . .  wfnt (—  хп)} =
п=О

оо

=  S  (“ 7г|- i  d*xi ■ ■ • dix<F {“^ t (*i) • • • WM (хп)}>
п=0

где Т  — антихронолотический оператор, располагаю щ ий операторы 
полей, считая слева направо, в порядке возрастания временных аргу
ментов операторов. Н о последнее выражение, очевидно, совпадает с 
формулой д л я 5 г , что и доказы вает (3.3.6).



N .+ N f
(Ph eh [if I S I p „  e„ =  (—  1) * ( p t, — et , —  p,  | S  | p h —  eh —  ц/>,

(3.3.7)
где Ip, e , |li) — вектор состояния частиц с импульсами р , зарядами е и 
спиральностями р (индексы i n f  служ ат для обозначения начального 
и конечного состояний; N {, N f —  суммарные числа фотонов в состоя
ниях i и /).

Действительно, из формул (1.4.37), (1.5.47), определяющих векторы 
поляризации е$1 и биспиноры ия* (р), следует

ekv* =  е & Х), К =  ±  1, i y5u m  (р) =  и ~ т  (р) (3.3.8)

(в первой из этих формул индекс % означает спиральность фотона, так  
что eltv и е\^1) соответствуют в обозначениях п. 1.4.3 величинам eLv, 
ehv). Заметим далее, что в представлении, в котором матричные элемен
ты операторов а, Ь, о вещественны, справедливы формулы

а т =  а+ , Ьт =  Ь+ , ст =  с+ .

Поэтому из формул (3.3.5) и разлож ений (2.4.25), (2.5.27) операторов 
Лц, ф, ф на плоские волны вытекают соотношения

U Ra + U t  =  Ь + » ,  U Rb + U t  =

U « & U t — c U  ( 9)
Из этих формул следует, что

U r IР, е, р> =  (—  i f  I р ,  —  е, — ц> (3.3.10)
(мы учли при этом, что U R 10) =  10>, 10) —  вектор состояния вакуума), 
следовательно, согласно (3.3.6):

(ph eh pH 5 1 Pi» eh ИП =  ( — 1 f i+Nf <Pi . — *f, —  Vi\ S TI Ph  — —  |i t>.
Отсюда получаем формулу (3.3.7).

3 .3.3. И нвариантность ^-м атрицы  по отношению к преобразованию 
зарядового сопряжения. Перейдем к рассмотрению инвариантности 
уравнений квантовой электродинамики относительно преобразования 
зарядового сопряж ения. В гейзенберговском представлении этому пре
образованию соответствует преобразование операторов полей

Ф (*) фС W  =  Сф (х), ф (х) ->  фе (х) =  С-1 ф (х),

Лм (х )->  Л ^(х) =  — Лц(х). ' ‘ *

Легко убедиться, что канонические перестановочные соотношения и 
уравнения Д и р ака  ийвариантны относительно этого преобразования. 
Д ля доказательства инвариантности уравнений для электромагнитного 
поля отметим, что 4-ток (х), построенный из операторов фс (х), 
Ÿ  (х), так же, как оператор /ц (х), построен с помощью операторов ф (х),



Ф (дс):

Ш  =  - т  (3.3.12)

и отличается только знаком от /д (х):

/м(*) =  - / и ( * ) .  (3.3.13)

Т ак как  A l  (х) =  — Лц (дс), то уравнение (3.1.38) такж е инвариантно 
относительно преобразования зарядового сопряж ения. Поэтому опе
раторы A l  (дс), фс (дс), фе (дс) связаны  с операторами А ц (дс), чр (дс), ф(дс) 
унитарным преобразованием Uc, не зависящ им от дс:

A l  (х) =  U СА» (х) U+, фс (х) =  1/вф (х) U t ,  ?  (x) =  U ü  (x) U t  (3.3.14)

(инвариантность теории по отношению к  преобразованию  зарядового 
сопряж ения назы вается С-инвариантностью).

Отметим, что в  классической теории мы не можем обеспечить инва
риантность уравнения д^дуАц =  — / м относительно зарядового сопря
ж ения, так  к ак  в  ней =  / м (определение ж е тока в (3.1.32) в виде 
коммутатора приводит в классической теории к нулевому току). Если 
бы классические ферми-поля мы описывали грассмановыми переменны
ми, то определение тока в форме (3.1.32) имело бы смысл и теория такж е 
была бы С-инвариантна.

В представлении взаимодействия справедливы формулы, аналогич
ные (3.3.11), (3.3.14):

ф (дс) фс (дс) =  Сф (дс), ф (дс) фе (дс) =  С  ‘ф (дс), 

Лц (дс) —>■ Лц (дс) =  Лр, (дс),
(3.3.15)

причем

U сф (дс) U t  =  фс (x), U сф (дс) U t  =  фе(х), V И и  (х ) U t  =  A l  (дс).

(3.3.16)

Так как

U / l ( x ) U t  =  - Г ( х )  (З .ЗЛ 7)

(см. такж е (3.3.13)), то легко видеть, что

u cs u t  =  s .  (3.3.18)

И спользуя разлож ения (2.4.25), (2.5.27), находим

U cc t x U t  =  —  ей:, U f i t v U t  =  bt», U j b + U t  =  a + .  (3.3,19) 
Считая, что 10) =  |0 ) ,  получаем

U c \ p , e ,  р> = ( — l)W|p ,  — е, р>, (3 .3 .20 )



где N  — полные числа фотонов в состояниях | /?, е , р>. Поэтому из
(3.3.17) следует, что

(Pb ef, И/15 1 Pi, et , =  (— 1 )N‘+Nf (pf, — ef, p f \ S \ p t , —  et , ^ > . (3.3.21 )
Мы видим, что если в состояниях i n f  нет электронов и позитронов и 
суммарное число фотонов в начальном и конечном состояниях N ( +  
+  Nf  нечетно, то матричный элемент равен нулю (теорема Ф арри).

И з формул (3.3.19) следует, что U2 =  1. Поэтому собственные зна
чения оператора Uc равны  Л с =  ± 1 .  Т ак как  согласно (3.3.17) 
UcQU t+ =  — Q (Q — оператор заряда системы), то система, обладаю
щая ненулевым зарядом, не может находиться в состоянии, являющ емся 
собственным оператора Uc. Н аоборот, зарядово нейтральная система 
может находиться в состоянии, являю щ емся собственным состоянием 
оператора Uc. В этом случае говорят, что система обладает определен
ной зарядовой четностью, А с =  ± 1 .  Т ак как U jctk  | 0 )  =  — сы  | 0 ) ,  
то зарядовая четность фотона равна — 1. В частности, определенной за
рядовой четностью обладает л°-мезон (А с =  + 1 ) ,  позитроний (Лс =  
=  (— l) /+s, / — орбитальный момент, s — спин позитрония) и т. д. 
Нейтрон, являясь  нейтральной системой, не обладает определенной 
зарядовой четностью (антинейтрон не совпадает с нейтроном).

3 .3 .4 . Инвариантность 5-матрицы по отношению к отраж ению  про
странства, обращению времени и CPT-теорема. Т ак как  уравнения 
квантовой электродинамики инвариантны относительно преобразова
ний сильного отраж ения и зарядового сопряж ения, то они инвариантны 
такж е и относительно произведения R-  и С-преобразований. Такое пре
образование будем назы вать преобразованием слабого отраж ения и обо
значать R w  =  C R .

Согласно (3.3.15), (3.3.4) операторы полей преобразуются при сла
бом отраж ении следующим образом:

ф (х) ->  ф ^  (х') =  0 \гф  (х)т =  t/^ ф  (х ') Uw,  

ф (х) ->  ф * ^  (х') =  О ^ ф  (х)т =  U w ф (х ') Uwy (3.3.22)

К  (JC) A Ï "  (х') =  (X) =  U WA» (х') £/ÿ,

где xjx =  —Хц, Ow =  i y5C  и унитарный оператор Uw  определяется 
формулой Uw =  U cU r . Операторы а> b , с , относящ иеся к электронам, 
позитронам и фотонам, преобразую тся согласно формулам

U wOwJJw =  С  wbpliUw =  bp—̂ , U w c ^ U w ~ c t —,k- (3.3.23)
Таким образом, преобразование слабого отраж ения Uw  в отличие от 
преобразования сильного отраж ения U r изменяет только знак спираль- 
ности частицы, но не переводит частицу в античастицу. Поэтому мож 
но считать, что преобразование слабого отраж ения представляет собой 
чистое комбинированное преобразование отраж ения пространства и 
обращения времени.



Выше мы видели, что при преобразовании сильного отраж ения 
4-вектор плотности тока изменяет свой знак: /£ (х) =  — /ц (— х)т. При 
•слабом отраж ении знак вектора плотности тока не изменяется. Д ей 
ствительно, построив с помощью операторов фЯи7 (х) и фЯи7 (х) 4-вектор 
плотности тока, согласно (3.3.22) получим

й ”  (х) -  - f  i f "  (*), ï „ f  "  M l ( -  x f .

Это связано с тем, что плотность тока изменяет знак как  при /?-, так 
и при С-преобразовании. Отсюда видно, что преобразование слабого 
отражения аналогично отраж ению  пространства — времени в класси
ческой электродинам ике.

Выделим из преобразования слабого отраж ения преобразование 
отраж ения пространственных координат (Я-преобразование)

of» (х)—>• (х') SB гу0ф (x) =  Upty  (х ') U p ,

ф (x) фР (х ') =s —  bp  (x) y 0 =  U p t y  (х ') U t ,  (3.3.24)

f — ЛДх), \i =  i

(x =  (x, /), x' s= (—x, t)). Здесь U p  — унитарный оператор, соответ
ствующий пространственной инверсии. П редставив преобразование 
слабого отраж ения в виде R w  =  Я 7 \ мы тем самым определим преоб
разование обращ ения времени Г , которое назы вается преобразованием 
слабого обращ ения времени. У нитарный оператор U t., соответствующий 
этому преобразованию , определяется формулой

U p U T =  U w . (3.3.25)
Таким образом, видно, что сильное отраж ение пространства — време
ни представляет собой произведения С-, Я- и Г-преобразований:

R  =  СР Т .  (3 .3 .26)

У равнения квантовой электродинамики инвариантны  относительно 
каждого из преобразований Я , С, Я и Г . Эта инвариантность являет
ся, как уж е отмечалось, математическим выражением симметрии элек
тромагнитного взаимодействия электронов и фотонов относительно от
ражений пространства и времени и замены электрона позитроном.

Д ругие взаимодействия, в принципе, могут не обладать всеми свой
ствами симметрии, характерны ми для электромагнитного взаимодей
ствия электрона и фотонов. Поэтому от уравнений, описывающих эти 
взаимодействия, нельзя, вообще говоря, требовать, чтобы они были ин
вариантными относительно тех ж е преобразований, которые оставляю т 
инвариантными уравнения квантовой электродинам ики. Исключением 
являю тся непрерывные преобразования Л оренца — П уанкаре, по 
отношению к которым должны быть инвариантны уравнения любой 
физической теории.



К ак пример отметим слабое взаимодействие, в котором порознь на
руш ается С-, Я- и Г-инвариантность (см. далее).

Несмотря, однако, на возможные наруш ения инвариантности урав
нений, описывающих те или иные волновые поля, относительно одного 
из преобразований С, Я или Т  лю бая релятивистски-инвариантная тео
рия с локальным взаимодействием долж на быть инвариантной относи
тельно ^-п реобразовани я, представляющ его собой произведение С-, 
Р-  и Т-преобразований [11].

Вернемся к Я-преобразованию . Ясно, что двойное его применение 
эквивалентно тождественному преобразованию, т. е. Up =  1. Поэтому 
оператор Up  является эрмитовым с собственными значениями ± 1 .  Со
стояния, относящ иеся к собственному значению + 1 ,  называются Я- 
четными, а состояния, относящ иеся к собственному значению — 1, Я-не- 
четными.

Найдем закон преобразования операторов а , b , с , относящ ихся к 
электрону, позитрону и фотону, при Я -преобразовании. Д л я  этого 
отметим, что согласно определению (1.5.47) биспиноров и** (р) спра
ведливы уравнения

(qp  +  m) y Quqv (— р) =  0, (En) y 0uq» (— р) =  — iiy°uq  ̂(— р)
(где п =  р / 1 р|). Отсюда следует, что

у°и^Ңр) =  uq- »  (—  р). (3 .3 .27)

Учитывая далее, что =  е ^ ] для к — + 1 ,  — 1 и подставляя в
(3.3.24) разлож ения (2.4.25), (2.5.27) операторов ф, ф, на плоские 
волны, получаем

U p a + U t  =  o ip -ц , U p b + U t  =  -  è ip - p ,  (3 3 28)

U pCkxUp =  C-k—x-
И з этих формул следует, что при пространственном отраж ении изме

няется направление импульса, направление ж е спина не изменяется. 
Действительно, так как  р, представляет собой проекцию спина на на
правление р, то — р будет проекцией этого вектора на направление — р. 
И з этих ж е формул следует, что внутренние четности электрона и по
зитрона противоположны по знаку  [131. Действительно, считая, что 
Я-четность вакуум а равна + 1  для покоящ ихся электрона и позитрона, 
находим

UpCipii 10) =  Æltp_jn I 0 ), t /p ^ p j i |0 ) =  6 ± р -д |0 > , (3.3.29)
где p 0. Отсюда вытекает справедливость сделанного утверж дения.

Инвариантность S -матрицы по отношению к калибровочным преобра
зованиям рассматривалась в п. 3.1.5 (она выраж ается формулой (3.1.59), 
[S, СкЗ £ко! =  0).

§ 3.4. ГРАФИЧЕСКрЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ МАТРИЦЫ РАССЕЯНИЯ

3 .4 .1 . Графическое представление нормальных произведении. 
В п. 3 .2 .2  показано, что матрицу рассеяния можно йредетавить в виде 
суммы нормальных произведений операторов полей, соответствующих



различным процессам рассеяния частиц. Каж дое такое нормальное 
произведение, а следовательно, и любой процесс рассеяния можно изо
бразить графически [14], если условиться сопоставлять 4-векторам 
x lt х2, хп, по которым производится интегрирование в матрице S n,
точки диаграммы (они называются вершинами диаграммы), а операто
рам полей, входящим под знак нормального произведения,— линии, 
проходящие через эти вершины. Оператор Ац  (х) будем изображ ать
штриховой линией (без определенного направления) с началом в верши
не х; оператор ф (х) — направленным сплошным лучом, идущим к

вершине х; оператор ф (х) — направленным сплошным лучом, идущим
из вершины х . Все эти линии, которые называются внешними, предпо
лагаются уходящими за пределы диаграммы.

Т ак как  (х) представляет собой сумму операторов уничтожения
и рождения фотонов, то волнистой внешней линией обозначается фотон, 
испущенный или поглощенный в результате процесса рассеяния. 

Аналогично, поскольку ф (х) представляет собой сумму операторов
уничтожения электронов и рождения позитронов, сплошной внешней 
линией, направленной к вершине, соответствует электрон, сущ ествовав
ший до процесса рассеяния, или позитрон, образовавш ийся в результате 
процесса рассеяния. Н аконец, так как ф (х) представляет собой сумму
операторов рождения электронов и уничтожения позитронов, то 
сплошной внешней линией, направленной от вершины, соответствует 
позитрон, существовавший до процесса рассеяния, или электрон, 
образовавш ийся в результате процесса рассеяния.

Кроме операторов полей мы должны графически изображ ать такж е 
связи между операторами. Условимся связям  между операторами сопо
ставлять внутренние линии диаграммы, соединяющие ее вершины, а 
именно связь  между фотонными операторами А^ (xt) и A v (xf) будем
обозначать штриховой линией (не имеющей определенного направле
ния), соединяющей вершины xt и x jy а связь между электронными опе
раторами ф (xL) и ф (xj) — сплошной линией, соединяющей вершины
Xj и хь и имеющей направление от вершины xf к вершине xt .

В выражении для S n каж дая точка х  является либо аргументом трех 
операторов (одного фотонного (х) и двух электронных ф (х), ф (х)

(слагаемое : фАф: )), либо аргументов двух операторовф  (х), ф (х) (сла

гаемое ôm : фф :). О ператору : фАф : соответствует трехлучевая вер
шина, через которую проходит одна фотонная и две электронны е линии, 
причем одна электронная линия входит в вершину, а другая выходит 
из нее. Оператору ôm : фф : соответствует двухлучевая верш ина, с ,к о 
торой связаны  одна входящ ая и одна выходящ ая электронны е линии.

Д вухлучевы е вершины приводят к простому переопределению 
электронных связей (замене массы реального электрона m  массой «го-



лого» электрона т); учет этих 
вершин необходим для того, что
бы полюсы «свободного» и «точ- —

виальным. В связи с этим мы не 
будем далее детально останав-
ливаться на двухлучевых вер- j
шипах. рис 5

Д иаграммы , изображаю щ ие 
отдельные нормальные произве
дения, входящие в матрицу S n и содержащие п трехлучевых вершин, 
будем назы вать диаграммами n -го порядка. Они могут использоваться 
для изображ ения эффектов n -го приближ ения теории возмущений.

Эффектам 1-го порядка соответствует диаграмма на рис. 4. Она ха
рактеризует излучение или поглощение фотона электроном (позитро
ном), а такж е образование или поглощение электронно-позитронной 
пары. (Справа от диаграммы символически показано подынтегральное вы
раж ение матричного элемента S x без знака нормального произведения.)

Эффектам 2-го порядка соответствуют шесть топологически различ
ных диаграмм, показанных на рис. 5. Рядом с диаграммами символиче
ски показано подынтегральное выражение элемента матрицы S 2.

Рассмотрим подробнее диаграммы 2  и 3  на рис. 5. Первой из этих_л _л
диаграмм соответствует одно нормальное произведение : (фЛф) (фЛф)

К ак легко убедиться, последних два Af-произведения, отличающие
ся местом налож ения одной связи между электронными операторами, 
после интегрирования по d 4 х х и d4x 2 вносят одинаковый вклад в элемент 
матрицы S 2, соответствующий диаграмме 3.  Поэтому достаточно рассмот
реть только одно из этих нормальных произведений и вносимый им 
вклад в элемент матрицы S 2 умножить на 2.

_  /ч
а второй — два нормальных произведения : (■фЛ'ф) (ярЛчр):, : (ярЛг|э) (г|)Лг|)):.



А налогичная ситуация наблюдается для-других диаграмм. К аж дой 
из них мож ет соответствовать несколько нормальных произведений» 
отличаю щ ихся только местом налож ения связей между операторами 
полей и вносящих одинаковый вклад  в элемент матрицы рассеяния. 
Они называю тся эквивалентными нормальными произведениями.

Приведенные на рис. 5 диаграммы изображ аю т нормальные произ
ведения операторов полей и описывают одновременно ряд  процессов.

Рис. 6

Эти операторы представляю т собой суммы операторов испускания и пог
лощ ения частиц в различных состояниях, поэтому нормальное произве
дение, соответствующее какому-либо конкретному физическому процес
су, можно представить в виде суммы нескольких слагаемы х, которы е 
содерж ат произведения операторов испускания и поглощ ения частиц, 
участвующих в рассматриваемом процессе, и отличаются друг от друга 
только порядком располож ения операторов. Эти слагаемые можно изо
браж ать диаграммами, которые топологически эквивалентны  и отлича
ются друг от друга только порядком располож ения электронны х и фо
тонных линий.

Если в процессе участвуют п фотонов, то после разбиения нормаль
ного произведения на слагаемые, содерж ащ ие операторы поглощ ения 
и испускания отдельных фотонов, мы получим п\ членов, которым со
ответствуют диаграммы, отличающ иеся друг от друга только порядком 
располож ения фотонных линий.

Аналогично, если в процессе участвую т несколько электронов и 
позитронов, то нормальное произведение можно представить в виде 
суммы членов, которые содерж ат одни и те ж е операторы испускания и 
поглощ ения электронов и позитронов и отличаются только порядком 
располож ения этих операторов, а соответствующие этим членам диа
граммы отличаются друг от друга только порядком располож ения элек
тронных линий.

Н апример, процессу рассеяния электрона электроном соответствуют 
четыре диаграммы (рис. 6); на этих диаграммах р 19 р 2 и р \ ,  р'2 — 4-им
пульсы электронов до и после рассеяния.

В отличие от процессов с участием нескольких фотонов, для которых 
отдельным диаграммам соответствуют матричные элементы, имеющие 
один и тот ж е знак, для процессов с участием нескольких электронов 
отдельным диаграммам могут соответствовать матричные элементы с 
разными знакам и. Это связано с тем, что операторы испускания и по
глощения электронов и позитронов, находящ ихся в различны х состоя
н иях, в отличие от коммутирующ их операторов рож дения и поглоще



ния фотонов антикоммутирую т между собой. Д иаграммы  на рис. 6 ил
люстрируют это правило, которое находится в соответствии с принци
пом П аули.

Полученный результат можно обобщить следующим образом. П усть 
в процессе участвую т z  электронов, импульсы которых до и после рас
сеяния равны соответственно р г , р 2. ..., р г и р и р'2, р г - Тогда процес
су будут соответствовать (г!)2 диаграмм, которые отличается обозна
чениями электронных линий до и после рассеяния. Если на двух 
диаграммах электронные линии после рассеяния (являю щ иеся продол
жением электронных линий до рассеяния) обозначены соответственно 
р \ ,  /?2, ...» Рг и р )х, /?/2, ..., /?/2, то относительный знак матричных эле
ментов, соответствующих обеим диаграммам, будет определяться чет
ностью перестановки

Таким образом, матричный элемент, соответствующий какому-либо 
физическому процессу, после разбиения нормального произведения 
всегда можно представить в виде

(î  I s n I i) в  (Sn)t 4  =  (3 .4 .1)

где отдельные слагаемые ÇDlTlf соответствуют конкретным диаграммам 
n -го порядка для рассматриваемого процесса и конкретному расположе
нию внешних линий (суммирование распространяется по всем диаграм 
мам n-го порядка для изучаемого процесса и по всем перестановкам 
внешних линий).

3.4.2. Импульсное представление. Чтобы найти величины шТХ/,  
удобно перейти к импульсному пространству. Д л я  этого связи между 
операторами полей tjZ)£v (х; | ) ,  — ÎSap (х) представим в виде интегралов 
Ф урье (см. 2.4.55), (2.5.42) и подставим эти интегралы вместе с выра
жениями для матричных элементов операторов полей

« W ( x ) |  lu )  =  -р = = -  е(& е ~ 1кх, < Ы Л Д х)| °> =

< 0 1Ф (*) I l ï >  =  у ~ = -  и»  (р) е ~ Срх, < 1+ Ң (х) 10> =  y J = -  ирс(р) е1рх, 

< l № l f W | 0 >  =  y = « t‘ ( p ) ^ ,  < 0 | ф ( х ) | 1 + >  =

=  - 7J = « “e ( p ) e ~ tpx (3.4.2)
V 2 p 0V VF/ '  ’

в то из нормальных произведений под знаком интеграла для S„, которое 
соответствует ЭЛ*/!!/ (здесь (р) =  (р), (р) =  Си11 (р)). Со
бирая множители exp ipx/, exp ikxt с определенным х/  ( /  =  1, 2, ...
р. . ,п )  и выполняя интегрирование по d ix1 ... d4x„, получим произведе
ние п четырехмерных ô-функций 6 (2 р ) , умноженное на (2я)4п, где р



используется для обозначения 4-векторов /?, k  (число слагаемых под зна
ком б-функции равно, очевидно, трем — по числу линий, проходящ их 
через каж дую  вершину диаграммы).

Очевидно, в импульсном представлении каждой линии диаграммы 
будет соответствовать некоторый 4-вектор р . Но функции ISL5^v (xf —  
— X/), —  (Xj — X/), связанны е с внутренними линиями диаграммы,
зависят от разности координат x h  х{ концов линии; поэтому в двух
б-функциях, возникающих при интегрировании по d*xf и d*xh 4-вектор 
р , связанный с линией х ^ ь  будет входить с разными знакам и. Это дает 
возможность интерпретировать векторы /?, соответствующие внутрен
ним линиям диаграммы, как 4-импульсы виртуальны х «частиц», «ис
пускаемых» в одном конце и «поглощаемых» в другом конце внутренних 
линий. При этом, очевидно, между временной и пространственной со
ставляющими 4-импульса виртуальной частицы не сущ ествует никакой 
связи, р 2 — т 2 Ф  0 , k2 ф  0 . Закон  сохранения 4-импульса во внутрен
них вершинах долж ен иметь вид б (рх — р 2 ±  k),  где р х — 4-импульс 
входящей в верш ину электронной линии, р 2 — 4-импульс выходящей 
электронной линии и k —  4-импульс фотонной линии; при этом k вы
бирается со знаком «плюс», если мы условились, что фотон в данной 
вершине поглощ ается, и со знаком «минус», если в данной вершине фо
тон испускается.

Внешним линиям диаграммы соответствуют, очевидно, 4-импульсы 
реальных частиц, участвующих в процессе. Закон  сохранения 4-импуль
са во внешней вершине записывается таким образом, чтобы 4-импульс 
начальных (виртуальных и реальных) частиц был равен 4-импульсу 
конечных частиц. При этом внутренняя электронная линия, входя
щая в данную  вершину, всегда считается соответствующей начальному 
электрону, а внутренняя электронная линия, выходящ ая из данной 
вершины,— соответствующей конечному электрону.

Чтобы получить окончательное выражение для необходимо
расположить матрицы, действующие на спинорные индексы, в опреде
ленном порядке, произвести интегрирование по импульсам вирту
альных частиц и просуммировать полученное выражение по поляри
зациям виртуальны х фотонов.

Выясним прежде всего, в каком порядке должны быть располож ены  
спинорные матрицы. Ясно, что начиная с электронной линии, выходя
щей из точки xk, которой соответствует биспинор ф (**), мы долж ны  
записать затем матрицу относящ уюся к этой вершине, которая дей
ствует на биспинор ф (хk) слева; далее на полученный биспинор

ф (xk) у 11 слева действует матрица электронной связи , соединяющ ая точ
ку xk с некоторой точкой диаграммы х ь  и т. д. Таким  образом, матрицы, 
действующие на спинорные индексы, т. е. матрицы и S c, долж ны быть 
расположены в такой последовательности, считая слева направо, в  
которой они встречаются, если двигаться против направления электрон
ной линии.

Выяснив, как  долж ны быть расположены спинорные матрицы, мы 
можем написать следующее общее выражение для 90i f l f  в виде ин



теграла в импульсном пространстве:

<ЗЯТ±1 =  Ô P ( -  1)' ( i e f  I ( 2 n f n~ F) J d*Pl  . . .  <PpF[ j d %  . . .  x

х П б т о п й ж  4 ^ . - 4, у' \ , \ Vïpav V2Pov V"2<*V J f \ V 2p0V V2püv
>)*

K

x  r i  i - i S CiP)) r i  (YV̂ u v  {k B y**)) s
1 1

V Y  2iùVt 

(3.4.3>

Здесь интегрирование производится по 4-импульсам виртуальных час
тиц, т. е. по 4F t переменным р г, р 2, p Fl, происходящим от множите
лей типа — iS c (р), и по 4F v переменным 1гъ  ... ,  k Fy, происходящим от 
множителей типа i 0 c (k\ £) (Ft и Fv — числа внутренних электронных 
и фотонных линий, т. е. числа виртуальны х электронов и фотонов F =  
=  F t +  F y, / — число замкнутых электронных петель с четным числом 
электронных линий, бр  — четность перестановки электронных операто
ров (см. выше), g =  г/n !, г  — число эквивалентных диаграмм).

Кроме интегрирования в этой формуле производится суммирова
ние по четырем значениям индексов v, р , обозначающим различны е 
поляризации виртуальны х фотонов, причем каждому виртуальному 
фотону соответствует свой индекс v, принимающий значения v =  1, 2, 
3 , 0 .

п
М ножители в формуле имеют следующее значение: произведение

и» (р) О*  (р)
V2p0v V2püv V 2<j)V

■------  представляет собой произведение биспиноров

и? ( p ) / V 2 p 0V , (р ) /К 2 p 0V  и величин e ^ l V  2о)У, описывающих
электроны, позитроны и фотоны в начальном состоянии i\ произведе

нием П и» (р) U»° (р) -К *- - ■— — - ------  обозначено аналогичное произведениеY2PoV Y2p0V Y №  •
для конечного состояния / . М ножители — i S c (р) и + J$ îiv  (k,  | )  порож
дены связям и электронных и фотонных операторов, причем число пер
вых равно F i , а вторых — Fy. Н аконец, буква О служ ит для обозна
чения определенного порядка в расположении спинорных матриц, а 
именно матрицы у и и S c, действующие на спинорные индексы, долж ны 
быть расположены, считая справа налево, в такой последовательности, 
в какой они встречаются, если двигаться по направлению  электронной 
линии диаграммы.

Специфическая особенность возникает в том случае, если диаграмма 
содержит замкнутые электронные петли с четным числом электронных 
линий (при нечетном числе электронных линий матричный элемент, 
как показано далее, равен нулю). При этом каждой электронной петле
в выражении ЭДЙ/ соответствует взятый со знаком «минус» ш пур 
произведения матриц у» и — i S c, относящ ихся к петле. Наличие знака 
«минус» связано с тем, что при расстановке связей, соответствующих



петле, возникает последняя связь типа ф ф  =  — я|п|), которой не было в  
диаграммах без петель.

Если диаграмма содержит / замкнутых электронных петель с чет
ным числом линий, то cjJlTlf приобретает множитель (— 1)*, который 
входит в (3.4.3) вместе с множителем бр, где бр определяет относитель
ный знак SiïltUf в том случае, если в процессе участвует несколько 
электронов. К ак описано выше, бр представляет собой четность пере

становки индексов начальных и конечных электронов (или позитронов) 
по отношению к некоторому фиксированному расположению  индексов 
начальных и конечных электронов (позитронов).

Покажем, что диаграммам, содержащим замкнутые внутренние 
электронны е петли, состоящие из нечетного числа электронных линий, 
соответствует суммарный матричный элемент, равный нулю (теорема 
Ф арри).

Если некоторая диаграмма Gx содерж ит внутреннюю зам кнутую  
электронную  петлю I (рис. 7), то кроме этой диаграммы следует, очевидно, 
рассматривать диаграмму (32, отличающ уюся от первой только направ
лением обхода замкнутой электронной петли (петля II).  Сумма матрич
ных элементов, соответствующих этим диаграммам ЗЛс, и 9Л<?2, опреде
л яет  суммарный матричный элемент процесса: 9Д =  9 0 ^  +  9Л<?8. 
Согласно (3.4.3) петлям I и II соответствуют следующие части в мат
ричных элементах <Шо1 и 9Л<?2:

В , =  J d*p Sp Vм" Sc (р +  k j  f ’S c (p +  k ,  +  k j  . . .  S c (P -  kN) y*NS c (p), 

B n  =  J d V  Sp S c (р') y  ‘‘"S* (p' +  kN) . . .  S? (p' —  k t —  k x) X

X (p' — kj)  У4,
входящ ие в Çiïle, и 90îos в виде сомножителей (N  —  число вершин в пет
ле). У читывая, что

S p r  =  S p C _1KC,



и выбирая в качестве С матрицу зарядового сопряжения (см. п. 1.5.5), 
получаем

Ви =  ( -  1 f  î  # р '  Sp Se ( -  р ' )  7 " ^  (—р '  —  k N) . . .

. . .  Sc (— p’ +  kt) f l.
При'этом мы учли, что

с - у  с  =  c ~ 's c (p)C =  s°  (— р).

Сделав далее замену переменной р ' =  — р  и отмечая, чтоБр Y  =  Sp Ÿ r 
найдем окончательно

Ви =  ( -  1)" î  d*p Sp f lS c (р +  k j  f ' S c (p +  k , +  * , ) . . .

. . .  s c (p -  kN) y"NSc (p) =  (— 1)WB,.
Т ак как  суммарный матричный элемент 9Я содержит в виде сомно

ж ителя сумму выражений Bi и В ц , то из последней формулы следует, 
что при нечетном N  матричный элемент 9R обращ ается в нуль. Таким 
образом, диаграммы, содержащие замкнутые петли, которые состоят 
из нечетного числа электронных линий, можно не рассматривать.

Отметим, что теорема Ф арри является следствием закона сохране
ния зарядовой четности (см. § 3.3). Действительно, зам кнутой элект
ронной петле с N  вершинами, т. е. с N  подходящими к ней фотонными 
линиями, соответствует нейтральная система из реальных и виртуаль
ных фотонов, общее число которых равно N .  Т ак  как  четность фотона 
равна — 1, то нечетное N  означает разную  зарядовую  четность началь
ного и конечного состояний системы, что невозможно.

Ф ормула (3.4.3), определяю щ ая величину 9Я, выраж ает правила 
Ф ейнмана написания матричных элементов S -матрицы. Д иаграммы, со
ответствующие величинам длЙ -f, называются фейнмановскими.

3 .4 .3 . Вероятность и эффективное сечение процессов. При отсут
ствии взаимодействия, когда состояния частиц не изменяются, мат
рица рассеяния S  совпадает, очевидно, с единичной матрицей / .  Поэтому 
удобно полагать

S  =  /  +  IT

и связы вать вероятности различных процессов Pi+f  с элементам» 
матрицы Т:

P , - . f =  \ ( f \ T \ i ) \ \  (3 .4 .4)
где t и /  — обозначения начального и конечного состояний системы 
взаимодействующих полей (предполагается, что | i )  Ф  |/> ).

И з матричного элемента ( / 1 T  \ i) можно выделить 6-функцию, содер
ж ащ ую  разности 4-импульсов частиц в начальном (р,) и конечном (pf) 
состояниях:

( f  IT 10  =  (2n)4 M t+ f ô  ( I p ,  —  Ip f )  (3 .4 .5)
(величину M ,^ f  называют амплитудой рассеяния для соответствую
щего процесса). Поэтому вероятность процесса Р,*., будет пропор



циональна квадрату ô (2/7,- —  2/7,). Заменив одну из этих 6-функций 
интегралом

6 ^  =  - щ г  J  Я =

<5удем считать область интегрирования в нем ограниченной, т. е. з а 
меним ô-функцию на У А //(2я)4, где A t  — интервал интегрирования по 
времени и V  — пространственный объем интегрирования.

Таким образом, вероятность процесса i /  пропорциональна вре
мени A t  и мы можем поэтому ввести вероятность, отнесенную к единице 
времени:

W t - ,  =  =  (2я )4 1 I2 V ô  (2/7,- -  2/?,).

Так как в рассматриваемом процессе начальное и конечное состоя
ния частиц относятся к непрерывному спектру, то практический инте
рес представляет знание вероятности того, что трехмерные импульсы 
частиц pf  в конечном состоянии находятся в заданных интервалах 
4 spf.  Чтобы найти эту вероятность, которую мы обозначим нуж 
но умножить Wt+ f  на П Vdsp f/(2n)s , где Vdsp f/ (2n)s — число состоя

ний частицы с определенной поляризацией, для которой импульс 
леж и т  в интервале d sp f:

d w ^ f  =  (2я)4 1 М , + ,  I2 6 (2/7,- -  2/7,) V  П -Щ рЁ- • (3-4.6)

Установим зависимость величины dwc^f от нормировочного объе
ма V. Обозначим через N i и N f числа частиц (электронов, позитронов и 
фотонов) в начальном и конечном состояниях. Т ак как  согласно (3.4.3) 
каж дая частица начального или конечного состояния вносит множитель

V ~ x/z в величину 9JlTih то M i+ f  ~  V 2'Nt+Nf \  Поэтому dwt^f  ~  
~  V {~ Ni. Если N t =  1 (процесс распада; в квантовой электродинамике 
такого процесса нет, так как в последней все частицы стабильны), 
то вероятность процесса не зависит от объема.

Если N t =  2 (столкновения двух частиц), то вероятность процесса 
будет обратно пропорциональна объему. Поэтому процесс в этом случае 
удобнее характеризовать не вероятностью dwi^f,  а сечением doi+f.

düi^f  — (3.4.7)

где /  — плотность потока «налетающих» частиц, которая обратно про
порциональна объему (так как  плотность «налетающих» частиц равна 
1/V). По этой причине дифференциальное сечение рассеяния d o i ^  не 

зависит от объема V.
Определим точное значение плотности потока сталкиваю щ ихся час

тиц . Если до столкновения одна из частиц (рассеиватель) покоилась, 
то

;<0) __ „(0) (0) (0) __ п ] =  П\ V\ ,  V2 =  и ,



где пГ  и üî0) — соответственно плотность и скорость движущ ихся 
частиц в системе покоя рассеивателя (индекс 0 служ ит для обозначения 
этой системы, а 2 — для обозначения величин, относящ ихся к рассе
ивателю). Поэтому в системе покоя рассеивателя дифференциальное 
эффективное сечение рассеяния определяется так:

do (0) dw?lf

В системе отсчета, в которой рассеиватель движется со скоростью 
v 2y отличной от нуля, определение плотности потока /, вообще 
гозоря, неоднозначно. Мы можем лишь написать / =  п & 1, где 
юл — произвольная величина, переходящ ая при v 2 =  0 в v f \  Опре
делим V1 так, чтобы эффективное сечение рассеяния было релятивист
ским инвариантом. Отметим, что общее число процессов рассеяния в 
объеме V за время At  долж но быть, очевидно, инвариантом, т. е. дол
ж но выполняться условие

dw<°lfn(20)Afm Vm =  d w i 4 n 2AtV,

где п2 — плотность движ ущ ихся рассеивателей. Т ак как Л/<0)l/(ü| — 
=  AtV,  то

d ( 7 < V i W  =  d o i ^ f t i j .
Учтем, что величины (лх, nxv x) и (л2, n 2v2) образуют 4-векторы. По
этому л хл 2 (1 — vxv2) =  t i^n fK  Учитывая далее требование инва
риантности сечения, получаем

/ =  п & Т  (1 — v xv 2).
Величина v f \  будучи скоростью частицы 1 в системе покоя частицы 2, 
является релятивистским инвариантом (относительная скорость). Вме

сте с тем величина {рт,р^~х V { Р 1Р2)2 — гп\т1 (ръ  р 2 — 4-векторы им
пульсов сталкиваю щ ихся частиц, т ъ  т 2 — их массы) представляет 
собой релятивистский инвариант, переходящий в v f } в системе покоя 
частицы 2. Поэтому

(0) _  V  (/У>2)2 — т\т1
Vl ~  (PiPê

и, следовательно:

/  =  V {PlPlY —  » «1 =  у -  > (3 -4 -8)

где еь  е2 — энергии сталкиваю щ ихся частиц (мы учли, что 1 — \ г\ 2 =  
^  P i P d ^ z )  •

И спользуя эту формулу и определения (3.4.7) и (3.4.6), получаем 
следующее общее выраж ение для дифференциального эффективного се
чения процесса рассеяния i /  [51:

dOi^f =  (2я)41 M ^ f  I2 Ô (px +  p 2 — 2 Pf) П - g f  - ,

(3.4.9)



где индексы 1 ,2  относятся к частицам в начальном состоянии (как мы 
уж е отмечали, dai^f  не зависит от V).

В ыраж ение для d a ^ f  можно переписать так , чтобы оно содерж ало 
только инвариантные величины. Д л я  этого из M i+ f  выделим множите
ли, которые не инвариантны. Эти множители происходят от матричных
элементов операторов полей и согласно (3.4.2), (3.4.3) имеют вид у = >

где е —  энергия фотона или электрона (позитрона). Поэтому если 
Mi->f записать в виде

M iM  -  Ai^f  П  , (3.4.10)

где произведение распространяется на все частицы как  в начальном, 
так и в конечном состоянии, то величина A t ^f будет релятивистским 
инвариантом. Она называется инвариантной амплитудой процесса рас
сеяния.

Подставляя это выражение в (3.4.9) и используя, соотношение

•••  = 2 —  m 2f) 6 ( e f) . . . .  (3.4.11)

получаем 

doi-tj  =  (2л)4 | Л /. i б (Рг + Р?. —
4 V  {PiPiŸ — трп?

п
2m2 f

d*pfi {pf — irf) 0 (ef)
(2Ïtp (3 .4 .12)

Это и есть релятивистски-инвариантная форма эффективного сечения 
рассеяния (в этой формуле независимыми переменными являю тся р; , 
Ef-, интегрирование по ef с помощью б (р/ —  mj) приводит к формуле 
(3.4.9)).

Аналогичная формула для вероятности распада в терминах инва
риантной амплитуды распада A i (в состоянии i находится одна ча
стица) имеет вид

dwi+t (2 л)4 1 At+f
1 pi &pfb (p2f — mf) 0 (ef) 

2e i y  (2jt)3 (3.4.13)

(величина Egdwi^f, как и долж но быть, представляет собой реляти
вистский инвариант).

Отметим, что инвариантную  амплитуду Л ,-^  процесса, в котором 
участвуют электроны и позитроны, можно представить в виде

Л ,.., =  ида (р) Q, (3.4.14)

где Q —  некоторый биспинор (включающий биспиноры других частиц). 
Замечая, что

AUf  =  (р)
и используя формулу (см. (1.5.55))

«2* ( Р ) « Г  (Р) =  2 щ АЗЬ  (р),



получаем

\ A i 4 \2= 2 m q Q A m (p)Q,  (3.4.15)
' где (см. (1.5.54))

д?и /0\ (ЯР +  т) (Sn +  И)

является оператором проектирования, введенным ранее. Если Q =  
=  Au?*1' (р '), где А  —  некоторая матрица (возможно, зависящ ая 
от биспиноров других частиц), то, используя (1.5.15), можно вычисле
ние I A i^ f  |2 свести к вычислению ш пуров от произведений матриц 

(см. п. 1.5.4). С помощью (3.4.15) легко производить суммирование 
по поляризациям  конечных состояний и усреднение по поляризациям  
начальных состояний фермионов, так  как

S A  +  (3.4.16)

П окаж ем , как  выполнять суммирование и усреднение по поляриза
циям фотонов. П усть, например, в конечном состоянии находится фотон 
с импульсом k  и поляризацией X (X =  1 , 2 ) .  Элемент матрицы рассея
ния, соответствующий переходу / ->  / ,  в этом случае можно записать в 
виде

(Ф ,, 5Ф .) =  (с&Ф;, 5Ф ,), (3.4.17)

где Ф,., Ф ; —  векторы начального и конечного состояний и Ф/ — вектор 
состояния, не содержащий фотона с импульсом k и поляризацией X. 
Состояния Ф „ Ф^ будем считать физическими, так  что

(сиз —  Ско) Ф ^  =  0.
Вспоминая, что

(^кЗ —  £ко) S  =  S  (СкЗ —  £ко),
заключаем, что

(ГкзФ/, 5Ф^) =  (ctoOh 5 Ф 4).
Поэтому интересующую нас величину

£  т ,  5Ф .) г — £  к ^ ф ь 5 ф , ) р
я ==1 &=1

можно представить в виде

£  I (Ф„ S<Dt) р =  £  I s<bt) I2 - 1 ( c i® ; .  5 Ф (.) I2. (3.4.18)
Ь=1 Х =1

Если в состояниях i и /  имеется электрон, то величину М { ^ ,  со
ответствующую элементу матрицы рассеяния (Ф;, 5Ф ,), можно предста
вить в виде

M i + f  =  üfQe^ Q'Uf , (3.4.19)



где uit Uf — спинорные амплитуды электрона в начальном и конечном
состояниях; Q и Q' — некоторые матрицы и еЙ* =  efô 'v11 (еЙ —  
единичный вектор поляризации фотона). Т ак как

M U  =  ü f i W Q u f, 
где Q =  y°Q+y0, то согласно (3.4.18)

£  I m ,w I2 =  - S  ( й / Ф Г з ч )  ( £ # « № / )  b .
fe=l х=о

При этом мы учли, что

гЙ * =  ёЙ , &  =  — 1, Л - 1 , 2 , 3 ,  Ео =  1.
з

Учитывая далее, что получаем окончательно
я.=о

2  I Af tW I2 =  — (üfQyvQ'ut) ( и Д ’у ^ ) .  (3 .4 .20)
я,=1

Отсюда следует, что суммирование по двум поперечным поляризациям  
фотона можно заменить суммированием по четырем поляризациям , 
включающим поляризации продольного и скалярного  фотонов.

§ 3.5. ФУНКЦИИ ГРИНА ВЗАИМОДЕЙСТВУЮ ЩИХ ПОЛЕЙ

3.5.1. Структура диаграмм матрицы рассеяния. Д иаграммы 'матрицы  
рассеяния в высших приближ ениях имеют, вообще говоря, слож ную  
структуру. И зучение их облегчается вследствие того, что диаграммы,

соответствующие самым р аз
личным процессам, содер
ж ат общие структурны е 
блоки, которые можно пре
дварительно выделить и ис
следовать [5].

Н аибольш ее значение 
имеют три типа структур
ных блоков —  электронны е 
собственно-энергетические 
диаграммы (ЭСЭД), фотон
ные собственно-энергетиче
ские диаграммы (ФСЭД) и 
вершинные диаграммы 
(В Д ). ЭСЭД назы вается та
кая часть произвольной 
диаграммы, которая связана 
с другими ее частями толь
ко двумя электронными ли

ниями (рис. 8). А налогично ФСЭД назы вается так ая  часть некоторой про
извольной диаграммы, которая связан а с ее остальными частями толь
ко двумя фотонными линиями (рис. 9). Н аконец В Д  назы вается такая

ч _✓

О-оо~
• О

Рис. 8 Рис. 9



часть произвольной диаграммы, которая связан а с другими ее частями 
только двумя электронными и одной фотонной линиями (рис. 10).

Следует различать компактные и некомпактные, а такж е неприво
димые и приводимые диаграммы. Под компактными или сильно связан
ными диаграммами понимают такие диаграммы, которые нельзя разде
лить на части путем пересечения одной электронной или фотонной

линии. В противном случае диаграмма называется некомпактной или сла
бо связанной (рис. 11). Д иаграм м а называется неприводимой (скелет
ной), если она не содержит ЭСЭД, ФСЭД, В Д  (рис. 12). В противном 
случае диаграмма назы вается приводимой (рис. 13).

Существует, очевидно, только две неприводимых ЭСЭД, а именно 
ЭСЭД второго порядка, показанная на рис. 8, 7, и ЭСЭД, соответству
ющая двухлучевой диаграмме (рис. 14, двухлучевая вершина обозна
чена крестиком). П оследняя ЭСЭД возникает вследствие дополнитель
ного слагаемого : 6т  ф (*) ф (*) : в лагранж иане взаимодействия (при
графическом представлении 5-м атрицы  появляю тся двухлучевые верши
ны, соответствующ ие этому слагаемому).

А налогично сущ ествует только одна неприводимая ФСЭД, а именно 
ФСЭД второго порядка (см. рис. 9, 7).

Неприводимых В Д  сущ ествует бесконечное множество. И з диаграмм, 
приведенных на рис. 10, неприводимыми являю тся диаграммы 1 и 2.

Рассмотрим какую -либо диаграмму, содержащую внутреннюю элек
тронную линию. В высших приближ ениях появятся, очевидно, диаграм
мы со всевозможными ЭСЭД, включенными в эту линию. Всю совокуп
ность таких диаграмм (вместе с исходной электронной линией) будем 
графически изображ ать в виде сплошной жирной линии и называть ее



эффективной электронной линией. Величина, соответствующая этой 
линии, назы вается электронной функцией Грина и обозначается 
— iG% (/?), где р  — 4-импульс электронной линии (величина G%  (р ), 
как и S a l  (р)> содерж ит два спинорных индекса а ,  р, которые мы обыч
но будем опускать). Ф ункцию Грина G(e) (/?), как легко видеть, можно 
выразить через сумму величин, соответствующих всем компактным 
ЭСЭД с данным импульсом р  (без внешних линий). Эту сумму будем на
зывать массовым оператором и обозначать / 2 ар (/?). Графически связь  
между Gai (Р) и ^«3 (р) изображ ена на рис. 15, где прямоугольником 
обозначен массовый оператор. Видно, что

4 - . g (c) =  - L s c +  - L s ci z  4 - s c +  4 - s cœ 4 ~ s cœ  4 - s c +  . . .I i 1 i i 1 i i i 1

Проссумировав этот бесконечный ряд, очевидно, получим

G(e) (Р) =  5 е (р) +  5 е (р) 2  (р) С(с> (р). (3.5.1)

Это уравнение, связывающ ее электронную  функцию Грина с массовым 
оператором, называется уравнением Д айсона для электронной функции 
Грина [15]. Заметим, что из этой формулы следует, что

G{e){p) 1 =  S c (р) * — В Д  =  т — р  —  В Д .  (3.5.2)

Аналогично можно определить эффективную фотонную линию как 
внутреннюю фотонную линию со всеми возможными включенными в 
нее ФСЭД; графически будем изображ ать ее в виде ж ирной штриховой
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линии. Величина, соответствующ ая этой линии, называется фотонной 
функцией Грина и обозначается ï'G $  (k), где k — 4-импульс фотонной 
линии (величина 0 СцЧ {Щ =  (k ; £) так  ж е, как  и G^v (k),  содержит
два тензорных индекса р , v, которые мы часто будем опускать).

Ф ункцию  Грина Gj$ (k), как  легко видеть, можно выразить через 
сумму величин, соответствующих всем компактным ФСЭД с данным им
пульсом k без внешних линий. Эту сумму будем называть поляризаци
онным оператором и обозначать 4- ПцГ (&)• Графически связь между 
G Vl (k) и П (k) изображ ена на рис. 16, из которого следует, что

iG(v> =  i 0 c +  i 0 c ~  U i0 c +  i &  -J- Ш 0 С -I-  Пi &  +  . • •
Суммируя этот бесконечный ряд, получаем

G<v) (k) =  0 е (k ) +  0 е (k) П (k ) G<v> (k). (3.5.3)
Э тоуравнение, называемое уравнением Д айсона для фотонной функции 
Грина, связы вает фотонную функцию  Грина с поляризационным опе
ратором так же, как  уравнение (3.5.1) связы вает электронную  функцию 
Грина с массовым оператором.

Введение эффективных электронных и фотонных линий позволяет, 
очевидно, не рассматривать некомпактные вершинные диаграммы. 
Действительно, эти диаграммы представляю т собой совокупности ком
пактных вершинных диаграмм и эффективных электронных и фотонных 
линий. Поэтому далее под вершинными диаграммами всегда будут 
подразумеваться компактные вершинные диаграммы (без внешних 
линий).

Если образовать сумму величин, соответствующих всем возможным 
компактным вершинным диаграммам с заданными импульсами p lt р 2 и k 
электронных и фотонной линий, то мы получим вершинную функцию, 
которую будем обозначать Г^,аз (pv  /?2), где р — векторный и а ,  р — 
спинорные индексы. Н а диаграммах верш инная функция изображает
ся в виде жирной точки, которая называется эффективной вершиной.



Рис. 17
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Так как вследствие законов сохранения 4-импульса k =  р х — /?2, то 
в числе аргументов мы не приводим импульс k\  обычно будем опускать 
такж е спинорные индексы а ,  |3.

Кроме эффективных внутренних электронных и фотонных линий 
мы должны ввести в рассмотрение эффективные внешние электронные 
и фотонные линии, представляющ ие собой внешние электронные и фо
тонные линии с включенными в них всеми возможными собственно 
энергетическими диаграммами.

Величину, соответствующую внешней эффективной электронной ли
нии с импульсом /?, будем обозначать иа (/?).Эта величина, так ж е как 
и иа (р ), является биспинором и согласно рис. 17 может быть представ
лена в виде

и (р) =  и (р) +  S c {р) 2  (р) и (р) (3.5.4)

(спинорные индексы опущены).
Аналогичное равенство можно написать (рис. 18) для величины 

е{%) (k), соответствующей эффективной внешней фотонной линии с им
пульсом k :

{ к) (k) =  é t  +  0 е (k) П (k) eiX) (k). (3.5.5)

К ак известно, внешние линии служ ат для обозначения свободных 
частиц. Т ак как  величины и (р) и е (k) должны определяться на массо
вой оболочке частиц (р 2 — га2 =  0, k 2 =  0), то из релятивистской ин
вариантности следует [15]

и(р) =  Vz2u(p), и (р) =  V  Z 2 й (р), ец (к ) = ^ г 9екц, (3.5.6)

где Z2 и Z3 — некоторые универсальны е множители, которые назы ва
ются перенормировочными константами.

Эти важные соотношения, к которым мы еще вернемся в § 3.6, по
казываю т, что вместо эффективных внешних линий достаточно рассмат
ривать обычные внешние линии (без собственно-энергетических вста



вок), вводя при этом в элемент матрицы рассеяния на каж дую  внешнюю 
электронную линию множитель Z ^2 и на каж дую  внешнюю фотонную 
линию — множитель

И спользуя понятия эффективных линий и эффективных вершин,, 
сложные диаграммы, встречающиеся при рассмотрении высших при
ближений, можно заменить эффективными — скелетными диаграммами, 
которые представляю т собой неприводимые диаграммы с эффективными 
линиями и вершинами вместо обычных линий и вершин. Поэтому воз
никает задача нахождения электронной и фотонной функций Грина 
О е) (р) и G(v) (k) и вершинной функции Гр (ръ  /?2). При этом отметим* 
что существует только одна неприводимая ЭСЭД (если не учитывать 
двухлучевую  вершину) и одна неприводимая ФСЭД. Эти диаграммы 
показаны на рис. 8, У и 9 , 1 . Обратим внимание на то, что только одной 
из вершин этих диаграмм долж на сопоставляться вершинная функ
ция Гд (/?!, /?2) (эту вершину мы назвали выше эффективной), второй 
ж е вершине — обычной — долж на сопоставляться матрица Это 
связано с тем, что в противном случае это привело бы к двойному 
учету одних и тех ж е диаграмм.

П рименяя правила написания матричных элементов к скелетным 
диаграммам, соответствующим массовому и поляризационному опера
торам , получим, очевидно, следующие выраж ения для 2  (р) и П (k):

Я  (р) --------- J  d*ky»G(e) (р -  к) Г  (р, p - k )  G $  (к) +  tôm,

4 -  n .v  ( * ) — T ^ r S p f  d*pyuG(e) (р) r v (p, p  -  k) G{e) (p -  k)
(3:5.7)

(в первой формуле учтена двухлучевая вершина). При определении ко
эффициентов типа 1/(2дх)4 в 2  и П мы учли то обстоятельство, что 
правила Ф ейнмана относятся к матричным элементам S -матрицы, а 
не к величинам 2  и П. Поэтому коэффициенты перед интегралами 
определяются из требования, что 2  и П представляют собой внутренние 
части диаграмм, соответствующих матричным элементам S -матрицы.

В эти выраж ения входит неизвестная вершинная ф ункция Гр (рх, 
р 2), уравнение для которой необходимо найти. Д ля этого напомним, что 
верш инная функция представляет собой сумму величин, соответству
ющих всем компактным В Д  с заданными импульсами электронных 
и фотонной линий. Поэтому мы должны, как и при нахождении урав
нений для фотонной и электронной функций Грина, рассмотреть непри
водимые ВД  и все линии в них заменить эффективными линиями, а все 
вершины — эффективными вершинами. Но неприводимых В Д , в отли
чие от неприводимых ЭСЭД и ФСЭД, сущ ествует бесчисленное множе
ство (неприводимые В Д  3-го и 5-го порядков показаны  на рис. 10, 7, 2). 
Поэтому мы получим для Гр, (/?!, р 2) интегральное уравнение, содержа
щее бесконечное число слагаемых:

г » (Pv  Pi) =  Уи +  Лц (Pt,  р 2) =  Yu +  -Jf f îr  J & к Т х {p lt p! —  k ) x

X G(e>{Pl  -  k) IV (Pl  -  k, p 2 -  k) G(e) (p2 -  к) Г р(p2 -  k , p 2) ( Z i k )  +  • ■ -
(3.5 8)



Таким образом, для функции G e), G(v), Г , определяющ их точные 
матричные элементы квантовоэлектродинамических процессов, мы 
получили систему интегральных уравнений. О днако уравнение для 
Г  содерж ит бесконечное число слагаемых, соответствующих различным 
неприводимым В Д .

В заключение отметим, что хотя связь  между вершинной функцией 
и  электронной и фотонной функциями Грина носит крайне сложный 
характер , в частном случае, когда аргументы в вершинной функции 
совпадают, имеет место простое соотношение

Гд (р, =  (G<e) ( р ) Г \  (3.5.9)

называемое соотношением Уорда [17] (доказательство см. в и. 3.5*3).
3 .5 .2 . Функции Грина как вакуумные средние. Выше мы опреде

л и л и  электронную  и фотонную функции Грина как  величины, соответ
ствующ ие эффективным электронным и фотонным линиям, т. е. линиям 
с  различными собственно-энергетическими вставками. Приведем ана
литические определения функций Грина, связав  их с операторами 
полей.

Прежде всего напомним, что функции 0 е (k) и S c (/?), в которые со
гласно (3.5.3) и (3.5.1) переходят функции G№ (k) и G(e) (р ) при отсут
ствии взаимодействия между полями, представляю т собой средние зна
чения хронологических произведений операторов свободных полей 

(х) и ф (х), ф (х) в состоянии вакуум а. Поэтому естественно ожидать,
что функции G(v) (k) и G(e) (/?), учитывающие взаимодействие между 
полями, долж ны определяться средними от хронологических произве
дений операторов взаимодействующих полей, т. е. операторов полей 

( 4  ф (х), ф (х) в гейзенберговском представлении. Действительно, 
к а к  мы далее убедимся, функции G $  (k) и Gap (р ) представляю т собой 
компоненты Ф урье функций

Gjïî? (xl9 х 2) =  * (% , Т  {Ац (хх) A v (х2)} ¥ 0), ^ IQ^

( * i >  * 2)  ^  * O ^ o » T  ( Ф а  ( * i )  Ф э  ( * 2) }  % ) ,

где ¥ 0 — вектор состояния вакуум а взаимодействующих полей.
Эти функции принадлеж ат к функциям типа [45]

(х19 . . . ,  х п) =  ( Ч 0Т  [Р г (.хг) . . . Р п (хп)} ¥ 0) (3.5.11)

(где Т7! (х), ... и Fn (хп) — операторы полей в гейзенберговском пред
ставлении), которые такж е носят общее название квантовоэлектроди
намических функций Грина. Знание этих функций Грина эквивалентно 
знанию  всех матричных элементов 5-м атрицы .

Чтобы связать функции Грина с матрицей рассеяния, выразим их 
через операторы полей в представлении взаимодействия. Д ля  этого 
предполож им, что операторы полей F  (х) и векторы состояний Ф (/)
в  представлении взаимодействия совпадают с операторами полей F  (х) и 
векторами состояний W в гейзенберговском представлении в момент



времени t  =  0. Тогда согласно (2.1.6)

F (x)  =  S ( t ,  0) F (x) S  (t,  0)+ ,

Ф  (/) =  S ( / t 0 ) ^ .

В соответствии с адиабатической гипотезой, согласно которой соб
ственный вектор Ф свободного гамильтониана переходит при медлен
ном включении взаимодействия при t =  db оо в собственный вектор пол
ного гамильтониана, справедливо соотношение

^  =  5 (0 ,  ± о о ) ф  (3.5.12)
(¥ *  — собственный вектор полного гамильтониана; мы учли, что при 
/ =  0 вектор состояния в представлении взаимодействия совпадает 
с вектором состояния в гейзенберговском представлении). И з этой фор
мулы следует, что в случае вакуум ного состояния (Ф =  Ф 0, Y *  =  Y *)

Svac —  (ф 0. 5 Ф 0) =  C P f. 4V ). (3.5.13)

Векторы состояния вакуум а Ч ^  и Чго" отличаю тся, очевидно, друг от 
друга только некоторым фазовым множителем, который согласно (3.5.13) 
совпадает с 5 vac, следовательно, 4 V  =  5 vac Ч'о' (так как  5 5 +  =  1, то 
*SvacI =  1). Таким образом,

. Ф0 =  S (— °°* 0) Ч'о =  —  S (оо, 0) Ч^, T 0E .4 V .  (3.5.14)
° v a c

П окажем, что общие функции Грина выражаю тся через операторы по
лей в представлении взаимодействия формулой

G i.~.»(*i. . . . .  * „ ) =  (Ф 0, T  {Fj (л:,)----- Г „ (* п )5 } Ф 0). (3.5.15)
\ЭС ^

Считая для простоты, что ix >  t2 и используя формулы
(3.5.14) и соотношения

I S v ac  1 =  1, 5  =  5 (0 0 , /г) 5 ( / х, 0 ) 5 ( 0 ,  g  . . .  5 ( 0 , /п) 5 ( / п, - О О ) ,
находим

- Г —  (Фо. T  {F,  (Xl) . . .  F п (хп) S ) Ф 0) =
V3C -

=  (4fo, S (0, оо) 5  (оо, tj)  Fx (лгх) S  ( /х, 0) 5  (0, t 2) Ft  (лг2) 5  (t 2, 0) . . .

. . .  5  (0, t n) Fn (хп) S  (/„, -  оо) S  ( -  оо, 0) 4f0),

откуда вследствие (2.1.6) следует (3.5.11).
Формулы типа (3.5.15) справедливы такж е для матричных элементов 

операторов полей. Рассмотрим, например, матричный элемент опера
тора ф (х) между состоянием вакуум а и одноэлектронным состоянием 
% . И спользуя (3.5.12) и (2.1.6), получаем

(Т 0, ф (х) Ч^) =  S ;ac (Ф 0, 5  (оо, 0) 5  (0, /) ф (x) 5  (/, 0),
. ~ (3 .5 .16)

S (0, -  оо) Ф х) =  (Ф0, Т  {Ф (X) S)  Ф х),
°v a c  ~



где Ф х — вектор одноэлектронного состояния при отсутствии электро
магнитного взаимодействия.

Ясно, что применение правил В ика для вычисления среднего по 
вакуум у свободных полей в правой части (3.5.15) приводит к диаграмм
ному определению функций Грина.

При этом согласно (3.5.15) в диаграммном представлении функций 
Г ри на не нуж но учитывать вакуумны х петель, так как  появляю щ иеся 
при  вычислении вакуумного среднего (Ф0, T  (Fx ... FnS)  Ф 0) вакуумные
петли приводят к появлению множ ителя S vaCi который в формуле 
<3.5.15) сокращ ается с множителем S^a{.

Однако функция Грина G\.... „ (xl9 ...» хп) может содерж ать произ
ведения функций Грина низшего порядка. Поэтому целесообразно вы
делить эти части, введя связанны е функции Грина GÏ.... п (xl9 ..., хп),
которые уж е не содерж ат связанны х блоков. Н апример, 4-точечная 

ф отонная функция Грина

G (Х1у . . . , X4) =  0 P o> T  ( * l )  A\jl2 ( * 2) ^Дз (*з) Ды4 (^4)} г̂ о)

вы раж ается через связанную  4-точечную функцию  Грина Gc (,xlf ... ,  х4) 
формулой

G ( x lt . . . ,  х4) =  Gc (x 1, . . . ,  х 4) +  G ( x 19 x 2) G ( x3t х4) +  G ( x lf х3) х

X G (х2у х4) +  G (хх х 4) G (x2i x3)t G (xv  x 2) =  (% , T  {A  (xx) A  (x2)} T J .

Определим аналитически вершинную функцию. Д л я  этого вве
дем функцию Грина

G &  (xlf х 2; х) =  ( Т 0, Т  {-фсс ( ^ ) %  (ха) Лд (х)} У 0). (3.5.17)

Очевидно, функция Gie-y> зависит только  от разностей аргументов: 
=  G<«.v) (xj — х, х  — х 2). И спользуя общее выражение (3.5.15) 

д л я  функций Грина, связывающ ее их с операторами полей в представ
лении  взаимодействия, и отмечая, что верш инная функция Г (1 пред
ставляет  собой сумму всех возможных компактных вершинных диаграмм 
<без внешних линий, находим

G[f,v) (*i, х 2; xs) — е j  d 4x'id4x'2d 4x'3G(e> (х1г x t ) х

X r v (xi, х2; х'з) G (e)(x2, х 2) GvVJ (х'з, x s). (3.5.18)

В  этой формуле мы выделим множ итель е, так как по определению вер
ш инная диаграмма п-го порядка пропорциональна еп~ 1. Переходя в 
этой  формуле к импульсному представлению, получаем

<#’v) (P, P’) =  eG<e) (р) Г  (р, р ' )  & е> (р') G Z  (р -  р'),  (3.5.19)

где фурье-компоненты соответствуют разностям х, —  х3, х2 —  х3 и 
Х| —  Хз, Х2 —  Хз.

Кроме введенных функций Грина Gt (хъ  ... ,  х„) рассматриваю т 
так  называемые ампутированные функции Грина Г (хх, .. . ,  х„), связан



ные с функциями Грина Gc соотношением

Gc (хг ........... хп) =  I d 4x[ . . .  d*xnGw (х, — xi) . . .

. . .  G(v) (хп -  хп) Г  (x'i........... хп), (3.5.20)
где с каждой фотонной вершиной xt связана фотонная функция Грина 
G v) (xt — а с каждой электронной вершиной — электронная функ
ция Грина Gie) (Xi — Xi). Н а язы ке диаграмм «ампутированной» 
функции Грина Г (хъ  ..., хп) соответствуют компактные диаграммы 
функции Грина G (хх, ... ,  хп) без внешних линий. Трехверш инная 
функция Гц (х19 х 2; х3) представляет собой пример «ампутированной» 
трехточечной функции Грина.

3 .5 .3 . Свойства функций Грина. П окаж ем вначале, что взаимодей
ствие между полями не оказы вает влияния на продольную часть фотон
ной функции Грина (3.5.10), т. е. что выполняется соотношение

(X —  х')  =  \ д х0 с (х —  х'). (3 .5 .21)

Переходя к доказательству этого утверж дения, отметим, что операто
ры электромагнитного поля Лц (х) и Л V {х') коммутируют друг с другом 
в один и тот ж е момент времени, поэтому, используя (3.5.10), находим

id^G™ (х -  х')  =  ( Т 0, Т  {ф (х) A v (х')) У 0), ф (х) =  d vA v (х). 

Учитывая далее, что

ф(+) (х) У 0 =  0 ,
и предполагая для определенности t  >  перепишем это равенство в 
виде

i d ^ l  (X -  х')  =  ( У 0, [ф<+) (х), A v (Х')] У  о)- 

Принимая, наконец, во внимание соотношение (3.1.41) и то, что

0 е (х) =  0 (/) 0 (+} (х) — 0 (—  0  0 {~ ‘ (х), 
получаем (3.5.21).

В импульсном представлении соотношение (3.5.21) имеет вид

(k) =  l k v0 c (k). (3.5.22)
Отсюда вытекает свойство поперечности поляризационного оператора

k^nu v (k) =  0 y (3.5.23)
означающее, в свою очередь, что (k) имеет вид

„V (к) =  П (k) (f t v  -  , (3.5.24)

где П (k) — некоторая скалярн ая  функция от k2.
Т ак как продольная часть фотонной функции Грина не затрагивает

ся взаимодействием между полями, то ее можно не рассматривать, а 
ограничиться рассмотрением поперечной части фотонной функции Гри
на. Эта часть, которую  мы будем обозначать через G^v (k), удовле-



творяет условию &,lG^v (k) =  0 и имеет, очевидно, вид 

G™‘ (k) =  G™

где G(w (k) — некоторая скалярн ая функция k 2, связанная с поляри
зационным оператором П (k) соотношением

G v> (k) =  — (62 +  П ( k ) ) - 1. (3 .5 .25)

Покажем далее, что

& (% *  (*i. *) =  /eg (55е (х -  х 2) —  0 с ( х ~  Xl)) G(e) (xlt х 2). (3.5.26)

Так как оператор Ац  (х) коммутирует с операторами ф (лг') и if (х') 
при t — f ,  то

c > 4 e’V) (* „  X) =  CF„, T  {ф (х) if (хх) if (x2)} XF0). (3.5.27)
Р азбивая ф (я) на положительно- и отрицательно-частотные части 
Ф (*) — ф(+) (*) +  ф(—) и учиты вая формулу (3.1.40), а такж е со
отношения (3.1.41)

[<р(±) (x), If (хх)] =  e l 0 {±) (х —  х х) if (Xj),

[<P<:t> (*), tf (ЛГ2)1 =  —  e l 0 {±) (x —  x 2) ï f  (x2), 
согласно (3.5.27) приходим к формуле (3.5.26).

П одставляя в (3.2.56) вместо Gj7*e> выраж ение (3.5.18) и используя 
(3.5.21), получаем

eg [  d 4x 1d4x id V G w (x, — xj) У  ^  G*®’ (x2 —  x 2) 0 e (x —  x ') =
J oxv

=  i e l  ( 0 e(x — x2) —  0 e (x —  Xi)) G(e) (xx — x 2).
Применяя к обеим частям этого соотношения оператор d ild tl и отмечая, 
что 6 ^ 0 °  (х) =  6 (х), находим

i (6 (х — х х) —  б (х —  х 2)) G<e> (хх — х 2) =

=  — J d*x \d*x&w  (хх — xi) ЙГ- —^ - -■■-X--G (®) (Х2 — х 2). (3 .5 .28)

Переходя к импульсному представлению, получаем [161

0 м (р ') _  G<c> (р) =  - ( р - р Г  G{e) i p ) Г ц (р , р ')  G<e) (р '), 
или

G(e) ( р Г 1 -  G(e) (р ') -1  =  -  (Р -  Р Т  Г ц (р, р ') . (3.5.29)
■ Из этой формулы следует, в частности, соотношение У орда 

(см. (3.5.9))

Г д (р , Р) =  (3.5.30)

В водя функцию ЛцГ

Гд (р, р ')  =  Уд +  Ад (Р, р ')



(3 .5 .30 ')

и используя уравнение (3.5.2), отсюда получаем

А д (р, р)  = 32 W
др» '

3 .5 .4 . Спектральное представление функции Грина электрона.
П окажем, что функции Грина взаимодействующих полей можно пред
ставить в виде суперпозиции функций Грина свободных полей с различ
ными массами частиц.

Рассмотрим вначале электронную  функцию Грина

0 $  (х -  х ') =  i <01Г  (фа (х) фр (х')) 10>, 10) =  % .

Зам ечая, что

(О I фа (*) фр (х ') 10> =  - т ^ г  ( d V “ i?(JC_*')pae (?) 0 (?о)>
1 ' '  J _  (3.5.31)

<0 I Фр (х') фа (х) I 0> =  - Щ Г  j  d V ^ - ^ P a p  (?) е (?о),

где
Рае (?) 0 (?о) =  (2л )3 2  Ô (? -  Рг) <0 I фа (0) I г) ( -  1)"» {Г I фр (0) I 0>,

(3.5.32)

Рае (?) 0 (?о) =  (2л) 3 2  Ô (? -  Рг) (О I %  (0) IО ( -  l f °  <Г I %  (0) 10).
находим

G% (х) =  t0 (0  J d4?Pae (?) 0 (?о) e ~ t4X -

— *0 (— 0 - щ г  j  d4?p«e (?) 0 (?о) eiqx-
В формулах (3.5.32) индекс г  служ ит для обозначения различных ста
ционарных состояний системы взаимодействующих полей и Л?п представ
л яет  собой число скалярны х фотонов в состоянии г  (множитель (— 1)Л’° 
появляется из-за индефинитности метрики в пространстве состояний). 
При получении формул (3.5.31), (3.5.32) мы учитывали, что (см. (2.2.31))

ф (х) =  e iPxty (0) е ~ 1Рх, ф (л) =  е1Рх-ф (0 ) е ~ 1Рх

и что 4-импульс p f  состояния I г) удовлетворяет соотношениям р,  >  0, 
pJ*Pr?nv >  {и2 (так как  состояние | г) согласно (3.5.32) является одно
зарядовы м, Q I г) =  е I г), то энергия этого состояния в системе покоя, 
р кг =  0, долж на быть больше или равна ni). Величины р„р (?), рар (?), 
представляю щ ие собой матрицы в спиновом пространстве, можно, оче
видно, записать в виде

Рае (?) 0 (?о) =  (2л )3 <01 Фа (0) « (?  —  />) фр (0) I 0>, (3  5 33)

Рар (?) 0 (?о) =  (2Л)3 <0 I фр (0) Ô (? —  Р )  фа (0) I 0>.
И з T C P -инвариантности (сильного отраж ения) теории следует, что

Р (?) == — Т®Р (?) (3.5.34)



Действительно, согласно (3.3.4), (3.3.5)

U # I) (0) U t  =  гу5Ф (0 ) ', ^ ф  (0) ut =  Ф (0)r  i y \  Urp M  =  P i
Поэтому, учитывая, что U R | 0> =  |0 ) ,  находим

P (<7) =  — (2я )3 Y5 <01 ф (0)T 6 (q —  P T) я]) (0)r  10> y5,

откуда следует формула (3.5.34). Аналогично из сображ ений реляти
вистской инвариантности и инвариантности теории по отношению к от
ражению пространственных координат следует, что

р (?) =  pi (q2) я +  рз (q2), q =  y4 i . (3.5.35)
где Pi и p2 —  некоторые функции инварианта q2, обращ ающ иеся в н уль  
при q2 <  т 2. Поэтому

р (q) — pi (q2) q — Рг (q2)- (З.б.зб)
Таким образом,

G<e) №  =  12SF Î d*qQ tio) (Ра (q2) +  Ф1 (q2) у ^ ч )  Ф (t ) e r 1** +  0 (— f) elt>x).

Отмечая далее, что согласно (2.3.11)

Дс (х, М 2) =  0 (0  - J p .  J d t y - ^ ô  (q2 -  М 2) 0 (<?0) +

+  0 ( - / )  -  J d V ^ ô  (q2 -  M 2) 0 (q0),

получаем
oo

G(e) (x) =  J  d M 2 (p , (M 2) +  tP l (M 2) y4 i) Ae (x,  M 2),
0

или

G(e) (x) =  J  dM 2 (Pl (M 2) S* (x, M )  +  (P, (M 2) -  AfPl (M 2)) Дс (ЛГ, M 2)),

° (3.5.37)
где (см. (2.5.40))

S* (x, M ) =  ОуЧ х +  M ) Ae (x, A42).

Д ля  нахож дения перенормировочной константы Z2 нам понадобится 
вакуумное среднее от антикоммутатора полевых операторов ф, ф. Со
гласно (3.5.31), (3.5.32) и определению перестановочных функций 
A (x, M 2), S  (x, М )  имеем

оо
<01 {ф (х), ф (х')} 10) =  — i  £ dM 2 (Pi ( М г) S  (х — х ',  M )  +

о
+  (Ра (М 2) —  M p i (Л^2)) A (x — х ',  М 2)). (3.5.38)



Поэтому, зам ечая, что {ij)a  (лг), фр (л:')} /=/- =  Yap6 (х —  х') и 
А (лг, М 2) |<==0 =  0 , 5  (х, М )  |f=0 =  t'Y°6 (х), находим

оо

Y°ô (х —  х ') =  v °6 (х — х ') J  d M 2p 1 ( M %
О

следовательно,
оо

JdA 4 2P l (M 2) =  1. (3.5.39)
О

Ф ормулу (3.5.37) удобно переписать в импульсном представлении. Учи
ты вая, что

S c (p, М )  = Лс (р, М 2) =
1

M2 — p2 — i0

и

=  “2ЯГ + " м + г ) ’
находим

С(е) (р) =  ?  d M  ( ■ ... +  , (3.5.40)
J \ М — р — tO М +  р — ю J

где р + (Л/) == р2 (Af2) ±  Л1рх (Af2). Отсюда следует, то функцию Гри
на электронно-позитронного поля можно представить в виде суперпо
зиции функций Грина свободных электронно-позитронных полей с раз
личными массами. Эта суперпозиция назы вается спектральным пред
ставлением функции Грина G(e) (р) [18, 191 (представление Челлена — 
Л емм ана). Ф ункции p ± (Af) называются спектральными. В случае сво
бодных полей

р _  (М)  =  0, р+  (М)  =  ô (М  —  щ).
К этому выражению  для р+  (Af) приводит формула (3.5.32), если учесть, 
что в случае свободных полей состояния | г ) 0 в первой из формул (3.5.32) 
исчерпываются одноэлектронными состояниями с импульсом р и спи- 
ральностью  р , I r ) 0 =  j рр)0 =  10>, причем

< 0 1 я|)Э (0 ) I r ) 0 =  y - L _  u f  (р).

В случае взаимодействующих полей р _  (М)  Ф  0, а р+  (М)  не совпадает 
с б (М  —  т).  О днако спектральная ф ункция р+  (М)  по-прежнему будет 
иметь ô-образную особенность, а функция р _  (М)  такой особенности 
не будет иметь. Это связано с тем, то в теории взаимодействующих полей 
среди однозарядовых состояний | г) только одноэлектронное состояние 
приводит к полюсу функции G(e) (р) или к 6-образной особенности спект
ральной функции р+ (М).  Таким образом,

р +  (Af) =  Z2Ô(M - т )  +  р + (М),  р - ( М )  =  р _  (Af), (3.5.41)



где Z2 — некоторая константа и р ± (УИ) — некоторые функции, не име
ющие ô-образных особенностей. Константа- Z 2 долж на быть полож и
тельной. Действительно, матричный элемент (0 | ф (*) [^ с о о т в е т с т в у 
ющий одноэлектронным состояниям | г) =  [ рр) взаимодействующих 
полей, можно считать, очевидно, следующим:

<0 I t a  (*) I РР> =  ' «a* (P) е ~ ‘РХ, р 0 =  +  j / p *  +  - 2 .

где г) — полож ительная постоянная (фазовый множитель в величине 
д можно включить в вектор состояния |р р » .  Эти одноэлектронные со
стояния приводят к следующему полюсному вкладу в функцию  G{e) (р ):

G{e) ( р ) « — (3. 5. 42)
т — р

Поэтому Z2 =  г)2 >  0 и

<01 t a  (X) I рр ) =  и'с? (P) e ~ tpx. (3 .5 .43)

! Т ак  как  согласно (3.5.16)

<0 I t a  (X) I р|Х> =  - J - --- (Ф 0, T  ( t a  (Х) S)  Ф Р(Х),
°vac -

где ФрД =  а ^ Ф 0, то

- Г ~  (Фо. T  ( t a  (х) S ) Ф Рр) =  - 0 = -  и'р (р) е ~ {рх,
°vac ~ У  t V P o

следовательно, мы приходим к формуле (3.5.6), определяющей перенор
мировку внешних электронных линий фейнмановских диаграмм. Т а
ким образом, видно, что константа Z 2 совпадает с перенормировочной 
константой, введенной выше. *

Подчеркнем такж е, что величина Z 2 =  г\2 определяет полюсную 
часть функции Грина электрона (см. § 3.6).

Т ак как  функции рх (УИ2), р 2 ( М 2) обращ аю тся в нуль при УИ2 <  m 2, 
то согласно (3.5.40), (3.5.42)

k —  +  Ь м (  +  - Ь ™ _
г а —  р  —  Ю J  \  M —  р  —  Ю —  ДО— m \

Согласно (3.5.39) постоянная Z 2 связана со спектральными функциями 
р ± формулой

оо
Z 2 =  1 —  J d M  (р+ (М)  —  р _  (A4)). (3.5.45)

о
' П окаж ем , наконец, что если дираковское поле взаимодействует 
с  другими полями, пространство состояний частиц которых обладает 
дефинитной метрикой (т. е. в формулах (3.5.32) нет множ ителя (— 1)^»), 
то справедливы неравенства

P l (M 2) >  0, M P l (M 2) — Р г(Л42) >  0. ' (3.5.46)

J .  (3.5.44)



Действительно, согласно (3.5.35)

Sp у°р (?) =  4q0p 1 (q2), Sp (q — V q 2) p (q) (q —  V q 2) y°  =»

=  8?« V ?  ( -  P2 (?2) -  V q *  Pi (?2))> q 0 >  0. 
Вместе с тем согласно (3.5.32) находим

S p y°p (q )  =  (2л )3 £ ô ( ? — p r) S | < o | ^ ( 0) | r ) | 2> o ,
r  a

Sp (q— K ?2) p (?) (? —  Vq*) y° =  (2л)3 S  б (ç— pr) x

x  £ | ( ( ? - К ? 2)< о |Ф (0)|/->)а р > о ,
a

откуда следуют неравенства (3.5.46).
Н еравенства (3.5.46) эквивалентны  неравенствам

р _  (М)  <  0, р+ ( М ) - р _ ( М ) > 0 ,  (3.5.47)

откуда согласно (3.5.45) получаем 0 ^  Z 2 ^  1. Подчеркнем, однако, 
что в квантовой электродинам ике эти неравенства вследствие индефи
нитной метрики в пространстве скалярны х фотонов не выполняются.

3 .5 .5 . Спектральное представление функции Грина фотона. Рас
смотрим фотонную функцию Грина

(х -  х ')  =  —  / <0 17  (Д , (*) A v (х')) 10 ).
Д ля  того чтобы избежать появления множителя (— l)'v° в спектральных 
ф ункциях, рассмотрим вначале функцию

7Vv (х -  х')  =  <01Г  (/V (х) /V (х')) 10>, (3.5.48)
где /ц (х) —  калибровочно-инвариантные операторы плотности тока. 
Т ак как [d>Mu (x), j v (х')] — 0, то состояние /v (х) 10) будет физическим. 
Поэтому

7Vv (х) =  0 (0  J d * q e - iqx9uv (q) 0 (q0) +

+  0 (—  0  j  d ^ x p^ (q) 0 (q0) , (3.5.49)

где

Pnv (?) 6 (?„) =  (2л )3 S  ô (? — p r) <0 | / д (0) I r ) ( r  I /v (0) 10> s
Г

^  (2л )3 <01 /д (0) ô (? —  P) j v (0) 10 ), (3.5.50)
и суммирование в этой формуле выполняется по физическим стационар
ным состояниям |г ) ,  4-вектор энергии —  импульса которых равен /?,. 
П ри получении этих формул мы учли, что /д (х) — е 1Рх}^ (0) е ~ ‘Рх.

И з соображ ений релятивистской инвариантности ясно, что

Pnv (?) =  — SW?2P (?2) +  ?m?vPi  (q2).



Т ак  как  в силу сохранения тока [ /V  (0)] =  0 , то согласно (3.5.50>

Q^Pnv(q) =  0 ,
следовательно,

Pjav {я) — (ffuvÇ2 QiiQv) P (q 2)- (З.о.50 )
Вследствие того что (р г)2 ^  4т 2 (спектр физических состояний в (3.5.50) 
начинается с состояния электронно-позитронной пары), функция р (q2) 
обращается в нуль при q2 <  4m2.

Таким образом,

T HV (х ) =  - ^ Г  J d *Q (— <7nv<72 +  qixÇv) P  (q 2) 0 (q 0) (6 (0 e r « *  +

+  6 (— t) eiqx).
Отметим, что

— (0 (0  e r lqx +  0 (— 0  eiqx) =  д»ду (0 (0  e ~ lqx +  Q{— t) e iqx) +

+  i (qvgu.o +  qixgvo — tfogvoguo) ô (0  {e~iqx +  e lqx) —

—  6 ' (0  gvoguo (e/qx —  e - ‘qx).
Поэтому

T w  (x) =  T l v (x) -  - J ^ ÿ r  J d 4qp (q2) e (q0) lô (t ) ( e~‘qx +  e iqx) X

x (<7vgn0 +  qngxo — <?ogvoguo — q0gnv), (3.5.51)
где

T l x  (x ) =  (— d„dv +  gnxd%d %) J d m 2p (m2) J  d 4qd (q0) x
о

X « ( ? 2 - m 2) (0 ( 0 e - lqx +  0 (—  t) elqx).

У читывая, что (см. (2.3.11))

■ ffîjr J d4qQ (q0) ô (q2 —  m 2) (0 (<) e~ lqx +  0 (— t) eiqx) =  — t‘Ac (*, m 2), 

получаем

T l x  (x) =  (— дцдч +  gnxdxd%) 4 - 1  d m 2p (m 2) Ac (x, m 2). (3.5.52)
о

Второе слагаемое в формуле (3.5.51), очевидно, можно представить 
в виде

igkibkuà'vb (0  - ^ г  ^ d3qe ~ Cq* J  dq lp  (q\ —  q2).
о

Поэтому, учитывав тто p (q2) =  0 при q2 <  0, находим
OU

Тцх (*) =  т1х (x) +  i g k ià l& à  (x) § d m 2p (m2)
о

(по индексам Л и  I a l ,  2, 3 производится суммирование).

(3.5.53)



И з (3.5.52) видно, что 7 ^v (х) представляет собой релятивистски-
ковариантную  величину; величина 7 (л:) этим свойством не обладает. 
Сравнение (3.5.53) с определением релятивистски-инвариантного
^ -п р о и зв ед ен и я  токов, данного в п. 3 .2 .6 , показывает, что именно*
величина 7 uv (*) совпадает с вакуумным средним релятивистски-инва
риантного 7-произведения токов (см. такж е п. 5.2.2).

Вернемся к вакуумному среднему 7 -произведения электромагнит
ных потенциалов и для простоты выкладок используем фейнмановскую 
калибровку пропогаторов (g =  1).

У читывая, что [А^  (я), A v (*')]/=*' =  0 , получаем

Дифференцируя это выражение второй раз по хк и замечая, что в фейн- 
мановской калибровке

[д0А и (х), A v (x')]t=t' =  iguvà (х — х '), д 1ду.Аи (х) =  — / д (лг), 
получаем

д % ^ 1  (х -  х')  =  gtiv6 (х -  х') +  i <01T  (/V (х) Av (х')) I 0>.

П роизводя аналогичные выкладки при дифференцировании по х9 и 
учитывая, что [/д (л;), A v (х')Ь=г =  [/» (х), d'0A v (х' )Ь=г  =  0, на
ходим

d pdpd xdxG™ (X -  х') =  gflvdpd (Jô (х -  х') —  Ц0\т (/д (х) / V (х’)) 10>.
Известно, что функция Грина Guv является 4-тензором второго ранга. 
Поэтому под 7 -произведением токов следует понимать инвариантное 
7*-произведение и, следовательно, последнюю формулу точнее запи
сывать в виде

дрд рд % а ™  (X -  х')  =  gtiVdpd pb (х -  х') -  i < 0 1Т*  (/д (х) /V (х')) 10>.

Таким образом, учитывая, что р (q2) =  0 при q2 <  4m2, получаем

дхО& (х —  x') =  — i ( 0 \ T  (<М д (х) A v (х')) 10).

или в фурье-компонентах

(<72)2 G{R (q) =  -  q2guv -  i <01Т* ( Ш  | 0 ),, 
где согласно (3.5.52)

оо

( 0 1Т* (/д/v) I 0)„ =  (quqv —  q2gp v) X -  £ d m 2р (m2) А с (q, m 2).
о

оо

Т ак как

Дс (q, m 2) = m2 — q2 ’



то

C(v> ( я )  = ---- fb  +  j  à M *  i g l  Ac (<7, M %  (3.5.54)
4 mz

где
oo

Z3 =  l -  (3.5.55)
4m2

Эта формула определяет спектральное представление фотонной ф унк
ции Грина. Д алее мы убедимся, что константа Z3 совпадает с перенор- 
мировочной константой Z3, введенной в п. 3 .5 .1 .

. Д окаж ем полож ительную  определенность функции р (<q2). И з (3.5.50) 
следует, что

р(<72) =  -  х ( 2я)3 2  fi (4 -  л ) {| <01 /О (0) I /•> I2 -  J I <0 I / *  (0) I а )  I2} .

Так как вследствие закона сохранения тока

— Р°г (01 /о (0) I г) =  ркг <01 /* (0) I г)
и I Pc I <  Рг (так как  р г —  времениподобный вектор), то р (q2) >  0.

Ф ункция р ( М 2) / М 2 == р ( М 2) представляет собой спектральную  
функцию 4-потенциалов Лц (х). Действительно, величина

Pnv (q) =  (2 я )3 ( 0 1 (0) б (<7 —  P) A v (0) I 0>, <7о>0, (3.5.56)
определяет Т-произведение потенциалов Л (1 (лг) так ж е, как  величина 
p„v (q) (см. (3.5.50)) определяла Г-произведение токов. Согласно (3.5.56)

(Я2)2 Pnv (Я) =  (2 я )3 <01 /V (0) ô (q —  P)  /v (0) I 0> == pnv (4).
Поэтому

Puv(4) =  - ( ^ v — Я2 Ф  0, (3.5.57)

что и требовалось доказать.
Покажем, что константа Z3 полож ительна. Д ействительно, полюс

ный член в (3.5.54) получается в результате суммирования по проме
жуточным состояниям в спектральной функции p^v(^), соответствую
щим однофотонным состояниям. Д л я  однофотонных состояний справед
лива формула

( 0 \ A A x ) \ m = y L ^ e $ e - ikx, ю = |к|, к  =1,2,
причем можно считать, что т)' >  0. При т)' =  1 мы приходим к хорошо 
известному поперечному пропогатору свободного электромагнитного 
поля Gov) (q) =  — l / q 2. Поэтому полюсная часть пропогатора G(v) (q) 
взаимодействующих полей имеет вид G ^  (q) æ  — r \ 2/q2. Таким образом, 
Z3 =  r \ 2 >  0, следовательно, согласно (3.5.55)

0 < Z 3 < 1 .  (3.5.58)



(ОI А * ( х ) \ k k ) = J —  (Ф 0, Т (Л * ( х ) S ) Ф » ),
°vaG ~

где Фкх =  с&Ф0. Поэтому

1 (Ф 0) Т  (Лд (х) S) Ф к%) =  г & г  e U e ~ ikx, (3.5.59)
Оуас у  tv(ù

и, следовательно, мы приходим к формуле (3.5.6), определяющей пере
нормировку внешних фотонных линий фейнмановских диаграмм.

И з (3.5.54) следует, что G^> (k) как  функция k 2 не имеет особенностей 
в верхней полуплоскости переменной k2. Если интеграл 3  ==

оо

=  d M 2р (М 2) / М 2 конечен, то, как  видно из (3.5.54), ^функция
4т2

G(v) (k) ведет себя в области больших k 2 так же, как  свободная функция 
Грина электромагнитного поля. Если величина S  ̂ бесконечна, то функ
ция G(v) (k) убывает при k2 ->  оо медленнее, чем 

Н аконец, используя соотношение

легко получить формулы

ü i f L  =  4 - Im («).

0 '* ( , )  = 2
п j  d M 2

4m2

Im G^(q)
M2 — q2 — iO *

(3.5.60)

§ 3.6. ТЕОРИЯ П ЕРЕН О РМ И РОВО К

3 .6 .1 . Расходимости неприводимых диаграмм матрицы рассеяния..
При вычислении элементов матрицы рассеяния в высших прибли

ж ениях мы встречаемся с принципиальной трудностью, вследствие 
которой многие годы считалось, что, применимость квантовой электро
динамики ограничена первым приближением. Эта трудность заклю ча
ется в том, что выражения для матричных элементов в высших прибли
ж ениях содержит интегралы, расходящ иеся в области больших им
пульсов виртуальны х частиц.

В данном параграфе рассмотрим вопрос об этих расходимостях и 
о методах их устранения. При этом мы не будем рассматривать встреча
ющиеся в ряде случаев расходимости в области малых импульсов («ин
ф ракрасная катастрофа»). Они связаны  с неприменимостьЮ 'тебрииÉ6&) 
мущений при малых частотах фотонов.. ;и

Чтобы разъяснить причину возникновения расходимостей, рассмот
рим некоторую неприводимую диаграмму. В общем случае ей соответ-



Ствует многократный интеграл по импульсам виртуальны х частиц

3 ( Р г  • • • Рт) =  J  <Рр\ . . . L14р ’п&  (р[ . . .  Рп\ Pi  . . .  Рт), (3.6.1)

где W  (р '; р)  — некоторая рациональная функция, представляю щ ая 
собой отношение двух полиномов; переменные р 1У ..., р т представляю т 
собой 4-импульсы свободных частиц.

В простейшем случае мы имеем дело с интегралом вида

Рис. 19

где /  (р) —  некоторый полином от р 2. В этом интеграле в соответствии 
с определением фурье-компонент функций распространения величину 
р 2 следует заменить на р 2 +  Ю. Согласно изложенному в п. 2 .3 .3  мож 
но поступить иначе, а именно вместо введения бесконечно малой мни
мой добавки в знаменателе производить интегрирование по р 0 вдоль 
контура С, показанного на рис. 19. О днако интеграл (3.6.2) даж е при 
достаточно большом п  и указанном правиле обхода полюсов не будет 
абсолютно сходящ имся. Это связано с тем, что пространство импульсов 
является псевдоэвклидовым. Поэтому если вначале производить инте
грирование по поверхности гиперболоида р 2 =  const, то вследствие бес
конечности площади последнего этот интеграл будет расходиться. При 
определении интеграла 3  ̂ всегда вначале будем выполнять интегрирова
ние по р 0. При этом очевидно, что интеграл по контуру С ' (см. рис. 19) 
в комплексной плоскости р 0 будет равен нулю. Поэтому вместо инте
грирования по контуру С (см. рис. 19) мы можем выполнять интегриро
вание вдоль мнимой оси:

f(p)
(р* +  1)п

Н р) I
IР2 +  1)П Ipo- '̂Po

(мы учли при этом, что подынтегральная ф ункция в (3.6.2) убывает 
при р 0 оо быстрее, чем р Г 1)- Таким образом,

3  = f(P)
(Р2 + 1 ) п Po-*ipQ



В этом интеграле мы имеем дело не с псевдоэвклидовой, а с эвклидовой 
метрикой (p 2/p0-+iPo =  —  р2 —  p i  =  const является сферической по
верхностью).

В общем случае интеграл (3.6.1) приобретает, очевидно, вид

^  (Ply  • • • > Pm) \po-+ïPo ~  ^ * * • d*PncF (р\ Р  ) Ip0̂ ip 0tp ^ ip ^  (3 -6 .3 )

После вычисления этого интеграла по переменным p w { i  = 1 ,  п) 
следует выполнить аналитическое продолжение по переменным рю  (i =  
=  1, ..., т) в псевдоэвклидово пространство. Переход к эвклидовому 
пространству позволяет произвести классификацию  расходимостей по 
разности степеней полиномов в числителе и знаменателе функции . 
Так как  каждой внутренней электронной линии диаграммы соответству
ет множитель — i S c (р),  содержащий импульс в степени — 1, а каждой 
внутренней фотонной линии — множитель i $ c (/?), содержащий импульс 
в степени — 2 , то разность степеней полиномов в числителе и знаменателе 

будет равна — (F е +  2F y), где F e n F y  — числа внутренних электрон
ных и фотонных линий. щ

Подсчитаем число переменных интегрирования. Ч исло различных 
импульсов равно числу внутренних линий, т. е. равно сумме F e +  Fy . 
Н о они не независимы, так  как  три импульса линий, сходящ ихся в каж 
дой из п  вершин диаграммы, связаны  законом сохранения. Один из 
законов сохранения можно отнести к внешним линиям, поэтому число 
независимых импульсов, по которым производится интегрирование, 
будет равно F e +  F у — п  +  1. Учтем, что с каждой вершиной связаны  
две электронные и одна фотонная линии. С каждым концом электронной 
линии связана одна вершина. Поэтому

n =  F' +  ± - N e, (3.6.4)

где N e —  число внешних электронны х линий (при подсчете числа вер
шин выходящ ие внешние электронные линии не учитываются).

С каждой внутренней фотонной линией связаны  две вершины, а с 
каждой внешней фотонной линией —  одна. Поэтому

п  =  2Fy +  N y, (3.6.5)
где N y  —  число внешних фотонных линий.

Если интеграл $  схематически записать в виде

V  =  J  (?№'р • р - ° \

где (0] =  F е -f- Fv —  п +  1, w 2 =  F e +  2F y, то, используя приведен
ный подсчет, получаем

« i = 4 " ” +  1 ~ ^ ~ T N e ---- ?rJVv, юа =  2п ----y  N e —  Ny.

П оскольку мы рассматриваем связанную  неприводимую диаграмму, то 
подынтегральная функция не распадается на множители, содержащие 
независимые переменные. Поэтому сходимость интеграла определяется



! ! разностью  4 « ! —  со2 (она на-
зы вается индексом расходи
мости диаграммы):

со =  —  со 2 =

=  4 —  N y ----- l - N e. (3 .6 .6)

При со <С 0 интеграл сходит
ся, при со ^  0 расходится. 
Степень расходимости опреде
ляется величиной со: при со =  
= 0  в области больших импуль
сов интеграл расходится к ак  
In р , а при со >  0 — как  р®. 
Интересно, что величина со за 
висит только от числа внешних 
линий и не зависит от числа 
вершин п.

И з (3.6.6) следует, что су
ществует ограниченное число 
типов расходящ ихся интегра
лов, соответствующих следую
щим значениям чисел N e и N y:
1 . N e =  2 ,
2. N e =  2,

3 . N e =  0, N y =  4, со =  0; 4. N e =  0, N y =  3,
5. N e =  0, N y — 2, со = 2 ;  6 . ^  =  0, N y =  1,
7 . =  0, Afv =  0, со =  4.

Н а рис. 20 показаны простейшие неприводимые диаграммы, соот
ветствующие этим расходимостям. Н е все из них, однако, вносят вклад  
в матричные элементы. Ясно, что диаграмму 7, представляющ ую собой 
вакуумную  петлю, можно вообще не учитывать (она приводит только 
к появлению фазового множ ителя в матричном элементе). Согласно тео
реме Ф арри, можно такж е не рассм атривать диаграммы 4  и 6,  пред
ставляющ ие собой замкнутые электронные петли с нечетным числом 
вершин.

Таким образом, основными неприводимыми диаграммами, приводя
щими к расходимостям в матрице рассеяния, являю тся ЭСЭД (со =  1) 
и ФСЭД (со =  2) 2-го порядка, неприводимая В Д  любого порядка (со =  
=  0) и диаграмма рассеяния света светом (со =  0; диаграмма S).

Покажем, что формулу (3.6.6), определяющую индекс расходимости 
диаграммы, можно получить иным способом, исходя из соображений 
размерности. При этом будем рассматривать несколько более общий 
случай, когда константа связи, которую обозначим через g , в отличие 
от электродинамики, имеет ненулевую размерность. Считая h =  с =  1, 
размерность всех величин можно выразить через размерность им
пульса: [g] =  p s. Будем предполагать, что функция распространения

N y =  l , со =  0 ;
N y =  0, со =  1 ;
со =  1;

о  =  3;
(3 .6 .7)



в области больших импульсов зависит только от импульсов и не 
зависит от других размерных параметров (таким свойством обладает 
функция распространения скалярного, электромагнитного, спинор
ных полей и не обладает функция распространения векторных полей, 
см. формулу (2.3.52 ')). Т ак  как  матрица рассеяния безразмерна, то 
безразмерны и все ее матричные элементы Si+f,  [ S ^ / I  =  р°.  Вместе 
с тем размерность матричного элемента неприводимой диаграммы п-го 
порядка теории возмущений определяется формулой

l ( Sn) ^ f ] = p  t 1

где psn определяется размерностью g n\ р ~ А размерность ô-функции, 
выражающ ей закон сохранения 4-импульса диаграммы в целом; р ® — 
размерность фейнмановского интеграла [ d p  • р®~1 с индексом рас-
ходимости со; p i 1 \ — размерность волновых функции, сопоставляе
мых внешним линиям диаграммы ( N t —  число внешних линий частиц 
сорта i\ /t- —  размерность операторов, соответствующих этим линиям). 
Т ак как  l (Sn) {^f] =  /7°, то

со =  4 — sn — S  I f î t -  (3.6.8)
i

Эта формула обобщает формулу (3.6.6). В случае квантовой электро
динамики s  =  0 и размерность операторов поля определяется переста
новочными соотношениями (3.1.34), (3.1.39), из которых следует [ф! =

з
=  р 3/*, 1Ац] =  р 1, поэтому /ф =  -g-, 1а =  1. Таким образом, мы при
ходим к формуле (3.6.6).

Ф ормула (3.6.8) позволяет выяснить влияние размерности константы 
связи на степень расходимости неприводимых диаграмм. Если s  >  О, 
то расходиться может только конечное число неприводимых диаграмм. 
В этом случае теорию называют супер перенормируемой. Примером т а 
кой теории является теория скалярного поля с лагранж ианом взаимо
действия gxp3. Т ак как величина g  J d4x(p3 имеет нулевую размерность и 
1ф] =  р 1, то s  =  1. Если s  =  0, то теория называется перенормируемой. 
В этом случае количество неприводимых расходящ ихся диаграмм бес
конечно, однако конечно число возможных типов расходящ ихся диа
грамм (каждый тип характеризуется числом внешних линий диаграммы). 
Примерами перенормируемых теорий являю тся квантовая электроди
намика и теория скалярного  поля с лагранж ианом взаимодействия gxp4. 
Н аконец если s  <  0, то возникает бесконечное число расходящ ихся 
диаграмм с неограниченным числом типов расходимостей. В этом случае 
теорию называют неперенормируемой. Примером неперенормируемой 
теории является, например, теория скалярного поля с лагранж ианом  
взаимодействия gxpw, т  ^  5, или теория с лагранж ианом  g-фдцфд^ф.

3.6.2. Промежуточная регуляризация. П оявление расходимостей 
в матрице рассеяния свидетельствует о неудовлетворительности тео
рии. Ясно, что ряд  теории возмущений, строго говоря, не имеет смысла, 
если второй член ряда бесконечен. М ежду тем результаты  применения



теории возмущений в первом приближении хорошо п о д тв ер ж д ай ся  
опытом. Вместе с тем для того, чтобы первое приближение имело ка 
кой-либо теоретический смысл, следующие приближ ения должны при
водить лиш ь к малым поправкам.

Идея выхода из этого противоречия подсказывается уж е классиче
ской электродинамикой. К ак известно, классическая электродинамика 
не является логически замкнутой теорией. Последовательное ее при
менение приводит к противоречиям, проявляю щ имся, например, в  
бесконечной электромагнитной массе электрона. Смысл этих проти
воречий сводится к неприменимости уравнений классической электро
динамики на расстояниях, меньших классического радиуса электрона 
е2!тс2 (фактически классическая электродинамика из-за квантовых 
эффектов неприменима уж е при расстояниях порядка hi  тс).

Квантовая электродинамика правильно описывает взаимодействие 
между электронами и фотонами в области достаточно больших про
странственно-временных интервалов или соответственно в области до
статочно малых импульсов частиц. Однако в области малых простран
ственно-временных интервалов, т. е. больших импульсов, она становит
ся неприменимой. Не рассматривая здесь вопрос о том, связано ли это 
ограничение с недостатками основных идей и уравнений квантовой элек
тродинамики или с неприменимостью теории возмущений, можно, одна
ко, утверж дать, что если рассматривать процессы, в которых частицы 
обмениваются импульсами, малыми по сравнению с некоторым гранич
ным импульсом Л, то область импульсов виртуальны х частиц, превосхо
дящих Л, не будет играть практически никакой роли. В этих условиях 
величина граничного импульса не долж на входить в выраж ения для 
элементов 5-м атрицы . Поэтому хотя точно величина Л не известна, тем 
не менее мы можем варьировать ее и выбирать так, чтобы, с одной сто
роны, выполнялось условие Ар  Л , где Ар  — величина, характери
зую щ ая изменение импульса частиц при столкновениях, а с другой —  
чтобы была применима теория возмущений.

Введение граничного импульса математически означает, что при 
вычислении интегральных величин, сопоставляемых диаграммам Фейн
мана, интегрирование будем выполнять не по бесконечной, а по некото
рой конечной области 4-импульсного пространства. Эта область долж на 
быть, естественно, инвариантной относительно преобразований Л о 
ренца.

Вместо интегрирования по конечной области в 4-импульсном про
странстве можно пользоваться такж е другими, эквивалентными мето
дами, состоящими в введении в подынтегральные выраж ения некото
рого «обрезающего фактора», т. е. множителя /  (/?, А), равного единице 
ПРИ \Р2 \ А2 и обращающегося в нуль при \ р 2 \ А 2. Введение «об
резающего фактора» в подынтегральное выраж ение матричного элемен
та будем называть промежуточной регуляризацией . Частным случаем 
промежуточной регуляризации является модификация функций Грина 
(функций распространения) свободных частиц. Исходные фукции рас
пространения & с, S c можно записать единым образом в виде

0 ( р ) = ^ ( р ) т> _ ' р* _ 7о,



где (р) — некоторый полином от 4-импульса р  и т  —  масса частиц, 
(степень полинома в случае фотона равна нулю, в случае электрона — 
единице, в случае векторной частицы — двум).

М одифицированную функцию распространения можно определить 
следующим образом [20]:

0  (р) = &{Р)
(О ,=1

(3.6.9)

где М с — п произвольных вспомогательных масс, а коэффициенты 
ct =  ct (М)  определяются из соотношений

£  Ct =  1,
1=1

S  CiM2i =  m 2,
i= 1

Z  CiM f n~ 2) =  m:
i=i

2(n—2) (3.6.10)

При этих условиях модифицированная функция распространения убы
вает при больших р 2 как (р) (р2) - п~ 1. Поэтому при достаточно боль
ших п матричный элемент не будет содерж ать расходимостей в области 
больших р \  Эта промежуточная регуляризация носит название регу
ляризации П аули — В илларса.

В квантовой электродинамике (если не учитывать вакуумных петель) 
достаточно регуляризовать только электронную  функцию распростра
нения S c (/?), используя лиш ь одну вспомогательную массу

-  И  =  (Р +  Ш) {  — р* +  т2 — Ю ~  — +  — /о} *

Рассмотрим еще один важный тип промежуточной регуляризации —  
так называемую размерную  регуляризацию , связанную  с изменением 
размерности пространства, по которому происходит интегрирование 
в матричных элементах S -матрицы.

Мы знаем, что интегралы, сопоставляемые различным диаграммам*, 
имеют следующую структуру:

$  =  { æ Pl  . . .  d*P n F(p '  ̂ ( 3 .6 .1 2 )

где F  — некоторый полином по 4-импульсам р\  a t — полином второй 
степени относительно р .  С помощью повторного применения формулы 
типа

1

—!— =  [ du [алх +  а 2 (1 — и)]~~2 (3.6.13)
aiai ÿ

(и формул, получающ ихся из (3.6.13) путем дифференцирования по 
a t) вычисление интеграла (3.6.12) сводится к вычислению интегралов 
типа

(ы, , и п~ о  =  ^ d 4 р F(P)
[р2 — 2pk +  1\т ’

(3.6.14)

где k и / — некоторые функции параметров и ъ  ... ,  ип- 1, по которым 
далее долж но производиться интегрирование. В методе размерной



регуляризации  вместо этого интеграла рассматривается интеграл 121,22]  

c i _  Г у  . F (Р)
d  “  J  й Р (р2 —  2pk +  /)ш ’

где целые числа d,  т  выбираются так , чтобы интеграл существовал. 
В  этом случае, как мы убедимся далее, справедлива формула

> dap
Оо2 -  2pk +  I f

ind/2
T W

(-4)
• ( - 1T (3.6.15)

( - l  +  k*)

Д л я  сходимости этого интеграла долж но выполняться соотношение 
d  <  2т.  П равая часть формулы имеет смысл при произвольных веще-

. àственных значениях параметров à , т , причем величины т,  т -----
не долж ны быть целыми отрицательными числами или нулями. При 
этом формула (3.6.15) определяет соответствующие интегралы при про
извольном значении d. П ри d  целом и d  ^  2т  интеграл (3.6.15) расхо
дится. Идея размерной регуляризации заклю чается в том, что при вы
числении расходящ ихся интегралов мы переходим от пространства 
с  4-измерениями к пространству с d-измерениями и считаем далее d про
извольным вещественным числом, близким  к 4. Таким образом, мы при
даем смысл расходящ имся интегралам, не прибегая к понятию гранич
ного импульса Л  или вспомогательных масс в методе П аули  — В иллар- 
с а . Д алее после проведения физической процедуры перенормировки 
заряда и массы электрона проводится предельный переход d - *  4 ана
логично тому, как  в методе с граничным импульсом производится (после 
перенормировки) предельный переход А оо, а в методе П аули  —  
В илларса — М £ оо.

3.6.3. М етод размерной регуляризации. Выше излож ена идея ме
тода размерной регуляризации; теперь мы перейдем к нахождению  ин
тегралов, встречающ ихся в этом методе, и получим формулы, исполь
зуемые при применении данного метода.

Рассмотрим сперва интеграл
CJ _  Г  ddp

J  (р2 — 2pk +  /)“  ’

где d  — целое число и а  — произвольное вещественное число, причем 
так  что интеграл сущ ествует. П роизводя в этом сходящемся 

интеграле замену переменных р  р  - f  Æ, получаем

cj Г _____ ^Р______
J  (p2 +  l — k2)a

Т ак  как  d dp  =  i p ^ d p d O  (множитель i появляется при переходе к ин
тегрированию  в евклидовом пространстве, см. п. 3.6.1). где dO — эле
мент телесного угла d — 1 мерной сферы в d -мерном пространстве, и

Id0  =
2 п « 2

г (4/2) ’



то

g
2ш ^  
Г (d/2)

Г pd 'dp 
J  (/ - k 2 - p 2)*

Зам ечая, что

! _ = j .  г ( т №+ ' )) г (а - т (|8 +  |) )
(x2 +  /)“  2 Г  (a) * '

ovs d x-

получаем

■y (fH-i)
»

(3 .6 .16)

Ç_____£
J (P2 - 2 /

________ i Kd'2
2pk +  /)“ (— l )a  Г  (a)

h i ) (3 .6 .17)

(*2 -  0
Рассмотрим далее интеграл

{ / „ _____ fs_____.
J  ^  (P2 — 2pk +  0°

П редполагая, что этот интеграл сходится, представим его в виде

Г d<lppix _  д 1 1__ Г ddp________
J (p2 — 2 p k + l ) a ~  а/е** 2 « — 1 J (р2 — 2pk +  l)a~ l ’ 

откуда, используя формулу (3.6.17), находим

г (.-4)d“pp» _  ik  
( p * - 2 p k  +  l)«  д

nd'2
(—  1)“Г (a) а _ Л

(k2 — l ) 2

(3 .6 .18)

П оступая аналогично, получаем

àPP^Pv d/2

2 pk +  I f
( ° ~ 4 )

( - 1)“Г(«) I d
\(k2 — i) 2

д/̂ v ■

4 - 4 - ' )
2

{k2 - 1)

(3 .6 .19)

p “ 7 
J  (P2 -

&PPyPyPk in « 2 -4-)
2p k + l ) a  (— 1)а Г (a)

k\x,k\k%

----- 2~ ( f t i A  +  g ^ k v -f- gvkkix)

( * - / )  2 

/  dr (a - _ -

(*2 -  оa - Y - l



В  методе размерной регуляризации считается, что формулы (3.6.17) —  
<3.6.19) справедливы при произвольных a ,  d, так  как  правые части 
эти х  формул имеют смысл при произвольных a ,  d. В связи  с тем что 
после перенормировки полагается d =  4, то векторы k входящ ие в 
эти формулы, считаются 4-мерными.

В конкретной фейнмановской диаграмме число а  является целым. 
О днако формально его можно считать произвольным, но таким, чтобы 
интеграл (3.6.17) сущ ествовал при d =  4. При этом мы прийдем к фор
мулам (3.6.17) с d =  4, но с а ,  не совпадающим со значением т ,  соот
ветствующим исходной фейнмановской диаграмме. Н а этом замечании 
основана идея аналитической регуляризации , в которой пропогаторы 

S c заменяются функциями

-  ( ~ - Й  ■ ?  -  &  +  “ ) ( - s r b r f  • «З-6'20'
где А. и А.' — произвольны е, но достаточно большие параметры такие, 
что все фейнмановские интегралы, содерж ащ ие вместо функций 0 е, S c 
функции 0 е, 5 е, сходятся. П осле перенормировки (физической регу
ляри зац и и , см. п. 3.6.6) величины А и А' долж ны  быть полож ены рав
ными единице. Приведем некоторые формулы, определяю щ ие асимпто
тику Г (х)-функции вблизи полюсов х  =  0, — 1, —2, ... И спользуя 
соотношение

Г (д с +  1) =  лгГ (л:)
я  замечая, что Г ' (1) =  — С  (С =  0,577 ... — постоянная Эйлера), при 
х  1 получаем

Г (* ) =  - | г - с +  • • • ,  г (— 1 + * )  =  _ _ L - f c _ i  +  . . . ,

Г ( - 2  +  х) =  - ^ - - 4 - С  +  4 +  •••  (3.6.21)

Отсю да следует, что с точностью до членов, исчезающих при п -+■ 4, 
справедливы  формулы

Г (2 ~ Т г ) ^ )  =  - m ~d-------C f ( 4 ) - 2 ^ - +

2 Y

Г ( 1 -  - f )  /  №  = ------ f J ^ T  +  (с  -  1 ) /  (4) +  2 +  • • •. (3.6.22)
2 Y

г(-4 )/м-4-£аг+(ф-4с)н4,-^.+ ....
2 Y

где f  (d) — функция, регулярн ая вблизи точки d  =  4.
П ри использовании метода размерной регуляризации  предполага

ется, что матрицы Д и р ака  удовлетворяю т условиям

Y u Y v  ”Ь  Y vY n  ==  ^ëuv*



где goo =  1, g u  =  — 1 (i =  1, d —  1) и g ^  =  0 при \x Ф  v (d пред
полагается целым). А лгебра таких  матриц может быть реализована в 
пространстве матриц размерности 2d/2. Зам ечая, что Sp /  =  2d/2, так  
же, как  в п. 1.5.2, легко получить следующие формулы, определяющие 
шпуры от произведения матриц у

Sp Yu, — 0, Sp YuYv — 2 1 g^iv

Sp Y uY vY x Y p  —  2  1 ( g ’u v ^ p  gupgvk g p k g v p)»
(3.6.23)

Д алее, используя перестановочные соотношения для матриц Yu» легко 
получить формулы

YuYvY  ̂ =  (2 — d) Yv, YpYvYM^ =  4 g a  +  (d  — 4) YvŶ »
YpYvŶ YpY  ̂ =  — 2YpŶ Yv +  (4 — d) YvY*Yp>

Подчеркнем, что после вычисления шпуров и проведения процедуры 
перенормировки следует производить предельный переход d  4.

Отметим, наконец, что при использовании метода размерной регу
ляризации  нужно учитывать тот факт, что заряд  должен иметь вполне 
определенную  размерность. Действительно, матричные элементы S- 
матрицы долж ны  быть безразмерными, а следовательно, безразмерной 
долж на быть величина J  ddx jA .  Из коммутационных соотношений 
для  операторов А  и ф  следует, что размерности этих операторов равны

d—2 d— 1
IA] =  (lx 2 , [ф] =  fi 2 (величина р имеет размерность импульса). 
Поэтому размерность тока /  =  е'фу'Ф равна [/] =  [е']уА~1 и, следо-

----2
вательно, величина é  \л2 имеет размерность, совпадающую с р аз
мерностью интеграла J  ddx j A .  Т ак  как  этот интеграл безразмерен, то 
под зарядом  е \  входящ им в выраж ение для лагранж иана, мы долж ны  
понимать величину е' =  вр2 -^ 2, где е — безразмерный зар яд  элек
трона.

Важным свойством метода размерной регуляризации  является то, 
что при его применении не наруш ается свойство градиентной инвари
антности .-А налогичны м  свойством обладает метод регуляризации с 
помощью вспомогательных масс (метод П аули  — В илларса), если при
менять его не к функциям  распространения, а к фейнмановским диа
граммам в целом.

3.6.4. Перенормировка массы электрона. П ромеж уточная регуля
ризация делает элементы матрицы рассеяния конечными. Однако при 
снятии промежуточной регуляризации , т. е. при М { оо (регуляри
зац и я П аули  — В илларса), d  ->• 4 (размерная регуляри заци я), мы сно
ва приходим к расходимостям, поэтому для их окончательного устране
ния необходима еще добавочная физическая идея. Эта идея носит на
звание перенормировки массы и заряда электрона, к рассмотрению 
которой мы переходим.

П ри установлении основных уравнений квантовой электродинамики 
(см. § 3.1) мы исходили из уравнения Д и р ака  для электрона, в которое 
входили две константы: т  и е. Эти константы мы интерпретировали 
как  массу и зар яд  электрона. О днако следует внести уточнения в эти



понятия. Д ействительно, по самой идее исходных классических урав
нений Д и р ака  и М аксвелла константы т  и е представляю т собой мас
су и зар яд  «свободного» электрона, т. е. электрона, полностью изоли
рованного от воздействий электромагнитного поля. Иными словами, 
т  и е являю тся характеристиками некоторого гипотетического объекта 
(будем называть его «голым» электроном), не взаимодействующего с 
электромагнитным полем.

Взаимодействие между полями долж но приводить к отличию энер
гетического спектра взаимодействующих полей от энергетического 
спектра свободных полей. Поэтому масса «голого» электрона долж на 
отличаться от массы реального электрона, т. е. минимальной энергии 
однозарядового состояния взаимодействующих полей.

При построении S -матрицы в § 3.1 мы учитывали это обстоятельство 
и в уравнение Д и р ака  в представлении взаимодействия вместо массы 
«голого» электрона вводили массу реального электрона т.  П ри этом в
S -матрицу вошло дополнительное «взаимодействие» 8т : фф тле 8т  =  
=  т  — т.  Здесь мы определим величину 8т.  Д алее увидим, что и За
ряд гипотетического «голого» электрона отличается от заряда реального 
электрона. Поэтому возникает задача о выяснении связи  между за р я 
дом «голого» электрона е и зарядом  реального, физического электрона, 
который будем обозначать е.

Перейдем к нахождению  величины 8т.  У читывая, что электронная
Л  f

функция Грица G(e) (р) (она зависит только от одного аргумента р  = .
Л

=  долж на иметь полюс при р  =  т  (см. (3.5.44)), где т  — масса 
реального электрона (т — вещественная величина вследствие стабиль
ности электрона), можем написать соотношение [15]

G(e> (р) ~  Z 2S C (р), S c {p) = ----- l— , (3.6.26)
т — р

справедливое при р 2 — т 2 »  0. Константа Z2, входящ ая в формулу
(3.6.25), совпадает, очевидно, с постоянной Z2 в формуле (3.5.6).

Вместе с тем согласно (3.5.2)

Gie)(p)~l = - р  +  т - 2  (Я

где 2  (р) — массовый оператор, который можно рассматривать как;
л  __

функцию матрицы р .  Поэтому

G<e) (р) 1 =  - р  +  т-
~  ~ др

+
р=т

П ри сравнении этой формулы с (3.6.25) получаем

2  (т)  =  0 , Z r 1 =  1 +
<Э2

л
др р=т

(3 .6 .26)



2  (р)  =  Ьт +  2  (р ), 

где

2 (А = w  S dikv»G(e) (Р -  к) (Л). 5 = О-
Поэтому величина 6т  как  функция т  и е определяется из уравнения

6 т +  Ï  (т)  =  0. (3.6.27)

Напомним, что разность масс реального и гипотетического «голого» 
электронов 6т  =  т  — т ,  обусловленную  взаимодействием электрона 
с  вакуумом квантованны х полей, мы называем электромагнитной мас
сой электрона. У равнение (3.6.27) определяет перенормировку массы 
электрона.

3 .6 .5 . Физический заряд электрона и перенормировка функций 
Грина и вершинной функции. Выше мы видели, что вследствие взаимо- 
действия электрона с электромагнитным полем масса электрона т  не 
совпадает с постоянной т ,  входящ ей в уравнения квантовой элект
родинамики в представлении Гейзенберга. А налогичная ситуация 
имеет место для постоянной е , которая в действительности не является 
зарядом  реального электрона е.

Физический зар яд  электрона можно определить с помощью исследо
вания рассеяния электромагнитных волн малой частоты со на покоя
щемся электроне. Этот процесс чисто классический, и никакие кванто
вые поправки не долж ны  иметь место в предельном случае со 0 . 
Поэтому естественно определить физический зар яд  электрона е как  ко
эффициент, входящий в формулу Томсона для эффективного сечения 
рассеяния фотона при со =  0 :

о — Т - ( - 4 г ) ’ - (3.6.28)

Точное решение этой задачи в квантовой электродинамике приводит к 
формуле Томсона со следующим значением заряда е :

е =  1Чге, (3.6.29) .
где Z3 — постоянная, входящ ая в формулы (3.5.6), (3.5.54).

Выше мы рассмотрели поведение функции Грина электрона на мас
совой оболочке, т. е. при р 2 — т 2 =  0. Рассмотрим поведение попереч
ной части фотонной функции Грина на массовой оболочке фотона, т. е. 
при k 2 =  0. Согласно формулам (3.5.3)

G(v) (k) =  —  (tf> +  П (k))~l . (3.6.30)

Т ак  как  функция GM (k ) долж на иметь полюс при k2 =  0 (это соответ
ствует тому, что масса фотона равна нулю), то П (0) =  0. Поэтому



Gm  (k) »  Z90 c (k ), 0 e (k) = ----- ± - ,  (3.6.31)

где

Z3 -1 =  1 +  П ' (0); П ' (0) s  |A2=o (3.6.32)

(постоянная Z3 совпадает с постоянной Z3 в формуле (3.5.54)). Отметим» 
что если пользоваться методом регуляризации , основанным на введе
нии граничного импульса, либо методом П аули — В илларса, в котором 
регуляризация функций распространения осущ ествляется с помощью 
введения вспомогательных масс, то поляризационный оператор П (к}  
не будет обращ аться в нуль при k 2 =  0 , т. е. масса фотона не будет рав
на нулю; кроме того не будет выполняться условие (k) =  0»
требуемое калибровочной инвариантностью . Если ж е пользоваться 
калибровочно-инвариантной регуляризацией  П аули — В илларса (в 
которой промежуточной регуляризации подвергаются не функции 
распределения, а матричные элементы, соответствующие различным 
процессам) или размерной регуляризацией , то автоматически будет 
выполняться условие (k) — 0 и масса фотона такж е будет равна 
нулю (см. п. 3.7.3).

Введем перенормированные функции Грина электрона и фотона

G(e> (р ) =  z r ' G ,e' (р), G<v) (k) =  Z ï lGw  (k ). (3.6.33)

Эти функции вблизи массовой оболочки частиц согласно (3.6.25), (3.6.31) 
ведут себя так  же, как  функции Грина свободных частиц:

G(e) (р) «  5 £ (р), р ъ т ,  G(v) (k) «  0 е (6), k 2 «  0. (3.6.34)

Из формул (3.6.33), (3.5.1), (2.5.42) следует, что перенормированная 
функция Грина G(e) удовлетворяет уравнению  Д айсона

G(e> (Р) =  5 £ (р) +  S c (р) S  (р) Gle) (р), (3 .6 .35)

где 2  — перенормированный массовый оператор, определяемый фор- 
мулой

t àS (р)
2 ( p )  =  Z t \ 2 ( p )  —  ( p  —  m ) -

dp

или (см. (3.6.26))

Б (р) =  Z 2 Б (р) —  2 ( т )  —  (р —  т) дЫр)
др

(3 .6.36)
р=т

Аналогично перенормированная поперечная фотонная функция 
Грина G(v) (k) удовлетворяет уравнению

G(V' (k) =  0 ‘ (k) +  0 е (k ) П (k) Gly) (k), (3 .6 .37)



где П — перенормированный поляризационный оператор, определи- 
емый согласно (3.6.33), (3.5.3) формулой

П (k ) =  Z3 {П (k) — П (0) — k m ' (0)} (3.6.38)

(напомним, что П (0) =  0).
Т ак как  основными величинами, с помощью которых по скелетным 

диаграммам определяю тся элементы матрицы рассеяния S, являю тся 
функции Грина G и верш инная функция Г, то следует ввести еще пё- 
ренормированную  вершинную функцию

Г ц =  г гГ ^  (3.6.39)

где константа Zj находится из условия

Гц(р, р)\~  =  Уц. (3.6.40)— р= т

П ри этом предполагается, что величина Гц (/?, р)  представлена в виде
Л Л

Гц (р , р)  — 2  Л (р)УцВ (р) (это всегда можно сделать, если учитывать,
✓Ч

что 2р„  =  {р,  Yu}), так  что

Гц(р . р ) \ -  s (/л )Б (m) =  Zf'vn, (3.6.41)
р — т  —  —

следовательно, Z T 1 =  2 Л  (т) В  (т ).
Кроме величины Лц =  Гц — уц введем перенормированную величи

ну Лц:

Гц =  уц Ац. (3.6.42)

И з этого определения и (3.6.39) следует, что

Ац =  Z 1 (Лц (Z, 1) Уц).

Поэтому согласно (3.6.40)
Ац =  Zj (Лц Лц (р, р)  |л. ), (3.6.43)
—  р — т

где

Ац (P, Р ) \ ^ т =  (Zf1 -  1) уц- (3-6.44)

П окаж ем , что из тождества У орда следует
Z j =  Z 2. (3.6.45)

Д ействительно, из тож дества (3 .5 .30 ') и определения (3.6.41) величин 
типа Лц (р , р)  |Л_  получаем

Л ц (р , р ) | р*=т =  Yu
dp лp=tn

=  У»



следовательно,

гг'-\=дШ- ,
dp *р—т

откуда вследствие (3.6.26) вытекает соотношение (3.6.45).
Из (3.6.43), (3.6.36), (3.6.45) следует, что перенормированные вели

чины Лц (р,  р)  и 2  (р) удовлетворяю т тож деству Уорда

<52 (р)
Ь ( Р ' Р )  =  - р г ~ -  (3.6.46)

3 .6 .6 . Перенормировка элементов матрицы рассеяния и общих 
функций Грина. Н аш а задача будет состоять теперь в том, чтобы пост
роить теорию возмущ ений для различны х квантовоэлектродинамических 
процессов, в которой параметром разлож ения будет величина е , 
а не е.

В § 3.5 мы показали, что для учета высших приближ ений теории 
возмущений внутренним линиям  и внутренним верш инам неприводи
мых диаграмм нуж но сопоставлять функции Грина G(e) (р), G(v) (k)  
и вершинную функцию  Гд (/;,, р 2), а внешним линиям  — амплитуды 
ё %) и и. Иными словами, если рассматривается некоторая неприводи
мая диаграмма n -го порядка, то соответствующий ей элемент 5-м атрицы  
можно схематически представить в виде

Ш  =  еп J (Г)" (C 'Y *  (G,v)f v { u f e ( е Р * ) \  (3.6.47)

где (К)т служ ит для обозначения того, что величина типа К  входит под 
зн ак  интеграла т  раз.

М атричный элемент 9Я выраж ен через неперенормированные вели
чины. Определим вид элемента <331 при переходе к перенормированным 
величинам:

& е) =  Z 2G(e), G(v) =  Z3G(V), Г =  Z f T ,
-  (3 .6 .48)

и =  Z r VïH, е™ =  Z f uè %\  е =  Z 1Z r ,Z T v,e

(ef^, К =  1, 2 ,—  вектор поляризации реального фотона). Л егко  видеть,
ЧТО

9Л =  Z 2 n+Fg+ 2 N% ■ Y  + FV+ -  NVen J  ( Iy  (G( e ) f e  (G(V))F V (u ) " e

Учитывая (3.6.4), (3.6.5), получаем

=  en j  ( r ) n(G(e))Fe (G(vY v ( u f e (e{X)f v . (3.6.49)

Таким образом, матричные элементы вы раж аю тся одинаково через 
неперенормированные (е, G<e\  G(v). Г, и, ёЩ  и перенормированные 
(е, Г , Gw , G(v), и, ё %>) величины [23]. Это фундаментальное свойство 
5 -матрицы связано с перенормируемостью квантовой электродинам ики.



Т аким  образом, при вычислении матричного элемента 9Л для скелетных 
диаграмм мы можем пользоваться правилами Ф ейнмана, в которых ис
пользую тся перенормированный зар яд  электрона е и перенормирован
ные функции Г, G(e\  G(v). Д л я  последних в свою очередь долж на быть 
построена теория возмущений по степеням е .

Согласно (3.6.35), (3.6.37) величины G(e\  G(v) определяю тся вели
чинами 2  и П, которые в свою очередь (см. (3.6.36), (3.6.38)) связаны  
с  неперенормированными величинами:

2  =  2  (в, Г, G(e>, Gw ) =  е2 Ç TG<e)y G <v} —  6т,

П =  П  (е, Г , G(e)  =  е2 J rG (e) yG(e). 

И спользуя формулы (3.6.33), (3.6.39), видим, что

2  =  2  (е, Г, G(e), G(v)),

П =  Z ^ 1Z 1n ( e , r , G (e) .

(3.6.50)

(3 .6 .50 ')

Аналогично можно показать, что неперенормированная величина

Л  == Л (е, Г, GU), G(v>) =  2 e" - 1 J  (Г)" (G(e))"_1 (Gw f ^

(см. (3.6.48)) обладает свойством

Л =  z r 1 A (e, Г , G(e), G<v)). (3.6.51)

И спользуя формулы (3 .6 .50 '), (3.6.51), (3.6.35), (3.6.37) и определе
ния величин Z3 и Zx:

z 3_1 =  1 -h П' (0), z r 1 =  z r 1 =  1 +
dp

(3.6.5 Г )

д л я  величин G(e), G(v), Г можно получить разлож ения в ряд  по степе
ням истинного заряда электрона е . Таким образом можно построить 
теорию  возмущений, содерж ащ ую  ряды по степеням заряда реального, 
а не «голого» электрона.

В заклю чение рассмотрим вопрос о перенормировке общих функций 
Грина Gc (х19 . . . ,  х п), введенных в п. 3.5.2.

Ампутированную я-точечную функцию Грина символически можно 
представить в виде

T ( x lt . . .  , х т) =  Zen J (Г)" (G(e)f e (G<v,)Fv,

где суммирование распространяется на все неприводимые диаграммы, 
Соответствующие рассматриваемой функции Грина. И спользуя формулы
(3.6.33), а такж е формулы (3.6.39), получаем

Г  (х^ . . .  хт) — Z2 Z3 P (* i  . . .  хт), m  =  N g ‘\ - N y ,  (3.6.52)



где Г (хг ... хт) =  2 е п ]*(Г)Л (G(e)) Fe (G<v))Fv — перенормированная ам
путированная функция Грина.

Общая m -точечная функция Грина Gc (хг ... х т) связана с ампутиро
ванной функцией Грина Г (хг ... хт) символическим соотношением
(3.5.20)

Gc =  r ( G ,e,)'Ve(G<v))'Vv.

Поэтому, учитывая (3.6.33), находим

Gc (xx . . .  xm) =  Z 2 2 Z3 2 Gc (x1 . . .  xm), (3.6.53)

где Gc =  Г (G(eY e (& y))Ny —  перенормированная m -точечная связан 
ная функция Грина.

Из соотношений (3.6.53), (3.5.11), (3.6.33) и (3.5.10) следует, что пе
ренормированные функции Грина можно рассматривать как  вакуум 
ные средние произведений перенормированных операторов полей ф, 
Ф, А:

G ( x x . . .  хт) =  (Ч^0, Т {  ф С ^) . . .  ф (х е) . . .  А (хт)} ¥ 0), (3.6.54)

которые связаны  с неперенормированными операторами ф ,  ф ,  А  соот
ношениями

ф (х) =  К 2 аФ  (*), ф (X) =  V Z 2f  (*), А и (х) =  V ^ 3Ац (х). (3 .6 .55)

Напомним, что перенормированный зар яд  е  связан  с неперенормиро- 
ванным зарядом  е  формулой

е =  Z XZ T ' Z Y ' \е_ =  Z z 4te. (3 .6 .56)

Мы рассматривали до сих пор перенормировку только* поперечной 
функции Грина G(v\  которая связан а с полной фотонной функцией 
Грина соотношением

С ( * ) - - 5 - ^ г  +  C‘V’ < * ) ( * » . - - Щ  . (3 .6 .57)

Д л я  того чтобы связь  неперенормированной функции Грина G{$ с 
перенормированной функцией Грина G $  осущ ествлялась с помощью 
множителя Z3:

G(J> =  Z3G $ , (3.6.58)

необходимо потребовать согласно (3.6.57), чтобы перенормированная 
калибровочная постоянная определяю щ дя перенормированную функ
цию Грина

S X  (*) -  —  1 W -  +  2 ™ <*> ( в . .  ■ - - ^ )  - (3 .6 .59)



была связан а с калибровочной постоянной £, входящей в неперенорми- 
рованную функцию Грина, формулой

g =  2 3|-  (3 .6 .60)

Таким образом, формула (3.6.53) в более развернутой записи имеет вид

Gc (x1 . . .  xm-t e) =  Z 22 Z32 Сс (хг . . .  xm‘ | ,  e). (3 .6 .61)

Л агран ж и ан  взаимодействующих электромагнитного и электронно
позитронного полей можно вы разить через перенормированные опе
раторы  полей. П одставляя (3.6.55), (3.6.60), (3.6.56) в (3.6.30), находим

£  =  -  { / > ,  О  — 4  { / > ,  a ’v r ' - ô V H  -

— w ({ф- ô ^ v} - Ф2) +  4 "  ( * v 4  - £ ? ) $ ]  +

+ - 4  [î '  т = ~т

или
£  =  £ 0 +  £ int, (3.6.62)

где

£„ =  4  (fuv. Г " )  -  4  <*>, ô*Mv- ô v, f } — ^-({ф, ÔHV} - ф 2) +

+ 4  — (2) + 4  lî ’
—  лагран ж и ан  свободных перенормированных полей и

£in» =  4  -  1) {^v, f v} ---- J- (Z, -  1) {/> , < ^ v -  dM*} +

+  - ~  (Z2 — 1) {[ф, ( i y ^  —  m)  гр] +  рф, (ңЛЭд +  m) ф]} +

+  Z 2ÔAn —  [ф, ф] +

— лагранж иан  взаимодействия. Л агран ж и ан  (3.6.62) мы получили из 
исходного лагран ж и ан а в результате перенормировки полей и констант 
Ъ, m , е. О днако можно поступить иначе: сразу  вводить перенормирован- 
ные поля ф, А и перенормированные константы m,  е и в  качестве ис
ходного использовать лагранж иан  (3.6.62). Тогда величины Z lf Z2, 
Z 3j £ m  находятся из требования, чтобы полюсы и вычеты функций Грина 
электрона и фотона для взаимодействующих полей совпадали с полю
сами и вычетами соответствующ их функций Грина свободных полей* 
а верш инная функция Гц взаимодействующих полей совпадала при

Pi  =  Р2 =  /п с  матрицей
3.6.7. Отсутствие расходимостей в рядах теории возмущений по 

перенормированному заряду. Покажем, что ряды теории возмущений



по перенормированному заряду  электрона е для элементов матрицы 
рассеяни я S, перенормированных функций Грина и перенормированной 
верш инной функции не содерж ат расходимостей после снятия промеж у
точной регуляризации , т. е. при M t ->  оо (в хметоде промежуточной ре
гуляри зац и и  П аули —  В илларса) или à  ->  4 (в методе размерной ре
гуляризации) и т. д. Начнем с исследования расходимостей функций, 
соответствующ их неприводимым В Д . Простейшей неприводимой В Д
2 -го порядка (см. рис. 10, / )  соответствует функция

Лд* (Pi, /?г) == d^qR" (plt р 2; q)y 

где

К 2> (Рк  Ра! Я) =  - Щ Г  у £  (Pi —  Я) Уч$С (Ра —  Я) УХ& °  (яУ>

-  ^  — (P +  ( „2  _  Р2 _  р2 )  *

Мы при этом учли, что в нулевом приближ ении теории возмущений 
л о  перенормированному заряду  функции Гд, G(e), <jy) совпадают с уд, 
S c (р),  (q) (см. формулы (3.6.50), (3.6.51), (3 .6 .5P)J. Поэтому во втором
приближ ении теории возмущений по е  перенормированная верш инная
ф ункция А® определяется согласно (3.6.43), (3 .6 .51 ') формулой

Л® (Pi, Ра) =  (Л '2, (Р1, Ра) -  Л®  (р, P)\Um\e->, (3.6.63)

П окаж ем , что ф ункция (plf р 2) не содерж ит расходимостей, т. е. 
что в выраж ении для Лц2) (ръ  р 2) можно произвести предельный переход 
JUL — оо.

Д л я  этого отметим, что

R (2) (Pi , Ра; я )— # <2) (Ро- р0; Я) =  (Pi —  РоК
дЯ(2) 
ЯР il , +

Р1=Р,

+  (Ра — РоК
а/?(2)
дры Ps—P2

где  р\  и р 2 —  некоторые величины, леж ащ ие соответственно между р и  
р 0 и р 2, Ро- П ри I <721 — с» функция R (2) ведет себя, очевидно, как (q2) ~ 2 
<при М  — оо), а так  как  q входит в /?(2) только в комбинациях р г —  q 
и р 2 — q, то d R (2)/ d p a  и dR^-Vdp^K будут вести себя при |<72 | ->  оо (и 
при  М  — оо) не как  (<72)-2 , а как  q ~ b, вследствие чего интеграл, опре
деляющ ий функцию Л (д (ри  /;2), будет сходиться при М  ->  оо.

Ясно, что приведенное доказательство сходимости интеграла, оп
ределяющ его Л®  (ру , ,р2), немедленно обобщается, на произвольны е 
неприводимые В Д  Лд"’ (/?1( р 2).



Перейдем к рассмотрению функций 2 ®  и П®, соответствующих 
неприводимым ЭСЭД и ФСЭД. Перенормированные функции 2 ®  (р) и  
П (2) (k) согласно (3.6.36), (3.6.38), (3 .6 .5 Г ) определяю тся формулами

2 ® (р ) =  2 й  (р) —  2 (Ч (т) —  (р —  т)? (2) (2) . д1(2>

др р=т

где
П® (k) =  П(2) (k) —  П(2) (0) —  62П<2)' (0),

fp 2 /»2<2> W =  w  î  d4 £ e 0° -  *) (*>.
J # p 5 p  y ^ ( p - k ) y ^ S c (p)П® (k) =

(2я)
ге2 1 

12я)4 3

(3.6.64)

(3.6.65)

(мы учли, что в нулевом приближении по е Z3 == Zx =  1, см. (3 .6 .5Г )). 
Величины S (2) и П(2) сходятся при оо. В этом можно убедиться, 
если использовать явные вы раж ения для S (2) и П(2). Д ействительно, 
согласно (3.6.64) 2 (2) получается из S (2) вычитанием двух первых чле
нов разлож ения S (2) в ряд  по степеням р  — /?0, откуда следует, что 2 (2̂  
пропорционально второй производной от 2 (2) (р) по р ,  взятой в некото
рой точке, промежуточной между р 0 и р .  Т ак  как  импульс р  входит 
в подынтегральное выраж ение для S (2) (р) в виде суммы с переменной 
интегрирования, то подынтегральное выражение для 2 (2) (р) будет 
представлять собой рациональную  дробь, степень которой на две еди
ницы меньше, чем степень соответствующего подынтегрального выраж е
ния для Е (2) (/?). Т ак  как  интеграл для 2 (2) согласно (3.6.65) содержит 
линейную  расходимость, то интеграл, определяющий 2 (2), будет схо
дящ имся.

А налогичная ситуация наблюдается для неприводимой фотонной 
собственно-энергетической части П (2). Из (3.6.64) следует, что выраж е
ние для П(2) (k) получается из вы раж ения для П(2) (k) вычитанием трех 
первых членов разлож ения II(2) (к) в ряд  по степеням k д. П овторяя рас
суж дения, относящ иеся к 2 (2', нетрудно проверить, что это вычитание 
обеспечивает сходимость интеграла, определяющего П(2) (к).

Мы видим, что процедура физической регуляризации состоит в  
вычитании из регуляризуемой функции нескольких первых членов ее
разлож ения в ряд  Тейлора по степени р  — т  или Æ2. Количество вычи
таемых членов долж но быть минимальным для обеспечения сходимости 
остатка; тот факт, что остаток не будет содерж ать расходимостей, при 
М  оо следует из того, что регуляризуем ая функция представляет 
собой интеграл, в котором в случае неприводимых диаграмм внеш ние 
импульсы входят в виде линейной комбинации с переменными интегри
рования, и поэтому каж дое дифференцирование увеличивает степень 
полинома в знаменателе подынтегральной функции на единицу.



К ак следует из предыдущего анализа, физический смысл этой «вы- 
читательной» процедуры заклю чается в том, то она эквивалентна пере
нормировке константе и т  — соответственно заряда и массы электрона.

Мы показали, что процедура перенормировки массы и заряда элект
рон а позволяет однозначно устранить расходимости в функциях Гри
на и вершинных ф ункциях, соответствующих неприводимым диаграм 
мам . П окажем, что эта ж е процедура позволяет регуляризовать ф унк
ции, соответствующие приводимым диаграммам.

В этом случае задача сильно услож няется. Д ействительно, рассмот
рим, например, приводимую В Д  11-го порядка, показанную  на

рис. 2 1 . Ясно, что интегральное 
выраж ение А (10) (рг , /?2), соответ
ствующее этой В Д , расходится 
при М - +  оо как при интегриро
вании по переменным qlf q2, от
носящ имся к диаграмме как к 
целому, так  и при интегрирова
нии по переменным q , q", q"', 
относящ имся к внутренним час
тям  диаграммы, т. е. к функциям
2 ® (</,), 2 ® Ы ,  П® (<7з), Л®
(<Ь Р2)-

Чтобы регуляризовать функ
цию Л (10) (ръ  р 2), вначале согласно 

<(3.6.51) проведем регуляризацию  функций, соответствующих внутрен
ним частям диаграммы, т. е. заменим в . интеграле, определяющем
Л <10) {Pu Рэ), величины 2 ®  ( q j ,  2 ®  (q2), П® (q8), Л® (q2, р 2) их 
регуляризованны ми значениями 2 (2> (qx) 9 2 <2> (q2) t П(2) (q3), Л<2> {q2,
р 2). И нтеграл по остающимся переменным qlf q2, относящ имся к диаг
рамме как  к целому (функции S (2) (q), U {2) (q), Л (2) (q, p )  предпола
гаю тся при этом известными), будет по-прежнему расходящ имся, и 
вопрос сводится к тому, каков характер этой расходимости. П окаж ем, 
что эта расходимость будет такой же, как  расходимость вершинной ф унк
ции третьего порядка Л (2) (рг , р 2), т. е. логарифмической. Вследст
вие этого замечательного свойства регуляри заци я «внутренних» функ
ций не ухудш ает расходимости интеграла, определяю щ его Л (10) (рг, 
р 2), и последний (после регуляризации «внутренних» функций) согласно
(3.6.43) может быть регуляризован  так  же, как функция Л (2) (рг , р 2), — 
путем вычитания из Л (10) (рх, р 2) величины Л (10) {Ро> Ро) |

A <I0) (Pi. Ра) =  Л ао> (/?,, р 2) —  Л (10) (р0, р 0) \ ^ „ .

Чтобы убедиться в справедливости сделанного утверж дения, отме
тим , что согласно результатам  п. 3 .7 .3  функции 2 (2) (/?), П(2) (Н), 
Л (2) (q, р 2) в . области больш их..значений p ,  k , q ведут себя соответ
ственно так:

2 ® ( p ) ~ p l n - g - ,  П® (k) ~  k2 In ,

II
I



Лд* (Qy P 2) ~

И з полученных формул следует, что если перейти от диаграммы 
рис. 21 к скелетной диаграмме рис. 10, 1  с эффективной вершиной и эф
фективными электронными и фотонной линиями, то соответствующие 
им величины будут вести себя в области больших импульсов так:

Г ~  In J —
т2 ^ > - 4 -  l n - j j - ,  G(v)- 

я -
•In

Поэтому, как  утверж далось, интеграл, соответствующий скелетной 
диаграмме в целом:

Л (Ш) (/7i, /72) ~ £ 2 J  Г {& e)Ÿ G ™ d %

будет расходиться при М  ->■ оо так  ж е, как  Л (2)(/?1, р 2)» т. е. логариф
мически, и для его регуляризации достаточно из Л (10) (рг , /?2) вычесть

) (Ро> Ро)*
И злож енны й метод постепенного устранения расходимостей — от 

внутренних неприводимых диаграмм к охватывающим их ЭСЭД, ФСЭД 
и В Д  и от последних ко всей диаграмме в целом — применим в случае 
сколь угодно сложной приводимой диаграммы. Это связано с тем, что 
поведение функций G(e), G(v), Г в области больш их импульсов отличает
ся от поведения соответствующих функций для свободных частиц толь
ко наличием логарифмического множ ителя, который, по сути, не изме
няет характер  расходимостей.

Идея перенормировки впервые была вы сказана Крамерсом и Бете, 
а реализована в работах Ш вингера, Ф ейнмана и Томанага. Общее по
строение S -матрицы и классификация расходимостей принадлеж ат Д ай 
сону [23]. Общее доказательство отсутствия расходимостей в перенор
мированных членах рядов теории возмущений выполнено Боголю бо
вым и П арасю ком [24]. П ереход от неперенормированной м атрицы  
рассеяния к перенормированной, члены разлож ения которой  по перенор
мированному заряду  электрона свободны от бесконечностей, называ
ется ^-оп ераци ей  (подробнее об этом см. в [25]).

§ 3.7. ФУНКЦИИ ГРИНА В НИЗШИХ ПОРЯДКАХ ТЕОРИИ 
ВОЗМУЩ ЕНИЙ

3 .7 .1 . Вычисление электронной функции Грина во втором порядке 
теории возмущ ений в м етоде промежуточной регуляризации Паули —  
Вилларса. П роиллю стрируем процедуру физической регуляризации на 
примерах вычисления функций Грина электрона и фотона во втором 
приближ ении теории возмущений. Начнем рассмотрение с функции 
Грина электрона. Д л я  ее нахож дения нужно вычислить массовый 
оператор 2 , который во втором порядке теории возмущений опреде
ляется формулой (3 .6 .64)

S® (Р) =  2 (2) (р) -  S ,2> (p)U —  (р — tn)— р= т  —

ÔS(2)
ôp р = т

где 2 (2) (р) =  - f â r  J М У » ?  (P +  *) (*)



и S c (р) определяется формулой (3.6.11). Мы пользуемся здесь пропо- 
гатором 0 е (k) в фейнмановской калибровке (£ =  1). К ак будет видно 
из дальнейш его излож ения, величина 2 (2) (в отличие от 2 (2)) будет 
расходиться при интегрировании по k в  области малых k. Эта рас
ходимость называется инфракрасной и никак не связан а с ультра
фиолетовой расходимостью в области больш их k , которую  мы здесь 
изучаем. Ф ормально инф ракрасная расходимость возникает вследствие
того, что величина <Э2 (2)/ф |/£= т расходится в области как  больш их, 
так и малых импульсов. И нф ракрасная расходимость связан а с тем, 
что фотоны обладаю т нулевой массой и ф ункция 0 е (k) имеет полюс 
при У  =  0 .

Д л я  устранения инфракрасной расходимости в величине 2 |2) до
статочно заменить функцию  0 е (k) функцией 0 е (k) =  — (k2 — ^ 2)-1 , 
где À2 — некоторая полож ительная величина, которую  можно пока 
интерпретировать как  массу фотона. Величину X можно связать  с 
энергией м ягких фотонов, всегда сопровождающих основной процесс 
рассеяния (вероятность рассеяния без испускания м ягких фотонов 
равна нулю). Поэтому в сечения рассеяния вместо величины X будет 
входить величина бо) — максимальная энергия м ягких фотонов.

Таким образом, мы будем исходить из следующего вы раж ения для
2 (2) (р):

ie*
2<2) № = -  ~ т г  î æ k y » - { р + k) г  т а г  -

=  +  ------- Ж = г ^ ) -

А Л Л A4
У читывая, что у ц ((р  +  k) +  т) у 11 =  —2 {р +  k) +  4m и ис

пользуя соотношение

mù — р‘

оо

— =  i  J  e)) e 4 . o, (3 .7 .1)

получаем
oo oo

S (2) (p) =  —  J  ds  j  ds'  J  d*k (— 2 ( P +  k) +  4m) X
V '  0 0

X  g —is'(k z—k s—ie)gis{(p-\ -k)2-\-ie) ism2  ^—i s j l

И спользуя далее формулы

J dW<a*!+2“> = e ~ ~  , a > 0 ,

J  d ^ h e d ^ b k )  =  ( J l j 2 f  ‘- Т  t

(3.7.2)



находим

2 В  </>) -  — I  *  !  - V ^ F j r  (2“ -  Р - d r )  e - “ V *

• SS «I—j—7 P8s-fs

X  (e - is^  —  e- i sM * y

Переходя к новым переменным s =  (1 — |)  р, s ' =  £р и учитывая, что
оо

j  J L  (вМр _  еСВр) g—ер =  1П - 1 ± § -  , (3 .7 .3 )

получаем

£ (2)(/?) = 8я 2 Jd E  ( 2 т - k )  3 ( î ,  М ),

ou

V  (£, Л )  =  j  _  g — «I— s:

=  ,n P2g ( i - g ) - ^ g - ^ ( i  - E )
P2ê d  - 0 -Я .*6 - т *(1 -  Ê)

(в этих формулах предполагается, что т 2, Я2, уМ2 содерж ат бесконечно 
малые отрицательны е мнимые добавки, так  что In (а +  /е) =  1п | с  | +  
•+- n i ,  а  С  0). В пределе М  -*■ оо отсюда получаем

s l2) № == " ê r  Î  ^  ~ 2™ )ln 1 ? — г  р +  2ü ? —

— (/?£ — 2т )  In — ---------------- -â------------------- }•
где f r  — произвольная величина размерности квадрата массы, в ка 
честве которой можно выбрать т 2. Отсюда следует, что

2 ® =  2 ® ( т )  +  (р —  т)  2 ®' ( т )  +  2 ® (р), 
где

2® (т) = I 3 , , ^ 2 . 5  \
8 л 2 [ 2 П nf  +  4 J •

v (2 ) ', ч ?  /  1 , Л ?  . 7 . . Я2 \
2  ( т )  — 8Я2  ̂ 2 П пР ^  4 +  П nfi )

(3.7.4)

(3.7.5)

и перенормированный массовый оператор 2 <2) (р) определяется фор
мулой

2® 07) =  j J -  { dI {(2т -  P® ln (! -  - i f  l) -  (P - Щ ) ln •§ -  +
о __ ‘

+  3m — - | - p | ,  

т 2 > Я 2, |p2 — т 2 | > Я 2,



или после интегрирования по g

- ( р ~ т ) ( ±  +  1п-|г)}. (3.7.6)
Электромагнитная масса электрона 8т  определяется формулой 

(3.6.27), следовательно, в приближ ении е2

-  -  2 <а (m) =  - g -  ( - f  1„ +  - г )  • I3-7-7»

Перенормировочная постоянная Z2 в приближении е2 определяется 
согласно (3.6.26) формулой

Z 2 =  1 —  ü <2>' (tri) =  1

И з формулы (3.7.6) видно, что для пространственно подобных ве
личина 2 ® удовлетворяет соотношению

7 °2 <21+ у0 =  2® , (3.7.9)

т. е. коэффициенты в (3.7.6) при р  и т  вещественны.
Напомним, что полученные нами формулы относятся к  фейнманов- 

ской калибровке (£ =  1). Если пользоваться общей калибровкой g Ф  
Ф  1, то в качестве фотонного пропогатора согласно (2.4.55) следует 
выбрать

£>uv (k; 1) =  £2 _|_ {0 (guv  +  ( i  —  1) f / ' + i d  ) •

К ак мы видели, для устранения инфракрасной расходимости в 2  не
обходимо ввести фиктивную массу фотона К, так  что в фейнмановской 
калибровке (£ =  1) пропогатор будет равен — g^v (k2 —  Â,2 +  t‘0)—11. 
В произвольной калибровке при наличии массы фотона % фотонный 
пропогатор мы выберем в виде

$>uv (k\ 1 ) =  £2 _  х2 +  «о ( ^ wv +  (^ — 0  ) *

или

0UV I) k2 — X2 +  io X2 k2 — X% +  iO • (3.7.10)

П ервое слагаемое в этом выраж ении соответствует пропогатору вектор
ной частицы с «реальной» массой %, а второе — пропогатору скалярно
го поля (возникающего при представлении продольной части потен



циала А » (х) в виде А® =  ддф) с фиктивной массой A V T; последнее 
слагаемое обеспечивает убывание пропогатора (/г; g) в области 
больших k (подробнее см. далее п. 6.4.1).

Таким  образом, электронны й массовый оператор в общей калибров
ке можно представить в виде [26]

Е(2, (р; ?) =  2 (2) (p) +  2 f  (р), (3.7.11)

где 2 (2) (/;) — массовый оператор в фейнмановской калибровке, 
2 (2) (р) =  2 (2) (р; 1), определяемый формулой (3.7.4), и 2 f J (р) опре
деляется формулой

2 ? ( Р) =  - ( i —  1 ) У <PkkSc(p +  k ) k  V - A ^ - H O  • ( 3. 7. 12)

Этот интеграл вычисляется так  ж е, как интеграл для 2 ^  (/?). В резуль
тате при À ->  0 получаем

4 2) (р) =  (р - т у i | r  \ а  -  1 ) I n +  ( 1 -  0  In - g In g} +

+  5 f ( p ) .  (3.7.13)

где 2 ® (p) —  перенормированная часть массового оператора 2 f* (p), 
которая при т 2, | р 2 —  т 2 | Л2 имеет вид

в2 ( л  р* —  т2 [  т2 I  Р2 \ \
£) 16я2 у ( 1 ~=W~ П Н  ~  т2 )) —

—  (Р —  tn) 1 —
р2 — т2

----- In . 1 l 2 , 
+  In — г  +

I in I 
6 - 1

(3.7.14)

Таким образом, перенормированный массовый оператор в произвольной 
калибровке во втором приближ ении теории возмущений определяется 
так:

2 (2) (р; Ê) =  S (2i (p) +  2 f  (р), (3.7.15)

где 2 <2> (р) и 2 |2) (р) при т 2, | р 2 — «г2 1 А2 определяются формулами
(3.7.6), (3.7.14). Отметим, что 2 ®  (р) |р=ш =  0. Поэтому величина 
ôm(2), определяю щ ая перенормировку массы, не зависит от Н и по-преж
нему определяется формулой (3.7.7). Константа ж е перенормировки 
Z2 зависит от g и согласно (3.7.13) задается формулой

(?) =  2 2 +  Z2g,
где Z2 =  Z2 (1) определяется формулой (3.7.8), а величина

2̂1 =  |(? 1) In -jjjs h ( 1 ?) In -^2 6 In ?J .
Таким образом,

Z 1 ( i ) = l - - î | r j î l n ^ - + ( 3 - | ) l n ^ -  +  4 - - I l n | j .  ( 3. 7. 16)



О братим внимание на то, что величина Z2 (£) не будет содерж ать 
ультрафиолетовых расходимостей, если £ =  О (калибровка Л андау), 
и не будет содерж ать инфракрасных расходимостей, если 1 =  3.

Отметим, что расходимости (при JUL ->  оо) в неперенормированном 
массовом операторе 2 <2> содерж атся только в полиноме первой степени

л
по р :

—  ôm<2> +  {р —  т) (1 — Z 2),

причем согласно (3.7.16), (3.7.7) эти расходимости являю тся логариф
мическими по М ,  а не линейными (степень расходимости, оцененная в 
п. 3 .6 . 1, оказалась  завышенной, так  как  вследствие релятивистской 
симметрии происходит сокращ ение членов, приводящ их к линейной 
по М  расходимости). Величина 2 (2) (р) (как и Z2) при À ->• 0 логарифми
чески расходится.

3 .7 .2 . Вычисление фотонной функции Грина во втором порядке тео
рии возмущений в м етоде промежуточной регуляризации Паули —  
Вилларса. П еренормированная функция Грина фотона во втором при
ближении теории возмущений определяется поляризационным опера
тором

П<2) (k) =  П(2) (k) —  П(2) (0) — £2П<2)' (0), П =  -g-ПЦ, (3.7.17)

где

п (2) W  =  -  т щ г  SP $ d i P ^ C W  Г ?  (P -  k)

(для упрощ ения вычислений мы сразу  предположили поперечность тен
зора n ^ v). Зам ечая, что

Sp уд (р  +  tn) Vй {{р — k) +  m )==  16m2 +  8р  (р  — k) 

и учитывая формулу (3.7.1), получаем
оо оо

П <2) (к) =  J ds  J ds' (e~ is^  - e~isJ(2){e-is'^ - e~is'^)  x

X e is'k* ^ d4p  (16/n2 —  8p ( p  —  k)) e^(s+s')p!—2is'pft.

Отсюда, используя формулы (3.7.2) и формулу

j  d i k k 2e l(ak’!+ 2bk) =  - J

находим

л 2 2a — ib2 —< - г  
-T3— e ° .

oo oo

n <2> (6) = ----ÎL -  J ds  J ds' (e~‘^  -  e~ls^ )  (е~1̂  -  e~is'^ )  X
0 0

X  e  S+S ( s - f s ' ) 2 ( 2  ( 1- 2 +  s +  s' )  +  1 (s +  s')2 * * )  •



О ткуда, делая замену переменных s =  (1 — i)  р, s' — ip , найдем
оо 1

П(2) (k) =  —  (e ~ iîp- ‘ —  e ~ ^ ^ )  (e_ ' (l_ap-  —
О О

_  е№ \ - т *  jig  (1 _  l )  &  +  2 ( 'гт 2 +  - i - J J  ,

ИЛИ

n (2)(^) =  - - ^ j 4 F ( i ,  л ) ,
О

оо оо

F  (Ê, М )  =  j  А  /  (р) I (2т 2 +  |( 1  — 0  *2) +  2 J  -&■ Æ f e L ,
О О

где

f  ( р )  =  ^ p ê ( i  - S ) * 2 —  е ~ ^ ж2) ( g ” ' (1~~Ê,p- *  —  i ) p ^ 2) e

У читывая (3.7.3), получаем

+  3г|(1 — I) A2 In -----2/ (m2 -  i  ( 1 - 1)k z) +

g (1 — g) m2
+  3 t | ( l — £)£ In •

Поэтому

П <2) (/г) =  П(2) (0) +  й2П(2>' (0) +  П® (k), 

где

п и  (0) -  4 г  (2Л * -  3m l, П«- (0) -  т й г  (ta -  l)

и перенормированный поляризационный оператор П(2> (/г) определяется 
формулой

2 1

п(2) <*> =  — - è - *2 î  ^ :1 ~  5) 11п ( i1 -  ■Б ( :I -  а (3.7.18)

Обратим внимание на то обстоятельство, что величина П<2> (0) отлична 
от нуля и расходится как М 2, в то время как в п. 3 .6 .5  мы считали 
ее равной нулю. Кроме того, если бы мы вычислили величину 
(а не Г!^), то неперенормированная величина П[^ не удовлетворяла 
бы условию поперечности ( П ^  кУ Ф  0), однако перенормированная ве
личина удовлетворяет условию поперечности к? =  0. Это 
связано с тем, что использованная нами промеж уточная регуляри заци я 
П аули  — В илларса, будучи релятивистски-инвариантной, не является



калибровочно-инвариантной. К ак мы уж е отмечали, если промеж у
точной регуляризации  П аули — В илларса подвергать не функции рас
пространения, а матричные элементы, например электронны е петли, 
то мы получим П (2) (0) =  0 и kv — 0  (см. такж е далее).

Величина Z3 согласно (3.6.32) во втором приближ ении теории воз
мущений определяется формулой

О " # - 1) -  <а 7 - 19 >
Формулу (3.7.18) можно, очевидно, переписать в виде

г  “ ( ' - - Я
и *  \ * —  '  'П(2)(£) 9 6 я 2 1 — v2 k2

(3.7.20)

^  v\ как  мы уж е отмечали, под величиной т 2 необходимо

понимать т 2 — *oj. Из этой формулы видно, что 

!т  П01 (*) -  - i - e  (*■ -  4тЧ *■ (l _  -!' f f - |-  (l +  - | 1 ) , (3.7.21)

и поэтому функция П<2> (/г) является вещественной для пространствен
но-подобных

3 .7 .3 . Вычисление функций Грина и вершинной функции во втором  
приближении теории возмущений в м етоде размерной регуляризации.
Найдем величины П (2) и S (2), используя калибровочно-инвариантный 
метод размерной регуляризации. В методе размерной регуляризации 
поляризационный оператор 2-го порядка определяется формулой

С ( / г )  = ie2\iA- S p j ddp
(2n)d ’Vu

P +  m ^ (p — k) +  m
m2 — p2 Yv tn2 — (p — k)2 9

где шпур следует вычислять по формулам (3.6.23). И спользуя эти фор
мулы, получаем

п $  (k) =  —  i e Y ~
g u v  +  РЬ — Р2) +  2 Р ц Р у  -  Р | А  -

(p2 —  rrfi) [(p — k)2 —  «г2|
(3.7.22)

Д л я  нахож дения появляю щ ихся здесь интегралов воспользуемся фор
мулой (3.6.13), а затем формулами (3.6.17) — (3.6.19). В результате 
при d  ->  4 получим

Г ddp
J  (2 л ) '

Г  ddP
J  (2  л ) 1

Р I—d _ 2d/2

(2n)d (P2 — m2) HP — k)2

p4- d -2  d/\

■ m 2J 4 я 2 I ̂  \— I о

(2я)^ (p2 — m2) [(^ —
______, ik% j_n___ f
m 2] 4 л 2 2  J
— 1 о

d x  ln /  (x) j , 

dx* ln /  (x) J ,



( 2 л ) d (P a - / n a) [ ( p ~ k ) 2 ~ m 2\

----ШГ -  f t  +  l){m *----Ç-) +  ^2j ^ / (ж) In/ (*)}, (3.7.23)

где

Г) = С  - f  In 2л , f  (х ) =  fi-2  (m 2 —  k 2x  ( 1 —  л:)),

(при получении этих формул мы использовали асимптотические соотно
шения (3.6.22)). П одставляя (3.7.23) в (3.7.22) и учиты вая, что g{{ =  
=  d, находим

п ? , ( * )  =  ^ ) П И (Ч .

П“ (Ч = У к‘ (-J— 2 5 Лсл-»1 — ж) in -2—ill!—i .
(3.7.24)

tz k
К ак мы видим благодаря множителю g^v— , это выраж ение является

калибровочно инвариантным (П® kv =  0), причем П (0) =  0 (см. 
п. 3 .6.5). Д л я  получения перенормированного поляризационного опе
ратора необходимо воспользоваться формулой (3.7.17). В результате 
получим уж е известное нам конечное выраж ение (3.7.18).

Найдем массовый оператор электрона 2 (2) (р), используя метод 
размерной регуляризации . Т ак как  согласно (3.6.24), (3.6.65)

ТД((Р +  k) +  m )  уд =  m d  +  (2 — d ) ( p  +  k),

то

S (2) {р) =  — i e Y ~ d j  •
ddk (2 — d) (p +  k) +  md

(2n)d (fe2 - X 2) K - ( p  +  ^ ]  *

И спользуя формулу (3.6.13), представляем 2 <2) (p) в виде

d“k ( 2 - d ) ( p i - k )  +  md
2 <2)( p ) =  iey * - d § d x  j

(2n)d l * 2 +  2xkp +  (p2 — m2 +  X2) x — X2]2

Вычисляя интегралы no k с помощью формул (3.6.17), (3.6.18), получаем

г(2-4) ;
s <2) (p) =  ey - d

(4л) à! 2 f  d x  ((d —  2) p  (1 — x) — md)  X

X [m2x  +  A.2 (1 —  x) — p 2x  (1 — x ) ] 2 •



В близи значения d  =  4 это вы раж ение приобретает вид
е а 1

2 <2) (р ) =  I ^ Ь ( Р ( !  — x) —  2 m ) — p ( l  —  х) +  т  —
о к

т2х +  Я2 (1 — х) — pH  (1 — х)
— (р ( 1— х) —  2т)  In (3.7.25)

где

31 = ■ С  +  In 4л.

Вычитая из 2 ®  два первых члена разлож ения по степеням р  — т ,  
получаем-вы раж ение (3.7.6) для 2 ®  (/?). Ф ормулы (3.7.4), (3.7.25) сов
падают, если

, je  1
Ч - ' п — г------ Г -

Найдем перенормированную  верш инную  функцию Л®, используя 
размерную  регуляризацию . Исходной при этом является формула

Л® (Pi- Р2) =  -~-2— —  î  d dk y vS c (k +  q) y^ S c (k) y V0 C (p x — k),

где (k) =  (k2 — Я2)—1, q =  p 2 — р 1 (мы пользуемся этим выраж ени
ем, так  как  перенормированная величина Л (2) содерж ит инфракрас
ные расходимости).

И спользуя соотношения (3.6.24), получаем

Л}/ (Ply Р2) — te ddk
(2n)d

l(k +  q f  -  m 2] " 1 [(pj -  k f  -  Щ  x

X (k 2 — m 2) 1 {—  2k y j i  — 2^ym.<7 +  (4 —  d) k y j i  -f- 8mk^  +  4mq^ —

—  2 m \  +  (4 —  d) (qy^k —  2mk^ —  mqy^ +  т 2у Д

Последнее слагаемое в фигурных скобках при d  ->  4 не дает вклада в 
Л ? ,  так  как  сводится к вы раж ениям  типа

1, ^dak
(2n)d (k2 -  m  +  e?  ~ (d 4 ) r (3 2  ) (/2 Q2)

(cm. (3.6.17), (3.6.18)), которые стремятся к нулю  при d  ->• 4. 
И спользуя формулу

d
3 2

■а а' : -  =  Г (3) j  dxj J dx2 [а,х2 -f а2 (xx — x2) -f а3 (1 — xJ]
1 2  8 Q Q

и полагая в ней

a i  =  (k +  <7)а —  ni2, a 2 =  k2 —  m 2, a3 — (p i  —  P)2 — Я2,

——3



находим

ddk 
(2n)d

X

I  * ,

Л® (p u  p 2) =  2 iT  (3) e2\i4~ d ^  d x x j* d x 2 J
о о

*Yu * +  -  ( 2 ------  4m*u _  2т ?ц +  m2V(i

[ * 2 +  —  2fc/>, (1  —  Xj) —  m 2^ !  +  g 2x 2 +  (p 2 —  Л,2) (1 —  x j ] 3 ’

П роизводя интегрирование no k  с помощью формул (3.6.17) — (3.6.19), 
получаем

Л® (P!, р 2) =  — 2~4^ d 72- J  d x i  J  d x 2 T ^ 3 ------Ç j  l(qx2 —  p x (1 — x ^ f  +

■ —3
+  m 2Xj —  q2x 2 —  (p \  — Я,2) ( 1 — X j \ 2 12mq^ —  m \  —

— 4m (qux 2 —  р 1д (1 — x x) +  (qx2 —  P l ( l — Xl) )  y uq +

+  ( l  —  *f-) —  Pi  0  —  *i)) Yw 6*2 —  Pi (1 —  * i))-----§ - ( l -----y ) x

r(2-4)
X YvYuVv — 7------- j y  l(qx2 — P i (1 —  * i ))2 +  m 2*x — <7%  —

г 13— 2-] ~

— (pf — Л,2)(1  — ATOJj .

Асимптотика этой величины при à  ->■ 4 согласно (3.6.22) имеет вид

е2 1 1~ Х [
А ? (Р х . Ра) =  — - ^ г  J  d* î  d ÿ l ( 2  — Ч)ТВ +

о о I
, , (W — P i* )2 +  m2 (1 — *) — сру — (р\ — Я2) х ,+  V In ---------------- =------ 5-----------------------  -гU,2

(ДО — м  Уд<7 — 4m — т2уц — (да — ft* )  (ду — ft* )

(ДО — ft*)2 +  m2 (1 — *) — <72*/ — (pf — A,2) *

где

Отсюда следует, что

(х  — 1 х 19 у  — Х̂ )у

П =  - j è r j  — с  +  In 4Я.

(3.7.26)

(р. Р) =  — [ d x x  J(2 — ri) у и +  In =
т2х— р2х( 1 — *) +  Я2 (1 — *)

й2 +

+
4™Рц ( 1 — *) —  ™2Уц —  РУцР (1 — *)2 

т2х — р2х (I  — х) -|- Я,2 (1 — х) (3 .7 .26 ')



J  A  A

Зам ен яя н а  —  {p, и полагая р  =  т { р п - ■ m y j ,  находим

Лд2) (р, Р)Iр—т 8л2 (1 + :
тг

In-=s-
и2

+  In -^ г }  . (3.7.27)

Согласно (3.6.43) регуляризованное выраж ение

A ?  ( P i.  Р2) =  Л д ( P i .  Ра) —  Л ?  (р , р ) | ^ т
является конечным при d  -*■ 4.

Из (3.7.25) следует

d s (2> (Р) 
дР»

(Г]—  1)(1  — Х ) у ^ ~

т2х — р2х ( \ — х )+ % 2(\— х)
-  V* (1 -  *> In •=---------------- 775------------------ +

+  2рмлг ( 1 — х)
р (\ — х) — 2т [

т2х — р2х (1 — х) -f- К2 ( 1 — х) [

С равнивая эту формулу с (3.7.26), после несложных преобразований 
находим

_  a s < 2> (Р)

• àp» ’

Это соотношение представляет собой тождество У орда. Таким образом, 
в методе размерной регуляризации тождество У орда (связанное с калиб
ровочной инвариантностью  теории) автоматически выполняется для 
неперенормированных величин (ср. с аналогичной ситуацией в случае 
поляризационного оператора).

3 .7 .4 . Особенности и асимптотики фейнмановских диаграмм.
Амплитуда рассеяния и функции Грина определяю тся фейнмановскими 
диаграммами, которым, как  правило, соответствуют многократные 
интегралы. Они являю тся аналитическими функциями инвариантов, по
строенных из внешних импульсов частиц. Важнейш ей характеристикой 
таких функций являю тся их особенности. Поэтому большой интерес 
представляет нахож дение особенностей фейнмановских интегралов, 
а такж е выяснение их асимптотического поведения в области больш их 
импульсов. Этой задачей мы будем заним аться далее.

Особенности интеграла по внешним параметрам определяю тся син
гулярностями подынтегрального вы раж ения. Р азъясним  это на простом 
примере однократного интеграла

1

F(P) =  J daf  (а , р),
О

где функция f  (а , р) вещественных переменных а, р  имеет сингулярнос
ти на линии

р =  ~р{<*)>



так  что

=  0.
f ( a ,  р  (а))

Ф ункция р  (а) имеет в области интегрирования 0 <  а  •<  I минималь
ное и максимальное значения. П усть, например, максимальное значе
ние функции р  (а) достигается внутри области интегрирования при 
а  =  а 0 (0 <  (х0 <  1):

а  минимальное значение функция р  (а) достигает при а  — 0 :

Таким  образом, если р >  р  (се0) или P <  Р (0). т0 подынтегральная 
ф ункция не имеет сингулярностей в области интегрирования и, сле
довательно, для таких значений р  ф ункция F (р) регулярна. Особен
ности F(p) могут появиться только при р  (0) ^  р  ^  р  (а0). Именно осо
бенность впервые появляется при р  — р  (а0), где а 0 определяется из 
уравнения

либо при р  =  р  (0), т. е. на границе области интегрирования. Рассмат
ривая F  (р) как  функцию комплексного переменного р ,  мы долж ны 
сделать в комплексной плоскости р  разрез р  (0) <  р  •<  р  (аи). Ф ункция 
F  (р), таким  образом, будет аналитической в разрезанной плоскости, 
если подынтегральное выраж ение —  аналитическая функция.

В случае многократны х интегралов, соответствующих фейнманов- 
ским диаграммам, особенности интегралов такж е определяю тся син
гулярностям и подынтегрального вы раж ения. Эти интегралы имеют 
следующую структуру:

где т ( —  масса виртуальной частицы сорта i  с 4-импульсом qt (i — 1, 
2 , . . . ,  h); г  — число интегрирований (равное числу независимых зам к
нутых контуров в изучаемой диаграмме); В  (k , р )  —  полиномиаль
н ая  ф ункция внешних 4-импульсов p t (i =  1, . . . ,  Î) и 4-импульсов 
интегрирования kj (/ == 1, . . . ,  г). Величины qt являю тся линейными 
комбинациями p s, с коэффициентами, равными ±  1,0 , которые опре
деляю тся законом сохранения 4-импульса в каж дой вершине. Т ак  как  
функция В  (k , р )  в пространстве переменных kt не имеет сингуляр
ностей, то полож ение особенностей функции F (р) по переменным р  
определяется только знаменателем, и поэтому далее мы будем пола
гать  f i e l , .

р ( а 0) =  ш ах р  (а),
0 < а< 1

р  (0) =  m in р  (а).
0< а^1

др(и) _  
д а



Зам ечая, что (см. 3.6.13)
1 1

Л,.! .  4,
1 п 0 0 

представляем интеграл F  (р ) в виде
1

fi fol +  ■
foi^i +

1

4- <*п —  О
> +  а пАп)п

F (р) =  (я — 1) I J  ^ da„ £ d*kx, . . .
о о

Л4А fi f o l  -4  • • ‘ 4~ а п — О
• • • I U  »v* I

[ / ( * ,  а ;  / > ) - Ю ] п
где

п

f  (k, а ;  р )  =  s  « i  ( " î i  —  <7t).
( = i

(3 .7 .2 8 )

(3 .7 .2 9 )

(3 .7 .3 0 )

Поверхность сингулярностей подынтегрального вы раж ения в прост
ранстве k, а  определяется уравнением

/  (k, а ;  р)  =  0 .

Из этого уравнения можно определить компоненту р  одного из 4-век
торов р  как  функцию  переменных k , а  и остальных компонент р а век
торов рщ  (i =  1, ...» /):

p  =  p ( k ,  а ;  р а).

Таким образом, тождественно относительно fe, а ,  р а находим

/  (£, а ;  р  (k , а ;  р а), р)  =  0. (3.7.31)

Если компонента р  будет больш е максимума функции р  (k, а ;  р а) (по 
переменным k, а  в  области интегрирования) или меньше минимума 
функции р  (k , а,} р а) (по переменным k ,  а  в области интегрирования), 
то функция f  {k, а ; р )  для таких значений р  никогда не обратится 
в нуль в области интегрирования. Ф ункция f  (k , а  ; р )  обращ ается 
в нуль в области интегрирования и, следовательно, имеет место сингу
лярность подынтегрального вы раж ения, если р  больш е минимума и 
меньше максимума функций р  (k , а ;  р а). Таким  образом, соотношения

dp _  dp (k, «; ра)
dki д а j

(3 .7 .32)

определяю т значения переменных k, а  (в области интегрирования), 
вблизи которых функция р  (k , а ;  р а) достигает минимума или макси
мума, следовательно, при этих значениях k, а  в  подынтегральном вы
раж ении впервые появляется сингулярность. Соотношения (3.7.32), 
определяю щ ие параметры k, а ,  при которы х в подынтегральном выра
ж ении впервые может появиться сингулярность, можно сформулиро
в ать  в ином виде. Именно, дифференцируя соотношение (3.7.31) по
k lt а р  i^i

d f  , d j  d p  _  q  d f  _ d j _  d p  _  q

d k i  ф  à k t  ’  d a t  "** ф  a c t /



(3.7.33)

и используя (3.7.32), получаем
df (k,  а ;  р) _  п df(k,  а\_р)____п

dkt ~  U’ даI

Эти уравнения вместе с соотношением

f ( k 9 a ; p )  =  0  (3.7.34)

определяю т некоторую поверхность в пространстве внешних импульсов, 
на которой функция F  (р ) имеет особенность. ; ;

Отметим, что минимум и максимум функции р  (k, а ;  р а) могут До
стигаться не только внутри области интегрирования (в пространстве 
k ,  а ) , но и на ее границах. В нашем случае граничными могут быть син
гулярности  только по a ,  a именно при a t =  0 (если, например, а { =  
=  1, то все остальные параметры обращ аю тся в нуль в силу нали
чия в подынтегральном выражении для F (р) ô (1 — — ... — а п)~
функции).

И спользуя явный вид (3.7.30) функции f , находим 

Я2( т 2{ =  ° ,  £ о з д - § ^ -  =  0 .

Если  учесть, что могут иметь место граничные сингулярности, условие 
возникновения которых имеет вид щ  — 0 , то некоторые из соотношений 
<7/ — m 2i =  0  заменятся соотношением =  0 (для некоторых индек
сов /). Таким образом, в общем случае для нахож дения особенностей 
нуж но пользоваться системой уравнений

q \  — m j  =  0 , i =  1...........s, а, =  0 , /  =  s +  1, . . . ,  п,

? а ^ - 1 г = 0 - (3 -7 -35)

Эти уравнения называю тся уравнениями Л андау , а сами особенности — 
особенностями Л андау  [37].

Установим характер особенности функции F (р). С этой целью вы
числим интеграл по k в функции F (р) (см. (3.7.29)). Ф ункцию  /  (k, а ;  
р )  согласно (3.7.30) можно представить в виде

/  (k, а; р )  == £  a ti  (a) k tk, +  2 £  (а , p ) k ,  +  c  (а , р),
a  i

где ац  (а ) —  симметричная вещ ественная матрица, зависящ ая от а;  
bt (а , р )  —  линейная однородная функция р ,  зави сящ ая от а ,  и с (а , 
р ) —  ф ункция а ,  р ,  представляю щ ая собой полином второй степени 
по р .

П ереходя от переменных интегрирования k  к  новым переменным
k — k' —  b a r 1

(мы использовали матричное обозначение (b a ~ x)l =  bt  (сг~1)к ) ,  полу
чаем

/  =  k'ak'  +  с', с' =  с —  ba~ lb.



Поэтому
г  é rk  Г* dirk '

J f  J (k’a k ' +  c T

Т ак  как  матрица а  симметрична и вещественна, то ее можно привести 
к  диагональному виду с помощью ортогонального преобразования. 
В результате получим

Г dirk  __ 1 (* é rk

J fn ~  K d itT  J (ft* +  c'y* ’

где интегрирование происходит по 4/--мерному пространству (fe2-квад
рат вектора в 4г-мерном пространстве). Очевидно, интеграл (см. 
и. 3.6.3)

(Ргк 
+  с')”

__ 2/  Г (я 2г) / /\2г —п
- П Щй) {С ’ •

П окаж ем, что величину с '  можно представить в виде детерминанта 
(п +  1)-го порядка

с ' =
b
с

(3 .7 .36)

Д л я  доказательства этой формулы рассмотрим систему линейны х 
неоднородных уравнений для неизвестного л —  вектора х  и вели
чины у \

ах  +  b y  =  О,
Ьх +  с у  =  g .  (3 .7 .37)

Отсюда

Но
b

О

g

У а
О

g

=  g  det а. Поэтому

y = g det а

Вместе с тем из первого уравнения (3.7.37) находим

х =  —  у а ~ 1Ъ,

поэтому из второго уравнения (3.7.37) получаем

с —  Ьа !Ь

Т аким  образом,

с — ba~ lb = = c ' det а t



что и требовалось доказать. 
Итак,

1

F  (р ) =  ji2,T  (п —  2г) § d a x
о

6 ( 1 — ч  — ~«п)

Я> (а, р)п 2r (det а (а)) 2

(3 .7 .38)
Согласно общей схеме полож ение особенностей функции F  (р ) опреде
ляется уравнениями

д ® (а , р) _  п 
дщ  * U' 1 , 2 , . п ,

55(а , р) =  О (3 .7 .39)

(при нахож дении граничных сингулярностей необходимо рассматри
вать некоторые из уравнений (3.7.39) совместно с уравнениями a t =  0).

И з уравнения d 0 l d a t = 0  можно найти а г =  ач (p ) ( i  =  1......... п).
Д л я  значений a t , близких к a t (/;), получаем

0  (а ,  р) =  0 ( а  (р), р) +  4 -  Е  A t tu f t )  +  . . . ,  А ц  =

где a l  — а ,  —  a t (р), а 0  (а , р)  —  экстремальное значение (по а )  
функции 0  (а , р),  равное нулю  на поверхности особенностей, т. е. н а  
поверхности

0> («  (р), р) =  0 .
Вблизи этой поверхности интегрирование по а  можно производить о т  
— оо до + о о .  В результате получим

F ( p ) « ( j S ( â ( p ) ,  р ) ) '  2 . (3.7.40)

Если исходный интеграл был расходящ имся в области больших им
пульсов, то необходимо предварительно произвести регуляризацию , 
сводящ ую ся к вычитанию из исходного интеграла некоторого полинома 
по внешним импульсам (этот полином, очевидно, не содерж ит особеннос
тей). Д ифференцируя это перенормированное выражение по с достаточ
ное число раз, мы избавимся от данного полинома и прийдем к сходя
щ емуся выражению типа (3.7.38), особенности которого определяю тся 
формулой (3.7.40). И нтегрируя полученное таким образом выраж ение 
соответствующее число раз по с, приходим к особенности типа

F  (р) «  ( 0  (а  (р), P))

совпадающей с (3.7.40), если 2г Ф  - ^  \  и типа

F  (р) «  In 0  (а  (р), р),
если 2г  =  —y ~-

(3.7.41)



Приведем некоторые примеры. Рассмотрим вначале собственно-энер
гетическую диаграмму типа, изображ енного на рис. 8 , У и 9, 1. Ф унк
ция /  для этой диаграммы, очевидно, определяется так:

/  (,7, а ;  р)  =  а х (т\ — q2) +  а 2 (m l — (р +  q)2).

У равнения Л андау поэтому имеют вид

m i  — q2 =  0 , т% —  (р +  q)2 =  О, 
2а i_q +  2а 2 (р  +  q) =  О, (3.7.42)

причем а г +  а 2 =  1. И з.первы х двух уравнений следует, что

q 2 =  m i, 2 pq — т \  — tn\ — р 2. (3.7.43)

У множ ая последнее из уравнений (3.7.42) на р  и q и используя (3.7.43) 
получаем  (а  =  а х)

р 2 +  т \  — т \  — 2а  р 2 =  О,

р 2 — m l  — т 2\ +  а  (^2  — — /?2) =  0 .
И склю чая  а ,  находим два значения р 2: _}У

/4  =  (m2 ±  m j2.
Значению  соответствует

Это значение а  находится вне области интегрирования по а .  Поэтому 
остается одно значение:

р \  =  (m t +  m 2)2, ' (3.7.44)
.которому соответствует

2т, т0
а  ~  (тг +  т2)2

Это значение а  леж ит в области интегрирования 0 <  а  <  1 . Оче
видно, что значению р .|_ соответствует порог реакции образования час
тиц  с массами т ъ т 2.

П ри =  0 уравнения Л андау  имеют вид

^ 2  — (р -Ь q)2 =  0 , 2 (р +  q) =  0 .

Эти уравнения (при т 2 ф  0) не имеют решений, следовательно, гр а
ничных сингулярностей не сущ ествует (аналогичная ситуация имеет 
место при а 2 =  0).

Так как  функция 0  (а , р)  имеет структуру 

0  (а , р) ~  (р 2 — р+ ) ,

то согласно (3.7.40)
F ( p ) ~ { p 2- p \ ) ' l‘

(так как п =  2, г  =  1). 
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В качестве второго примера рассмотрим вершинную диаграмму 
типа, изображ енного на рис. 10, 1. Ф ункция f  для этой диаграммы  
определяется так:

f  (k, а ;  р)  =  а г (т \  —  q\) +  а 2 (m l  —  çl) +  а 3 (m l —  ql), 
где

Qi = k \  q 2 =  ps -f- k \  q3 =  pi +  ps +  k ‘, 

P l + P i  +  P3 =  0-
(3.7.46>

Поэтому уравнения Л ан дау  имеют вид (предполагается, что a i Ф  0)
2 2 mi —  9 1 : 2 2 2 2 / \  m 2 —  92 =  m 3 —  93 =  0 ,

(3 .7 .47)

причем а х +  a 2 +  а 3 
qs, получаем

«i<7i +  a 2<72 +  «з<73 =  0 .
= 1. У множ ая последнее уравнение на ql9 q2>

«i<7i +  +  a3QiQ3 =  0.
^îQüQi +  « 2<72 +  CLsQiQa =  0,

«l<73<7l +  +  « з< 7 з  =  0 .
Т ак  к ак  не все a ,  (t =  1, 2 , 3) равны нулю , то

2
9i 9 i 9 2 9i9e

9 29 i 92 9 29 з =  0 .

Q3Q1 9 з 9 2 9з
Отметим, что согласно (3.7.46), (3.7.47)

2 2 2 2 2 2 
9 i =  m i, 92 =  m 2, 9 з = т 3,

9i 92 =  ~  +  ml —  Рз)> 9i 93 == "g" (т * "Ь т 3 —  /?!),

9 29 з  =  4 "  —  р Ь -

П ри получении выраж ений, например, для  9^  мы учли, что q2 —  9i ~  
== /?3, следовательно, 2qxq2 =  91 +  ql —  p i .  Вводя обозначения

г 1 =  ^ ^ ( т * +  т * - Р Ъ ,  ^  =  ^ - ( m 2i + m l - p l ) ,

г3 =  - 2 ^ 7  (т ‘ +  т 2 — рз), (3 .7 .48)

и раскры вая детерминант, получаем уравнение поверхности особеннос
тей Л андау

Z? +  г! +  г! —  =  1. (3 .7 .49)

Решение этого уравнения, например, относительноzb  приводит к  двум  
значениям для г ъ  й только одно из них соответствует значениям пара
метров а ,  попадающим в интервал (0 , 1).



Т ак как  в рассматриваемом примерен =  1, п =  3, то 2 г --------^ —  =
*  0 , следовательно, мы имеем дело с логарифмической особенностью 

F  (р ) ~  In (zi —J— 2̂2 2̂3 —  2ziZ2za — 1). (3.7.50)
Рассмотрим граничные сингулярности. П усть, например, а 3 =  0. 

Т огда уравнения Л андау имеют вид

m l  — q\ =  m l  —  <72 =  0, а гдг +  a 2q2 =  0 , а г +  а 2 =  1, 

где qx =  k, q2 =  р 3 +  k.
Эти уравнения совпадаю т с уравнениями (3.7.42), и поэтому гранич

ные сингулярности (соответствующие а г =  0 или а 2 =  0, или а 3 =  0) 
являю тся пороговыми и совпадаю т с сингулярностям и собственно
энергетической диаграммы.

Мы рассматривали поведение фейнмановских интегралов в области 
ограниченных внешних импульсов. П редставляет интерес такж е из
учить поведение фейнмановских интегралов в области больш их внешних 
импульсов. Мы не будем здесь останавливаться на выяснении деталь
ной асимптотики перенормированных фейнмановских диаграмм в об
ласти больш их внешних импульсов. Отметим только, что асимптотика 
фейнмановских интегралов F (р) имеет вид

F ( l Pï . . .  1 р п) Г  (In i f .  (3 .7 .51  )

Д оказательство  этого полож ения, так  ж е как и метод нахож дения по 
конкретной диаграмме показателя а ,  были даны Вайнбергом в [38]. 
П оказатель (3 был определен в работе [39]. Обычно а  совпадает (в слу
чае неприводимой диаграммы) с индексом расходимости диаграммы со. 
Н апример, в квантовой электродинамике индексы расходимости элект
ронной собственно-энергетической части, фотонной собственно-энерге
тической части и вершинной диаграммы равны  соответственно 1, 2 и 0. 
Соответствующие перенормированные диаграммы в области больш их 
импульсов ведут себя так:

2 (р) ~ p l n ^ - ,  П ~ р 2 1п A ( p lt  P2) ~ l n - | - .

§ 3.8. РЕНОРМАЛИЗАЦИОННАЯ ГРУППА 
И АСИМПТОТИКИ ФУНКЦИИ ГРИНА

3 .8 .1 . Структура фотонной функции Грина в обл асти  больших им
пульсов. Выше мы показали, что матричный элемент, соответствующий 
какому-либо процессу, с учетом высших приближений теории возму
щ ений сохраняет свой вид при переходе от неперенормированных ве- 
-личин к перенормированным:

e - + e  =  Z l/‘e,  и -*• u =  Z T * V  = Z ~ 4^ \

G<e) - ь  G(e> =  Z J xG(e), G(VI- + G (V> =  Z ~ ‘G<V), Г - + T  =  Z i r  

(Z Zg, Zg =  Zi) .



Это важнейш ее свойство электромагнитного взаимодействия элект
ронов и фотонов, называемое перенормируемостью, было использовано 
нами в § 3.6 для установления правил регуляризации различны х кван
товоэлектродинамических величин.

Из перенормируемости вытекает такж е сущ ествование некоторой 
группы преобразований, по отношению к которым инвариантны  мат
ричные элементы. Именно, если перенормированный зар яд  и перенор
мированные функции Грина и верш инную функцию обозначить соот
ветственно через еи G \ \  G(iv), Г х и перейти от этих величин к вели
чинам е2, G f ,  G2V>, Г2, связанны м с ely G\ \  G(iv>, Тг соотношениями

e2 =  V Z 7e1, « . - ( V z î y V  4 м =  ( V I 7)” ' e f \

G{2] =  G ^  — Z  _ 1G(iv), r ,  =  Z i r lt

где Z ' и Z\ — произвольные величины, то матричные элементы 9Л, 
вычисленные с помощью первой и второй систем величин, будут одина
ковы: 9Л* =  9Л2. Т акие преобразования образую т, очевидно, группу, 
которая носит название ренорм ализационной .16 П окаж ем, что, исполь
зу я  свойство перенормируемости, можно выяснить структуру и полу
чить асимптотические представления функций Грина в области больших 
импульсов [28]. П реж де всего рассмотрим поперечную часть фотонной 
функции Грина. П редполагая выполненной перенормировку массы 
электрона, запиш ем GW (k) в виде

G(v) { k ) = $ f ( k ) d ( k ) ,

где à  (k) — некоторая функция квадрата 4-импульса k2, граничного 
импульса М  и неперенормированного зар яда  электрона:

d  =  d je
k2 ’

m2
I F ë 2)•

П еренормированная ф ункция d, которую мы будем обозначать через 

d  и которая является функцией и е :̂

согласно (3.6.33) связан а с неперенормированной функцией d  соотно
шением

• * ( т -  - Г . * 1) - Ч (#•■£ ')•  <з а | >
je  / je  \где Z — некоторая функция и е2; Z  =  Z  , е2\ и е2 и е2

связаны между собой соотношением е2 — Z ^ e 2. Отсюда следует, что

е Ч  ( - Ж  • 1 Г  ’ ej  =  t é  ( - | г ., ё )  ■ (З-8 -2)

16 Впервые существование ренормализационной группы было установлено Штю- 
кельбергом и Петерманом [27].



К ак видно из структуры  выраж ений, сопоставляемых различны м 
фейнмановским диаграммам, они допускаю т предельный переход т  

0 (речь идет о неперенормированных вы раж ениях). П редельный 
переход к нулевой массе возможен и после перенормировки массы (но 
не после перенормировки заряда!). Этот предельный переход соответ
ствует рассмотрению области больш их импульсов, k 2 ^  т 2. Поэтому, 
интересуясь поведением функций Грина в области больш их импульсов, 
мы можем в неперенормированной (по заряду) функции à  опустить 
второй из аргументов:

е Ч  ( ^ -  , 0, е j  =  е Ч  , f j  =  efnv , f j . (3 .8 .3)

Т ак как вследствие условия нормировки d  (0, е2) =  1, то е\т  (0, е2) =* 

=  е2. В еличина exnv £2j  назы вается инвариантным зарядом .

Отметим, что

Поэтому в асимптотической области k 2 ^  т 2 инвариантный зар я д  
удовлетворяет уравнению

{•Ц’ -Ш  +  ? P &  - ê - }  t t  ( & ■ ? )  =  0. (3.8.4)
где

/  д In е* \
Р (е2) =  т2 (3-8.5)

Отметим, что так  как  e2d  не зависит от М 2У то и функция Р (е2) не з а 
висит от М 2/т 2, т. е. она является функцией одного аргумента е2.

Уравнение (3.8.4) назы вается уравнением ренормализационной 
группы [34]. Подчеркнем, что это уравнение является следствием пере- 
нормируемости теории (независимости d  о т М )  итого , что неперенорми- 
рованная величина d  имеет предел при т  ->  0 .

Из формул (3.8.5), (3.6.56) следует, что перенормировочная постоян
ная Z удовлетворяет уравнению

( г ?  - m r  +  Р <£“> ( ! ’ ■ # — ') } z  ( - ? ■  • г ')  =  °- <3 -8-6>

Общее решение уравнений (3.8.4) и (3.8.6) имеет, очевидно, следую
щ ий вид:

(«*>■£•). ■Р*!*) =  ехр | - Щ 5 - “ Л

(3.8 .7)



где Ф  и С  — некоторые неизвестные функции одного аргумента. Эти 
формулы удобно переписать в виде

, л Г  V (3-8 -8)
z ( i k ’ - )  ==£чг(о^ + х №

где о =  In j  ; vM  =  In ; X (x) =  In <p (лг); F h Q такж е не-

которые неизвестные функции одного аргумента.
Видно, что в области больш их импульсов величина e2d

k2 ~является  функцией не двух, а одного аргумента <р (е2) Отсюда мож

но получить важ ное следствие относительно эффективной плотности 
за р я д а  в облаке электронно-позитронны х пар, окруж аю щ их в вакууме 
какой-либо пробный заряд . Внешний потенциал (х) и порождающий 
его ток (х) связаны  между собой в вакуум е соотношением [5]

Л<? (х) =  —  J (х, х ’) Г  (х').

В случае покоящ егося пробного зар я д а  j v (х) =  QÔoÔ (х) и, следова
тельно, потенциал, порождаемый зарядом  Q в вакуум е, имеет вид

сю

A f  (х) =  —  Q j  cttG(v' (x ),

или

4 е) (X) =  -  J  (k) |fto=0 eik\

откуда следует, что плотность заряда в облаке электронно-позитрон
ных пар, окруж аю щ их пробный заряд, определяется формулой

р (х) =  -  M T  (x) =  T| F j > сРМ  , f j  е*х. (3.8.9)

Т ак как d (О, е2) =  1, то j  d3xp (x) =  Q.

Видно, что функция d ê имеет наглядный физический смысл:

с точностью до постоянного множ ителя она представляет собой компо
ненту Ф урье плотности зар яда  в облаке пар, окруж аю щ их «точечный»
за р я д  Q. Иначе можно сказать , что d представляет собой форм

фактор «точечного» заряда.
Н а очень малых расстояниях от пробного заряда (| x | h/mc) в

(3.8.8) можно вместо функции d ( ^ г ,  е2\  подставить ее асимптотическое



представление (3.8.7)

р W  “ W F  f ' № ““ ф  ( -  »  <?>* -? ■ )  •

Выполняя здесь замену переменных —  |Л р  (£2) =  к ' и вводя обо

значение

/(х ) =  J  dsk'G>(—  к'*)е!к’*,

получаем

р ( х ) « / X
т

К ф (£2)
(3.8.10)

Эта формула показы вает, что на расстояниях, меньших чем hlm c , фор
ма распределения зар яда  не зависит от постоянной связи  е2, которая 
входит лиш ь в масштабный множитель ср (е2).

Поведение функции Ф (х) при х  ->  оо тесно связано с величиной за 
ряда «голого» электрона, или, как  мы будем говорить, первичного за 
ряда е . Если Ф (х) ->  оо п р и *  ->  оо, то сингулярность в центре распре
деления зар яда  будет более сильной, чем ô-образная, и, следовательно, 
первичный заряд  будет бесконечным, е — оо. Если ж е при х  ->  оо функ
ция Ф (х) стремится к конечному пределу Ф (оо), то и первичный зар яд  
будет конечным, причем его величина, определяемая этим пределом, 
не будет зависеть от е .

Подчеркнем, что все эти выводы, так  же как  и соотношение (3.8.7), 
определяющее структуру фотонной функции Грина в области больших 
импульсов или малых расстояний, основаны только на свойстве пере- 
нормируемости и сущ ествовании у неперенормированных матричных 
элементов конечных пределов при т  ->- 0. Эти результаты  были полу
чены Гелл-М анном и Л оу [28]. Исследование различны х асимптотик 
функций Грина, как ультрафиолетовых, так  и инфракрасны х, на ос
нове уравнений ренормализационной группы в рам ках  перенормиро
ванной теории (с конечными перенормировочными постоянными г ъ  г2, 
23) выполнено в работах [29— 31].

3.8.2. Структура электронной функции Грина в области больших 
импульсов. Перейдем к определению структуры  функции Грина элект
рона в области больш их импульсов —р 2 т 2. С этой целью предста
вим функцию Грина электрона, перенормированную  по массе (но не 
перенормированную по заряду), в виде

От [р)-' -
т2 \

е2; ф  (3.8.11)

где А и А '  — некоторые скалярн ы е функции трех аргументов: А1г! р г, 
т 2/ р 2, е2. Кроме того, в отличие от фотонной функции Грина электрон
ная ф ункция Грина зависит от калибровочного параметра g или от 
параметра I =  е %  Такой выбор аргумента Ç удобен в связи  с тем, что 
перенормированная калибровочная постоянная £ связан а с t  соотно



шением g =  |Z , следовательно, t  =  e %  так  что £ =  £ (см. п. 3.6.6). 
П еред функцией Л ' мы ввели массу «голого» электрона, а не перенорми
рованную  массу т ,  так  как при этом ф ункция А '  будет иметь конечный 
предел при т  ->  0. Сказанное следует из того, что неперенормирован- 
ные ни по заряду , ни по массе функции Л и Л ' имеют, как следует из 
теории возмущений, конечный предел при т - >  0 . Вместе с тем в теории 
возмущений величины т  и т  связаны  между собой соотношением т =

=  т { \  +  е2 In +  . . . j .  Поэтому если m ->  0 , то и т - >  Ои, еле-

/  ж 1 т2 о \  , I m2 \
довательно, обе функции А е2; £j, Л ^ г " ,  , е2;
долж ны  иметь конечный предел при т  -*■ 0 . (Если бы в формуле для

1 перед функцией Л ' мы поставили перенормированную  массу
электрона т ,  то это утверж дение было бы неверно, так  как  отношение
т /т  не имеет предела при т  ->■ 0 .)

П еренормированную  функцию Грина электрона запишем в виде

G'e) (P) " 1 =  -  рЛ ( - g - , f 2; С) +  т А '  ( - £ .  £*; с ) . (3-8.12)

где Л и Л ' —  некоторые функции £2, £.

Т ак  как  согласно (3.6.33)

где Zx — некоторая функция , е2, £ (см. п. 3.6.5), то

Л =  г 2Л, Л ' =  Z U ',  (3.8.13)

где Z\ — Z xm lm .
Рассмотрим асимптотическую область —р 2 ^  т 2. В этом случае, как 

отмечалось выше, в ф ункциях Л и Л ' мы можем положить второй ар 
гумент равным нулю:

В результате соотношения (3.8.13) примут вид



причем согласно (3 .6 .56).величины е2 и е2 связаны  между собой соот
ношением

, *  .х m2 ’ I

Отмечая, что

—2 (im â" 1п А ' е2; £))е1>Е =  £?2 ("âmâ ,п А ' ( у г  • &))ЛС =

находим

| ^ 2“Ж 2 +  ?2Р (f2) +  7 (£2, £)} Л » i 2> S) =  О*
(3.8.14)

где

{ i t  dm* + £ 2P(£2)
(5

ĉ 2■ + Y ( £ 2,?

^ 2 dm* + £ 3P(£2)-
а

&>2 +  Y' (£2, ?

v ( f 2. 0  =  -
m2

( L (
' J t 2 

m* ’

v '(£ 2, a  =  -
m2

T ( 4 ‘ Zi
/
\ m2 ’

(3.8.15)

>е\Ъ

и р (е2) определяется формулой (3.8.5). Т ак как  величины А , А '  не 
зависят от M t то у  и у'  не зависят от М 2/т 2. П оследние две формулы 
можно использовать для определения вели чи н 'Zlf Z\:

{ i t  ф  +  £3Р ( f )  ~ш* +  y ( f2- £)} Z 1 ( ф . e2; с) =  о.

{ i t  ф  +  f 2P (£2) - W  +  У' (£2- a }  2'. ( ф - , é2; s) =  0 .
(3.8.16)

Мы видим, что в уравнения для Л , Л ',  Z u Z\ кроме уж е введенной 
функции P (iе2) входят две новые неизвестные функции! у , у ',  зави ся
щие от аргументов е2, £. П редставляя функции Л , Zj в виде

* е2 е2

А -  В  ехр { -  ]  Л / j , Z , =  D ,  exp { -  J A f  d y  ) ,

для функций S , £>! получаем уравнения, совпадаю щ ие с уравнением
(3.8.4) для функции e2d .  Поэтому

е*
У (У, 0
У$(У) d y ) ,А { ф ’ ? '  +  ^)exp ( - j

е2

. f i  с) =  -9» ( I n . £  + 1 «  £) exp ( - 1  d p ) .

(3.8.17)



где Q (&) — ф ункция двух аргументов: у  (б2) +  In - j —  ^  (е2) -f- 

+  In и £. А налогичные соотношения справедливы  для функций 

A ',  Z i f

£2; с) =  Q ' +  * (£2); с) ехР у' (у. О
у$(у)

d y

(3.8.18)

£)
=  ф  ( In Х И ;  Ç ) e x p ( -

Подчеркнем, что отношение Z J Z 1 определяет связь  между т  и т: 

т =  m Z J Z u  Полученные формулы справедливы в асимптотической 
области — р 2 т 2. А налогичные соотношения можно получить для
вершинной функции.

3.8.3. Асимптотика фотонной функции Грина в теории возмущений.
Д о  сих .пор мы не пользовались теорией возмущений. Теперь же для 
нахож дения асимптотик функций Грина используем теорию возмуще
ний, учиты вая, что е2 1. И з формулы (3.8.5) (или (3.8.4)) и того 
факта, что величина Z (или d) представима в виде ряда теории возму
щений по степеням е2, следует, что функция р (х) (х =  е2) такж е разл о 
жима в ряд  по степеням х> причем р (0) =  0 :

Р {х) =  сгх  +  с 2х 2 +  • • • ,  сх ф  0. (3.8.19)
Поэтому согласно (3,8.7)

х$(х) х2 (flo +  a i*  +  ""*)»

где ci9 a t — некоторые числовые коэффициенты, и следовательно,

Х(х) = ----- +  а г In х  +  с +  а 2х  +  • • • (3.8.20)

(с — постоянная интегрирования). Обратимся к асимптотическому пред
ставлению  (3.8.8) инвариантного заряда e2d:

x d ’ х )  =  F (у +  х (*))» ~ k 2 T:*

где х =  е2\ V =  In :=̂ - .  Т ак как  эта формула справедлива при произ

вольном полож ительном х,  то, учиты вая, что % (х) - * • -----— , a d  ->  1

при х 0 , получаем

x = = F ( - ^ r ) '



И з этой формулы следует асимптотическое представление функции 
F  (у ) в области больш их у \

=  - а 0у ^ + о о  (3.8.21)

(так как  х у  =  —й0)- Иными словами, мы можем определить асимпто
ти ку  функции F {у) при у  ->  + о о ,  если а0 <  0, и асимптотику этой 
функции при у  — оо, если а 0 >  0. В первом случае из формулы
(3.8.8) видно, что тем самым (так как  v  >  0) мы определили асимпто
тику функции à  при —k 2 1. Именно такая  ситуация, как
мы увидим, имеет место в неабелевых калибровочных полях (см. 
п. 4.8 .2). Если ж е а0 >  0 (что имеет место в квантовой электродина
мике), то согласно (3.8.8) можно определить асимптотику функции d  
только  в области

ао
в2 — In - f e 2

т2
ао
е2 1 ------=— In — k2 

т2 » i . (3.8.22)

_ £2
Т ак как е2 1, то это неравенство означает, что е2 In —̂ — <Г о<)* 

Таким образом, асимптотика функции d  согласно (3,8.8) имеет вид

1
в2

1 ----- =— In
ао

(3.8.23)

П одчеркнем еще раз, что если а0 <  0, то эта формула справедлива 
при — k 2 т 2, лиш ь бы выполнялось неравенство е2 1. Если ж е
а0 >  0 , то формула справедлива при — k 2 т 2 и при выполнении не
равенства (3.8.22) (при этом, очевидно, долж но быть е2 1).

Если е2 In 1, то согласно (3.8.23)

d — fe2 .
т2

С равнивая эту формулу с формулой (3.7.18), имеющей место в кван 
товой электродинам ике в теории возмущ ений, видим, что а0 =  12я 2. 
Поэтому в квантовой электродинам ике

(3.8.24)

Отметим, что эта формула соответствует изборочному суммированию  
ряда теории возмущений, в каждом члене которого удерж ивается толь
ко асимптотически главное при — k 2 т 2 слагаемое, т. е. слагаемое

типа (e2 \ n ^ ^ j nt и не удерж иваю тся слагаемы е е2 ^  In ~Jr~ J  \

Ф ормула (3.8.24) в квантовой электродинам ике впервые получена 
в работе Л андау, Абрикосова, Х алатникова [32].



П олученную  нами асимптотику функции d  нетрудно уточнить. Д ля  
этого в формуле (3.8.20) для X (х ) учтем первых два главных члена при 
х  1: X (л) -- -------j -  +  а г In х. Отсюда согласно (3.8.8) получим сле
дующее уравнение для определения асимптотики функции F (у) при 
— а0у  - f oo i

х  =  F (у), у = ------+  а х In х.

Л егко  видеть, что

Р(У) =  — ■у - а 0у - >  + о о .

готика функц

î [ - w - é )  “ l 1-  w  ln( ' - ” £ ) } "

П оэтому уточненная асимптотика функции d  имеет вид [6 ]
*2 \-l—1

V =  In — /г2 (3.8.25.)

Она соответствует удерж анию  в п-м члене ряда теории возмущений п а  
степеням^?2 в области — k2 т 2 кроме (e2v)n еще члена е2 (e2v)n~ l. При
е2» 1 эта формула имеет вид

d  =  1 +  V ----- %  e2ê v .
% а * - -

Д л я  нахож дения коэффициента а , в квантовой электродинам ике нуж но 
найти асимптотическое представление при —k2 т 2 обычного ряда 
теории возмущений вплоть до членов е4. В результате получим ах =  
=  -  % •

Определим асимптотику константы перенормировки Z  при М 2/т 2 
1 и е2 «  1 . С этой целью обратимся ко второй из формул (3.8.8). 

У стремляя в ней е2 =  х  к нулю и используя асимптотику (3.8.20) 
функции X (х), получаем следующее уравнение для определения асимп
тотики функции Q (y)i

xQ(y)~ 1, У = —  

где —  а0у  + о о .  Отсюда

Q ( y ) = ----- - а 0у - + + о о .
и0

Поэтому

(3.8.26)



В  квантовой электродинам ике, когда а0 — 12я 2, эта формула справед-

л и в а  при е2 <  1 и 0 <  Д - ^ 1 ------ In 1. Т ак  как f  =  Z<?2,

т о  мы имеем следующую связь  между «голым» и перенормированным, 
т .  е. наблюдаемым, зарядами электрона:

с2 = *2 =  .
Ж 2

—- г -  In-----12 л2 т !2 1 2 л 2
In Ж1

m2

(3.8.27)

М з  второй формулы следует, что

е2 С -
12 л 2

In Ж 1

Е сли  формально устремить М  к бесконечности, то получим с2 =  О 
(см. [39]), что физически невозможно. В действительности, однако, со
гл асн о  (3.8.22) мы не можем переходить в формуле (3.8.27) к пределу 
Л1 - >  ОО.

И з формул (3.8.27) такж е следует, что е2 <  е2 (т. е. О <  Z  <  1). 
Это неравенство имеет простой физический смысл: заряд  реального 
электрон а меньше заряда «голого» электрона, так  как последний окру
жен облаком электронно-позитронны х пар, экранирую щ их первичный 
зар яд  е\ внешний ж е наблю датель воспринимает действие экранирован
ного заряда .

3 .8 .4 . Асимптотика электронной функции Грина в теории возму
щений. Перейдем к нахождению  асимптотики электронной функции 
Грина в области больших импульсов — р 2 т 2 при е2 1. Т ак как 
ф ункции  Л , Л ' разложимы в ряды по степеням с2, то согласно (3.8Л4) 
ф ункции  у (е , 2£) и у ' (е2, £) такж е разлож имы  в ряды по степеням е2:

V i f ,  0  =  Yoiü +  f V i  i l )  +  • • •. V' i f ,  t )  =  Vo ( 0  +  efyi  (£) +  

П оэтому согласно (3.8.19) при х  =  е2 -*■ О

у(*. Q с0 (£) ■ Ci (0  , у' (*. 0  _  со (0  , ci ®  I
х$ (х) X2 ” * х ” * * * дф  (лг) X2 ' X ' *

где с0, с2, Со, Ci — некоторые константы, не зависящ ие от х, но зави 
сящ ие, вообще говоря, от £. Отсюда легко видеть, что

/ X \ Со(0
ехр(—

/ * \ c0(D
expl — ( у/ {у ’ C) d u  .1 vB (//) у /

где а (£), a! (£) — некоторые функции одного аргумента £. 
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Таким образом, формулу (3.8.17) в обасти малых х  =  е2 можно за
писать в виде

со(Р

(— S ' )  ТсЛ)а ( 0 ,  (3 .8 .28)

где

У =  In —р2 V " .  а 0 =  12л 2

(мы учли, что X (х) при х  —> 0). Перейдем в формуле (3.8.28)
к пределу х  ->  0 (у  ->  —  оо) и учтем, что

Тогда из (3.8.28) получим

Q ( y . 9 ( - y ) c,® - 5 5 = -  U
СоО

d ( - § r . 0 . t )  ^ 3= . -  b ® { - - § r )  ' ‘ <0  - Æ * 1® . ® .

и, следовательно,

Q (y . О- (— у )
-сЮ

Ф ( 0  — некоторая ф ункция одного аргумента и). Поэтому асимптотика 
функции А   ̂ ^ 5", е2; ç j  в области —р 2 т 2, е2 1 имеет вид

/ \ г  (7"\ co(D

d ~ ( ' - X х" ‘ {— ê ) '  Hl)- (ЗА29>

А налогично асимптотика функции А'   ̂ е2\ £ j при —р 2 /я2, е2 <<£ 1

имеет вид

(3.8.30)

Так как Z x и Z\  определяю тся такими же формулами, как  А и А \  
только  с заменой —р 2 на М 2, то



У читы вая, ч т о т  =  m Zi/Zb  получаем

,  \CtO-Cfi) Ф  Со(£) ,
( .  е , J P  \  I J P  \ Оо ьг (£)

m =  («5-) T W  (зл з2 )

Пусть величина £ =  е2£ в силу малости е2 является  малой (при фик
сированном £). Тогда справедливы  разлож ения

6 ( 0  =  6 (0) +  • • • ,  6' « ) = 6 ' ( 0) +  Ci (£) =  сг (0) +

с\ ( 0  =  ci (0) +  • - с„ ( 0  =  с„ (0) +  £со (0) +  • • -,

Со (£) =  со (0) +  £со (0) +  • • •, 
следовательно, при е 2 ->  0 (и фиксированном |)

А - . Ң 0) ! „ - = £ ! +  i Æ l „ .а0 т2 +  £
Cq(O) In . m2

Л '- * Ь ' ( 0){ 1 + (0) _ p2 c0 (0)  ̂ c0 (0) _
ao

ln- m2 + ao
■ln- +  £• <h

• ln. - P2 1
m2 ( •

Вместе с тем из формул (3.7.6), (3.7.14) следует, что в теории возмуще
ний по е 2 при — р 2 т 2 справедливы  соотношения

1 £ In —Р* , +  - > 1 ^  In ~ р* £ In
— П2

16л2 111 т2 * И  ' 16л2 т2 16л2 “ А т2

С равнивая эти формулы и учиты вая, что а0 =  12я2, находим

ô(0) = é'(0) =  l, с0 (0) = Со (0) = 0 , с0 (0) = со (0) - --- 1- ,
ci (0) =  0, c i (0)

Кроме того, легко видеть, что Ьг (0) =  bj (0) =  1. Таким образом, в 
области —р 2 /я 2, е2 1 справедливы  формулы [34]

1бЛ 2
Л ' ~  1 —

е2
12л2 In

J9_ 
п2 \4

m2

|£2
16л2

а  при / £ 2 m 2 формулы
£е2

16л2

”  • z ’ + -  

Поэтому ([35], см. такж е [33])

т  =  т [  \ —

£2 . М 2
12п2 п m2 ( # )

i f
16Я*

е2 т  \JL 
In — и

(3 .8 .33) 

. (3.8.34) 

(3.8.35)



Ф ормула (3.8.35) позволяет дать чисто полевую  интерпретацию мас
се электрона. Д ействительно, полагая здесь т  =  О, находим

n f =  М 2 ехр ^------

Эта формула связы вает массу реального электрона с импульсом обре
зания М .  Если импульс обрезания имеет реальный физический смысл 
(т. е. обрезание на импульсе М  обусловливается какими-то другими, 
не электромагнитными, взаимодействиями), то эту формулу можно ин
терпретировать как  возникновение «сверхпроводящей» щели в спект
ре однозарядовых состояний. Отметим, однако, что, как следует из 
(3.8.35) и (3.8.27), в пределе га 0, га Ф  0 с необходимостью проис
ходит выход за рамки слабой связи , являю щ ейся областью применимос
ти рассмотренных выше разлож ений. Существование решения сверх
проводящ его типа в электродинам ике в предположении справедливости 
асимптотического уравнения ренормализационной группы для массо
вого оператора фермиона в пределе га 0 исследовалось в [36]. М еха
низм генерации массы фермиона, который приводит к нарушению этого 
свойства, был предложен и разработан в работе [40].

3 .8 .5 . И нфракрасная асимптотика электронной функции Грина. 
Выше мы изучали ультрафиолетовую  асимптотику перенормированных 
ф ункций Грина. О днако перенормированные электронная функция 
Г рина и верш инная функция имеют особенности на массовой оболочке 
электрона р 2 =  га2. Эти особенности называю тся инфракрасными. Ис- в 
следуем эту особенность для электронной функции Грина. Начнем 
с изучения этой особенности в перенормированном массовом операторе 
электр о н а  во втором порядке теории возмущений.

М ассовый оператор 2  (р) (и электронную  функцию  Грина G g) 
можно, очевидно, рассм атривать как  скалярн ую  функцию одной пере
менной х: 2  =  2  (х) (G(e) =  G(e) (х)). При этом матрица 2  (р) (или 
G(e) (р)) получается из скалярн ой  функции 2  (х) (или Gte)Jx)) путем

замены х ->  р .  Согласно формулам (3.7.6), (3.7.14) асимптотика функ
ции 2 <2) (х, £) при га2 га I х — га | X2 имеет вид

2 <2) (х, | ) « ( 3 - Ё ) -
£2

16л2 (х  —  га) In
(х — m)2 

X2
m

T » » ■

следовательно,

G(c)~ ‘ (х, g ) »  ( m - s ) { l  +  ~î|~ 2~ (3 —  £)ln ' +  • • • } •  (3-8.36)

Отсюда видно, что функции Б <2) (х, I), G(2> (х, É) обладаю т логариф
мической инф ракрасной особенностью.

П редставим неперенормированную  (по заряду) и перенормирован
ную электронны е функции Грина в виде

А л
Gie){p) =  - ^ r ,  G<c,(p) =  - ^ L .  (3.8.37)

m — p m — p



Тогда согласно (3.6.33) безразмерные функции а (р) и а ф )  связаны  со
отношением

а  (р) =  Z 2a  (р ). (3 .8 .38)

Н еперенормированная ф ункция а (р) в теории возмущений имеет
л

предел при к  -»-0 (к т), в то время к ак  Z2 и а  (р) сущ ественно зави сят 
от к. Поэтому при к  m долж на иметь место ф акторизация по к, т . е .

7 / л  к \  v  ! л  \ ( I к \
« -•  е- )  =  Ц — > £ ) / ( - * •  £)»

— -  h \  (  Х — Ш \  г- 1  / X \
X ’ /я ’ £ / ~  т • î ) f  ( т ’ £/

(а: =  р\ ф ункция /  I—, е) не может зависеть от — , так  как  от этого

отношения не зависит а , и не может зависеть от -, так  как  от
этого отношения не зависит Z2).

Отметим, что ф ункция а   ̂- ■ ~  , -j—, еj  при т 2 т  | х  —  т  | ^

Я3 не зависит от к /т  (мы в этом убедились на примере 2-го порядка 
теории возмущений). Поэтому в этой области долж но вы полняться
соотношение

откуда следуетет

(  х — т \ / х —  т
а ( — ^  , £ j = ( — ^ = - 1  С (е), | * - m | « m ,

где С  (е), d  (е) —  функции одного аргумента е. Поэтому

!  х — т 1 \ / х — т \d<-eJ  т х —

£:( ТГ" ’ 7 Г ’ - )  ^  С Ф (  F /  ’ Т~ ^  к

Т ак  как согласно (3.5.2) а  ( — у=-> о) =  1, то С  (0) =  1, d  (0) =  

=  0. Поэтому в теории возмущений п о е

к

» ■ £ .  (3 .8 .39)

а
к  \ . . d(e) ( * - « ) •  т

, е J — 1 +  2 In ^к ' т ' - I  2 к?

Вместе с тем согласно (3.8.36), (3.8.37)

ё

»

J  х — т х \ , е2 /0 еч1и (х — т)* f

К ' т. ' - ) ~ 1 16я2 3 ^ п



И з сравнения этих формул следует, что

‘, <£>“ - т & - ( з - й +  ••• = - ё -< ? - 3 )  + « • •

Таким  образом,

следовательно,

т  — fj
(3.8.40)

Видно, что электронная ф ункция Грина при т 2 ^ > | р 2 —  т 21 Я.2
имеет следующую инф ракрасную  асимптотику [31, 38]:

И з этой формулы следует, что при К ->• 0 электронная функция Грина
а

при р  — т  имеет не полюс, а точку ветвления. О днако при конечных
л

% электронная функция Грина имеет полюс при р  =  т .  Подчеркнем 
такж е, что в рассматриваемом приближении п о е 2 при £ =  3 инф ракрас
ная особенность на массовой поверхности исчезает. М ножитель

(Х/m) 2л можно отнести к величине Z2, переопределив тем са
мым эту величину. В результате величины G и Z2 перестанут зави
сеть от X.

Ф отонная функция Грина при k 2 =  0 не имеет инфракрасной осо
бенности, если т ф  0 ; верш инная ж е ф ункция имеет инфракрасную  
особенность на массовой оболочке электронов. О днако эти вопросы 
мы здесь рассматривать не будем.

§ 3.9. КВАНТОВАЯ ТЕОРИЯ НЕСВОБОДНОГО СУПЕРПОЛЯ

3.9 .1 . Переход к представлению  взаимодействия и матрица рассея
ния. Мы видели, что квантовая электродинам ика является перено
рмируемой теорией. Еще одним важным примером перенормируемой 
теории является теория скалярн ого  суперполя X (х, 0) с взаимодейст
вием X3 (х, 0), рассмотренная нами в § 1.7 и в п. 2 .6 .4 . Существенной 
особенностью этой теории является  то, чтов  ней вследствие инвариант
ности по отношению к преобразованиям  суперсимметрии происходит 
значительное сокращ ение числа расходимостей в матрице рассеяния. 
Супер поле X (х, 0) объединяет два скалярн ы х поля Л и У7 и майора- 
новское поле ср. Т ак как  в теории с взаимодействием X3 нам известен 
лагран ж и ан  взаимодействия этих полей, то аналогично тому, как это 
было сделано в квантовой электродинам ике, можно построить матрицу

(3.8.41)



рассеяния. Замечательно, однако, то, что правила Ф ейнмана здесь мож
но сф орм улировать сразу  для всего поля X (я, 6), а не для его отдель
ных компонент A ,  F, ф. В данном параграф е мы построим матрицу 
рассеяния для суперполя, явно инвариантную  по отношению к преобра
зованиям  суперсимметрии, и рассмотрим вопрос о расходимостях, со
держ ащ ихся в этой матрице [46].

Л агран ж и ан  суперполя определяется формулой (1.7.48)
{£ =  <£0 —  U ,

где

£ 0 =  2 л ч д +  +  2 -  4 - ддф V*<p +  4 - ф + < * Ч ф ;
, u , (3 .9 .1)

U  =  2 A £ A li —  2F F +  —

—  \2 m A F  +  4g A 2F —  ф0(ра —  2§Лф«фа +  э. с . | .

Т ак как  производные поля F  не входят в лагран ж и ан , то вариация 
( £ n o F  приводит к уравнению  связи

F =  —  т Л +  —  2 g A + A + . (3.9.2)
П одставляя это выражение в формулу для U ,  получаем

U  =  2 А + А »  +  2т А + А  +  f - (ФаФа +  Ф+ Фа+) +  U ',

U ’ =  2^Лф“фа +  2^Л + ф а Фа+ +  4 m g  (Л +Л 2 +  Л+ 2Л) +  *3 '9 ' 3* 

+  8£ 2Л 2Л+2.

Гамильтониан поля согласно (2.1.50) определяется формулой 

Ж  =  $ dsx  { -  2 А кд кА -  2A k+dkA  +  \  dky + a \  -  ±  с р + а ^ ф  +  .

Отсюда следует, что гамильтониан взаимодействия определяется фор
мулой

V  =  { d sxU '  (л:). (3.9.4)

Зн ая  гамильтониан взаимодействия, можно определить матрицу
рассеяния j

5  =  Т  exp (—  i j  d W '  (x)) (3.9.5)

и сформулировать правила Ф ейнмана, в основе которых леж ат свя
зи между операторами а =* V 2 А  (см. п. 2.6.5) и ф, ф+ î

а  (х ) а +  (* ') =  — i Дс (х  — * ') , фа (х) ф £  (х') =  (ой<Зд)а р Дс (х  —  х'),
С----- J  I ------- Z

Фа (X) фр (х') =  т  (а2)сф Дс (х  —  х')
L-------J



(в оператор U' в формуле (3.9.5) долж ны  быть подставлены полевые 
операторы а, <р, <р+ в представлении взаимодействия). Эти связи при
водят, как мы видели, к связям  (2.6.45), (2.6.46) для суперполей 

X (х, G) X (х', 6 ')  =  lm b  (0 — 0 ') Дс (х  — х'),

Х+  (х, 0) Х+ (а:', 0 ') =  — imÔ (0 -  0 ') Дс (х — х'), (3.9.6)
\ _______ Г

X (х, 0) Х+ (х ' ,0 ’) =  -  е~ ™ 'фвд»Ас (х  — х')  +  ^ - (0 6 )  (0 '0 ') 6 ( х  —  х').
L_____ J
Связь %%+ содерж ит супернеинвариантное слагаемое (00) (0 '0 ') X

X ô (х — х').  Супернеинвариантной является такж е плотность гамиль
тониана взаимодействия U' (х).

Покажем, что, не изменяя S -матрицу, гамильтониан взаимодействия 
можно заменить лагранж ианом  взаимодействия, отбросив одновремен
но в связи супернеинвариантное слагаемое - у  (00) (0' 0 ') Ô (х  —

— х'). Т ак  как  лагран ж и ан  взаимодействия является суперинвариант
ным, то и S -матрица будет суперинвариантной.

Д ля  доказательства этого отметим, что лагран ж и ан  взаимодействия 
п о л ей /7, А ,  ер определяется формулой

2int (*) =  4 g A 2F —  2gAcpa(pa +  э. с., (3.9.7)
или в терминах суперполей формулой

(*) =  - § - g  Jd < 0 { 6  (0) X3 (X. 0) -  6 (0) Х+3 (X, 0)} (3.9.8)

(см. (1.7.43); эта формула показы вает суперинвариантны й характер
%nt).

В п. 2 .6 .5  при вычислении связей су пер полей мы считали, что F  =  
== —т Л + .  Поэтому при F =  —/пЛ + оператор ^ nt связан  с U' фор
мулой

W  (х) =  -  (х) +  8g M M + 2. (3.9.9)
И з формулы (3.9.6) для связи ХХ+следует, что супернеинвариантной

связью  среди полей Л , F, <р является только  связь

F (х) F +  (х') =  - ^ - ô ( x  —  x') +  F ( x ) F +  (х'). (3.9.10)
super

.S-матрицу можно N -упорядочить с помощью формулы (3.2.16)

5  =  : еА№ ++Ал»+- • • ехр (— г { d i x ’U'(x'))', 

где

Aff+ =  I  d^xd^x' ô f  w  F (x )  F + (x') ^



(среди дифференциальных операторов AFF+, Дрл, определяемых свя
зями F F + , F А ,  . ... мы выписали только  дифференциальный оператор 
à FF+, соответствующий супернеинвариантной связи). В соответствии 
с формулой (3.9.10) дифференциальный оператор Af f ,+ можно предста
вить в виде

Aff+ =

где AFF-f — дифференциальный оператор AFF+, определяемый супер 
инвариантной связью  FF+1

super

Aff+ =  1 d*xd*x ÔF(x) F  (x) F +  (x ' ) èF+
super

И
Д F F +  = 4- f d 4X  --- ^ - r--- .FF+ 2 J  6f  (x) 6F+ (х')

Т ак  как (см. (3.9.7))
6

~ w w e
à n- t  S d<xW 

ÔF+ (x)

то из (3.9.9) следует, что

,  . . .  . - t U ’xU'
=  — 4 g  А* (л:) е 

=  —  4 g A + 2 ( x ) e ~ ^ dixU\

e*FF+e~ l î d'xU’ =

следовательно, S -матрицу можно представить в виде

S  =  : +Д™+ + ' ‘ ' exp i J < M int (x) :.

Эту формулу можно, очевидно, записать так:

S  == T e x p  i ^ d 4x *£int (*), (3.9.11)

где (*) —  суперинвариантны й лагран ж и ан  взаимодействия, опре
деляемый формулой (3.9.8), и T -произведение расклады вается по пра
вилам В ика в сумму N -произведений с помощью суперинвариантны х 
связей суперполей

X (*, 0) X (* ', 0 ') =  im à  (0 — 0') Дс (х —  х'),
i_______ i

9С+ (д:, 0) Х+  (х', 6 ') =  —  tm ô  (в — в ')  Де (х —  х'), (3.9.12)
I i

X (х, 0) Х+ (х', 0 ') = ------L -е щаТо'а т иАе (х —  х').
I_______ I 1

Таким образом, мы представили S -матрицу в явно суперинвариантном 
виде.



3.9.2, Правила Фейнмана в теории суперполя. Сформулируем пра
вила Фейнмана для супер поля. Разлож ение 5-матрицы в ряд  по констай- 
те связи g  имеет вид

(Х> cxj

S =  £  £  - е т  ( т  ë J +m f  . .  • ^ 20„ Л / Л  . . .

. . .  d*ymd 2QmT  {Xs (х  i0 i) . . .  X3 (xnQn) Х~*" (̂ /х®х) • • •  ^  (Уп$т)}- (3 .9 .13)

Отсюда следует, что с каждой точкой xQ диаграммы Фейнмана связаны  
или три Gy пер поля Х ( х , 0) (в этом случае точка (л;0) называется правой 
вершиной) или три суперполя Х+ (х, 0) (в этом случае точка (*0) 
назы вается левой вершиной). Т-произведение в формуле (3.9.13) в соот
ветствии g правилами В ика следует разлож ить в сумму N - произведений. 
При этом под знаком N - произведения будут встречаться как  свобод
ные, так  и связанны е суперполя. Свободные суперполя X (лг, 0), свя
занные с правой вершиной (*0), бу
дем изображ ать волнистой линией 
с символом X, а свободные супер
поля Х+ (х , 0), связанны е g левой 
вершиной (*0) ,— волнистой линией 
с символом Х+. Правые вершины 
будем обозначать знаком @, а ле
вые — © . Связи между оп ератора
ми, относящ имися к правым или 
левым вершинам, будем обозначать 
штриховой линией, соединяющей 
эти вершины, а связи между пра
вой и левой вершинами — сплош 
ной линией, соединяющей эти вер
шины (рис. 22).

Т ак  же, как в электродинам ике, удобно использовать импульсное 
представление матрицы рассеяния S . Д ля  этого суперполя и функции 
распространения супер полей разлож им  в 4-мерные интегралы  Ф урье

X (X, 0) =  J  d iqe~ iQX% (q, 0), Х+  (лг, 0) =  J  d lqel4XX+ (q, в),

©-------------------- ©
е -— е
©----------------------—е

Рис. 22

п  (х) =  - ^ Г  Î а * р е -1рхП  (р ), ХХ+ (л:) =  J  ^ p é ~ ipxXX (р),
(3.9.14)

где пропогаторы суперполеи в импульсном пространстве определяю тся 
формулами

И  (8) -  S (8 - П  * Ъ + (р) =  -  6 ( 5 - 8 ' ) .

ï ï + w =  - T  <3-9 -15)



П одставляя эти разлож ения в (3.9.13), представляем  S-матрицу в 
виде

5  =  2  J # p ltP 6 а . . .  d*pn d20m . X (plt 0^  . . .  X (/>„, 0„) Х+ (р ,, 0 ,) . . .
пт

••• ^  (Рт> 0щ) : P пт ( / ? Д ........ Prfini ••• » Pnfim)* (3 .9 .1 6 )
где коэффициентные функции Frm ( р Д . . . ;  . . .p m0J  определяю тся 
символической формулой

/_|_5 F__

z 7™» =  S  l ï V  ( т  ^ ) ,+ S  ( “ 1 )S ( 2 ^ ) 4 < ,+ S > _ f j  П  Ô ( 2 p )  П  X X  X

^++ *4—
X  П  x + x +  П  x x + , (3 .9 .1 7 )

1 '-----' 1 l""J
T7— ., F + +i F +— — числа внутренних линий на диаграмме типа XX, 
Х+Х+, ХХ+; F  =  Z7- , -  +  F + +  +  F + -  (ср. с (3.4.3)). Супер поле X (/?,"!!))
согласно (1.7.36) можно вы разить через фурье-компоненты полей 
А  (х), F (х), ср (х):

^  {Р> 6) =  А  (р ) +  0ф (р) +  (00) F (р ).

\
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Рис. 23
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В соответствии с формулами (1.7.36), (3:9.14) поля А (р), ф (/?), F (р) 
представляю т собой суперпозиции операторов уничтожения супер

частиц с импульсом р и операто
ров рождения суперчасти с им пуль
сом — р.

В качестве примера приведем диа
грамму Ф ейнмана, описывающую про
цессы рассеяния и аннигиляции су 
перчастиц (рис. 23). Эти диаграммы 
изображ аю т N -произведения с че
тырьмя свободными операторами су
перполя; внутренним линиям  со
поставляю тся пропогаторы XX (/?), 
ХХ+ (р). ~

3.9 .3 . Расходимости в матрице рас
сеяния суперполя. Введенная нами 
матрица рассеяния содерж ит расхо
димости в области больш их импульсов 
супер частиц. О днако замечательным 
свойством супер поля является то, что 

вследствие свойств суперсимметрии все расходимости, кроме одной, 
сокращаются, а именно остается только одна расходимость, соответ
ствую щ ая диаграмме на рис. 24. Так как константа взаимодействия 
в рассматриваемой теории безразмерна и взаимодействие суперпо
лей относится к типу X3, то, казалось бы, что теория долж на быть 
супер перенормируемой (см. п. 3.6 .1), т. е. содерж ащ ей конечное

\
\
1

\

\



число расходящ ихся диаграмм. В действительности это не так. 
Д ело в том, что выводы п. 3.6.1 основаны на предположении, что р аз
мерность пропогаторов в области больших импульсов определяется 
только импульсом, входящим в пропогатор. В случае ж е суперполей 
в пропогаторах (3.9.15) в области больших 
импульсов остаются размерные величины 
т, 0. Поэтому рассуж дения п. 3.6.1 в слу 
чае супер полей не применимы.

П ереходя к исследованию расходимостей 
в матрице рассеяния, проведем промежу
точную регуляризацию , заменив пропогаторы XX (р),ХХ+ (р) пропо
гатор ами

XX (р) =  im b  (0 — 0 ') Аг (р), Х+Х+ (р) =  —  itnb (0 — 0 ') М  (р),
“  ‘“ 7 - „ (3.9.18)

ХХ+ ( р ) = ----- 'Т  е ~ 2в'а в р »АС1 (р),

где

д?(ц) = _______ l ± t W ______ •1 тг _  р2 [ 1 +  I (р2)2]2 _  10 »

Дг ^  =  т2 — р2 [1 + | ( р 2)2]2 — Ю *

Эти функции при (р2) 2 g—1 совпадают с функцией Дс (р); в области
же (р2)2^  & "1 они убывают быстрее, чем Ас (р), а именно Ai (р) 
убывает как р ”~4, а Д£ (р) как р -”10. Эта 
промежуточная регуляри заци я является 
суперинвариантной, т. е. пропогаторы
(3.9.18), как  и исходные пропогаторы
(3.9.15) (см. п. 2.6.5), суперинвариантны . П о
сле физической перенормировки параметр 
I нуж но устремить к нулю.

Перейдем к анализу  расходимостей в ди
аграммах 2-го и 3-го порядков. Рассмотрим 
вначале диаграммы рис. 25. Формальный 
подсчет степени расходимости этих диаграмм 
привел бы к выводу, что они расходятся ло 
гарифмически. Однако легко видеть, что ве
личины, соответствующие этим диаграм
мам, тождественно равны  нулю, так 
как произведение пропогаторов %% (,k ,
0) 11 (р — k , 0) содерж ит квадрат грас- 
смановой 0-функции, который равен нулю: ô2 (0t —  02) =  0 (напомним, 
что Ô (0! — 02) »  (0Х — 02) (Ôj — 02). Отметим, что этот результат было 
бы труднее получить, если бы мы пользовались не супер полем % при 
формулировке правил Ф ейнмана, а его компонентами <p, a, F. А налогич
но обращ аются в нуль величины, соответствующие диаграммам на

Рис. 25

Рис. 24



Три£. 26. Д ействительно, в эти диаграммы входят только пропогаторы 
™  (Р> содерж ащ ие грассмановы ô-функции. Н апример, диаграмме
третьего порядка (рис. 26) соответствует произведение трех грассмано- 
*вых ô-функций: Ô (02 — 62) ô (02 — 03) fi (0j — 08). Т ак как  это про
изведение сводится к виду ô2 (0j — 02) Ô (02 — 03), то оно равно нулю.

Рио. 26

Отсюда легко заклю чить, что величины, соответствующие диаграммам, 
содержащим замкнутые циклы, построенные из штриховых линий, об
ращ аю тся в нуль.

П окаж ем , что в нуль обращ ается и диаграмма на рис. 27. Эта диаг
рамма при формальном подсчете степени пропогаторов расходится. 
О днако произведение трех пропогаторов, соответствующ их этой диаг
рамме,

П +  (р ) ХХ+ (k) U + ( - p  —  k) =  -^- Дс (р) Де (k) ДС(— Р —  k),

не содерж ит грассмановых переменных; поэтому после интегрирования 
по грассмановым переменным 0Х, 02, которое долж но производиться 
согласно правилам  Ф ейнмана, мы получим в результате нуль (напомним, 
*ïto IdQ  =  0). Мы видим, что вакуумные диаграммы во втором по
рядке теории возмущений обращаются в нуль. М ожно показать, что 
этот результат справедлив и для вакуумны х диаграмм всех порядков.



В теории суперполя появляю тся такж е д и а гр ам м у  показанны е 
на рис. 28 (в квантовой электродинам ике таки х  диаграмм не было, так 
как вектор тока представлял собой N- у пор ядочен ны й оператор). В свя
зи с тем что согласно (3.9.15) эта диаграмма содерж ит грассманову
6-функцию 6 (0) при 6 =  0 , она такж е обращ ается в н уль (напомним, 
что 6 (0) =  0).

Рассмотрим трехверш инную  диаграмму, показанную  на рис. 29. 
Формальный подсчет степени расходимости показы вает, что эта диаграм 
ма расходится как £ d*plp*. О днако она содерж ит произведение трех 
пропогаторов! XX, ХХ+, ХХ+, которое согласно (3.9.15) сводится к виду

e2ë3Â10te20s*se!g — 0а) дс (р) д‘ (р — &х) Дс(—  р —  k 2), k  =  адрц-
Поэтому интеграл по р  от этого выраж ения сходится.

Рассмотрим еще диаграмму на рис. 24. Эта диаграмма вносит в S- 
матрицу вклад

{ d*pdQdd : X (р, 6) Х+  (р ,  0) : 2  (р, 0, 0),

где согласно (3.9.15)

2  (р, 0 , 0) =  е - 2ёрв J d*kAc (k) Ас (р —  k).

Д анное выражение отлично от н уля , а входящий сюда интеграл в об
ласти больш их импульсов расходится логарифмически. Среди диаграмм 
второго и третьего порядков это единственная диаграмма, приводящ ая 
к расходимости в матрице рассеяни я.

М ожно показать, что в более высоких п орядках  теории возмущений 
к  расходимостям приводят только  диаграммы, содерж ащ ие две внешние 
линии, соответствующие суперполям  X (р, 0) и Х+ (р, 0), причем 
расходимость этих  диаграм м  будет логариф м ической .



ГЛ А В А  4

К В А Н Т О В А Я  Т Е О Р И Я  Н Е А Б Е Л Е В Ы Х  
К А Л И Б Р О В О Ч Н Ы Х  П О Л Е Й

§ 4.1. КВАНТОВАНИЕ КАЛИБРОВОЧНОГО ПОЛЯ
В КУЛОНОВСКОЙ КА ЛИ БРО ВК Е

4 .1 .1 . Л агранжиан калибровочного и фермионного полей в куло
новской калибровке. Перейдем к построению квантовой теории не
абелевых калибровочных полей, взаимодействующ их с фермионными 
полями. В случае группы S U  (3) неабелевым калибровочным полем 
является  глюонное поле. Поэтому с учетом прилож ений мы часто 
вместо калибровочных полей будем говорить о глюонных полях, 
а вместо фермионных полей —„о кварковы х полях, хотя разви вае
мая ниже теория бтносится к произвольным калибровочным и фер
мионным полям (связанным с произвольной группой S U  (п )). К ак 
и в случае квантовой электродинам ики, для получения уравнений 
поля будем рассм атривать операторы калибровочного поля Л£, F £v 
и ферми-поля q , q (мы не выписываем явно спиновый и цветовой ин
дексы, на которые действуют матрицы у 11, Т а) 17 как  независимые 
переменные. Т ак как операторы A£, F являю тся бозе-полями, а 
операторы q , q — ферми-полями, то согласно излож енному в § 1.9 
лагран ж и ан  полей следует выбрать в виде

£  =  fo, ( / / А ,  -  m) q] +  - L  [q, (< /А *  +  т )  ~q],

% а =  { K v ,  -  х  { / ^ .  d » A l - d vA l  +  g  (А» X A v)a), (4 .1 .1)
где

Aw =  д»я— 1ё А1Тая\ Aw = диЯ +  1ёКт w;
(А X В )а =  fabcj^bgc (матрицы Т а действую т на цветовой индекс).

Этот лагран ж и ан  приводит к калибровочно-инвариантны м урав
нениям движ ения, совпадаю щ им с уравнениям и движ ения классиче
ского калибровочного и фермионного полей. О днако так  ж е, как  в слу
чае квантования электром агнитного поля, вследствие калибровочной 
инвариантности л агр ан ж и ан а  мы не можем вы разить все переменные 
А% F^y, через динамически независимые переменные. Д ля  устранения 
этой трудности следует так  же, как  в § 3.1, наруш ить калибровочную

17 Индекс, связанный с сортом кварка, мы опускаем, так как в теории сильного 
взаимодействия сорт кварка сохраняется* следовательно* этот индекс легко восста
навливается.



инвариантность, н алож ив на поля А £ некоторое дополнительное ус
ловие. Здесь мы будем считать, что поля A ak удовлетворяю т условию 
пространственной поперечности

дМ £ =  0. (4.1.2)

К ак и в квантовой электродинам ике, будем говорить, что поля А £ 
относятся к кулоновской (радиационной) калибровке. Мы видели, 
что в квантовой электродинам ике в случае кулоновской калибровки 
не возникаю т нефизические состояния, т. е. состояния, соответ
ствующие скалярны м  и продольным фотонам, которые наблюдаются 
в лоренцевой калибровке. О днако в кулоновской калибровке отсут
ствует явн ая релятивистская инвариантность теории, в то время как  
в лоренцевой калибровке так ая  инвариантность имеет место. А на
логичная ситуация возникает и в теории неабелевых калибровочных 
полей. Т ак , в кулоновской калибровке не возникает никаких нефизи
ческих состояний, но теория теряет явную  релятивистскую  инвари
антность. Если ж е использовать лоренцеву калибровку, то теория на 
всех этап ах  будет явно релятивистски-инвариантной, однако при этом 
возникнут нефизические состояния. У читывая сказанное, начнем ис
следование с формулировки теории в кулоновской калибровке, где 
она обладает большей физической наглядностью , и только  после это
го перейдем к рассмотрению лоренцевой калибровки .

Л агран ж и ан  Çj£g можно представить в виде

=  4 -  {рак°> дЛ )  +  4 -  {Fak0> ^ о )  +  4 - {F°k l , П г )  -

----- Г  {Fak‘, dkA Î -  д Л  +  g ( A k x  A [ f )  +  - L  {dkFak°> i ï )  -

— Y g  {Fak0, (Ak x  A 0)a) — f a *  {Fak°, A a0).

П оследнее слагаемое в выраж ении для (£в, представляю щ ее собой 
пространственную  дивергенцию , можно отбросить. Р азб и в  F*о на про

д о льн у ю  Flo и поперечную  Flo =  \  части, F*o =  F $  +  Flo, и 
учиты вая, что

J  d * x F U (x )A k (x) =  0

(A k ^ A f  —  поперечный вектор), (£а можем заменить оператором 

^ 0  =  4 -  {»“\  д Л )  - W O  +  - Y  л ,  д Л № -  g  (Fk0 X A kf ) ,

w G =  — 4 -  {F îо, F 0*0} ----- J- {FaW, Fakl) +  (4.1.3)

+  4 -  {FaW, д Л  - д Л  +  g (A k x  A t)a}.

Мы учли, что вследствие перестановочных соотношений (4.1.7) (F 0*0, 
(Л * X Л 0)“} =  {Ло, (F *0 X Л л)°}. Т аким  образом, лагран ж и ан  (£



в кулоновской калибровке мож но окончательно записать в виде

#  =  4  д °А ^  +  4  +  4" 1<7’ ~ w  +

lo. d ^ - g i F ^  X Д) °  +  yg}, (4.1.4)

tü) =  —  } akAk (4.1.5)

И

=  — 4  \я> ( iv 4  — tn)q\---- г  [7. О уЧ +  m) q],

Ун =  "f” 7]‘

4.1,2, Перестановочные соотношения и уравнения поля. Согласно 
излож енному в § 2.1 переменные &ak, A l , q , 9 являю тся динамически 
независимыми, а первые три слагаемы х в к  определяю т кинематиче
скую  часть л агран ж и ан а и соответствующ ую ей кинематическую  часть 
действия

и
W K =  î  d*x ( - f  { * -  д Л )  +  - f  to  +  - f  fe’ Y4 t f )  .

и

В ариация полного действия определяется формулой

Î?
0 Г  =  Gj ( /2) —  Ga (/х) +  J & х &  (х), (4 .1 .6)

и

G, (0  =  J Л  (4* {*“*, М2} +  4  [7, у°«7] +  4 17. /ЗД) ,
г  ( х ) = -  - î -  {ô0üû\  б л £ ) + 4  {ô8 ° \  а й ? } + 4 т Ч 7 ]  +

+  4  [б*?, v°ô07] - to  +  4  0 И о, ô X  - ^(F*0 X Л /  +  yg}.

Т ак к ак  оператор Gx (/) имеет такую  ж е структуру , как  в квантовой 
электродинам ике, то мы приходим к следующим нетривиальным одно
временным перестановочным соотнош ениям, аналогичны м перестано
вочным соотнош ениям (3.1.8)!

{q (х), q (x ') ) t= r  =  v°ô (х —  х '),

[82 (х), A ï  {x')\t= t. =  -  tôflb (gu ô (x -  x ') f> , ' '

где

iëkiô ( x ) f  =  ~  J cPk (gu -  4 r - )



Д л я  нахож дения уравнений движ ения и связи  следует приравнять 
нулю вариацию  действия по всем переменным &£, А%, Fît,  F fo ,  q,

q, или, что то же, приравнять нулю  интеграл J  dPxff (х) на классе эле-
h

ментарных вариаций. Л егко  видеть, что варьирование по Fît  приво
дит к уравнению  связи

Fît =  k i  +  g ( A k x A t)a, F b  =  dkA Î - d tA l  (4.1.8) 

В арьирование по F^a приводит к уравнению  связи

dkA Î ~ F t  +  g ( A k x  A 0f l) =  0 (4.1.9)
(напомним, что индекс (/) служ ит для обозначения продольной части 
пространственных векторов). Н аконец, варьирование по A l  приводит 
такж е к уравнению  связи :

-  g  (Fft X Л Y  -  g  (S* х  A k)a -  f l .  (4 .1 . 10)

В арьирование no A i  и &î  (с учетом поперечности этих полей) при
водит к уравнениям  движ ения

d oAÎ +  ^ i - g { A k x A of t) =  0, (4.1.11)

д 0К  +  d'FÎ, -  j f ] -  g  (FkI x  Л ' р  -  g  (Fk о x  Л °)û(<) =  0, 
a варьирование no q, q —  к  уравнениям  движ ения

( iy>lD ll —  m ) q  =  0 , ( / / А *  +  т) q =  0. (4.1.12)
Вследствие уравнений связи  (4.1.10) последнее слагаемое в {£, об

ращ ается в нуль. Поэтому оператор w  представляет собой плотность 
гамильтониана (см. п. 2 .1 .4). В ы деляя из оператора wo  члены, связан 
ные с самодействием калибровочного поля, представим оператор w  
в виде

W  =  W 0 +  tü in t,

где w 0 —  плотность гамильтониана свободных полей ( g  — 0):

w 0 =  - L { F i , , F akt} - - L \ K , ^ } -

----- j -  lq, ( iykdfc—  t n ) q ] - ~ -  [q, ( iykdk +  m) q\, (4.1.13)

a wint —  плотность гамильтониана взаимодействия:

w M  =  -  Ц Аак -  ±  [dk4,a, d V }  +  - f -  f a  И *  X A lf \  +

+  - f -  { (Л  X A j f ,  (Ak x  A lf ) ,  (4.1.14)

где d k(pa =  F ffî  —  продольное глюонное поле. Согласно уравнению  
связи (4.1.10) поле сра удовлетворяет уравнению

д кдкц>а +  g  (А  X dky ) a =  — /а  +  £  (&k X А  ) . (4.1.15)



В это уравнение входят поперечные динамически независимые поля 
A ki %k. В случае абелевы х полей структурны е постоянные fabc обра
щ аю тся в нуль, поэтому исчезают члены, содерж ащ ие «векторные» 
произведения. Возникающ ее уравнение можно точно реш ить, а в ре
зультате исключения переменной ср величина w\nx примет следую
щий вид:

=  -  j kA k +  J  d V  (х *

(ср. с формулой (3.1.18)). В случае неабелевых полей поле <р° можно 
исключить из ayjnt с помощью уравнения (4.1.15) только  в рам ках  те
ории возмущений (по g ) .  Поэтому при исклю чении поля <р° из w mt 
возникнет бесконечный р яд  по g .

Отметим, что согласно определению  поля ср“ уравнение связи
(4.1.9), определяющее поле Л о, мож но записать в виде

- а*дИ0 +  g  (Ak x  д*А 0)а =  с»Чфа. (4.1.16)
4.1.3. Представление взаимодействия в кулоновской калибровке.

Н айдя выражения для w 0 и т ы  через динамически независимые пе
ременные, согласно излож енному в п. 2 . 1.1 можно перейти к пред
ставлению взаимодействия в кулоновской калибровке. В этом пред
ставлении вектор состояния Ф  (/) будет удовлетворять уравнению

дФ (о ~ г
i =  V (t) Ф  (О, К (0  =  J ( Р ш ш  (*), (4.1.17)

где w\nt (х) определяется формулой (4.1.14), в которой операторы 
А к, %к заменены операторами в представлении взаимодействия А кУ 

причем поле ф следует исключать с помощью уравнения (4.1.15)

+  g  (А к х  дАф)а =  — /о +  g  (&k X A k)a.

Динамически независимые поля A kf %k удовлетворяю т следующим 
нетривиальным одновременным перестановочным соотношениям]

[A4 (х), Ц  (х ')ф=г =  ibab (gikà (х —  x '))w, 

{<7 (x), q (x'))tr*r =  T°ô (x — x ').
(4.1.18)

У равнения движ ения для этих полей имеют вид

д Л  (x) =  i [Ж 0, A l  (х)], д &  (x) =  I [Ж 0, %1 (х)], 

д<д(х) =  i f f l 0, q ( x ) ] ,

где согласно (4.1.13)

ж0=  Î  d»x ( 4  {hi ,  h kl) -  4 -  {« , Г*} - - i - f o ,  0 v 4 - m ) 5] -

----- (1? Ч  +  tn) q\.



Используя перестановочные соотнош ения (4.1.18), эти у равн ен и я  
можно переписать в виде

доЛк (*) +  К  (*) =  0, д 0%1 (х ) —  d‘d tA ak (х) =  0, (17%  —  m ) q ( x )  =  О

(4 .1 .1 9 )
(ср. с формулами (4.1.11), (4.1.12) при g  — 0).

Определим S -м атрицу. С огласно (2.1.13)

S  — T  ехр (—  г d 4Awint (*)).

Разлож им операторы A k (я) и %k (х) по плоским волнам:
2

Ла , .  1 V * 1 ( М „ а  —ikx  . {%)* а +  „tk x \
1 w  =  2 j  ~ у Ш  е̂кхСк%е еы Скхе

кгГ '  (4.1.20)>
Sa / „ч i V  Л / ~  w „—Ikx M * „ a + i k x \1 (x) =  --  2 j V  -п-{еыС\&,е — еы сы,е  }

У у  и Д  г

(векторы поляризации е(ы определяю тся формулами (1.4.37) при 
к — 1, 2 и / =  1, 2, 3). Эти операторы  удовлетворяю т свободным; 
уравнениям  (4.1.19), так  к ак  операторы  cU. не зависят от х и t. 
И з перестановочных соотношений (4.1.18) следуют перестановочные 
соотношения для операторов сы. (Я =  1, 2)

[Ck?., Ck'r] =  fWÔkk'Ô»'. (4 .1 .21 )
Р азлож ение операторов q и q на плоские волны определяется фор

мулами (2.5.27), (2.5.28).
Определим состояние вакуум а Ф 0 свободных полей

4 +,Ф 0 =  *)+,Ф 0 =  ^ + ,Ф 0 =  9а(+)Ф 0 =  0. (4 .1 .22)

Тогда операторы ей , сЙ" будут операторами уничтож ения и рож дения 
глюонов с импульсом к, поляризацией  X и цветовым индексом а  (а  =■ 
=  1, . . . ,  п 2 —  1 в случае группы  S U  (ri)).

Д л я  нахож дения матричных элементов S -матрицы с помощью 
теоремы В ика найдем связи  между операторами A k, üA:

i h b, (X -  х')  =  (Ф 0, T  [A ai (X) A )  (х')} Фо),
22

iSbfi (x -  х')  =  (Ф 0, T  {S/ (x) %) (х')) Ф 0), 

& ц  (X  -  х')  =  (Ф 0, T  [А° (x) %] (х')} ф 0),
(4 .1 .2 3 )

f f î bi (x  -  Х ')  =  (Ф 0, T  {S? (х) А )  (х')} Ф 0). 

И спользуя формулы (4.1.20), (4.1.21), отсюда получаем

f e w +
1

k2 +  /0
—ikxе ,

ззт



B î ? M  =  -  d ‘ k  ( g „  +  é ~ ikx, (4 .1 .24)

f e  w = I - Щ Г  J  * *  (g l l + — да? w.

С вязи  между дираковскими полями определяю тся формулами (2.5.37), 
<2.5.38).

§ 4.2. М ЕТОД КОНТИНУАЛЬНОГО И Н ТЕГРИРОВАНИЯ

4.2.1. Континуальное интегрирование. Выше мы нашли связи 
между операторами полей в представлении взаимодействия в куло
новской калибровке. Зн ая  гамильтониан взаимодействия полей в ку
лоновской калибровке (см. (4.1.14)), можно построить S -матрицу

S  =  Т  ехр {— i d*xwint (*)}. (4.2.1)

Это выражение, однако, не является  явно релятивистски-инвариантны м, 
т а к  как  плотность гамильтониана взаимодействия w\nt(x )  и связи
между операторами не являю тся релятивистски-инвариантны ми. Что
бы получить из формулы (4.2.1) явно релятивистски-инвариантную  
S -матрицу, воспользуемся методом континуального интегрирования.

Выше мы видели, что для получения ^-уп орядочен ной  формы 
матрицы рассеяния удобно пользоваться формулой (3.2.16), содерж а
щ ей функциональные производные по полям Л , ф, ф. Эта формула, 
по сути, эквивалентна правилам В ика для перехода от Г-упорядочен- 
ных произведений операторов к ^-упорядоченны м  произведениям 
этих операторов. При вычислении функциональны х производных 
операторы  могут считаться обычными ^-числовыми функциями в слу
чае бозе-полей и грассмановыми функциями для ферми-полей.

Д алее мы приведем иную зам кнутую  ф орм улировку ^ -у п о р яд о 
чения S -матрицы (в частности, S -матрицы (4.2.1)), основанную  на 
применении метода континуального интегрирования, а не метода функ
ционального дифференцирования. Этот метод весьма гибкий, так  как 
дает возможность естественным образом производить замену динами
ческих переменных, а такж е вводить новые динамические переменные, 
что позволит нам далее получить явно релятивистски-инвариантную  
форму S -матрицы.

Р азъясним  вначале метод континуального интегрирования 18. 
Н ачнем  с рассмотрения гауссова континуального интеграла по бозе- 
тюлям ф(х)

«К (# , А) =  j  jZ5cp exp I—  I cp # ------j  фЛф} • (4.2.2)
Здесь

 ̂фЗ̂  s  J  #Хф (x) 3  (x),  ̂фЛф es #х^4х'ф (x) A  (x, х') ф (х'),

18 Метод континуального интегрирования подробно изложен в работе [11, а так
ж е в [2, 3].



где $  (х), А  (х, х') =  A (х', л:) —  произвольны е функции своих аргу
ментов; 0q>  — мера в пространстве функций <р (х), формальное опре
деление которой имеет вид

=  П  dip (лг). (4.2.3^
X

Вычислим интеграл 3 î .  Д ля  этого отметим, что

----- IT I  —  t j  =

= ----- +  1) Л ( ф  +  /Л lt f ) -----

Поэтому, производя в континуальном интеграле замену переменных 
Ф +  Ï 3 А - 1 =  ф ', соответствующ ую сдвигу функции ф (*), получаем

И 0, А)  =  Г т  ■f 
У читы вая, что

J е“ Т XiA^ k  п  dX( __ (det л)-  т (2n)"Tf
*—OO 1

где A(k =  Aki —  н еси н гулярн ая полож ительно определенная мат

рица, интеграл ^ ф е х р  (— L   ̂ cpAcpj можно представить в виде

J 0q>e ^  $ ФЛФ =  N ~ l (det А )~  ' (4.2.4>

где N  —  некоторый множ итель (вообще говоря, бесконечный, но не
зависящ ий от fJ и А;  его можно полож ить равным единице, переопре
делив меру 0 q >); det А  —  функциональны й определитель, элемента
ми которого являю тся величины А  (х, х')  (мы предполагаем, что этот  
определитель —  определитель Ф редгольма — сущ ествует и не равен  
нулю). Т аким  образом,

d t ( 9 ,  А) =
— ‘ J ФУ— y  f ф»ф

N / d e t  А
(4 .2 .5)

Это выраж ение можно рассматривать как  определение гауссова кон
тинуального интеграла по бозе-полям.

Определим более общий континуальны й интеграл по бозе-полям

Г  =  J  T  I  *** F (ф), (4 .2 .6>

где ф ункционал F  (ф) допускает функциональное разлож ение в р я д  
Тейлора

оо

^ (ф ) =  £  • • •  d ixnF ( x  1 . . .  *«)ф (*i) . . .  ф ( 4
П=0



Тогда S '  можно выразить через функциональные производные от функ
ционала 0 ,  А) по S  (х):

~  Il  n\ I  d*Xi • • • dixnP(x 1 • • • xn) &^(Xl) . ! . e? (x n) • (4-2,7)
n = 0

Введем функциональную компоненту Фурье S ' 0 )  функционала 
Я  (Ф):

Г(^ ) =  | ^ ФГ ( ф ) Г ^ фУ.
•Функционал SC 0 ,  А) можно рассматривать как компоненту Фурье 
функционала ехр ^ J фЛф|. Обратное фурье-преобразование имеет, 

■ очевидно, вид

S ' (ф) =  N ' J & S S ' 0 )  е ^
iN ' —  некоторый множитель типа N). Из этих формул следует, что

N ' J 1  ̂Ф(У~'5Г') =  Ô 0  — S ’), (4.2.8)

где Ô 0  —  S ')  —  функциональная б-функция:

§£>3'Ô 0 — S ' ) S ' 0 ’) = S '0 ) ,
которую при выборе меры в виде (4.2.3) можно интерпретировать так:

ô 0  —  S ’) = U ô 0 ( x )  —  S ' (x ) ) .  (4.2.9)
* X

П ерейдем к изучению  континуальны х интегралов по ферми-полям, 
которы е в классическом случае представляю т собой грассмановы функ
ции. 19 Рассмотрим предварительно грассманову алгебру с конечным 
числом образую щ их xh x* (t =  1, 2, . .. ,  п). Напомним, что {xh х }) — 
=  {x*i, X/) =  {xt , х*р) =  0. Отсюда следует, что произвольную  функ
цию  f  (х, х*) грассмановых переменных мож но представить в виде

f  (х, х*) =  2 С (а х . . .  ап\ Ьх . . .  Ьп) х?‘ . . .  x2nx f6‘ . . .  х * \
где С  (û j, ... а п\ Ьх.. .  Ьп) —  с-числовые функции величин alt bt (t =
=  1 ........ п), принимающих только  два значения: 0, 1. И нтеграл от

ф ункции грассмановы х переменных определяется в соответствии 
с  правилами (ср. с п. 1.7.4)

f  d x i (f i  (*. х *) +  h  (*> **)) =  j  d x if i  (x, **) +  d x tf t  (x, x*),

£ d x j  (x, x*) g  (x, x*) =  ( J  d x j  (x, x*)) g  (x, x*), (4.2.10)

£ d x { - 1 = 0 ,  j  d x tXj =  ô ih

где g  (x, x*) —  произвольная ф ункция грассмановы х переменных, не 
зави сящ ая от х, (предполагается, что [dxt , X/} =  {dx*t, x j \  — 0). 19

19 Более подробно об этом см. в [4].



И з этих формул следует, что операция интегрирования по х, эквива
лентна операции дифференцирования по хг, причем

Г e- x*Axdx*dx — А,
.  . (4.2.11)
J  e~ x*Ax~ ir]*x~ ixtndx*dx  =  < r t|M 4 d e M ,

где х * А х  =  х*АцХ) и rj, tj* — такж е грассмановы переменные, ан
тикоммутирую щ ие с х  и х*  (здесь dx  == d x t . . .  dxn). Так как интегри
рование по грассмановым переменным эквивалентно дифференциро
ванию, то под знаком  интеграла можно производить замену, соответ
ствующую сдвигу грассмановы х переменных xt ->  х{  =  х(- -1- 
где £* — некоторые грассмановы переменные, анти коммутирующ ие 
с Х[ (вследствие этого вторая из формул (4.2.11) следует из первой).

Ф ормулы (4.2.11) можно обобщить на случай грассмановой алгеб
ры с бесконечным числом образую щ их. Именно введем континуальны й 
интеграл по грассмановым ф ункциям  ф (х), ф (х):

3 {  (т), rj; А) =  j  25ф^3ф ехр ( — ^ фЛф — i  ̂фг| — t ^ туф) • (4.2.12)

Здесь

фЛф =  ^ d 4x d ix'ty (х) А (х, х')  ф (х '), У фт] =  У # х ф  (х) rj(x),

и г) (х), rj (х) — грассмановы функции независимой переменной х; 
А  (х, х')  —  с-числовая ф ункция своих аргументов; ^Зф ^Зф — мера 
в пространстве грассмановых функций:

2)ф^3ф =  П  с/ф (х) dty (х). (4.2.13)
X

В соответствии с (4.2.11) будем считать, что этот интеграл определя
ется формулой

d i  (г), ч  A) = N  det A T 1 *Л~ 1* , (4.2.14)

где N —  некоторый множ итель, не зависящ ий от г], т], А .  Эта формула 
аналогична формуле (4.2.5) для континуальны х интегралов по бозе- 
полям (подчеркнем, что в случае ферми-полей функциональный опре
делитель det А  входит в числитель, в то время как в случае бозе-полей 
Y  det А  входит в знаменатель). Д л я  негауссовых континуальных ин
тегралов

W  =  j  (ф, ф) ехр [—  j  фЛф —  i ^ фт) —  i ^ т)ф) (4.2.15)

справедлива формула

Я  ■ У  1> 
•Н  («О2п=0

U

п / \ б2"5С (ч, ч; Л) ,.X  F {X i . . .  х„; у г . . .  </„)"■■ - - - ------- — - - - ■ -  , (4.2.
64 Ы  • . .  64 (уг) . . .  бч (*i)



где F (xt .. .  xn\ у 1 . . . y „ )  —  коэффициенты разлож ени я ф ункционала 
F  (ф, ф) по степеням ф, ф:

оо

F (Ф. Ф) =  Е  - ç n j r  J  d *x i • • • & х & У \  • • • & У п Р (* i  • • - х п, Ух • • • Уп) X 

X 1|> W  . . .  Ф(*П) Ф Ы  . . .  ф(г/„)

(функция F  антисимметрична по отношению к перестановкам  х1 . . . х п 
и У х -У п )-

Определим функциональную  компоненту Ф урье &  (г|, г]) ф ункцио
нала &  (ф, ф) формулой

W (г), л) =  £ ^ф^Зф#* (ф, ф) е ‘ 1  ̂ .

Тогда левую  сторону равенства (4.2.12) можно рассм атривать как  ком
поненту Ф урье ф ункционала ехр (—  |ф Л ф ) . О братное ф урье-преобра- 
зование имеет, очевидно, вид

W  (ф, ф) =  N '  £ ф г ф ' ф  (т|, ti) е  ^ ^ ч+/ .

И з этих формул следует, что

N '   ̂£)фД)фе ‘ ^ <Г) =  6 (щ —  rj')ô(rj —  г]'), (4 .2 .17)

где Ô (г) — т]') —  ф ункциональная б-функция.

J Æ rj'jZyô (ri —  г)') ô (rj —  rj') d i  (г]', Y )  =  d t  (tj, rj),

которую  при выборе меры в виде (4.2.13) можно интерпретировать как  

6 ( Л - П ' )  =  П 8 (П (* ) -» Г (* ) ) -  (4.2.18)
X

4.2.2. Представление 5-м атрицы  в виде континуального интегра
ла. Выше мы получили зам кнутое выраж ение для матрицы рассея
ния, в которое входили ф ункциональны е производные по полям. 
Если считать, что имеются фермионные поля ф, ф и бозонные поля сра 
(в частности, поле сра может быть электромагнитным), то согласно
(3.2.16) матрица рассеяния будет определяться формулой

S  =  : e A+sS (X ):, (4.2.19)

где S  (X) =  S  (<р, ф, ф) — функционал полей X == ф, ф, ф, опреде
ляемый формулой

S  (X) =  exp iW int (X), W mt (X) =  -  J d*xwM  (*) (4.2.20)

(tOint (x) —  гамильтониан взаимодействия; зн ак  ~  служ ит д л я  обо- 
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значения полей в представлении взаимодействия), и

6ф (х') *

2  =  i № х№ х' ô S c (х —  х')  - J —
(х')

(4.2.21)

ôaj? (х)

Здесь Ас (х  — х')  и S c (х — х') — связи между операторами поля: 

/Д«р (Х —  х ') =  фа (X) фр (х'),

—  tSaP (X —  х')  =  фа (л;) Фр (х'). (4 .2 .22)

В частном случае электромагнитного взаимодействия

мин (х) — — f  (х) Ац (х), f  (х) =  сф (х) удф (х).

П реобразуем  выражение (4.2.19) так , чтобы в него вместо ф ункци
онального дифференцирования входило континуальное интегриро
вание.

И спользуя определение континуальной ô-функции (4.2.8), (4.2.17), 
ф ункционал  S  (X) можно представить в виде

S  (X) =  J M S  (X) б (X —  X) =  N ’ J M S  (X) {  M e  Î  ,

где М  =  $ ф $ ф $ ф ; М  =  % =  (V, т), г]);

J £ (X — X) - j  d ï x l  (х) (X (х) — Х(х)) =

=  j  d*x (3 (х) ( ф  (х) —  ф  (х)) +  ( ф  (х) —  ф  (х)) ч (х) +  tj (х) ( ф  (х) —  ф  (х))),

Теперь в (4.2.19) легко  выполнить ф ункциональное дифференцирова
ние экспоненты, в которую  поля входят линейно;

S  =  : J M S  (х) Q  (х; X) : =  J M S  (X) : Q (X; X) ;, (4.2.23)

где

Q(X; Ц - Н ’

В ходящ ий сюда гауссов интеграл легко  вычислить с помощью формул
(4.2 .5), (4.2.14);

Q(X; X) =  N  exp |-£ - j  (<p — Ф) Дс ' (<р — ф ) — * j ( J  — Ф )$ с ‘ (ф — ф ) | ,

(4.2.24)
где N  — некоторая новая константа. Поэтому матрицу рассеяния S  
можно представить в' виде 5

5  =  j  M e iw m  : А  (X) exp i j  (— фДс_ 'ф  +  ф ^ ' ф  +  ф Д ^ 'ф ) :, (4.2.25)



где

А  (X) =  exp j - j -  j  фДс *ф —  i J  ф ^  *ф| N  

и

W  (X) =  r 0 (X) +  r int (X), i r 0 (X) =  4 ~ î  фДс“ ‘ ф -  J  Ф 5 с -1 ф.

При выводе формул (4.2.25) мы не предполагали, что поля ф, ф,

ф являю тся реш ениями свободных волновых уравнений. Это связано
с тем, что в формулу (4.2.19) входит ф ункциональное дифференцирова
ние по полям. О днако после выполнения этого дифференцирования не
обходимо считать поля свободными, т. е. удовлетворяющ ими урав
нениям

ДСЛ  (х) =  0, (х) =  0. (4.2.26)

По этой причине А  =  N .  Отметим, однако, что в вы раж ениях срД^ф* 

ф S c—1 ф, ф Я ^ ф  мы не можем считать поля ф, ф, ф сразу  свободны
ми. Вначале нуж но вычислить континуальный интеграл по полям X, 
соответствующий конкретному N- произведению. В результате полу
чим множители типа А с (.х ' — х " ) ,  S c (х' — х ' ) 9 связанны е с наличием 
в величинах фДс—1ф, ф 5 <7—1ф полей X (х'), П осле интегрирования

по X9 возникнут выраж ения типа J d*x'Ac~~l (х  — х') А с (х' —  х") =  
=  Ô (х — х ”)\ после сокращ ения пропогаторов А с и Дс“ ! поля X (х) 
можно считать свободными.

Вводя связи между операторами Ха , Хр,

1аЦ  =  Дар, (4 .2 .27)

ф ункционал W 0 (X) можно переписать в виде

Ц 7„(Х )= - Î -  | х д _1х. (4.2.28)

Мы учли при этом, что

ФФ — iAc, фф =  —  iS c, фф — iS?

( ~  — знак транспонирования). У читывая далее, что

i j* (— фДс ф ф- фS c ф +  ф5* ф) =  I  Х Д -!Х, 

представим S -м атрицу в виде

S  =  N [ ^ e iW m -.e}x~h~ h :t 

где W (X)  =  W 0 (X) +  W tot (X).

(4.2.29)



Т ак  как  в случае спинорного поля (см. (2.5.42))

5C_1 = — — т),
а в случае электромагнитного поля (см /(2 .4 .5 5 ))

(Д Jjuv =  {0  )м-\* =  guvdQd р  ̂1 |- j  dudVt

то согласно (4.2.28), (4.2.27) ф ункционал W 0 (X) представляет, оче
видно, действие свободных полей (это утверждение справедливо и для 
других полей, см. п. 4 .2 .4). Поэтому функционал W  (X) представляет 
полное действие. П олагая в формуле (4.2.29) X =  О, можем найти ва
куумное среднее S -матрицы:

S vac =  N  ^ 0 Х е ‘Щх).
Поэтому

m e iWW) - '  j  tHXe‘w m  : J  xJ~ h  :. (4.2.30)

Отметим, что | S Vaci = 1 .
Ф ормулу (4.2.30) (а не формулу (4.2.19)) можно считать исходной 

при построении теории S -матрицы. При этом, как  мы видим, S -мат
рица определяется классическим действием W ,  являю щ имся функцио
налом с-числовых бозе- и ферми-полей, которые рассматриваю тся 
как  грассмановы функции.

4.2.3. Представление функций Грина в виде континуального ин
теграла. Ф ункции Грина квантованны х полей <р, ф, ф согласно
(3.5.15) определяю тся формулой

G (* i . . .  хп\ х\ . . .  хп; у г . . .  у т) —

=  V —  (Т  (ф (х,) . . .  ф (хп) ф (х[) . . .  ф (хп) ф ( у г) . . .  ц> (у т) S}>0,
° V a C  ~  ~  ~  ~  ~

(4.2.31)

где (...)о  =  (Ф0, ... .  Ф0), SVac =  (S )0. Л егко  видеть, что функционал 

Z 0 ,  т], ü) =  - J —  ( Т  {exp i С d*x (<£>nl (x ) +  3  (x) q> (x) +  т) (x) ф (x) +
°vac J ~ ~

+  Ф(Х)Т1(Х))}>0 (4.2.32)

представляет собой производящ ий ф ункционал функций Грина, т. е.

G (*i . . .  х„; Х\ . . .  х„; у х . . .  у т) =
/ _  t f n+ m_______________ t f n+mZ {9 , г), ri)______________

(Mi) • • • №  (Ут) IX ,) . . . ô r j  (xn) ÔT) (x\) . . . ô r ]  (лг^) = t)= tj= 0
(4.2.33)

Здесь г) (x), г] (x) — элементы грассмановой алгебры, антикоммутиру- 
,ю щ ие с полями ф, ф (ô/ ôtj, ô/ ôt] представляю т собой левые функцио
н а л ь н ы е  производные по элементам грассмановой алгебры г), т]).



Л егко  показать, что если ввести функции

=  (— t)2"+m

Gc (x1 . . .  хп; xi . . .  Xп\ у  ! . . .  у т)*=

________________ ô2n+ m ln Z (S ,  и, Ч)________________
^  (Уд • • • ЬЭГ (Ут) ̂  (%) •.. ÔTJ (хп) ÔT) 1х[) . . .  ÔT] (Хп) S'=ij=rf=o 

(4.2.34)
то в диаграммном представлении им соответствуют связанны е диаграм
мы Ф ейнмана, т. е. диаграммы, которые не распадаю тся на несвязан
ные блоки. П оэтому эти функции можно назвать связными функциями 
Грина.

Т'-произведение, входящ ее в формулу (4.2.31), можно, очевидно, 
представить в виде

T  {S (X) é  I 1- } =  : eA+sS  (X) é $ ê~ :,
где

1 =  I  d*x  ̂  M  (* ) Ф (* ) +  f  (* ) л  (x)).
Л егко  видеть, что справедливо соотношение

: ед+ 2 S (X)е f  ~ ! =  J  0 X S (X) е  $ l%i Q (X; X ) (4.2.35)

где функционал Q (X; X) определяется формулой (4.2.24) (для этого 
достаточно в формуле (4.2.23) заменить S  (X) на S  (X) exp i J  £Х). 
Поэтому

< r { S ( X ) e ^ 5~}>0 =  J  0 х 5 ( Х ) Л 1ХО(Х), (4.2.36)

где

Q(X) =  Q (х; 0) =  N  exp { - f  Î  Ф Ае" ф  -  i  J  Ф$С“ Ч }  • (4.2.37)

Мы учли, что для получения вакуум ного среднего от вы раж ения 
(4.2.35) необходимо в (4.2.35) полож ить X =  0. У читывая формулу

(4.2.28), находим

Так как согласно этой формуле

Svac =  м [

то производящ ий ф ункционал функций Грина Z (g) s s  Z  (р ,  л , îl) ра
вен’

Z  (I) =  (J 0 X e tW(x)) ~ l J 0 X e imx)+i $ l% . (4.2.38)

Ф ормулы (4.2.30), (4.2.38) справедливы  и для электромагнитного взаи
модействия. Если использовать лоренцеву кали бровку, то  под дей



ствием W  (X) следует понимать классическое действие (1.9.39) взаи
модействующих электромагнитного и электронно-позитронного полей:

W  (А, ф, ф) =  W 0 (А , ф, ф) +  J d*xj»  (х) (х), (4 .2 .38 ')

W 0 (А ,  ф, ф) =  J # х  {------lT (d » A v -  d vA») ( д ^ - д ^ ) ----- JL (dvA v)* +

+  4 “ ^  —  m) ф +  - L  ф (tY4  +  m) ф} ,

a  величину J dAxU (x) ф (x) в производящ ем функционале необходимо 
заменить на $ d 4xS^ (х)Л д (х).

4 .2 .4 . П редставление 5-матрицы  и функций Грина неабелевых 
калибровочных полей в виде континуальных интегралов. Возвратим
ся к  формуле (4.2.1) для S -матрицы неабелевых калибровочных полей 
и ферми-полей. В п. 4 .2 .2  показано, что матрицу рассеяния можно 
представить в виде континуального интеграла. Именно, если сово
купность динамически независимых компонент поля обозначить че
р ез Ха (х), то м атрицу рассеяния можно представить в виде (4.2.29)

S  =  N  J M e l(W M + w ^ (X)) : J  %~ ~ l% :f

где W m  (X) —  интеграл действия, связанны й с лагранж ианом  вза
имодействия между полями, a W 0 (X) определяется формулой

№„(Х) =  L - | х д ~ ‘х.

Здесь Дар —  связи  между полями Ха и Хр:

Дар (х —  х ’) =  Ха (х) Хр (х').
I---------1

В случае электромагнитного или фермионного поля функционал 
W n (X) представляет собой, к ак  мы видели, свободное действие этих 
полей. П окаж ем , что и для динамически независимых неабелезых 
калибровочных полей Л*, А% и фермионных полей q, q функционал 
W 0 (X) представляет собой свободное действие полей X =  Л , Л* q, q. 
С огласно (4.2.28) величина W 0 (X) представляет собой сумму функцио
налов калибровочных и фермионных полей (так как  пропогаторы Д„р 
не связы ваю т между собой калибровочные и фермионные поля):

W 0 (X) =  W 0 (Л, А) +  W 0 0?, q). (4.2.39)

И звестно, что функционал W 0 (q, q) характеризует свободное действие 
фермионных полей (см. п. 4.2 .2). Чтобы доказать, что (Л, А)  ха-'
рактери зует свободное действие калибровочных полей, т. е . что 
(см. (4 .1.4), (4.1.5))

W 0 (Л, А)  =  f dH <£l  (х), ( f t  (x) =  -  w°a +  &akd 0Aak,

...°  1 r-akl 1 i cavakW o =  —  Г k i r ----- j -  &k& ,



обратимся к  формулам (4.1.23), определяющ им пропогаторы динами
чески независимых компонент калибровочного поля в кулоновской 
калибровке. В силу уравнений (4.1.23) получаем

A&fl (х  —  х ') =  — djkf, (х — х') — iô (t —  (') [S? (x), Ab ( * ' ) ] ,
12 . 22

Д& f i  (x  — x')  =  —  do0 f j  (x  —  x') —  iô (t — t') [S? (x), %, ( x %
22 12 .

S6t, (x - * ' ) = - do0?, (x -  x') -  iô (t -  n  [AI (x), %] (x%

0 ii  (x - x ' ) = — d0 (x -  x') -  iô (t - 1’) [Aï (x), Abi ( * ' ) ] .

где A s s  d kdk.
Мы учли при этом, что do0 (t — t') =  ô (t — t') . И спользуя кано

нические перестановочные соотношения (4.1.18), отсюда получаем

А0  ц  (X -  X') +  d j& t, (X - * ' )  =  -  ôab (g „ ô  (x -  x ’) f ,
12 22 

A 0 Ï Ï  (X -  х')  +  д о0 ц  (х —  х') =  0,
22 12

0 ц  (X -  Х') +  d0SÔÎht (X -  Х') =  ôab (gclô (X -  x ' ) f ,

0 ц  (x -  х') +  doSôfi (x  -  х')  =  0 ,
где

(g iiô  (X -  x ' ) f  =  ô ( t - 1 ' )  ( g Cjô (x -  х '))*
Эти уравнения можно представить в матричной форме

K 0 i j  (X) =  —  ôabgu (Х),

где матрицы К  и g ij ,  действующие в пространстве индексов m , п
гпп

(m, п  =  1, 2) пропогаторов 0  (х), определяю тся формулами

К  =  » g u  (x ) =  ^  (x), g f j  (x) =  (g tjô  { x ) f .

Т ак как  g {j (x )~ l =  g t, (x), то

0 f T  =  - g l f i a b K ,
следовательно,

J æxyja (X) 0 ? ~ 'х 'ь 1 (X) =  —  J d^xlai (x) K l ’a(x),

"Где

la  (x) =
A ‘ (x) 

So (x)
l a  (X) =

Aa (* )\

.*? (X)J
И нтеграл такого  вида при 1' =  X определяет свободное действие ка
либровочных полей, а в общем случае такой интеграл входит в опреде
ление (4.2.29) S -матрицы. При выводе последней формулы мы учли



поперечность полей А° и Щ. Именно из условия поперечности следует» 
что %а (х) g if  =  la i  (■*)• И спользуя явное выраж ение для К  и произ
водя интегрирование по частям, находим

{ (1Ш ‘а (х) 0 f j l i  (х) =

=  —  J # х  (dkA hfd * Â bl —  d 0A b,& bi +  д $ А ' Ь1 —  %bl&h-  (4 .2 .41)

П олагая в этой формуле 1 =  1 ’ и используя при интегрировании п о  
частям поперечность полей Л, А ,  получаем

J (х) 0 ? Г ' 4  (х) =  —  J à H  { . I  FfkFalk +  2д0%)АЬ1 -  S/S6/} .

Поэтому согласно (4.2.27)

W 0 (Л, Л) =  4 Т  (х ) ( х )  =

=  - - r $ d ix  (4 - FîkFalh +  2A bid 0t ,  -  Щ%Ь!)  .

И з этой формулы и (4.2.40) вытекает, что W 0 (§, А)  представляет собой 
действие свободных калибровочных полей в кулоновской калибровке. 
Таким  образом, S -матрицу можно представить в виде (4.2.29), где 
W  (X) =  J d*x(£ (х) — полное действие, рассматриваемое к ак  функцио
нал динамически независимых компонент калибровочных и фермион
ных полей. Л агран ж и ан  1Л  (х) классических полей 1 == (А ,  Л, q, q)  
определяется формулой (см. (4 .1.4), (4.1.5))

£  (х) =  &akd0Aak +  - j-  ~qŸd<fl — y  d»qy°q— w>

w (x )  =  ±  FaJ akI -  ±  % llak -  ±  q - m ) q  +

+  4 'Я +  m ) q  —  fkA ah — dkq>adk<pa +  (4 .2 .42)

+  - f  Hi (Ak x  A‘f  +  —  {Ak x  Af)a (Ak x  Al)°, Ht =  dkAf -  d,Al

П оля фа долж ны исклю чаться с помощью уравнения (4.1.15). Инте
грал  J ХД—*Х, входящий в представление S -матрицы в виде континуаль
ного интеграла, определяется формулой (4.2.41).

В заклю чение приведем производящ ий ф ункционал функций Гри
на полей Л , Л, q, q в  кулоновской калибровке, который согласно
(4.2.38) определяется формулой

Z m - N \ 2 , X e m m ^ a ,



где

( |X =  J d*x й  (ДС) Я (x) +  q (x) ц (x) +  Stf (x) A k (x) +  (x) l k (x)).

З д есь  rj, rj, $ k ,  Щ  — внешние источники, варьирование по которым 
ф ун кц и он ала Z приводит к функциям  Грина (4.2.33).

§ 4.3. П ЕРЕХО Д  ОТ КУЛОНОВСКОЙ КАЛИБРОВКИ 
К Л О РЕН Ц ЕВО Й  КАЛИБРОВКЕ

4 .3 .1 . Калибровочная инвариантность усеченной «S-матрицы. S-
м атрица в кулоновской калибровке не является явно релятивистски- 
‘инвариантной, так  как  гамильтониан взаимодействия и связи реляти
вистски не инвариантны. В ыраж ение для S -матрицы в виде контину
ал ьн о го  интеграла используем для того, чтобы преобразовать ее к 
■явно релятивистски-инвариантной форме.

С этой целью  перепишем формулу (4.2.29) в виде

S  =  W j  0 Т е 1 т г ’*°) 6 { i f  A4) : exp J  ХД- 1Х' (4.3.1)

где X' (х) объединяет поля X (х) =  Щ (x), A f () (x), q (x), q (х) и 
продольное поле A f l) {х). В действии W  (Х', ф0) поле <р0 исклю чается 
с  помощью уравнения (4.1.15)

Яф„ =  G, R  =  dkdk . . .  +  £ ( Л * х д *  . . . ) ,  G =  - j 0 +  g ( %k x A k).
(4.3.2)

Ч тобы  не находить явного реш ения этих уравнений в виде рядов по 
степеням  g ,  представим экспоненту exp IW  так:

e tW(x i<Po) =  J  0q>etW(X ,ф) 0(ф  —  ф0) =  I det R  | j  0 ( p e ‘W(x ,<p)ô (7?ф —  Rq>0)

<det R  —  функциональны й определитель оператора R ),  или, учиты
вая (4.3.2), в виде

е^<г.Ф.) =  I det R I J  0 <ре, щ г -(Ч  (/?Ф -  G).

И нтегрирование по ф эквивалентно интегрированию  по Fol (напом
ним , что =  5*ф°). В оспользовавш ись формулой

6 ( ^ - 0 )
перепиш ем (4.3.1) в виде

S  =  N  J 0 A ^ F o kSÔqSÔ~q | det R  \ ô (дкА ак) x

X ет (х' ' ^  Î  /5о(^ф- С)а ; exp j  ХД- 1Х'

Зам ечая далее, что

« x p - f  J  d*x ( J -  k i°F akl +  \ h  {Ak X A l)° +  ^ - { A k X  A i f ( A k X Л ')“) «

«  { a F u t e x p i  j  d*x ( 4 - / ^ * -----4  k k { d lA ak- & A ai +  *(Л * x  A 1)*)) ,



где P ik =  <Э,Л“ —  dkA°, находим

S  =  N  J $ A {,2>Fv.v0q&~q  | det R  | ô (dM£) X

X exp iW  (A, F, q, q) : exp J ХД- 1Х' (4.3.3)

где № =  £ àAx!£ (x) —  действие калибровочных и фермионных полей, 
построенное на основе релятивистски- и калибровочно-инвариантного 
л агр ан ж и ан а (4.1.1);

2  (X) =  4 -  -  4 -  F aiiv М  -  dyAl +  g  (Аи X  л , ) “ ) ) +

+  4"  я (‘Y ^ u  —  т ) Я +  4"  9 +  т ) Я (4 .3 .4)

(ср. переход от лагран ж и ан а (4.1.1) к  лагран ж и ан у  (4.1.4) в п. 4.1 .1). 
Подчеркнем, что в отличие от (4.2.29), где интегрирование выполня
ется по динамически независимым компонентам поля, в формуле (4.3.3) 
интегрирование ведется по всем компонентам полей Лд и F^v-

Зам ечая, что det R  зависит только  от поля Л£, перепишем формулу
(4.3.3) в виде

S  =  N  J a  A v ô (Л 42) I det R  | : S  (Л) (4.3.5)

где

S  (А) =  J SÔ F ^ & q& qe™  exp J ХД“ ‘Х'. (4 .3 .6)

Величина S  (Л) является функционалом полей Л£. С труктура 
ф ункционала S  (Л) аналогична структуре S -матрицы в теории обыч
ных (некалибровочных) полей. В этом случае функционал S  (Л), бу
дучи проинтегрирован по полям Л£ (*), давал бы S -матрицу. В слу
чае же калибровочных полей, как  мы видим, для получения S -матри
цы необходимо воспользоваться формулой (4.3.5), в которой под зн ак  
интеграла по Л £ (х) кроме S  (Л) входит еще множитель ô (dkA t ) t связан
ный с фиксацией кулоновской калибровки , и множитель | det R  |, ко 
торый появляется в результате исклю чения продольного поля <р с по
мощью уравнения (4.1.15). При этом в неабелевых теориях (ноне в абе
левой квантовой электродинам ике, в которой можно полож ить det R — 
=  1), коэффициенты при пространственных производных поля q> 
в уравнении (4.1.15) сущ ественно зависят от самого поля Л£, следова
тельно, от этого поля зависит и det R .  Д алее S  (Л) будем назы вать 
усеченной матрицей рассеяния.

П окаж ем , что усеченная матрица рассеяния S  (Л) является реля
тивистски- и калибровочно-инвариантной величиной. Д ля  этого^отме- 
тим, что поля и Ак (но не Ak) связаны  соотношением

d0Ak (х) - j -  S *  (я )  =  О



<(мы не используем  уравнение д0%1 (х) 4 - A Ai (х) =  0 , которое приве

л о  бы к равенству X /W  — 0 ; как  мы уж е говорили, уравнением 

«  (х) +  AAi (х) =  0 можно воспользоваться только  после вычисле
н и я  континуального интеграла, см. п. 4.2 .2). Поэтому согласно (4.2.41)

j  ХД_1Х =  —  i J d*x (A bid»d»A) —  q S c~ 'q  —  q S c~'q),

=  (4.3.7)

П ри  бесконечно малых калибровочных преобразованиях поля А  и q 
'преобразую тся согласно формулам

=  Л£ -f- du(ûa -f- g  (Лц X со)0 =  +  0 ц (о  ,
(4 .о.о)

q - > q m  =  q +  ig<o°Taq.

П оэтом у, учитывая поперечность поля А \  (см. (4.1.2)), получаем

J  ХД~1Х<Ю) =  j  ХД-1 Х —  ig  j  d*x (А 1 (х) х  to (x)Ÿ  <3%Л-. (4.3.9)

Т ак  как соа (х) —  произвольная ф ункция х 9 то появляю щ иеся в тео
ри и  возмущений при вычислении континуальны х гауссовых интегра
л о в  полюсные слагаемые (пропогаторы), связанны е со вторым членом 
© (4.3.9), не компенсируют нулей, появляю щ ихся вследствие того, что 
н о ля  X =  Aky <7, q удовлетворяю т уравнениям  д^д^Аь =  0 , (гр^дц — 
—  т) q =  0 (леж ат на массовых оболочках свободных частиц). Таким 

образом , учиты вая, что поля Л*, q удовлетворяю т свободным уравне

н иям  движ ения, видим, что ф ункционал J Х Д^Х  является калибро- 

©очно-инвариантным, т. е.

5
Т а к  как действие W  (A, F, q, q) является калибровочно-инвариант
ным, т. е.

W  (Л(И), F ie>), q((ù>, qia)) =  W  {A, F, q, q), F(e>) == F  (4 .3 .11)

и  0 q ^ 0 q ^  =  Sôq$q ,  то ф ункционал S  (A) такж е является кали- 
^ровочно-инвариантны м, т. е.

S ( A m ) =  S ( A ) .  (4.3.12)

В водя скалярн ое поле А о в £ ХА—*Xï

j  ХД~’Х — i j  dAx { А ^ д ^ А х  —  qS c~ lq — ~qSc~ 'q) ,  (4.3-13)

л е гк о  видеть, что матричные элементы между физическими состояния
ми от S -матрицы не изменяю тся, так  как  оператор Ло содерж ит только

XA_ 1X(ffl) =  f ХД~‘X. (4.3.10)



операторы рож дения и уничтож ения скалярн ы х глюонов (нефизичес
кие состояния; подробнее см. п. 4 .5 .4). Поэтому можно считать, что 
усеченная матрица рассеяния S (А),  определяю щ ая согласно (4.3.5) 
матрицу рассеяния S , является  калибровочно- и релятивистски-ин- 
вариантной.

4.3.2. Релятивистская инвариантность S -матрицы неабелевых ка
либровочных полей. П окаж ем , что выраж ение ô (дкА%) | det R  (А) | 
«не портит» релятивистской инвариантности S -матрицы вследствие 
калибровочной инвариантности S (Л) и калибровочной инвариантнос
ти меры 0 А  =  П  d A a (х).

ха
Д окаж ем  калибровочную  инвариантность меры 9ЬА. Напомним, 

что если вместо полей Лд ввести матрицы А»  =  А%Га, то при конеч
ных калибровочных преобразованиях эти матрицы преобразуются 
согласно формулам

Л ( х ) - > (х) =  U « А » ( х ) U +  +  1 - U +  .

где U а (х) =  exp i g T aiоа (х). У читы вая, что Sp Т аТ ь =  &аь, мож

но получить закон  преобразования полей Лд (х) при конечных калиб
ровочных преобразованиях:

A T ) (x) =  A » ( x ) L ba(x-, co) +  Q£(x; “ )» (4.3.14)

где

L ba (х; со) =  2 Sp UaT aU + T b, <% (х, со) =  Sp U +  Т а.

Т аким  образом, для доказательства калибровочной инвариантности 
меры 0 А  нам достаточно убедиться в равенстве единице якобиана 
преобразования (4.3.14) в фиксированной точке х , или, что то же, 
в справедливости равенства det L ba (х, со) =  1. Т ак как

LabL cb =  4 (UaT aU t ) ik {Tb)ki (UaT J J t) is  (Th\ ,

И

(Т*fr)ki ( T fr)s l —  " 2“ 2 П

(см. формулы (1.8.28)), то

L abL cb =  2 Sp U JTJJtUoTJJt =  2 Sp T aT c =  ôflc,
следовательно, det L ab =  1, что и требовалось доказать. Таким обра
зом,

0 А т  =  0  А.  (4.3.15)

Отметим, что мера 0 < ù =  Tld(ùa (х) в пространстве калибровочных
ха

функций со0 (х) является инвариантной по отношению к преобразова
ниям, соответствующим закону умнож ения калибровочных функций



to" (x). Это значит, что для произвольного ф ункционала g  (а») долж но 
выполняться соотношение

{ # ( © ) £  (и) =  J  (© ' (©, ©')). (4.3.16)

где функции (д"а (со, со') определяю т закон  слож ения параметров груп
пы, который следует из группового закона умнож ения

exp i g T a<ùa (x) exp ig T a(ùa (х ) =  ехр igT e<o"e (*).
Л егко видеть, что из этого соотношения в случае бесконечно малых 
со и со' (только такие преобразования нам далее потребуются) следует

со"° =  ю° +  со'а----1- (со X (й')а

(члены типа o r  и а»'2 не появляю тся). Отсюда вытекает, что

det
д ы а
дыь со'

=  1.

Это соотношение доказы вает формулу (4.3.16).
Вернемся к формуле (4.3.5). П окаж ем , что выполняется равенство

{ 0а>Ь (д М Г )  I det R  (Л '6’’) | =  1. (4 .3 .17)

Прежде чем доказы вать (4.3.17), отметим, что все функции (х) 
можно разбить на классы , объединив в один класс функции, которые 
связаны  между собой калибровочным преобразованием (это значит, 
что класс определяется некоторым представителем А и (х); тогда ф унк
ции (х) и образую т класс). Таким образом, интегрирование в фор
муле (4.3.5) можно проводить по всем классам и по всем ф ункциям  
со, 0 А  =  ( 0 А ) кл<0со (это соотношение является определением меры 
в пространстве классов (<0Л)кл). Тогда в силу калибровочной инва
риантности функционала S  (A) (S (А) =  S  (Л (03))) и вследствие соотно
шения (4.3.17) матрицу рассеяния S  можно представить в виде

S  =  N ^ ( 0 A ) K„ : S ( A ) : ,  (4 .3 .18)

откуда фактически следует релятивистская инвариантность S .
Д ля доказательства (4.3.17) введем функционал

А (А Г 1 =  J 0а>6  (д*ЛГ). (4.3.19)

Этот ф ункционал по определению (см. (4.3.16)) является  калибровочно 
инвариантным:

Д ( Л ) =  А (Л ,И)). (4.3.20)
Ф ункционал А (Л) при dkA k =  0 совпадает с det R  (Л), т. е.

A ( ^ ) U * = o  =  l d e t tfl- (4.3.21)

Д ействительно, при дкА к =  0  в интеграл (4.3.19) вносят вклад толь
ко бесконечно малые а». Н о в этом случае

Лц* =  Лц +  дцсо +  £ (Л д  х  (о) =  Л ц +



следовательно,

d kA {®) =  — Лео +  g ( A k X dk(ù) s= R cù.

Отсюда и из (4.2.8) следует соотношение (4.3.21). Это соотношение 
можно записать в виде

I det R I ô (d kAÎ) =  Д (Л) в (д*Л2), (4.3.22)
откуда и из (4.3.19), (4.3.20) вытекает формула (4.3.17).

4 .3 .3 . Переход от кулоновской калибровки к лоренцевой и возник
новение духов. К ак уж е отмечалось, формулой (4.3.18) доказывается 
релятивистская инвариантность S -матрицы. Однако она неудобна 
для применений, так  как содерж ит интегрирование не по всем полям 
Л£, а по классам  полей. Чтобы выполнять интегрирование не по клас
сам, а по всем полям, введем релятивистски-инвариантны й функцио
нал

Д6 (Л )-1  =  J  0соб (dM jî1® —  Ь), (4.3.23)

где Ьа (х) —  произвольны е функции х. По определению функционал 
Аь (А)  является  калибровочно-инвариантным:

Д6 (Л<И,) =  ДЬ(Л). (4 .3 .23 ')

Найдем этот функционал для полей Л£ (х), удовлетворяющ их усло
вию (х) =  Ьа (х). Д л я  таких полей вклад в интеграл по со в
(4.3.22) вносят только бесконечно малые со. Д л я  бесконечно малых со

( ^ Л Г  -  Ь) |а м  =6 =  сР (ддсо +  g  (Лд X со)) ЕЕЕ Leo. (4.3.24) 

Поэтому Д 6 (Л) |йД/, =6 =  I det L |, следовательно,

I det L (А) I б (<ЭЦЛ Ц —  Ь) =  Д„ (Л) Ô (сГЛд — Ь).

Отсюда и из (4.3.22), (4.3.23) получаем

J iZ)coô (dMjT — b) I det L (Л(|И)) | =  1.

И з найденного соотношения следует, что матрицу рассеяния (4.3.18) 
можно представить в виде

S  =  N  J  # Л 0  (ддЛд —  Ь) I det L ( A ) \ : S ( A ) : ,  (4.3.25)

где S  (А) — усеченная матрица рассеяния. В этой формуле интегри
рование происходит не по классам  полей, а по всем полям Лд (х). Так 
как  правая сторона этого равенства не зависит от Ьа (х), то матрицу 
рассеяния можно переписать в виде

5  =  N  $ М  : S  (Л) : | det L  (Л) | J  Ш  (д М д —  Ь) exp ( —  ±  J  # х  (b { x ) f  .) 

или



Это выражение является явно релятивистски-инвариантны м. И споль
зуя  (4.3.6), находим

S  =  N \  SbA2>F$q3Sq j det L ( A )  | X

X exp j iW  — -Щ- j  d *x  (dM £)2j  : exP 1 y A ~ h  ■, (4.3.27)

где дифференциальный оператор L  (Л) согласно (4.3.24) определяется 
формулой

Leo =  +  g d д (Лц X со) =  дд$ цсо.
И спользуя (4.2.14), det L можно представить в виде континуаль

ного интеграла по грассмановым полям с (х) и с (х):

I det L I =  N '  j  $cSÔc exp j  dAxc (x) Lc  (x),

или, учитывая определение L  (Л),

I det L I =  N ’ j  $ c $ c  exp i j d*x { i d ^ d ^ ?  +  igd^c*2 (Лц X c f ) .

П одставляя это выражение в (4.3.27), получаем

S  =  N  $ $ A 0 F $ q & q $ c $ c e Wen : exp J х Д ~ 'х  : . (4 .3 .28)

где эффективное действие W eu определяется формулой

w e я = W + [ d 4x \ — -±r (dM Ï)* +  i d ^ d X  +  i g d W  (A» X C)a\ .
J l ^  > (4.3.29)

В формуле (4.3.28) можно выполнить интегрирование по F ^ .  В ре
зультате прийдем к формуле 20

S = N  ^ M 0 q 0 q r0 c 0 c e tw« ! : exp J у £ Г \  : , (4.3.30)

в которой под W понимается выраж ение (4.3.29) с заменой 
F ~  д^Ам д чАц g (Ац  х  Ау).

Напомним, что под f  ХД~'Х следует понимать оператор

J  х Д =  -  i J  d*x {Аь%д»д»А{  -  q S r ' q  —  ~ q S r \ ) .  (4.3.31)

Подчеркнем, что в ф ормулах (4.3.28), (4.3.30) интегрирование прово
дится не только по поперечным полям Л * \ но и по полям Л У* и А 0. 
Применение этих полей, которые необходимы для построения явно 
релятивистски-инвариантной теории, приводит к введению продольных 
и скалярны х глюонов (бозонные духи). Чтобы построить лагран ж еву  
формулировку и ввести эффективное действие W eu, мы представили 
det L  в виде континуального интеграла по скалярны м  фермионным

20 Последовательное изложение теории калибровочных полей на основе форму
лировки квантовой теории с помощью континуального интегрирования изложено в 
работах [12, 13].



полям. Этот процесс эквивалентен использованию  в теории с к а л я р ' 
ных фермионных частиц (фермионные духи). Подчеркнем, что ни бо
зонные, ни фермионные духовы е поля не связаны  с реальными части
цами, а использую тся только  в явно релятивистски-инвариантной 
диаграммной технике в качестве виртуальных частиц.

В формуле (4.3.25) калибровка фиксируется условием <ЗМц =  Ьа. 
Такого типа калибровки называю тся обобщенными калибровками 
Л оренца. М атрицу рассеяния в форме (4.3.30) будем назы вать такж е 
матрицей рассеяния в лоренцевой калибровке (ср. с формулой (4.2.38') 
для матрицы рассеяния в квантовой электродинамике).

В заклю чение отметим, что квантование неабелевых калибровочных 
полей в кулоновской калибровке впервые было выполнено Ш винге
ром [5, 6]. К вантование калибровочных полей в формализме контину
ального интегрирования с использованием формулы (4.3.18) для S- 
матрицы, в которой интегрирование проводится по классам калибро
вочных полей, впервые было проведено Фаддеевым и Поповым [7]. 
Они такж е впервые ввели скалярны е фермионные д у х и 21. Квантование 
калибровочных полей в произвольной калибровке было такж е прове
дено де-Виттом [9]. Каноническое квантование калибровочных полей 
предложено Ф радкиным и Тютиным [10].

§ 4 .4 . ОПЕРАТОРНЫЙ ФОРМАЛИЗМ КВАНТОВАНИЯ
КАЛИБРОВОЧНЫ Х ПОЛЕЙ В Л О Р Е Н Ц Е В О Й  К А ЛИ БРО ВКЕ

4 .4 .1 . Лагранжиан калибровочных полей в лоренцевой калибровке 
(эффективный лагранж иан). Мы получили эффективное действие по
лей, с помощью которого, используя формализм континуального ин
тегрирования, можно построить матрицу рассеяния.

Здесь мы построим квантовую  теорию калибровочных полей в ло
ренцевой калибровке, основываясь на операторном формализме. Б у 
дем исходить из операторного лагранж иана (4.1.1), который обозна
чим i£a\

=  4 -  -----г  {Fa,lv, ô H v -  dvAl +  g (Лц x  Avf)  +

+  -J"  (‘/ A i  — m ) <71 +  4 "  to> +  m )q] .  (4 .4 .1 )

Этот лагранж иан  является калибровочно-инвариантным, поэтому так  
же, как в квантовой электродинамике и в п. 4 .1 .1 , для построения 
квантовой теории необходимо наруш ить калибровочную инвариант
ность. С этой целью мы к лагран ж и ан у  (£а добавим слагаемое ££ь 
(ср. с п. 3.1.3):

=  — х  ( 4  -  - т  v ' v j  • (4 А 2 >

где I  —  произвольная константа, а —  | _ 1ф° —  новое поле, сопряж ен
ное полю A h  — | - 'ф а =  д££ь/дд0Ао. Таким  образом, исходным при

31 На необходимость модификации диаграммной техники указал Фейнман [8].



построении квантовой теории калибровочного- поля в лоренцевой к а 
либровке будет лагранж иан  Я1а +  (£ь. В арьирование этого л агран ж и а
на по ф° приводит к уравнениям  поля

a nV л аф — О Лv.
В квантовой электродинамике аналогичная величина ф =  dv A v 
удовлетворяла уравнению  для свободного поля dvdvq  =  0 , вследствие 
чего можно было показать, что духовые состояния (т. е. скалярны е 
и продольные фотоны) не дают вклада в условие унитарности для S- 
матрицы между физическими состояниями. В данном случае ситуа
ция ослож няется, так  как  поля ф° не удовлетворяю т уравнениям дви
жения для свободного поля, а удовлетворяю т более сложным нелиней
ным уравнениям , содержащ им само поле А

Чтобы построить унитарную  S -матрицу, необходимо ввести доба
вочные фермионные поля (см. п. 4.3 .3). Д ля  этого отметим, что л а г 
ранж иан (£а +  Я£ь инвариантен относительно калибровочного пре
образования

ЬАЪ «  А'° -  A l  =  i Z y / ,  Фа ф 'а =  Фа, (4.4.3)

&q =  q' — q — ig<»aT aq, ôq =  q ’ —  q =  —  ig(x>aT aq

(здесь 0 1Хыа =  д|ц(оа +  g  (Л ц X са)а) только в том случае, если величи
на соа удовлетворяет уравнениям

P & v P *  =  0. (4.4.4)
Поэтому для определения величин соа (х) необходимо (в отличие от 
электродинамики, где д ^ с о  =  0) знать структуру калибровочного 
поля Лд. Таким образом, для сохранения калибровочной инвариант
ности в рамках лоренцевой калибровки мы должны считать (оа не
которым новым эрмитовым полем, которое взаимодействует с калибро
вочным полем. Это поле будем обозначать са (х). Д л я  того чтобы для 
поля са (х) получить уравнения движ ения =  0 , мы должны
еще ввести поле са и полям са и са сопоставить лагранж иан  (£с =  
=  д^са$)^са. Таким  образом, для эрмитовых полей са и са получим 
уравнения поля 2-го п о р яд к а22. О днако нам необходимы уравнения 
первого порядка, так  как  при этом применение квантового динами
ческого принципа позволит построить квантовую  теорию калибровоч
ного поля. Поэтому в качестве лагран ж и ан а новых полей Я1С выберем 
лагранж иан

\  d V ]  +  - L  [ ^ ,

5 ) /  =  â / + ? ( i x c ) “, (4.4.5)

где фц и фц — эрмитовы поля, сопряж енны е эрмитовым полям са 
и са . Все эти поля будем считать фермионными (поэтому в формулу 
для ££с входят коммутаторы, а не антикоммутаторы), несмотря на то

. В этой связи см. работу [И ].



что с точки зрения группы Л оренца они являю тся скалярными и век
торными. Фермионный характер этих полей необходим для обеспече
ния калибровочной инвариантности теории в рамках лоренцевой 
калибровки (в этой связи см. п. 4.4.3). В формализме 2-го порядка
лагранж иан (£с эквивалентен лагранж иану У£с =  [д^с*,

(ср. с формулой (4.3.29) п. 4.3.3).
Таким образом, окончательно будем исходить из лагранж иана

<£ =  £ а +  <£ь +  У , ,  (4.4.6)

где операторы определяю тся формулами (4.4.1), (4 .4 .2),
(4.4.5).

4 .4 .2 . Уравнения движения и перестановочные соотнош ения для 
полей. Зн ая  лагран ж и ан  полей, согласно п. 2 .1 .5  можно установить 
перестановочные соотношения и сформулировать уравнения движ ения 
для полей. С этой целью отметим, что кинематическая часть действия, 
т. е. часть, содерж ащ ая временные производные, имеет вид

г *  =  I  d*x ( -  4 -  {Fa0k, д Л )  -  4 *  {ф°. д Л о )  ~ т  №о, д 0са1 -

—  -у [фо, <Э0? 1  +  4  lq , У°д<Д] +  4  [q, Y°d<tf]) •

Отметим, что бозе-поля Flky /4ц, фа и ферми-поля фо, фо, са, сау q , 
q, определяющие кинематическую часть действия, являю тся динами
чески независимыми. О ператор W k инвариантен по отношению к 
элементарным вариациям полей, для которых 0Лц, 8F%kf 0фа 
представляют собой произвольные функции х, а вариации бфо, 
бфс, 8са, ôca, ôq, ôq — произвольные, зависящ ие от х грассмановы 
функции, т. е. функции, анти коммутирующие между собой и со всеми 
фермионными полями. П остроив согласно §2 .1  генератор этих элемен
тарных вариаций, приходим к следующим перестановочным соотноше
ниям (см. п. 2.1.5):

[П к (х), А ы ( * ' ) W  =  ib'kbabb(х — х'), [Фа (х), 4 ( x ' ) W  =

=  llô a b ô  ( X  -  х '), Й > 0  (X), СЬ =  -  ô a f c ô  (х -  х '), (4.4.7)

{•фо (х), сь (х ')Ь = /' =  — ЬаьЬ (х — х ') , {q (х ), q (х ' )},=,' =  v°ô (x — х ').
Остальные перестановочные соотношения являю тся тривиальными.

Перейдем к установлению уравнений движ ения для калибровоч
ных и фермионных полей. В арьирование лагран ж и ан а по бозе-полям 
/ ^ v, Лц, фа приводит (с учетом одновременных перестановочных со
отношений) к уравнениям поля

П ч  =  д Л - д Л  +  ё Л х  A vf ,  Фп =  д Л >  (4 .4 .8)

d^F|_iv H |- àv(p -f- ë  (A*1 X FцУ) -f- ig (i|)v X c) -f- /v =  0,



где
(4.4.9)Ц  =  - f  \q, y vT aq}.

В арьирование лагранж иана no ферми-полям фд, фд, с  , са-> q , q при
водит (с учетом одновременных перестановочных соотношений) к урав
нениям поля

itfl =  =  - 0 д ? ,  д Щ  =  0 , 5 5 ^  =  О,

(iy^D^ — m ) q  =  0 , +  m ) <7 =  0. (4.4.10)

Полученные уравнения включают в себя как  собственно уравнения 
поля для динамически независимых переменных, так и уравнения 
связи, которые имеют вид

Ф* =  $kÇa> Ф/? =  — d kса, (4 4 j j )

Fki =  d kA ai — d tA ak -J- g  (A k x  A t)a.
Исклю чая из лагран ж и ан а (4.4.6) поля ф, ср с помощью уравнений 
(4.4.8), (4.4.10) приходим к лагран ж и ан у , соответствующему эффектив
ному действию (4.3.29).

4 .4.3. Инвариантность теории по отношению к калибровочным 
преобразованиям. К ак  легко видеть, уравнения движ ения и переста
новочные соотношения инвариантны к калибровочным преобразова
ниям с величиной cofl (х) =  const. Если операторы Qa =  {F^v, Лд, 
cpû, Фд, фд, са\ по индексу а  преобразую тся как  S U  (я)-векторы:

ÔQÛ .  Q a — Q° =  g  (Q X (o)°, (4.4.12)
à операторы q, q — согласно закону

bq =  q' —  q =  ig<*aT aq, ôq =  q' — q =  —  ig(x>aT aq, (4.4.13)

то рассматриваемые преобразования оставляю т инвариантным л аг
ранж иан полей (4.4.6) и, следовательно, представляю т собой преоб
разования внутренней симметрии. С этой симметрией связаны  законы 
сохранения 4-токов /д (а =  1, . .. ,  ri2 —  1)

<3*Тд - 0 ,  (4.4.14)

g lи =  /д +  g{F^  x  A V  +  j ( q ) X  Лц)а +  ig(%  x  c f  +  ig(\pu x  cf.

П окаж ем, что уравнения движ ения и перестановочные соотноше
ния инвариантны такж е по отношению к однопараметрической группе 
нелинейных преобразований динамически независимых бозе-полей

бЛо =  /£Фо, 6Л? =  it, {d f a +  g ( A t x  c)a}, (4 .4 . 15)

ôfw =  — i g l  (с X Foi) \  ôcp° =  0 
и динамически независимых ферми-полей

у й ( с х с ) “, 6са —---- б'фо =  о,



ô^ü =  i  [d'Fh +  g ( / l '  X Fol)a -  ig  (ф0 X e t  -  f t } ,

ôq =  —  g i c aT aq, ôq =  g'ÇcaT aq, (4.4.15')

где £ — произвольный, не зависящ ий от х  параметр, антикоммутиру
ющий с ферми-полями {£, ф£} =  {£, са} =  {£, q) =  0 и кроме того 
удовлетворяющий условиям  £2 =  0, £ =  £*. Последнее условие оз
начает, что (£Л)+ =  Л+£* =  Л+£, где А  — произвольный оператор. 
Эти преобразования связы ваю т бозе-поля Л£, Fh, ср° с ферми-поля
ми фо, фо, са, са. Т акая  связь  оказы вается возможной, так как п ара
метр £ вместе с ферми-полями (в классическом случае) образую т грас- 
сманову алгебру. Именно при преобразовании бозе-полей ферми-поля 
(ф или с) входят вместе с параметром £ четное число раз, а при преобра
зовании ферми-полей параметр £ вместе с ферми-полями входит не
четное число раз. Отметим, что данные преобразования в этом смысле 
аналогичны преобразованиям суперполей (см. § 1.7).

П реобразования (4.4Л 5), (4 .4 .15 ') по форме — релятивистски-
неинвариантны. Однако если воспользоваться уравнениями поля, то 
эти преобразования приобретут релятивистски-инвариантны й вид:

=  8F ; = - ( g £ ( a U  0 ф * = 0  (4.4Л6)
для бозонных полей и

бса = ---Y  {с X с)а, бса = ---£фл, = t, 4- <Vpn,
(4 .4 .16 ')

бфд =  0 , bq — — t g c  T aq, bq =  l g c aT aq 

для фермионных полей.
Чтобы убедиться в инвариантности теории по отношению к преобра

зованиям (4.4.16), (4 .4 .16 '), вычислим вариацию  величин, входящих 
в лагран ж и ан  (4.4.6) и в уравнения поля. Согласно (4.4.16), (4.4.16')

Ô #дС° =  — С 0 а  {с X c f +  l i g  ( 0 иС X c f  +  1,1g (Сфд — & ЦС) X c f ,

а так как f abc — — facb и [с, с} =  0 , то

Ь0аСа =  U g  ((^u — ^цС) х  с)а. (4.4.17)
Поэтому, учитывая (4 .4 .16 '), (4.4.17), получаем

ô «  -  са) =  -  U g  (Oh* -  0 * с )  X c f .  (4.4.18)
Далее

6 ( ^  +  д~са) =  0, ÔÔ4S =  0, 6 (<р“ - ^ А аа) =  -  (4.4.19)
Еще раз учитывая (4.4.16), (4 .4 .16 '), находим

б {Fuv -  даА% +  dvA aa - g ( A a  X A vf } =

=  -  i l 0 a  ( $  -  0 vca) +  ( i £  -  Ft>aCa) —

— iZ, ( 0 a S i — 0\0\iC "b g (с X F ^v) }.



Вследствие (1.9.24) последнее слагаемое в этом равенстве обращ ается 
в  нуль, поэтому

S [ K v  — dyxAv +  dvA д — g  (Лц x  A v f )  =

=  -  (tps -  0vCa) +  -  &»<?). (4.4.20)

Аналогично можно показать, что

ô ^ î j ü  =  I0 * 7 ^  +  -J -  <Эцфа +  i g  (фц X c f )  —

-  i l g X c f  -  % g  X ( 0 uc -  (4 4 21)

à +  -£-dv<pa +  Îg  (^v X c f  +  /v) =

=  — i l ë  X c f ------1- (dvcp x  c f  — ig  ((4>v X c) x  c f  —

—  ( h  x  c f }  —  i g l  ( ( 0 дс — ф ц) x  F,iVf .

При доказательстве первой из этих формул мы учли, что =
=  0 , а при доказательстве второй формулы учли свойство (1.1.30) 
структурны х постоянных

ÿcabjbde ÿdcbjbae _|_ ÿadbjbce Q

и закон преобразования тока

fijv =  fc>ë (/v x  c ) ,
вытекающий из (4.4.9), (4.4 .16 ').

Н аконец, используя (4 .4 .16 '), нетрудно показать, что

в ( * / A i  —  m ) q  =  i t g f  (фд — 0 » .с а) T aq —  t,gcaT a (iy^D,, — ni) q,

à  ( iV A t  +  m) q =  —  iÇg (if»д —  0цС°) f l Taq  +  t g c aT a ( i /£ > u +  trifq.
(4.4.22)

С помощью этих формул легко вычислить вариацию  функции Л аг
ранж а ££ =  yta +  Ç£b +  cJtc. У читывая, что ô [Fâ v , Fa,lv} =  0, согласно
(4.4.16), (4.4.20), (4.4.22) получаем

Ш а = -  ъ Ц .  { ( F ^  X c f ,  F ^ - d ^ A l  +  dv A l - g  (A „ x  A vf )  +

+  l  T  { ^ v, Wv -  £*ca) -  0 »  «  -  0 vca)} +  ü g  (itfi -  0 ^ ° )  x

X (-J-  6 * ----- V  fa» Y ^ W l)  •

В ариация

6 ^ 6 =  - ^ - { ( p a , £ôv^ } .



В ариация (£с определяется формулой

ь £ с =  — с -щ-а» ( *  ч>а\ - - щ -  +

+  С - щ  № .  -  а ^ }  -  Ç - f  {ф£, ((ф* -  5 ? ^ )  X с)°}.

В силу уравнений поля (4.4.8), (4.4.10)
т а =  в£ь =  о, т  =  =  -  с 5й {1й , Фа}. (4.4.23)

Таким образом, вариация лагран ж и ан а сводится к дивергенции неко* 
торого оператора, следовательно, согласно общей теории уравнения 
поля так  ж е, как  и перестановочные соотношения, инвариантны по от
ношению к рассматриваемым преобразованиям. Отметим, что инвари
антность уравнений поля такж е непосредственно вытекает из формул
(4.4.18) — (4.4.22). Д ействительно, вариации (4.4.18) — (4.4.22) яв 
ляются линейными и однородными функциями самих варьируемы х 
величин, поэтому вследствие уравнений поля обращ аются в нуль. 
Так ж е легко непосредственно убедиться в ‘инвариантности перестано
вочных соотношений. Существенно, что эта инвариантность достигает
ся только вследствие того, что поля с , с (и фр,, фД  являю тся ферми- 
полями, а не бозе-полями. С казанное следует из того, что если бы эти 
поля были бозевскими, то вариация поля са обращ алась бы в нуль 
(вследствие того, что f'-bc =  — facb)> и получить инвариантность урав
нений поля по отношению к преобразованиям  (4.4.16) было бы невоз
можно. Преобразования (4.4.16), оставляющие инвариантным лагран
ж иан (4.4.6), называются преобразованиями Б екки , Р уэ, Стора [14], 
Тютина [15].

Построим генератор G преобразований (4.4.16), (4 .4 .16 '), т. е. 
такой оператор, который удовлетворяет соотношениям

b% =  i[G ,  %],

где х — рассматриваемые поля и 6% их вариации, определяемые 
преобразованиями (4.4.16), (4 .4 .16 ').

Л агран ж и ан  рассматриваемой системы согласно (2.1.21) можно 
записать в виде

^  =  д%%)— и  {%),

где оператор линеен и однороден относительно х и д%% и U (X) — 
часть лагран ж и ан а, не содерж ащ ая производных операторов полей. 
Согласно общей теории (см. п. 2.1 .4; вариации (4.4.16), (4.4.16') яв л я 
ются, очевидно, допустимыми)

G =  - f  G2, 
где

Gi =  j  cPx{£0 {y, ôgô"/), £ 0(x, ôfSyJ =  i£0 (%, d a )  la^egex

и G2 определяется согласно (2.1.54) вариацией лагран ж и ан а при рас
сматриваемых преобразованиях:

G2 =  — J dsxf° (X), ôée =  d j »  (X).



О ператор Gj имеет, очевидно, вид

Gi =  £ j  * х  ( - 4  { Г ° \  +  - f  № > ,  (С X c f )  -

- - Щ  {^о0. фа} — §- ig °a ü ’ y°T ° ïï)  •

Учитывая далее, что f° (x) =  — {Фо, фа}, получаем

G =  i lQ ,  Q =  j d sx S °(x ), (4.4.24)
где

s -  ( х ) = — 4  {f °»v , ipv} — 4  {Фа, т  -  

-  - f -  { ф ^ , (с X с П  -  4 g c a [q, f T aq]. (4.4.25)

Т ак как  G является генератором преобразований (4.4.16), (4 .4 .16 '), 
то

i  Ю, К  (х)] =  ф* (х), i [Q, ф° (X)) =  О,

* [Q, (х)] =  — g  (с (X) X Fnv (х))а, {Q, са (х)} = -----L  ф° (X),
é (4.4.26)

{<?. са (*)} = 4  ё ( с ( х ) х с  (х))а, {Q, ф£ (х)} = ----- ддфа (х),

{Q. %  (■*)} =  О, {Q, q (х)} =  ca(x )g T dq (х).

В справедливости этих формул такж е можно убедиться непосредствен
ным вычислением коммутаторов и антикоммутаторов.

И з инвариантности (4.4.23) лагран ж и ан а следует закон  сохранения 
4-тока (х)

д ^ ( х )  =  0 , (4.4.27)

следовательно, закон  сохранения заряда Q. Д ействительно, согласно
(4.4.23), (4 .4 .16 ')

(«оХ. д а )  +  (£0 (%, д г00%) -  W (%) = ^ 4  (V * .  Фц], (4.4.28)

где 00% — вариации операторов поля, соответствующие преобразова
ниям (4.4.16), (4 .4 .16 ') (индекс «0» служ ит для того, чтобы подчерк
нуть, что речь идет о вариациях при £ =  const).

Если £ является функцией х, £ =  £ (х), то вариации (4.4.16), 
(4.4.16') (обозначим их fix) будут допустимыми вариациями (см. § 2 .1 ), 
однако они не будут оставлять инвариантными уравнения поля и 
лагран ж и ан . Согласно § 2.1 для допустимых вариаций справедлив 
принцим стационарного действия (2.1.53)

I  сРхЗ' (х) =  0, (4.4.29)

& (х) =  ô ^ o (х, d ix )— ô v ^ „ (X, fi|ÔX) —  8£Л



Ясно, что члены, содерж ащ ие производные от вариаций б%, не будут 
входить в (дг):

& ( х ) = — (dvX, ô£ôX) +  (h> — ô(7.
Отсюда и из (4.4.28) следует, что

Г  (х) =  -  {2 0 (Z, ô|fix) -  -±- М Л  б ? ] } ,

£ э -

О  1 О

причем в этой формуле не долж на 
дифференцироваться ф ункция £ (х).
И спользуя явный вид лагран ж и а
на, получаем

S' (х) =  i l  {х) dvS v (лг),

где S v (х) определяется формулой 
(4.4.25). Т ак  к а к £  (х) — произволь
ная ф ункция лг, то отсюда и из
(4.4.29) вытекает закон  сохранения
(4.4.27).

Отметим, что в отличие от изве
стных нам выражений для токов в 
ток (х) входит не четное, â нечет
ное число фермионных операто
ров. Это связано с тем, что преобразования (4.4.16), (4 .4 .16 ') являю тся, 
по сути, преобразованиями суперсимметрии, групповым параметром 
£ которых является элемент грассмановой алгебры.

Обратим внимание на то, что рассмотренные преобразования вследст
вие уравнений поля мож но интерпретировать как  калибровочные преоб
разования полей А ц, (см. п. 4.4.1) с калибровочной функцией

ХГ \ .

Рис. 30

соа (х) =  it>ca (х), _  _  (4.4.30)
дополненные преобразованиями ферми-полей ф, ф, с, с. Таким  образом, 
можно сказать , что наличие духовы х ферми-полей, описываемых лаг
ранж ианом восстанавливает калибровочную  инвариантность тео
рии, описываемой лагранж ианом  {£а +  (£ъ на классе калибровочных 
преобразований, определяемых полем (х). Напомним, что часть 
лагран ж и ан а i£b (наруш аю щ ая инвариантность теории с одним только 
лагранж ианом  î£a) была необходима в квантовой теории при примене
нии динамического принципа для того, чтобы можно было выразить 
все переменные поля через динамически независимые переменные.

4.4.4. К вантовая теория калибровочных и фермионных полей 
в пренебрежении взаимодействием. Л агран ж и ан  содерж ит слагае
мые, пропорциональные константе g , которые описывают эффекты 
самодействия калибровочного поля и взаимодействия калибровочно
го поля с дираковскими полями. Кроме того, константа g  входит в л аг
ранж иан и соответствующее слагаемое описывает взаимодействие 
калибровочного поля с фермионными полями са, са, ф£, ф£.

П ри построении теории возмущений естественно начать с рассмот
рения свободного поля, которому соответствует приближение g  =  0 .



Д алее так  ж е, как  в квантовой электродинамике, мы будем строить 
теорию возмущений по степеням величины g ,  играющей роль констан
ты связи , аналогичной величине е в квантовой электродинам ике, кото
рая описывает взаимодействие электромагнитного и электронно-по
зитронного полей. Таким образом, исходным приближением будет 
приближение свободных полей.

Вместо уравнений поля (4.4.8), (4.4.10) первого порядка для вели
чин F, Л, ор, ф, ер, с , с легко получить уравнения поля второго поряд
ка для операторов са , са . П ри g  =  0 эти уравнения, очевидно, 
имеют вид

— ( l ----- g-) dv d lxA “ =  0, д»д»са =  =  0. (4.4.31)

Динамически независимые переменные А “, д 0А%, са, д 0са, са, d tf f  
согласно (4.4.7) удовлетворяю т следующим одновременным переста
новочным соотношениям:

{д^са (х), cb (x')}t= t' =  ôa6ô (x  — х'),

{̂ оС (х), с (х  )}*=/' =  ôabfi(x х ), ^  4.32)

0 И *  (х), А ы ( х % = г  =  ià lb8abô  (х —  х'),

М  (х), Ао (х')Ы' =  i&ahb (х -  х')
(здесь записаны только нетривиальные перестановочные соотношения). 
Реш ение задачи Коши для уравнения д^ддф =  0 имеет вид

Ф (х) =  j  d 3x f [ 0  (х  —  х ' ) 5оф {х') +  ф (* ') д о0  (х —  х')},

где 0  (*) —  та ж е ф ункция, которую мы ввели при квантовании сво
бодного электромагнитного поля (см. п. 2.3.1). Отсюда и из (4.4.32) 
следуют релятивистски-инвариантны е разновременные перестановоч
ные соотношения для полей са, са:

{С° (X), СЬ {х')} =  ЬаЬ0  {X — Х'), 4
\са {х), сь (х')} =  \са {х), сь { х ' ) ) =  0 .

Согласно (4.4.31), (4.4.32) при £ =  1 разновременные перестановоч
ные соотношения для полей (х) имеют вид

[A l  (х), Аь {х’)\ =  i&abgnv0 (X —  х').

Д л я  произвольного 
имеют вид

перестановочные соотношения для этих полей

[Лд(д:), A bv {х')] =  iàah0 n v  (х —  х'; H), (4.4.34)

e r ikx

где интегрирование no k0 производится по контуру С0, показанному 
на рис. 30.



Д ействительно, ф ункция 0 UV (х\ g) удовлетворяет уравнению  

. ( д Ч в ?  -  ( l ----- î~) dvd») 0 W (x- 6) =  0, (4.4.35)

так  как

( - * * %  +  (l — g-) k»kv) (gw -  (1 -  0  - ^ )  =  -  k2g vPl k2 =  кЧ»,

и следовательно, подынтегральное выражение для функции 
( > « - ^ 1 ----- L j  dvd^j 0 и р ( х ;  g) не будет содержать особенности

1/k2; поэтому при интегрировании по k0 вдоль контура С0 мы полу
чим нуль. Наконец, легко видеть, что справедливы формулы

до0 / л ( х ;  g) |*=о =  gkxô (х), д о0 о х  (х; |)|<=о =  |go?.ô(x),

$tiv(X', £) |f=o =  0 .
Отсюда и из (4.4.35), учитывая перестановочные соотношения (4.4.32) 
и уравнения поля (4.4.31), приходим к соотношению (4.4.34).

Определим связи операторов свободного поля. С этой целью отме
тим, что полож ительно частотные части операторов являю тся операто
рами уничтож ения, т. е.

< + >  (*) Ф 0 =  0, са(+) {х) Ф 0 =  0, са(+) (х) Ф 0 =  0 (4.4.36)
(Фо — вектор состояния вакуум а), а отрицательно частотные части 
полевых операторов А ц ~ \  са{~~\ са(-) являю тся операторами рожде
ния. С вязи между двумя операторами, так  ж е как  и в электродинами
ке, определяю тся как  разность Т- и Âf-произведений этих операторов 
или как  среднее по вакуум у от T -произведения этих ж е операторов. 
Поэтому

, 6 , ,ч (Фо, {ca w (x), с « - ’ ( х ' ) ) Ф 0), t > r ,

* 1 -  (Фо, { ^ +) (* '), са(- ) (х)} Ф„), t < r .
И з перестановочных соотношений (4.4.33) вытекает

{с0(+) (х), сь<_) (х')} =  àab0 {+) (х— х'),
(са<_> (х), сЬ(+) (л:')} =  ЬаЪ&^ (х — х'),

ôab0 l+>( x - x ' ) ,  t > V ,
следовательно,

с а (х )с ” ( х ' ) =  .
и- L L  ' \ - Ь аЬ0 ^ ( х - ■ х '\  t < t ’.

Отсюда, используя определение (2.6.24) функции (,ЬС (х), находим 

са {х )с ь {х') =  Ьаь& с {х —  x'), 0 l v (x, 1 ) =  g » v0 c (x). (4.4.37)
I______I

А налогично находим связь между операторами (х) и Av (х'):

i&ab&$(x —x'; g ), t > f ,
A l ( x ) A bv{x ')  =

- i à a b & W i x  —  x'; I), t < t ' ,  

iàab0nv(X  X’ \ £).



Т ак  же, как  и в квантовой электродинамике, легко видеть, что функ
цию $ cuv (х; 0  можно представить в виде

2 К » (х ;  0  = 1 § ^ г  { d 4 te ~ ikx0 l v (k\ 0 ,

« » №  В — ■F T 5 r ( e » .- ( l  - B - ^ V ) .  («'39)
Связи между остальными парами операторов равны нулю, т. е.

сс =  сс =  сА =  сА =  0 . (4.4.40)

К ак увидим в следующем параграфе, гамильтониан взаимодействия 
содержит производные от операторов АЦ. Поэтому найдем еще связи 
между операторами А£, дцА%. С этой целью отметим, что для бозев- 
ских операторов и и v  справедлива общ ая формула *

д„Т  (и (х) v  (х ')) =  Т  (д»и (-с) v  (х')) +  0д6 (t —  Г) [и (х), v  (х')].
Эта формула следует из того, что

Т  (и (X) V (X')) =  0 (/ —  t ' ) u  (х) О (х ') +  0 i t '  —  t ) v  (х ') и (х),
d0Q{t —  t') =  6 { t  —  Г). (4.4.41)

Поэтому, дифференцируя формулу (4.4.38) по х% и учиты вая, что 
Ь (t — t') [ A l  (х), A v  (х ')1 =  0 , получаем

дхАЪ (х) 4  (х ') =  (Ф 07  {дхА “ ( х )  A hv (х ')) Ф 0) =
I_______ I

=  M A  (х —  х'\  g). (4.4.42)

Д ифференцируя эту формулу по хр и используя (4.4.41) и одновремен
ные перестановочные соотношения (4.4.32), находим

d iA °  (х) dp Av (х ') =  — iàahdpd x 0 l v  (х  —  х ';  0  —
I---------1

— tô p ô ^ v ô ^ ô  ( х  — х ') ,  (4 .4 .42 ')
где

SjlV == S\XV (1 SjLlôv*
Вводя оператор

F U * )^ d b A “(x)-d»AUx),
совпадающий с оператором (см. (4.4.8)) при g  =  0, находим связь  
между операторами F%x (х) и FpV (х');

П »  (я) / > ( * )  ~  i$ab [х х  *, ^) dpd\0 ixv  х  ; -f*
I_______ I

+  dbdv 0 w ( x  —  x'; l)  —  д^дуЗЯр (x —  х '; £)} —

—  iàab {ôpô^gjLiv ôvô^gjup -J- ^vôjLig^p ôpôjug^v} ô (x —  X').



И спользуя определение величин g ^ ,  эту формулу можно представить 
в виде

Flu (х) Fpv (х') =  ibab (дцдр0{у (x — х'; g) —  dpdjjfi  ̂(x — х'; g ) +
I I

“f~ 0)др (x x  ; дцду0хр (x x  ; ï;)} iôab {ôp^S’iuv

-  ô X g W  +  Ô ° X ^ P -  ô X ^ v }  ô (x -  x r). (4 .4.43)
Мы рассмотрели свободные калибровочные и духовые фермионные 

поля. Перейдем к рассмотрению свободных фермионных (кварковых) 
полей. У равнения движ ения этих полей имеют вид

(îy^du — т) q (х) =  0, (1у^ди +  m)q (я) =  0. (4.4.44)
Отсюда согласно одновременным перестановочным соотношениям
(4.4.7) так  же, как  в п. 2 .5 .2 , можно получить разновременные переста
новочные соотношения

{iq(x), <7 (*')} =  — i S ( x  —  х')  (4 .4.45)

и найти связи операторов q, q:

q (x) q (лг') =  —  i S c (x  —  x '), (4.4.46)

где функции S  (x), S c (x) определяю тся формулами (2.5.7), (2.5.40). 
Д ля  вакуум а фермионного поля справедливо соотношение

<7<+) (л:) Ф 0 =  9(+) (х) Ф 0 =  0. (4 .4 .47)
Приведем еще разлож ение операторов полей на плоские волны. 

Р азлож ение полей А^ (х) мы запишем в фейнмановской калибровке 
I =  1 (общий случай рассмотрен в п. 2.4.2):

A l  (*) =  - ! = -  £  W -  +  < % *ctie lkx). (4.4.48)
У V kt=0 V 2w

где — векторы поляризации, аналогичные векторам поляризации 
электромагнитного поля и определяемые формулами (1.4.36), (1.4.37); 
cix, —  операторы уничтож ения и рож дения, удовлетворяю щ ие, 
согласно (4.4.32), перестановочным соотношениям

[сы, Æ v ] =  (4.4.49)
(&t =  1 для X =  1, 2, 3 и =  — 1 для X =  0). Операторы clx , & £  
для X =  3, 0 являю тся операторами уничтож ения и рождения про
дольных и скалярны х (по отношению к группе Л оренца) частиц, ко
торые реально не сущ ествуют (духи). Состояние вакуум а в соответ
ствии с (4.4.36) определяется так:

саы Ф 0 =  0 .
При этом вследствие перестановочных соотношений (4.4.49) простран
ство векторов состояний обладает индефинитной метрикой (векторы 
состояний Ф с нечетным числом скалярны х частиц обладают отрица
тельной нормой, (Ф, Ф) <  0),



Чтобы ввести операторы рождения, и уничтож ения фермионных 
духов, вместо эрмитовых фермионных полей с° (х), с° (х ) введем не
эрмитово поле

<? (х) -  -ÿ=- (са (х) +  Сса (х)) (4.4.50)

и сопряж енное ему поле

d a + (x) =  - ^ - ( c a ( x ) - i c a (x)).

И з перестановочных соотношений (4.4.33) для  са, с? следуют переста
новочные соотношения для полей d a9 d a+:

{da (х), d a’ (*')} =  {da+ (X), c f '+  (x')} =  0, (4 4 51)

{d“ (X), da’+  (x')} =  iôaa’0  (X -  х').

Р асклады вая поле da (х) на плоские волны

< * »  =  - p V  ?  т Ь  1 * ' “ '  +  « v ‘ ' b
k (4.4.52)

d ‘+ ( x )  “  ■w  ?  t W  i æ v “ + “ = 1 k I-

получаем следующие перестановочные соотношения д ля  операторов
4 ,  Æ

{ 4 ,  4 ''+ }  = - Ô aa<ôkk., { /ь  /£ + }  =  Ôaa'^kk' (4.4.53)

(остальны е антикоммутаторы равны нулю). В акуум , как  обычно, удов
летворяет условиям

са(+> (х) Ф 0 =  са<+) (х) Ф 0 =  0
ИЛИ

d a{+) (х) Ф 0 =  d a+i+) (х) Ф 0 =  0.
Тогда

à i  Ф 0 =  /кФ 0 =  0 ,

откуда следует, что операторы à £, f i  являю тся операторами уничто
ж ения, а dk+ , /к+  — операторами рож дения фермионных духов с им
пульсом к. Обратим внимание на то, что так  как  {di, d&+ } =  — 1, 
то  метрика в пространстве состояний фермионных духов является 
индефинитной (состояния с нечетным числом духов типа d  обладают 
отрицательной нормой). Напомним, что аналогичная ситуация наблю
дал ась  для бозонных состояний, связанны х со скалярны ми степенями 
свободы поля (х).

Разлож ение фермионных полей q (x), q (*) определяется формула



(4 .4 .54)

ми (2.5.27), (2.5.28):

<7 » (*) =  - 4  1 ]  - |7 =  (« р и ^  (р) e“ iwt +  ( p f  е*р*},

Qi W  =  ~ y f  S  - ]? = ■  !û i / (P) eipx +  (p )c e~ ipx) ,

где операторы рождения и уничтож ения кварков и антикварков удов
летворяю т перестановочным соотношениям

{^pjLit» Я рЛ х'г} =  ^ р р '^ д д '^ и '»  {^ р д im p'll'г }  =  ^рр'^м-д'^и'

( / = 1, 2 , п — индекс фундаментального представления группы  
S U  (п) или цвет, если п =  3).

§ 4.5. МАТРИЦА РАССЕЯНИЯ

4.5.1. Переход к представлению взаимодействия. Выше развита 
квантовая теория калибровочных и фермионных полей при отсутствии 
взаимодействия (g  =  0). Здесь мы перейдем от уравнений взаимодей
ствующих полей в гейзенберговском представлении (которые рассмат
ривались в п. 4.4.2) к уравнениям  взаимодействующих полей в пред
ставлении взаимодействий.

Согласно (4.4.1), (4.4.2), (4.4.5) плотность энергии взаимодейству
ющих полей определяется формулой

W (х) =  4 -  K i F akl -  4 -  K k F aük -  Faükd kA t  +  g F a0k (A0 X A kf  -

— H  —  m) q] — ~ \ q ,  ( iy kd k +  m)~q] — g d l A m  —

—  "2|" (ф афа — (ф > д А!и)) +  ['Фь 0 kca] +  4  ['Фо’ § № o  X c f \  -f- 

+  4  I C  d kca] -  4  hiv, Л

В это выражение входят как динамически независимые компоненты 
поля, так и компоненты поля, определяемые уравнениями связей

F h  =  d kA ai —  д гА% — g { A k X  A t)a,

Мы должны выразить w  (х ) только через динамически независимые 
компоненты поля. Учитывая уравнения связи, получаем

W (х) =  w 0 (X) +  w int (х ),

где w 0 (x) — плотность гамильтониана свободного поля:

щ {х) = 4  м  -  д л т  -  4  рыра0к - ра0кд̂  -



—  -5- lq' +  m)q] +  T  ^  a^°l -  T  [̂ > ^°1 <4-5' !)
я  oJint (*) — плотность гамильтониана взаимодействия: 

œ.nt (*) =  4 -g(dkAÏ -  dtAak) (Ak x  A‘f  +  -±-g* И* X Al)a (A„ x  Л /  +

+  g F * *  (A 0 x  Л /  -  g A l P *  +  Ц- №o°, (A° X c)a] -

— f - [ дьса, (A° X c)a]. (4.5.2)

Чтобы перейти к представлению взаимодействия, согласно п. 2.1.1 
следует произвести унитарное преобразование операторов поля

X (* )-* X (* ) =  S (f ,  0 ) x ( * ) S + ( '.  0),

где оператор S (/, 0) удовлетворяет уравнению

. dS V, _0) =  J  # ^ . nt (jt) s  (<э 0), S  (0, 0) =  1. (4.5.3)

Д инам ически независимые переменные поля в гейзенберговском пред
ставлении и представлении взаимодействия удовлетворяю т уравне
ниям

tô0%(x) =  ljfC, x (* )l. tôoïÀx)  =  ( X .  %{х)], (4.5.4)

где Жо = § d 3x w 0 (*)• Т ак как  одновременные перестановочные соот
ношения в гейзенберговском представлении и представлении взаимо
действия совпадают, то уравнения движ ения для динамически неза
висимых компонент поля в представлении взаимодействия совпадают 
с  уравнениями движ ения для динамически независимых компонент 
поля в гейзенберговском представлении при g  =  0. В частности,

Fa0k =  д 0Аак —  д кА а0, $  =  — д о ? . (4.5.5)

Поэтому согласно (4.5.2), (4.5.5)

K4nt (X) =  v_(x) +  v ' (x), (4.5.6)

■где

V(x) =  4 - г  K v (A11 x  Av)a +  - f  x  Ayf {A* x АУ -

-  - f  - [d*?, ( f  X c f ]  - g A ^ T ,  n v K  dHf v -  d v ^ ,

^  (X) = - £ - ( A 0x Ak)a (A0 X Akf.



Уравнение Ш редингера в представлении взаимодействия для в ек 
тора состояния Ф (t) имеет вид

оФ (t)

V (t) =  ^ dPxv (л;), V  (/) =  j  d?xv' (л:).
(4.5.7)

Так как  в представлении взаимодействия одновременные переста
новочные соотношения и уравнения движ ения для динамически неза
висимых компонент поля совпадаю т с одновременными перестановоч
ными соотношениями и уравнениями движ ения для свободного поля 
(ё  =  0)» то разновременные перестановочные соотношения для опера
торов поля в представлении взаимодействия совпадают с перестано
вочными соотношениями для свободных полей

{ ? (* ) . сь (х')) =  ЬаЬ0 ( х - х ' ) ,  \А ° (х ) ,  4 V ) ] = = t Ô A v ( * - * ' ;  I),

{q (х), q (*')} =  —  i S  (х  — х').
(4.5.8)

Кроме того, связи  между операторами с, с, q, q, А ,  дА  определяю тся
формулами (4.4.37), (4 .4 .38), (4.4.42), (~4.4.4~2')~ (4.4.46).

П ереходя к представлению  взаимодействия, мы можем (см. п. 2.1.1) 
определить матрицу рассеяния

S  — Т  ехр — i J d t ( V ( t )  +  V ’ (t)) (4.5.9)

Отметим, что это выраж ение, в отличие от выраж ения для матрицы рас
сеяния в квантовой электродинам ике, не является явно релятивист- 
ски-инвариантны м — оно содерж ит релятивистски-неинвариантное

оо оо

выражение ^ d tV ' (/) (интеграл же ^ d t  V  (t) представляет собой реляти-
—00 ~ —оо ~

вистский скаляр). При этом выраж ение для связей операторов д-кА (х) 

и dv А  (х') (4.4.43), необходимое для определения матричных элемен
тов S -матрицы, такж е содерж ит релятивистски-неинвариантное сла
гаемое. О днако связи и S -матрицу можно переопределить таким обра
зом, чтобы они не содерж али релятивистски-неинвариантны х вы ра
жений. Именно матрицу рассеяния S  можно записать в виде

S  =  T e x р ^ — t J  d4x v  ( x ) j , (4.5.10)

если связи между бозонными операторами определить не формулами
(4.4.38), (4.4.42), (4.4.43), а формулами

Ац  (х) ЛV (х  ) =  (х х '\  £),
1 ! , ....I



(4.5.11)дкА1 (х ) Ay (х ') =  10аЬдх0 Сц.у (х —  х'; |) ,
I---------1

сЫ д  (х) д'рАу (х ') =  — iôabôpdxfipy (х —  х'; £)
[ I

(связи между фермионными операторами с, с, q, q остаются прежними).
Чтобы убедиться в этом, согласно (3.2.16) выполним N -упорядоче- 

ние S -матрицы (4.5.9) по переменным F£v:

S  =  N fT acCд+л' exp (— i j  d 4xwini ( x ) ) , (4.5.12)

где N f —  символ ^-уп орядочен ия по полям / ^ v; Т м  —  символ Т* 
упорядочения по полям А ,  с, с  и согласно (4.4.43)

Ftp (x) F% (х') =  iôab [dpdpSÔly (x  -  х '; £) -  д р д ^ у  (х —  х ';  £) +
L _________ Z

(х х  > ?) {x x  , I)},

А' =  -  X  j  d *Xl  j  d %  ô f a 6 (xà ^аЬ ( t f Â g p y  -  à X g w  +

+  &vàytgxp 5p5|igkv)  ô (Xj X2) . — .
(x 2)

Зам ечая, что

~ÔF̂ '(Xi) T  S dHw} nt w  =  ~ ig  ^  x  АУ '

в выражении для A' операторы ф ункционального дифференцирования 

ô/ôFtu (х) в применении к экспоненте ехр — J d4xwjnt (х) можно заме
нить множителем— ig  (А% х  А^)а. В результате выраж ение (4.5.12) 
для S -матрицы можно привести к виду

S  =  N fT ac£& ехр ^— i j  d 4xv  (x)j (4.5.14)

(см. определение (4.5.6) операторов v  и v'), где оператор функцио
нального дифференцирования согласно (4.5.13) определяется форму
лой

А -  i  $ î  ^  , (4.5.15)

в которой использовано релятивистски-инвариантное определение 
связей ( 4 . 5 . 1 3 ) ,  ( 4 . 5 . 1 1 ) .

Отметим, что выражение для v  (,х) формально совпадает с выраже-



нием для —  У  =  — У  (определение У  введено в п. 4.4.1). Формула
(4.5.14), очевидно, эквивалентна формулам (4.5.10), (4.5.11).

Обратим внимание на то, что в выраж ение для v  (х) входят произ

водные дцСа. Н о так как согласно (4.4.32)

д^с с =  (с с), дд сдхс =  0 ,

то производные дц,с не приводят к нековариантным слагаемым в 
5-м атрице.

4.5.2. Переход к импульсному представлению. Имея выражение 
для матрицы рассеяния S  и предполагая константу связи малой, 
можно построить теорию возмущений, разлож ив S  в ряд  по степеням 
g .  Д л я  этого матрицу рассеяния удобно представить в виде

S  =  Т е х р Я Г ,  W  =  W 4 +  W 2 +  W 3 +  W 4. (4.5.16)

Действие описывает взаимодействие калибровочного поля А £ 
с фермионными духами:

W , =  i g f abc j  dH^~caА \ с с, (4.5.17)

действие W 2 —  тройное взаимодействие калибровочных полей:

W 2 = ----- # х А * / Г  { д ,Л - d v A i ï - ,  (4.5.18)

действие W 3 — четверное взаимодействие калибровочных полей:

W 3 =  — - \ - g T bcï adl 5  d4x A » A cvA dilA !v (4.5.19)

и, наконец, действие описывает взаимодействие калибровочного 
поля с фермионным (кварковым) полем:

W ,  =  g  J d ^ A i r » ;  =  4 -  lq, f T aq\. (4.5.20)

Т ак  же, как  в случае квантовой электродинамики, мы должны N -упо
рядочить матрицу рассеяния, т. е. воспользоваться для преобразова
ния Т’-произведения в сумму /V-произведений правилами В ика. 
М ожно, однако, непосредственно воспользоваться формулой (3.2.16)

Т &  (A, q, с , с )  =  : ехр(Д  +  2  +  Н )Г  {A, q, с, с ) : ,  (4.5.21)
где

А =  4- [à4xd4x'iïf^y (X — х'-, I) ■
j  .....  К < * )  ’

В - ( d 4x d 4x ' 3 f  (х —  х') — I ------- J -—  ;
* ÔC (х) дса (*')

2 = t J d 4* d V  6 о С / - 6д . . 5  (х  — х') —=—  
àq(x) v ’ bq (х')



В результате действия оператора ехр (А +  2  +  S) на произведе
ние операторов полей получим сумму их ^-произведений , в которых 
операторы полей связаны  всеми возможными связям и (теорема В ика). 

В соответствии с (4.5.21) S -матрицу можно представить в виде
S =  : e*+2+ s exp i W  : .  (4.5.22)

Отметим, что функции Грина полей % =  {Л, q y с, с) в лоренцевой 
калибровке (см. (3.5.15))

G ( x 1 . . .  хп) =  ~ —  (Ф0, Т { х ( х i) . . .  x W S } ® 0)
v a c  -  -

(индекс «О» означает усреднение по вакуум у свободных полей) имеют 
аналогичную  структуру (см. § 4 .2):

G (хх . . .  х п) =  V -  **+*+* {% (Xl) . . .  % (хп) е‘П  |х=0. (4.5.23)

Перейдем снова к S -матрице (4.5.22). В формуле (4.5.22) величи
ну exp i W  (под знаком М -произведения) можно представить в виде

ехр ШГ =

=  V  _ L  V
N^O m  mx+ . .^ m^ N

№
т х! . . . т 41 ( ( Г х)т ‘ ( iW 2f °  (i\Vs)m> (ilF 4f \ (4.5.24)

О ператоры W 2 содерж ат производные по координатам от опе
раторов полей. Поэтому в отличие от квантовой электродинам ики 
/V-упорядочение S -матрицы удобно проводить, предварительно вы
полняя переход в импульсное представление

X  (х) =  - 2L r j  d*ke~ikxA l  (к), са W = - ^ î  d 4 t e - » * *  (к),

Я М  =  75S F  î  d iPe~ ipX(l  (Р)- (4.5.25)

М атричные элементы оператора A l  (х) согласно (4.4.48) определя
ются так:

<lui H i  (X) 10> =  у Х =  е & Х Х Х  

< 0 1 A l  (х)  I Х >  =  у = е £ Х ь е ~ игх. 

а операторов q^ (x)y cf*{х):

^ 1 рда I 9а ' (х) I =  y f<2p V ^  ^  Р *

<0 I 9а' (х ) I 1р|иа> =  Y2qV ~ ^  ^

< 1рца I 9 (х) I 0> =  у .— —- tÛ1 (р) баа'0  Р ,



где I lkA,̂  — Ck% I 0> , I lpjnâ  =  &pixa | , | ïpjnâ  — p̂jiia | И T. Д. От*
сюда следует, что

<lkx I A l  (k')  10> =  - J ± = -  efôVU (2л )4 ô (k  +  k'),
У 2ыУ (4.5.26)

< 0 1 A l  Ck ') 11^ >  =  - y =  e t X b  (2л )4 Ô (k -  k')

И

<0 I Qa' (p  ) I 1рца> =  “jT = = "U *1 (P) ^аа’ (2л )4 ô (p — p ’),
y  2P«V (4 .5 .26 ')

<lpna I ~qa' (Р') I 0> =  - y L = .  J ?  (p) fi*,. (2 л )4 Ô (p +  p ').

О ператоры  Wt (i =  1, 2, 3, 4) согласно (4.5.25) можно представить 
в виде

з
=  g  (2л )4 J П  Ц г  6 (k, +  k2 +  k3) V t  (к  К  Ы  X

x A ^ i k j f i k J c 0 ^ ) ,

3

w 2 =  g  (2л )4 J  П  - Щ Г  Ô (k t  +  k 2 +  k3) K bù  (ku k 2, k3) x

X A m (kt ) A bv(k2) A cX(k3),
4

w a =  g 2 (2л )4 j  п  - Ц г  Ô №  +  *2 +  k3 +  *4) V î X  (kl, K  K  K )  X 

X A m  (kt ) v46v (Æ2) Al % {k3) A dp (Æ4),
3

=  g  (2 л )4 j  п  - Ц г  ô (*i +  K  +  K )  : Я ( K )  V lq  (k 2) : A°» ( U  (4.5.27) 

где функции 1/ д е, ŸfvK, î^vxo, V?, определяются формулами

V f  (k lt K  K )  =  f 6% n . ^ v x  ft,, ft*) =  4 -  X

X  {(^lV^pA, “f"  (fe^ÊflLlV “b  fev^M -0}»

V W p (* l, ^2* ^з» ^4) =  5Г {/* (£nvgkp gppgvk) +

+  / g df S (ëvvg ip  g \i ig \v )  +  f g f gcd {gnvgxp — SWëvx)}» (4,5.28)

VS =  7 V



В импульсном пространстве функциональные операторы  А, 2 ,  3  
имеют следующий вид:

А =  4 -  (2л)4 Г d 4k D l v (k; Е) — £—  — ^ ------,
2 J  и ' ~'бА°ц Ш bA°v ( - k ) '

S  =  (2л )4 f  d 4k D c (k ) — -—  ^ —  ,'  ’ J  8c° (k) f i c ° ( - A ) (4 .5 .2 9 )

где
M — p)

0 C(Æ )= — ' , • $ »  =  'k2 +  ДО m — k — /0

& lv(k-, £) — p -+ -;û-  (êliv —  (1 — î )  y 2 +  *0 ) .

4 .5 .3 . Графическое представление матрицы рассеяния и правила 
Фейнмана. Величинам W u W 2, W 3, W 4 можно сопоставить диаграммы, 
изображенные на рис. 31 (будем назы вать их преддиаграммами). В ер

шинам этих преддиаграмм сопоставляю тся функции V ^ ,

Vuvxp. К ь  умноженные на (2я)4 0 (2 6 ,) , гд е kt —  импульсы линий пред- 
диаграмм, по которым производится интегрирование, J ; внешние
концы сопоставляю тся с фурье-компонентами операторов полей; вол
нистые линии соединяют верш ину с операторами калибровочных 
полей, штриховые —  вершину с операторами духовых фермионных 
полей и, наконец, сплошные —  вершину с операторами фермионных 
(кварковых) полей.

Выражению  соответствует т х преддиаграмм а
(см. рис. 31), т 2 преддиаграмм б, т 3 преддиаграмм в и т 4 преддиаграмм 
г. Н а это выражение действует функциональный оператор ехр (А +  
+  S  +  2 ). Т ак  как

- Ц -  A ° M A bv (k,)д Г
J (2л)4

• • •

=  f 7 £)«<* . . .  .

- J "
( - i ) S ' ( k )

то в результате действия этого оператора образую тся всевозможные 
связи между парами операторов калибровочных полей, парами опера
торов духовых ферми-полей с и с и парами операторов фермионных 
полей. Видно, что образованию  связей  в результате действия ф ункци
ональных операторов A, S , 2  соответствует замена двух интегриро
ваний по kx и k2 одним интегрированием по k и замена пар операто
ров Лц (&i), A v (k2); ... функциями babffîyiv {k\ Эту операцию



можно графически интерпретировать как  попарное закорачивание, 
т. е. объединение двух линий различны х (или одной и той же) преддиа- 
грамм в одну линию, которой теперь сопоставляю тся фурье-компонен- 
ты связей, т. е. функции бabi^lcv {k\ £), 8аь $ с (k),  — iS c (k).

Т ак как  функции Viivip симметричны относительно переста
новки своих аргументов (таким свойством не обладает функция V ^ c) t 
то при применении оператора ехр (Д +  S  +  2 )  к члену

I I ! . .
X X  X X  V -

Рис. 31 Рис. 32

W T 'W ï 'W P'W ?*  возникает (3!)m* (4!)m* х  одинаковых чле
нов. М ножители 3! и 4! появляю тся в результате того, что линии
преддиаграмм klf fe2, fe3 для и k lt fe2, fe3, fe4 для V j^ p могут быть
закорочены  с линиями других преддиаграмм соответственно 3! и 4! 
способами. Поэтому, переопределив вершинные функции

1 тоЬс q I т rübc T /abed л i т /abed
У  M,vA, =  o l  V juvA,, V  =  Ч! V  jxvÀp

и учиты вая наличие множ ителя (m1!m2!m3!m4!)~ 1 в разложении 
S -матрицы, мы можем не учитывать указанны е перестановки и одно
временно не учитывать множитель (m1!m2!m3!m4!)~ 1 в разложении 
S -матрицы (4.5.24). Это рассуж дение справедливо, однако, только в том 
случае, если внешние линии преддиаграмм, связанны е с вершинами 
l^v L  р, не «закорачиваются» друг на друге после применения 
операции ф ункционального дифференцирования ехр (Д +  S  +  2 ). 
Такое «закорачивание» внутри преддиаграмм в результате применения 
операций Д схематически показано на рис. 32. В этом случае на каждую  
возникаю щ ую  закороченную  линию (П) долж ен быть введен множи
тель V2 (аналогичная ситуация в квантовой электродинамике не 
возникает, так  как  в ней гамильтониан взаимодействия представ
ляет собой N -упорядоченный оператор). Д ействительно, внутри пред- 
диаграммы Vâ \  внутренних закорачиваний может быть три, а внутри 
преддиаграммы V^jïp — шесть. П осле внутренних закорачиваний ос
тавш аяся линия преддиаграммы одним способом закорачивается 
с фиксированной векторной линией других преддиаграмм, а оставши
еся две линии преддиаграммы закорачиваю тся двумя способами
с фиксированными векторными линиями других преддиаграмм. Таким 
образом, в случае закорачивания внутри преддиаграммы 1/^ 1  возни
кает три эквивалентны х слагаемых вместо 3! слагаемых, а в случае 
закорачивания внутри преддиаграммы V ^ ip  — двенадцать эквива
лентных слагаемых вместо 4! слагаемых.

Кроме того, как  и в квантовой электродинамике, следует учитывать, 
что при различны х способах соединения линий преддиаграмм могут



получаться эквивалентные диаграммы. Перед такими диаграммами 
следует ставить множитель И г, где г — число способов, которыми эту 
диаграмму можно получить из преддиаграмм.

Рассмотрим, например, две преддйаграммы, показанны е на рис. 33. 
И з этих преддиаграмм можно получить две эквивалентны е диаграммы, 
показанны е на рис. 34. Поэтому ясно, что в данном случае г =  2.

/ / /V\  5 f  сгЛЛ/Ц 4ЛЛЛ/Ч, |/\ЛЛЛ A/VVV
2  4 2  V a n  J

Рис. 34

Н аконец, как  и в квантовой электродинам ике, каждой замкнутой 
фермионной духовой или кварковой петле следует сопоставлять 
множитель — 1.

Таким  образом, в результате ^ -уп орядочен и я S -матрицы (приме
нения оператора exp (А +  S  +  2 ) к преддиаграммам, связанным 
с выражением W T 'W ^ W ^ W ? * ) ,  возникаю т фейнмановские диаграм 
мы, которые изображ аю т различны е процессы и получаются из 
преддиаграмм всевозможными закорачиваниям и внешних линий.

• oyXAA/VO « ■ » • ■ «A/W W 4* • — . ■ ----——
é $ ,é $  и,ис П,й‘ 3)^ s* 2  е

Рис. 35 Рис. 36

Рис. 33

И з изложенного следует, что элементы S -матрицы, соответствую
щие различным процессам, можно получить из соответствующих диа
грамм с помощью следующих правил 23.

1. Векторной частице (глюону), изображ аемой внешней волнистой
1 (Я)—  £кд для начальной 

У  2V(û
линией (рис. 35), соответствует множитель

частицы и множитель —L — е(ьп* для конечной частицы.
У 2V(ù

2. Спинорной частице (кварку), изображаемой внешней сплошной 
линией, выходящ ей из вершины (см. рис. 35), соответствуют множите-

и* и»с
ли y j =  » y t~ ~ v  В зависимости от того» соответствует ли линия кварку
в начальном или ан ти кварку  в конечном состоянии.

3. Спинорной частице (кварку), изображ аемой внешней сплошной 
линией, входящей в верш ину (см. рис. 35), соответствуют множители

и** Ъ»-7 = :  в зависимости от того, соответствует ли линия антиквар-
V2poV \ 2PoV К
ку  в начальном или кварку  в конечном состоянии.

23 Теория возмущений для неабелевых калибровочных полей развивалась также 
в работах [16— 18].



4. Внутренней волнистой линии, изображающей распространение 
векторной частицы (рис. 36), соответствует пропогатор

g) àab  =  /г2 _j_ /о (fiVv (1 ?) "^ПрТо") ■

5. Внутренней сплошной линии, изображающ ей распространение 
спинорной частицы (см. рис. 36), соответствует пропогатор

. - & ( р )  = ---- -------- •
m — р  — Ю

6 . Внутренней штриховой линии, изображающей распростране
ние скалярн ого  фермионного духа (см. рис. 36), соответствует пропо
гатор

0 c (k )ô ah =
8.ab

U1 +  iO
7. Верш ине, изображ енной на рис. 31, б, соответствует величина

У а р 7  ( ^ l f  ^ 2» ks) =  i f abC U ^ i p ^ a v  —  ^ lv ê f a p )  +
+  (fevg’aP — faagfiy) +  (Ьзаё$у ^30£av)}-

8 . Верш ине, показанной на рис. 31, в , соответствует величина

УсфуЪ ( ^ i ,  k 2t ks , k±) =  f gacf gbd ( g a ô g p Y — g a P ^ Y ô )  +

+  f ë°df ëbC (gayg$6 —  g a p g v ô )  +  f gabf ëCd (gaàg$y —  gaygfrà)-
9. Вершине, изображенной на рис. 31, a, соответствует величина

С  (* „  *я, * ,) -  Г Ч ц .
10. Верш ине, изображ енной на рис. 31, г, соответствует величина

=

И . Каж дой внутренней линии с 4-импульсом k  соответствует ин
тегрирование d4/c/(2jx)4.

12. К аждой верш ине соответствует множитель (2я)4б (S&), гд е  
k — 4-импульсы частиц, связанны е с данной верш иной.

13. Д иаграм м е долж ен сопоставляться множитель (— l)z - j-  2~s х
X (ig)mt+m3+m4 ( ig 2)m\  где / — число зам кнуты х фермионных петель;, 
г — симметрийный множитель; s — число закороченных векторных 
линий (закорачивание происходит внутри вершины), связанны х с 
вершинами VapYô, Vapv’» т ъ  m 2, m3, m4 — числа вершин типа ,
т robe * robed \ja  
У uvht У |LlvA,p» У |Ы-

14. Все спинорные величины долж ны быть располож ены  в t o w  
порядке, в котором они встречаю тся, если двигаться против направ
ления кварковой  линии.

4.5.4. У нитарность матрицы рассеяния. П остроенная нами м атрица 
рассеяния для калибровочных и фермионных полей является унитар
ной в гильбертовом пространстве с индефинитной метрикой, S + S  =  
=* 1. Это пространство содерж ит как  реальные физические состояния,,



т а к  и духовы е состояния, т. е. состояния, содерж ащ ие скалярны е и 
продольны е глюоны и скалярн ы е фермионные духи. П окаж ем , что 
так  ж е, как  в квантовой электродинам ике, условие унитарности 
справедливо и в физическом подпространстве, т. е.

2 ( ф а, 5 + Ф г)(Ф „  5 Ф Ь) =  (Ф0, Ф6), (4.5.30)
Г

где Фа, Фь —  произвольны е физические векторы  состояний; суммиро
вание проводится по всем векторам, содерж ащ им только реальны е час
тицы.

К ак и в случае квантовой электродинам ики (см. п. 3 .2 .1), введем 
оператор

Л ®  =  (4.5.31)
где оператор А  содерж ит операторы рож дения и уничтож ения духовых 
состояний:

4  =  2  (<$<&  —  c l t c l ,  +  f V f u  —  d î + d i) ,  (4.5.32)
k a

a  оператор B  — операторы рож дения и уничтож ения реальны х час
тиц:

2

В  =  S  X  Съ&Скк +  5  à m ta m i  S  (4.5.33)к а Я=1 Pint Pint

Здесь 9Î — символ ^-уп орядочен и я операторов рож дения и уничто
ж ения (с учетом знакового множителя для фермионов) с последующей 
вставкой  между операторами рождения и уничтож ения вакуум ного 
проектора =  | 0 )(0  |. Тогда условие полноты векторов состояний 
можно сф орм улировать в виде (см. (4.5.4))

Л ( 1 ) =  /  (4.5.34)

{знак минус перед операторами с£оСко и d t d k в формуле для А  связан  
с  индефинитностью метрики в пространстве скалярны х глюонов и фер
мионных духов типа d). Оператор Л (0), очевидно, представляет собой 
проектор на подпространство реальны х частиц

Л (0) = £ > г. (4.5.35)
К ак и в квантовой электродинам ике, введем функцию

g  (I) =  (Фв, S 4 t t ) S < b b), (4.5.36)
где Фа, Ф6 — произвольны е векторы  состояний реальны х частиц. Эта 
ф у н кц и я , как  мы покаж ем, не зависит от парам етра £. Поэтому

(Ф„. 5 + 8 (1 )  5 Ф Ь) =  (Фв, S 4  (0) S O h),
откуда, учиты вая (4.5.34), (4.5.35), получаем соотношение (4.5.30).

Чтобы доказать  независимость g  (g) от g, воспользуемся инвари
антностью  теории по отношению к преобразованиям  (4.4.16). Т ак как 
взаимодействие при t =  ± о о  вы клю чается, то S -матрица долж на 
ком мутировать с генератором G этих преобразований при константе



связи  g 9 равной нулю (напомним, что S -матрица коммутирует не с ге
нератором временных трансляций Ж* а с генератором временных 
трансляций при g  =  0, т. е. со свободным гамильтонианом J£0)- П ро
ведем формальное доказательство этого утверж дения. Согласно (4.4.24) 
генератор G =s G (g) можно представить в виде G =  G0 +  Gl9 где G0 
не зависит от g , а оператор Gx пропорционален g . Гамильтониан Ж  
такж е можно представить в виде Ж  =  j ^0 +  +  Ж 2 (см. (4-4.6)),
где Жг ~  (* =  0, 1 , 2). Т ак как  G представляет собой интеграл
движ ения, то [J£, G] =  0, или в представлении взаимодействия,

Отсюда

1Жо +  Ж г  (0  +  Ж г  (0 . Go (0  +  Oi (01 =  0 . 

1Жо> Go ( / ) ] =  о, (4 .5 .37)

[# о . G, (/)] +  [J f i (f), G0 (/)] =  0, (4 .5.38)

[Ж г  (0 . G, (/)] +  1Ж 2 (t ), G0 (/)] =  0 , (4.5.39)

И М 0 .  G1 ( / ) ] = 0 . (4.5.40)

П ервое соотношение показы вает, что оператор G0 ( )̂ =  G0 не зависит

от t. М атрицу рассеяния S  в терминах Ж и  Ж 2 можно представить 
в виде

ос ос п+т  ~  ~

S  =  (7 , S ~ - d t i dtl
n = 0  m = 0 d  d

. . .  . . .  3 ^ ( 4 ) } .

Поэтому

[G.. S] =  S  V
n=0 m=0 n !  m !

n  ̂ d t t . . .  dt„ ^ d i\  . . .  d t'm X
— 00 — 00

00

x  T  «G0, Щ1 (*i)l • • • s t i  (tn) Ж г  (*i) . . . Ж г  (4 ) )  +  m  j  di x . . .
’— 00 

00

. . . d t n \  dt \  . . .  d imT  ( Ж ,  (ti)  . . .  Ж г  (tn) [G0, Ж г  & )] ■■■Жг  (4 ) )
— oo

Отметим, что согласно (4.5.38)
<3G, (t)

[G0, ж т  =  * ^  •



Поэтому, используя (4.5.38), находим

оо °° п-\-т { f* °С*
[G0, S] =  J  2  \ - i n  \  à t ! . . .  1 Л ; . . .

n=0 m=0 { jJ» JL

. . .  dtm-± -T  Ф (̂ з) • • • Ml itn) M t t i ) . . .  Жг (4)) +
ОО ОО

+  ш ( п - 1 )  j  ... dtn j  dt\ . . .  dt'mô (tx —12) T ( [G x ( / x) ,  Ml ( * a)J x
—oo —oo

oo oo

X  Ml ( 4 )  • • .  Щ к )Ж Л й ) . . .  J & ( 4 ) )  +  m j *  àtx . . .  dta j  < 4  • • •
— oo — oo

• • • dtmT (Ml (h) . . . M l  (U [G0, st% (G)] ■■■ М 2 (4)).
Мы учли при этом, что

4 - Т  (й (О Ь (О ) =  Т  ( 4 г -  6 (О )  +  в (* -  О  [Û (0 . Ь (Г)\.

И спользуя соотношение (4.5.39), получаем

[G0, S] =  2 ]  S  ■ (~ , 4 —  I —  in (п —  1) i  dta ... dtn ) dt[ . . .

• • • dtmT ([G0, М 2 ik)] Mi (к) . . . M i  (к) Жг (G )  ... Ж (4)) +
oo 00

+  m § dtx . . .  dtn § dt[ . . .  dtmT (Mi (/1) . . . M i  (U [G0, Жг (4)] ...
1—00 —00

... М 2 (4))},
и л и , переобозначая индексы суммирования, приходим к соотношению

[G0, S] -  0. (4 .5 .41)

Т аким  образом, нами доказано следующее утверж дение: если G (g) —  
интеграл движ ения, [G (g), M  (g)] =  0, то [G (0), 5 ]  =  0. Вернемся 
к  доказательству независимости g  ( |)  от g. "  i

Запиш ем интересующ ие нас преобразования (4.4.16) для фейнма- 
иовской  калибровки (g =  1) и при g  =  0 :

А ?  =  К  +  Z a с а =  са,

Я '  =  <?, Я’ =  ~Я• (4.5.42)
П одставляя сюда разлож ени я (4.4.48), (4.4.52) операторов на п лоски е



волны, получаем

с кЗ =  d ,  +  ( d k  Ч" /к ). СкО =  CÎO Н----( dk  +  fk) ,

d l  = d ak +  - ^ r - ( c ak3 - c ako), fk =  f l ------^ ( C k 3 -c £ o ) ,

ttpili ~  Яр [lit p̂jut =  bpill-

Вводя общее обозначение К  для операторов (с, d, f) и учитывая пере
становочные соотношения для этих операторов, представляем формулы
(4.5.42) в виде

/ ( ' _ / t  =  *[G0, К ],  

где

Со =  а  2  { ( d f  -  е й )  (dk +  f i )  +  (dak+  +  Гк+ ) (Скз -  Ско)}.
ка У 2

Таким образом , оператор G0 является генератором преобразований
(4 .5 .42 ) . (Оператор G0 совпадает с оператором i£Q (см. (4.4.24)) при 
g  =  0 и g =  1.) Вводя оператор Q0 с помощью соотношения G0 =  
*= i^Qo (очевидно, Qo~ =  Q0)* перепишем формулы (4.5.42) в виде

(Qo- c U  --------Ь = -  (dl +  f l) , [Q0, c U  = ---- р = -  (dl +  f l) ,

{Qo. d î)   ------Ь -  ( &  -  c io), {Q„, f l )  =  - f i = -  (c l ,  -  ego). (4.5.43)

К ак мы отмечали, S -матрица коммутирует с оператором G0.
Т ак как S -матрица содерж ит четное число фермионных полей, то 

она будет коммутировать и с оператором Q0:

[S, ÇoJ =  0 . (4.5.44)
П окаж ем , что

(8 (I), Q0] =  0 . (4.5.45)
Отметим, что так  как  Q0U>() =  0 , то

[Qo. K +9 0Kl =  (Qo. К+1 З Д  +  K +Vo (Qo. К],

где К  — любой из операторов c i3, d i , с£о, f i -  И спользуя формулы
(4 .5 .43) , получаем

(Qo. Ck3+̂ 0Ck3 -  c l t ^ o d o  +  /k+̂ o/k -  d l + 9 A ]  = o, 
о тк у д а  согласно определению % (g) следует формула (4.5.45).

Найдем % (I) s s  . Согласно (4.5.31)

8  (I) =  X  {cftS  (g) Скз -  ( 9  cio +  f l 4  ( 9  f i  -  d i 4  (I) $ }  =
Va

=  ï  {(fk3+ -  е й )  % (9  c i ,  +  c i t é  ( 9  (Ci, -  cio) +  ( f ü  +  d i + ) 8  ( 9  /к -
ko

- d i 4 ( l ) { d i  +  f i ) } .



И спользуя (4 .5 .4 3 ), находим

*  (6) =  £  н г -  ( -  {<3o. Æ+ } S (I) Скз +  &  (1) {Qo, f t )  -
ka *"

-  [Qo. & №) /к +  dk+ ü (I) IQo, с£з]), 
или, учитывая (4.5.45):

8  t t )  =  2  и г -  ( -  Q ed 2 + *  ( I )  Ck3 -  d f + 8  (g ) Ck3Q 0 + .  &  ( I )  Щ  +

+  Q<A0~^ (£) /к).
Т ак как  для физических векторов состояний Q0CDa =  =  О
и [S, Q0] =  0, то согласно определению (4.5.36) g  (£) =  0, что и тре
бовалось доказать.

Отметим, что если учесть результаты  § 4.3, то ф изическая унитар
ность S -матрицы (4.5.22) будет очевидной. Д ействительно, S -матри
ца (4.2.1) в кулоновской калибровке не содерж ит духовых состояний 
и строится на основе эрмитова гам ильтониана взаимодействия. 
Поэтому она является физически унитарной. В п. 4 .3 .3  мы преобразо
вали  эту S -матрицу к виду (4.3.30), который совпадает с видом вы ра
ж ения для матрицы рассеяния в лоренцевой калибровке. Отсюда 
следует физическая унитарность последней. Кроме того, из совпадения 
матриц рассеяния в физическом подпространстве в кулоновской и л о 
ренцевой калибровках следует, что матричные элементы S -мат
рицы  в лоренцевой калибровке между физическими векторами со
стояния не зави сят от калибровочного параметра £. Подчеркнем, одна
ко, что в формализме, исходящем из лагран ж и ан а (4.4.6), физическая 
унитарность S -матрицы не очевидна. Поэтому здесь мы привели 
независимое доказательство унитарности.

§ 4.6. П ЕРЕН ОРМ И РУЕМ ОСТЬ ТЕОРИИ Н ЕА БЕЛ ЕВЫ Х
КАЛИБРОВОЧНЫ Х ПОЛЕЙ

4 .6 .1 . Классификация ультрафиолетовых расходимостей неабеле
вых калибровочных полей. Элементы S -матрицы и функции Грина 
калибровочных полей расходятся в высших приближ ениях теории 
возмущений как  в области больш их, так  и в области малых 4-импуль
сов виртуальны х частиц. Расходимости в области больш их импульсов 
называю тся ультрафиолетовыми, а в области малых импульсов — ин
фракрасными. П оследние связаны  с отсутствием массы у глюонов (и 
кварков, если мы считаем их массы равными нулю). При этом, если 
не пользоваться теорией возмущ ений, то так  ж е, как  в квантовой элек
тродинамике, вероятность процессов с участием конечного числа 
глюонов будет равна нулю (в теории возмущений этот нуль соответ
ствует инфракрасной расходимости S -матрицы). Мы не будем здесь 
касаться проблемы инфракрасны х расходимостей, тесно связанны х 
с проблемой удерж ания кварков в адронах (в связи  с этим см. п. 5.1.2). 
Ограничимся здесь рассмотрением ультрафиолетовых расходимостей 
в матрице рассеяния и покаж ем, что так  ж е, как  в квантовой электроди



намике, в теории неабелевых калибровочных полей существует только 
конечное число основных расходимостей, которые можно устранить 
с помощью процедуры перенормировки.

Д ля  простоты рассмотрим калибровочное поле при отсутствии 
фермионов, т. е. глюонное поле с самодействием без кварков. При ана
лизе' расходимостей будем считать, что в интегралах, определяю щ их 
матричные элементы S -матрицы, выполнен поворот в комплексной
плоскости р 0 на угол -у - ,  в результате чего 4-импульсы виртуальны х
частиц становятся евклидовыми (а не псевдоевклидовыми, см. п. 3.6.1). 
Кроме того, чтобы получать конечные величины, произведем промеж у
точную регуляризацию  с помощью одного из описанных в § 3.6 спосо
бов, например путем введения граничного импульса М ,  который в 
дальнейш ем (после перенормировки) долж ен быть устремлен к беско
нечности.

В рассматриваемой нами квантовой динамике глюонов матричные 
элементы S -матрицы содерж ат в качестве основных величин функцию 
распространения глюонов /ô ^Z ^v  (k\ g), функцию распространения 
фермионных скалярны х духов $ с (k) Ьаь и три типа вершинных функ
ций: Vffik (&1» &2> &з) (тройная глю онная верш ина), V^bc (ku k2, k3) 
(тройная глю он-духовая верш ина) и (kly k2i k3, &4) (четверная
глю онная верш ина). Эти функции ведут себя в области больших им
пульсов так:

О  ~  ь  ( / =  1 , 2 , 3), -  k3, 0  (Л) ~  4 г  .

C i l ,  ~  k°{ ( 1 = 1 ,  2 . 3, 4), <Z5‘ V (k) ~  - J r  • (4-6.1)

Рассмотрим вначале неприводимые диаграммы, т. е. диаграммы, не 
содерж ащ ие собственно-энергетических и вершинных частей (т. е. 
функций распространения G ^ , G и вершинных функций Г ^ ,  Г^, 

в высших порядках теории возмущ ений; нулевым приближением 
для этих функций являю тся функции (4.6.1)). Т акая  неприводимая 
диаграмма содерж ит в общем случае N  внешних глюонных линий, 
N c внешних духовых линий (если данная диаграмма является внутрен
ней частью более сложной диаграммы), F  внутренних глюонных 
линий, Fс внутренних духовых линий, п3, я 4 тройных и четверных 
глюонных вершин и, наконец, пс тройных глюон-духовых вершин.

Т ак как  в каж дую  глю он-духовую  вершину входит одна духовая 
линия (и одна духовая линия выходит), то число духовых вершин
будет равно Fc +  N c (только половина внешних духовых линий вхо
дит в глюон-духовые вершины рассматриваемой диаграммы), т. е.

Пс =  F t +  - i -  N c.

Т ак как  с вершиной VMV̂ P связано четыре глюонные линии, с вершиной 
VixvK — три глюонные линии и с вершиной — одна глю онная л и 
ния, то число 4я 4 4 - 3п3 +  пс будет равно удвоенному числу внут-



ренних глюонных линий (глю онная линия всегда связан а с двумя 
какими-либо вершинами) плюс число внешних глюонных линий (каж 
дая внеш няя глю онная линия связана только с какой-либо одной 
вершиной):

4/z4 -f- Зн3 -f- п с — 2F  -f- N .

Из этих формул числа внутренних линий F , Fc можно выразить через 
числа вершин и внешних линий:

F с =  4 *  (2п с ~  N c)> F  =  - i -  (4n4 +  Зп3 +  пс —  N). (4.6.2)

Т ак ж е, как  в квантовой электродинам ике (см. § 3.6), интеграл S^ 
соответствующий рассматриваемой неприводимой диаграмме, согласно 
(4.6.1) можно схематически представить в виде

где
coj =  F  +  Fc —  (n — 1), cd2 =  2F  +  2FC —  n3 — nc, n = n 3 +  n  ̂ +  n c.

(4.6. 3)
П оскольку мы рассматриваем связанную  неприводимую диаграмму, 

то поды нтегральная функция не распадается на множ ители, содерж а
щ ие независимые переменные. Поэтому сходимость интеграла опреде
ляется разностью  4(0х — со2 (она назы вается индексом расходимости 
диаграммы ), т. е.

о  =  4(0] — со2.
И спользуя формулы (4.6.2), (4.6.3), получаем

(0 =  4 — N — N c. (4.6.4)

П ри (о <  0 интеграл сходится, при со ^  0 — расходится. Зам е
чательно, что здесь так ж е, как  в квантовой электродинам ике, величи
на со не зависит от числа вершин я 3, п4, пс.

Из (4.6.4) следует, что сущ ествует ограниченное число типов расхо
димостей (а именно девять), соответствующих следующим значениям  
N  и N c:

1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 1 2 3 4 2 0 1 0
2 2 0 0 0 2 4 0 0

#2 1 2 1 0 0 0 3 4

Типичные диаграммы, соответствующие этим типам расходимостей, 
показаны  на рис. 37. Отметим, что диаграммы, соответствующ ие слу
чаям 7 и б на рис. 37, в действительности не приводят к логарифми
ческим расходимостям и, следовательно, являю тся сходящ имися.-Это 
связано с тем, что духовая вершина Vц пропорциональна импульсу 
только входящ ей духовой линии. Д иаграм м ы  7 и 6 обязательно со
держ ат хотя бы одну внешнюю верш ину с входящ ей внешней духовой



линией, по которой не производится интегрирование. Поэтому при 
определении степени расходимости мы завы сили ее в этих случаях 
по крайней мере на единицу, следовательно, интегралы, соответствую
щие случаям  7 и 6 , будут сходящ им ися.

Д иаграммы  типа 8 можно, очевидно, не рассм атривать, так как 
соответствующие интегралы представляю т собой 4-векторы, причем

V_^
• /  \
/  \

ОЛАЛ/*/

Л
'1 Л Л Л Л  . О Л Л /Vo Д Ап п

AAA^VVVVVV 
Л/\/\/\ЛЛЛ/\A/V 

л л лл----рлл/>
) S

Ш л 1* — 1Ц /\А Л

гЛЛЛ/V »
ч ..^

v/WV*Л
г1ллГ

/ \  /чЛЛЛ
ч_У

Рис. 37

4- импульс внешней линии диаграммы равен нулю , следовательно, 
вследствие релятивистской инвариантности соответствующие интегра
лы обращ аются в нуль.

Н аконец, вакуумны е диаграммы типа 9 , как и в случае квантовой 
электродинам ики, можно не учиты вать, так  как они приводят только 
к фазовому множителю с бесконечной фазой в матричных элементах
5 - матрицы.

В оставш ихся случаях , соответствующ их диаграммам типа 1—5, 
мы такж е имеем, вообще говоря, завыш енные степени расходимости. 
Однако если учесть требования релятивистской и калибровочной ин
вариантности промежуточной регуляри заци и , то для диаграмм типа 
1— 5  мы получим только логарифмические расходимости (см. § 3.7). 
В этом смысле ситуация с расходимостями в теории неабелевых калиб
ровочных полей аналогична ситуации в квантовой электродинамике.

4 .6 .2 . Перенормируемость теории неабелевых калибровочных по
лей. Оставш иеся логарифмические расходимости можно устранить, 
как и в квантовой электродинам ике, путем перенормировки константы 
связи g  и требования, чтобы масса глюона после перенормировки оста
валась равной нулю. Кроме того, если рассматривать калибровочно 
неинвариантные величины, то долж на быть перенормирована такж е 
константа Е, фиксирую щ ая калибровку.

Ф ункции Грина и вершинные функции, соответствующие диаграм
мам типов 1— 5 , обозначим Gob (/?), G fy (p), Г ^ ,  Г ц ^ , Г ^ р -  Эти 
функции учитывают все радиационные поправки к элементарным функ



циям Грина и вершинным функциям , так  что

Gab (р) |„=0 =  Ьаь@ (Р), ( С  (P) |g=0 =  Ьаь $ и  (р\ 1), (4.6.5)

T f ( k lt k 2, k3) \g^o =  Vallbc(k1, k 2, k 3), r & ( f t lf К  k3) |,=o =

=  v t bU k v  k 2, k3), C ( ^ ,  k 2, k3, h ) \ ^  =  v ai ï U K  К  k3, Ю -

Они соответствуют эффективным линиям  и верш инам, которые долж ны 
подставляться в скелетные (неприводимые) диаграммы.

Расходимости в ф ункциях Грина и вершинных ф ункциях, как и в  
квантовой электродинам ике, выделяю тся в виде множителей

Gab (g ,  I) =  z3Gab(g,  §), G $ ( g ,  £) =  z3( Ç ( g ,  |) .

C  (g,  g) =  г Г ' Г Г  (g,  | ) ,  Г &  (g,  g) =  z V ' r %  (g, §),

C ? p  (g,  ê) =  (g ,  1), (4.6.6)

где черта снизу служ ит для обозначения перенормированных величин 
(для краткости записи импульсные переменные во всех ф ункциях 
опущены).

Д алее  мы покаж ем, что функция Gjfv имеет следующую структуру:

С  №. I) -  <з» №. I) -  - ^ )  - 1 6„». W.6.7)

где (/ft) — поперечная часть функции Грина, содерж ащ ая расходи-

мости, и ----- продольная часть функции Грина, которая, как  мы
видим, не испытывает влияния взаимодействия. Считая, что перенор- 
мированная ф ункция Gjfv определяется формулой, аналогичной
(4.6.7),

Q t  (k, I) =  G g {k, | )  (gliV -  - ^ )  - 1  6ab, (4.6.8)

приходим к соотношению

Ê = 4 " -  (4-6.9)

Связь перенормированной константы связи g  с неперенормированной 
константой связи  g  мы установим несколько позж е, а пока отметим, 
что величины z  и перенормированные функции G, Г определяю тся 
соотношениями (4.6.6) неоднозначно, именно эти величины определе
ны с точностью до конечных множителей г ' и z '—1. Д л я  устранения 
этого произвола потребуем, чтобы функции _C,_G(n и ГацЬс при k2 =  
=  — р 2 и k\  =  ki =  kl =  — р 2 (где p 2 >  0 — некоторая константа) 
вели себя так  ж е, как  функции G, G(*> и Та̂ с при k2 =  — р 2 и



Эти соотношения определяю т величины z3t z3, zx. Величины zx и z  
мы доопределим далее исходя из требования, чтобы вы полнялись со
отношения (4.6.12). Напомним, что аналогично мы определяли пере
нормированные функции в квантовой электродинамике, считая, что 
вблизи массовой поверхности частиц (k2 =  0 , р 2 =  т 2) они ведут 
себя как соответствующ ие функции свободных частиц. В рассматривае
мом случае точку нормировки р 2 =  — р 2 считаем отличной от н уля, 
так как  вследствие равенства нулю массы глюона выбор р =  0 приво
дил бы к инфракрасны м расходимостям (см. п. 5 .5.2). Считая р 2 >  0, 
получаем, что все константы z  вещественны, так  как  для пространствен
но подобных импульсов функции G, Г вещественны.

Отметим, что наличие величины р является существенным для всей 
дальнейшей теории и она будет входить во все конечные результаты . 
Вместе с тем выбор величины р произвольны й, и это будет использо
вано нами при выводе уравнений ренормализационной группы.

П окаж ем , что если считать

и предполагать, что величины z  связаны  между собой соотношениями

то из отсутствия расходимостей в ф ункциях G , Г будет следовать 
отсутствие расходимости в матричных элементах S -матрицы. Соотно
шения (4.6.12) доказаны  нами далее (они называю тся тождествами 
Уорда).

Д ля  доказательства сделанного утверж дения рассмотрим некото
рую скелетную  (неприводимую) диаграмму, содерж ащ ую  N  внешних 
глюонных линий, N c внешних духовых линий, п4 четверных вершин, 
п3 тройных глюонных вершин и пс тройных глюон-духовых вершин. 
Эта диаграмма содерж ит такж е F  внутренних глюонных линий и Fc 
внутренних духовых линий. Соответствующую этой диаграмме внут
реннюю часть (без внешних линий) обозначим g 2n*+n*+nc Цп (G, Г) 
(степень g  соответствует тому, что каж дая четверная верш ина вносит 
в к л а д у 2, а каж дая тройная — вклад  g ). Величина Un (G, Г) представ
ляет собой некоторый функционал функций Грина G и вершинных 
функций Г, соответствующ их эффективным линиям и верш инам, вхо
дящ им в рассматриваемую  диаграмму.

24 В квантовой электродинамике перенормированную вершинную функцию мы 
нормировали несколько иначе (см. 3 .6.40)).

(4.6.11)

(4.6.12)z =



М атричный элемент S -матрицы (без внешних линий) будет опреде
ляться  величиной

и  (G , Г, g)  =  £  g 2n' +n‘+n‘U n (G, Г), (4.6.13)
. ГС

где суммирование производится по всем скелетным диаграммам, отно
сящ имся к рассматриваемому процессу. И спользуя соотношения
(4.6.10), (4.6.11), эту величину можно переписать в виде

U (G ,  Г , g ) =  S g 2"1+ "3+ " ^ „ ( G ,  Г) z“ S ,  c~z3cz i %
Fc 2Гс4+гсс F — — 2̂м4+гсз+гсс)

Входящее сюда произведение множителей z  вследствие (4.6.2) опреде
ляется так:

„ 4— n ~ F  2п4+ п  F - j - ( 2 n t+ n 3+ nc) ' N ' N (  ~ \"с 2„ 1+„
z Z\ Z3  Z\ Z3 — Z3 z3 ^

Поэтому, используя (4.6.12), получаем

U (G, Г, g)  = T ^ Ncz ~ ^ N £ g 2n<+">+ncU n (G, Г),
з 3 и —  —  —

откуда следует

~ ~ T Nc ~ T N
U (G, Г, g )  = z 3 г z3 2 G (G, Г, g). (4.6.14)

Величины G, Г в области больших импульсов с точностью до мно
ж ителей, ведущих себя как логарифмы импульсов, ведут себя, как  и 
соответствующ ие функции свободных частиц (см. § 3.7). Поэтому, 
используя соображ ения п. 3 .6.7, можно прийти к выводу, что ве
личина U  (G, Г, g) (в рам ках теории возмущений) не будет содерж ать 
расходимостей.

К ак и в квантовой электродинам ике, внеш ние линии содерж ат 
радиационные вставки, вследствие чего внешние линии заменяю тся 
некоторыми эффективными внешними линиями. Эффективным линиям  
сопоставляю тся эффективные векторы поляризации глюонов 
связанны е с исходными векторами поляризации é %) (которые сопо
ставляю тся обычным внешним линиям ), соотношением

е<х> = * â V  (4.6.15)

(формальное соотношение для духовых частиц, аналогичное (4.6.15), 
имеет вид с =  z j 2 с). Таким образом, согласно (4.6.14), (4.6.15) 
матричные элементы S -матрицы определяю тся формулой

=  (£(Т  и  (G, Г, g)  =  (e < Y  U  (G, Г, g)  (4.6.16)

и являю тся, следовательно, конечными в теории возмущений по g  
(мы полож или здесь N c =  0). Это соотношение вы раж ает свойство 
перенормируемости теории неабелева калибровочного поля.



Видно, что соотношения Уорда (4.6.12) играю т фундаментальную  
роль при выводе перенормируемости теории неабелева калибровочного 
поля. Тождества Уорда в квантовой электродинам ике (см. п. 3.6.5) 
такой роли не играют.

Ф ормула (4.6.16) позволяет с помощью теории возмущений найти 
конечные матричные элементы произвольного физического процесса, 
если известно разлож ение в ряд  по степеням g  перенормированных 
функций Грина G и перенормированных вершинных ф у н кц и й ^Г . 
Теория возмущений по степеням g  для величин G, Г строится так  же, 
как в квантовой электродинам ике, и приводит к вычитательной про
цедуре, т. е. в низш их п орядках  теории возмущений из вершинных 
функций и массовых операторов функций Грина следует вычитать 
о  +  1 первых членов разлож ения этих величин в ряд  Тейлора (о  —  
индекс расходимости соответствующей величины).

4.6.3. Тождества Уорда. Выше при доказательстве перенормиру
емости теории неабелева калибровочного поля мы использовали то
ждества У орда, представляю щ ие собой некоторые соотношения меж
ду перенормировочными константами г. Здесь мы рассмотрим, как  
выводятся эти тождества.

Напомним сначала определение функций Грина калибровочного 
поля G£v (Щ и духового поля Gab (р) (см. формулы (4.6.5), а такж е
(3.5.10)):

С  (k) =  -  i J  d*xeikx (0 IT  «  (x) A b (0)) 10>,

Gah (p) =  J  cl4xeipx ( 0 1 T  ( ?  (x) c (0)) | 0). (4.6.17)

Здесь Лд, с 1, 0х — операторы глюонных и духовых полей в гейзенбер
говском представлении; усреднение проводится по вакуум у взаимодей
ствующих полей. И спользуя одновременные перестановочные соотноше
ния (4.4.32)

ô (t —  П  (д0 са (х), ?  (х ’)} =  — Ь(х —  х ’) ЬаЬ 

и то, что до0 (0  =  ô (t), получаем

д Ч  <01Т  (са (х) ?  (0)) 10) =  ( 0 1 Т  (д'хд»са (х) сь (0)) 10) — Ô (х) баЬ. (4.6.18) 
Согласно уравнениям  поля (4.4.10)

д Ч с° {х) =  — gd* (AIX (x) х  с (х))а.

Поэтому, учитывая (4.6.17), (4.6.18), находим

-  1рЮаЬ (Р)  =  iôab +  (p) ( j b (р),

где матрица 2 ас (р) определяется соотношением

(p) < ïb { p ) = g [  d*xelpxæ  <0 1T  ((Лц (x) х  с (х))а ?  (0)) 10). (4.6.19)

Величину 2  (р) можно представить в виде

2 *  =  - ^  2 , (4 .6 .20)



где (р) определяется уравнением

tS “  (P) Gcb ( р ) =  g  J d4xelp* (О I Т  ( ( Д  (х) х  с (*))“ ?  (0)) 10>. (4 .6 .2 1) 

Таким  образом, духовая функция Грина представима в виде

О Д  =  -  „ м Л м  • <4 -6 -22>

так что

G =  +  # C2G, (4.6.23)
следовательно, матрица Ъас играет роль массового оператора функции 
Грина Gac.

Рассмотрим тройную  глю он-духовую  верш инную  функцию  Т ^ с(р, q). 
Эта ф ункция связана с фурье-компонентой соответствующей функции 
Грина соотношением

J d 4xd4y e ipx+im <0 1 Т  {са (х) ?  (у)  Д  (0)} | 0 > =

=  -  ё ? Т  (Р, Я) (P) Gbe (Я) Gcf%  (k), р +  q +  k =  0 (4.6.24)
(cp. с аналогичной формулой (3.5.18) в квантовой электродинамике).

П оступая так  ж е, как  при выводе соотношения (4.6.18), и учиты
в ая , что (0 | Д | 0> =  0 , получаем

д Ч  (0 1T { cd (х) ~с (у)  Д  (0)} I 0 > =

-  -  gëP  (0 IТ  {( Д  (х) X с (*))d ?  (у) Д  (0)} 10>.
Поэтому

ip 2g т ?  (P, q) Gad (р) Gbe (q) Gcf\ ( k )  =  g p » T $  (p, q) Gbe (q) (k ),
или

i p * n bc (p, q) Gad (p) =  p ' T t  (P, q), (4.6.25)

где функция r V(Ll определяется с помощью соотношения 

й $ ( р .  Я) Gbe(q)G cf\ ( k )  =

=  — i  J d 4xd4y e tpx+iqy ( 0 1 T  { (Д  (x) x  c { x ) f  ?  (y) Д  (0)} 10). (4.6.26)

И спользуя (4.6.23), (4.6.21), соотношение (4.6.25) можно представить 
в виде

Г Г ( Р ,  q) =  ip l K c (p, q), (4.6.27)
где

T t  (Р. Я) =  К с (Р, Я) +  i (Sx (p) G (p))da Tdbc (p, q). (4.6.28)
Это соотношение допускает простую диаграммную  интерпретацию. 
Именно ф ункция (*, у ,  0) соответствует диаграмме, показанной 
в левой части диаграммного равенства (рис. 38) (точке х  соответствуют 
совмещенные в ней полевые операторы  А^  и с). Первый член в правой



части этого равенства соответствует всем компактным (т. е. не разделя
ющимся на две части путем пересечения только одной линии) частям 
величины Г ^ ,  а второй — некомпактным частям величины

Приведенные нами формулы являю тся, по сути, определением функ
ций Грина и вершинных функций в терминах вакуумны х средних 
произведений полевых операторов, И спользуем инвариантность тео
рии по отношению к преобразованиям  (4.4.16) [11]. В начале покажем, 
что продольная часть глюонной функции Грина не модифицируется вза
имодействием и определяется формулой

qvG tv (q) =  - l - ^ - à ab. (4.6.29)

ÔA Г/Х
Рис. 38

Генератором преобразований (4.6.16) является  оператор G, опреде
ляемый формулой (4.4.24). С читая, что G |0> =  0, получаем

( 0 1 [G, Т  (Лц (я) Gb (0)}] 1 0> =  0.

Т ак как  i [G, ЗД =  6ЭД (31 —  операторы  глюонных и духовы х полей), 
то, зам ечая, что (см. (4.4.16), (4 .4 .16 '))

(*) =  XJÙlxca (л:), Ô ? (х) =  — - | -  дМ * {х),

8са (х) = ----- L  (с (х) х  с (х))а, (4.6.30)

получаем

i l  <01T  ( i V *  (х)  ~с (0)) I 0 ) ------1- <01T  {A l  (.к) d vA bv (0)} |0> = 0 .

Т ак как  операторы  Лц (х) коммутируют между собой в один и тот ж е  
момент времени, то

dv ( 0 1T  [ A l  (х) Л$ (0)} 10>  ----- tg <0 J Т  ф йс° (х) ?  (0)) 10>.
У читывая, что

Ф\хСа (х) =  д^са (х) +  g  (Лц (х) X с (х))а,

и используя определение величины (q) для фурье-компонент, по
лучаем

-  ikv( C  (k) =  -  i \k»G ab (k) -  tg (Ей (k) G ( k ) f > (4.6.31)



И спользуя формулы (4.6.23), (4.6.20), приходим к соотношению (4.6.29). 
Таким образом , функцию Грина глюонов можно представить в виде

G?v (Л) =  (g u v ----- к- ф -  ) Otn (k) - 1 ЬаЬ, (4.6.32)

где Gxl) (k) — поперечная часть функции Грина.
Покажем, что между введенными здесь вершинными функциями 

Щ с и функциями Грина выполняется соотношение

-  (гй! (р, 9) + < ГГ' (Р, 9>) <?* (9) К1 +

+  га</>. 9)0“ “»(P )-ÿ-*v =  0. (4.6.33)

Д л я  доказательства этого отметим, что справедливо соотношение 

<01 [G, T  (Л“ (х) ?  (у) d vA cv (0))] 10> =  0.

И спользуя формулы (4.6.30) и отмечая, что ôdM $ (я) =  0, отсюда 
получаем

-  { < 0 1Т  (А Ц х) c?-Al(y) « ( 0 ) )  10) +  td№ < 01T  (ca(x) cb(y) d M cv(0)) | 0> +

+  ig  <0 IT  (И д  (x) x  с (x))a ?  (y) «  (0)) I 0> =  0 (4.6.34)

(мы при этом учли , что <01 А% 10) =  0).
Трехглю онная верш инная ф ункция определяется формулой, ан а

логичной формуле (4.6.24):

§ Г Х  (р, (?) Gda\  (р ) Geb\  (q) Gtc\  (k) =

=  J  d ix d iy e Cpx+“>y <0 | T  ( A l  (x) A i  (y) A cv (0 )) | 0>, p  +  q < { - k =  0 . (4.6.35)

И спользуя определения величин Гд,;с (р, q), (р , q), а такж е со-
отношение (4.6.29), перепишем формулу (4.6.34) в виде

(Р, Я) Gda\  (P) - ÿ -  +  i p j t f  (р, (?) Gda (p) Geb (q) -

- Ш ( Р ,  q ) C f b ( q ) 4 r  =  0.
У читывая, что согласно (4.6.28), (4.6.22)

F g  (p, (?) -  i p , J ? f (p, q) Gda (p) =  î g  (p, q) +  l - ^ ~  l V ef (p, q),

мы приходим к формуле (4.6.33).
Т ак как  (p, q) =  i p l T f £  (p, q) (см. (4 .6 .27)), то из (4.6:33) 

вытекает

г & (/>, q ) p V k y =  о, (4.6.36)



следовательно, согласно (4.6.32)

-  ( Г $  (Р, Я )+  i ^ ~  V f  (P, Я)) Geb (g) kk +

+  ГЙ& (p, я) - ^ - ^ ( р )  =  0 k — — p  —  g. (4.6.37)

Соотношения (4.6.36), (4.6.37) называю тся соотношениями Уорда 
для неабелева калибровочного поля. Мы воспользуемся этими соотно
шениями для вывода первого из тождеств (4. 6.12) для перенормиро- 
вочных констант. Д ля  этого отметим, что если величина Г ^ с пере
нормируется с помощью некоторой константы Z\ (см. такж е п. 5.4.5)«

I V  (р, д) =  ( z i r 1 Din (р> я),
то согласно (4.6.27) эта константа будет совпадать с величиной ги  
zi  =  zx. Поэтому согласно (4.6.37)

-  г Г 'г 3 ( r $  (p, g) +  i ^ ~  Гf  (р, g ) ) G eb (g) kK +

+  гГ% К & (Р ,  д ) ^ к К9%(Р) =  0, k =  — р — д.

Т ак как  функции перед множ ителями z\~lza и z ~ lza конечны (в теории 
возмущ ений), то конечной (в теории возмущений) будет такж е вели
чина Zf^Zÿf^Zÿ. У читы вая, что конечная перенормировка величины

г х нами не была ф иксирована, можем считать, что zx/z3 =  z j z 3 (см.
(4 .6 .12 )). Таким  образом, тождество У орда (4.6.37) для перенормиро
ванных и неперенормированных величин будет иметь одинаковый в и д .2* 

А налогично, отмечая, что

<01 [G, T  {A l (Xl) А* (х2) A l (ха) A i (x4))J 10> -  0, 

можно получить соотношение У орда, аналогичное соотношению
(4.6.37), в которое будет входить 4-глю онная верш ина Г£р$*- Здесь 
это соотношение не приводится. Отметим лиш ь, что из него вытекает 
второе из соотношений (4.6.12).

§ 4 .7 . ФУНКЦИИ ГРИНА И КОНСТАНТЫ П ЕРЕНОРМ ИРОВКИ 
ВО ВТОРОМ  П О РЯД К Е ТЕОРИИ ВОЗМУЩ ЕНИЙ

4.7.1. Функция Грина и константа перенормировки скалярного 
фермионного поля. Вычислим функции Грина и константы перенорми
ровки во втором приближ ении теории возмущений по константе связи 
g .  При этом будем пользоваться методом размерной регуляризации , 
так  как  этот метод является явно калибровочно-инвариантным. 
Начнем с рассмотрения функции Грина скалярного  фермионного или 
духового поля.

25 Тождества Уорда для неабелевых калибровочных полей были получены 
Славновым [19] и Тейлором [20].



Массовый оператор этой функции Грина во втором приближении 
теории возмущений определяется диаграммой, показанной на рис. 39, 
Соответствующая величина 2 <2)аЬ(/?), согласно правилам  Фейнмана* 
определяется формулой

Г(2 )аЬ
(р) = —  ig*fadcf bcdj d k̂ j J i_______ i

+  p  {p +  k)2 № X

X ( g a p - ( l  - l ) k,xhk2 )• (4.7.1)

В методе размерной регуляризации  величина d*k/(2 я )4 долж на быть 
заменена величиной ddk/(2n)d ( d  — размерность пространства), а без

разм ерная константа связи  g 2 — 
величиной g 2p4“ d (р — произволь

ная величина, имеющая размерность 
импульса). При этом сохранится 

р  \  , }  Р  пРеж н яя  разм ерность массового опе-
\  у  ратора, а следовательно, и правиль-

ная размерность функции Грина (эта 
Р* замена, как  мы видели, обеспе-

Рис. 39 чивает правильную  разм ерность
действия). Не наруш ая общности, 

можно считать, что величина р совпадает с точкой нормировки р , 
введенной в п. 4 .6 .2 . Обратим внимание на то, что в методе размерной 
регуляризации  еще до процедуры вычитания появляется величина р  
размерности массы, которая будет входить даж е в неперенормирован- 
ные величины, содерж ащ ие в качестве параметров р и d  — 4. Таким  
образом, в d -мерном пространстве массовый оператор имеет вид

■}2)ab(p) =  — i g \ y A- dfadcf bcd г ddk (p +  fe )V

-  1 ц у - ы и $  - Ц - (

J (2n)d (Р +  *)2*2

Р2 , 1 +  Е

ксскл \  _
—  к2 ) -

(2я)° I к2(р +  к)2 

1 - £  кр , 1 - |

( 1 - 1)

кр

(к2)2 +  ■

2

рЧр

к2 ( к + р ) 2

2 1 (к +  р)2

Мы учли при ЭТОМ, ЧТО =  nôab (см. п. 1.8.4). Д л я  вычисления
этого и других подобных интегралов будем использовать формулу

_ !   Г ( а  +  Р) f  * а ~ ‘ (1 - х ) Р ~ '
-  Г  (а ) Г  (P) J  [а х  +  6 ( 1 - ^ ) ] а + е

(4.7.2)

П олагая в ней d  =  (ft +  p )2, b — k2 и используя формулы (3.6.17),
(3.6.18), приходим к следующим вы раж ениям  для интегралов в 
d -мерном пространстве:

f — ( г  ( 2 ___îL) Г d x  *’ xpv-
J  (2л)“ к2 (к +  р)2 -  2  Л  2_ ±

0 (х2р2 — хр2) 2



iî i ; f e ,ddk
(2n)d (*2)2 (£ + > ) 2

H_______
( 4 я )^2

(дсар 2 —  x/»2) 2
(4.7.3)

И спользуя эти формулы, получаем

Z(2)afc (/>) =  £ V - f -1

nô̂ j {[г (2 -  4) ̂ р 2 -  xp2î -
----- ( i i J L  Г (2 -  4 ) JC (x2p 2 -  x p 2) Г  - 2 ] -

— (1~ S) г ( з - 4 ) р 2х (1 — x ) (x2p 2 —  х р ф  - 3 } .

При d -» - 4 расходится только  первое слагаемое. О тмечая, что сп ра
ведлива ф ормула (см. (3 .6 .22))

г (2 - 4 ) / М /(4) ' C f  (4) —  2 df (4 )  
dd , d —»- 4,

где /  (d) —  р егулярн ая  ф ункция при d =  4, и полагая в ней

f  (а ) =  , 4 4  — ^ 2) 2 2( 4 я )
получаем

х̂ (2)аЬ

где

W  =  W  { ( 4  — 4 )  (ч - ,n - j l 4 )  +  ! }

T] = 4  — d • C  +  ln 4 я . (4.7.4)

Ф ункция Грина духовой частицы Gab (р) связан а с массовым 
оператором соотношением

( ? ь ( р ) = —  р2 +  7:{р) ■

Поэтому с точностью до членов второго порядка по g

Ga (P) =  — bab—r d ( p ) ,

d (P) =  1 +  l & r  n { ( - f — 4 )  (ч ' -  'ln -^ г - )  +  1}
(4.7.5)

В рассматриваемом приближ ении функцию  Грина Gab можно пред
ставить в виде

Gab(P) =  z3? b (P), (4.7.6)



где

;- - 1 +  т & - ' , { ( т ^ х ) * 1  +  1} ’ I4-7-7)
и перенормированная ф ункция Грина Gab определяется формулой 

■Qab(p) =  —  ^ a b -^ fd (p ) ,
р‘ -

Е Л ,„  - Р2
- М  =  1 — i & - n ( - r - - r ) ln

(4.7.8)

16д2 4 4 ]  —  JLI*5

В соответствии с требованием (4.6.10) мы учли, что

G (р) |р2= —М-* ~  ~jjr~

Отметим, что так  ж е, как  в квантовой электродинам ике, при ис
пользовании промежуточной регуляри заци и , основанной на введении
предельного импульса М , величину г) в формуле для г3 следует заме- 

, JC1нить на I n — о-:
Р2

Л 2Г)->- In fi-

При этом произвольная величина р в формуле (4.7.5) сократится.
4 .7 .2 . Функция Грина и константа перенормировки глюонного  

поля. Перейдем к вычислению глюонной функции Грина, которая 
связана с поляризационным оператором П {q) формулой

G ( q ) = 0 c (q; l )  +  0 е (Q', 6)П  (q)G(q).
Во втором порядке теории возмущений поляризационному оператору 
соответствуют четыре диаграммы (рис. 40). П ервы е две (П(12\  П22)) 
соответствуют взаимодействию глюонов друг с другом, третья (П(32)) — 
взаимодействию  глюона с фермионным духом и, наконец, четвертая — 
взаимодействию глюона с кваркам и .

Согласно правилам  Ф ейнмана, величина П*2* (q) определяется 
формулой

П р , а * ( п ) __________L  u i - d p 2 f adcf bcd Г  J - 1 ___________1 V
Hinv (g) — 2  f* 8  Г I J  (2n)d * 2 (* +  <?)2 х

X (ём> {д — + ёрк (д + 2/г)(1 — gï,lt (k -)- 2/г)р) — (1 — с) X
X  (ё<т7 (2k - j -  (?)v —  gyv (k Ч -  2 д)а - ( -  gvа (д k)y) X

X  ^  ^  (k +  qV ) ’
или после раскры тия скобок и учета того, что fabcf abd =  nbCd‘-

_____ ______________________ 6> * Л
(2 я /  ‘

■ь



(d -  6) % qv +  (2d r -  3) (Qllkv +  q j i j  (1 -  g)
k2(k +  q)2 k2 (k +  q)* y&»vKR ~ 4 )

—  kq (knqx - f  kvqlx) - f  q^qv (2 k 2 — q2) +  k ukv (2q2 — k 2)) —

k* (k +  q)2 ^ |JV ”1” 2kq)2 (/г2 -(- 3&7) (k^qv +  &v<7n) ~b f^q^x- 4"
+  K k x ( q 2 —  k 2 —  2 k q ) )  +

+  •i \ k  +  Q)r  +  { k q ?  q ^ x  —  q*kq  { k ^ q v +  6V̂ ))J .

cr
Q

/  4
P * * /  4

/  л
A/vvaaa/vvaA

V  v
a b

И спользуя формулы (4.7.3J, а такж е формулы 

Г К К  i N . .  L / „  d \

I

J (2n)d k2 (k +  q)2 U n f 2 J 
0

+  -Y r(‘
d*k i;^ 1 Г  1

(2n)d k2 (k +  q)* 1

C d“k ‘ __ 1
J  (2n)d k2 ( k 4 q Y  ~ (ЩЛ/2{

0

+4-Г ^2-----

C ddk V v i
J (2*)d k*(k +  qY (4n)d/2

*% ?v

( « V  — xq2)2~ T
■ +

ftMV

(x2q2 — xq2) 

dx  x(з-4)|. i ; - * 9 u , (4.7.9)
(x2q2 — xq2)

\  * V v

(x2q2 — xq2)
3—

+

щ M>v

(x2q2 — xq2) 2

, J V U  d \  x3? - x^ ^ x
4 - 4

+
(x2q2 — xq2) s

+4r(3-4) * 0 — x)g,MV

(x2q2 — xq2)



получаем

п По (9) =  4  n8abg2 i ~ W ~ ) Z ( 4 n f 2 5 d x  (x  ( 1 —  * ))2 *

X [492̂ vr  (2 -  - f  ) +  (2d  -  3) q2gnVx  (1 -  *) Г ( l  -  - f )  +

+  (d -  6) 9u9vr  (2 -  4 - )  -  <4d -  6) q t f v x  (1 -  x) Г (2  -  -£■) +  

+  0  ~  0  (92̂ v -  9,9v) (Г  (2 -  4 )  -  4Г (3 -  4 ) )  +

+  4 "  (1 -  D 2 (92£W  -  <Wv) Г (3 -  4 ) }  .

Д л я  нахож дения асимптотики этого вы раж ения при d  - v  4 нам необ
ходимо воспользоваться формулами (3.6.22). В результате получим

с ?  ( 9 ) = -  4 4  п -  4 -  ш  4 4 + ^ - )  +

+  9n9v (----- 4  'П +  ' Т ' In ------- i r )  +  (1 — 0  (<72̂ hv — 9n9v) X

X (-5- 4 --- T ln -  l)  +  “T (! -  ^)2 (?**■« -  <?иЦ • (4.7.10)

Перейдем к нахож дению  П ^ 6 (9) и Пз^“6 (9). Согласно прави
лам  Ф ейнмана,

n g f  (9) =  — 4  r t 2̂  {/“V  te w * *  -  я**мх) +

+  Г 7 Ме ( м Р -  яю я^) +  f adef cbe (ЯммЯ* -  & v ^ p ) )  x

j* “â2- (^ Xp (1 ®x ¥ p
(2 3 i)d *2 \ ЙЛР V‘  b /  *2

откуда

< ;*  (,) -  -  у - у г ? “ '  J  - Ц -  {и -  >)

Т ак  как  согласно (3.6.17)

ft2 (1 - 0 k%iV ^pAv) 
№2)2 (

I '
âak
k2 =  0 ,

то

(9) =  0.
Согласно правилам  Ф ейнмана и формулам (4.7.3), (4 .7 .9),

о(2)аЬ _  .\.4— d„2fadcfbcd (* ddk ^ p (* +  9)v
i+nv (9) — 4* я /  t  ) - ^ - w w T W

(4.7.11)



=  ё ^ аЬ j  dx  ^2----- y ) *2 (* V  —  *92) 2 2 —

—  9u9v* ( x 2q 2 —  х q 2) T  2 Г^ 2-----| - j +

+4 (j —y ) w  ~  x<?2)T_I} •
И спользуя формулы (3.6.22), находим отсюда асимптотику этого вы ра
ж ения при à  ->■ 4:

П& (9 ) =  П§аЬ ''|0Я2 I SW72 g“ Я\хЯ V H Î2~ 1“

+  4 <?n9v,п 4 ^ “ -----Г  ё ^ 2-----ГГ • (4.7.12)

Таким образом, согласно (4.7.10), (4.7.11), (4.7.12)

ГС" (q) +  n g ?  (9) +  IC *  (9) =  -  nbab - £ r  (g„v92 -  9n9v) X

х { ( т - 4 ) ( ч - ' " ^ - > ) + 4 ^ + 4 - } -  ( 4 . 7 , 3 ,

Отметим, что только в выписанной сумме (но не в отдельных слагаемых) 
вы деляется множитель g ^ Q 2 — qvQv, соответствующий поперечному ха
рактеру поляризационного оператора (см. формулу (4.6.32)). Отметим 
такж е, что в это выраж ение (в отличие от квантовой электродинамики) 
входит величина | ,  связан ная с выбором калибровки. Это связано с 
тем, что сам по себе поляризационны й оператор не является наблю дае
мой величиной. В величине ж е (0 | T  (F^v (х) /Чр (л :')) |0 ) постоянная g 
отсутствует.

Вычислим вклад  в поляризационны й оператор, вносимый кварко
вой петлей в величину П (42̂ \  считая массу кварка равной нулю . 
С огласно правилам  Ф ейнмана, этот вклад  определяется формулой

r C b (9) =  - £ V 4-<<tS p  T aTb ^
ddk Sp y jty v (k +  q) 

(2n)d k2 (k +  q)2 ’

откуда вычисляем шпур от произведения дираковских матриц; находим

l C é (9) = -  4g ^ ~ di Sp Т аТь j  -^ з- 2 2 2 X
ч / 4 -  V v  +  V u  -  « W  (fea +  Ч
х  ** (Л +  <?)2

И спользуя формулу (4.7.3), а такж е формулы (4.7.9), определяю щ ие 
d -мерные интегралы , получаем

П^Ь(9) = 2g y - o  2 J dx  {gMvr (l -  A ) ( x y - x q > f i - 1 +



+  ^ ц г Г

— Г (2  -

(2 - 4  ) x ( x * q * - x q * V  2 -  

- - Ç } x ( \ — x ) ( x zq2 — xq2) 2 2| .

В пределе d  ->■ 4 эта формула принимает вид

Ш д у  ( # )  =  “ з  10Я2 ( ? 2^ n v  <7|Ll<7v) I n  ~  h  I n  2 j

(4.7.14)
(мы учли при Э Т О М ,  Ч Т О  Sp Т аТ ъ =  Ь а Ъ ,  матрицы Т а относятся к
фундаментальному представлению группы  S U  (п )). Эта формула спра
ведлива и при массе кварка /я, отличной от н уля , если рассматривать 
асимптотическую область — q2 ^  пг2.

Если в процессе взаимодействия участвует не один кварк , а щ  
различны х сортов кварков, то вы раж ение для n $ v b (<7)  следует умно
ж ить на n f.

П росуммировав вклады  всех диаграмм (рис. 40), найдем 

(q) =  àab ( g w ?2 —  <7n<7v) { я  ( 4 - - - - - - - - 1~ )  ( л  —  I n  ~  f  — l )  —

— T nf (ч  - ,n  - j f -  +  4  -  1п 2) +  "  +  - Г "  "} • (4 -7 -15>

Отсюда можно найти функцию Грина глюона с учетом поправки вто
рого порядка по g  (мы опускаем конечные при d  ->■ 4 слагаемые 
в z3):

z* =  1

^(*)uv(<7) — 7z4t)\iv{fj)i

^ - i f e - îi ( n ( - T - - + ) - 4 n4

(4.7.16)

где поперечная перенормированная функция Грина глюона 
определяется формулой

(я)

(4.7.17)

Мы учли при этом, что Gg* {q)lq^ ~ ^  =  p ~ 2ôa6, и подразумеваем 
под g  перенормированную  константу связи  g , так  как  здесь учитыва
ются только поправки второго порядка.

Отметим, что при использовании предельного импульса величина
* 1 Л 2 , Л 2 гтт) долж на быть заменена на I n — Г , г\ ->• In — Г . При этом величина р,и fi

не будет входить в функцию G{t).
4 .7 .3 . Глюон-духовая вершина и ее  константа перенормировки.

Вычислим константу перенормировки zx (во втором порядке теории



возмущений), которая будет необходима при изучении уравнений 
ренормализационной группы . С этой целью достаточно исследовать 
глю он-духовую  верш ину, определяемую  диаграммами рис. 41. Соглас
но правилам  Ф ейнмана, вклад  этих диаграмм в верш инную  функцию 
Г =  1 \ +  Г2 определяется формулами

ё К с {р, я) — — (и2 (k +  Я)2 Яо X

X (Ятр +  2Q)e —  gpo (2k  +  Q)v +  gev (k  — Q)p) — x

(■x g f l o - ( l - l ) k6ka
k* / (k +  Q)2

o) -
ddk , , M i

(2к)а (P +  k)‘l X

X  (k +  q)v ft  +  q)* k2 ^  ^  k2 )  ‘

Д л я  вычисления константы перенормировки гх достаточно вычис
лить эти величины в симметричной точке р 2 =  q2 =  Q2. Т ак как  q =  
— P +  Q, то отсюда следует, что 2p q  =  2qQ — —2p Q  =  q2. Чтобы
найти коэффициент в гх при величине rj, нам достаточно удерж ать 
в ф ормулах для 1 \ и Г2 члены вида соответственно

M a Ь k V y
k2 (k +  q)2 (k +  Q)» ’ & (k  +  p)2 (k +  q)2 ’

которые приводят к наиболее сильным расходимостям. В клад  этих 
наиболее сильно расходящ ихся членов в 1\  определяется формулой

ё К с (р, я) — — 1 (» 2 g)3 - i-  f *  j (2K)d k2 (k +  q)2 (k +  Q)2 

X  {— kqky +  k 2qy —  (1 —  ê) (— kqky +  k 2qv )} =

X

i2 2 rr\3 f“,,c— __/('ll 2 p \3 . b»
ф  ë )  2 I J  {2n)* k2 (k +  q)2 (k +  Q)2

f
J (2jx)

— kqK

Мы учли при этом, что согласно (1.8.33)
padgÿgec jbed     П ^

И спользуя формулу

1 Г (« +  Р +  у) Г dx  f  du
Г (а) Г (Р) Г (у) J а х )  а уaab®cV

уа  x {x — y f  1 (1 — xj.v—1

[ay +  b (ж -  y) +  с (1 -  х)]а +Р+т
и а

(4.7.18)
и полагая в ней а  =  (k -f- Q)2, b =  (& +  ç)2, с  =  &2, получаем

Г ddk kqky
J  (2n)d k2 (k +  q)2 (k +  Q)2 -



I X

'(3  ) j d x j d y j d^k kqk

0 0 
1 x

(2n)d [** +  2/г (xq — yp) +  xq*|3

£  __3
(4я^ /2 j d x j d y  J F  ( З  —  4 )  ( t /д е  —  xq2) (ypv —  x<7v ) f i 2 +

+  4 ^ г ( 2 - 4 ) ^ ' 2} .

Б  =  — q2( x (  1 —  x) +  J/(x — «/)). 
Отметим далее, что согласно (4.7.3)

С j f .
J (2п(2n)d (k +  <?)* (k +  Q)2 (4л)'m '(2 - 4 ) l djc

2 -4 - 'о (*V — *92) 2
Поэтому, отбрасы вая регулярн ое при d  ->  4 слагаемое, пропорциональ-

dное Г (3 -), получаем

g ï t c{p, )̂ =  - ^ ( р 2 2£)8- Ç - f4 ( - < 7 2) 2 2г (2 - 4 ) х

X J dx j(x (1 —  х ))т _ 2  —  4  î  d y  (* О —  *) +  У (* —  y))T _ 2 J •

При d 4 отсюда находим

(4-7.19)

(в скобках не учитываю тся постоянные, не зависящ ие от q члены). 
А налогично можно найти величину Г2:

1? ( р , « )  =  Г ь' - £ г - | - ? , ( 4 - ч - т |п ^ - ) -  <4 -7-20>

Таким образом, верш инная ф ункция Г£&е при р 2 =  q2 =  Q2 имеет вид

r f ( p ,  7) =  Г Ч { 1  +  - g2 &  (п  In -  ^  ^  16зт2 2 у*  ш ^  ) } ' (4.7.21)

ИЛИ

Гt i P ,  Я) = ~ z r 'r? c (p f q), (4.7.22)
где

г Г 1 =  1 + ё 2 &*
16л2 2 Т|’

r f ( f t 9 )  =  f \ v ( l ё 2 in - « *  )
16 я 2 2 111 Ц2 j (4.7.23)

(мы учли, что Г “Ьс (р, q) 1, . ^ ^ . рабе \
- m-2 — / 9v)-



И з формулы (4.7.21) видно, что при использовании предельного 

им пульса величину ц следует заменить на In - у -  с тем, чтобы величинаг
р  не входила в величину Г .

Приведем еще константы перенормировки г и  г3, z3 во втором по
рядке теории возмущений (см. формулы (4.7.7), (4.7.16), (4.7.23)), 
выраж енные не через rj, а через предельный импульс М :

г.  =  > + т ( 4'7 '24>

О стальны е константы перенормировки z l9 г  можно найти из тождеств 
У орда (4.6.12)

§ 4.8. АСИМПТОТИКА ФУНКЦИЙ ГРИНА КАЛИБРОВОЧНЫ Х ПОЛЕЙ 
В ОБЛАСТИ БОЛЬШ И Х ИМПУЛЬСОВ

4.8.1. Уравнения ренормализационной группы. К ак мы видели, 
свойство перенормируемости квантовой электродинамики позволяет 
установить асимптотическое поведение в области больш их импульсов 
различны х функций Грина. Теперь покаж ем, что аналогичная ситу
ация имеет место и в теории неабелевых калибровочных полей. Будем 
предполагать вначале, что кварковы х полей нет.

Напомним свойство перенормируемости теории неабелевых калиб
ровочных полей.

Будем использовать общее обозначение Г ( р ; g ;  | ,  М )  для непере- 
нормированны х обратных функций распространения глюонов (G-1 ),^ 
и духов G ’ 1, а такж е верш инных ф ункций, соответствующ их'лю бому 
числу внешних линий. П оследние считаем ампутированными или 
одночастично неприводимыми (это значит, что в соответствующей мно
гочастичной функции Грина отброшены одночастичные функции 
Грина, которые сопоставляю тся с внешними линиями). Ф ункции Г 
зави сят от совокупности 4-импульсов внешних линий р =  {р \---рп)> 
неперенормированных константы связи  g  и калибровочной постоян
ной g, а такж е импульса обрезания М .  Согласно свойству перенорми
руемости структура бесконечностей (логарифмических, т. е. ~ l n  М )  
в неперенормированных ф ункциях Г такова, что они могут быть выде
лены в виде отдельного множ ителя г, не зависящ его от импульсов р:

Г (р; g ,  l , M )  =  z  (g ,  i ,  M ,  fi) Г (p; g ,  fi), (4.8.1)

где функции Г уж е не содерж ат бесконечностей и называю тся перенор
мированными функциями. Здесь g  и £ — перенормированные констан
та  связи  и калибровочная постоянная, соответствующие точке норми
ровки р 2 =  — р 2 <  0. Точку вычитания, или нормировки, мы выбираем



пространственно подобной, так  как  в этом случае функции Грина 
не будут содерж ать адсорбционных частей, соответствующих мнимым 
частям массовых операторов, следовательно, согласно (4.8.1) констан
ты перенормировки z  будут вещественными. Подчеркнем, что в фор
муле (4.8.1) неперенормированная величина Г зависит от импульса 
обрезания М 9 но не зависит от р , в то время как  перенормированная 
величина Г зависит от р , но не зависит от М .

М ножители z, разны е для различны х функций Г, можно вы разить
через пять универсальны х констант перенормировки z u  z l9 г3, г3, z, 
введенных в п. 4 .6 .2 . При этом пяти ф ункциям распространения 
и вершинным функциям  (неприводимые диаграммы которых содерж ат 
расходимость), введенным в п. 4 .6 .2 , в связи  с теорией перенормировок 
будут соответствовать следующие функции Г:

)iliv — A î,  ) — I 2, g  1 mvA, — 1 з> (4 8 2)
£ 2П Х = = Г 4, g i f *  =  Г5.

Ф ункциям  Г* (t =  I , 2 , 3, 4, 5) и общим верш инным ф ункциям  соглас
но (4.8.1), (4.6.14) соответствуют множители

___ 2ç_ пА
г  =  (г3) 2 (23) 2 = г ПАПс, (4.8.3)

где пс и па — числа внешних духовы х и глюонных линий в ф ункциях 
Г. При этом мы учли , что неперенормированные константа связи g  
и калибровочная постоянная g связаны  с перенормированными кон
стантой связи g  =  gp  и калибровочной постоянной I =  gu, соотноше
ниями

gu. =  г Ъ г ' ё ,  Ьх =  г Г 'Ь  (4.8.4)
а константы перенормировки z  удовлетворяю т тождествам Уорда

2 i 2 s  =  ZXZ3, ZZ3 =  z i  '

Н апомним, что константы перенормировки z lt z3, z3 определяю тся 
из условия равенства перенормированных функций G£v, G°6, I j f  
в симметричной точке р х — р 2 =  р  (или рх =  р)  при р 2 =  — р 2, со
ответствующим свободным функциям  (константы z lf z  определяю тся 
из тождеств Уорда (4.6.12)).

Т ак  как  функции Г =н Г„Апс не зави сят  от выбора произвольной точ
ки вычитания р , то

- 5 7 Г ^ - г . Л (Р ; е Л . М )  =  о,
пАпс

откуда, используя (4.8.1), находим

+ Р (£' Р + 6 О»* te* §)} te; g. i; i*) = °*
(4.8.5)



да д% д ] п г плп
) =  =  Уплпс ( | [ > |) =  ^ — ц

(4.8.6)
(производные в определении функций Р , 0 , у п̂ с вычисляю тся при по* 
стоянных g ,  М )  .26

Подчеркнем, что функции |3, ô, у  являю тся безразмерными и не за 
висят от импульсов р. Поэтому они могли бы зависеть от отношения -^*. 
О днако так  как  функции Г конечны при М  ->  о о , то в пределе М -*■ оо 

величины  р, Ô, у не зави сят от р и являю тся функциями только g  
и g. Подчеркнем такж е, что функции (J и ô являю тся универсальны ми, 
т. е. не зависят от рассматриваемой верш инной функции ГПАпс, величи
на ж е упАп зависит от числа внешних линий вершины ТПАП . Соглас
но (4.8.3)

УпАпс =  п Ау А +  псу с, Ô =  — 21уА, (4.8.7)
где

Уа ^ -^ -V
д In z3 

dp
д In z, 

dp
(4.8.8)

и функции y Aj у с, как  и P, Ô, уж е не зави сят от рассматриваемой вер
ш инной функции.

Н аконец , отметим, что в калибровке Л андау  (£ =  0) £ =  0, по
этому 6 =  0 .

У равнение (4.8.5) назы вается уравнением ренормализационной 
группы  (уравнением К алана — Симанчика). Оно аналогично урав
нению ренормализационной группы  (3.8.4), которое рассматривалось 
в квантовой электродинам ике. Т ак как  здесь мы рассматриваем безмас- 
совую масш табно-инвариантную  теорию, то роль массы электрона иг
рает нормировочная постоянная р . Эта постоянная не содержится в 
исходном масш табно-инвариантном лагран ж и ан е и появляется в регу- 
ляризованны х величинах вместо импульса обрезания М ,  входящего 
в неперенормированные величины.

4 .8 .2 . Структура функций Грина калибровочных полей в области 
больших импульсов. У равнение ренормализационной группы  (4.8.5) 
можно использовать для исследования поведения функций Грина и 
верш инных функций в области больших импульсов. С этой целью сде
лаем масштабное преобразование p t ->  Xpt и будем рассматривать 
функцию  Г (Хр; g , р) вместо функции Г (р\ g , р) (мы будем использо
вать калибровку Л ан дау , £ =  0). Если размерность функции Г рав
на р*, [Г] =  рх, то

£  (V ;  g ,  ц) =  v*  f  (-£• р; g j ,

26 Метод ренормализационной группы в теории неабелевых калибровочных полей 
впервые был применен Гроссом, Вильчеком [21] и Политцером [22]. Уравнения ре
нормализационной группы в форме (4.8.5) рассматривались в работах [23], [24].



где Г — безразм ерная ф ункция, зави сящ ая только  от аргументов 
Я—  р  и g .  Из этой формулы следуетjx —

€» ^  =  ( ~ 1 ~ ж  +  * ) г ( Я р ;  ё> и).

следовательно, уравнение (4.8.5) приобретает вид

{я —  Р ( £ )  -ЩГ —  *  +  Yппс (g)} г ппс  (Яр; g, р) =  0 (4.8.9)

(мы заменили g  на g и учли, что £ =  0). Введем функцию g  (Я, g ) f 
зависящ ую  от g  и Я, удовлетворяю щ ую  дифференциальному уравне
нию

Я ^ 1  =  Ш  (4.8.10)

и начальному условию

i ( l » g )  =  g- (4.8.11)

Эта ф ункция назы вается эффективной константой связи . Вводя вместо
Я новую переменную t  =  In Я, перепишем это уравнение в виде

=  g))- (4.8.12)

Это уравнение с учетом начального условия эквивалентно уравнению
I  <<,g>

' ■ [ ж  <4 ' 8 1 2 ')
g

и неявным образом определяет g  (/, g) как  функцию g . Оно назы вает
ся уравнением Гелл-М анна и Л оу . Д ифф еренцируя это уравнение по 
g  и используя (4.8.10), получаем

----- Р (^) ^  (Я, gr) =  0 (4.8.13)

(мы снова вернулись к переменной Я).
Эффективная константа связи g  (Я, g)  имеет простой физический 

смысл: она представляет собой перенормированную  константу связи 
в случае, когда вычитание производится не в точке р 2 =  —р,2, а в 
точке р 2 =  — р 2Я2,

£(Я,  Ы  =  Su =  g- (4.8.14)

Д ействительно, используя уравнение (4.8.13) и определение (4.8.6) 

функции Р, легко  видеть, что величина g  (-^-, не зависит от р



(является ренорм-инвариантом):

J _ ~ ( _ s _  _____ Я à'g(Я, gu) dg (Я, g|i) ag|1
ф  ë  [  ц ’ ë ») n ffk 'r  dgp ф

— ’-“ T-
Поэтому, используя (4.8.11), получаем

&*) =  £ ( ! .  £ ,) =  &•

Зам ен яя далее s на рХ, приходим к соотношению (4.8.14).
Величина и (каноническая размерность) определяется формулой

* =  4 —  п А —  пс =  к ПАпс. (4.8.15)
Это вытекает из того, что размерность операторов ЛЦ, с“, равна р 
(см. (4.4.32)), следовательно, размерность функций Грина в координат
ном представлении будет \лплПс\ в импульсном представлении р аз
мерность функции Грина (без учета размерности ô (2/?), выражающей 
закон сохранения 4-импульса диаграммы в целом) будет 
следовательно, размерность па +  пс точечной вершины будет р 4“ Л/5~ Пс.

У читывая определение (4.8.10) функции g  и формулу (4.8.13)» 
реш ение уравнения (4.8.9) можно представить в виде

Е пАпс ftP* Iх) =
-  1пХ —

-= ГпАпс (p-, g  (К  g ) ,  |t) exp J  (х„Апс —  упАпс (g  (Я,, g))) d In X,

-  J dxvnAn/ë(x,g))

^ папс (^Ру g 9 p) =  ^ A Ce ° E.nAnc(P* SW* s ) 9 Iх)-
П ереходя в этой формуле с помощью уравнения (4.8.10) от интегриро
вания по х  =  In X к интегрированию  по g , получаем

- К f* Уп п (£)
^nAnc (hp\ g j  p) ~ J j iA n c (P'9 g  (^* g)> Iх) ^  A c exP J  d g  ,

ï(Kë)
(4.8.16)

где функции p, Упапс определяю тся формулами (4.8.6), (4.8.7).
Д ан ная формула связы вает перенормированные функции Г с им

пульсами Кр и константой связи  g  с перенормированной функцией Г 
с импульсами р  и константой связи g  (X, g ). П оэтому, зн ая  вершинные 
функции при конечных им пульсах, эту формулу можно использовать 
для нахож дения асимптотики вершинных функций в области больших 
импульсов, если считать, что X -*  оо. При этом надо знать асимптоти
ку g  (X, g)  в области больших X.



Если уравнение (4.8.10) допускает решение, для которого сущ еству
ет предел

lim g  (к, g) =  goo,
h-+oo

то этот предел называют ультрафиолетово-стабильной фиксированной 
точкой. Из уравнения (4 .8 .12 ') следует, что goo представляет собой 
нуль-функции P (g ) ,P  (goc) =  0 . Кроме того, чтобы предел goo сущ ество
вал, необходимо выполнение условия <  0 (так как в этом

случае согласно (4.8.10) (5 (g) — d g /d  In Я >  0 при g  <  g »  и P (g) — 
=  d g /d  ln Я <  0 пр_и g  >  g „ ,  следовательно, функция g  (Я, g )  рас
тет с ростом Я при g" С  g-,» и убывает с ростом Я при g  >  g » ).

А налогично легко  убедиться, что если P (g0) =  0 и g=gao >  0,
то сущ ествует предел lim  g  (Я, g) =  g 0, который назы вается инфракрас-

но-стабильной фиксированной точкой.
Если goc =  0, то теория назы вается асимптотически свободной.
4 .8 .3 . Асимптотика вершинных функций и функций Грина в тео

рии возмущений. Перейдем к нахождению  вершинных функций и 
функций Грина в области больших импульсов, п редполагая справед
ливой теорию возмущ ений, т. е. считая g 2 1.

Весь ан али з, проведенный выше, справедлив, очевидно, и при 
учете кварков, если масса т  последних равна нулю. Если масса квар
ков т  отлична от н уля , то в аргументах вершинных функций, как и 
в квантовой электродинам ике, появляется дополнительный безразм ер
ный параметр т !р.  В рам ках теории возмущений можно показать, что 
в области больших пространственноподобных 4-импульсов р  s= (plf ...  
... ,  р п) этим параметром можно пренебречь. По этой причине для боль
ших (I р  \ т) пространственноподобных векторов р  в ф ункциях Г 
можно пренебречь массой кварков и пользоваться формулами, приве
денными выше. При этом модифицируются величины КпАпс 
(см. (4.8.15)) и УпАпс (см. (4.8.7)). Именно эти величины заменяю тся ве
личинами KnA ncnq и 4 n A ncnq (пд —- число внешних кварковы х линий 
в функции Г =  ГnA ncnq ) ,  зависящ ими от числа внешних глюонных пА, 
духовых пс и кварковы х nq линий:

ИnAn(p q — 4 ПА Пс 2 Яд* (4.8.17)

1 Ô 1П Zg
УпАП(пд =  пАул  +  псу с +  nqy q, y Q =  —  р — Щ Г

(zq — константа перенормировки кварковой функции Грина).
При g 2 1 перенормировочные константы в приближ ении g 2

определяю тся формулами (4.7.24)

гз 1 + 1п
л
Р



Z, =  1

Zn =  1

! " g2 ( ± г л
1 16я2 1( 2 2 и ’

=  1 + -
ng2 
16я2 - g i n -

Л
Р

»

g2 t  «2 — 1
In Л

16 я 2 b п р

(4.8.18)

(вы раж ение для zQ можно получить из вы раж ения для г2 (см. (3.7.8)), 
если учесть формулу (1.8.29)).

Поэтому согласно (4.8.6) функция P (g) определяется формулой 

P(g) =  ifh 5“ (~ 3 - n  g- п ;) =  — Ь , 0^2 > (4.8.19)

а функции у  а , у с, y q формулами

^  =  у^ - - ш г п ( т —  + ) '

g2
I

П2 — 1 
п

(4 8.20)

О братим внимание на то, что согласно излож енному в § 4.7 в вели
чину b через константы перенормировки отрицательный вклад  вносит 
последняя диаграмма на рис. 40, а полож ительный — все остальные 
диаграммы .

П одставляя (4.8.19) в (4.8.10), находим

? ( * . £ )  = --------- / ----------- . * = - г - " - “Г " ' -  <4 -8 -21>
1 +  — —  b ln К2

А налогичная формула для g  получена в квантовой электродинамике (мы 
назы вали  ее инвариантным зарядом ). Р азличие между этими ф орм ула
ми состоит в том, что в квантовой электродинам ике константа b была 
отрицательной, а для неабелевых калибровочных полей с самодей- 
ствием — полож ительной, если число кварков не очень велико,
щ с  п. Вследствие этого величина g  уменьш ается с ростом А, и в
пределе А с» она стремится к н у л ю 27. Отсюда вытекает, что исполь
зование теории возмущ ений в уравнении (4.8.16) тем более оправдано, 
чем больш е величина А.

Отсюда и из (4.8.20) следует, что если g 2 1, то для нахождения 
вы раж ения в экспоненте формулы (4.8.16) мы такж е можем пользо
ваться методом теории возмущ ений. Именно из (4.8.20) следует, что

УпАпспё  ^
Pfc)

а 
2b а  =  Па

27 Наличие свойства асимптотической свободы для неабелевых калибровочных 
теорий, по сути, вытекало из работы Хрипловича [17]. Это свойство затем было откры
то Гроссом, Вильчеком [21] и Политцером [22], указавшими на его важность для объ
яснения характера сильных взаимодействий.



Поэтому согласно (4.8.16)

Ĵ}Ancnq &Р> §> I1) — ĴlAn(Pq ^Р' 8  (^ ’ ё)> ^  ^ ^  ^ 2j

(4.8.22)

Видно, что в этой формуле от X зависит не только  величина Г (р , g ,  р) 
(которую можно найти в рам ках  обычной теории возмущ ений, так  
как  g 2 1 при X ->  оо), но и множ итель Xх (In Х2)а/2Ь. Величина и 
определяет разм ерность функции Г и назы вается канонической р аз
мерностью, а величина у назы вается аномальной размерностью .

Из данной формулы следует, что ф ункция распространения глю о
нов в области k 2 —г  оо определяется формулой

а

(4.8.23)

§ 4.9. В ВЕ Д ЕН И Е  СТОХАСТИЧЕСКИХ ПОЛЕЙ
И ПОСТРОЕНИЕ ФУНКЦИЙ ГРИНА

4.9 .1 . Стохастические поля с пятой «временной» координатой. Д о
сих пор при построении 5-м атрицы  и функций Грина мы исходили из 
операторного формализма, в котором поля считались операторами, 
подчиняющимися определенным перестановочным соотношениям. Б ы 
ло  показано, что функции Грина и S -матрицу можно представить 
в виде континуальны х интегралов, которые определялись функциона
лом действия классических полей.

Рассмотрим другой метод построения функций Грина, основанный 
на введении стохастических полей фл (х , т), зависящ их (в отличие от 
физического поля ф (я)) от случайного источника т] (х ; т) и дополни
тельного пятого параметра т, который играет роль «времени»: эво
лю ция поля фл (х, т) происходит именно по парам етру т [25]. Обычное 
ж е время t будем считать чисто мнимым, так  что величина х4 =  i t  
будет вещественной, следовательно, пространство х  =  (х, х4) — ев
клидово, а не псевдоевклидово.

П редполож им, что поле фг) (л:, т) со «временем» т эволю ционирует 
по закону

+ и * . - о ,  „ и ч - а *  ю л )

Величина 3  (ф (х')) представляет собой классическое действие в евкли 
довом пространстве, которое определяется формулой

Ü (ф (*')) =  J  c P x d x je  (ф, дмф), (4.9.2)

где Л  — лагран ж и ан  классических полей ср (х), в котором <Э0ф зам е
нено на id ф/дх4. Это действие отличается от действия W  (ф {х’)) мно-



жителем i: V  (ф (*')) =  iW  (ф (*'))• При замене в функционале евкли
дова действия Ф (ф (*')) поля ср (л:) на ф (х, т) (Ф (ср (х )) $  (ф (х , т))
функционал ф (ф (л:, т)) становится функцией «времени» т.

Случайное поле г) (л:, т) считается гауссовым, т. е.

<П ( 1̂, Tl) ••• Ч(*2п, Т2м))Л =
=  2  (ч (*lf тх) т] (х2, т 2))^ . . .  (ч (*2п-ь т2п- 0  Г| (л:2п, Т2я)>л, (4.9.3)

где символ < ...)ч служ ит для обозначения усреднения по случайным 
полям и суммирование происходит по всем разбиениям на пары ис
точников г) (xi9 т,-) (/ =  I, 2, 2п). П редполагается, что среднее от
произведения нечетного числа функций г) (х1У т,) равно нулю. Таким 
образом, среднее от произведения источников г) (хп т,) вычисляется 
по правилам  В ика, причем в качестве связи  между «полями» г] (*, т) 
используется величина (г) (л:, т) ц (л:', х')>л . Мы предполагаем, что эта 
связь  задается формулой

(г) (х, т) г) ( х \  т '))т1 =  2ô (л: — х')  ô (т — т '). (4.9.4)

Это значит, что случайный процесс ц (х, т) представляет собой гауссов 
белый шум.

Ясно, что если бы источники г) (х, т) и функции фл (х , т) не зависели 
от т, то уравнение (4.9.1) переходило бы в уравнение

(*'))
( х ) =  Ч(*) (4.9.5)

и представляло бы собой обычное уравнение поля (в евклидовом про
странстве) при наличии источника ц.

У равнение (4.9.1) имеет структуру ф ункционального уравнения 
Л ан ж евена, которое используется в статистической физике [26].

К ак мы знаем , построение S -матрицы полей ф (х) (которые мы 
здесь предполагаем бозевскими) эквивалентно нахождению  функций 
Грина полей ф (х), т. е. определению вакуум ны х средних

G ( x lt . . .  хп) =  —  <0171 {ф (хг) . . .  ф(х„)}|0>.  (4.9.6)
° v a c

Д алее мы покаж ем, что евклидовы функции Грина (т. е. функций 
Грина (4.9.6) с вещественным значением х4 =  it\ в связи с этим 
см. п. 3 .6 .1 , в котором производился евклидов поворот в комплексной 
плоскости р 0. Евклидовы  функции Грина (непосредственно использу
ются в статистической физике) связаны  с одновременными корреляци
онными функциями <ф (хг , т)...ф (х „ , т))^ вспомогательных нолей 
Ф (х , т), являю щ ихся реш ениями уравнения Л анж евена, следующим 
соотношением:

G { x lt . . . ,  хп) =  Нш <ф(д:г, т) . . .  Ф (хп, т ))ч. (4.9.7)
T-*-f оо

Это уравнение связы вает функции Грина реальны х полей в евклидовой 
области со стохастическими полями ф (х, т).

4 .9.2. Функциональное уравнение Фоккера — Планка и его стацио
нарное решение. Д л я  нахож дения одновременных (по т) корреляци-



онных функций (ф (jclt т ) ... ф (хп, т)}^ удобно ввести ф ункционал рас
пределения полей ф (х, т):

(ф; т) =  <6 (ф - -  ф (т)))*,, 6 (ф —  ф (т)) =  П  Ô (ф (д:) — ф (лг, т)), (4.9.8)
X

где Ô (ф — ф (т)) — ф ункциональная ô-функция и ф (х, т) — реш е
ние уравнения Л анж евена (4.9.1) с произвольными начальными усло
виями.

Одновременная корреляционная ф ункция (ф (хи  т ) . . .ф ( х „ ,  т))п 
связана с функционалом распределения Ф  (ф; т) полей ф (л:) соотноше
нием

<ф (xv  т) . . .  <р (хп, т)>т, =  j  5}фф (*х) . . .  ф (лг„) (ф ; т), (4.9.9)

где ^ $ ф  . . .— континуальны й интеграл по полям ф (х). Н аш а задача 
теперь состоит в нахождении ф ункционала &  (ср; т) при т - > о о .

П окаж ем , что функционал ^  (ф; т) изменяется со «временем» со
гласно уравнению

д&  (ф ;

дт

Ц х ,  т; ф) =

d*x-
ôj (х, т; ф) 

<5ф (х)
6̂ ( ф : т ) , & У (ф >

<5ф(*) бф (*) ^ ( ф ; т ).

(4.9.10)

Это уравнение можно назвать ф ункциональным уравнением  Ф оккера-—  
П лан ка , соответствующим функциональному уравнению  Л ан ж е
вена (4.9.1).

Чтобы убедиться в справедливости уравнения (4.9.10), продиффе
ренцируем (4.9.8) по т:

дЗ’ (ф; т) _  Г ,4„ 6/(х, т; ф) 
дт J  бф (х) *

где

/  (х, т; ф) =  — д<р (£  т)-  ô (ф — ф ( т ) ) ^  •

И спользуя уравнение Л анж евена (4.9.1), находим

/  (х, т; ф) =  <^( -бУ (Г т )Т)) “  Ч{х' т)) 6 (<Р -  •
В ф ункционале б^/бф  (х, т) можно зам енить ф (х, т) на ф (х). В резуль
тате, учиты вая (4.9.8), получим

Ц х ,  т; Ф) =  ^(Ф> т ) ~  0 l(* .  т ) б (ф — ф М ))» ' (4.9.11)

И спользуя далее и правила Вика и (4.9.3), второе слагаемое в этой фор
муле можно представить в виде

(Г) (лг, т) б (ф —  ф (т)))„ =
оо

=  j  d ix' § dx' (Tl (x, T) Tl (х', t'))
—  00

/  fi
ч \  ÔT](y,T') ô (Ф — Ф (T) ) / 4 • (4.9.12)



Д л я  нахож дения интеграла в правой части (4.9.12) необходимо соглас
но (4.9.4) найти производную  (x, х)!Ьх\ (х ' , т') при т ' =  т. Так 
к а к  уравнение (4.9.1) является причинным, т. е. поле <р (х, т) в момент 
«времени» т определяется структурой источников только при т ' <  т, 
то

6ф (*, т) _  
ÔT] (л:', т') %' > Т . (4.9.13)

Д л я  нахож дения производной 6<р (х, т)/6т) (х', т ')  при т ' =  т  —  О 
обратимся к уравнению  Л анж евена (4.9.1), из которого следует, что

Т X

Ф (х, т )  =  — j  dx" +  J  dx"r\ (x, x”) +  ф (*, 0 ).

Д ифф еренцируя эту формулу по rj ( х \  т ') ,  получаем (начальное значе
ние поля ф (х, 0) не зависит от л (х, т))

0ф (х, т)
ÔT] ( х ' ,  т ' )

Ô
дц (х', т')

0У (ф (х', Г)) 
0ф (л:, т") •

Будем  считать, что т ' <  т  (при т ' >  т  эта величина равна нулю, 
см. (4.9.13)). Тогда согласно (4.9.13)

(х, т)
ÔT] ( х ' ,  т ')

& ( х - х ' ) - ^ а х - щ - * ^
89 (ф (х', -О) 

0ф (*, т") ’

откуда
6ф (х, т) — Ô (х  —  х').8г] (х', т') Т'= т_о

У читы вая (4.9.13), находим

f  -x , f ---ТГ~ б (ф — ф ( т ) ) \  =\  0п (х', т') 1 к ”/ ц
6 / _ 6 у ( Л  т) 0 ( ф _

(4.9.14)

=  - e ( t - t - ) j ’ d v w r \

причем согласно (4.9.14), (4.9.8)
1><т» Х

/ w \  ô (̂cp; т)
’ М / . — р Г

если т ■т — 0. И з этих формул и (4.9.12) следует, что

<л(*. 1 ) в ( ф - ф М ) > л  =
с»

=  — j  d 4x'  J  dx' (т) (x, x) T) (х', т')>л 0 (т — т ') 89 (д>; т) 
вф (т') (4.9.15)

В случае белого шума в поды нтегральное выраж ение в (4.9.15) вхо
дит неопределенная величина 6 (т — т ')  0 (т — т ') . Д л я  раскры тия 
этой неопределенности заменим в_ (4.9.4) ô (т — т ')  некоторой гладкой



функцией g  (т — т') *= g  —  т), что соответствует некоторой моди
ф и кац и и  стохастичёё!Й М ,г-Ôïÿivrâ. Йри этом ̂ согласно определению
(4.9.4) связи  полей г) (х, т) ф ункция g  (т) долж на быть четной. Отметим, 
что при переходе к связи <г)г)')п =  26 (х — x ' ) g  (т — т ') ,  соответству
ющей гладкой функции g  (т), все предыдущие вы кладки, приводящ ие 
к формуле (4.9.15), остаются без изменения, в частности в формуле
(4.9.15) остается функция 0 (т — т ') . Таким  образом, для нахож де
ния среднего (r)ô (ф — ф (т)))^  необходимо найти интеграл

ОО I

§ d r ' g  (т —  т ')  0 (т — т ')  f  (т') = J d x ’g  (т — т ')  f (т ')
«—ОО --ОО

(/ (т ) — гладкая  функция т). Если ф ункция g  (т) отлична от н уля 
только при малых т, то вследствие четности функции g  (т) рассматри
ваемый интеграл равен

т ОО

J d r ' g  (т —  т') / (т') =  f  (т) J d x g ( x ) 4 ^ - * - ^ - f ( x ) .

Поэтому согласно (4.9.15)

<Л(*. т )0 (ф  — ф(т))>„ = & ^ ( ф ; т ) 

вф(ж) (4.9.16)

Т аким  образом, учитывая (4.9.11), мы приходим к функциональному 
уравнению  Ф оккера — П ланка (4.9.10).

Найдем стационарные (по т) реш ения уравнения (4.9.10). Стацио
нарному решению соответствует обращ ение в нуль тока /:

&.*?* (ф)
"бфТ^Г

, & У (ф )
<5ф(*) ^  (ф) =  о,

откуда

^ ( ф )  =
—У(ф)е

7 “  -У (ф)

Считая, что при произвольном начальном распределении &  ( ф ; 0) 
ф ункционал ^  ( ф ; т ) стремится к этому стационарному распределению  
при т -*  оо, находим

—У(ф)
*  (ф ; *) • V  (Ф)s  — . (4.9.17)

Поэтому согласно (4.9.9) 

<Ч(*1. т) . . .  т)(х„, т)>л
[  ®фф (*х) . . . ф (хп) е -У1Ф)

- У ( ф )
. (4.9.18)

П равая  часть этого равенства согласно (4.2.38) представляет собой ев
клидову функцию  Грина для физических полей ф (х). Таким образом, 
мы получили ф орм улу (4.9.7). Чтобы найти реальны е функции Гри
на, следует выполнить аналитическое продолж ение фурье-компонент 
функций Грина с вещественных значений на чисто мнимые зн ачения 
Рё =  Vo-



П оле ф (я) мы считаем однокр^поне!|тньщ ^о?евским  полем. О днако 
все полученные р езу л ь тата  можно очевидным образом обобщить на 
многокомпонентные бозевские поля. Кроме того, их можно обобщить 
и на случай фермиевских полей. П ри этом под полями (х, т) следует 
понимать грассмановы поля, а под источниками г\ (.х , т) — грассмано- 
вы источники, образую щ ие грассманов белый шум. Это значит, что 
средние от произведений источников вычисляю тся по правилам  Вика 
для фермиевских полей. Т ак , в случае дираковских полей величины 
ф (х, т), ф (ху т) представляю т собой грассмановы поля, удовлетворя
ющие уравнениям

дф (х у т) 
дт

б^
бф (*, т) +  Ц (х, t ),

дф (Ху т)
дт

б^
бф(х, т) +  11 (х> т),

где связи  грассмановых источников г\ (х, т), г\ (х, т) определяю тся фор
мулами

<1ТП'>т] =  (ïïïO tj =  0, <т]а (Ху т) щ  (х'у т ))ч =  26ар6 (х —  х') 6 (т — т ').
В соответствии с тем что переменная х 4 является вещественной, дей
ствие д 0 дираковского свободного поля следует считать равным

=  $ d*xф  (х) (уддд +  т) ф (х),

где матрицы  у** являю тся эрмитовыми и удовлетворяю т перестановоч
ным соотнош ениям

{ ? ,  ? }  =  2 6 ^ ;

величины ж е ф (ху т) и ф (х9 т) (они являю тся грассмановыми) пред
ставляю т собой независимые переменные, не связанны е между собой 
соотношением ф =  ф*у4 (аналогичная ситуация имеет место в стати
стической физике [26]).

П роиллю стрируем  излож енную  теорию на примере однокомпонент
ного вещественного скалярного  свободного поля. Д ействие для такого 
поля согласно п. 2.3.1 определяется формулой

t)  =  j* d*x - i -  (<Vp (x ) <Vp (x) +  m V  (*)).

П оэтом у уравнение Л анж евена имеет вид

- д(рдХТ’ Т) =  (д2 — т 2) ф (х, т) +  г| (х, т), д 2 =  дцдц.

П ереходя к фурье-компонентам поля ср и источника ц по переменным 
я:

Ф т) =  72 ÏÏF  î  d tk e tk X V (k , т), Г! (*, т) =  - ^ r  J & k é kxx\ (k, т),

получаем
дф (ky т) 

дт =  —  {k2 -Ь tv2) ф {k, т ) +  ri (k, T).

(4.9.19)



Реш ение этого уравнения, очевидно, имеет вид
X

Ф (k,  т) =  е~ {к‘+ т2)х<р (k , 0) +  J dx'e~ ikl+ m^ x—'t')ri (k, т'),
о

где ф (k , 0) — начальное значение функции ф {k, т). Н айдем парную  
корреляционную  функцию  <ф (k , т) ф (&', т ')),,. С огласно (4.9.4)

<ф (k, т) ф (k', Т,))Т| =  ф (k, 0) ф ( k \  0) е - г ( к ' + , п * ) - т Ч к - * + т * )  +

+  (2зт)4 Ô (k +  k') 0 ( k , x ,  т ') , (4.9.20)
где

0  (k, т, т ')  =  - p q r ^ r  ( e - (*2+m!)|T- x'l —  е - ^ !+тЧ(х+т')).

Мы учли при этом, что
(г] (k , т) т] (k ' ,  т ')),, =  2 (2л)4 6 (т — т ')  ô (k  +  k').

П олагая  в (4.9.19) т  =  т ' и устрем ляя т  к бесконечности (т ->■ +  оо), 
получаем

(ф (k, Т) ф (* ', т)>„ —  -  ô (k  +  k').

Видно, что в этом выраж ении исчезла память о начальном условии. 
Эту формулу в соответствии с (4.9.19) можно переписать в виде

<ф (*, Т) ф ( х \  Т)>ч (2л)4 i  ^ в ( ) ^2 +  /722 »

что находится в соответствии с общей формулой (4.9.7) и определением 
евклидова пропогатора скалярного  поля.

Отметим, что при наличии самодействия для нахож дения решений 
уравнения Л анж евена (4.9.1) можно применить теорию возмущений 
и развить диаграммную  технику для нахож дения средних <ф (х19 
^ . . . ф  (хпу тп))л. Результаты  вычислений по теории возмущений нахо
дятся в соответствии с общей формулой (4.9.7).

4.9.3. Стохастические поля и функции Грина неабелевых калибро
вочных полей. Применим метод, развитый выше, к неабелевому калиб
ровочному полю. Евклидов л агран ж и ан  неабелева самодействующего 
калибровочного поля определяется формулой

й ( л а л )  =  — j - w ,

где

F%  =  М ?  - d vA l  +  g  {А» x  А ,У  (4.9.21)
и jx, v =  1, 2, 3, 4 (поле А 4 — вещественное). Поэтому евклидово дей
ствие

?  =  - J d W J Ï A . (4.9.22)



У равнение Л анж евена

дА^ (х , т) 
дт

(4 .9 .1 )-можно записать в форме

№  (А (х'у т)) 
К  (*» т) ~Ь Ли )̂> (4.9.23)

где случайны е поля т]д(л:, т ) (источники) считаются гауссовыми, 
причем

<% (х, т) t)v (а:', т ')>л = 26^6^6 (х — х') Ô (т — т'). (4.9.24)
У равнение Ф оккера — П лан ка , соответствующее этому уравнению , 
согласно (4.9.10) имеет вид

Т) =  -  L * 9  (А; т), (4.9.25)

L*
~ î

dAx
( X ) 4 M

+
б ?  (А)
Ч  (а:) )•

Формальное решение этого уравнения определяется формулой
9  (Л; т) =  e ~ L* ' 9 0 (Л), 9>0 (А) =  9> (Л; 0). (4.9.26)

Если  х (Л (■*» т)) — некоторый функционал калибровочных полей 
Лд (х, т) в пространстве л:, относящ ихся к одному и тому же «времени» 
т  (например, х (Л (*, т)) =  Л £  (хь  т ) ... Л “^ (х„, т)), то среднее значе
ние этого ф ункционала по случайному полю л

<Х (Л (*, х))>„ =  J 0 А% (A ) е ~ ^ 9 > 0 (Л). (4.9.27)

П роизводя функциональное интегрирование по частям, получаем

(X (Л (т)))ч = J 0 А % % (Л) ^ о (Л ) , (4.9.28)

Хх (Л) =  e~ %L% (Л),
где L  — оператор, сопряж енны й оператору L*\

" ~ 1 Л {
0У (Д)

ц > )  I К {х)
(4.9.29)

Н ас интересует предельное значение среднего <х (Л (т)))й при т оо. 
В случае калибровочных полей такой предел в общем случае не сущест
вует. О днако если ф ункционал х (Л) является калибровочно-инвари
антным, т. е.

х (Л) =  X (А'), Лд (х) =  A l  (х) +  е‘ (х) / е6йЛ* (х) -  ±  д ие° (х) (4.9.30)

{мы рассматриваем бесконечно малые калибровочные преобразования), 
то такой предел сущ ествует и совпадает с евклидовым средним, задава
емым квантовой теорией неабелевых калибровочных полей (см. § 4.1).

Чтобы разъясн и ть это, рассмотрим калибровочное поле без само- 
действия (g  =  0). В этом случае

Р а — f) I\а  Я Да



следовательно, уравнений Л аш кевён а; имеет вид

дА» £ — l) =  (Ô ^d2 -  a ^ v )  А% (х , т) +  т)“ (дс, т).

П ереходя к фурье-компонентам (см. (4.9.19)), получаем 

ÔAf r’ Т)- =  — R ( k ) A  (k, т) +  г] (k , т),

где R  (k ) — матрица, действую щ ая на индекс поля: (/?Л)цУ =  Ænv^vî

R\X\ (^) == ^ fX̂ X"
Эта матрица удовлетворяет соотношению

R*(k) =  k 2R (k ) .
Отсюда следует, что

e-xRik) =  J + е ~ кН - 1
-р — R (k).

Реш ение уравнения Л анж евена (4.9.23) имеет вид

(4.9.31)

А  (k , т) =  e~xRik)A  (,k, 0) +  j  d-r'e-^cW it-Orj (k, т ').о
У читы вая, что

(fe, т) TJ$ (£ ', т ')),, =  2ÔOJÔHV (2я)4 ô (k +  k')  Ô (т — т ') ,
получаем

( К  (k , т) 4  (* ', т')>„ =  ( e r * W > U  ( е - ^ < к’% 0 А ар (k, 0) A b0 (,k',  0) +
min

+ 2 (2я)46аЬ0 (£ +  £') J d r1 (e-<x+x' ~ ^ R^ \ v,
0

откуда, используя (4.9.31), находим

< л ; (ft, т) 4  <*', т '» ,  -  ((<W -  - ^ е . )  т~*'> +  i ^ - )  ( f a  -  - ^ - j

X e -* 'V  +  А .  (ft, 0) A. ( f t\  0) +  (2n)‘ 6„,8 (ft +  ft') Я ,„  (ft, т, т ') ,

X

где

(k, T, т ')  =  (ôMV -
min (х.х')_ j

fc2 +

+  2 —f r -  m in К  T')-

П олагая  в этой формуле т =  т ' и устрем ляя т к бесконечности (т ->  
->■ + о о ) ,  получаем

{ A l  (k, т) A l  (k 1, т)>„ — -  A 0 (k. 0) - ï p -  Ao (k ' ,  0) +

+  (2л)4 ôafcô (Л +  k ’) {(ô^v -  J L  +  2 t  J p - }  . (4.9.32)



Видно, что при т - >  оо в отличие от [^ссмотренного выше случая 
скалярного  поля в среднем <ÆA>n осйетСЯ Нкйять о начальном поле 
и, кроме того, возникает член, линейно растущий со «временем» т. 
Из этой формулы следует, что вычисляемые нами средние не имеют 
предела при т ->  оо.

О днако для поперечных частей потенциалов

A» (k, т) =  (ônv — Ay (k , т), 

которые полностью определяю т тензор поля
Р  —  Л /|<*>__ Л Mb
1 [XV ----  ^ V ^ I L l  »

справедлива формула

<i4{T (k, х) А $  (k ' , т)>„ — -  (2л)4 Ô (k +  k ’) (ôwv 
или в координатном представлении

(^4^ (^> т ) (х  > т ))л т-«оч (2л)4 J* d*keikx 2̂

Видно, что это выраж ение не содерж ит ни памяти о начальном поле 
А (х, 0), ни растущ его со «времени» т члена. П равая часть равенства
(4.9.33) совпадает с евклидовым пропогатором калибровочного поля 
в калибровке Л андау  (£ =  0). Таким образом, в случае поперечного 
калибровочного поля (являю щ егося калибровочно-инвариантной ве
личиной) полученная формула находится в соответствии с общей фор
мулой (4.9.7).

Т акая  же ситуация имеет место при g  Ф  0. В этом случае для ре
ш ения уравнения (4.9.23) может быть построена теория возмущений 
по степеням g  [271. При этом оказы вается, что если рассматриваются 
средние <% (А (т)))^ от калибровочно-неинвариантных функционалов 
X, то любое приближ ение теории возмущений будет зависеть при 
<г-> оо от начальны х полей А (х, 0) и, кроме того, будет содерж ать 
слагаемы е, растущ ие со «временем» т. Если же функционал % кали 
бровочно-инвариантен, то при т ->  оо исчезает его зависимость от 
начального поля, а такж е исчезают растущ ие со «временем» т слагае
мые. Построенное таким  образом предельное значение (т +  оо) для 
усредненного калибровочного инвариантного функционала % (А (т)) 
совпадает с соответствующим вакуумны м средним в квантовой теории 
поля (см. (4.9.7)). При этом сущ ественно то, что для нахож дения ве
личин <х (А (т)))л при т  ->  оо нет необходимости в фиксации калибров
ки. В общем случае зависимость от калибровки проявляется в зависи
мости средних <х>т) от начальны х значений полей А^ (х, 0) и в  на
личии растущ их с ростом т слагаемы х. При этом отпадает вопрос об 
однозначном нахождении представителя класса эквивалентных полей 
A l  (т. е. полей, приводящ их к одному и тому же тензору F]lv), соот
ветствующих фиксированной калибровке [28].

4 .9 .4 . Фиксация калибровки и модификации оператора эволюции. 
Р азъясним  сделанные выше утверж дения, не обращ аясь к явному по* 
строению теории возмущений по степеням g .



К ак уж е отмечалось, среднее </ (А  (т)))л при т - > о о  в случае 
калибровочно-неинвариантного функционала % содерж ит в теории 
возмущений растущ ие с ростом т слагаемые. Д л я  устранения этих 
слагаемых введем модифицированный оператор эволю ции L v, т. е. 
такой  оператор эволю ции, что средние

(X (Л (т))>„ =  J  Ф А Р о  (Л) Г ХЧ .  (Л) (4 .9 .34)

будут конечными при т - >  оо. М одифицированный оператор эволю 
ции L v будет зависеть от произвольны х функций v° (х) (а  =  1, ...  
..., п2 — 1), которые определяю т выбор калибровки. При этом сущ ествен
но, что для калибровочно-инвариантны х величин % (Л) средние 
{% (А  (т)))л при т оо не зави сят от того, происходит ли эволю ция 
величин % (А )  с оператором L  или с оператором L v. Чтобы ввести опе
ратор эволю ции L Vi отметим, что согласно (4.9.30) вариация поля 
Лц (х) при бесконечно малых калибровочных преобразованиях имеет 
вид

6 Л “ (x) =  - j -  S f t e *  (х), $>ab =  0 * 4  -  ë f bcA cit (X).

Поэтому

ÔX (Л) =  i  j  d4*e° (JC) (j  (x) X (Л),

M w > l i w  (4 '9 ' 3 5 )
(мы провели интегрирование по частям и учли , что fabc =  —/ tec). 
И з этой формулы следует, что оператор G° (х) можно рассматривать 
как  генератор калибровочных преобразований. Эта трактовка нахо
дится в соответствии с тем, что операторы О2 (х) удовлетворяю т пере
становочным соотношениям

[G0 (je), Gb (*/)] =  i f abcGc (je) ô (je -  y) ,  (4.9.36)
в справедливости которых легко  убедиться непосредственным вы
числением. Оператор Lv мы определим следующим образом:

L 0 — L  — ig  j  d4xva (x) GP (x), (4.9.37)
ИЛИ

K
6У (A) 

6 A°n W
- 0 f v b(x, A)

ô

4 w
(4.9.38)

где v° (x) =  v° (x, A )  (a =  1, .. . ,  ri2 — 1) — некоторые произвольны е 
функции x , которые могут являться  функционалами поля Л£ (х).

П окаж ем  преж де всего, что для калибровочно-инвариантного ф унк
ционала х (А) справедливо соотношение

е~ хЫ .  (Л) =  e~ xLX (Л). (4.9.39)
С этой целью отметим, что если ф ункционал % (А)  является калибро
вочно-инвариантны м, то вследствие произвольности функций еа (х)



из (4.9.30) следует

< ? (х )% (А )  = 0 .  (4.9.40)
В частности, так  как  действие $  (Л) калибровочно-инвариантно, то

Ga ( x ) V { A )  =  0. (4.9.41)

П окаж ем , что оператор эволю ции L  (см. (4.9.29)) коммутирует 
с генераторами G° (х):

Л егко  видеть, что

[L ,G °(x )]  =  0.

6Ga (x) 6 
6А*(хЧ М* (х')

(4.9.42)

(4.9.43)

(эта ф ормула следует из (4.9.35) и того, что f060 =  — fmb). 
этой формуле и определению  (см. (4.9.29))

L
6 9  (Л) ) 6

àА°(х') ) 6Л"(х')

Согласно

справедливо соотношение

,0 -  (*), ц  =  J  л г  [ о -  М .  , 3  М ) ] ^

У читы вая, что

соотнош ение (4.9.41) мож но переписать в виде

[G°(a: ) ,^ H ) 1  = 0 .
Поэтому

+

<t)Ga (х)
Ч  (*')

У читы вая, что

6Ga (х)

М * м
ib { x  —  x ' ) f cb

б

4 W  ’
вследствие антисимметрии facb по индексам с и а  приходим к соотноше
нию (4.9.42).

В справедливости формулы  (4.9.39) можно убедиться, расклады вая 
ехр (—тL v) в р яд  по степеням v  и учиты вая, что IL, G°] =  0 и кали
бровочно-инвариантны й ф ун кц ион ал  х {А)  удовлетворяет уравнению  
С ° ( * ) Х И )  =  0.



Д л я  калибровочно-неинвариантного ф ункционала % (Л) предел 

Iim \ M ^ 0(A)é~xL̂ (A)
T -vo o  ^

может существовать, причем он будет зависеть от выбора функций 
иа (х, Л), но не будет зависеть от начальны х значений поля Лц (.х , 0). 
В соответствии с модификацией оператора L изменится и оператор 
эволюции L*, с помощью которого эволю ционирует ф ункционал рас
пределения Ф (Л ; т) (см. (4.9.25), (4.9.10)):

Ci =  L* —  ^ d H  — (х ) v” (х , А) =

- Î
d*x +

6У (Л ) 
6/1“ (дс)

+  Л ) | .  (4.9.44)
6Л“ (х) ( 6Л“ (дс)

В частности, если в качестве функций v° (х, А )  выбрать функции

va {x) =  - - r d ltA all,' (4.9.45)

то

d*x
6 ( 9 ( А ) + 9 1 И ))

6Л“ (дс)

6Л“ (дс)

(*) ’
6

дА° (л) +

+
6(^ (Л ) +  У |(Л )) g Ьс

6Л“ (дс)
I - г № )  A M

(4.9.46)

где
^  (А) =  - ± - ^ * х ( д Ж ) 2.

В абелевой теории fabc =  0 и уравнение Ф оккера — П лан ка имеет 
стационарное нормированное реш ение

-У(Л)-у^И)
П А ) =  е . (4.9.46)

 ̂&Ае s

которое согласно (4.9.17), (2.4.4) определяет среднее значение 
(% (А  (т)))т) при т  ->  оо в лоренцевой калибровке (действие 2/ (Л) 
может, очевидно, вклю чать взаимодействие с другим и, не калибровоч
ными полями). Подчеркнем, что формальное стационарное реш ение 
исходного уравнения Ф оккера —  П лан ка



такж е имеет вид

0  (Л) =  e~9(A)l \  0 А е~У(А),

однако оно не имеет смысла, так  как  вычисление средних с этим рас
пределением приводит к бессмысленным вы раж ениям  типа ^  (если
учесть, что объем класса, соответствующего данному представителю 
калибровочного поля, равен бесконечности).

В случае неабелевых калибровочных полей стационарное решение 
уравнения Ф оккера — П ланка

Lfr(A) = : О
или уравнения

{ ■ ^ Г  +  ' Ь' Щ г  +  f {х) dvA*(дс)} ^ (Л )==0

не может быть найдено в явном виде, но его можно получить в рам ках 
теории возмущений по g , так  как  нулевое приближ ение по g  имеет 
вид (4.9.46) [27].Евклидовы  функции Грина, которые можно получить 
с помощью таким образом построенного стационарного распределения, 
не будут совпадать (в случае калибровочно-неинвариантных функций 
Грина) с евклидовыми функциями Грина, полученными в квантовой 
теории поля в лоренцевой "калибровке (см. п. 4 .3.3).

Е сли , однако, в качестве функций va (х, А )  выбрать функции [29]

Vе (X, А) =  -  j  d*y dGab% f  Л) Vv (у, А), (4.9.47)

то стационарное решение уравнения

/ > ( Л ) =  О

можно найти явно, причем оно будет определяться формулой

Ф (А ) = N  det Ô 0  exp ( -  2 КЛ----- ---  J # х  (<3ЦЛ£)2} . (4.9.48)

Здесь

9* (у, А) =  J0*Fbv (У) +  - f  (у) +  П г)С ы (у, г, А) \у^

и функции G (х, у , А )  определяю тся из уравнения

—  д 0 {х)ас(? ь (X, у ,  А)  =  — 0 д ШсОас (х, у; А) =  ôûfcô (х  — у).  

Распределение (4.9.48) можно переписать в виде 
(Л) »  ехр {— —  3 F),

h  =  d4xd ilc 0 VLc,



det ÔJZ) =  exp i  j  d 4xduc $ uc,

где c f с — антикоммутирующйе грассмановы функции.
Ф ункции Грина, вычисленные с помощью этого распределения, 

будут, очевидно, совпадать с функциями Грина в лоренцевой калибров
ке, введенной в п. 4.3.3.

В заключение отметим, что стохастические поля в квантовой тео
рии использую тся такж е в том случае, когда п ятая координата 
<г не вводится. При этом исходят из уравнения (4.9.5), в котором 
tJ (ф) — некоторый функционал поля ф (х). При решении этого урав
нения в результате применения процедуры, аналогичной описанной 
в § 4.3, кроме исходного поля ф (х) появляю тся фермионные п оля, 
а модель обладает свойствами суперсимметрии [30].



ГЛ А В А  5

Т Е О Р И Я  С И Л Ь Н О Г О  В ЗА И М О Д Е Й С Т В И Я

§ 5.1. ФЕНОМЕНОЛОГИЧЕСКАЯ ХРОМОДИНАМИКА

5.1.1. Кварки и глюоны. В предыдущей главе развита квантовая 
теория неабелева калибровочного поля и взаимодействующего с ним 
фермионного поля. Полученные результаты  леж ат в основе современ
ной теории сильного взаимодействия адронов, которая называется 
квантовой хромодинамикой. Именно мы предполагаем, что все адроны 
построены из кварков и антикварков различны х сортов (ароматов), 
связанны х внутри адронов вследствие обмена глюонами квантами ка
либровочного поля. В этом отношении глюоны аналогичны фотонам, 
обмен которыми приводит к взаимодействию электрически заряж енны х 
частиц. Напомним, что кварковое поле обладает точной S U  (3, ^ -ц в е 
товой симметрией и каждый кварк  может находиться в трех цве
товых состояниях (условно называемых красным, голубым и желтым). 
Ц ветовая симметрия вводится вначале как  глобальная. Чтобы сделать 
ее локальной, необходимо, как  мы видели, ввести восемь векторных 
полей А ^ (х )  (а =  1, . .. ,  8), которые и представляю т собой глюонные 
поля. Глюонное поле (даж е при отсутствии кваркового) является не
линейным, причем нелинейность описывается той же константой вза
имодействия g , которая определяет взаимодействие кварков и глю
онов. Эта константа взаимодействия играет такую  ж е роль, как  и за 
ряд  электрона е в квантовой электродинамике, и назы вается цветовым 
зарядом . Подчеркнем, что цветовой заряд , в отличие от электрического, 
характерен как  для кваркового, так  и для глюонного поля.

Мы видели (см. § 4 .8 ) , что эффективная константа связи

т. е. эффективный цветовой заряд , уменьш ается с увеличением к (в за 
дачах рассеяния к имеет смысл переданного импульса). Больш им пе
реданным импульсам соответствуют малые расстояния. Поэтому 
можно заклю чить, что энергия взаимодействия кварков уменьшается 
с уменьшением расстояния (в отличие от электрических зарядов, 
энергия взаимодействия которых растет с уменьшением расстояния, 
см. п. 5 .1.2). Иными словами, кварки  в адронах практически ведут себя 
как свободные частицы (по терминологии Ф ейнмана — протоны). Это 
явление носит название асимптотической свободы.

Н иж е приведены заряды  кварков в единицах заряда протона и их 
массы:



и d « с »6 t
Масса Б МэВ 10 МэВ 100 МэВ 2 ГэВ 5 ГэВ БОГэВ 
Заряд /е 2/3 —1/3 —1/3 2/3 —1/3 2/3

То, что кварки  и антикварки  ведут себя практически как  свободные 
частицы и обладают дробным электрическим зарядом , видно, в частнос
ти, из опытов по аннигиляции е ^ е г  в адроны. В следующем параграфе 
показано, что отношение R  полного сечения этого процесса к полному 
сечению аннигиляции е+е~~ в р + р -  определяется формулой [1]

/? (£ )  =  з Е < й ,
а

где Qa — зар яд  кварка а-го  сорта в единицах заряда протона, а сумми
рование распространяется на все кварки , масса которых m a < C - j E

(Е — энергия пары е+е— в системе центра инерции). Поэтому величина 
R  (Е) как  функция Е  изменяется скачкообразно. И змерение величины 
R  (Е) позволяет оценить как  массу (по положению скачка функции 
R  (£■)), так  и заряд  кварка (по величине скачка). Взаимодействие меж 
ду кварками разных цветов в белых адронах на расстояниях порядка 
размеров адронов так велико, что развести их на большие расстояния 
невозможно. Это утверждение, называемое гипотезой конфаймента 
(пленения) кварков и глюонов внутри белых адронов, находится в согла
сии со всеми экспериментальными фактами, относящ имися к сильному 
взаимодействию.

5.1.2. Феноменологии конфаймента. Асимптотическая свобода, 
которая, как  мы видели в п. 4 .8 .3 , вытекает из основных уравнений 
квантовой теории калибровочных полей, правильно описывает тенден
цию роста взаимодействия с увеличением расстояния между кварками. 
Однако таким путем мы не можем построить последовательную тео
рию конфаймента кварков, поскольку при этом необходимо перейти 
в область больших расстояний, в которой теряет силу теория возму
щений, леж ащ ая в основе всего нашего рассмотрения.

В этих условиях приобретает интерес развитие феноменологической 
теории конфаймента. Здесь мы приведем одну из феноменологических 
моделей конфаймента —  так  называемую  модель кварк-глю онны х 
мешков [2]. В этой модели лагран ж и ан  кварков имеет вид [3]

2  ^1Г  —  т *  — f i j  0Q (*) —

----- § - 2  ? % & ( * ) .  (5 .1 .1 )
a

где суммирование выполняется по сортам кварков, входящих в адрон. 
Здесь 0q (х) — объемная 0-функция, равная единице внутри мешка, 
т. е. внутри некоторой пространственно-временной области й , и рав
ная нулю вне этой области; для сферического покоящ егося (статического) 
мешка 0й(х) =  0 (R  —  г), где R  — радиус мешка (/ — произ
вольно). В еличина В  по определению лагран ж и ан а через гамильто
ниан (см. (2.1.50)) представляет собой плотность энергии вакуум а внут



ри мешка (т. е. внутри адрона); наконец, ôs (х) —  поверхностная 
ô -функция, определяемая следующим образом: если л д —  единичный 
пространственно-подобный 4-вектор нормали к пространственно- 
временной области Q и бхц —  бесконечно малый вектор смещения 
поверхности S  этой области, то вариация функции 0а определяет 
поверхностную б-функцию

60Q (х ) — n^àx^bs {х), ôs  (л:) =  —  п^дцва (х). (5.1.2)

У равнения движения кваркового поля внутри мешка и граничные 
условия на поверхности для этого поля можно получить, вычисляя 
вариацию  действия. Именно варьируя действия по q (q), получаем 
уравнения движ ения кваркового поля (приравнивая нулю члены при 
0<70а)

( tY 4 i  — tna) qa =  О,

(* Y 4 t +  m a) t?“ =  0, (5.1.3)

и линейное граничное условие (приравнивая нулю члены при bqàs)

1П » у ^ а (х )  =  qa (x),

— Шцу^<7“ (х) =  qa (х), x £ S .  (5.1.4)
Мы учли при этом, что дц0п (х) — n^ôs (х). В арьируя поверхность, 
получаем квадратичное граничное условие

В  =  4 - n > 4  S qaqa , x £ S .  (5.1.5)
z а

При варьировании поверхности мы учли формулу (5.1.2), определяю 
щую вариацию  функции 0й , и формулу

60s (х) =  nvô x vn^dfiôs  (х),

определяющ ую вариацию  функции ôs (*). Кроме того, мы учли, что 
в силу (5.1.4)

<7“<7Р =  0, x Ç S .  (5.1.6)

Граничное условие (5.1.5) получается путем приравнивания нулю 
коэффициента при nxèxvàs  (х).

Отметим, что граничные условия (5.1.4), (5.1.5) впервые были по
лучены в работе [4] при нахождении полей q внутри пространствен
ной области V  и полей Q вне области V, действие которых определяет
ся формулой

W  =  j  d ïx  { ^ -  q y ^ d ^ q ----- d^qy^q — mqq — fi) 0y (x) +

+  ( 4  — ï  ^ Q y ^ Q  -  л % )  %  (* )} ,

где 0p =  1 — 0v. При этом требовалось, чтобы в  пределе М  ->  оо 
поле оставалось только внутри области V.



Аналогично кваркам  можно рассмотреть глюоны. При этом л агр ан 
ж иан будет иметь вид

£ ,  =  ( — (5. 1. 7)

У равнения движ ения и линейное граничное условие можно получить 
вариацией действия по полю А£. Эти уравнения имеют следующий вид:

% / ^ v =  0, x £ S .

В арьируя границу, получаем квадратичное граничное условие

=  В, x £ S .

В общем случае, когда рассматриваю тся кварки  и глюоны, лагр ан 
ж иан модели мешков с учетом кварк-глю онного взаимодействия мож
но записать в виде

(5.1.8)
где

а
Этому лагран ж и ан у  соответствуют уравнения

=  g %  Qayv - 4  Я V  +  gfabcF ^ A l  -  g lav «  Г ,
ОС

{*?“ (д»  -  i g  4 -  Я Х )  -  т« }  Яа =  0, х  € Q, (5 .1 .9)

для калибровочного и кварковы х полей внутри.области Q. К ром етого , 
возникаю т линейные и квадратичны е граничные условия на поверх
ности

пУ-Flv (х) =  О,

in ^ q a  =  Яа, — =  Ф, (5.1.10)

4 ^ ос

(цветовой индекс кваркового поля i явно не выписывается). Вследствие 
линейных граничных условий для полей q , q выполняется соотношение 
qaq$/S =  0 Поэтому из определения тока f t  и граничного условия для 
глюонов n^F^v (x)/s  =  0 следует, что

% Г ( * ) |5  =  0. (5.1.11)

Это условие гарантирует обращ ение в нуль нормальной составляющ ей 
кваркового цветового тока на поверхности мешка. Обращ ение в нуль 
величины на поверхности S ,  гарантирую щ ее невылетание квар 
ков, связано с линейным граничным условием д ля  кваркового поля.



Последнее возникает из-за наличия в лагранж иане кваркового поля 
слагаемого, содерж ащ его поверхностную б-функцию. Обратим внима
ние на то, что линейное граничное условие (5.1.10) является более 
сильным, чем условие qaq  ̂ =  0.

И спользуя граничные условия, можно показать, что не сущ ествует 
мешков с ненулевым цветовым зарядом . Д ействительно, цветовой за
ряд  статического мешка определяется формулой

0 °  =  § сРх]а0 (х),
V

где согласно (5.1.9) ja0 =  dtFaW (суммирование выполняется по про
странственным индексам / =  1, 2, 3; V — пространственная область 
мешка). Поэтому

Q° =  J d s n ^ i x ) .
S

П оскольку на поверхности статического мешка ntFam =  n ^ F ^  =  О 
(вследствие линейного граничного условия для глюонов), то Qa =  0, 
следовательно, состояние мешка является синглетным по цветовой 
группе.

5.1 .3 . Волновая функция кварка в мешке. Определим волновую  
функцию  кварков, пренебрегая взаимодействием кварков с глюонами 
(g =  0). Считая границу мешка сферической поверхностью радиуса /?* 
граничные условия для кваркового поля запишем в виде

—  i - y  УЯа(х) = q a (x), 2В =  — ~  £  9“ (х) qa (х), | х | = Я ,
ш а

где г, 0, ф — сферические координаты точки х ^мы учли, что = .

=  ^ 0 , ------у  j . Общее решение уравнения Д ирака для безмассовой

частицы (массу кварка мы предполагаем для простоты равной нулю) 
можно записать в виде

Qa (*) =  S  Cia (n k jm ) г|)пЩт (*), (5 .1 .12)
nk\m

где / , т  — угловой момент и его проекция; индексом k =  ±

обозначены состояния, отличающ иеся пространственной четностью, а 
индексом п — частоты, которые находятся из линейного граничного 
условия. В случае статической границы квадратичное граничное
условие разреш ает только решение / =  у  (левая часть квадратичного
граничного условия не долж на зависеть от углов 0, ф). Поэтому фор
м улу (5.1.12) можно записать в виде



где функции tyrikm (х) =  ^ j_ _ m (*) определяю тся, как  известно, фор

мулами [5]

фл,—1,т (х) — -
-< •4 -1  —ijo (®n,-l j  Vm 

V l n  О

/о (©n.1 -%-) V m

(5.1.13)

Здесь U m —  двухкомпонентный паулевский спинор; j t (z) — сфери
ческая функция Бесселя. Нормировочные постоянные A n,k, k  =  ± 1 ,
определяю тся из условия nkm \2 —  l î

V

An,k =  ■
unk

2R3 (“ nA +  k) sin2 ®nA
(5.1.14)

Спектр частот co„*, как  указан о  выше, определяется из линейного 
граничного условия, которое принимает вид [6]

/о (©л*) =  k j 1 (©«*),
ИЛИ

t s “ "* =  - 5 7 T T -  <5 1 1 5 >

Выпишем первые несколько решений этого уравнения при п  =  1 ,2 , ...: 
(Oi,_i =  2,04 . . . ,  (o2, - i  — 5,4 . . . ,  

coifi =  3,81 . . . »  (02,i =  7, . . .

(g)„* при лг <Г 0 определяется формулой и>-.п,—к =  — соn.k)•
Квадратичное граничное условие определяет радиус адрона. П реж 

де чем переходить к анализу этого условия, отметим, что до сих пор 
мы рассматривали классическую  теорию. При переходе к квантовой 
теории поля q (х) следует рассматривать как  оператор, удовлетворя
ющий уравнению  Д и р ака  и граничному линейному условию. Под 
квадратичным граничным условием в квантовой теории будем пони
мать соотношение

2В  =  пУ-д  ̂ £  (q~aqrJ ,
а

где усреднение ( . . .)  производится по состоянию адронной системы.
В разлож ении (5.1.12) величины оа (n kjm ) долж ны трактоваться 

как  операторы рож дения и уничтож ения кварков в состоянии nkjm.  
Именно операторы

аа (nkjm)  == ba (n k m ), ыпк > 0  (п  >  0)



следует трактовать как  операторы уничтожения кварков в состоянии 
a n ,  k, т  (<ùnk >  0), а операторы

аа (n k jm ) ~  d t  (n km ), t o < 0  (n <  0),
к ак  операторы  рож дения антикварков в состоянии a n ,  k, т  (ып// <  
<  0). При этом квадратичное граничное условие принимает вид [61

4 я B R * =  2  { ( 0 „ И ^ а > - ( 0 _ п, _ П ^ а > }  (5.1.16)
ankm
(л>0)

=  — соя,*). К этой формуле можно прийти иным путем. 
Энергия поля кварков, запертых в мешке, и энергия вакуума мешка 
определяю тся интегралом по объему мешка от плотности энергии 
е =  Т 00 (х), где 7Vv —  тензор энергии — импульса. Вследствие вы
бранной нами нормировки

Е  =  J  сРхТ00 (X) =  <Ь+Ьа ) ------(d+da)} +  4
v <л>0>

Отметим, что энергия поля кварков уменьшается с ростом R ,  поэтому 
кварки  сами по себе не могут оставаться внутри адрона. В теории меш
ков вводится полож ительная плотность энергии вакуума внутри ад
рона В ,  так что полная энергия адрона определяется формулой

Е  (R) =  Е , +  4  nRsB, Е, =  4 ~  £  (5.1.17)

(як —  число кварков в состоянии х). Условие равновесия dE /d R  =  О 
определяет положение минимума системы, т. е. радиус адрона в моде
ли мешков и приводит к условию (5.1.16).

5.1.4. Структура нестранных барионов. Рассмотрим подробнее 
структуру легких нестранных барионов в модели мешков, которые 
строятся только из легких и , d -кварков, массами которых можно 
пренебречь [6]. Ц ветовая волновая функция бариона долж на быть 
синглетом, т. е. трех кварковая цветовая волновая функция бариона 
долж на быть полностью антисимметричной по цветовым индексам. 
Поэтому волновая ф ункция бариона в соответствии с принципом П ау
ли долж на быть симметричной по спиновым, сортовым и пространствен
ным переменным.

Радиус бариона согласно сказанному выше определяется из усло
вия дЕ  (R ) /d R  =  0:

R  =
£«*<*>*
х
4 кВ (5.1.18)

П одставляя это значение для R  в (5.1.17), получаем массу бариона

м  =  4 (4 яВ )‘л (5.1.19)

П ри / =  1 /2 возможны только следующие состояния:
l s Vj ((oi,_i =  2,04), 1 р , и (<»1,1 =  3,84), 2s1/t (co2,_i =  5,4).



Распределяя и, d -кварки  по этим состояниям полностью симметричным 
способом, получим спектр нестранных барионов (см. рис. 42).

Отметим, что без учета кварк-глю онного взаимодействия спектр 
барионов вырожден по спину и изоспину. Поэтому спектр нуклонов 
(вклю чая нуклонные резонансы) совпадает со спектром Д-резонансов.

Н аинизш ее состояние 3 (ls»/2) идентифицируется с N  (938) 
и Д (1236). П араметр В  определяется из согласования средней массы 
N  — Д системы с ее экспериментальным значением. Отсюда находит

ся параметр В  : В 1/* =  120 МэВ.
Аналогично можно исследо

вать спектр масс мезонов. В час
тности, отношение массы самого 
легкого бариона к массе самого 
легкого мезона в рассм атривае
мой модели мешков согласно

ГэВ
2

!,д

V

4 L  „ —  Щ )
■(!Si).(2S,),(W,)-

- ,  „  - ( Ф Ь )  - 
4 Н Г ) — -

4 1
■&ff)

Tl л - 4 П  . 
■ 4 f U ( f )

4 Л
4Г)

1А (Ü —  Щ)'(Щ) (5.1.19) р а в н о ^ |- | .Э та  величина
хорошо описывает отношение 
массы нуклона к массе самых 
легких векторных р, со-мезонов. 
О днако она не согласуется с отно

шением массы нуклона к массе самого легкого псевдоскалярного л- 
мезона. Это значит, что л-мезон не описывается рассматриваемой про
стой моделью мешка.

Вычислим еще в модели мешков магнитный момент бариона. Опе
ратор магнитного момента кваркового поля определяется формулой 
[7]

1,2 ■4 ) Щ )

Рис. 42

М Ь

li =  - ^ ^ x Y Q ar X q ayqa ,

где Qa —  зар яд  кварка сорта а .  П одставляя в эту формулу выраж е
ние (5.1.12) для кваркового поля и усредняя полученное выраж ение 
по адронному состоянию, получаем [6]

P — go zC/  ((,>пк) U ma U m ]jjj Qa ((Ь£Ьа ) -J- ( d a d a } ) ,
1 ̂  nktn a

где

/ (&>/ia) —
4gW  +

(iùnk + k ) iù nk “

R 4 со, — 3 »
Отсюда для протона получаем ------ =  1,4 ГэВ .

Это приводит к гиромагнитному отношению g p =  2т рцр =  2,6, что 
близко к экспериментальному значению 2.79. Д л я  магнитного момента

2
нейтрона получается известный результат: g n -- -------g- g p.

Полученные результаты  относятся к простейшему случаю  сфери
ческого мешка без учета кварк-глю онного взаимодействия. В более



сложных моделях, учитывающих кварк-глю онное взаимодействие и не- 
сферичность формы, а такж е наличие странных кварков, получается 
лучш ее согласие эксперимента с теорией.

§ 5.2. АННИГИЛЯЦИЯ ЭЛЕКТРОННО-ПОЗИТРОННОЙ 
ПАРЫ В АДРОНЫ

ге+

Рис. 43

5.2 .1 . Полное сечение аннигиляции. Свойство асимптотической 
свободы позволяет получить ряд  важных физических выводов относи
тельно взаимодействия быстрых лептонов с адронами. Именно если 
импульс, переданный лептоном кварку , велик, то кварк будет вести 
себя как  квазисвободная частица, и поэтому рассеяние лептона на 
адроне будет выглядеть как  рас
сеяние на системе почти свобод- £  
ных частиц. Т акая  же ситуация 
наблюдается при аннигиляции 
электронно-позитронной пары в 
адроны, когда энергия пары 
е+е~  достаточно велика. Оба эти 
процесса можно рассматривать 
как  взаимодействие виртуально
го фотона, обладающего большим 4- импульсом q y с адронной 
системой. В процессе рассеяния этот импульс является пространствен
но-подобным, q2 <  0. Д ействительно, q =  р' —  р  (р' и р  — конеч
ный и начальный импульсы лептонов), и поэтому q2 =  2пг2 — 2ее' +  
+  2 р р \ Эта величина, очевидно, меньше нуля. В процессах анниги
ляции вектор q будет времен и подобным, q2 >  0, так  как  в системе 
центра инерции электрона и позитрона инвариантная величина q2 
полож ительна (q =  р+ +  р -  =  0, где и — 4-импульсы
электрона и позитрона). Д иаграм м ы , соответствующие этим процес
сам, показаны на рис. 43, где X  служ ит для обозначения какого-либо 
адронного состояния.

М атрица рассеяния, описываю щ ая эти процессы, определяется 
формулой (3.1.60)

S  =  Т  ехр ^— i j  d*xwlnt (x)j, w ln, (x) =  — (jn (*) +  i l  (*)) (*),

(5.2.1)

где /ц (x), j l  (x ) — операторы электромагнитного тока кварков и леп
тонов; Ац (х) — 4-потенциал электромагнитного поля (при феноме
нологическом описании /ц (к) представляет собой адронный ток). 
Эти операторы выбираются в представлении взаимодействия, которое 
соответствует «свободному» (по отношению к электромагнитному вза
имодействию) гамильтониану

Жо = Э С  +  №  +  Ж у.  (5.2.2)
где ÿ (  —  гамильтониан кварков  с учетом сильного взаимодействия; 
Ж 1 ң Ж у  — гамильтонианы  свободных лептонного и электромагнитно
го полей. Поэтому операторы j l  (х ), А ^ ( х )  совпадают с квантово



электродинамическими операторами тока и потенциала в представле
нии взаимодействия (см. п. 3 .1 .5), а /ц (я) является оператором элек
тромагнитного тока кварков в гейзенберговском представлении по 
отношению к гамильтониану

Рассмотрим вначале процесс аннигиляции. Этот процесс будем 
изучать во втором порядке теории возмущений по заряду  электрона. 
М атрица рассеяния второго порядка теории возмущений определяет
ся формулой

S 2 =  -  J d4* J d*x'T  (А 11 (х ) A v (дс')) T  {(/V (jc) +  &  (x)) ( jv (* ') +  j ‘v (x')).

(5 .2 .1 ')
М атричный элемент процесса аннигиляции, очевидно, имеет вид

(S 2) ^ ,  =  -  J d * x d * x ' i0 cllv( x - x ' )  ( X \ h ( x )  |0> <01 /v ( х ' ) I P+p _ ) .

Здесь I X ) — вектор состояния конечных адронов; | — вектор
состояния начальной электронно-позитронной пары с 4-импульсами 

I 0) —  вектор состояния вакуум а. Т ак как

X  (x) =  é * %  (0) ё~ & * .  /•; (X) =  e ^ xi l  (0) е ~ ^ х (5.2.3)

— оператор 4-импульса «свободных» полей), то

(XI /„ (x) 10) =  é * #  { X I (0) 10), <01 / '  (х') I р + р _ > =

=  е ~ 1{р+ + р- )х’ ф \ Ш \ р + р _ )

х  — 4-импульс состояния I X )), и, следовательно,

(S 2)tw  “
(2л)4 S (р_|_ +  Р— — &х) (X I /v (0) 1 0) X

x  <0\jl(0)\P+P-)>
где q =  р +  +  /?_ — 4-импульс электронно-позитронной пары. Нас 
будет интересовать вероятность аннигиляции в единицу времени 
Wi-+f в произвольное состояние | X ), т. е. вероятность, просуммирован
ная по всем адронным состояниям | Х>. Эта вероятность определяется 
формулой

=  -Y -  S | ( S 2) w l 2.

Зам еняя 6 (0) на I/7V(2:rt)4, получаем

Wi-+j
(2л) 1

< Х |/Д(0)|0> ,

(5.2.4)
где

V2e е
^  й S  <01 / '  (0) IP + P J )  ( р + р _  I /1 (0) 10) (5.2.5)



(po± з а  е± , мы при этом произвели усреднение по поляризациям  элек
трона и позитрона). И спользуя формулы (1.5.55) и (1.5.54), величину 
i£v% можно представить в виде

=  - Ç -  {p_vP+x +  Р -кР +v - - Т ё v ^ 2} • (5.2.6)

Вводя плотность потока электронов

/ =  т ~  ф г  V ' i P + P - f - ^  =  — v~ -  V q 4 q * - l m * ) ,

получаем следующее выражение для сечения аннигиляции электронно
позитронной пары в адроны а  =

о =  Ç  в (<7 -  9  К) <01 /v (0) I X> <X I /V (0) 10> У Г ,

или, используя формулы (5.2.3):

°  “  Т 7 ф г ~ —  S Л е " ‘ < °1 w ' » (0>1°>-

Т ак как q0 >  0, то

- щ г  S dixeiqx <01/„ (°)/v (*)10> -  S  в (9 +  ^х) <01 /„ I X )  { X \ /v 10) =

=  0. (5 .2 .6 ')
Поэтому

/.(0 )1 1 0 ). (5.2.7)

В ходящ ую  сюда фурье-компоненту от вакуумного среднего коммута
тора токов можно выразить через поляризационный оператор фотонов

Пцг (<?) =  -  i J d*xe‘*x ( 0 1 T* (/v (x) /„  (0)) 10>. (5.2.8)

Отметим, что эта формула вместе с уравнением Д айсона для функции 
Грина фотона аналогична формуле (3.5.10) в квантовой электродинами
ке, если ограничиться вторым приближением по е. Напомним, что Г* 
обозначает релятивистски-инвариантное хронологическое произведе
ние, введенное в п. 3 .2 .6 . Из градиентной инвариантности следует, 
что n^v (q) ?v =  0 и, следовательно:

n ,v  (q) =  (guv -  п (<?), П =  4 -  n , v (g) g»v.

Согласно (3.2.60) величину можно представить в виде
о

Пцу (<?) =  — / J d 4xe“>x ( 0 1 / ц (0) j v (х) 10> —

—  i  J d4xe'«* <0 |/v (x) /  (0) 10) +  i  ( 0 1 pV(1 10). 
о



С огласно (3.2.64)

i  (О I pvtl 10) =  igvkgld <01 G°w  10>. (5.2.9)

Поэтому вследствие антиэрмитовости оператора G0k;l (см. (2.7.27)) 
величина i (0  | pv(11 0) вещественна. С ледовательно, учиты вая, что 
q0 >  0, находим

Im rV , fo) =  - - f j  dixelqx <01 Г/v W . U  (0)] I °> (5-2.10)

(мы учли, что ( 0 1 /ц (x) /v (0) 10) =  <01 /V (0) j v (— x) 10) и воспользова
лись (5.2.6 ')). Таким образом, полное сечение аннигиляции электрон
но-позитронной пары в адроны можно представить в виде 28

о  (е+ е~  h) =  1ш П (q) (5.2.11 )

(мы пренебрегли массой электрона по сравнению с q2, —q2 т 2).
5.2.2. Связь м еж ду полным сечением е+е~-аннигиляции и швинге- 

ровскими членами в коммутаторе кварковых токов. В акуумное среднее 
швингеровского члена G°*;/, входящ его в вакуумное среднее коммута
тора кварковы х токов, связано с вакуумным средним ( 0 1 pV[l | 0> 
оператора, входящего в определение релятивистски-ковариантного 
хронологического произведения кварковы х токов, формулой (5.2.9).

П окаж ем , что величина <0 | G°*;/ 10) связана с полным сечением 
£+ е” -аннигиляции в адроны а (е + е г  h) =  о  (s), где s =  —q2, со
отношением [10]

. °°
<0 I G0,:* 10> =  j  d q V o  (q2). (5 .2 .12)

о
В оспользуемся представлением Ч еллена — Леммана для вакуум ного 
среднего коммутатора токов

°о () д
<01 [/д (x), j v (у)] 10> =  i  J d m 2m 2р (tn2) ( ^ v +  - № - )  А { Х ~ У ’ m2)’

(5.2 .13)
где ф ункция Д (x, m 2) определяется формулой (2.3.11)

Д (х, т 2) =  j  d m  (k2 —  т 2) sgn k0e ~ ikx, (5 .2 .14)

a p (m 2) —  некоторая полож ительно определенная функция т 2, опре
деляем ая формулой

k 2p (k2) =  Im П (k) (5 .2 .15)

(доказательство этого соотношения, аналогичное доказательству со
отношений Ч еллена —  Леммана для Т -произведений полевых опера
торов (см. п. 3.5 .5), приведено ниже).

28 Вывод формул для сечения е^е 'аннигиляции см. также в книгах [8, 9].



П олагая в формуле (5.2.13) р  =  0, v =  I, получаем

<01 I/o (*). h  (У)] 10>,o=i/o =  г J  d m 2p (m2),
0

где мы учли, что А {х, т 2)|Х(_ 0 =  0(х). Вместе с тем, как мы ви

дели ранее,
( 0 1 [/о (х), U (у)]| 0 ) ^  =  -  - - (ах--~ -у)-е 2 <01 G°':* 10>

(для электромагнитных токов fabc =  0). Поэтому
оо

( 0 1 G°‘:* 0 > =  i g ik § d m 2p (т 2) ,
о

следовательно, согласно (5.2.11), (5.2.15) получаем соотношение 
(5.2.12) (интегрирование в этой формуле фактически производится от 
4шя, т п — масса л-мезона; так  как  т п т е, то при интегрировании 
мы находимся в области применимости формулы (5.2.11)).

Д окаж ем  (5.2.13). Согласно (5.2.3)

<01 / м (X) j v (у ) 10) =  Е  е- ‘гп«-*> <01 /V (0) \ п ) { п \  j v (0) 10>
п

(рп —  4-импульс состояния I п)),  или
оо

<01 /ц (X) /v (у) 10) = J d m 2 J d m  (k0) Ô (k2 -  m 2) е - 1Ңх- у)9^.  (k),  

где
P„v (k) =  (2я)3 E  ô (Pn -  k) <01 /„  (0) I n) (n\ / v (0)| 0>

(cp. с формулой (3.5.50)). Мы учли при этом, что
оо

j  d ik è  (рп — k) 0 (£0) =  1, j  d m 2b { k 2 — m 2) =  1.
(Р0«>°) о

В еличину p^v (k) можно представить в виде

РцУ (k ) =  -(2ÏÏT S diXeikX <0 * Ь  t°) I °>-

Отсюда в силу закона сохранения тока (х) =  0 следует, что

(k) =  0.

Поэтому вследствие релятивистской инвариантности 

Pnv (*) =  -  *2Р (fe2) ( ^ v  -  ^ w ~ )  ’
и, следовательно,

оо

<° I /ц (х) j v (у ) 10) =  i j  d m 2m 2p (m2) (V v +  A+ {x —  y ,  m 2),
о '  '



где - '“2 ' \ г ^ • ?..v .к* I .. 4V-

д* (х, ni2) =  - 0 -  J d 4 é -w * -m  ( ± ' | f  a ( P -  m2)
( c m . (5.2.14)). Д л я  вакуумного среднего коммутатора токов отсюда 
получаем

°о . д д \
(О I [/„ (*). / у («/)] 10) =  i j  d m 2m 2р (m 2) (g (iv +  Д (*, m 2),

0 x 7
где

Д (x, m 2) =  Д+ (х, m 2) +  Д“  (*, m 2) =  ÿ n f  Ц d * k e - ikx sgn k0ô (k2 — m 2)

( c m . (5.2.14)). Сравнение формул (5.2.13), (5.2.10) приводит к соотно
шению

k2p ( k 2) =  - L l m U ( k ) .

Отметим, что величина р (k2) полож ительна, р (k2) >  0. Д оказатель
ство этого утверж дения совпадает с доказательством аналогичного ут
верждения в случае квантовой электродинам ики, приведенного в р аз
деле п. 3 .5 .5 .

Таким образом, мы получили соотношения (5.2.13), (5.2.15).
5 .2 .3 . Сечение аннигиляции в области больших импульсов элек

тронно-позитронной пары. Согласно (5.2.11) сечение аннигиляции 
определяется вкладом кварков в поляризационный оператор фотонов 
П .Э тот оператор связан с поперечной частью фотонной функции Гри
на G(t) формулой (3.5.25)

-  П  (<?), 0 е (?) =  - - £ ■ .  (5.2.16)

Н еперенормированная ф ункция G связана с перенормированной ф унк
цией G соотношением

G =  Z“ !G, (5.2.17)

где Z  — константа перенормировки электрического заряда. В эту 
константу вносит вклад как электромагнитное, так  и сильное взаимо
действие кварков и лептонов. (Она совпадает с константой перенорми
ровки заряда , введенной в п. 3 .6 .5 , если не учитывать вклад кварко
вого поля.) Соотношение (5.2.17) является, по сути, определением 
перенормировочной константы Z, если считать, что G ведет себя при 
q2 æ  — fi2 как 0 е (q) (в квантовой электродинамике мы считали, что 
р 2 =  0, см. § 3.6).

Л егко видеть, что электрический заряд  всех частиц перенормиру
ется одинаковым образом. Д ействительно, перенормированный заряд  
е связан с неперенормированным зарядом е соотношением (см. (3.6.48))

f 2 =  Z ï ' Z ^ e 2,



где константа Z одна и та ж е для всех электрически заряж енны х час
тиц (так как он ц свдздн а с перенормировкой электромагнитного поля), 
а константы Zx и 1 2 зависят от сорта частиц (электрон, кварк и т. д.). 
Но в силу калибровочной инвариантности Zx =  Z2 (тождество Уорда, 
см. § 3.6). Поэтому е2 — Ze2 и, следовательно, отношение зарядов 
е2/е2 будет одинаковым для всех частиц. При равенстве затравочных 
зарядов частиц будут одинаковы и их физические заряды . В пренебре
жении электромагнитным взаимодействием константа перенормиров
ки Z обращ ается в единицу и, следовательно, только сильное взаимо
действие не перенормирует электрический заряд  е2 =  е2 [10].

Н ас будет интересовать сечение аннигиляции в главном приближ е
нии по заряду е2. Т ак как вклад  лептонной пары в полное сечение 
^ “ -аннигиляции в приближении е2 для полного поляризационного 
оператора П входит аддитивно, то его просто выделить в конечном ре
зультате из полного поляризационного оператора и получить таким 
образом полное сечение ^ ^ “ -аннигиляции в адроны.

В рассматриваемом приближении формулу (5.2.11) можно пере
писать в виде

<т =  - - ^ - 1 т С й \  (5.2.18)

причем в окончательном результате не долж ен учитываться вклад в 
GfljJ1, вносимый лептонной парой.

Д л я  нахож дения асимптотики сечения аннигиляции электронно
позитронной пары при высоких энергиях воспользуемся методом ре- 
нормализационной группы [11]. Вводя безразмерную  функцию  d a
=  q2G, являю щ ую ся функцией безразмерных параметров . е> g  

( М  — импульс обрезания), а такж е перенормированную  функцию  
d  =  g2G, являю щ ую ся функцией безразмерных параметров е, g  

(р — импульс нормировки; при q2 =  — р 2 <  0 функции G и D  
совпадают), перепишем формулу (5.2.17) в виде

где перенормированные константы связи е , g  связаны  с не перенорми
рованными константами связи е , g  соотношениями

е =  Z l/>e, g  == z3f*zTlg .  (5.2.20)

Т ак как d -1 ^ e t g ĵ не зависит от р при фиксированных «голых»
константах связи е , g , то так же, как  в п. 4 .8 .1 , мы приходим к уравне
нию для d” 1

{ v  i j T  +  P Ф - W  +  P' (£> £) 4 g  -  У (£> £)} =  ° ’



где

P (f. S)  =  . Р'( g ,  £ ) = ! ! ■ § -  (5-2.21)

и y — аномальная размерность функции d ~ l , определяемая форму
лой —

г ( £ > £ )  =  1 * н Ц г -  (5-2.22)
Р асклады вая безразмерную  величину d ~ ] по степеням eh

* ~ , =  1 + f ( - f i r > £ ï ) >  <5.2.23)

где величина /  ^ -^ г . g 2j  пропорциональна е2, получаем

( ~ 1 Ж  +  Р <£> - b g )  f  ( v  £ 2) =  V® (f > £).

где P (g) =  Р ' (g, 0) — универсальная ф ункция перенормированной 
константы связи g , введенная в п. 4 .8 .2 , и f 1 — аномальная размер
ность функции d ~ l в приближении е2. И спользуя обозначение t =  
=  In %, перепишем последнее уравнение в виде

( - - ¥ - +  Р (£) '- 5 ? )  f  ( e2t ■ $ -  • g )  =  V® (£, £)• (5.2.24)

Введем Удалее, как и в п. 4 .8 .2 , бегущ ую  константу связи g  (t, g ), опре
деляемую  уравнением

( -J ----- P fe) - | г )  i  (<. 5) =  0. i  (0. 8) =  Я- (5.2.25)

Тогда уравнение (5.2.24) можно записать в виде (см. (5.2.25))

х / ( е 2' - ^ - ,  i ( - 0 ) =  v® ( i ( — <))•

Отсюда следует, что

f  (е* - § г  > §  g ) ) - f ( y r > g ) = ~  f  dTV® ( g (r > g))’

ИЛИ

/  - J r . g )  ** / ( t f * g &  £>) +  { dxv<2)( i ( T> g))-

Поэтому
1 . '—k2 

~  w
f (jjT  * g) = f(— Ug(t,  g))+ I  dxY® (g(T, g)),

/  =  4 l n “ î l “ - (5 .2 .26)



ч о
р-ч

Рис. 44

р-к

_ _ У ° У - ______
? Ч

р-ч
Рис. 45

Г̂ С
I***'

Т ак  как  величина e2t полож ительна, то, стро
го говоря, этой формулой можно непосред- — 
ственно пользоваться, если k2 < .  0. Н ас, Я 
однако, интересует случай к 2 >  0. Д ля  
рассмотрения этого случая сделаем ана
литическое продолжение формулы (5.2.26) из области k2 <  0 на об-

-k* л k2

р-ч
Рис. 46

ласть ft2 >  0. У читывая, что In ■ In +  n i  (ft2 >  0), в области

больш их полож ительных ft2 получаем

Im / ( - £ - ,  g) =  -£- V(2) ( i  ( - £ - . * ) ) ,  g ( - £ -  - s )  =  g «> 4 =  <_

(Мы учли, что ф ункция f  (— 1, g  (t, g))  вещественна, так как она соот
ветствует ф  =  — ц2 <  0). Эта величина согласно (5 .2 .18) определяет 
сечение процесса аннигиляции электронно-позитронной пары

а  =  Im /  =  - ÿ -  Im у® (g  ( - £ - , g ))■ (5.2.27)

5 .2 .4 . Поляризационный оператор фотона с учетом сильного вза
имодействия. Перейдем к вычислению аномальной размерности функции 
G ~ lq - 2 =  â ~~x. Д л я  вычисления величины Z, определяющей аномаль
ную размерность функции Грина фотона, необходимо найти поляри
зационный оператор фотона с учетом сильного взаимодействия квар
ков и глюонов в приближении е2. В приближении е2 и e2g 2 поляриза
ционный оператор определяется диаграммами на рис. 44— 46. Вели
чина Z в рассматриваемом приближении будет иметь следующую 
структуру!

Z =  1 +  ае2 +  te 2 +  ce2g 2,

где коэффициент а  определяется лептонной петлей, b — кварковой 
петлей и с — диаграммами на рис. 45, 46. Эти величины зависят от 
импульса нормировки р. Поэтому аномальная размерность функции 
Грина фотона будет определяться формулой

/о\ о да - » дЬ - о о дс
=  t V  ^ r  +  ? V ^ T  +  ? £ > - щ г  •

Т ак  как мы рассматриваем полное сечение е+е--аннигиляции  в адро
ны, то первое слагаемое здесь, соответствующее аннигиляции в лепто- 
ны, следует опустить. Поэтому полное сечение (5.27) аннигиляции 
в адроны будет определяться формулой (5.2.27), в которой



Д иаграмме на"1 рис. 44 (приближение ezg°) соответствует ^ е д у ю щ и й  
вклад в поляризационный оператор [5, 12]:

п«> —  « у - е  J L  f  S »  * 2 #  »  - j >  ,
-  3 J ^n)d P2 (p — q)2

диаграмме на рис. 45 (приближение e2g 2) —  вклад

(5.2.28)

T ©  __ „2^2.,2М  —d )D 2 п2 ' 2
3*2

Г Г  =  — ^ 2 ^ 2 (4 -d)Q2 Г ddP SP УцР^руц (p — q) 
J (2л)а

Л
(p2)2 (p — q)2

! ( n l  Г àdk f ( p - k ) f  ( ( kpk„ \
^  J (2n)d k2 (P — Щ2 \ ^ po k2 j  ’

(5.2.29)

наконец, диаграмме на рис. 46 (приближение e2g 2) —  в к л а д 29
| u к

Xп*3>— (2л)а

/ , ,  «  (Р -  *)р (Р -  k)c \  Sp Тц^ТРРТц (Р -  q) т° (k -  q) (5.2.30]
Х I® P® *1 ё'  ( p -  k)2 j  p 2k2 (p — q)2 (k — q)2 (p — k y

(e2Q2 =  £  e2Qa, Qa —  электрический зар яд  кварка сорта а ) . П оляри-
а

зационный оператор связан  с П =  П(1> +  П(2) +  П<3> +  ... со
отношением

п к » ^ ) п -

Эти формулы относятся к цветовой группе S U  (п) (п =  3).
М ножитель п в формуле для П(1> появляется при суммировании 

по цветовой переменной кварка вследствие того, что Sp 1 =  п\ множитель
-i- (п2 — 1) в выражении для П(2) и П(3) возникает из выраж ения 

SpûÀ6 г= -y  (п2 — 1) (глюонному пропогатору соответствует мно

ж итель Ьаьу а глю он-кварковым вершинам — матрицы -уЯ а и ~ - Я 6,
a, b =  1, 2, п2 — 1). В формулах (5.2.28) — (5.2.30) мы пренебре
гаем массами кварков т ,  так как  нас интересует область больших им
пульсов. П ри вычислении величины П пользуемся методом размерной 
регуляризации, считая размерность пространства d  =  4 — е (е >  0) 
и устремляя в конечных формулах 0. Т ак как  нас интересует ано
м альная размерность функции G, которая определяется величиной Z  
(см. (5.2.22)), то в выраж ении для Z  необходимо знать коэффициент при 
1/е (величина 1/е связан а с предельным импульсом М  и константой 
нормировки p, соотношением (5.2.50)). При этом в соответствии с из
ложенным ранее мы величины е2 и g 2 заменили на e2\i*~d и g 2^ ^ .

29 Аналогичные вычисления величин П ^ , П(3* в квантовой электродинамике 
приведены в работе [131.



Приведем еще интегралы, через которые выраж аю тся в< 
П»), n»%31'(ci' n. 3 .6 .3  и [14] — [16]):*4 ‘ я ‘с  ^  “,г’“

величины

°<«*>*

Г ddk d а-тг — а—Э 2
(2n)d ^ ( k - q f t  - <7u (<?2)2 «J- а - р  Ф Л «,Р).

Г _ d * k_  * Л  =  ,-24-7 - “- р /.
J (2л)<г fe2ot (А; — g)213 W ' V

_  _а_р / £  _  \ r ( d - « - p )
2 ' а  r ( d  +  2 — а  — р)

X ф^(0С, p)
d R 

—  “ P-------— £rv -t~+?л (4 —■а+•) » (5-2-31>
а +  Р —1--- — ' '

где

rf Г (a ~f~ P ^
%(«. P ) - - ( -  -яг)~ VMrm~; B(-f-«• 4 -  (>) • <5-2-32>

Здесь В (a , p) —  В-функция Эйлера:

B (a  61 =  г  ^  г  (Р) D (a > Р) Г(а +  Р) (5.2.33)

Эти формулы легко можно получить с помощью формул (3.6.17) —
(3.6.19) и тождества (см. (3.6.13)):

1 _  Г ( « + Р )  Г . , . ,  х ^ - 1 (1 —  дг)Р-'
а%Э ~  Г(«)Г(р) J ÜX [(д _  6) * +  б]“+Р ’ (5.2.34)

позволяющ его привести интегралы, содерж ащ ие в знаменателе произ
ведение двух множителей, к интегралу, содерж ащ ему в знаменателе 
некоторую  степень одного множ ителя. Последний из интегралов в
(5.2.31) удобно представить в виде

Г Vv _  J_ t r i \ T  - “-P rfd  (« — I, P) v
J (2n)d k2a ( k - q ) ^  2 W ' (a _  1) (и +  1 — a — fV) X

x  {^v<?2 (4-P) +  W v ( d  +  2 -  2a) (a +  P -  1 -  4 ) }  • (5-2.35)
если учесть, что

a +  P----r-
<Prf(a +  1. P) =  «M «, P )---------5---------± Z.l r f ' r  l,  . (5.2.36)

—-----a — 1



При нахождении асимптотики этих интегралов при d  -*■ 4 (е ->  0). 
удобно пользоваться следующими формулами (см. (3 .6 .21)):

Г ( е ) »  —----- с, Г ( 1 — е) «  1 +  ес.

О тсю да следует, что при с 0

Ф *0. 1) =  * ( -  4 - ( *  +  e ( l  -  - г ) )  +  0 (e ), (5 .2 .37)

<Pd(l + l) = '(---4) -г(|+8(̂ ----г)) +
+  0 (e) =  - i - ф ^ О , l ) ( l  +  - | - )  +  0 (е).

Кроме того, из рекуррентного соотношения (5.2.36) следует

Ф а(_£_, l )  = ----- |-Ф ^ (1 . 1) +  0 (e). (5.2.38)

5.2 .5 . Вычисление вкладов, вносимых в поляризационный оператор 
кварковыми и кварк-глюонными петлями. Перейдем к вычислению П. 
Начнем с величины П(1>. В отличие от квантовой электродинамики в 
рассматриваемом случае масса фермиона (кварка) предполагается равной 
нулю  и вычисления становятся особенно простыми. У читывая, что

S \ А

УрРУ° =  (2 — d)p ,  и вычисляя шпур в формуле (5.2.28), находим

П (1> = 4/
•n e

J  (2л)"
d — 2 р2 +  (р — I?)2 — д2

р2 (Р — д)2

В методе размерной регуляризации (см. (3.6.17))

1ddp ____
(2 л )“ р2“

=  0 , а  =  1 , 2 . (5.2.39)

Поэтому согласно (5.2.31)

п<1‘ =  - 4 ~ n e y - dQ2 (q2) ' 2 ( l  -  - f - )  cpd ( l ,  1). (5.2.40)

Это выражение совпадает с (3.7.24) при т  =  0, если воспользоваться 
формулой (5.2.32).

Перейдем к вычислению величины П(2>. И спользуя формулы
(5.2.31), получаем

2 (р )  =  М Л _ ^ ( 1 - 4 ) ф ^ 1' O i-
Поэтому

п<2>= о  ( 4  - 1) х

х d“p
(2 л )а

2» (рд -  Р2)
H--S-

(р2) 2 (Р — д)2



П<2> =  A  ^ 2 fx2(4-rf)Q2 П2 — 1
2

(5.2.41)
Отметим, что в калибровке Л андау  (£ =  0) величина 2  (р), а следова
тельно, и величина П(2) обращ ается в нуль.

П ереходя к вычислению П(3), отметим, что величина П(2) - f  П(3> 
не зависит от | .  Д ействительно, часть величины П<3), пропорциональ
ная 1 —  I ,  согласно (5.2.30) имеет вид

X
SpynÂVм (P — g)

k*(P - q ) * { p - k Y  •

Мы воспользовались при этом формулой (5.2.39). У читывая, что

находим

п (з>' =  4  (1 -  a  -  ( i  — | - ) 3 х

X (<72)1- ефД 1, l ) < p , ( l + - f .  l ) ------- 3----- • (5-2.42)
\ / I ----- — е

Отсюда и из (5.2.41) следует, что член, пропорциональный £, в величи
не П(2) +  П(3) обращ ается в нуль.

Величина П(3)", не зависящ ая от 1 —  | ,  согласно (5.2.30) опреде
ляется так:

П(ЗГ =  — e2g 2p 2(4- d>Q2
я2 — 1

J (2 л)d J
dak

(2nf X

w s PYM*YpРУ* (P — q)y  (k — q)
X  P4 * ( p - q ? ( k - q ) * ( p - k )2 •

И спользуя соотношения (3.6.24)

y pa b cyp =  — 2c b a - \ - m b c ,  e =  4 — d, 

у  a b y p =  4ab  — га  b, y pa y p =  (e — 2) u.

находим

(5.2.431

Sp Y,^YpPYM \P — Я) У (k — <?' =  4 (e (2 — e) [(k, p ) ( p  — q, k —  q) +  

- r  (k , k — q) (p, p  —  q)] - f  (e2 +  2e —  8 ){k ,  p  —  q ){p ,  k —  q)}.



Вводя обозначения
Sp =  (p — q f ,  Sk =  (k— q)2, Spk =  (p —  k f ,

представим этот шпур в виде

SP V & p h u (p —  q ) y P (k —  q ) = 4 e   ̂1 — - j r  j  (p 2S k +  k2S p) +

+  8 ^ 1 ------7j-J [q2 (p2 k2 -[- S p -f- S k — q2) —  Sp*] -f-

+  2 (e 2 +  2e — 8) q 2S%  +  ( ~  p 2S p, k 2S k, p 2S pk, k2S pk, S pS pk, S kS pk).

(5.2.44)
T ак как  знаменатель в величине П(ЗГ имеет структуру PÙ =э 
s  p 2k2S pS kS pk, то интегралы, соответствующие членам p 2S p, k2S k, 
p 2S pk, k2S Pk, SpSpk, SkSpk, в ш пуре (5.2.44) в силу соотношения (5.2.39) 
обращ аю тся в нуль.

Отметим, что интегралы
Г â dp Г d"k k2p2 _  Г ddp С d'!k SpSk _

J  (2я)" J (2л)" ^ J (2я)" J (2я)" ®

=  (?2)1_еФ Л 1, 1)Ф£г(о .1 + - f ) ,

как  видно из асимптотических формул (5.2.37), конечны при е ->  0 и, 
следовательно, не дают вклада в аномальную  размерность фотонной 
функции Г рина. Д алее можно показать, что интеграл

Г d'p Г d“k 1 
J  (2л)" J  (2я)" ®

сходится при d  -*■ 4 и, следовательно, такж е не дает вклада в аномаль
ную размерность фотонной функции Грина.

Оставшиеся интегралы определяю тся формулами

Г ddp С dâk p*Sk Г d“p (* ddk k2Sp _
J (2я)" J (2я)" ® _  J (2я)" J (2л)" ^

=  (<72)1 -е фД1» 1)фa ( -5- '  ! ) ’

ddp Г ddk q2p2, q2Sp, q2k\ q*Sk
(2n)d J (2я)" ® (<72)1_вф Д 1 , 1)фй (1 +  l ) ,

I ddp
(2я)" J ddk

(2я)"
q2S

1)фЛ 1, l) =

' f  daP f  ddk s lk 
' J (2я)" J (2я)" &

И спользуя эти формулы и (5.2.43), получаем

П<3)" =  e2g Y ^ Q 2 (q2) ' - \ d ( 1, I) x

X j 32 ( l - - f j ( p d ( l  +  - | - ,  ] j — 1 2 (l — | - ] ф Д 1, 1)} .  (5.2.45)



Мы учитываем только члены, содерж ащ ие в асимптотике сиңгулярны е 
слагаемые по е и q2. Таким  образом, согласно (5.2.41), (5.2.42), (5.2.45)

Пй +  П1» -  e - g V ' - V f  х

x { 2 4 ( l - - î r ) ^ ( l + - r .  l ) - 1 2 ( l - i ) ^ ( l ,  D ) .

или, используя (5.2.37), при малых е получаем

П,2> +  П(3) =  -  е W  q* e<pd ( 1, 1 ) <pd ( 1, 1 ). (5.2.46)

Отметим, что П(2> и П(3> содерж ат слагаемые, пропорциональные -4-,
которые, однако, в величине П(2) +  П(3) сократились. Это сокращение 
связано с тождеством У орда, которое связы вает собственно-энергети
ческую часть 2 , содерж ащ ую ся в П<2>, с вершинной функцией, содер
ж ащ ейся в П(3). Полный поляризационный оператор при г  0 соглас
но последней формуле и (5.2.40) имеет вид

__ е_

п  =  - « 4 ^ 2« фЛ 1 . 1)<?2 { ( - ^ )  2 +

5.2 .6 . Аномальная размерность фотонной функции Грина и отно
шение сечений аннигиляции электронно-позитронной пары в адроны 
и мюоны. Имея выражение для поляризационного оператора при 
г  ->  0 , можно определить аномальную  размерность у  фотонной функ
ции Грина. Д ля  этого нужно предварительно найти перенормировоч- 
ную постоянную Z.

Ф ункция Грина фотона определяется формулой 

G » = - < 7 2 -  П,

где согласно (5.2.47) поляризационный оператор П в приближении 
е2 и e2g 2 при е 0 имеет вид

П - - « ! ( - f  н-6' l n - ^ - ) ,  (5.2.48)

6л2  ̂ 1 64л2 п J 9

w  _  Q2e2n / 1 3g2 rï£— 1 \
6л2 [ 2 6 4 л 2 n ) •

Поэтому

G<«' =  -  <72 -  п  =  -  (l -  - f  -  V  In - = £ - )  . (5.2.49)

При проведении процедуры регуляризации с помощью введения 
предельного импульса М  получим аналогичную  формулу, в которой



Ь' In

a , ,  , Jfiвеличину — нуж но заменить на — о In —— j6 [X
м 2 (5.2.50)

Это следует из независимости неперенормированной функции Грина 
от параметра нормировки р. В соответствии с теорией перенормировки

G(t) =  ZGUh

где в рассматриваемом приближении величины G(t), Z  определяются 
формулами

причем

G(V  =  - < ? 2 ( l - 6' l n ^ - j ,  Z = \ ~ b ' \ n ^ ~ ,  (5.2.51)

(в формуле для Ь' мы заменили е и g  их перенормированными значени
ями е, g ,  что можно сделать в рассматриваемом приближении).

Из выраж ения для Z и формулы (5.2.22) моя(но найти аномальную  
разм ерность функции Грина фотона

d ln Zу =  р,- дц =  2 V .

П одставляя выраж ение (5.2.52) в формулу (5.2.27) для сечения анни
гиляции, получаем

<6 -2 -53>
где

ё Ч я 2) =

4 nq2

g 2 (и2)

1 +  g2 (u2) In <Г
—  , 5 =  1 1 -  ~ щ .  (5.2.54)

1бя2

При этом мы учли, что п — 3. Вводя вместо g 2 (р2) величину №\
1

g2 (р2) 16л2 ln X2 ' s 2 (4“)
16л2

представим выражение (5.2.53) в виде

а ( е + е -* ~ h )= 4 nq2 E Q l f 1 +
V И п - ъ -

(5.2.55)

(5.2.56)

При анализе экспериментальных результатов удобно рассматривать 
отношение полного сечения образования адронов к полному сечению 
образования мюонной пары:

а  (е+е ) =
1 е4 
3 4nç2 в (5.2.57)



Эта формула следует из формулы (5.2.56), если в последней 2Q 2 

заменить единицей, отбросить слагаемое 4/6 In , учитывающее силь
ное взаимодействие (в процессе е+е~~ ->  сильное взаимодействие 
проявляется не в приближении е4, а в приближении е6) и, наконец, 
разделить полученный результат на три, так как формула (5.2.56) 
учитывает три цвета кварка. Отношение сечений определяется форму
лой

к -  = з е <й / 1 +
о (е+ё H +fi b In Г

l 2

(5.2.58)

Видно, что это отношение зависит от числа сортов кварков и только 
логарифмически зависит от энергии электронно-позитронной пары. 
При больших энергиях R  стремится к константе/? ->- 3 117— 19],

а
что соответствует модели свободных кварков. П ереход к асимптотиче
скому режиму осущ ествляется сверху, т. е. величина R  уменьшается 
с ростом q2, что находится в соответствии с экспериментом.

Отметим, что если бы мы учитывали массы кварков, то число сор
тов кварков, по которым происходит суммирование в (5.2.58), зависе
ло бы от q2 (см. формулу (3.7.21); при q2 <  4гпа в формулу (5.2.58) 
дают вклад только кварки с массами меньшими т а). Это находится 
в соответствии с наблюдаемым на опыте скачкообразным изменением 
R  с ростом q2. При достигнутой энергии электронно-позитронных 
пар УУ == 45 ГэВ асимптотическое значение R  =  4 -г- 4,5, что соот
ветствует пяти кваркам  и , d, s, с, 6 с электрическими зарядами 2/3, 
—  V3, — V8, 2/g, — 1/g. Согласно (5.2.58) этим пяти кваркам  соответ
ствует теоретическое значение R  =  п /3.

Теоретически предсказанному шестому /-кварку с зарядом 2/3 
соответствует асимптотическое значение R  =  5. Таким образом, мас
са /-кварка долж на быть больше 20 ГэВ.

§ 5.3. КВАРК-ГЛЮ О Н Н Ы Е СТРУИ

5 .3 .1 . Двухструйные процессы с участием мягких и виртуальных 
глюонов. В предыдущем параграфе мы определили полное сечение пре
вращ ения электронно-позитронной пары в кварки и глюоны в прибли
жении e4g 2. Это сечение мы интерпретируем как полное сечение анниги
ляции электронно-позитронной пары в адроны, предполагая, что 
кварки  и глюоны с вероятностью  единица превращ аются в адроны. 
Н аряду  с полным сечением аннигиляции большой интерес представ
ляет изучение сечения аннигиляции электронно-позитронной пары 
в кварк-глю онные струи, которые наблюдаются на опыте в виде 
адронных струй. В данном параграфе мы будем изучать образование 
двух и трех кварк-глю онных струй. Под двухструйными событиями 
будем понимать такие события, в которых вся энергия Е  =  Y  Я2, 
электронно-позитронной пары в системе центра инерции за исключе-



т» n

\ .._ У
/  * \

4' Pi

\ . . « л

p* 

* Pt\. ,y
/  '  \
«  A P*

t

Я2
\
/
ч<

P,

P

нием малой части eE  (e 1) пере
ходит в энергию кварков  и глюонов, 
летящ их в двух противоположно на
правленных конусах с углом рас
твора Ô, располож енны х под углом 
0 к направлению  сталкиваю щ ихся 
е+е~~-пучков. Аналогично определя
ются трехструйны е процессы, в ко
торых три струи леж ат в одной 
плоскости при произвольных углах 
между осями струй. Т ак как мы 
вычисляем сечения с точностью до 
членов порядка £4, то необходимо 
учиты вать диаграммы Ф ейнмана, 

показанны е на рис. 47. Д иаграммы  на рис. 47, а , б  дают вклад только 
в двухструйны е события, а диаграммы на рис. 47, в , г  — как в двух
струйные, так и в трехструйные события.

М атричный элемент образования кварк-антикварковой  пары сор
та а  и цвета /, соответствующий диаграмме на рис. 47, а, определяет
ся формулой

(?! +  <72 — Pi — Pi), (5.3.1)

А

Рис. 47

ç(0) __________ i  (2я)4
(2V)2 V

Aai =  e2QaD c (qt +  q2) (q2) y Ku u' ( q j  uw ' (p Y) (p 2), ü =  «c ,
где
0 e (qx +  <72) =  — l/(<7i +  <72)2; eQa — заряд кварка сорта a  (/ =  1 ,2 , 3 — 
цветовой индекс кварка). Д ифференциальное сечение процесса, про
суммированное по сортам и цветам кварков, определяется формулой

=  l ï ï ï W  - Г  2 1 А«> I2 dQ> Е2 =  +  ^ 2
(знак 2  означает суммирование по сортам, цветам и поляризациям  
кварков, а такж е по поляризациям  электронов и позитронов; dQ  — 
элемент телесного угла импульса кварка в системе центра инерции). 
Зам ечая, что

-J- S  У 2 Ы  уУ  Ы )  (î'112 Ы  y  У  (<7i))* =  q lKq2v +  —

(Ç1Q2) S vh =

4 "  S  («“*' (Pi) П  (Pt)) («a°‘ (Pt) ( r f  =  { P i P y  (5-3.2)0Х02
(мы пренебрегаем массами электронов и позитронов и считаем, что
массы кварков равны нулю, т. е. р \  =  р \  =  0), получаем

d o (0) З а 2 .« . , û \  п л 2 е2- ^ ( 1  +  cos2 0) £ Q a , о  =  - ^ .
аdû (5.3.3)

П олное сечение в борновском приближении определяется формулой

a<0> = “T  -S -3 £ 1 = ° (0> (е+ е~ -+  1* V )  3 S Q» (5.3.4) 
(ср. .с формулой (5.2.28)).



Найдем поправку к борновскому сечению за счет интерференции 
диаграмм на рис. 47, а, б. Амплитуда, соответствующая диаграмме 
на рис. 47, б, имеет вид

=  е20 с (q) Qav ^  (q2) у ' и ^  ( ^ )  ы«°» (рх) A v (g) (р 2),

где Av (g) =  Av ((?) — Av (0) (g =  gx +  <?2) — регуляризованная вершин
ная функция и

Av(<?) =  — g2 (q2) 4 - (2ax)4
Y*. 0>\ — *) Yv £2 +  *) У%

(Pi — k)2 (p2 -f- k)2 (k2 — X2) ■

Здесь K — фиктивная масса глюона, которая введена для того, чтобы 
избеж ать инфракрасных расходимостей (мы учли, что (Ад)2 =  4 - , 

где А,0 — матрицы Гелл-М анна).
А А

Импульсы кварков, входящ ие в матрицы р г и р 2, исключаются 
с помощью уравнения Д и р ака  при нахождении матричного элемента 
ÿA vn. Н аконец, в качестве величины g  в соответствии с результатами 
предыдущего пункта мы долж ны  выбрать значение бегущей константы 
связи  g  (q2) при q2 — Е 2. Поэтому величину A v можно представить в 
виде [5] “

A v (<?) =  — < -  е У ' { Я % $ 1  +  ( h v У о —  УаУуЯ) 3 °  +  YxYvVo^ax},

где

я ™  =  [ t w *  -  - т  (1п ~ Т  + 4 )}

(эту формулу можно получить, используя (3.7.26)). Отсюда и из (5.3.1) 
следует, что

А'3  -  - Т  +  3 1 л Х  -  2 Т - )  • <5 -3 -5>

Поэтому поправка к борновскому дифференциальному сечению (5.3.3), 
обусловленная интерференцией амплитуд А £},

определяется формулой

. ig (-  l û t ). ( j g ______L  +  3 1 n - f  — 2 In2 — ) . (5.3.6)
dQ dü  Зя2 \ 6 4 A X } ’

Перейдем к рассмотрению вклада е сечение двухструйных процес
сов диаграмм с излучением реальных глюонов (см. рис. 47, в, г). Ам
плитуда, соответствующ ая диаграммам на рис. 47, в, г, определяется



формулой

Aaij =  g 2 (<72) Qa - p -  (<?2) y %u*> Ы  j«“°* (px) YV X

X y> 4 . k ai i V ^ ‘ ( p 2) -  «“0l (AU) ï "  YV - f  Л?/»00' (/>,)} , (5.3.7)

где 4 v — вектор поперечной поляризации глюонов. Амплитуда 
Л ai/ зависит от цветов кварка и ан тикварка /, /, а такж е от сорта 
глюона а . В записанной формуле зависимость от цветов кварков опре
деляется выражением Хц. Д ля  «мягких» глюонов, энергия которых 
со меньше г Е  (со <  е£ ) , это выраж ение принимает вид

А% «  gZ(q2)Qa - f r  т У 1' (?l) X
сD<e£ с

х  г -  i p à j u t f " -  (р2) ! Л - + - £ ) « е .  (5 .3 -8 )

Поэтому вклад  в сечение двухструйного процесса «мягких» глюонов

da(1>
dQ

I
64 л 2Е г f s  j

w < e£

(суммирование проводится по a ,  i, / ,  a такж е по поляризациям  элек
тронов, позитронов, кварков и антикварков) определяется формулой

d o 0  ) =  d a <0> / ____4 g2 (д2) \  Г /  р \ p i
dQ d a  I  3 1бяз + СО

П ри суммировании по цветам и спинам кварков мы использовали фор
мулы

Sp Х°%ь = 4 -  ôab, и Т  (р) ï i f  (р) = 2 щ Л %  (р),
где Л (р) —  матрица проектирования (1.5.53), действую щ ая в спиновом 
пространстве и не зависящ ая от /  и а .  В ы полняя интегрирование 
по dPk, получаем

d d l) _  d a <0> g 2 (Е 2)
dQ dQ Зп2 '2  In2

2 гЕ
■ )- (5.3.9)

Обратим внимание на то, что из суммы -|— не выпадает
фиктивная масса глюона, в то время как  в аналогичном расчете в кван
товой электродинамике масса фотона выпадала. Это связано с тем, что 
в квантовой электродинамике масса электрона отлична от нуля, а 
в рассматриваемой теории мы полагали массу кварка равной нулю. 
При массе фермиона, равной нулю, возникает добавочная инфракрас
ная расходимость при X =  0. Чтобы исключить массу глюона, необхо
димо учесть еще вклад в сечение двухструйны х событий жестких глюо
нов (которые мы до сих пор не учитывали), движ ущ ихся почти парал
лельно кварку  в конусах полураствора 6 .



5.3.2. У чет жестких глюонов в двухструйных процессах. Матрич
ный элемент излучения ж естких глюонов (со >  гЕ )  определяется форму
лой (5.3.7). Суммируя квадрат модуля этого матричного элемента 
по поляризациям  начальны х и конечных частиц и по цветам конечных 
частиц, получаем

2  I А (ац  |2 =  16 •
4 „ 2 /„г. г ?  е4 /  4 (ргк) — 2Я2 
3 g W ) Va Ei \ -f k)*

- p ; + W I p7 + W ' { p l P i ) ~ 2 {PlPi) (,PlP2Vv +  J  -

—  2 (р,Л) {P!P2}UV +  2 (p26) {PiPa}^] +

+  (P\ ^ Р г ) }  {ÇÆ Iuv- (5.3.10)
Сечение процесса с излучением глюона 

определяется формулой

da =  4 - 2 l 'С | 24г<*Ф, (5.3.11)
где

d O  =  (2д )40 ((7i +  <?2 — р х —  р 2 —

k) п dsPi

W= 1

ePk
(2п)а 2 Et / 2 (2 л)3 a> (5.3.12)

Введем безразмерные величины x t =  2£ ;/ £  (£ , — энергия конечного 
кварка, антикварка или глюона, i =  1, 2, 3). Тогда в силу закона 
сохранения энергии хх +  х2 +  лг3 =  2. Учитывая, что р \  — р \  =  0, 
к,2 =  Я2, в системе центра инерции сталкиваю щ ихся частиц получаем

Plp2 =  — *3 +  Р). P2k =  - J - E 2{i  — Хх + Р ) ,

Plk = ± E 2( 1 - * ,  +  Р), р
(5.3.13)

Введем пространственную систему координат с осью г, направлен
ной вдоль импульса электрона qx =  — q2, и обозначим через Эи <р по
лярны й и азимутальный углы  вектора импульса кварка рх (рис. 48, 
направление оси х  произвольно). Т ак  как  мы интересуемся двухструй
ными событиями, то в формуле (5 .3 .13 ') мы полож или угол между рх 
и р2 равным я . Тогда легко  видеть, что

Q\.2Pi =  -§“ *i О =F cos 0), <7i,2p2 =  -f"  x 2 (1 ±  cos 0),

<71,26 =  [x3 ± { x l —  x 2) c o s 0 }. (5 .3 .13 ')

Зам ечая, что
oo
S < № . D i P - W - s k -
0



и устраняя в (5.3.12) Ô-функцию интегрированием по 4-импульсу 
глюона, величину <1Ф представляем в виде

~  (2 я )5 ~Щ~ ^  ^ 2) ’ ^  — 41 +  42 Pi  P a -

Отмечая, что ЕТ'сРрх =  Ÿ  EEydXid  cos Qdcp и Е Г ,ё 3р 2 =  E 2d E 2dXd cos ф 12

(<jpi2 — угол между р  ̂ и рз; % — азимутальный угол, соответствующий 
повороту вокруг оси симметрии струй), и выполняя интегрирование 
по х (чт0 дает множитель 2л)  и по cos ф12 с помощью ô (к2 — Я2) 
(что дает множитель 1/2£ ,1£ ,2)> находим, что фазовый объем с1Ф мож
но заменить следующим:

I Е2
йФ шш(Щ т ~з2~ d x 1d x 2d  cos 0dqp.

Учитывая, выписанные вы раж ения для скалярны х произведений 
<71.2Ри Я1А " k > ? 1.2. р 2> P ip 2> получаем

- f  ^ (< ?2) Q ^ 4 - ( 1  + c o s 2 0) X

X
к\ +  х2

2
(1 — ^х) ( I — *2)

1
-* l )2 +

1
U - * 2)2

*з >  2e, Pj II — p2.

При написании этой формулы в слагаемом, пропорциональном р =  
=  Я2/Д 2, мы учли только те члены, которые содерж ат наивысшую 
сингулярность (члены типа р /(1 — х х) могут дать при интегрировании 
по х 1 только выраж ения типа р In р, которыми мы пренебрегаем при 
Я ->  0).

Выполним интегрирование по х х и хя. Определим вначале нижнюю 
границу интегрирования по Ху. Д л я  этого отметим, что

xi 4- *з — Р (l Н--- —) — 1
cos ф ,,3 =  1 — 2 ----------------- i------ jS -L -------

х1хз 2P хз
(ф!,з — угол между векторами рх и k =  р3). И з этого условия следует, 

что х х +  ха — 1 — р  ̂1 +  - j - j  ^  0 или х г 1 . Верхний пре
дел интегрирования по Ху находится из условия, что векторы plt 
Р2, Рз леж ат внутри конусов, соответствующ их двухструйной кинемати
ке, т. е.

х \ ^ х \  +  Хз -г  2 х хх3cos 2Ô
(это неравенство следует из закон а сохранения импульса Рх +  рз =* 
=  —р2; при возведении этого неравенства в квадрат мы пренебрегли 
массой глюона, считая, что P <£ Ô). П одставляя в эту формулу х2 =» 
— 2  —  Ху —  лг3, получаем

х  <г *
1 1 — Хя Sin2 6



Видно, что если б и Р малы , то х г æ  1 — xSf т. е. х2 æ  1. Интегриро
вание по лг3, очевидно, долж но происходить в пределах от 2е до U 
В клад ж естких глюонов в дифференциальное сечение двухструйных 
событий определяется формулой [20]

Жт<ж) d c (0)
2Q dQ

1 (1— х3)/(1 —  Х 3 sin2 Ь)

î(1— *3+Р)/(1—р/ад

+  I
(1 - * i ) ( * i + * a “  ■)

P ( ( 1 - ^ ) 2  +  ( * , + * - 1 ) *  )} ' 2 '

П ри написании этой формулы мы учли, что х2 =  2 —  х 1 — х3 и Р <£ 
ô, P е (ô 1, е 1), а такж е то, что наряду с рассмотренной 

областью  интегрирования х2 æ  1 такой ж е вклад  (вследствие симмет
рии двухструйной кинематики) вносит область интегрирования, по
лучаемая из рассмотренной заменой х г х2. Таким образом, в рассмат
риваемом приближении

d o (m)
dQ

da(0) g2 {g2) 
Ззт2 I— 4 In - y -  In 2e — 31n - y -----

— 2 ln2 e ----- -|— . (5.3.14)

Суммируя вклады (5.3.3), (5.3.6), (5.3.9), (5.3.14), соответствующие 
борновскому приближению , интерференции диаграмм на рис. 47, а, б, 
вкладу реальных м ягких глюонов и вкладу ж естких коллинеарных 
глюонов, получаем следующее выраж ение для сечения двухструйного 
процесса [21]:

- а Н  - Т в Ч 1 -  4 ^ ( з 1 п 8  +  41п61п2е +  - f — - f ) } . (5.3.15)
Здесь б — угол полураствора конусов, в которых летят кварки и 
глюоны, «одевшиеся» в реальные адроны; &Е — максимальная энергия 
мягких глюонов, двигаю щ ихся в любых направлениях, поэтому 
(1 — е) Е  представляет собой энергию адронов в двух струях; d o ^  — 
дифференциальное сечение в борновском приближении превращ ения 
£+£“ в к в ар к -ан ти к вар ко ву ю п ар у , кварк которой движется в телесном 
угле dQ  по отношению к импульсу электрона в с. ц. и ., иными слова
ми, dQ  — элемент телесного угла оси одной из струй по отношению 
к импульсу электрона.

Видно, что в сечении, соответствующем двухстройным событиям 
^ ^ “ -аннигиляции, масса глюона, которую мы ввели, чтобы корректно 
учесть инфракрасные расходимости, выпала.

5.3.3. Трехструйные процессы. Вычислим полное сечение трехструй
ных процессов. В силу того что мы исключаем двухструйную  кинема
ти ку , в выраж ении для квадрата модуля матричного элемента (5.3.10) 
можно полож ить к =  0 :

x i / C f = 4 £ a(</2)<?i JL
я 2

î
(1 — *l) (1 — Xg)

{*] +  x l  +

+  s in 2 ft (xl COS2 (Pi +  x l  COS2 ф2)},



где Ф — угол между норма чью п к плоскости импульсов конечных 
частиц и импульсов qb а фх и <р2 — азимутальные углы между осью 
х  и векторами рх и р2 (ось х  определяется пересечением плоскости век
торов qx и п и плоскости, в которой леж ат импульсы конечных частиц; 
рис. 49).

. .Считая, что .ф2 =  ф! +  Ф12, и вы полняя интегрирование по фь  
получаем [22]

Î  4 -  s  I < ч 2 = 4 ^ 2 (?2)<£ 4
п

п
“2

3 — cos8 О 
(1 — * г) О — х2) (А  +  xl).

Область интегрирования по переменным х г и х3 показана на рис. 50. 
У равнения граничных линий А В , В С , СА имеют соответственно вид

1 -- Xg 1 — Х3
1 ~  1 — х3 sin2 Ô ’ Х<2 1 — х3 sin2 б * Хз

И нтегрирование по углу О и по областям, ограниченным указанными 
кривыми, приводит к следующему выраж ению  для* полного сечения 
трехструйных процессов:

= ° (о> { 4 "  — г  + 1п 0 ( 4 1п 2 е + з >} * (5 -3 -1 б>

где а<0) — полное сечение £+£—-аннигиляции в адроны в борновском 
приближении; величины б, е имеют прежний смысл, т. е. относятся 
к двухструйной кинематике, которая определяет трехструйную  кине
матику (в приближении g 2 (<q2), когда в конечном состоянии не может 
быть более трех частиц). В двухструйны х процессах оси двух струй 
противоположны друг другу; в трехструйных оси трех струй располо
ж ены  произвольно друг к другу (в некоторой плоскости), но таким 
образом, что никакая пара из них не долж на попасть в конус раствора 
26. Полное сечение двухструйны х процессов согласно (5.3.15) имеет 
вид

• а 2 =  ог<0) {-1 -■  (з ln Ô +  4 ln Ô In 2e +  - Ç -  -  -f-)} .

Сложив эти вы раж ения, получим полное сечение £+е~-аннигиляции 

'460



в  кварки  и глюоны:

tftot =  ст2 +  а 3 =  о<°> ( l  +  . (5.3.17)

Эта формула совпадает с формулой (5.2.53) для полного сечения анни
гиляции, полученной с использованием уравнений ренормализацион- 
ной группы (напомним, что под g  (q2) следует понимать значение бегу
щей константы связи g  (q2) при q2 =  Е 2).

Мы получили формулы для сечения аннигиляции на кварки  и глюо
ны. Н айденные выраж ения не зависят от фиктивной массы глю она 
и являю тся в этом смысле инфракрасно-стабильными. М ожно предпо
лож ить, что величины а 2, а 3, citot не связаны  с проблемой конфайнмен- 
та  и обесцвечивания кварков  и глюонов и могут интерпретироваться 
соответственно как сечения аннигиляции е+ег* в адроны.

§ 5.4. ГЛУБОКО НЕУПРУГОЕ РАССЕЯНИЕ ЛЕПТОНОВ АДРОНАМИ

5.4.1. Амплитуда и сечение лептон-нуклонного рассеяния. Пере
йдем к исследованию рассеяния быстрых лептонов адронами, В § 5.2 
уж е отмечалось, что если импульс, переданный кварку , достаточно 
велик, то кварк будет вести себя как  квазисвободная частица, и по
этому рассеяние лептона на адроне будет вы глядеть как  рассеяние на 
системе почти свободных частиц. Т акая  система подобно атомной систе
ме в задаче рассеяния электрона атомом будет характеризоваться неко
торыми функциями Fh называемыми структурны ми. Эти функции зави 
сят от двух переменных: q2 и v =  где q =  р х •— р г — 4-импульс, 
переданный лептоном кваркам  (ръ  р 2 — начальный и конечный им
пульсы лептона) и ф  — 4-импульс адрона. В лабораторной системе, 
где адрон с массой М  покоится, v =* М  (ех — е2) (вх и е2 — энергия 
начального и конечного лептонов). Замечательным свойством струк
турны х функций является то, что в области высоких энергий, когда 
выполняю тся неравенства — q2, v М 2 (эта область назы вается об
ластью  глубоко неупругого рассеяния), они приближенно зависят 
только от одной переменной х =  —q2/2v, О ^  х ^  1 ((q +  Ф )2 >  М 2, 
tyq  <  0). Зависимость структурны х функций от одной переменной на
зывается скейлингом 30. Свойство скейлинга связано с предположением 
о кварках  как  о свободных частицах. В действительности кварки не 
являю тся свободными частицами, так  как  они взаимодействуют с глю
онами, вследствие чего возникает взаимодействие кварков друг с дру
гом. Это приводит к тому, что скейлинг наруш ается, т. е. структурные 
функции зависят не только от х, но и от q2. Н аруш ение скейлинга 
обычно характеризую т моментами структурны х функций

1

M |m) (<?2) =  J dxxT ~ 2F t (х , q2). (5 .4 .1 )
о

30 До открытия свойства асимптотической свободы явление скейлинга объясня
лось в рамках партонной модели Фейнманом [24] и Бьеркеном [25]. Теории глубоко 
неупругого рассеяния были посвящены также работы [26, 27].



Если скейлинг наруш ается, то моменты зависят от q2. К ак мы увидим 
далее, в асимптотически свободной теории зависимость моментов от 
ç2 —  логарифмическая типа

/  п2 \ т
M f г) (q2) =  const +  [in  - j j - J (5 .4 .2)

где a m — положительные константы.
Чтобы ввести структурны е функции, нужно определить амплитуду 

рассеяния. Д ля  определенности будем рассматривать рассеяние элек
тронов нуклоном. Этот процесс будем изучать во втором порядке тео
рии возмущений по заряду  электрона. М атрица рассеяния второго 
порядка теории возмущений определяется формулой (5.2. Г ). М ат
ричный элемент изучаемого процесса поэтому имеет вид (см. рис. 43)

(S 2)<-/ =  —  j  ( P x d W i & w  (х —  х')  (X I /ц (х) IN ) { р й I /(, (* ') I p j ) .  

И спользуя формулы (5.2.3), как  и в п. 5 .2 .1 , получаем

( S ù ~ i  =  ¥ f - à ( p 1 +  & - p i - V x) { X  I /V (0) I N )  <р2 1 j l  (0) I л >.

Н ас будет интересовать вероятность перехода в единицу времени в 
произвольное состояние | X )  адронной системы и в интервал импульсов 
d3p 2 конечного электрона. Эта вероятность определяется формулой

dwi^f  =  4 - 1 ]  I (S2)<W I2
x

VcPp, 
(2n)3 *

Зам ен яя Ô (0) на V T /(2n)1, получаем 

d w ‘- i  =  S  6 ( V x  -  -  q) ( N  I f  (0) \ X )  ( X \  Г  (0) IN ) ,

(5.4.3)
где

=  4У 28182 “пГ S  (P 2 I /v (0) 1 P i) (Pi I /V (0) I p 2) =
z Ог02

=  4  S  (“ °2 (Pi) Yv^01 (Pi)) (5 *  (Pi) Y (p2))oto2

(мы при этом провели суммирование по спинам конечного электрона 
и усреднение по спинам начального электрона). И спользуя формулы 
(1.5.55) и (1.5.54), величину можно представить в виде

£ uv =  2е2 (pivP2u +  PinPiv +  . (5.4.4)

Вводя плотность потока электронов -, , 1 -■ V ^ P i ^ f  — m 2Al2, полу-
чаем следующее выражение для сечения рассеяния электронов в интер
вал углов dQ  и энергий de:

do
1

32л2
_______ 1_______

{ P t ^ ï2 — m 2M 2

d*P2
4 9*

(5 .4 .5 )



где

№uv =  (2 я )3 S  б ( 9 х  -  9  -  q) { N  | / д (0) | Х> <Х | j v (0) | N > 2V%.
х

Л егко видеть, что тензор можно представить в виде

W uv=  2V& - ± -  J (N  I [/„ (х), ] v (0)] I N )  (5.4.6)

(предполагаем, что величина U^v усредняется по поляризационным 
состояниям нуклона). Д ействительно, согласно (5.2.3)

—  [ d ' x ë o *  < N \ j u ( x ) j v ( 0 ) \ N )  =

=  (2 л )3 £  в (<? +  “7> -  <Рх) (N  I /* (0) I Х> <Х I /v (0) I N >

И

-2Й- Î <N I /v (0) /V (*) |W> =

=  (2 я )3 £  в ( ? -  +  & х ) ( N  I y-v (0) \ Х ) ( Х \  / м (0) I N ).
X

Т ак  как  в системе покоя начального нуклона q0 >  0 и ^
(в состоянии J X ) находится по крайней мере один нуклон), то послед
нее выраж ение обращ ается в нуль.

Вследствие закона сохранения кваркового тока выполняю тся соот
ношения '  *

W  juv (<7) == q^W  (xv (<7) =  0.

Поэтому тензор можно представить в виде [9, 28, 8]

^ v  =  H M < ? 2 . V )  ( —  <7nv +  +

“Ь ■др’ ^2 (̂ /2> V )(^  2̂“ 9и) ( * ,  ’ (5.4.7)

Таким образом, дифференциальное сечение неупругого eAf-рассеяния 
можно представить в виде

d o  =  - g -  (2В7, s in 2 ^ - + W 2 cos2 - f )  d*p„ (5.4.8)

где f t —  угол рассеяния электрона (q2 = — 48183 s in 2-^ ; мы пренебрег
ли массой электрона по сравнению  с е, $ ) .

Величины W 2 связаны  со структурными функциями Fu F2 
соотношениями

F2(x, q2) = - ^ W 2{q\ v). (5.4.9)

5 .4 .2 . Аналитические свойства амплитуды рассеяния. П оступая 
т а к ж е , как  в п. 5 .2 .1 , легко убедиться, что тензор определяемый



(5.4.10)Wnv , q) =  1ш Тцх (Ф» q), 
где

T w  ( 9 ,  q) =  i j  сРхёо* {N I T  ( /ц (x y /v(0)) | AT) 2 V*.

Эту формулу можно интерпретировать как следствие оптической теоре
мы, согласно которой полное сечение любого процесса пропорциональ
но мнимой части упругого раесеяни я-на нулевой"- угол (тензор 7Vv 
определяет амплитуду рассеяния виртуального-ф отона нуклоном на 
нулевой угол).

И спользуя сохранение тока, величину 7 ^ v мож но записать так: 

Тцк (5s, q) =  ^— gux -|— ~2̂ “) Т ! (х 9 q2) +

(5 .4 .1 1)

где Т ъ  Т2 — некоторые функции х  п q2 (в последней формуле мы опу
стили нековариантные ш вингеровекие члены, мнимые части которых 
равны нулю).

Изучим аналитические свойства амплитуд 7Vv, рассматривая их 
как функции V и q2 [10]. П окаж ем, что Т дх (v, <72)-является  аналитиче
ской функцией в комплексной плоскости v, имеющей полюсы при v =

1 2=  ±<72/2 и разрезы  при v >  v0 h v <  — v0, где v0 =  M m n +  y  (mn —
— q2) — минимальная масса адронов, т. е .  масса я-мезона). Вы
раж ение для Тцх ( ^ ,  q) можно представить в виде

т „  (5>, Я) ~ Ш  (2л  )в £  {(Л Г I / ,  (0)  I X )  ( X I / „ - (0) I iV> , ‘ ! l  -

-  <» I <0) I X> (X-1 h  (0) I m  } . (5.4.12)
Из этой формулы следует, что однонуклонные состояния ( \ Х )  =  |Л 0 ) 
с энергией V(Ф ±  q)2 +  М2 приводит к полюсным особенностям в 
амплитуде T av вида [JS ±  q0 — V ±  q)2 +  М Ң ~ Х или ^  ±  ^  m  =

=  - "  . Из формулы (5.4.12) такж е следует, что разрезы  появляю тся
вследствие состояний | X ), в которых содерж атся нуклон с импульсом 
Ф  и л-мезон с импульсом ф  ±  q —  (по Ф' выполняется интегриро
вание; другие состояния такж е приводят к разрезам , однако вследствие 
минимальности массы я-мезона в семействе адронов эти разрезы  леж ат 
внутри я-мезонных разрезов). Именно Л^я-состояние определяет вели
чину v0. Очевидно, долж но выполняться условие ( ^  +  q)2 ^  (М  +  
+  т я)2 или (tP — <7)2> (Л 4  + т я)2 (в противном случае состояния 
не будут давать вклад в мнимую часть амплитуды T^v). Отсюда сле-

rrii — q2
дует, что v0 =  M m n -J------- ^-----•



И з сказанного следует, что величины 7 \  (х, q2) и Т 2 (х, q2) являю тся 
аналитическими-функциями переменной х, причем в плоскости х су
ществует разрез — 1 <с х  ■< 1 и полюсы при х  =  ± 1 .

Ф ормула (5.4.7) показы вает, что
W uv ф ,  q) =  -  W uv (9>, - q )  =  -  W vu ( 9 ,  -  q),

поэтому
W u (q2, —  v) =  —  W i '2 (q2, v).

Д ля  структурны х функций F i ,2 отсю
да получаем

FAx, q2) = — FA— x> Я2),
F 2 (x, q2) =  F t (— x , q2). (5 .4 .13)

Перейдем к рассмотрению момен
тов структурны х функций. Введем с 
этой целью контурные интегралы

Э Г  =  - £ г  J dxxm- ' T r {X, q2), З Т ’ =  4 -  { dxxm^ T 2 (x, q2), (5 .4 .14)
с с

где контур С  изображен на рис. 51. С тягивая контур интегрирования
к отрезку — 1 ^  x  ^  1 и учитывая аналитические свойства амплитуд 
Т к (*» Я2) № =  1, 2), получаем

1 1
VT =  Ira -Ь J d x T l (x, q2) xm~'  =  J (x, q2),

, - 1 (5-4.15)

’З Т  = Im -i- j d x T 2 (x , q2) x'""3 = -  - J dx>T~2F2 (x, q2),

где мы учли (5.4.9). В этих формулах мы выполняем интегрирование 
по верхнему берегу разреза; значения амплитуд Т к на верхнем и ниж 
нем берегах разреза согласно (5.4.12) являю тся комплексно сопряж ен
ными. Отметим, что вследствие формул (5.4.13), (5.4.15) §^m) ф  О 
только при четном /я. При этом мы пренебрегли вкладом полюсов при 
х =  ± 1  (соответствующих однонуклонным состояниям |А 0), посколь
ку они содерж ат нуклонные формфакторы, быстро убывающие с ростом 
q2. И спользуя формулы (5.4.1), (5.4.15), получаем следующие выраж е
ния для моментов структурны х функций [29], [30]:

1
Л4Р =  J dxxrn~ lF 1 (x, q2) =  SfP,

, ° (5-4.16)

M F  =  S dxxm~ 2F 2 (x, q2) =  -  & F ,
0

которые справедливы только при четном m.
5 .4 .3 . Представление произведения операторов токов в виде су

перпозиции локальных операторов. Величина W^v fâ tÇ ) ,  входящ ая

1 дг

■ - V
V  . 4  )

Рис. 51



в  сечение (5.4.5), определяется коммутатором токов (х), fJv (0)], 
который (вследствие принципа причинности) обращ ается в нуль для 
пространственно-подобных % . П окаж ем , что при больших v и q2

в Wnv доминирующий вклад  вносит область малых х» (0 <  х^ ;
см. [31]). Действительно, в лабораторной системе 4-импульс нуклона ф  =  
=  (УИ, 0, 0, 0). П редполагая, что переданный импульс q направлен вдоль

1 / л /  2Л42х )оси 2, находим q =  I v, 0 ,0 ,  v у  1 - f  - I. Так как величина х пред

полагается конечной, a v - у  оо, то q х  ~  (v, 0, 0, v +  М 2х) и, следо

вательно, qx  st: (х0 —  х3) +  М х х 3. Поэтому при v оо домини

рующий вклад  в интеграл для дает область | х0 — х8 1 <  ,

I*3 I ^  Ш  • ° ™ еч ая- чт0 *2 =  — А +  —  х3) (х0 +  х3) <  (х0 —
— х3) (*о +  х 3), видим, что эффективная область интегрирования в 

определяется неравенством 0 <  х ц <  — . П одчеркнем, что, не

смотря на малость х|1, компоненты вектора х^ могут быть не малыми. 
Таким образом, возникает проблема выяснения поведения коммутатора 
токов (х), (0)1 вблизи светового конуса х£ æ  0. С этой целью
воспользуемся разлож ением произведения двух произвольных локаль
ных операторов А (х) и В (у) по некоторому операторному базису, со
стоящ ему из локальны х операторов Оп (у) [32]:

А  (х) В  (у)  =  £  С„ (х — у)  0„  (у) ,  (5.4.17)
П

где С„ (х  — у )  — некоторые С-числовые функции. П роизведение ло
кальных операторов представляет собой очень сингулярны й объект при 
(х  — у ) 2 &  0. В разлож ении (5.4.17) эти сингулярности переносятся 
на С-числовые функции Сп (х — у ) .  В качестве операторного базиса 
данного разлож ения (оно назы вается разлож ением  Вильсона) можно 
выбрать, например, различные нормальные произведения операторов 
полей и их производных, относящ ихся к точке у .

Чтобы разъяснить смысл этого разлож ения, рассмотрим свободное 
скалярн ое поле ф (х) и в качестве операторов А (х) и В  (у) выберем 
операторы  : ф2 (х) ; и i <р2 (у) Тогда, согласно теореме Вика,

: ф2 (х) : : ф2 (у)  : =  :ф 2(х)ф 2 (у ) :  +  4 î ç  (х)ср (у ) :  iA c ( x —  у )  —

- 4  ( A ° ( x - y ) f

(предполагается, что х0 >  у 0). П одставляя в эту формулу разлож ение 
в ряд  Тейлора оператора ф (х) по степеням х —  у

Ф (х) =* Ф (у) +  (х — у)п -d(fd {y) +  •••,
“и

получаем разлож ение вида (5.4.17). В близи светового конуса функция 
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А с (х) ведет себя так:

Д‘ ( х ) = - ± - 0 ( ^ ) е ( * ’).

Поэтому наибольшей сингулярностью  на световом конусе в разложении 
Вильсона обладают члены, которые содерж ат наименьшее число поле
вых операторов.

Будем применять разлож ение Вильсона к произведению адронных 
(кварковых) токов вблизи светового конуса. При этом нас будут инте
ресовать те слагаемые в этом разлож ении, которым соответствует наи
больш ая сингулярность функций Сп (х — у ). В случае свободного

___ — d r
поля функции Сп (х — у)  ведут себя при х у  как [(х — у ) 2] 2 п.
Величина dcn, назы ваемая масштабной размерностью, определяет 
степень сингулярности функций Сп (х — у ). Если операторы А , В  
и базисные операторы  0„ строятся только из полевых операторов и 
их производных (но не включают в себя массовых переменных), то учи
ты вая, что пропогаторы и перестановочные функции вблизи светового 
конуса не содерж ат массовых переменных, легко прийти к выводу, 
что размерность функций С п (х — у)  определяется только величиной 
х  —  у . Поэтому в данном случае масш табная размерность dcn функций 
Сп совпадает с канонической (каноническая размерность dA величины 
А определяется формулой [А] =  р*А, где р  — величина размерности 
импульса). Таким образом, в случае свободных полей степень сингу
лярности  de  (масштабная размерность) функции Сп определяется фор
мулой [32, 33]

dcn =  d A +  dB —  don. (5 .4.18)

В случае взаимодействующих полей в ф ункциях Сп (х) появляю тся 
величины размерности массы (например, импульсы нормировки р), 
и поэтому сингулярность не определяется только обычной (каноничес
кой) размерностью функций Сп (х — у) .  Именно в этом случае 
функция Сп (х — у)  ведет себя вблизи светового конуса как [(х —

— */)2] 2 *Сп lnm ■х ~  У‘- , где de  — по-прежнему определяется фор-
ц z п

мулой (5.4.18).
Хронологическое произведение токов такж е можно представить 

в форме (5.4.17)

т { t  (х ) г  (0)} =  Е  CKV (х) Он (0). (5 .4 .19)

Оператор полного тока / ц представляет собой сумму и зоскаляра 
и изовектора группы S U  (2), являю щ ейся подгруппой сортовой груп
пы S U  (3). В квантовой модели с кварками трех сортов электромагнит
ный ток согласно (2.7.25) можно представить в виде

i l

; __ -3 I -8/ц — /м -Г /ш>

-J-  <?1>Л  i l  =
(5.4.20)

2 У 3=■ ЧУ Д 8<7



(ка — матрицы Гелл-М анна сортовой группы  S U  (3)). Величина 
по отношению к группе S U  (2) преобразуется как третья компонента 
изовектора, а величина — как изоскаляр . Разлож ение В ильсона 
такж е можно написать для Т  {/£ (х) j v ( y ) } ,  (а, 6 = 1 ,  8). При
этом С-числовые коэффициенты C{JV будут зависеть от индексов 
а  и 6.

Базисны е операторы  Ох (0) долж ны  строиться с помощью операто
ров кварковы х и глюонных полей и их производных. Имея в виду, 
что в задаче о глубоко-неупругом рассеянии электронов нуклоном до
минирующую роль долж ны  играть те с-числовые функции CJJV (или 
C^v'ab), которые имеют наибольш ую  сингулярность при х2ц -*■ 0, в ка 
честве операторов Ок (0) можно выбрать операторы О Г '4*", I — 
=  а, <7, g (а =  1, .... 8), представляю щ ие собой неприводимые тензоры 
[34, Ш :

=  s  { - ^ д ш  ш . D %  —  (следы)},

(% "'*” =  5  {qy]hD ^  . . .  —  (следы)}, (5.4.21)

Og1" 41" =  S  . . .  0 * n- lFllnV —  (следы)},

где 5  — символ симметризации по индексам ... р„ и Ка — матрицы 
Гелл-М анна для сортовой группы S U  ( 3 ) f ,  а  =  1, . . . .  8. Н ас в дальней
шем будут интересовать матричные эл ем ен ты (М |0 Г ‘ IM ), просум
мированные по поляризациям  нуклона, которые будут строиться толь
ко из вектора и тензора g ^ i.  Из соображ ений размерности 
ясно, что будут встречаться комбинация . . . ^ п и, например, комби
нация grf*in«#>iA» Т ак как  =  УИ2, то последняя комбинация
мала по сравнению с симметричной комбинацией ... и поэтому 
главный вклад  в сечение глубоко-неупругого рассеяния будут давать
симметризованные операторы О Т ’"*4 Вычитание следов в опера
торах o 't '" 11" вследствие сказанного не меняет главных членов асимп
тотики, но использование бесследных операторов является техничес
ки более удобным.

Отметим, что операторы  Оа' ' " преобразую тся по октетному пред
ставлению группы S U  ( 3 ) f , а оператор 0 ^"  ’̂ " (так же, как Og1”41") —- 
по синглетному представлению группы S U  (3) f .

В соответствии с таким  выбором базиса коэффициенты C*v =  
в силу лоренцевой инвариантности имеют вид

(х) =  qyiv -j- — • d^dvj  x yhxyhCj (х2) -f-



(5.4.22)

~ЁГ (  ^ ЦЦг (  &Уи* *̂ ~ " □ " ^ ^ v)  ^  (* 2)}  *
X  Хця , . . Х цп , □  =

Это выраж ение написано с учетом сохранения тока.
Как мы увидим далее, функции Cj определяю т структурную  функ

цию Flf а функции Cf — структурную  функцию F2.
Разъясним , почему в нашей задаче существенны именно выписан

ные операторы О^1*’ *4 Из анализа размерностей видно, что разм ер
ность функций С\ и Cf равна 2d,- +  п — dOn9 где don — размер

ность оператора Н аибольш ей сингулярности С /'2 (х2) со
ответствует минимальное значение величины dOn — п 9 называемой твис
том. Величину п можно интерпретировать как спин, соответствующий
операторам 0 { , так как последние являю тся симметричными тен
зорами со ш пурами, равными нулю. Поэтому твист представляет со-
бои разность между размерностью операторов О/ и их спином. 
Д ля приведенных операторов О*1’” п твист равен двум. Отметим, 
что хотя операторы q y ^ y ^ D ^ . . . имеют твист, равный единице, 
тем не менее они дают меньший вклад  на световом конусе по сравне
нию с операторами твиста два, так  как у ^ у ^ Х ц ^  =  х2ц. Д ля  всех 
ж е других операторов, которые можно построить с помощью матриц 
у 9 Х9 полей q9 F ^  и их производных, твист будет больше двух. Н апри
мер, операторы q D Ц1 . . . D ^ q  имеют твист три.

Свяжем коэффициенты С/1,2 в операторном разлож ении с момента
ми М {(% структурны х функций. В соответствии с формулами (5.4.10),
(5.4.15) нам необходимо рассмотреть матричные элементы операторов 
Ot между нуклонными состояниями:

2%V (N I О?1" '1*" \ N ) = —  i A f ’ (2>Ml . . .  — (следы)), (5.4.23)

где А \п' — некоторые константы, связанны е со структурой нуклона 
(предполагается, что матричные элементы усреднены по поляризаци
ям нуклона). Мы учли здесь лоренцеву инвариантность и то, что сверт
ка О Г  п по любой паре индексов равна нулю.

Отметим теперь, что

j  & x é QXC \fi (х 2) . . .  (— 2)" C \ i  (q%  (5.4.24)

где

c'à Ю  -  № - fe  S IA-
Мы не выписали здесь члены, содерж ащ ие символы Кронекера q2àWi[i^

-•м.-
так как они не дают вклада при свертке с операторами О*



И спользуя эти формулы и формулу (5.4.19), получаем 

i J й*хе1«х2%У{ N  IT  (Д  (х) Д  (0)) | N )  =  7 >  ( 9 ,  q) =  ( -  +  ^ f )  X

х  S  A l  - L -  C}.„ (<72) -?, ) -  - Ц г  ъ )  X

in X

Отсюда и из (5.4.11) находим

7 \ ( * , ? 2) =  2 4 п ,- ^ С и < 7 2),
in х

Т г (х, q2)
2М2

S ^ ’ - i r C - Н Л -Я'“ д"4 in х

Согласно теореме Коши и формуле (5.4.14), определяющей величи
ны получаем

2/Г =  -  2  АГс1п {q\ S  Л Г С ?.П_ 2 (<72),
i ч i

поэтому моменты структурны х функций согласно (5.4.16) будут опре
деляться формулами

М
( т )

=  - Е ^ Г с 1 . „ ( ? 2), м 2
i

(m ) Е Л Г С 1 „ _ 2(<?2). (5.4.25)

5.4.4. Скейлинг в модели свободных кварков. На простейшем при
мере свободных кварковы х полей разъясним, как применяется опера
торное разлож ение Вильсона. Рассмотрим глубоко-неупругое рассея
ние электронов на адронах, предполагая, что они состоят из свободных 
кварков. Это предположение находится в соответствии с асимптотичес
кой свободой кварковы х полей в случае больш их переданных импульсов. 
Покажем, что в этом случае имеет место скейлинг, о котором мы уж е 
говорили в п. 5.4.1 (см. [35]).

Электромагнитный ток (х) заряж енны х кварковы х полей опре
деляется формулой

/ “ (*) =  êq (x) y^Qq (х), (5.4.26)
где Q — зарядовая  матрица кварков:

^  2 2 / 3

Здесь №  — сортовые матрицы Гелл-М анна (см. п. 27.1; для простоты 
предполагается, что существуют три сорта кварков). К ак мы уж е отме
чали, поля q (х), q (х) предполагаю тся свободными и удовлетворяю щ и
ми поэтому перестановочным соотношениям

{?(*). Ч Ш  =  — i S ( x  —  y).



Вблизи светового конуса функция S  (х) имеет следующую асимптоти
ку:

s  (*) ** (6 ^  Sgn х °)' х * °*
Используя соотношения

[ А В ,  С]± =  А  [В,  С] =F [А,  С] В

(знак « + »  соответствует антикоммутатору, а «—» — коммутатору), 
а  такж е формулу (5.4.26), находим

Г/и (*), /V (У)] =  iq (У) e2Q2y vS  (у  —  х) y^q (х) —  iq (х) e2Q2y „ S  (х  — у)  X

X у V? (У) «  е2 {q (х) Q2TnVaVW (*/) —

— q ( y )  Q V vaV n? (*)} ( ( * — y ) 2) Sgn (x0— y 0) - ^ - -

Н ас будет интересовать симметризованный по индексам ц и v коммута
тор токов при у  =  —х  (именно он определяет симметричный тензор 
H V , см. (5.4.6)). Вблизи светового конуса

-g" Шв (*). h  (—  х )\ +  [/v (*)» /в (—  * )!} =

= е2[ q ( х )  Q 2Jj- (VuTaYv +  YvYaYn)q ( — x )  —  q ( — x ) Q 2 X

X (YnYaYv +  YvYaYn) q (x ))  d“ô (x2) Sgn x 0.

Р асклады вая произведения q (x) q (—x) в ряд Тейлора
00

q ( x ) q ( — x) =  Y  {~ ^  xB. . . .  xu^ ( 0 ) i ,  . . .  3 ^ ( 0 ) ,
n—0

и учиты вая, что

"g” (YnYaYv “Ь YvYaYn) =  (ëW£vfl 4" £vaSW) Ŷ »

получаем

4 -  U/b (*). /V (—  *)] +  [/v (*)•• /я (—  X)]} =

=  g я *Bt • • • Xl‘n —  0  " (SliccSvIi guvgafi +  gvagiip) X(неч./i)
X 3“ô (x2) Sgn x 0, (5.4.27)

где

0 ЭВ,".М„ =  г- (0) Q2y P > .  # . .  d % ( 0 ) .



Это выраж ение и является разлож ением Вильсона для симметризовант 
ного (по индексам р  и v)  ̂ коммутатора токов свободных кварковы х 
полей.

Сечение глубоко-неупругого рассеяния определяется диагональ
ным матричным элементом коммутатора токов, т. е. диагональным эле
ментом оператора О :

2%V 4 -  Е  <w I (Л * " 41" IN )  =  а п+х • 2п ( ^ щ . . .  9>Un —  следы))
z пол.N

(эта формула аналогична формуле (5.4.23)). Члены, содерж ащ ие сверт- 
ки по двум индексам, можно не учитывать, так  как они умножаются
на Л ^ / ,  х2 0. Если бы состояния | N ) были собственными состоя
ниями 4-импульса свободного кваркового поля, то коэффициенты ап 
легко можно было бы найти. В действительности состояния |Л 0  не 
являю тся собственными состояниями 4-импульса свободных полей, 
поэтому величины ап нельзя вычислить без детального знания кварко
вой структуры  нуклона, которая связан а с проблемой конфаймента. 

Величину Wyv (см. (5.4.6)):

■ £ < #пол./У х [ / и ( 4 ) ’ Ь  (  t - ) ] k >

согласно (5.4.27) можно представить в виде

«' . — - s £  4 У\*л ■ У * А  2  28К х
пол./V

_ 1 -  0 РД‘ - Д" I N  у  (guagvfi — gutéva — gtivgaç) 0“« ( y 2) Sgn y 0.

В последнюю формулу входят только члены с нечетным п. Вводя функ
цию /  (х) с помощью соотношения

< * £ ■ ^ - 4 - 1неч.л v
dxe^ m _

и пренебрегая величиной #>2 =  М 2 по сравнению с &q, получаем

IPixv = I d j  d xeW )  A 1  (Ч +  *^)v +  (<? +  x 9 ) u -

— guv&q] ô ( y 2) Sgn y 0, 
или, выполняя интегрирование по у :

w i*v= 4 г  (— + * 4 ^ )  ( ^ м 4 ^ )  ( ^ v 92 _9 v) *
(5.4.28)

где V =  4F>q\ х  =  —q2/2v.
Видно, что в рассматриваемой модели структурны е функции Ft (х, 

q2), F2 (-V, <72) определяю тся формулами

(*, <?2) =  — 4 ~~ * f  s (*. <?2) =  А!/ (х) (5.4.29)



F 2 (*» Я2) =  2л:/7! (*, <72). (5.4.30)
Н езависимость этих функций от q2 выраж ает свойство скейлинга в глу- 
боко-неупругом рассеянии. Ф ункция f  (х), а следовательно и структур
ные функции Fx и F2 будут разными для протона и нейтрона. Чтобы 
объяснить это, отметим, что (см. (1.8.16))

Видно, что матрица Q2 представляет собой суперпозицию единич
ной матрицы /  и зарядовой матрицы Q. С точки зрения представле
ний группы  S U  (3) f  часть оператора О, соответствующая матрице / ,  
является синглетом, а часть, соответствующ ая матрице Q,— супер
позицией компонент октета (для краткости говорят просто об октете 
или несинглете). Протон состоит из двух ^-кварков и одного d -кварка, 
а нейтрон из двух d-кварков и одного ц-кварка. Поэтому матричные 
элементы операторов 0 Рц1 между протонными | р )  и нейтронными 
I п)  состояниями связаны  соотношением

Д алее мы изучим отклонение от скейлинга, обусловленное взаимо
действием кварков и глюонов.

5.4 .5 . Применение метода ренормализационной группы. Мы виде
ли, что в модели свободных кварков структурны е функции обладают 
свойством скейлинга. Теперь перейдем к исследованию отклонения от 
скейлинга, обусловленного взаимодействием кварков с глюонами. 
В п. 5 .4 .3 мы выразили моменты структурны х функций через функции 
С{,п (q2) (см. (5.4.26)). Задача заклю чается в том, чтобы найти 
С(% (q2) при больш их q2 с учетом взаимодействия кварков с глюонами. 
С этой целью можно использовать метод ренормализационной группы 
[34]. Напомним предварительно, что в п. 4.8.1 мы рассматривали 
функции Грина G, которые представляли собой вакуумные средние 
от произведения полевых операторов q9 q 9 А ,  и получали для этих 
функций уравнения ренормализационной группы.

и, следовательно,

(5.4.31)

4 2 \
+  -д- =  — ) . Таким образом, в модели свободных кварков 

р з п
F i = - f F i9 t =  1 , 2 .



Но уравнения ренормализационной группы  можно применять так
ж е в случае, когда функции Грина кроме операторов полей содерж ат 
такж е некоторые локальны е операторы О (х), которые в свою очередь 
строятся из полевых операторов и их производных. Считая, что пере
нормированный оператор О (х) связан  .с неперенормированным опера
тором О (.х) соотношением

0 ( x )  =  Z 60 ( x ) ,  (5.4.32)

можем написать следующее соотношение между перенормированной
Gnmo и неперенормированной Gntno функциями Грина:

Gnmo =  z f z f 2Z 0G,im0, (5.4.33)

где г ‘3/г представляет собой константу перенормировки глюонных 
полей, число которых в функции Грина равно п, a z'Jг — константу 
перенормировки кварковы х полей, число которых в функции Грина 
равно т .

Д л я  «ампутированных» функций Грина (т. е. функций Грина, 
не содерж ащ их внешних линий, будем обозначать их через Г„т0) вы
поли я ется соотношен ие

r nmo = Z r r wî0, Zr  — 2зГп/2г-т /2 г0, (5.4.34)

так  как «ампутированные» функции Грина Г и исходные функции 
Грина G связаны  между собой формулой

GnmO =  Гт „о (Gq)m (Ggf ,
где

Gg =  ZaGg, Gq — z f iq .

П оступая так  ж е, как  в § 4 .8 , легко получить уравнение ренорма
лизационной группы  для перенормированных функций Грина Г пт0. 
Считая неперенормированную  функцию  Грина функцией неперенорми
рованной константы связи  g  и импульса обрезания М ,  находим

Р Гпто(Л1, g )  — 0 (5.4.35)

(р — точка нормировки, см. § 4.6). П еренормированная функция 
Грина Тпто зависит от перенормированного заряда g  и импульса нор
мировки р , Тпто =  Тпто (g, р ). но не зависит от М .  Поэтому из (5.4.35),
(5.4.34) следует, что

( р " | г  +  P ~ пУ е— т Уя +  Vo} ! > о  =  0, (5.4.36)

где

р - 4 -37)



— функция перенормированной константы связи , введенная в  п. 4 .8 .1 , 
и

То =  (5.4.38)

Эта величина называется аномальной размерностью оператора О. 
В частности, y g и y Q — аномальные размерности глюонного и кварко
вого полей:

Yg =  “2~ И гз| ё*М' У я == “У  Iх zq \ë,JC' (5.4.39)

так  как  перенормированные и неперенормированные глюонные и квар
ковые поля согласно (3.6.55) связаны  между собой соотношениями

А» (х ) =  (х), q (x )  =  V T ^ J x ) .

Обратимся к разлож ению  В ильсона и получим уравнения ренор- 
мализационной группы для с-числовых функций Си. Из формулы
(5.4.19) следует разлож ение Вильсона для неперенормированных мат
ричных элементов

( N \ T ( j j ) \ N )  =  £ C * < W |O k |W .
X

Учитывая связь  между перенормированными и неперенормирован- 
ными операторами, находим

z ) ( N \ T ( / /)  IN )  =  2 C XZ 0„ ( N I О нIN ) ,
X

где Z /  и Zox — константы перенормировки операторов /  и О* и 
( N  I Т  (//) I N ) ,  </V 10>е I jV> — перенормированные матричные элементы. 
Эту формулу можно записать в виде

( N \ T ( j j ) \ N )  =  £С*<ЛПО*|ЛГ>,
X “

где

Сх — Z j Z o xC H. (5.4.40)

Т ак как  величины Сх зависят от A l и g ,  а величины Сх от р  и g ,  то 
для величин С х справедливо следующее уравнение ренормализацион- 
ной группы:

+  Р <£) +  2у/ —  VoKj С и =  0,

где у /  — аномальная размерность оператора тока, У/ =  \х _д_
dp In Z/. Эта

величина ввиду сохранения тока равна нулю. Действительно, как 
показано в п. 5 .3 .3 , сильное взаимодействие само по себе (без электро
магнитного взаимодействия) не перенормирует электрического зар я 
да. Вследствие закона сохранения 4-тока сильное взаимодействие 
не перенормирует такж е и оператор 4-тока / й. Поэтому окончательное



( | l ^ -  +  P t e ) ^ - - ï o » ) Ç » - 0 .  (5.4.41)'

Зн ая асимптотику функции P (g) в области малых g  и используя 
свойство асимптотической свободы, с помощью этого уравнения можно 
найти асимптотику функции С* (q2) в области больших q2. При этом 
нужно знать аномальную  размерность оператора О*, которая опреде
ляется константой перенорлШровки Zo„ оператора 0*.

Ф ормулы (5.4.32), (5.4.41) относятся к случаю, когда в разлож е
нии Вильсона отсутствует вырождение, т. е. 0 Н =  ZoH0 Hi где индексом 
к =  q, g  обозначены базисные операторы  (см. формулы (5.4.21))- 
Иными словами, эта формула справедлива только в случае одного опе
ратора С ^ '^ п  =  0П1 (п — фиксировано) с квантовыми числами про
изведения то ко в  (токи преобразую тся по октетному представлению 
группы  S U  ( 3 произведение токов разлагается на сумму синглета 
и октета). Этим свойством обладает несинглетный оператор 0 па 
(см. (5.4.21)), который преобразуется по октетному представлению груп
пы S U  (3)F.

В общем случае может быть несколько операторов 0 т - с квантовы
ми числами произведения токов. В этом случае формулу О* =  Z oJ ) k

следует заменить формулой 0 Н =  [34, 11]. О ператоры 0 Щ
X

и 0 ng (см. (5.4.21)) преобразую тся по синглетному представлению 
сортовой группы, и поэтому при перенормировке эти операторы могут 
смеш иваться, т. е.

=  J ]  ZijOf, Ô( =  Ош, j  =  9, g .
1= 4 .8  ~

Поэтому в общем случае для всех i  можно записать

0« =  'Z Z ijO , ,  I, /  =  a, q, g .  (5.4.42)
i ”

При этом Z aq =  Zag =  Z qa =  Zga =  0 (Z(j — элементы матрицы 
констант перенормировки).

Учитывая эту формулу, из разлож ения Вильсона (5.4.19) полу
чаем

(N  I Т  (//)  IN )  =  Е С п<<ЛНОя, |Л 0 ,
ni ~  ~~

где согласно (5.4.42)

С„/ =  Е а д , .  (5 .4 .43 )'
/

Отсюда следует уравнение ренормализационной группы для Ст -:

2  (б<7 (и -щг +  P fe) -£*) -  v/.j Çni =  0, (5.4.44)



где

(5.4.45,

Эти величины образую т матрицу аномальных размерностей. Если ввес-
/ о д

ти столбец базисных векторов! Oq I (см. (5.4.21)), то матрицу Z*/ мож-

W
но представить в виде

'Zaa- 0
0 \

0 Z qq Zqg J » Zaa' — Z06aa'. (5.4.46)
0 ^eq Zgg/

Аналогичную  структуру имеет матрица у*/. М атрица Zaa• соответству
ет невырожденному случаю  (в этом случае мы можем пользоваться 
уравнением (5.4.41)), поскольку соответствующая матрица кратна

единичной ôûa'); матрица ( у дд y gg) описывает смешивание опера-\ £ gq Lggj
торов Off и Og при перенормировке.

5.4.6, Вычисление аномальных размерностей. Перейдем к вычисле
нию аномальных размерностей у*/. Д ля  этого нам необходимо найти 
матрицу констант перенормировки Z t j t которые определяются соотно
шением (5.4.42), Рассмотрим подробно несинглетный случай. Д ля  
этого введем функцию Грина

( х - г 9 у - г )  =  ( 0 \ Т  (q (х) О (z) q (у)  | 0> (5.4.47)

и соответствующую ей ампутированную  функцию Грина Г^о (х —
— z,  у  — z) .  Д ля нахож дения константы перенормировки Z 0 операто
ра Оа введем фурье-компоненту G :

G (P) =  G<,ïo(P>P)> (5.4.48)
где

°ддо (P i’ Pî)  =  1 а*х  1 -q (x —  z, у  —  z).

Т ак как  функция G-q0 (х , у ,  г) зависит только от двух разностей х  —
—  г, у  — 2, то величина Gд-0 (ри р 2) не зависит от г.

В формуле (5.4.47) операторы  относятся к гейзенберговскому пред
ставлению. При построении теории возмущений удобно перейти к опе
раторам в представлении взаимодействия. В этом случае функ
цию G-q0 можно представить в виде

Gfac (x — z , y  —  z) =  { 0 \ T { q ( x )  О (2) <?(#)S) |0>, (5.4.49)

где S — матрица рассеяния (см. (4.5.10)), причем при нахождении 
среднего по вакуум у свободных полей нужно учитывать только свя
занные диаграммы (знак ~  означает, что операторы рассматриваются 
в представлении взаимодействия).



Д ля  вычисления констант 4перенормировки достаточно считать, 
что операторы C h ' (г) сворачиваю тся с тензором ДД1. . .А Д > 
где =  0. Поэтому Удалее вместо оператора Ch"']lm будем рас
сматривать операторы [34, 29]

Оа Ш* Оа1“* тА„. . . .  Л% , ДцАи -  о. (5.4.50)

При нахождении величин (5.4.48) можно использовать диаграмм
ную технику. При этом в импульсном представлении величины 

заменяю тся на Из явного вида операторов Оа следует,
что кроме обычных вершин появляю тся «одиночные вершины», свя
занные с оператором О. Именно с операторами Оа и Оч связаны  квар
ковые вершины, которым в нулевом порядке теории возмущений
долж ны быть сопоставлены величины (рД)"1” 1 (рис. 52, а)

и Д ( p à ) m- x (рис. 52, б), а оператору Og в нулевом приближении 
согласно (5.4.21) долж на быть сопоставлена величина (рис. 52, в)

(рА)т~ 2 {Д|А>/>2 -  (рА) AuPv -  (рА) A vPli +  gllv ( p A f } .  (5.4.51)

В первом порядке теории возмущений вследствие того, что в ко- 
вариантные производные входит слагаемое, содерж ащ ее g  А  возникаю т 
дополнительные вершины. В случае оператора Оа эта верш ина пока
зан а  на рис. 53. Ей соответствует величина

т —2
g%FK°cДцД £  (р 1Д)/ (р2Д)т - 2- / . (5.4.52)

/=0
Перейдем к вычислению константы перенормировки несинглетной 
функции Грина.

Диаграммы , соответствующие этой функции Грина (5.4.47), пока
заны  на рис. 54. Д иаграмме на рис. 54, а соответствует приближение 
g °, а диаграммам на рис. 54, б  —  г  приближ ение g 2. В случае ампутиро
ванных функций Грина вы раж ения, соответствующие внешним ли
ниям, следует опустить. А мпутированную функцию Грина, соответ
ствующую несинглетному оператору Оа9 будем обозначать Гт  (р ). 
В приближении g 0

гЧп(р) =  А (р А )т- 1ХаР.

В приближении g 2

Г т ( /7 ) = ^ 1  +  2272, 

где

^! =  - i g 2
П2 — 1

2п
d“k Vpbàky0
{2n)d (P — k)2

( k A f

(5.4.53)

(5.4.54)

^2 =  ig 2 П2 —  1
~~2n

cfk 
(2 n ) d

A k  A
k2 (p — k)2

n—2s/=0
(M ) ' (pA)m~ 2 4



(вычисления проводятся в фейнмановской калибровке, g =  1 ; п —  
число цветов кварков; диаграммы  на рис. 54, в , г  дают одинаковый 
вклад). Вычислим вначале интеграл V x. У читывая, ч т о .

7 рk A k y p — (е — 2) [2 (М ) k  — k2A]

0„

Од Oq Og

{ / ’" ’ ‘у
а 6 6

Рис. 52

(d =  4 — е) и используя формулу (3.6.13), находим

Э , -  -  2/в* (е -  2) )  - 0 -  )  ( 1 -  *) X
' О

[х2 -f х(1 — а:) р2]3 v '
где к  =  k  — х р .  Т ак как  Д 2 =  0, то под знаком  интеграла мы можем 
заменить (k à ) n на

(ЛАГ »  (х +  хр, Д)т  ->  хт  (рД)т  +  т  (хД) (рА)П1~ ххт^\ (5.4.55)

Величину k (kA)m под знаком  интеграла в tJx можно, очевидно, заме
нить на

k  (M )m->  - j  x 2Axm_1 (рД)т_1 +  хт + 'р (р Д )т

|п о д  знаком интеграла мы заменили такж е x ux v н а - j  x 2guvj- Второе

слагаемое в этой формуле приводит к сходящ емуся при е 0 выраж е
нию и поэтому не дает вклада в аномальную  размерность. Аналогично

А-

величину k 2A (М )ш“ 1 можно заменить на

k2A  (M )m_1 -► x 2xm -IÂ {pA)m~ l ( l  +  2 — ~  ) .



Таким образом, получаем

Г * * , , W 1 - î ( M r - vJ (2n)d Iх +  * ( ! — *) P2i3 v - F
:—1 m—1 l 2 - l x

X Г ddx
3 (2n)d(2n)d Iх* +  jc (1 — дс) p2]3

(мы отбрасываем слагаемые, которые сходятся при е 0 ).‘ В методе 
размерной регуляризации  (см. (3.6.19))

___в . / ____ ] _ \ 2 Г (г +  т )г (т~ г г )  ; - т+ т .
(2jt)d (к2 +  Л2)т  \ 4я /  П / ^ П1_, '  'Î

(5.4.56)

г ( 4 ) г (»)

Поэтому

^  = Г - ^ ( е - 2) ( ----- 1 - ) 2 £ 2- 2 ^ A ( p A f _ V f  “  X

Х г ( - | - ) в ( т ----- 5 - ,  2 ----- § - ) ,  (5.4.57)

где мы учли, что
, i
Г '\ dxx 2 ' (  1 —  х) 2 =  В ( т ----- e- , 2 - - Ç j .  (5.4.58)

П ри е <£ 1

(Р2), , (5.4.59)т  (т +  1)
Л Л А  Л

Перейдем к вычислению интеграла Ŝ 2. О тмечая, что Д М  == 2 (М ) А, 
находим

-  2ifi" T  î  S Ц г  W r - S F  " I  ( M ) - 2- '  r .

И спользуя далее формулы (3.6.13), (5.4.55), получаем
m—2

j ^ r F « ? b F g ( “ ),+ ' ^ r - !- '  =

1
/=0 * v (2я)^ i*2 +  *(l — x) рҢ2 '

Поэтому, учитывая формулы (5.4.56), (5.4.58), при е 1 находим

#2 = - 2  g 2
ri1 — I 

2пГ~ (
m  \ ____ 8

S - | - J ( p 2) г г ( - 5 - ) - ^ - Я , ° .  (5.4.60)



Таким образом, учиты вая, что в методе размерной регуляризации ве
личина g 2 заменяется на g 2p 4~ rf, имеем

Г *(р) = g2 "2 — I /  j M  2 г  /  j _ )
16я2 и \ р2 } \ 2 / X

X ( 2  g  - f  -  T rW + т ) }  *  tl’A r ~ v - (5 -4 -6 ,)

Эту формулу в терминах парам етра обрезания можно (при е 0) 
переписать в виде *

г т (P) =  {l +  a  In - J -  +  aln  - g - }  Д ( p A f V ,

где

In 2_ 
е *

Таким образом,

а =
g2 Al2 — l

16я2 Al

m
1

m (m +  1)

Zr  =  1 -f- a ln И2
^ 2

(5.4.62)

(5.4.63)

следовательно, аномальная размерность ампутированной функции 
Грина (см. (5.4.38)) определяется формулой

т г  =  4 т & { - ^ ( й Т Т Г  +  4 (| т } '  " - 3- <5 " м >

С огласно формуле (5.4.34) аномальная размерность оператора Оа 
связан а  с аномальной размерностью  уг формулой

Vo =  Vr +  2у„,
где (см. (4.8.18))

4 £2
^  ~  3 16я2 *

Поэтому
m I

_ l _  +  4 g - L j .  (5 .4 .65)

Мы не будем приводить здесь громоздких вычислений аномальных 
размерностей для синглетного случая, которые связаны  со смешива
нием синглетных операторов Oqm и Ogm, а приведем лиш ь окончатель
ные результаты  для S U  (3)c-, S U  ( л ^ - г р у п п  [34, 11, 36]:

-  g2 4 (  1 2 I 4 y  J L
*т 8 j l 2 3  у 1 АП (ATI +  1) +  *  Z j  /

16я2 1 —

g2 4 (ап2 -f- m +  2) 1
8 я 2 ап (ап -J- 1) (ап -f- 2) 2 n f ’



y5f =  -
g2 m2 +  m +  2
Зя2 m (m2 — 1) * (5.4.66)

Ym* 8я2 -rif +  3 ( j _______ L .
1 3  m (m — i) (m +  1) (m + 2 ) 4 S t ] | -

5.4.7. Нарушение скейлинга. И спользуем полученные значения 
аномальных размерностей, чтобы с помощью уравнений (5.4.41),

(5.4.44) ренормализационной группы определить функции С^т ( - -г , g ) .

Реш ение уравнения (5.4.41) для несинглетной функции С^т (а =  
=  1, ...» 8) имеет вид

t
, л / л2 \ f dt'y0 Cg{t’,g))

&  Ң г  , g )  =  « 0 m g)), (5.4.67)

где

g 2 (*. g ) =  g 2/ ( l  +  & -Щ г ) . < =  ■1 l n - ^ î -8л2 / * 2

Видно, что для определения асимптотики функций С^’т g )
в области больш их q2 достаточно знать аномальные размерности при 
малых t g 2. И спользуя формулы (5.4.65), (5.4.67), легко получить, что

(5.4.68)

где

ост  — 3 b ( - m (m +  1)

т \

+  4 Ё - г ) ’ & =  п  —
/= 2  1 )

2
Т я '-

В синглетном случае решение уравнения (5.4.44) имеет вид

( - | - , g ) =  Е ^ е х р j  Æ'Vm (g (g ,  g ) j } Æ  (1, g (/, g)),

где T  — операция хронологического упорядочения по переменной /. 
Отсюда, используя матрицу аномальных размерностей (5.4.66), най
денную в области малых g , можно найти функции в области боль
ших q2:

( ~ l ï r  ' g j  t'Z» | exP ^  ~  C '>2) ^

где

- ^ r  (Ym)n =  (Ym(g))ii, i ,  i  =  <?. g  
Эту формулу можно представить в виде

Cl’m2) , g )  ~  Л (in  - ^ )  Ш + B ( l n - ^ )  m , (5.6.69)



1 2
где Хп и Хп —  собственные значения матрицы аномальных размерно
стей ы , .

З н ая  асимптотики функций CŸ/m и используя формулы (5.4.25), 
можно найти асимптотики моментов структурны х функций в области 
больш их переданных импульсов.

Мы вводили структурны е функции F\9  и моменты структурны х 
функций М для нуклонов, не оговаривая, о каком состоянии н укло
на, протонном или нейтронном, идет речь. И нтересуясь же конкрет
ным состоянием нуклона, этим величинам следует приписать индекс

N N
N  (Fi,2, M u 29 где N  =  р ,  п). Эти величины можно связать с синглет-

s ns
ными и несинглетными моментами М {Г \  M i  (t =  1* 2):

м р =  £  A T W U q 2), S  Л р С ^ - г ^ 2),
t=qg

AfP =  ЛГСЙ» ( q \  M F  =  ЛГС<2)т_2 (ç2).
(5.4.70)

Д ействительно, согласно (5.4.31)

Поэтому для моментов нуклонны х структурны х функций имеем
N Q S т fîS

MP =  • ЗМр н— g- <Л7 IQI Л7> AfP

(нуклон состоит из трех кварков). Следовательно, учитывая, что 
(р  I Q I P) =  1 » (n I Q I п) =  0, находим

^ Р  =  - 1 - ( 2 М р + М Р ) ,  А р = - | - М р .  (5.4.71)

Ф ормулы (5.4.71) вместе с формулами (5.4.68), (5.4.69) определяю т 
зависимость от q2 синглетных и несинглетных моментов структурны х 
функций, а тем самым — моментов структурны х функций протона 
и нейтрона.

К ак видно из формулы (5.4.68), несинглетные моменты асимптоти
чески стремятся к нулю при q2 оо, так  как  а т >  0. С ростом т
убывание моментов усиливается вследствие того, что [34]

а т «  0,296 In ,п — 0,051

при т  >  1 и щ  =  3.
О братим внимание на то, что при m =  2 в синглетном случае ма

трица аномальных размерностей имеет собственное значение, равное 
нулю. Это связано с тем, что из операторов Оя и Og при т  =  2 можно 
построить тензор энергии — импульса кваркового и глюонного полей. 
Такой тензор представляет собой сохраняю щ ую ся величину и, следо
вательно, его аномальная размерность равна нулю. В данном случае 
(т  =  2) вклад  нулевого собственного значения в области больших



q2 оказывается доминирующим, и поэтому зависимость от q2 второго 
момента (т =  2) более слабая по сравнению  с моментами при т Ф  2.

Мы рассмотрели наруш ение скейлинга, которое определяется лога
рифмическими членами In О днако отклонение от скейлинга мо-II*

ж ет носить и степенной характер: 2 1, у  — 1 >  0, где коэф
фициент т представляет собой твист локальны х операторов, входящ их 
в .разлож ение Вильсона. Мы учитывали только локальны е операто
ры с твистом два. Учет локальны х операторов с высшими твистами 
приводит к степенному нарушению скейлинга. Отметим, что кроме

степенных членов 2 1 появляю тся такж е члены типа ?

, где коэффициент у  можно определить с помощью метода ре-
нормализационной группы. Эти вопросы изучались в работах [37—40]. 
Глубоко-неупругие процессы на основе анализа инфракрасны х особен
ностей ам плитуд рассеяния исследовались в обзоре 141].



Е Д И Н А Я  Т Е О Р И Я
Э Л Е К Т Р О С Л А Б О Г О  В ЗА И М О Д Е Й С Т В И Я  
И В Е Л И К О Е  О Б Ъ Е Д И Н Е Н И Е

§ 6.1. КАЛИ БРОВОЧНЫ Е ПОЛЯ И ЛЕП ТОН Н Ы Е 
И СКА ЛЯРН Ы Е М У Л М И П Л ЕТЫ

6.1.1. Ч еты рехферм ионное слабое взаимодействие. В предыдущих 
параграф ах мы изучали электромагнитное и сильное взаимодействия 
элементарных частиц. Кроме этих и гравитационного взаимодействия 
сущ ествует еще одно важ ное взаимодействие — слабое взаимодействие. 
Оно ответственно за различные физические процессы: Р-распад ядер, 
многочисленные распады элементарных частиц, нейтринные реакции.

Слабому взаимодействию подвержены как  адроны, как и лептоны 
(электрон, мюон, т-лептон и соответствующ ие им нейтрино). Радиус 
действия слабого взаимодействия составляет по порядку величины
—— »  10~16см (m w — масса W-бозона). Если сечение, обусловленное
сильным взаимодействием, составляет 10“ 28см2, то сечение, обусловлен-

( Е \ 2— — I см2 (Е  — энергия J
частиц в системе центра инерции).

Х арактерной особенностью слабого взаимодействия, отличающей 
его от сильного и электромагнитного взаимодействий, является то, что 
оно наруш ает целый ряд  дискретных законов сохранения: сохранение 
пространственной четности зарядовой четности с, странности s
и т. д.

П ервоначальная теория слабого взаимодействия, созданная Ферми 
около 50 лет назад, строилась по аналогии с электродинамикой. Ана
логия состояла в следующем. Т ак же, как  фотон, излучается или погло
щ ается атомом, хотя и не содерж ится в нем, так и нейтрино и электрон 
могут испускаться и поглощ аться ядром, не содерж ась в нем. Различие 
между теорией электромагнитного взаимодействия и первоначальными 
теориями слабого взаимодействия (Ферми [1]; Гелл-М анна, Ф ейнмана 
[2], Сударш ана, М арш ака [3], С акураи  [41) заклю чается в том, что 
в первом случае происходит локальное взаимодействие между электро
магнитным током и электромагнитным полем, во втором — локальное 
взаимодействие между так  называемыми слабыми токами. Если для 
простоты ограничиться слабым взаимодействием заряж енны х лепто- 
нов и соответствующих им нейтрино, то слабый ток будет опреде
ляться  формулой

=  -g- (eyv (1 +  T5) +  fiïv (1 +  Y8) vu +  туг (1 +  Y8) vx)

=  4 ” +  Y5) v/>
l

(6 1. 1)



где I s s  e, [X, г  — биспиноры электрона, мюона и т-лептона, a v e a  
е= Vju, vx — биспиноры электронного, мюонного и т-лептонного 
нейтрино. Л агран ж и ан  слабого локального взаимодействия этих то
ков имеет вид

=  2 V  2 G $ f )+'3m ’K, (6.1.2)
где О — универсальная константа слабого взаимодействия (констан
та Ферми), G =  1,02 • 10“ 5/mp (тр — масса протона). Обратим внима
ние на различие структуры  слабого тока 3^ш) и электромагнитного тока 
tf̂ em “  еу^е. Последнее выраж ение представляет собой 4-вектор, а вы
раж ение 3 lw) — разность 4-вектора ~  J ]  ly%vt и аксиального вектора 

4- 2  1 у Поэтому о взаимодействии заряж енны х токов 5^“° говорят

как  об универсальном  ( V — А )-взаимодействии (электромагнитный 
ток является  нейтральным, так  как  при действии на вектор состояния 
он не изменяет зар яд  системы, в то время как ток 3^ш) изменяет заряд  
системы на единицу).

Чтобы описать процесс Р-распада нейтрона в теории 4-фермионно- 
го взаимодействия, к току 3 ^  добавляется слагаемое у  р у \  (1 +

+  у ь)п:

=  4 "  Е  Ь д 1 +  V 5)  V/ +  -g-Pï*. 0  +  Y5) я.
/

где р  и п — биспиноры протона и нейтрона. Обратим внимание на то, 
что все слагаемые, связанны е с лептонами и нуклонами, входят в ток 
с одинаковым коэффициентом. В этом состоит свойство универсальнос
ти 4-фермионного слабого взаимодействия — все слабые процессы 
определяю тся в этой теории одной константой G31.

Приведем значения масс лептонов: масса электрона т е =* 
=  0,511 М эВ, масса мюона =  105,7 МэВ, масса т-лептона т х ==» 
=  1785 МэВ; будем считать далее, что нейтрино является безмассовым 
(эксперимент дает следующие верхние и ниж ние границы для масс ней
трино: Шче <  46 эВ, m v <  0,50 МэВ, m Vx <  164 МэВ [101; m Ve >  
>  14 эВ [11]).

Биспиноры  Ф*, и фд, определяемые формулами

■фх. =  ( 1 +  V5) 'Ф» “Фл =  “4“ (! —  V5) 'ф» (6 .1 .3 )

31 Лагранжиан (6.1.2) (без члена ту^(1 +  y6)vT в токе 3™) был установлен в 
работах [2— 4]. В этих работах показано, что токи являются вполне определенной су
перпозицией векторного и аксиально-векторного токов (это было подтверждено рядом 
экспериментов). В них же установлено, что нейтрино, принимающее участие 
только в слабом взаимодействии, всегда является полностью поляризованной левоспи
ральной частицей, а антинейтрино — правоспиральной частицей. Эти свойства ней
трино получили законченную формулировку в теории двухкомпонентного нейтрино 
Ландау — Ли-Янга — Салама [5— 7]. Сохранение слабого векторного тока было 
установлено в работах [8, 2] (см. также [9]).



называю тся левыми и правыми биспинорами. Ток 3 ^  (см. (6.1.1)) 
можно, очевидно, представить в виде

2 / l ïx Vil . (6.1.4)
/

Таким образом, слабые токи содерж ат только левые биспиноры. Как 
мы видели в § 3.6, биспинор ф*, при т  =  0 (а следовательно, и при 
энергиях, значительно превосходящ их массу) описывает частицу с 
левой спиральностью  (спин частицы направлен против импульса).

Т ак как  заряж енны й ток представляет собой суперпозицию вектора 
и аксиального вектора, то слабое взаимодействие не инвариантно отно
сительно пространственной инверсии ^  и операции зарядового сопря
ж ения С. Однако оно инвариантно относительно операции комбини
рованной четности С$> [12].

Электромагнитное взаимодействие между заряж енны м и частицами 
осущ ествляется с помощью обмена фотоном. Д алее мы увидим, что сла
бое взаимодействие такж е осущ ествляется обменом некоторыми час
тицами — заряж енны м и 1^±-бозонами и нейтральным Z-бозоном. М ас
са этих частиц очень велика (порядка 100 ГэВ [10]). В области энергий, 
малых по сравнению с m W9 т г9 процесс взаимодействия происходит так, 
как если бы обмена промежуточной частицей не было, а происходило 
лишь локальное 4-фермионное взаимодействие. Обмен заряженными 
И ?^бозонами в низкоэнергетической области приводит к лагранжиану
(6.1.2), в который входят заряж енные токи. Обмен нейтральным г-бо- 
зоном в низкоэнергетической области такж е приводит к 4-фермионному 
лагран ж и ан у , аналогичному (6.1.2), в который, однако, входят не за р я 
женные, а т а к  называемые нейтральны е токи; в последние вместо комби
наций биспиноров lT v i9 входящ их в заряж енны й ток, входят комбина
ции биспиноров /Г /, v/r v / (Г =  у^9 убул). П оскольку константа свя
зи  в лагранж иане (6.1.2) имеет размерность М “ 2, то эта теория о ка
зывается неперенормируемой (см. § 3.6).

И спользование концепции калибровочных полей, которые вводятся 
при расш ирении симметрии с глобального уровня до локального, поз
воляет последовательно ввести в теорию промежуточные W ±- и Z- 
бозоны и построить при этом перенормируемую теорию слабого вза
имодействия, которая, однако, является не только теорией слабо
го взаимодействия, но и теорией электромагнитного взаимодействия, 
т. е. представляет собой теорию единого электрослабого взаимо
действия [13— 15]32. В этой теории предсказан целый ряд  новых явле
ний — сущ ествование слабых нейтральны х токов, новых векторных 
промежуточных частиц W ± и Z и т. д ., которые подтвердились экспе
риментально. В 1973 г. были откры ты  нейтральные токи [20], а в 
1983 г .— промежуточные векторные бозоны W ± и Z и измерены их 
массы [21, 22].

6 .1.2. Л агранж иан безмассовых лептонов и векторных калибровоч
ных полей. К ак мы видели, в слабом взаимодействии участвуют

32 Другими ранними работами по объединению слабого и электромагнитного 
взаимодействия являются [16— 19].



только левые лептонные поля. В единой теории электрослабого вза
имодействия левые заряж енны е лептоны и соответствующие им ней
трино объединяются в дублеты

: < 6 J 5 >

где v/L =  —  (1 +  Y6) V/; l L =  -у- (1 +  Y5) I (vz и l —  биспиноры Д и 

рака для лептонов / =  е, р , т). В этой теории исходят из лагранж ианов, 
не содерж ащ их масс частиц (как лептонов, так и калибровочных по
лей). Массы частиц «возникают» в результате введения скалярного  
поля, с которым взаимодействуют лептоны и калибровочные поля. 
П ри этом важ ную  роль играет механизм спонтанного наруш ения сим
метрии (см. п. 6.2.1).

Л агран ж и ан  безмассовых левых лептонов определяется формулой

=  i S Z r t - 0 ^ .
I

Правые заряж енные лептоны образуют синглет R t =  (1 - Y 5) X

x l ( l  =  e9 p , т; м ы  предполагаем, что правых нейтрино не сущ ествует). 
Свободный лагран ж и ан  правых заряж енны х безмассовых лептонов 
имеет вид

I
Таким образом, лагранж иан  свободных безмассовых лептонов опреде
ляется формулой

(L, R)  =  i 2  +  Я /У З Д /}  • (6.1.6)

Отметим, что это выражение не вещественно. Вещественный л агр ан 
ж иан определяется формулой +  ^о ) (см. п. 2 .5 .1). Однако оба
выраж ения отличаются на полную дивергенцию, поэтому формально 
можно пользоваться приведенным выраж ениям для ££0.

Л агран ж и ан  ££0 инвариантен относительно преобразований
• (°т

R , - + R ' i  =  R h  L t - v  L i =  e * 2 L „  (6.1.7)
где r i — матрицы П аули; cot — произвольный . постоянный вектор и 
g  — некоторая постоянная, которая далее играет роль константы вза
имодействия. Эти преобразования образую т группу S U ( 2), которую 
будем назы вать группой лептонного изоспина и обозначать S U ( 2)ш. 
Подчеркнем, что данная симметрия имеет место только для безмассо
вых лептонов. При этом левые заряж енны е лептоны и соответствующие 
им нейтрино входят в теорию на равны х правах так  же, как  протон 
и нейтрон входят в теорию сильного взаимодействия. Поэтому можно 
говорить об изотопических дублетах левы х заряж ен н ы х лептонов и



соответствующих им нейтрино и ввести изотопический спин левых леп- 
тонов, равный 1/2 (заряж енны е левые лептоны имеют проекцию изо
спина — 1/2, а соответствующие им нейтрино — проекцию 1/2). 
П равы е заряж енны е лептоны представляю т собой изотопические син
гл еты.

Л агран ж и ан  (6.1.6) инвариантен такж е по отношению к фазовым 
преобразованиям

I у  Y r *  . i -у  Y L g '
R t - + R t = e  2 R „ L t - + L t = e  2 L t. (6.1.8)

Д алее  мы убедимся, что величина g ',  как и g, имеет смысл безразм ер
ной константы связи , а величины Уд, Y L могут интерпретироваться 
как  гиперзаряды  правых и левых лептонов. Они имеют значения 
Уд =  —2, Y l =  — 1 (см. п. 6.2.3).

П реобразование (6.1.8) образует группу, которая называется груп
пой лептонного гиперзаряда и обозначается U  (1)у. Таким образом, 
лагранж иан  свободных безмассовых лептонов инвариантен относи
тельно S U  (2)^, X U (1)у-преобразований. Эта симметрия является 
глобальной. Предположим, что имеет место и локальная инвариант
ность, в которой параметры со, и со являю тся функциями координат 
и времени. В соответствии с результатами п. 1.9.1 для этого необхо
димо ввести триплет W'  ̂ {а =  1, 2, 3) и синглет В ц калибровочных 
векторных полей. Чтобы ввести взаимодействие этих полей с лептон- 
ными полями, в лагранж иане (6.1.6) обычные производные дц нуж но 
заменить ковариантными D n:

1iГО1!Qt - i g JZ - W v - i g , - 5 - Y LB №, (6.1.9)

если 0^ действует на L, и

дц —>• D u — дц —  ig  ~2~ Y цВц, (6.1.10)

если дц действует на R .
Л агран ж и ан  самого калибровочного поля согласно (1.9.28) имеет 

вид

2 ( W , B )  =  — i -  K v F m v  -  Д -  В ^ В » \  (6.1.11)

где

K v  =  -  d v W a» +  g (W *  x  Wv)a, (W № x  Wv)a =

•  =

B ^ ^ d v B v — dvB» (6.1.12)

(напомним, что лагранж иан  в такой форме приводит к уравнениям 
второго порядка для потенциалов Вц). Таким образом, лагран 
ж и ан  безмассовых лептонов и калибровочных полей равен

6С = £ { L ,  R , W , B )  +  £ ( W ,  В),



2  (L, R ,  W , B) =  i S  Lt- f  (cV -  - f  -  4  Ц  +

'+  ■ i% R iy ' l (d l l - - l r g ' Y RB ll'j R ,.

Этот лагранж иан  инвариантен относительно локальны х преобразо
ваний группы  S U ( 2 ) W X U  ( \ ) Y д л я  лептонных (6.1.7), (6.1.8) и 
калибровочных (1.9.11) полей. Д л я  бесконечно малых со и cofl эти 
преобразования имеют вид

' & К  =  <  —  W l =  +  g e ^ w y  =  a * v b,

ÔBfi =  B|x Вц =  (ЗдО), ÔL, — Li — Lt =  ^ig —g---- H i g ' Y t  L [t

6R i =  Ri -  R, =  ig '  4  Y r R i . (6.1.14)

Кроме того, лагранж иан (6.1.13) построен таким  образом, что он 
инвариантен относительно глобальны х фазовых преобразований леп
тонных полей

L,  ->  L\ =  e iaiLh Ri Ri =  e iaiR h (6.1.15)
где a t — постоянные фазы, связанны е с каждым сортом лептонов.

6.1.3. Введение хиггсовского скалярного поля. Введенные калиб
ровочные поля так  же, как  лептонные поля, предполагались
безмассовыми. В действительности заряж енны е лептоны обладают 
м ассой33. Мы хотим, чтобы с четырьмя калибровочными полями 
В й были связаны  заряж енны е Ц7±-бозоны, нейтральный Z -бозон 
и фотон. W ± ‘и Z-бозоны обладают конечной массой. Поэтому нашу 
теорию следует модифицировать так , чтобы в ней калибровочные поля 
могли иметь конечную массу. Д л я  этого необходимо ввести добавоч
ные поля, взаимодействие с которыми вследствие механизма спонтан
ного наруш ения симметрии приводит к возникновению  масс частиц, 
связанны х с калибровочными полями34.

В простейшем случае долж но быть введено добавочное скалярное 
поле, так  называемое скалярное поле Х иггса [33, 34], точнее, долж ен 
быть введен изотопический дублет заряж енны х скалярны х полей, 
аналогичный изотопическому дублету левых лептонов (см. такж е 
[35, 36]).

Здесь мы рассмотрим лагран ж и ан  хиггсовского поля с учетом его 
взаимодействия с калибровочными и лептонными полями. М еханизм

33 Нейтральные лептоны — нейтрино — в общем случае также могут иметь не
нулевые массы [23—25].

34 Концепция спонтанного нарушения симметрии в статистической физике была 
развита H. Н. Боголюбовым [26]. Он же разработал метод квазисредних, позволяю
щий единым способом рассматривать системы самой различной природы со спонтанно 
нарушенной симметрией. В релятивистской физике системы со спонтанно нарушен
ной симметрией впервые исследовались Голдстоуном и Намбу [27—29] (см. также 
[30—32]).



спонтанного наруш ения симметрии и возникновения масс у  калибро
вочных полей и лептонов будет рассмотрен далее.

Л агран ж и ан  изотопического дублета

(6.1.16)

скалярн ы х полей будем записы вать в виде

2  (Ф ) =  ô V 4 q >  -  X ( ф + Ф -  -g- Z")2 • (6-1.17)

где Я и /  — некоторые константы. Этот лагранж иан  инвариантен по 
отношению к глобальным преобразованиям  группы S U  (2)ш X U  (1)^:

Ф ->  Ф — е *
~  Ta<»ag ф , ф - > ф ' =  Р 2 g ю

ф (6.1.18)

(так как  величина g '  входила в формулы (6.1.8), (6.1.19) с множ ителя
ми Y l и F r , то она фактически не была определена; в последней фор
муле мы считаем Кф =  1 и этим фиксируем величину g'). Чтобы л аг
ранж иан (6.1.17) был инвариантен и по отношению к локальным 
преобразованиям  группы  S U  (2)w X U  (1)у, следует производные дц 
в выраж ении для (<р), действующие на ср, заменить на D^:

d » - + D ll =  d „ - ± - g T aW l - ± - g ’B ll. (6.1.19)

В результате приходим к следующему выражению  для лагранж иана 
хиггсовского поля с учетом его взаимодействия с калибровочными 
полями:

£ (Ф , W ,  В) =  [( Ô" -  4 -  g f w 0»  -  4 -  g ' В 11)  ф ] +  [ ( а й -

— г ^ ) ф ] - ^ ( ф + ф — г / 2) ' - (6. 1.20)

Этот лагранж иан  будет приводить к возникновению  масс у частиц 
калибровочного поля.

Чтобы возникали массы у заряж енны х лептоноң в результате вза
имодействия со скалярны м  полем, мы введем еще лагранж иан  ^  (L, 
R ,  ф) взаимодействия скалярн ы х и лептонных полей:

£  ( L ,  R ,  ф ) =  -  V 2  Г 1 Е  тг { ( 1 , ф) R ,  +  R ,  (ф+L,)}. (6.1.21)
I

где m t — некоторые постоянные, которые, как  мы увидим далее, бу
дут совпадать с массами лептонов.

Этот лагран ж и ан  инвариантен по отношению и к глобальной, и 
к  локальной группе S U  (2)ш. Чтобы он был инвариантен по отношению 
к группе U  (1)к, согласно (6.1.18), (6.1.8) необходимо выполнение сле
дующего соотношения:



Л агран ж и ан  (6.1.21) такж е инвариантен относительно глобальны х 
фазовых преобразований лептонных полей (6.1.15) (при этом считается, 
что скалярны е поля <р не преобразую тся).

Полный лагранж иан калибровочных, лептонных и скалярны х по
лей определяется суммой

(£ =  ( £ ( W , B )  +  £ ( L ,  R , W , B )  +  <£(<p, IF, В) +  (£ (L, Я, <p). (6 .1 .23)

Этот лагранж иан  инвариантен по отношению к преобразованиям  ло
кальной группы S U  (2)w X U  (1 )у. В случае бесконечно малых 
соа, со эти преобразования определяю тся формулами (6.1.14) для ка
либровочных и лептонных полей и формулой

бф =  ф ' — ф =  [ g  -y  (о°т° +  g '  co'j ф (6.1.24)

в случае скалярн ы х полей.
Л агран ж и ан  (6.1.23) леж ит в основе единой теории слабого и элек

тромагнитного взаимодействий. Следует, однако, иметь ввиду, что 
в то время как первые два слагаемых в непосредственно связаны  
со свойствами симметрии S U  (2)ш X U  (1)^, вторые два слагаемы х 
в связанны е с введением скалярного  поля, являю тся более модель
ными [37, 38].

Отметим, что лагранж иан  самодействия скалярного  поля мы вы
брали пропорциональным четвертой степени поля с тем, чтобы кон
станта X была безразмерной и, следовательно, квантовая теория могла 
быть перенормируемой (см. § 3.6).

§ 6 .2 . КЛАССИЧЕСКАЯ ТЕОРИ Я ЭЛЕКТРО СЛА БО ГО
ВЗАИМ ОДЕЙСТВИЯ

6 .2 .1 . Спонтанное наруш ение симметрии и возникновение масс 
частиц. Рассмотрим вначале случай классических п олей 35 36. Выбирая 
определенные калибровочные параметры соа, компоненту скалярного  
дублета Ф|  можно обратить в нуль, а компоненту ф; сделать веществен
ной:

ф = ( ф ) ’ ф = ф * ^ ф1‘

В этом случае лагранж иан  свободного скалярного  поля с учетом его 
самодействия имеет вид

^  (ф) =  д \д ц ф  — Я (ф 2 ----- y  / 2) •

Ему соответствует уравнение движ ения поля

д % Ф  +  2Я (ф 2 — - L  /*) ф =  0. (6.2.1)

35 Изложение классической теории электрослабого взаимодействия см. также в
[38—41].



Это уравнение имеет три независящ их от пространственно-временных 
координат решения:

Фо =  О, (6.2.2)

Чтобы разъяснить различие между этими реш ениями, введем по
тенциальную  энергию U  (ф) для пространственно-однородного поля:

U(  ф ) =  я ( ф 2 - 4 - / 2) 2 .

Л егко видеть, что экстремальны е 
точки U (ф) совпадают с (6.2.2), 
причем для к <с  0 решение ф0 =  О 
соответствует минимуму, а решения 
Фо =  ± f l Y 2 максимуму; для к  >  
>  0, напротив, решение ф0 =  0 со
ответствует максимуму, а ф0 =  
=  ±  /7|/*2 — минимуму (рис. 55). Со-

Рис. 55

гласно уравнению  поля (6.2.1) величина ф =  ф — ф0 в случае малых
Ф удовлетворяет уравнению

дц<ЭцФ — k f 2ф =  О 

‘ в случае ф0 =  0 и уравнению

д % ф  +  2 ^ /2Ф =  О

в случае ф0 =  ± f l Y 2 .  Отсюда видно, что при А ,< 0  колебания поля 
над вакуумом ф0 =  0 являются устойчивыми, причем масса частиц, 
связанных с этими колебаниями, вещественна и равна f Y — На про
тив, колебания поля над состоянием ф0 =  ±  f /Y %  являю тся неустой
чивыми и соответствуют мнимой массе. При к >  0 колебания над 
состояниями вакуум а ф0 =  ± f f \  2 (соответствующими минимуму 
U  (ф)) являю тся устойчивыми, причем масса частиц, связанны х с эти
ми колебаниями, вещественна и равна f V 2 k .  Колебания ж е поля над 
состоянием ф0 =  0 неустойчивы и соответствуют мнимой массе. О бра
тим внимание на то, что при к >  0 состояние вакуум а является вы
рожденным — мы имеем два вакуум а: ф0 =  f / Y 2 и Ф0 =  — f ' Y 2. 
В теории электрослабого взаимодействия предполагается, что к >  О
и в качестве состояния вакуум а выбирается ф0 =  / /Y 2. Таким обра
зом, производится вполне определенный выбор состояния вакуума; 
о таком выборе говорят как о спонтанном нарушении симметрии.

Отметим, что если в случае к <  0 вакуумное решение ф0 =  О 
было инвариантно по отношению к преобразованиям группы S U  (2)w, 
то при к с  0 вакуумное решение ф0 =  f l Y 2  такой инвариантностью
не обладает, так  как соответствующий этому решению дублет Д=-



изменяется при преобразованиях группы  (6.1.24). Таким образом, 
при X <  0 лагран ж и ан  и вакуум ное состояние обладаю т одинаковой 
симметрией, в то время как  при X >  0 симметрия лагран ж и ан а боль
ше, чем симметрия вакуумного состояния. Это свойство характерно 
для спонтанного' наруш ения симметрии.

Имея в виду использование лагран ж и ан а (6.1.17) в квантовой 
теории, мы не будем полагать величины q>f и Im  <pj равными нулю. 
Поэтому дублет <р запиш ем в виде

ф ‘ / V  +  V '
V 2 \ф° — кр®

Ф° =  /  +  X, (6.2.3)

где поля ф1, ф2, ф3, X являю тся вещественными и описывают процес
сы электрослабого взаимодействия, происходящ его над вакуумным 
состоянием хиггсовского поля (<р°<+> (х) 10) =  0, а  =  1, 2 ,3 ,  Х(+> (х) 10) =  
=  0, см. далее)'.

Перейдем в лагран ж и ан е от переменных ф^, ф; к переменным ф°, X. 
П одставим вначале выраж ение (6.2.3) для дублета ф в лагран 
ж иан  é? (ф, W, В)  (см. (6.1.20)). При этом возникнут квадратичные и 
кубичные члены, а такж е члены четвертого порядка по калибровочным 
и скалярны м  полям ф°, X. Мы здесь приведем лиш ь часть лагран ж и а
на Ш (ф, W, В ),  содерж ащ ую  калибровочные поля в степенях, не выше 
второй:

<г0 (ф, w , в )  =  se (ф) +  (w , в )  +  (ф , w ), (6.2.4)

где (£ (ф) — лагранж иан  переопределенных скалярны х полей:

£  (ф) =  дйф + д“ф  +  - L  д ^ д Ч  +  - L  <5uç ® d V  —  Х/2Х2 —

-  2Я/Х (ф + Ф  +  -L  (X2 +  фз2)) -  X ( ф + Ф  +  4 - ( Х 2 +  Фз2))2 , (6 .2 .5)

££0м (W , В) — часть свободного лагран ж и ан а калибровочных полей, 
возникаю щ ая вследствие взаимодействия хиггсовских и калибровоч
ных полей и механизма спонтанного наруш ения симметрии:

(W , В) =  4 "  P g ^ W t  +  ±  f * g W 3uW 3u +

+  4  f W »  -  ±  P g g ' w l B » ,  (6 .2 .6)

и лагран ж и ан  (ф, W) определяется формулой

(Ф, W ) — ----- j -  f g W ^ d ^  -  ±  fg W + ^ Ф  -  -±- /  -  g ’B v) X

х <Vp3 > 4- fg Q + d vW » + 4- + 4- /Фзаи (g< _  g ’В») -

-  д» {4- fg®^11+4- fg®w+ii+ -г  f (g ^  -  g'B>l) Ф3} • (6-2-7)



(6.2.8)

В этих формулах введены следующие обозначения:

mi _|_ /о)2 Wj -f- iWlф  =  J E + j g -  , Wn г- ц 
V 2  ц Ÿ  2

(знак « + »  означает операцию  комплексного сопряжения). Л агр ан ж и 
ан (£'о обращ ается в нуль в классической теории, если выбрана рас
смотренная выше калибровка <ра =  0 (а =  1, 2, 3).

Произведем диагонализацию  лагран ж и ан а (£0м (№, В). С этой 
целью вместо полей Вц, №ц введем поля ZM, Л ц:

2ц =  cos 6ц7 —  Вц sin 6vr, Лц =  HPjUin6w - f  B ^cosG r (6.2.9)
и, следовательно,

W 3n =  Zn cos Bw +  Лц sin Bw, Вц =  Лц cos 0«? — Zц sin Bw, 

где Bw — некоторая константа. Тогда

Яш (w, В) =  4 - +  4  z2̂ 2 cos2 (i  +  - f -  tg e*)  ZvF +  

+  4  f*g2 cos b w ( tg  Bw — Ç )  Лц л “ +

+  4 -  /  V cos2 [(  1 -  - Ç )  tg — f  ( 1 -  tg2 0* )] Л цг“.

Чтобы в этом выражении не возникали перекрестные слагаемые 
А ^ 9 выберем угол Qw согласно условию

tg 0 ir  =  - ^ -  (6.2.10)

(величина Bw  называется углом В айнберга). П ри этом в лагранж иане 
ûCom обращ аю тся в нуль слагаемые, пропорциональные ЛцЛи и ЛцZ^l, 
и (Сом приобретает вид

£ ш  (W , В) =  rn w W + W n +  - L  m lZ vZ » ,  (6.2.11 )

где

tnw  =  4 -  fg; tnz  =  -r[-f  V g 2 +  g ' 2. (6.2.12)

Учитывая формулы (6.1.12), (6.1Л З), (6.2.4), можно записать пол
ный свободный (квадратичный) лагранж иан  всех полей

£ 0 =  & 9(W * ,  Z , Л) +  (£0 (L. R) +  5 0(ф) +  (£ ь  (6.2.13)
где

&0 W * .  2 , Л) = ------Y  -  4  Z ^ v ------ L  +



£ë0 (q>) =  д иФ + д иФ +  -1~ диХд>Ъ +  -g- Эиф3а иср3 — ?./2F ;

( I ,  /?) =  S I (гуцдц — /П/) / +  / Ц  v/iY^ôuV/i.
. / /

И

1^|LIV   (3vU^JLt» Z j^ v    < ^ Z V <3VZ Ц ,  F J^v   ----- М д .

Из выражений для (№ *, 2) и (L, У?) видно, что величины 
mu^, m z  и т 1 представляю т собой массы W-, Z- и /-частиц. Видим, что 
эти массы появляю тся в результате взаимодействия калибровочных 
и лептонных полей со скалярны м полем вследствие механизма спонтан
ного наруш ения симметрии вакуум а. М асса частиц, связанны х с век
торным полем А ц, равна нулю. Поэтому поле А п следует интерпрети
ровать к$к электромагнитное поле.

6.2.2. Фиксация калибровки. Мы видели (см. § 4.4), при кван
товании калибровочных полей возникает трудность, связанная с тем, 
что импульсы, канонически сопряж енны е полям W q9 В 09 обращ а
ются в нуль. Чтобы устранить эту трудность, к лагран ж и ан у  элек
тромагнитного поля (и к лагран ж и ан у  неабелева калибровочного по
ля) мы добавляли слагаемое типа (д М ц)2. Это слагаемое фиксиро-
вало калибровку электромагнитного поля и приводило к тому, что им
пульс, сопряж енны й полю Л 0, был отличен от нуля. А налогичная си
туация возникает и в теории электрослабого взаимодействия. Поэто
му и в данной теории мы долж ны были бы к лагран ж и ан у  (6.1.23)

добавить слагаемое типа ~  d P W f f iW v ,  фиксирующее калибровку

полей W ц-
При выборе лагранж иана, фиксирующего калибровку, следует 

однако иметь в виду следующее. В соответствии с идеологией о спон
танном наруш ении симметрии в лагранж иане (6.1.23) мы перешли 
к новым переменным Ф, Ф +, X, <р3, в результате чего в свободном л аг
ранж иане возникло интерференционное слагаемое (£о (Ф, Ю -  Это 
слагаемое, как мы уж е говорили, обращ алось в нуль в классической 
теории при выборе калибровки <р̂  =  <р3 =  0. Если исходить из 
лагран ж и ан а (6.1.23), в квантовой теории такой выбор невозможен 36. 
Поэтому в качестве лагранж иана, фиксирующего калибровку ‘полей 
W^, выберем

2 6 (W , В , ф) =  -  ±  +  t m w ф ) (dvW +  +  Im w Ф+ ) -

-  JL (Э%  +  lmz<psf  -  - L -  (c>v4 v)2, (6.2.15)

36 В квантовой теории выбор калибровки связан с выбором лагранжиана. Поля 
ф| и Im в квантовой теории также могут быть обращены в нуль, однако при этом
лагранжиан следует брать в форме, отличной от используемой нами.



где I  — произвольный вещественный параметр. В терминах исходных 
полей №ц, Вц  этот лагран ж и ан  согласно (6.2.9), (6.2.8) можно записать 
в виде

(£l ( W ,B ,< ç )  =  - - ^ F aFa - - ± . F * >  (6.2.16)

где

F° =  P W l  +  b n w  ф“, F  =  Р В и —  b n w - f -  Ф3

(этот лагран ж и ан  соответствует обобщенной лоренцевой калибровке 
{42], которая назы вается калибровкой т' Хоофта). Объясним причину 
выбора данного вида л агран ж и ан а, фиксирующего калибровку 
[43, 44]. П реж де всего этот лагран ж и ан  приводит к отличному от 
нуля импульсу, сопряж енному полям Wo и В 0. Л агран ж и ан  содер
ж ит слагаемые трех типов, которые пропорциональны | —1, |° , L  
Слагаемые, не содерж ащ ие £, согласно (6.2.15) сокращ аю тся в сум
марном лагран ж и ан е с (ф, W) (слагаемое в ^0 , представляющее 
собой 4-дивергенцию, можно, очевидно, отбросить). При f =  0 л аг
ранж иан  переходит в стандартный лагран ж и ан , фиксирующий ка
либровку:

Я* 1/=о = -  - J -  -  -±- ( P Z t f  -  (0МЦ)2
(при f  =  0 массы tnw и m z  обращ аю тся в нуль, см. (6.2.12)). Н аконец, 
лагран ж и ан  (6.2.15) приводит к пропогаторам векторных массивных 
частиц, которые при |  <С <х> будут убывать в области больших импуль
сов (в обычной теории векторных массивных полей (см. §2 .3) пропога- 
торы  не убывают в области больш их импульсов). Это делает более оче
видным свойство перенормируемости теории.

Л агран ж и ан  éêg квадратичен по полям. Поэтому, введя его в сум
марный лагран ж и ан , мы модифицируем члены, квадратичные по полям. 
Л егко  видеть, что результирую щ ий свободный (квадратичный) лагран
ж иан i£0 =  ê?0 +  ££g будет иметь вид

^ о  =  ^ о ( ^ ± ) +  ^ о  (Z) +  <е0 (А ) +  £ 0 (L) +  (£0 (ф), (6.2.17)

где лагран ж и ан  свободных массивных И ^-бозонов определяется фор
мулой

^ „ ( W 4 ) -- -------y  ----- i - d X ^ v  +  m 2w W i W (6.2.18)

лагран ж и ан  свободных массивных Z-бозонов и фотонов формулами

(Z) =  -  4 - -  4 "  ( ^ ) 2 +  4 -

(A) =  -  - f  -  - Ц -



и, наконец, лагранж иан  скалярны х частиц определяется формулой 

(ф) =  <Э„Ф+с>М> -  l m 2wФ +Ф  +  ±  (<9цф 3) 2 -  - L  %т\ Фз2 +

+  ± - д Ч д » % ----- (6.2.20)

(лагранж иан свободных лептонов по-прежнему определяется форму
лой (6.2.14)). Мы видим, что масса скалярны х Х-бозонов

mx =  f V  21. (6.2.21)
Массы ж е скалярны х Ф- и <р3-бозонов равны соответственно т ф =  
=  V l m w  й т фя s= V l m z . Они зависят от произвольного параметра g, 
й поэтому частицы, связанны е с полями Ф и <р3, не являю тся физиче
скими (они представляю т собой духи скалярного поля, аналогичные 
духам, связанны м со скалярной и продольной компонентами 4-потен
циала А ц [40, 43, 45]).

6 .2 .3 . Л агранж ианы  взаимодействия. Выше мы подробно изучили 
структуру лагранжиана свободных полей. Здесь рассмотрим лагран 
жианы взаимодействия полей и установим природу различны х калиб
ровочных полей. При этом следует различать взаимодействия лептон- 
ных и калибровочных полей, калибровочных и скалярны х полей, 
лептонных и скалярны х полей и, наконец, лагранж ианы  самодействия 
калибровочных и скалярны х полей.

Л агран ж и ан  взаимодействия калибровочных и лептонных полей 
согласно (6.1.13), (6.2.9) определяется формулой

£ in . ( / ,  W)
ЙвГО +  Y J
4 V g2 +  g

=г А» У] V, / ( 1  +  y5)v<

8S' {' - Yl +Z eL Au £  i f y b i _  g s ' ( i - y L - Y 3 )_ £
4 j/g-a _j_ g>2 “  ' ■ 4 l /  rr2 _i_ ,/a M r4 Ve?  +  ч"1

+  - j f T r “ £ г /  (1 +  T‘) v'  +  W ï  w î  £  ' ’' ï “ <1 +  +

4 к 8- + е - г 4 ^  °  +  ï V t ---------- T 7 W + 7 г — z 4 ' v

- t i w4 К Ц1 +  R 2 ,

Мы будем интерпретировать безмассовое бозонное поле как 
электромагнитное поле, которое долж но взаимодействовать только 
с заряженными лептонами. Поэтому первое слагаемое в этой формуле 
долж но исчезать и, следовательно, долж но выполняться условие

Y l =  —  1. (6.2.22)

Д алее, так как электромагнитное взаимодействие сохраняет чет
ность, то долж но исчезать и второе слагаемое, следовательно, будет 
выполняться условие



(см. в этой связи (6.1.22)). Третье слагаемое в этой формуле представ
ляет собой лагран ж и ан  взаимодействия электромагнитного поля с за
ряж енными лептонами:

£ tat { l , A )  =  - e 3 L A ll, (6.2.24)
где

2 V *  (6.2.25)
/

и электрический заряд  е связан  с константами связи g  и g ' (мы их 
будем назы вать слабыми зарядами) формулой

е =  —г М = = г -  =  g  sin Qw (6.2.26)
V g 2 +  g'2 *

(здесь e в отличие от формул гл. 3 означает модуль заряда электрона). 
Таким образом, лагран ж и ан  взаимодействия калибровочных полей 
и лептонов можно представить в виде

2 ta, (/,  W) =  (£ш  (W*, I) +  <£ы  (Z, I) +  <£ы  (I , А), (6.2.27)
где

£ in t (W * ,  I) =  ( T W № +  T +W t)  (6.2.28)

—  лагран ж и ан  взаимодействия заряж енны х № *-бозонов с лептонами;

(Z, I) =  Ш *  (6-2.29)

— лагранж иан  взаимодействия нейтральны х Z-бозонов с лептонами и,
наконец, (I, А)  — лагран ж и ан  взаимодействия электромагнит
ного поля и заряж енны х лептонов, который определяется формулой
(6.2.24). Здесь вёличины

Т  =  4 -  2  I t  ( 1 +  f )  v, =  Е  h f  vil , (6.2.30)
Z l l

^ = 4 -  Xlv/Y11 (1 +  Y5) vz +  S  { g j - f l  —  g A l - f f l ) ,4 / l

gA = 4 “ * &v =  Sin20u7----- 4  (6.2.31)

называю тся слабыми токами —  заряж енны м и и нейтральными. И с
пользуя (6.2.25), вы раж ение для мож но представить в виде

ЭД =  sin2 0 Л  + 4 - 1  Ы у  “v«, -  4 у д/ь) (6 .2 .3Г )
z I

(подчеркнем, что в первое слагаемое входит электромагнитный ток за 
ряж енны х лептонов, содерж ащ ий полные биспиноры лептонов, во вто
рое слагаемое входит ток, содержащ ий только левые биспиноры).

Рассмотрим теперь лагран ж и ан  взаимодействия лептонов со ска
лярными бозонами к,\п\ (ф , /). Согласно (6.1.21), (6.2.3)



где

« tn t (X, /) =  -  4 -  S  m ,x  (//)  (6.2.33)
I l

— лагран ж и ан  взаимодействия лептонов с физическими скалярны ми 
частицами — хиггсовскими %-бозонами, и

« tn t (ф°, 1) =  -  /ф* S  - у -  ( /V 0  +
/ '

+  7 J  ф  £  Т " 7(1 +  уЪ) v‘ ~ у г  ф +  ç  ~ Т  (1 у5) * (6 -2 -34)

— лагранж иан  взаимодействия лептонов со скалярны ми хиггсовскими 
духами.

Л агран ж и ан  взаимодействия калибровочных и скалярны х полей 
согласно (6.1.20) определяется формулой

«Int (Г , Ф) =  «,nt ( ^ ,  X) +  Éfint ( ^ ,  Ф°),
где

« in t ( ^ ,  X) =  +  2 J sQ— m ^ Z 4  +

+  X  ^ ^ " Х *  +  8со $ 'б7  Z ^ X2- (6.2.35)

и лагран ж и ан  взаимодействия W, Z-бозонов и фотонов со скалярны ми 
хиггсовскими духами определяется формулой

« tn t (W , В , ф) =  (W , В ,  ф) +  «ffit (W , В , ф).

Здесь fig® (W. В, ф) — лагран ж и ан  «тройных» взаимодействий:

« S t  (W7, 5, ф) =  fe/п Н ц  (1^ЦФ +  +  Г д+Ф) +  ieA n (Ф дцФ +  —  Ф+д^Ф) —

— Ш г  sin  6WZU (W *Ф +  — И ^+Ф ) + ±  g d V  ( Г ЦФ + -  W +Ф) -

----- \  (1^ЦФ + +  W + Ф) +  ie ctg 2QWZ»  ( Ф ^ Ф + — Ф + дцФ), (6 .2 .36)

a édnt (W7, б ,  ф) —  лагран ж и ан  «четверных» взаимодействий!

« a  (W , В, ф) =  — L  egA»% (1 Г + Ф  -  1ГиФ + ) -

—  - у  е ^ цф3 ( Г д+Ф +  Г ЦФ +) +  е2А иА »Ф + Ф  +  2а2 ctg  2 еЦ7Лц2 цФ +Ф  +

+  е2 ctg2 2̂ г^ Ф + Ф  +  2соу -  z  V  ( Ф  +  ^дф+) +

+  т а ^ ^ < ^ ф - ^ ф + > +

+  W T v  Z ẐV 2 +  -Г  ̂ 1*7^  (Фз2 +  ф+ф)* (6-2-37)



Л агран ж и ан  самодействия калибровочных полей согласно (6.1.12) 
определяется формулой

2 in t (W , В) =  £ g t o r ,  5 )  +  £ |&  (W , В ),
где

(IF , 5) =  г ( e / f  +  g- cos 0 ^ )  W »W £V —  i (eAv +  g  cos QWZV) x 
X  W^+W^v  — ie W ^ V P + F w  —  ig  cos в ^ И Г + ^  (6.2.38)

— лагран ж и ан  «тройных» взаимодействий и

éffôt (IF, 5 )  = ----- i -  g 2 (IFUIFU+IFVIFV+ — W ^ W ^ W t )  +

+  W + W u (eAv +  g  cos 0W/Z V)2 +  IF+IFV (eA* +  g  cos 0 ^ Z “) x

X (eA v -f  g  cos 0№'ZV) (6.2.39)

—  лагранж иан  «четверных» взаимодействий. Н аконец, лагранж иан 
самодействия хиггсовских скалярны х физических и духовы х полей 
определяется формулой

^ in t (ф) =  é^lnt 0 0  +  ^ in t (ф°, X),

где éOnt (X) — лагран ж и ан  самодействия физических хиггсовских 
бозонов:

Êfint (X) =  — Х/Х3— п 4 (6.2.40)

и £0nt (фа, X) — лагран ж и ан  самодействия, включающий нефизиче
ские хиггсовские бозоны:

(ф. X) =  -  2Я/Х (ф + ф  +  _1_ фз2) _

—  X ( ф + Ф ----- i - ф 32) 2 —  ХХ2( ф + Ф +  -± -ф з2) . (6.2.41)

В заключение покажем, что электрический заряд  частиц Q связан  
с лептонным гиперзарядом Y  и проекцией лептонного изотопическо
го спина / 3 формулой Гелл-М анна — Нишиджимы

<2 =  / 3 + х -  (6.2.42)

С этой целью обратимся к л агран ж и ан у  (6.1.23) полей до фиксации 
калибровки . К ак мы уж е отмечали, он инвариантен относительно пре
образований группы S U  (2)ir X U  (1)у (6.1.7), (6.1.8). Найдем закон 
преобразования вещественных полей ф°, ф° при преобразованиях этой 
группы. Д ублет скалярны х полей преобразуется согласно (6.1.24) 
по закону

бф =  -i-(g T °(û °  +  £'й>)ф , ф =
Ф И  

Я> */



В ы раж ая поля ф |, ф | через вещественные поля ф°, ф°:

Фг =  у = - ( ф 2 +  «V). ф » = у | - ( Ф °  — <ф3). ф° =  /  +  х 

и используя явный вид матриц П аули

т 1
0 —- I

1 0 .

'1 0' 

О - 1 ,
получаем закон преобразования полей ф3, ф°

бф ° =  - i- g e aft4 p fcoj£ +  -i- огф°си'1 4- - i - g 'eab\ h(ji--- ^ - § ' 0 азф°со,

бф° = ----- 1— фаю° 4- - i -  g'(ps(o. (6 .2 .43)

П оля Wu  и В„ преобразую тся согласно формулам

m l  =  с /  4- <5uco°, ЬВи =  д цсо.
Калибровочные преобразования электромагнитного поля представля
ют собой частный случай этих преобразований и соответствуют вы
бору со°:

со1 =  о 2 =  0, о 3 =  - у -  ю. (6.2 .44)

Д ействительно, легко  видеть, что калибровочные поля преобразую тся 
при этом по формулам

m l  =  g t ab3W bao->3, а =  1 , 2 ,  
т 3и =  Зцсо3, 6 В и =  дцсо, 

а скалярны е поля по формулам
бф° =  бф3 =  0, 6ср° — £8аМф6со3, а — 1, 2.

Отсюда следует, что поля Z)JL =  cos 0u? — Su sin Gu?, А и =  
=  w l  Sin 0U7 +  cos 0ц7 преобразую тся по формулам

02ц =  О, бЛц =  дцЛ, Л =  -J- со3, (6.2.45)

поля =  - y Y  ( W l  4- iW l) ,  W t  по формулам

т и =  - -  i e A W u, 6 Г +  =  ш \« 7 +  (6.2.46)

и скалярные поля Ф  =  ‘ (ф1 4- <ф2). Ф+ , 7, ф3 по формулам 6Ф =
V

=  — le А  Ф, 6Ф+ =  /М Ф + , 6% =  бф3 =  0. Эти формулы показывают, 
что электрический заряд  Q для Z, Х-бозонов равен нулю, а электри
ческий заряд  W , Ф -бозонов равен ± £ .

В случае лептонов электромагнитные калибровочные преобразова
ния согласно (6.1.7), (6.1.8) имеют вид

ÔL■I =  -  ieA ( 4 - ---- J .)  L„ 6R, =  -  ieAR,. (6.2.47)



И з этих формул следует, что электрические заряды  левых и правых 
лептонов определяю тся так:

( Y L =  — 1, Y r — —2). Эти формулы находятся в соответствии с фор
мулой (6.2.42), если учесть, что изотопический спин левых лептонов

6.2.4. Введение фиктивных скалярных фермионов. К ак мы виде
ли в § 2.4, при квантовании калибровочных полей в лоренцевой калиб
ровке (для которой характерна явная релятивистская инвариантность 
теории) возникаю т нефизические состояния — скалярны е и продоль
ные глюоны. В неабелевой теории эти состояния наруш аю т условие 
физической унитарности матрицы рассеяния, согласно которому ве
роятность перехода из физического состояния во все возможные 
другие физические состояния долж на равняться единице. Чтобы 
матрица рассеяния была унитарной в этом смысле, мы вводили допол
нительные фиктивные скалярны е фермионные поля (духи Фадеева — По
пова, или ш пурионы). Последние восстанавливали калибровочную 
инвариантность теории внутри лоренцевой калибровки и вследствие 
этого приводили к физической унитарности S -матрицы (напомним, что 
в кулоновской калибровке, в которой явная релятивистская инвари
антность отсутствует, нет необходимости вводить фиктивные фермион
ные духи, так как в этой калибровке не возникает «духовых» состоя
ний векторных калибровочных полей).

А налогичная ситуация наблюдается и в единой теории электрссла- 
бого взаимодействия. В этой теории нефизические состояния, связан : 
ные с продольными компонентами калибровочных полей W й, 
становятся физическими — они соответствуют проекции спина, рав
ной нулю для массивных W - и Z-бозонов. Нефизическими состояния
ми становятся три компоненты скалярн ого  поля ср° (а =  1 , 2 ,  3). 
Кроме этого нефизические состояния связаны  такж е со скалярными 
полями ôwZn, дМ ц и продольной компонентой поля A Все
эти нефизические состояния приводят к наруш ению  физического усло
вия унитарности. Чтобы восстановить это условие, необходимо, как 
и в § 4.4, ввести дополнительные фиктивные фермионные поля, кото
рые восстанавливали бы калибровочную  инвариантность теории внут
ри обобщенной лоренцевой калибровки, соответствующей лагран ж и а
ну (6.2.15). При этом автоматически, как и в п. 4 .5 .4 , будет восстанав
ливаться физическая унитарность S -матрицы.

Л агран ж и ан  который наруш ает калибровочную  инвариантность 
теории, согласно (6.2.16) имеет вид

Q ir =  — 1

равен а изотопический спин правых лептонов равен 0.



Калибровочные поля W преобразую тся при бесконечно малых 
калибровочных преобразованиях согласно формулам (6.1.14):

=  g s abccpb(ûc +  =  0 ^ ® ь, ÔB» =  dp, со,
а скалярны е поля — согласно формулам (6.2.43):

&Ра =  gSabctpb(ûc +  -у  g(p°(Da +  -у '̂ба63ф6С0--- у  '̂бвзф0©,

6ф° =  — -у & Ф а^ 0 +  - у  # У Ч

где соа и со — бесконечно малые калибровочные функции, связанны е 
с локальными преобразованиями групп S U  (2 )^ и  U  (1)у соответст
венно.

Чтобы лагран ж и ан  (£ +  (£% был инвариантен  относительно преоб
разований (6.1.14), (6.2.43), необходимо, чтобы вариации àFa и ÔF, 
связанны е с вариациями поля (6.1.14), (6.2.43), обращ ались в нуль:

ÔFÛ =  О, ÔF =  0.
Эти уравнения согласно (6.2.16) имеют вид

^  {<ЭцСОа +  gb^W^id) -f- -у \fg |-у g£abCq>bid +  -у  g(p°COû +

+  - у  g 'e ab3ipbio ----- Y  g '^ W 0®} =  AFa (сос, со) =  0, (6.2.48)

д^дц® ----- у  l f g '  | - у  g e 3bc<pb(ùc 4- - у  gip°со3----- у  ^ф°со) =  AF (сос, со) =  0

и представляю т собой связь  калибровочных функций соа, со с ф ункци
ями поля W , ф, которая обеспечивает калибровочную  инвариантность 
теории в рам ках  обобщенной лоренцевой калибровки.

Отметим, что здесь, как  и <в § 4 .4 , в уравнения для соа, со входят поля 
W , ф, поэтому уравнения (6.2.48) нельзя рассматривать независимо 
от уравнений поля для W  и ф. Отсюда следует, что калибровочные 
функции соа и со долж ны рассм атриваться как  независимые поля, ко
торые мы будем обозначать через 1 р а (х), £С (х) (£ — бесконечно ма
лый множитель, не зависящ ий от х).

Чтобы получить уравнения (6.2.48) из лагран ж ева формализма, 
мы долж ны кроме полей Са, С  ввести еще новые поля О ,  С, варьиро
вание по которым будет приводить к уравнениям  (6.2.48). Таким обра
зом, мы приходим к лагран ж и ан у

Н с  =  — iCaAF° (Cb, С) —  ÎCAF  (С6, С), (6.2.49)
где

AF* (С6, С) =  Р  {д^С1 +  g e ^ W ^ C ]  +  l m w [ ±  +

■ +  4 ” S4>°C° +  4 - ë ' ^ V c  -  4-^'0азФ°с} ;



A F ( C \  С) =  д*д»С -  b n w - f  { -L  g B ^ p hCc +  - i -  g<p°CS -  4  £'<P°c} •

(6.2.50)

Этот лагран ж и ан  приводит к уравнениям  поля как  для С°, С, так и 
для Са, С. П оля С и С, как  и в общей теории калибровочных полей, 
долж ны быть фермионными (в классической теории они должны анти- 
коммутировать друг с другом и между собой, т. е. должны быть грассма- 
новыми функциями; по этой причине, рассматривая поля С, С  как 
«вещественные», в лагранж иан  (6.2.49) мы ввели множитель /).

П окаж ем , что полный эффективный лагранж иан , включающий 
поля С, Ci

{£&  =  % + ( £ *  +  % *  (6.2.51)

инвариантен  относительно калибровочных преобразований

b W l  =  i l  (gEabcW^Cc +  <ЭЦС*) я  H L f X ,  бЯц =  W ,

V  =  И  ( 4  ё г аЬе у С  +  4  вЧ>°С“ +  - T  ë ' z abV C ----- Y  g ' W c )  ,

бф° =  i l  ( ----- L  g<paC° +  4  £ 'Ф 3С) . (6.2.52)

в которых роль калибровочных ф ункций (о°и to играю т величины

соа =  /£С°, to =  i lC , (6.2.53)

где I  — бесконечно малый, независящ ий от х  параметр, антикомму
тирующий со всеми фермионными полями, вклю чая С и  С, и с самим 
собой (£2= 0 ) ,  и, следовательно, представляющ ий грассманову перемен
ную. Введение этой грассмановой переменной необходимо потому, что 
поля Са, С  являю тся фермионными, а калибровочные функции о>а, 
о  соответствуют бозонным полям (необходимость трактовки С и С 
как  фермионных полей для обеспечения инвариантности лагран ж и а
на (6.2.51) относительно калибровочных преобразований (6.2.52) 
разъяснена далее).

К  преобразованиям  (6.2.52) следует добавить закон  преобразова
ния полей С и С

в с - = — e - j - f .  ô c  =  - i - L f , 

* ÔC° =  — 4  l g z abcC bC ,  ÔC =  о,
(6.2.54)

который совместно с преобразованиями (6.2.52) обеспечивает инва
риантность лагран ж и ан а (6.2.51).

Чтобы убедиться в этом, отметим предварительно, что согласно 
излож енному в § 6.1 =  0. Д алее, и спользуя преобразование



(6.2.54), находим

Ш с  =  I FaAFa +  /  J -  FA F — «C°ÔAFa — O A F ,

= — 4- F̂ÔF0 — 4-
I  I

где ÔF°, ôF  — вариации функций F 0 и F  при преобразовании (6.2.52), 
(6.2.53). Согласно (6.2.48)

i£AF° =  ÔF°, «CAF =  ÔF,
следовательно,

ô ^ |  +  ô ^ c  =  — «C°ÔAF° — O A F .  (6.2.55)
Таким образом, для доказательства инвариантности лагран ж и ан а 
ÇCeii необходимо убедиться в справедливости равенств

ÔAF =  О, ÔAF0 =  0.
С этой целью  отметим, что

ÔAF =  -  l m w 4 -  ( 4 -  g e '^ ô c p ^  +  4 -  g e 3\ bÔCc +

(6.2.56)

+  4 -  gô<p°C3 +  4 "  ^ “ÔC3 ----- ^  g'Côrp0} .2 6 - r  -  I 2 s i  —  2

П одставляя сюда вариации (6.2.52), (6.2.53), получаем

ÔAF =  -  l m w ig'  } 4 -  e36O C  [ 4 -  g e had<paCd +  ±  +

+ 4 g'zav c — g - g 'w * c ] + 4  ™сч сс +  4 g(f°C3+

+ 4 cs£ [4- -  4- «cv] -  4- f [4- *vc -  4  a ]  .
И спользуя соотношение

edcbEbae =  ôCûôd£. —  0 * 6 « ,

a такж е грассманов характер величин С, С, С, получаем отсюда 
ÔAF =  0.

Д ля  доказательства соотношения ôAF° =  0 отметим, что согласно
(6.2.52), (6.2.53)

ÔA Fa =  д» {a^ôC0 +  +  fÇge06* (ô^C6 +  gEbldW llxCd) (? )  +

+  l m w { 4  g e 'V e C *  +  4  ^ сСсС ( 4  gEblW C d +  4- +

+  4  £ 'e* 'V c  — г  ? ' w c ) + 4  ^ ° ôCÛ+ 4 - ^ ( 4  ^ 3C -
--- J- g<pbc j  C a +  4 -  ё Л  ( 4  £e" V C * +  4  +

+ 4  V e  -  4 -  « w c )  c  — l  8 ' ы  ( 4  g v c  -  4 -  gv cb) 4



Д ля  того чтобы сокращ ались члены, не содерж ащ ие полей ф и W , 
необходимо, чтобы выполнялось соотношение

д иЬС° =  -  К ё г аЬсс \ С ь . С  s ----- L  (с)„ ? < ?  -  д ^ С С ”),

иными словами, необходимо, чтобы правая сторона равенства пред
ставляла собой производную  по С казанное возможно только в том 
случае, если величины Сь и Сс анти коммутируют, при этом в соответ
ствии с (6.2.54) вариация ÔСа = -----g l £ abcCbCc. И спользуя соотноше

ние (6.2.54), а такж е грассманов характер величин £, С, С, нетрудно 
убедиться, что ÔAF a =  0; это и требовалось доказать. Таким образом, 
для обеспечения калибровочной инвариантности лагран ж и ан а (6.2.51) 
(в рам ках калибровки т  Хоофта) необходимо предполагать, что доба
вочные поля С и С являю тся фермиевскими.

П реобразования (6.2.54) (они называю тся преобразованиями Б ек 
ки, Руе, Стори, Тютина, см. такж е § 4.4) замечательны тем, что пре
образования для С° и С  определяю тся функциями Fa, F , фиксирую
щими калибровку, а преобразования для Са и С  определяются 
самой группой, т. е. структурны ми константами (равными г аЬс для груп
пы S t)  (2) и 0 для группы U  (1)). Кроме этого, (6.2.54) являю тся 
преобразованиями суперсимметрии, так  как  они смешивают бозонные 
и фермионные поля.

Запиш ем явный вид лагран ж и ан а ÿtc* П одставляя (6.2.50) в (6.2.49), 
получаем

<£с =  igftabcd'lC?CbW cu ---- L  g l m weabcCaCb<pc +  - L g t m v C?Ce% +

+  4 "  I m w g ’^ C C ^  -  - L  I m w g ’& C t  +  l tn wg 'eab3C C \ b +

+  iC V fy C "  +  i t m l C aCa ----- lT  &nv f g '  (C3C  +  CC3) +  C d ^ C .  (6.2.57)

При ф =  X =  /  =  0 этот лагран ж и ан  переходит в лагранж иан
(4.4.6), соответствующий уравнениям  поля первого порядка.

Члены , квадратичные по полям С, С, не являю тся диагональными.
Чтобы произвести диагонализацию  членов, квадратичных по по

лям  С, С, введем преобразование полей С3, С и С3, С, аналогичное 
преобразованию  (6.2.9):

С3 =  С a sin  Buz +  Cz  cos Gu?, С  =  С a cos 0 ^  — C z  sin  0uz,

С3 =  Ca sin  0\^ -f~ Cz cos 0\^, С  =  СА cos Qw — Cz  sin  0^ , 
где Qw — угол В айнберга. В результате получим

£ c = £ o ( Q  +  £ in t(C , W, ф), 
где

£ 0 (Q  =  i C ' d ^ C 1 +  (С2<Зца дС2 +  H m l ( C lC l +  С2С2) +



—  лагранж иан  свободных фермионных духов и

£int (С, W ,  ф) =  i g e ^ C ^ K ----- f  +

+  4 -  ë l tn w C aC°y. +  4  ? т и?̂ 'в а“ с аСф'’ ----- i -  l m wg 'C 3CX +

+  4 "  î t n w g ' e ^ C C 0̂  (6.2.59)

— лагран ж и ан  взаимодействия фермионных духов с калибровочными
полями и хиггсовскими скалярны ми полями фа, X. Величины m w V \  
и mz K l  (зависящ ие от калибровки) представляю т собой массы ск ал яр 
ных фиктивных фермионов. Один из скалярн ы х фиктивных фермио
нов обладает нулевой массой. Эффективный лагран ж и ан  инвари
антен такж е относительно глобальны х преобразований (6.1.7), (6.1.8) 
группы S U  (2) X U (I) с параметрами соа, со, не зависящ ими от х. 
При этом поля С и С должны преобразовываться согласно формулам

ОС =  g e  С  со , ÔC = g e  С  со , (6 2 60)

ÔC =  ÔC =  0.
В частности, лагранж иан  ï£eSi инвариантен относительно преобразова
ний (6.2.44), если считать, что согласно (6.2.60)

ÔC =  0, ÔC =  0,

8С° =  еАеаЬЗС ь, 6Са =  е А гаЬгС ь,
где Л  — const.

Л агран ж и ан  {£е\\ инвариантен относительно фазовых преобразова
ний только лептонных полей:

e i(XLL h /? , - > /? ;  =  e iaLR t9 (6.2.61)
где a t — постоянные фазы, связанны е с каждым сортом лептонов 
(е , р , т). Отсюда следует сохранение трех лептонных чисел (N e, N ^ y 
N x) [46, 47]. Считается, что N e =  1 для электрона, ve, N e =  0 для 
мюона и Vjn, N e =  0 для т-лептона и vx. А налогично определяю тся кван
товые числа N ц и N x (для античастиц эти квантовые числа имеют 
противоположные знаки).

§ 6.3. ЭЛ ЕКТРО СЛ А БО Е ВЗА И М ОДЕЙ СТВИЕ КВАРКОВ

6 .3 .1 . Лагранжиан безмассовых кварков, взаимодействующ их с 
калибровочными полями. Д о сих пор мы рассматривали взаимодей
ствие лептонов с векторными калибровочными полями. Но слабому 
взаимодействию подвержены такж е адроны, а следовательно, и состав
ляющие их кварки . Поэтому возникает вопрос о построении теории 
электрослабого взаимодействия кварков, который мы здесь и рассмот
рим [48].

Теория электрослабого взаимодействия кварков  строится анало
гично теории электрослабого взаимодействия лептонов. Будем внача-



ле исходить из представления о безмассовых кварках . В этом случае 
так же, как для лептонов, можно предполож ить,что кварки обладают 
S U  (2)w  X U  (1 ̂ -сим м етрией  и группирую тся в левые дублеты и 
правые синглеты. В этом параграф е будем использовать шесть сортов 
(«ароматов») кварков: н, d, с , s, /, b . Каждый из этих сортов может 
находиться в трех цветовых состояниях, причем сильное взаимодей- 
ствие не изменяет сорт кварка (но изменяет цвет кварка), в то время 
как слабое взаимодействие изменяет сорт кварка, но сохраняет его 
цвет. Электрические заряды  w-, с- и /-кварков  равны 2/ 3, а заряды  
d-, s- и 6-кварков равны — V3 (в единицах заряда протона). Ш есть 
кварков  делятся на три левых дублета и шесть правых синглетов, 
которые преобразую тся по фундаментальному представлению  группы 
S U  (2) X U  (1):

К варки  с зарядом  2/ 3 (w-, о ,  /-кварки) называются верхними, а квар
ки с зарядом  — V3 — нижними (мы их будем обозначать соответствен
но q(u) и q{d)). Индекс «О» указы вает на безмассовость кварка. Эта 
структура кварковы х мультиплетов аналогична структуре лептонных 
мульти плетов

Различие между ними в том, что количество лептонных синглетов было 
в два раза меньше, так как мы не вводили правых синглетов нейтрино.

Разбиение лептонов и кварков на три группы называется разбие
нием на поколения. Именно лептоны ve, е и кварки н, d называют леп- 
тонами и кварками первого поколения, лептоны v^, р и кварки с9 
s — лептонами и кварками второго поколения, наконец, vT, т и /, b — 
лептонами и кварками третьего поколения. Таким образом, индексом 
i =  1, 2, 3 в формулах (6.3.1) пронумерованы поколения.

П редполагая , что глобальная группа симметрии S U  (2) X t / о )  
лагран ж и ан а безмассовых кварков

при учете взаимодействия с калибровочными полями расш иряется до 
локальной, приходим (как и в  § 6.1) к лагран ж и ан у

(6.3.1)

3 3 3
Я.й> =  1' £  й - т Ч А  +  i .£  д а т Ч Л  +  i 2  3 î!? ï4 « î!?

3

(6.3.2)



Здесь Y  L — ги пер заряд  левых дублетов кварков; Y (и) Y f  -
гиперзаряды  правых верхних и нижних кварков с зарядами 2/ 3 и 
— V3 (значения Y l 9 Y'r 9 Y $  определены далее). В первом слагаемом 
происходит суммирование по трем левым дублетам q% (/ =  1, 2, 3); 
во втором слагаемом — по трем правым верхним синглетам qfRu: 
q\R =  и%9 q v ?  =  qfRu =  fR. В последнем слагаемом суммиро
вание выполняется по трем нижним синглетам qfR \ qfR =  d Ri 

0(d) о 0(d) _  ho
q 2R — q^R — °R-

Константы g  и g'  здесь те же, что и в лагран ж и ан е (6.1.13). В этих 
формулах происходит такж е суммирование по цветам кварков (цвето
вой индекс не выписывается).

Вводя вместо W ^ . B ^  поля W ц, Z^, Л м и подставляя явное выраже
ние для левых дублетов и матриц ха9 получаем

2  (W, B , q ) =  Il [ iq T Y d ^ T  +  iqT Y d^ qT  +
i= 1

+  № Y 4 i L

+  q T Y f q T

2 4 -

(1 + Y L + Y f ) e A u +

8 ~0(d) [X. 0(u)\y/ ,
q\L Y q-\L W u +

r ^

g2 — g
4

g'HYL - Y f )  1

l 'g 2 + g '2 “J

« ï ' V * r [ 4 ( 1  -  n  +  F l —  z " ] ~

-$rw[4<i
■ * < r [ 4

4 У g2 4  g '2

, *“0(w) .
+  <7/ Y (1 +  Y l +  У Т )  +

4 K g * +  g '2

g2 -  g '2 (Y L +  Y%’) 

4 Г  g2 4  g '2 

gg'

+

:“]1
I мы использовали при этом соотношение а =
\  К g2 +  * '2

Так как электромагнитное взаимодействие сохраняет простран
ственную четность, то здесь долж ны отсутствовать слагаемые вида

? T W « ? “M U, « Г / Л Г Ч -
Отсюда следует, что

1 +  Y l -  Y f  =  0, \ - Y l + Y $  =  0.  (6.3.3)
Так как лагранж иан  электромагнитного взаимодействия верхних квар
ков определяется формулой

2 ,  V  ~0(Ы) U 0(W) А
—  е b Q i  Y qi

то долж но выполняться соотношение

4 ( 1  +  у ь + и ? > = 4 -  (6-3 -4)



Y l = - j -,  Y f  =  - T ,  Y f = - - §- .  (6.3.5)
Л егко видеть, что лагран ж и ан  электромагнитного взаимодействия 
ниж них кварков соответствует, как и долж но быть, частицам с зар я
дом — V8. Эти значения гиперзарядов кварков находятся в соответ
ствии с формулой Гелл-М анна — Нишиджимы Q =  / 3 +  у У \

Таким образом, лагран ж и ан  ^  (W , В, q) можно представить в виде 

£  (V . 9) =  ^ 0  (9) +  «Int (V , В, 9) (6.3.6)
где

«„<«> =  Е < ® “7 Ч л Г  +  f ÿ V a » ? ? * ) (6.3.7)

лагран ж и ан  свободных безмассовых кварков и

Я ш  < у .  в .  ?) =  2  j - ~ f  ~ я Т Г ч Т К  +  - у ^ - я Т ^ я Т К  +

+  « T V « ! M

+ « р у « г

« Г - 4» +  11 -  4« " si" ! (M  *» ] +

eG“ 4 ‘ —  4 совб^ ( 1 +  4I2W s ln ’ ®») Z * \  +

( Г г л г - г / л Г ) ^ , )4 cos 0,

—  лагран ж и ан  взаимодействия кварков с калибровочными полями.
2 1 В этой формуле Q{u) =  -g----- заряд  верхних кварков и Q(d> = -------g-----

заряд  ниж них кварков.
Вводя так  же, как  для лептонов, электромагнитный ток кварков

3
С/Ц __ V  (П(и)п^иК^п0{и) _1_Vem =  2j (v  Qi У Qi +  V Qi У Qi )»=i

(6.3.8)

и слабые заряж енны й Sfa и нейтральный токи
зс/й _  о V ;;0(̂ )л,й 0(ы) 

с/ =  2  QjL у  4 il »
/ = 1

=  2^з — 4 s in 2 0ц7^
(6.3.9)

где
3 3

et и _  V  /ч? __ V  {n°(U)v Un0{U)« з  =  L  QiLУ T3g,L== 2 j W\ l У qjL —  qjL y  qiL ),
/=1 /=i

представим лагран ж и ан  £ int (W ,  B, q) в виде
(£inX( W , B ,  <?) =



Эти формулы, описывающие взаимодействие кварков  с калибровочны 
ми полями, аналогичны  формулам (6.2.28) и (6.2.29), описывающим 
взаимодействие лептонов с калибровочными полями.

6.3 .2 . Спонтанное нарушение симметрии и массы кварков. В заи 
модействие кварков со скалярны м и полями (которое, как  мы увидим, 
приводит после спонтанного наруш ения симметрии к возникновению  
масс кварков)’вводится в основном так  же, как  взаимодействие леп
тонов со скалярны м и полями. О тличие состоит лиш ь в том, что в слу
чае лептонов нейтрино оставались безмассовыми и, кроме того, предпо
лагалось наличие трех точных законов сохранения лептонных чисел: 
электронного, мюонного и т-лептонного. Поэтому исходные лептон- 
ные поля после взаимодействия с хиггсовскими полями не смеш ивались 
и приобретали вполне определенную  массу. В случае же кварков  не 
только ниж ние, но и верхние кварки  долж ны  приобрести (в результате 
взаимодействия с хиггсовскими полями и спонтанного наруш ения сим
метрии) массу. Кроме того, вследствие слабого взаимодействия воз
можны процессы, переводящ ие кварки  одного мультиплета в кварки  
другого мультиплета (так как  в слабом взаимодействии, в отличие от 
сильного и электромагнитного, не сохраняю тся «ароматы», т. е. такие 
квантовые числа, как  странность, чарм и т. д .).

Рассмотрим вначале механизм возникновения масс ниж них кварков. 
S U  (2) X Ü  (1)-инвариантный лагран ж и ан  взаимодействия квар
ков с хиггсовским дублетом скалярн ы х  полей (см. (6.1.21)) имеет вид

<e(d) (<?, ф ) =  -  2  Е  {бая») т \ Ш  +  э. с.},
i=l /=1

(6.3.11)

где r ‘f  — элементы 3 X 3-матрицы констант взаимодействия поля 
Ф С кваркам и разны х сортов (матрица может быть комплексной). 
Чтобы выделить из этого лагран ж и ан а массовые члены, квадратичные

по полям кварков, заменим выраж ение (6.2.3) для <р на <р =

В результате получим

« s ?  ( < ? ) = -  + э. с.) -

- - ( Й * Л * % Й *  +  Э. с.), (6.3.12)

где

M ia> =  - i = -  Г (<г), q t%  =  (32.*, 7 L r , b°L,R) (6.3.13)

(отметим, что если бы в формуле (6.3.11) вместо 0 ° ^  мы использовали 
q°Ru\  то массовый лагран ж и ан  не удовлетворял бы требованию  сохра
нения электрического заряда). М атрица М (а> назы вается массовой; 
она может быть всегда представлена в виде



где m (i) —  диагональная матрица!
md 0 \

Щ
О m j

с положительными элементами m d, m s, m b, a U l \  U $  —  две унитар
ные матрицы. В результате массовый лагран ж и ан  можно преобразо
вать к виду

(q) — —  +  э. с .) =  —  (mddd +  m sss +  mbbb), (6 .3 .1 5 )
где

q f  =  UVqW , q f  =  U $ q T -  (6-3.16)
Таким  образом, величины m di m s, m b играю т роль масс ниж них квар
ков, а величины q{$  — роль полей физических кварков с опре
деленными массами (эти поля определяю тся с точностью до фазовых 
множителей).

Аналогично можно придать массы и верхним кваркам . Д л я  этого 
введем сопряж енны й дублет скалярн ы х полей

/  ф° +  *ф3\
Фс =  ' Т2Ф* =  ( _ ф.  +  . Ф° =  f  +  *> (6.3.17)

который преобразуется при преобразованиях группы S U  (2) так же, 
как  дублет ср (гиперзаряд  поля фс равен — 1). S U  (2) X Ù (1)-инва- 
риантный лагран ж и ан  взаимодействия кварков с хиггсовским дубле
том q / имеет вид

^ и) (q, Ф) =  -  S  S  { (f lW ) Г »  +  э. с.}, (6.3.18)
t= 1 /=1

где Г 7̂ — элементы некоторой комплексной 3 X 3-матрицы. Под* 
ставляя в эту формулу вместо фс дублет (см. (6.2.3))

v' = ÿ r {  о
получаем массовый л агран ж и ан  в виде

«S? (<?) =  -  S  (qfPMÏtâiï +  э. с . ) .
г/=1

—  —  ( q T M ^ q V  +  э. с.), (6.3.19)
где

М т  =  Г (ы); ~qTk =  (ûl.R, с2,«, И Л  (6.3.20)

А налогично (6.3.14) матрицу М (и) можно привести к диагональному 
виду с помощью преобразования

т т  =  U f M w)U%)+,



О
т (и)

ти
т с

, О т и

(т и >  О, т с >  О, m t >  0) и и {£ \  U f  — два унитарных преобразования. 
В результате получим

(я) =  — (ÿ b W ^ ç /f  +  э. с.) =  — (тиии +  т<сс +  mitt), (6.3.21)
где т ю т с, m t — массы и -, с-, ^-кварков и

q V  =  U f q T K  q f  =  U r q T  (6 .3 .2 2 )
— физические поля массивных кварков.

Таким образом, массовый лагран ж и ан  верхних и ниж них кварков 
определяется формулой

^т  (?) =  — И  гп«ЯЯ- (6.3.23)
Q

Л егко  видеть, что лагран ж и ан  взаимодействия кварков с хиггсов- 
ским скалярны м  бозоном X определяется формулой

£.П. (q, X) =  -  - f -  £  " W * .  (6 .3 .24)
' а

6 .3 .3 . Лагранжиан и токи физических кварков. Выше мы установи
ли вид лагран ж и ан а безмассовых кварков, взаимодействующих с ка
либровочными и скалярны ми полями* и, кроме того, установили связь  
между полями физических и безмассовых кварков, которая возникает 
в результате механизма спонтанного наруш ения симметрии. И споль
зуя соотношения (6.3.16) и (6.3.22), получим лагранж иан  физических 
кварков, т. е. кварков, обладающих ненулевой массой.

Л агран ж и ан  свободных физических кварков, очевидно, определяет
ся формулой

^ 0  ( ? ) = £ ?  (« У Ч  — Щ ) Я- (6.3.25)
Q

Здесь суммирование выполняется по всем сортам и по трем цветам фи
зических кварков.

Л агран ж и ан  взаимодействия физических кварков с калибровоч
ными полями определяется формулой (6.3.10), в которой токи кварков 
должны быть выражены через физические поля кварков. Электромаг
нитный ток кварков согласно (6.3.8) можно представить в виде

т т =  < Г  ( я Т У я Т  +  я Т У я Т )  +  (и -  d).
И спользуя формулы (6.3.16), (6.3.22), отсюда находим

Wm =  Ç(u)q(uW u) +  Qid)qidV q {d). (6.3.26)
Аналогичные преобразования легко  выполнить для нейтрального тока 
кварков. В результате получим

5̂ 0 =  2^3 4 Sin2 Qw$em,

П — ?ьуцт3?ь =  ЯьУяТ — яТУяТ-



Таким образом, выраж ения для электромагнитного и нейтрального 
токов при переходе от безмассовых полей к физическим полям кварков 
не изменяю тся. Это связан о с тем, что в электромагнитном и нейтраль
ном токах верхние и ниж ние кварки не меняются местами.

Перейдем, наконец, к нахождению  выражения для заряж енного 
тока в терминах физических полей кварков. Из формул (6.3.16) и 
(6.3.22) следует, что

Я» =  2 ~qr v T + t U f q t ,
ИЛИ

? ц =  2 ,6 .3 .27)
где U =  U {L )JtU {L — унитарная матрица, называемая матрицей сме
ш ивания. Ее конкретный вид определяет структуру слабого заряж ен
ного тока. Отличные от нуля недиагональные элементы матрицы U  
будут приводить к наруш ению  в слабом взаимодействии законов сохра
нения таких квантовых чисел, как странность, чарм и др. Рассмотрим 
вначале случай, когда смешиваются кварки и , d , s, с [48]:

f U e 0 \
£/ =  ( 0 Л  (6.3.28)

где U c — 2 X 2-матрица смешивания кварков (и ; с) и (d, s). В сякая 
унитарная п X Ai-матрица характеризуется п2 вещественными пара
метрами. В случае п =  2 в качестве этих параметров можно вы
брать угол 0С и три фазы: а 0, а г, а 2, и представить матрицу U c в виде

, /  co s0c s in 0c\
U c =  U t O cU 2, Ос =  . ‘ ' ,  (6.3.29)

с с 2 с \ — s m 0 ( cos 6 J  '
где

U x =  е'I a,j
e ia, О 

0 е ~ 1а'
U .

■gla, g \

0 e ~ ia‘J

П одставляя (6.3.28) в (6.3.27) и переопределяя поля q{L , q(d):

q f - ^ U . q f ,  q t  -  U 2o t \
получаем

3 n =  2? f  0 (УУ,Л +  2 tLf b L,

где q T  — (ul , cl ), q T  =  №_, s/_). Очевидно, что при указанном пере
определении полей электромагнитный и нейтральный токи, а такж е 
свободный лагран ж и ан  физических кварков не изменяю тся. 

И спользуя явное выражение для матрицы Ос, находим

3 »  =  2û L- f d L +  2 ~ crféL +  2 lLy'lbL, (6.3.30)
где

d L — d L. cos 0C +  sL sin 0e; sl =  sL cos 0£ — dL sin 0C. (6.3.31 )
Угол 0£ называется углом Кабибо [501, причем 0( =  13° (sin 0С =  
=  0,226 ±  0,009 [10]). Таким образом, в выражение для заряж енного



тока вошли суперпозиции d- и s-кварков. Вследствие этого в процессах 
слабого взаимодействия, обусловленных обменом заряж енны м W - 
бозоном при Qc Ф  0 , происходит наруш ение законов сохранения стран
ности s и чарма с , которые имели место в сильном взаимодействии 
(очевидно, что в низшем порядке теории возмущений As =  0 , ± 1  
и Ас  =  0, ± 1 ) .

Отметим, что найденный нами лагран ж и ан  не содерж ит комплекс
ных констант связи и, следовательно, является Т-инвариантным, 
поэтому такж е и С Р-инвариантны м (вследствие С РГ-теоремы). 
Вместе с тем в слабом взаимодействии с участием странных кварков 
s наруш ается С Р-инвариантность. П окаж ем , что это наруш ение мож
но объяснить, если ввести смеш ивание в системе шести кварков [49]. 
В этом случае Зх-З-матрица смеш ивания U зависит от девяти вещест
венных параметров. В качестве этих параметров можно выбрать три 
угла Эйлера 0 Ь 6*2, Оз ортогонального преобразования и шесть фаз 
щ  ( i  =  1, ... ,  6) унитарны х преобразований. П ять фаз можно устра
нить переопределением кварковы х полей без изменения электромагнит
ного и нейтрального токов. О стальные четыре параметра (три угла 
67 и фаза 6) определяю т сущ ественную  зависимость матрицы смеши
вания U от физических параметров. Согласно [49], матрица U пред
ставляется в виде

( ci  « Л  si s3 \
— Siс2 сгс2с3 —  s2sse ià c ^ S g  +  s2csei6 J , (6.3.32)

SiS2 — CiSgCg — c2sse iô —  q s ^  +  c2c3eiôJ

где Ci =  cos O7 ; s{ =  sin O7 . Н аличие фазы ô в лагран ж и ан е заряж ен
ного тока обусловливает наруш ение C P -инвариантности, свидетель
ствующее о том, что число кварков  долж но быть больше четырех. 

М атрица U переходит в матрицу (6.3.28), если полож ить 67 =-
=  е„ %  =  =  о, ô =  o.

§ 6.4. КВАНТОВАЯ ТЕОРИЯ ЭЛ ЕКТРО СЛ А БО ГО  ВЗАИМ ОДЕЙСТВИЯ

6.4.1. Квантование свободных полей. Имея лагран ж и ан  электросла- 
бого взаимодействия и применяя процедуру канонического квантова
ния, можно построить квантовую  теорию электрослабого взаимодей
ствия. Рассмотрим свободные поля, а затем построим матрицу S , ко
торая описывает различны е процессы рассеяния, обусловленные 
электрослабым взаимодействием.

Начнем с квантования свободного поля Z-бозонов. Л аграж иан  
свободного поля Z-бозонов согласно (6.2.19) определяется формулой

(Z) =  -  4 - (^ z v -  dyZ») ( д ^  -  dvZ») -  -±_ (<Э%)2 +

+  - L m \ Z ^ .  (6.4.1)

У равнения поля, соответствующ ие этому лагран ж и ан у , имеют вид



(дуду +  m il)  0 ^  =  0.
Если в соответствии с этим уравнением будем считать =  0,
то уравнение (6.4.2) перейдет в уравнение для векторного поля 
(см. п. 1.4.2). При этом мы исключаем из рассмотрения поле d^Z», части
цы которого обладают нулевым спином. В квантовой теории, в кото
рой поля Z u (х) представляю т собой операторы, а перестановочные со
отношения находятся на основе лагран ж и ан а (6.4.1) (см. далее), мы 
не можем считать д ^  =  0.

Чтобы установить одновременные перестановочные соотношения 
для поля Zjn, найдем обобщенные импульсы соответствую
щие обобщенным координатам Z^. С огласно (6.4.1)

d d X  ~  I (Ô02 ° +  ÔAZ*)> d d j k d °Zk dkZ°'

П оэтому, учиты вая, что обобщенные координаты  Z^ (х) коммутирую т 
друг с другом в один и тот же момент времени!

[Z„(jc), Zv ( x ' ) W  =  0 . . ( 6 .4 .3 )
и принимая во внимание, что

dSf0 (л:) 7  /„/\
~ Щ Г '  ^ { х ) <=г —  iôwô ( x  — х'), [ ? § $ - ,  Z 0 ( x ' ) L .

получаем

P M * ) ,  (x  )]<=<*

— —  tô (x —  x'),

0, p  Ф  v,
—  iô*iô(x  —  x'), p =  £, v = l ,  (6 .4 .4 )  

i\ b  (x —  x'), p  =  v =  0.
Подчеркнем, что эти формулы, как  и уравнения поля (6.4.2), относят
ся к гейзенберговскому представлению  свободного поля Z-бозонов, 
в котором операторы поля зави сят от времени.

Т ак  как  поля Zp (х) удовлетворяю т уравнению  (6.4.2), то р аз
новременной коммутатор IZ„ (x), Zv (х')] удовлетворяет уравнению

{ô4fi£ -  ( l ---- f )  +  m|ôp| IZU (x), Zv(x')] =  0.
Коммутатор [ZM (x), Zv (х')] однозначно определяется этим уравне
нием и начальными условиями (6.4.3), (6.4.4). П оскольку начальные 
условия представляю т собой ^-числовые функции, то и коммутатор 
[Zjn (x), Zv (х')] долж ен быть ^-числовой функцией

1%и(х), Z v (x  )] =  (x x  ; £). (6.4.5)
П окаж ем , что функция tA^v, где

д „ ,  I* -  I) -  -д а р -  Î 1 ^ 1 ^ -  ( * . ,  -  ■ * £ ■ )  +
Со \ Z

+
mz  — /i2sï - l fe2 (6.4.6)



и контур С0 в плоскости k0 (рис. 56) охваты вает полюса подынтеграль
ного выраж ения k0 =  ± j / m f  +  k2 =  ± k Q1 и k0 =  ±  Y +  к2 э  
=  =Ь^о2 и обходится по часовой стрелке, удовлетворяет волновому 
уравнению  (6.4.2) и начальным условиям (6.4.4) (полюса k0 =  z t \ k \  
в подынтегральном выражении отсутствуют). Д ействительно,

(dXdxôp — 11-----dpdw +  m|ôp j AMV ( x  — x ' ;  Q  =

-  W  S ^  -  о

(слагаемое g pv —

a слагаемое

k 9 k V

№ порождено поперечной частью функции AWVf

продольной). Т ак как  подынтегральное выраж ение

Л * Л
,  J

c0

j O l

Рис. 56

представляет собой аналитическую  функцию  k0, не имеющую полюсов 
внутри контура с0, то интеграл в правой части приведенного равен
ства обращ ается в нуль. Убедимся, что удовлетворяю тся такж е одно
временные перестановочные соотношения (6.4.4). Д ействительно, ис
пользуя формулу

g (2) d z  =  2 n Œ  ■ё  (Z,)
I (z) f  (*,)

(суммирование выполняется по простым нулям  г, аналитической функ
ции f  (г), содерж ащ имся внутри контура интегрирования; g  (г) — ана
литическая ф ункция внутри контура интегрирования), получаем
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Аналогичным образом находим
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. {х — х'< I)I т:
О, |Ы =7̂= V,

— i6kiô (x  — х '), JLl =  /, v = f e ,  
(x — х '), P =  V =  O,

что находится в соответствии с формулой (6.4.4). Таким образом, раз
новременной коммутатор поля Z-бозонов определяется формулами
(6.4.5), (6.4.6).

Определим вакуум  Ф0 поля Z-бозонов формулой

4 + ’ ( * ) Ф о = 0 ,  (6.4.7)

где Zj,+) (х) — полож ительно частотная часть поля Zu (х). Ф ункция 
распространения (пропогатор) поля ZM (х) определяется формулой

i & v  (х -  х '; I) =  (Ф0, T  {ZM (x) Zv (х')} Ф0), (6.4.8)

или с учетом определения вектора состояния вакуум а формулой

\Z(+ \ x ) ,  Z < r V ) ] .  i > t ' ,  

■ 0 - \ х ) ,  Z < + V )], t < t ' .
i^uv (x x  ; ^) —

И спользуя определение перестановочной функции 
отсюда находим

Ajiv (x x  \ I),

K v  (Х— Х'\ 1) =
А $ ( х ' — х'; I), / > / ' ,

— A(~ > (x — х '; g), t < t '

(знаки « + »  и «— » служ ат для обозначения полож ительно и отрица
тельно частотных частей функции Д ^ ) .  Поэтому согласно (6.4.6)

Apv {х\ I )  ==

где контур интегрирования в плоскости k0 изображ ен на рис. 56. 
Отсюда следует, что фурье-компонента функции

Auv (x; I) =  - щ г  J d * k e - ikxA l v (k\ t)  (6.4.9)

определяется формулой

A“v (k ’ =  m | — fe2 (g,iv
(при этом необходимо помнить, что k2 ->  k2 +  Ю, см. п. 2.3.3).

Видно, что при I <  оо пропагатор убывает в области больших k. 
При £ =  1 он соответствует фейнмановской калибровке

+
1 k^kv

m'z - k * S—1 w  (6.4.Ю )

Aju,v (/fe; 1)
m i  -  /г2



A^V (k\ 0 )  =  2 77  (ë W
mz — я2 \

V v  \
k* )

и , наконец, при I =  oo пропогатор не убывает в области больших 
к  и имеет вид

A MV (к\ оо) —
m | — k2 guv —

mi  /

О н совпадает с пропогатором векторного поля частиц со спином 1 
(уравнение П рока; см. п. 2.3 .4).

Рассмотрим свободное поле W-бозонов. Л агран ж и ан  этого поля 
согласно (6.2.18) имеет вид

£ 0 (W) = ----L  (ддГ„ — ôvIt )̂ (d^W4 - — dvW*+)---- L  d ^ w ^ w t  +

+  т ^ ^ м. (6.4.11)
П оступая так  ж е, как  и в случае Z-бозонов, из этого уравнения нахо
дим уравнения поля

— (l — - у )  +  m 2w W v =  0 (6.4.12)

и разновременные перестановочные соотношения

ПРц (х), W +  (х')] =  ïA[Tv (х -  jc'; g), (6.4.13)

ПГМ (х), И М *')] =  W , Wt(x')]  =  0 ,

где функция A^v определяется формулой (6.4.6) с заменой mz на т\р. 
О пределяя вакуум  поля lF -бозонов формулой

< +) (х) Ф0 =  U7+<+) (х) Ф0 =  0, (6.4.14)
для пропогаторов получаем выраж ения 

w v  (х) W +  (х ') »  (Ф 0, Т  (х) W +  (х')} Ф„> =  tA|fv (X -  х ';  £),

(х) W v (х ') =  № + (*) W +  (х ') =  0,
I_______ I I

(6.4.15)

где функция A[fv определяется формулой (6.4.10) с заменой т г 
на m w .

П ропогатор электромагнитного поля определяется формулой
(2.4.53), а пропогатор лептонных полей (или кварков) — формулой 
(4.4.46), в которой вместо массы электрона используется масса соот
ветствующего лептона (или кварка).

Н етривиальны е (отличные от нуля) пропогаторы скалярн ы х полей 
определяю тся формулами

Ф  (х) Ф +  (х ') =  (Ф0, Т  {Ф (х) Ф + (х')} Ф 0) =  /A® (х — х ') ,
1 ........J



ф3 (х) Ф3 (х') =  »Аф (x  — х'),
I---------1

в которых функции Лф, Ах, Аф определяю тся формулой~(2.3.35) с за
меной массы электрона на массы скалярн ы х частиц:

m<p =  V l m w , т х, tny =  V ï m Z. (6.4.17)
В ы раж ения для пропогаторов фермионных скалярн ы х духов 

приведены в списке пропогаторов электрослабого взаимодействия 
(в связи с этим см. выраж ение (6.2.58) для лагран ж и ан а *£0 (С)).

6.4.2. Разложение векторных полей по плоским волнам. Обратим
ся к уравнению  (6.4.2) для поля Z-бозонов. П оле Zv (х) всегда можно 
представить в виде

Zv (х) =  Z<? (x) +  - J -  d vZ  (x), (6.4.18)
m Z

где Zv} (a:) — поперечная (<dvZ ( x )  =  0) часть поля Zv (x) и 
m J xd vZ (x) — продольная часть поля Zv (*). П одставляя (6.4.18) ' 
в (6.4.2), получаем уравнение

+  mfZv* =  0 (6.4.19)

для поперечного поля Z ^  и уравнение

d % Z  +  \ tn \Z  =  0 (6.4.20)

для скалярн ого  поля Z (*). Поля Zv* (*) и Z (х) можно разлож ить 
по плоским волнам

z V  (X) =  у = -  2  {e(£ la kx e - ikx +  é&*at%eikx), k 2 =  m l,
kA,=l

(6:4.21)

Z (x) =  - ± = -  2  - 4 = ^  {ake ~ tkx +  a t e ikx) k 2 ■= m \ \ .
У V k У

Б  первой из этих формул со =  + V ^  +  m l , а во второй cog =

=  -b j /^ k 2 +  m 2z l .  Величины (h =  1, 2, 3) представляют собой
векторы поляризации, которые удовлетворяю т соотношениям

^ v =  0, 1 =  1, 2, 3. (6.4.22)
Коэффициенты разлож ения ам , а и являю тся операторами, удовлет
воряющими определенным перестановочным соотношениям (см. далее).

Т ак как векторы поляризации е $  — пространственноподобны 
(они ортогональны  времени подобному вектору кУ)у то условие ортого
нальности для них можно записать в виде

— ОХХ' • (6.4.23)



Д ополним векторы (А, =  1, 2, 3) вектором до полной
mz

системы векторов в 4-пространстве. Очевидно, векторы (Я =  
=  0, 1, 2, 3) согласно (6.4.22) и (6.4.23) удовлетворяю т условиям  
ортогональности

4 Х ' ,Ц* =  Ç A r ,  b t =  { J ’ l  =  q (6-4.24)
I —  1, À =  1, Z ,  O.

Так как  произвольны й вектор /ц можно разлож и ть по векторам е\

то
А,=0

Поэтому

53 e W v\ k  =  fiï. (6.4.25)
*,=о

к=0 1=1
VI „(*.)„(*•)* _  „ ,
5 j ^кц^ку — ëW  H 2

Векторы для Я =  1, 2, 3 мож но выбрать, в частности, в виде

е й (0, eL1»). e g  =  ( 0 , e n ,
„ (2) ,(2)ч

« а
- ( ■

| к |
I к I

5s_\
11Z ) ’

где e î t e u —  пространственные части векторов поперечной поляри
зации е й ,  е й  (ек), е^2> ортогональны друг другу и . вектору к).

П окаж ем , что операторы a u ,  ak удовлетворяю т следующим пере
становочным соотношениям:

[û u . a ic r ]  =  ôkk 'ôu '. [ak, a y ]  =  — ôkk- (6.4.26)

(остальные коммутаторы обращ аю тся в нуль). Д л я  этого достаточно 
доказать, что Z v (х), определяемое формулами (6.4.18), (6.4.21) и пе
рестановочным соотношениям (6.4.26), удовлетворяет перестановочным 
соотношениям (6.4.5). С этой целью  отметим, что

[Zv (х), Z*  (*')] =  [ Z f  (х), Z (J> (х')] +  - 4 -  <ЭЛ [Z (je), Z  ( x %  (6.4.27)

где

I Z « W , 2< „V )1  = - f
i_ V1 1 f **(*—*') М *Л Ь )Ж х -х ')х.Vkv к̂\\Р / »

kk=\

Iz  (*), Z <*')] -  -  - f  s  - 5 5 -
k 6



И спользуя условия полноты (6.4.25), эти формулы можно переписать 
в виде

0 Ï  (х), ZJ? (*')] =it) . - ik(x-x')С р—̂ х
\ d * k - ------J k2 —(2n)4 J M" v k*-m\
C0 &

SW +

-ik(x—x')
[Z (x ) , Z ( x ’)] -  (2л)4 J d*k fe2_ |m | (6.4.28)

Мы учли при этом, что

1 V  1 i^—tkx 
—  2 j - w ( e ■ e ikx) =  - i — f  d ' h * *  sin<0* =3 \ и ne

(2я)4
Co

(2nf  j

e- ik x

k2 — m2 ’

где контур интегрирования C0 в плоскости k0 Обходится по часовой 
стрелке и охватывает оба полюса .подынтегрального выражения 
(см. п. 2 .3 .1).

Поле Zl° (х) представляет собой векторное поле, уж е рассмотрен
ное в п. 2 .3 .4 , а поле Z (х ) — скалярн ое поле, которое мы рассматри
вали в п. 2 .3 .1 . О днако в отличие от условий коммутации в п. 2.3.1 
здесь коммутатор [Z (х), Z (х')1 отличается знаком от коммутатора 
в п. 2 .3 .1 . Это объясняется тем, что [ак, « Й  =  — fW - Необходи
мость ж е последнего из соотношений (6.4.26) связана с тем, что мы 
долж ны  получить формулу (6.4.5) для коммутатора [Zv (х), Z,, (х')1. 
П одставляя (6.4.28) в (6.4.27), получаем

(Zv (x), Zfx (х')] = (2л)4 J ^ к е ~ тх- х,)
Со

1
k2 — m |

_ V v _ )
& - \ т \  ] '

Учитывая, что

— guv +
т\  )

(6 .4 .29)

____________!____ L J L ( ____!______ - _____U _  ,
trig l k2 — m| k2 — £m| J ^  у /г2 — m2z k2% *1 — m| J

приходим к формуле (6.4.5).
Обратим внимание на то, что подынтегральное вы раж ение в

(6.4.5) (как и в пропогаторах (6.4.9)) убывает в области больших k. 
Это связано с тем, что в формуле (6.4.29) слагаемые входят с разными 
знакам и, что в свою очередь связано с наличием знака минус во вто
ром из перестановочных соотношений (6.4.26). Т ак как вакуум поля 
Z -бозонов мы определяли формулой (6.4.21), то оператор ак явля
ется оператором уничтожения (а не рождения!). А это приводит к 
индефинитной метрике в пространстве скалярны х духов поля (х). 
Видно, что в квантовой теории векторного поля Z^ (х) с убывающими 
пропогаторами векторное поле нельзя рассматривать независимо от



скалярного, как , казалось бы, мож но делать, если исходить из того, 
что неприводимые векторное Z (v и скалярное Z поля относятся 
к различным представлениям группы Л оренца. В действительности, 
в квантовой теории мы долж ны их рассматривать вместе, чтобы полу
чить перенормируемую теорию, но при этом гильбертово простран
ство скалярны х частиц (духов) долж но обладать индефинитной мет
рикой.

Р азлож ение, аналогичное (6.4.21), имеет место и для поля W- 
бозонов:

W tk- W j ? + - \ - d liW ,  (6.4.30)
т W

где

— W  t  y w  e ~ U x  +

«  =  У  к 2 +  m b  . (6.4.31)

Здесь bkx, Ьик —  операторы уничтож ения W +-  и ^ - -б о з о н о в  (векторы 
поляризации ^  определяю тся формулами, аналогичными формулам 
для Z-бозонов). Р азлож ений для поля духов скалярны х TF-бозонов 
мы здесь не приводим.

Приведем еще разлож ение на плоские волны реальны х хиггсовских 
бозонов:

* (*) =  J Y  2  7 = -  (c^ ~ ikX +  r t e " 1*), (6.4.32)

где ^k, e t  —  операторы уничтож ения и рож дения хиггсовских бозо
нов, удовлетворяю щ ие соотнош ениям коммутации

[Ск, e t ]  =  ôkk'. (6.4.33)
6.4.3. М атрица рассеяния и правила Фейнмана. З н ая  лагранж иан  

электрослабого взаимодействия, по формуле (2.1.13) мож но найти 
плотность гамильтониана электрослабого взаимодействия и тем самым 
определить плотность гамильтониана взаимодействия полей w in\ (х). 
После этого м атрицу рассеяния мож но определить} согласно общей 
формуле ‘

5  =  7"exp i d*xwint (х) j .

При этом, однако, w\n\ (х) не является релятивистским инвариантом,
так как  лагранж иан  взаимодействия (который является релятивист
ским инвариантом) содержит, как  и в хромодинамике, производные 
от полей (в отличие от квантовой электродинамики). Связи между по
лями представляю т собой релятивистски-ковариантны е величины. 
П оскольку в гамильтониан взаимодействия входят производные по
лей, то нам необходимы такж е связи между производными полей. Эти



Таблица î
П р о т а т о р ы  з л е н т р о с л а б о г о  б з а и м о д е й с т б и я

Пептон

Фотон
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TëTJô ( & v~ ( ^  }p  k V ‘ '  к*+ю

№-5озон W W vW V ( - O j^ é jô  {S f,v~(, ~ }
p  к v

Z  -  бозон W W A W , ( - O f c n f ï o  fffjiv -  0 '  I
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р

$  -б о з о н  ЛЛЛЛЛЛЛЛ
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р
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~ шпуру он---- ----------
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1
p2- £mw+iQ

. . . . . . L_ _ _
р 2-£>тщ+Ю

1
р я- £>гп1 * & 

__ /
p 2 + iû

связи можно получить путем дифференцирования по хц связей между 
полями. При этом при дифференцировании 7-произведений появля
ются нековариантные члены, содерж ащ ие g^o (см. п. 4 .4 .4). Таким об
разом, матрица рассеяния содерж ит нековариантные величины, 
обусловленные как  гамильтонианом взаимодействия, так и связями 
между производными полей. М ежду тем матрица рассеяния является 
релятивистски-инвариантной. Поэтому нековариантные слагаемые в 
матрице рассеяния долж ны сокращ аться.

О днако для матрицы рассеяния мож но построить явно релятивист- 
ски-инвариантное выражение. Д л я  этого, как  и в хромодинамике, сле
дует в S -матрице релятивистски-нековариантный гамильтбИиан вза-



Таблица 2
Вершины злектрошбого бзаимодейстбия

/ 1

Х у ,

т  ̂ ^

У

V

Zjx ЛМЛЛЛУ

Г Ч / >

' ÿ r f w r f

2сЙ <2(P+i)jt

■ у .
Щ  V M N W îf $

г Ч

> - *  ,
fV A W yVîf  * р ( Р + ф  

d f t i P

Zfjt W A W i

• ^ Ч /

X

i iem w gfY

S * * 4
ïiïfMwÿffftŸ

имодействия î^mt (л:) заменить релятивистски-инвариантным лагран 
жианом взаимодействия, взятым с обратным знаком: w \nt ->  — &mt, 
и, кроме того, в качестве связей между производными полей (входя
щими в £ Int) использовать релятивистски-ковариантные связи, по
лучающиеся в результате дифференцирования по к ^ релятивистски- 
ковариантных связей между полями (без учета дополнительных 
слагаемых, связанны х с дифференцированием Г-произведений). Д о ка
зательство этого факта такое же, как  в квантовой хромодинамике, 
поэтому мы здесь его не приводим.
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Таким образом, для матрицы рассеяния будем использовать фор
мулу 37 ,

S  =  Т  exp I j  (Рх(£т  (х), (6.4.34)
а для связей между производными полей, входящими в ÇC-m\, формулу

дцАдуВ  =  д^дуАВ  (6.4.35)
(подчеркнем, что эта формула не совпадает с выражением (Ф0, 
Т  (дуАдуВ)  Ф0)).

87 Отсылаем читателя к работам [40, 43], а также к обзорам [41, 51].



И спользуя явное выражение для éfint (*), полученное в § 6.3, 
а такж е выражения для связей между полями (см. предыдущий пункт), 
нетрудно установить правила Ф ейнмана в теории электрослабого вза
имодействия. Согласно этим правилам внутренним линиям различных 
частиц сопоставляю тся пропогаторы соответствующих полей (табл. 1), 
а каждой вершине — константы взаимодействия вместе с соответству
ющей тензорной структурой [52] (табл. 2). При использовании пра
вил Ф ейнмана следует иметь в виду, что каждой замкнутой фермион
ной петле (в том числе и шпурионной) долж ен сопоставляться до
полнительный множитель — 1.

6.4.4. Н изкоэнергетический предел теории электрослабого взаи
модействия. Покажем, как исходя из общей теории электрослабого вза
имодействия, построить теорию локального 4-фермионного слабого вза
имодействия. Теория 4-фермионного слабого взаимодействия относит
ся к теории области энергий, малых по сравнению с массами W- и Z- 
бозонов. В этой области энергий в процессах рассеяния и аннигиляции 
начальных частиц (лептонов, фотонов, кварков) реальные W- и Z- 
бозоны не могут образовываться. Д л я  описания процессов в низко
энергетической области с участием только лептонов удобно от полного 
лагранж иана взаимодействия, содерж ащ его фермионные и бозонные 
поля, перейти к «эффективному» лагран ж и ан у, содерж ащ ему только 
фермионные поля.

Д ля  этого отметим, что процессы с участием только лептонов 
можно описывать с помощью матрицы рассеяния второго порядка 
(см. (6.4.34))

s 2 = ----- g- <01 T  j  # x x j  & Х & Ш  (*i) 2int (x2) 10), (6.4.36)

где éé’int =  éfint (W , t) - f  éfint (Z, t) —  часть общего лагранж иана, 
содержащ его взаимодействие лептонов и W-, Z-бозонов (см. (6.2.28),
(6.2.29)), и усреднение происходит по вакуум у W- и Z-бозонов. Мы 
хотим в низкоэнергетической области представить это выражение 
в виде

S 2 =  ( j  d4x ^eft (х) (6.4.37)

и считать, что изучаемые нами процессы происходят в первом поряд
ке теории возмущений по ^ eff-

У читывая, что WZ =  0, формулу (6.4.36) мож но представить 
в виде

s 2 =  s f  +  s i ,
где

S f - ----- f d*Xl С Л 2Г Ц (Xl) W +  (x2) T  (Xl) T +  (x2);
J 1------------1 (6.4.38)

S i  =  -  2cog —  Î  d *x i J (*i) Zv (X2) T  (Xl) To (x2).

Связи IF -и Z -бозонов согласно (6.4.15) и (6.4.9) определяю тся форму 
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лами

ТМ *1 w t  (х2) =  - щ г  j  х

О бласть малых энергий и переданных импульсов формально соответ
ствует асимптотике

W » (Xl) W +  (х2) -► - V  ô (хх -  * 2) guv,
I_______ I

2ц ( Х г ) Z v (х2) ->  Ô — * 2) ^ v.
1---------- >

П одставляя эти выраж ения в (6.4.38), получаем

•S® =  —  i — j  Ф х З *  (х) d t  {х),
2гпур

g w  _  _  {- е 2
2m| cos2 О̂ ,

J #Л#о (*) $оц (х).
С равнивая эти формулы с (6.4.37), приходим к следующему выраж е
нию для эффективного лагран ж и ан а взаимодействия:

^eff (х) =  (х) +  eff (х), (6.4.39)

Æ ( x ) = - 4 - ^ ( x ) g t f ( * ) ,2 mw

t£ lu  (х) =  - 4 -  S'o (X) S V  (х)
2 mw

(мы учли, что m w  =  m z  cos Qw )- Сравнение первой из этих формул 
с (6.1.2) приводит к связи между фермиевской константой взаимодей
ствия G и константой электрослабого взаимодействия g  [53]:

g 2 =  , G =  1,116 - 10~5 ГэВ-2  (6.4.40)

Таким образом, мы приходим к «эффективным» лагранж ианам  слабого 
4-фермионного взаимодействия, содержащ им заряж енны е и нейтраль-



£eTf (x) =  2 V 2 G T  (x) g r+ (x), (6 4  41)

^ f ff(x) =  2 j /2 G S f t(x )3 V  (x).
Выразим массы K7- и Z-бозонов через фермиевскую константу 

взаимодействия G, заряд  лептона в >  0 и угол В айнберга 0 ^ . Со
гласно (6.2.26), (6.2.12) е =  g  sin Qw, m w =  m z c o s 0 ^ . Поэтому, исполь
зуя  (6.4.40), находим

m w =
sin Qw | /  G Y\

rnw 
cos 0,w

74,6 r  p 
: sin 2QW АЭЬ’ (6.4.42)

где a  =  e2/4 n  == 1/137. И з экспериментов по рассеянию  лептонов 
(см. п. 6.4.5) было найдено, что s in 2 0ц? =  0,220 ±  0,015 [101. Поэтому 
согласно (6.4.42)

m w  — (80 ±  3) ГэВ, tiiz =  (90 ±  3) ГэВ. 
Непосредственное измерение масс (при изучении процессов рож де

ния и распада и Z-бозонов на встречных /?/?-пучках) приве
ло к следующим результатам  [10, 21, 22]:

m w  =  (80,8 ±  2,7) ГэВ, m z  =  (92,9 ±  1,6) ГэВ.

Очевидно, что найденные экспериментальные значения масс Ц7- 
и Z-бозонов находятся в хорошем согласии с результатами теории 
электрослабого взаимодействия.

6 .4 .5 . Процессы рассеяния лептонов и распады U7- и Z-бозонов.
Имея лагранж иан  4-фермионного взаимодействия, можно вычислить 
сечения различных процессов слабого взаимодействия лептонов [38, 
54, 55].

Рассмотрим вначале процессы взаимодействия нейтрино с зар я 
женными лептонами. Согласно (6.4.41) в низкоэнергетической области 
они описываются частью 4-фермионного лагранж иана

^eff(v , =  /) + é£rff(v, l),

где (v, Z) — полный эффективный лагранж иан  взаимодействия 
заряж енны х токов:

(v, /) =  2 V 2 G  £  (7ly»*v/l ) (v t .Ly / L) (6.4.43)

и £/'eff (v, /) — эффективный лагранж иан  нейтральных токов, связан
ный с процессами взаимодействия нейтрино с заряж енным и лепто
нами:

£ ? fï(v , l) =  2 V 2 G Y i (ÿ iLf y lL ) ( l ' { g v  +  gA y6) y ^ l  (6.4.44)
IV

. 2Û 1 1
где g v  =  sm 2;0u? — —  ; gA = Полный лагранж иан взаимодействия



ff =  ^ e t t  ( V ,  /) +  £eZff (/, о, (6.4.45)
где _ _

£ f f f (*, 0  =  2 ] /2 G  S  (7 (£ к +  £ лу5) v ^ )  ( / ' (By +  g  A VÙ Y / ) -

Отметим, что gv  =  0,03 ±  0,02, t . e. gv gA и нейтральный слабый 
ток, связанны й с заряж енными лептонами, является в основном акси
альным вектором, в то время как  заряж енный ток (и часть нейтраль
ного тока, связанного с нейтрино) представляет собой суперпозицию 
вектора и аксиального вектора с равными весами (V — Л-взаимодей- 
ствие).

Рассмотрим процессы, обусловленные взаимодействием только сла
бых нейтральных токов:

Vjx 6~ >• -f- е~, (6.4.46)

Vjx -f- € - > v il +  e (6.4.47)
(рассеяние мюонного нейтрино на электроне).

М атричный элемент процесса (6.4.46) (рис. 57) определяется фор
мулой

< / 1S I /> =  — / (2зт)4 ô (k +  р — k' — р') 
(1 бее'coco')1/2

М  (Vu, e ) ,

М  ( v ^ )  =  2 К 2 Gu (к ')  1 2 Ï5 f u  (к) и (р ') (g v +  g Âys) уци (р),

где е, со (е ', со') — энергии начальных (конечных) электрона и ней
трино.

У средняя квадрат модуля амплитуды процесса (6.4.46) по поляри
зациям начальных частиц и суммируя по поляризациям  конечных 
частиц, получаем дифференциальное сечение процесса

d a  (v„e- ) =  ^  {tev +  g Af  (p k Y  +  ( g v —  g Af  { p k ' f  —

— m l (By —  В a ) (k k ')2) -i t  ’ (6.4.48)
где m e — масса электрона.

Полное сечение имеет вид

О (vue - )  =  -° 22̂ р) j (̂l —  2 s in 2 е ^ ) 2 +  sin4 0 ^ j  (6.4.49) 

(мы предполагаем, что со т е).
Рассмотрим далее процесс (6.4.47). Дифференциальное сечение 

этого процесса можно получить из (6.4.48), если сделать в выраже
нии в фигурных скобках замену k ^ k ' :

d a  (v^e-) =
*= (tev  +  ВА)2 W ?  +  (Bv -  В a)2 (Pk )2 -  (By ~  8 a ) ( k k ' f )  ■

(6.4.50)



o'(v^e—) =  |-g -( l  — 2sin20w')2 +  4sin4e ir]. (6.4.51)

И з измерений сечений этих процессов находится значение углаВ ай н - 
берга 0ң?. Отметим, что в системе покоя начального электрона сечения 
этих процессов, растущ ие линейно с энергией начального нейтрино, 
приближенно (sin20u? «  V4) определяю тся так:

g  æ G2me
бзт СО 1,4 - 10“ 42

со
ГэВ см2.

В заклю чение исследуем еще вопрос о распадах W - и Z- бозонов.
Рассмотрим двухлептонный распад Н?-бозона: W  I +  v h Этот 

процесс в низшем порядке обусловливается лагранж ианом  взаимо
действия (6.3.10). М атричный элемент этого процесса имеет вид 
(рис. 58)

, м С| ч  . (2л)4 б (р +  Я — PW) ( -
s  1 "  “  -  ‘ ------- м ( г  ^

- ï - j  ej> (p) 1>“ ( 1 -г Y>)“' (Я).
где вр .̂ц —  вектор поляризации W’-бозона. П оскольку не только 
т е <<С >п«', но и массы ц и т  лептонов значительно меньше mw, то для 
ширин распадов В^-бозона на eve, [j,vM и tvx получаем

Г (W ev,) =  Г (W ->  pvw) =  Г (W Tvx) =  =  (230 ±  20) МэВ.
б У 2 п  (6.4.52)

Таким образом, если существуют только  три заряж енны х лептона, 
взаимодействующих с W-бозоном, то полная ширина распада №-бозо- 
на в двухчастичные лептонные каналы

Г; (W) =  ЗГ (W -*  evt) æ  0,7 ГэВ.
Рассмотрим двухлептонные распады Z-бозона. М атричный элемент 
распада Z-бозона

/ { | С |Ч  . ( 2  n)*à(qi +  q2 - p z )
</ S o  =  — I----- %--------ТГТ-----M(Z-+v,Vt),

( 8 m  ̂ cûjCûg) 7 2

M ( Z - +  v ; v ;) =  4со^ ецу (4 i)  ( 1 +  Y6) Yu“  (Ча)е-



Поэтому ш ирина распада

r ( Z - ^ v /v/) =
G«|

: (180 ±  10) МэВ. (6.4.53)
12 / 2 я

Ш ирины распадов на пары заряж енны х лептонов определяются так;
4 sin2 0ц7 +  (1 — 2 sin2 Ĝ )2

Г (Z ->  ее) =  Г (Z ->  рр) =  Г (Z-+- тт)

Д л я  s in 2 9 œ -æ -^ -

Г (Z — ce) =  Г (Z ->  рр) =  Г (Z - >  тт) :

12/ 2 я

Г (Z VjVj).

■Gm|
(6.4.54)

Таким образом, полная ш ирина распада Z-бозона в двухчастичные 
лептонные каналы  равна

Г; (Z) «  ЗГ (Z v,v,) Г (Z ->  VjV,) æ  0,8  ГэВ.

А налогично лептонным распадам мож но рассмотреть кварковые 
(адронные) распады W- и Z-бозонов. П ренебрегая, как  и в случае 
лептонов, массами кварков, для ширин распадов ^ -б о зо н а  (множи
тель 3 возникает из-за суммирования по цветам кварков) получаем 
формулы

Г (W  ->  du) =  Г (W  sc) =  3 cos2 6СГ (W  ev t),

Г ( W ->  su) =  Г (W  ->  cd) =  3 sin2 0 J  (W  ->  ev,), (6.4.55)

Г (№ -*- bt) =  ЗГ (№ -V ev t).

Таким образом, для полной ширины распада И^-бозона получаем 
оценку (sin 0С л ; 0,226)

V t (W ) =  12Г (W  ->  ev t) «  2 ,8  ГэВ.
И з эксперимента известна пока лиш ь верхняя граница для полной 
ширины [10]

Г< (№) <  7 ГэВ.
Д л я  кварковы х распадов Z-бозонов

Г (Z ->- ««) =  Г (Z сс) «  Г (Z ->  tt)  =

=  [(1 — 2 s in 2 0ir)2 +  4 sin4 0»-] Г  (Z v,v,),

Г (Z ->  dd) =  Г (Z ss) =  Г (Z ->  bb) =

=  [ (  1 ----- Sin2 e ^ j 2 H— sin4 0Й,] Г (Z ->  v,v,).

Д л я  sin2 Qw =  1/4 получаем оценку полной ширины распада Z-бозона;

Г, (Z) =  16Г (Z ->  v tv ,)  «  2,9 ГэВ. 
Э кспериментальная верхняя граница для полной ширины [10]

r , ( Z ) < 8 , 5  ГэВ.



6.5.1. Бегущ ие константы связи. В предыдущих параграф ах мы 
видели, что локальн ая симметрия леж ит в основе динамики частиц. 
Именно, если предположить локальность цветовой S U  (З)-симметрии 
кваркового поля, то необходимо будет ввести калибровочные глюон
ные поля (октет глюонов), которые будут обеспечивать сильное вза
имодействие. Мы видели такж е, что W- и Z -бозоны, обусловливающие 
слабое взаимодействие, такж е долж ны  выступать как калибровочные 
поля, причем они долж ны вводиться на той ж е основе, что и фотон. 
Поэтому мы рассматривали систему лептонов и кварков с характерной 
для них S U  (2) X U  (1) глобальной симметрией (в предположении, 
что массы лептонов и кварков  равны нулю). Чтобы сделать эту сим
метрию локальной, нуж но ввести четыре калибровочных векторных 
поля: (а =  1, 2, 3), Вц (промежуточные бозоны так ж е, как  лепто-
ны и кварки , приобретают массы вследствие хиггсовского механизма 
спонтанного наруш ения симметрии). В результате возникает единая 
теория электромагнитного и слабого взаимодействий, которые объеди
няю тся в единое электрослабое взаимодействие.

Важнейшей чертой вводимых таким образом (т. е. для обеспечения 
локальной симметрии) калибровочных полей является, то что эффек
тивные константы взаимодействия этих полей с фермионами (т. е. 
кваркам и и лептонами) зависят от переданного импульса, или, ина
че, от расстояния от фермиона. Именно эти эффективные константы 
связи уменьшаются с уменьшением расстояния в случае глюонов 
(вследствие этого возникает явление асимптотической свободы) %и воз
растают с уменьшением расстояния в случае фотонов; для промеж у
точных W ± - и Z -бозонов поведение «константы» такое ж е, как  для 
глюонов. Причина непостоянства констант взаимодействия, т. е. 
зависимости констант от переданного импульса, заклю чается в поля
ризации вакуум а, которой на язы ке диаграмм Ф ейнмана соответству
ют петли виртуальны х частиц — векторных бозонов и фермионов. 
Зависимость эффективных констант связи от переданного импульса 
оказывается логарифмической.

Ч ерез g 3, g 2 и g 1 будем обозначать константы взаимодействия, 
связанны е с локальными группами симметрии S U  (3 )с, S U  (2)w  
и U  (1)у. Константа g 3 определяет сильное взаимодействие кварков 
и калибровочных полей глюонов А£ (а =  1, ... ,  8), лагранж иан  кото
рого определяется формулой (см. § 4.4)

Константа g 2 =  g  определяет слабое взаимодействие кварков и леп
тонов с калибровочными полями W £ (а =  1 , 2 ,  3), лагранж иан  кото
рого определяется выражением (см. § 6.1)

(6.5.1)
Q

(6.5.2)



Н аконец, константа g  определяет слабое взаимодействие кварков 
и лептонов с абелевым калибровочным полем Вц, лагранж иан кото
рого определяется выраж ением (см. § 6.1)

W ’ (6-5.3)

где g xC =  g '  и суммирование производится по правым и левым кваркам  
и лептонам (они обозначаю тся через /; Y f — гиперзаряд). Нормиро
вочная постоянная С, определяю щ ая константу g l9 находится из ус
ловия [56]

* ( ( ? - £ . ) ■ - С *  ( ■ £ ) ■ - 4 - .

где суммирование производится по квинтету левых кварков d l  (/ =  
=  1 , 2 , 3  — индекс цвета) и лептонов е £ ,  v/l ( с м . далее). Это условие 
аналогично условию нормировки генераторов групп S U  (2)w  и S U  (3)с:

Т ак  как

У Га1 ч 1 У / /-ч  У I ч 1-г г  (“ l ) =  - g -  » - у  ( /l ) =  —  (v /l) = ------ g”  ,

то

поэтому С =  j / ~ .
g?

Вводя константы связи а £ — и вспоминая, что 

g '  — ё  tg  Gw, g  =  ■ sin 0,w
получаем

_ 5 a  _ a _ e2
3 cos2 0^ ’ sin2 Qw  ’ a  4зх

Соответствующие эффективные константы связи a i (М ), зависящ ие 
от переданного импульса М  (от переданного импульса поэтому зави
сят и величины а  (A4), Buz (Ж )), определяются формулой

1 1 б / .  М г*
а/ (М) а/ (р) ~  2зт П р ’ ( • • )

где переданные импульсы Ж и р ,  долж ны быть больше масс рассматри
ваемых нами частиц, а постоянные bt определяю тся числом фермион
ных ароматов и размерностью неабелевой группы S U  (п):

и 11 2 
bi =  —  n ~ — nf



(см. формулу (4.8.21)). В случае абелевой группы глюонные петли 
отсутствуют, поэтому

, 2 
Ь1 =  - — П/.

П олагая п/ =  6, находим Ьг =  — 4, Ь2 =  10/3, Ь3 — 7.
Величины l / a h как функции In — , изображ ены  на рис. 59. По-

И*
казанные прямые пересекаются в одной точке М  =  М 0:

«1 ( Щ  =  а 2 (М 0) =  а 3 (М 0) =  ô  (М 0),

если

lnA  =  J L f iя и ______ 8 \
11 \  а  З а 3 )

М^ 
И

^мы имеем три уравнения для нахож дения трех неизвестных: In

s in 2 Qw, oc(M0)j . Считая, что р  æ  m w  и a 3 æ 0 , l ,  a ( m w )  =  по

лучаем

In м
mw • 29, s in 2 Qw œ  0,2, a  (M 0) æ  0,02. (6.5.5)

Таким образом, константы связи (М )  становятся равными при энер
гиях М  æ  1014 ГэВ. Подчеркнем, что пересечение кривых наблюдается 
только при s in 2 0u7 «  0,2, что находится в соответствии с эксперимен
тальным значением угла В айнберга.

При таких переданных импульсах, что соответствует расстояниям 
порядка г0 æ  10~~28 см, интенсивность трех фундаментальных вза
имодействий — сильного, электромагнитного и слабого — становится 
одинаковой. Поэтому мы можем говорить о едином фундаментальном 
взаимодействии — сильноэлектрослабом [56— 58]. Это явление назы
вается большим объединением или великим синтезом. Общее значение 
эффективной константы взаимодействия а  (М 0) æ  0,02. Эта величина 
мала по сравнению  с единицей, поэтому при исследовании различных 
процессов в области великого синтеза будет применима теория возму
щений.

6.5.2. S U  (5)-симметрия. Одинаковость констант взаимодействия 
при великом объединении означает, что единое фундаментальное вза
имодействие долж но обладать некоторой единой симметрией, которая 
проявляется только в области очень больших энергий: М  >  М 0 =  
=  1014 ГэВ. Эта симметрия долж на объединить цветовую S U  (3)с-сим- 
метрию кварков и S U  (2)w  X U  (1)у-симметрию, которая леж ит 
в основе единого электрослабого взаимодействия. Все известные 
«элементарные фермионы», т. е. лептоны и кварки , долж ны  подчинять
ся этой объединенной симметрии и группироваться в минимальное 
число фундаментальных мультиплетов [58, 59] (см. такж е [60]).

Простейшей такой объединенной симметрией является S U  ^ - с и м 
метрия. В аж н ая характеристика группы симметрии — ранг груп
пы, т. е. число коммутирующ их друг с другом генераторов группы



(которые одновременно мож но привести к диагональному виду, что 
позволяет тем самым охарактеризовать частицы определенными кван
товыми числами). П оскольку группа цветовой S U  (3)с-симметрии яв
ляется группой второго ранга, а ранг группы S U  (2)w равен единице, 
то ранг группы симметрии единого фундаментального взаимодействия, 
основанного одновременно на S U  (3)с- и S U  (2)w X  U  (^ -с и м м е т р и 
ях , долж ен быть равен четырем. Простейшей группой четвертого ранга 
есть группа S U  (5).
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Рис. 59 Рис. 60

При использовании группы S U  (5) все известные фермионы (квар
ки и лептоны) делятся на три совокупности, или три поколения —  
I, И , I I I  (см. п. 6.3.1):

( v ee\ ц, d) (I), (vnp; es) (II), (vtt ; /, b) (III).
Каж дое поколение вклю чает два лептона и два кварка. Частицы каж 
дого поколения описываются идентично. В рам ках S U  (5)-симметрии 
не удается все лептоны и кварки, относящ иеся к одному поколению, 
объединить в один мультиплет. Н о с подобной ситуацией мы уж е встре
чались при описании лептонов в группе S U  (2)w  X U  (1)у-симметрии 
электрослабого взаимодействия — там левый электрон и левое нейтри
но объединялись в дублет, а правый электрон представлял собой син- 
глет.

Чтобы сконструировать фермионные фундаментальные мульплеты 
в рам ках S U  (б)-симметрии, необходимо найти число независимых 
состояний в каждом поколении. П оступая так ж е, как  в единой тео
рии электрослабого взаимодействия, будем различать левые и правые 
частицы. В каж дом поколении содерж ится 15 левых и правых частиц 
(с учетом цветов кварков). Н апример, в первом поколении содержится 
8 левых частиц:

C l C l
и 7 правых частиц:

£r > u1r> d lR, i  =  1, 2, 3
(L, R  —  левые и правые частицы, индекс i служ ит для обозначения 
цвета кварка; предполагается, что правые нейтрино не сущест



вуют). Отметим, что вместо правых состояний частиц е д ,  г / д ,  cI r  м о ж н о  

использовать левые состояния соответствующих античастиц еl , ü u

d l
Эти 15 фермионных состояний можно «разместить» в двух фунда

ментальных мультиплетах группы S U  (5):

~ d x~ 0 «3 ■— M 2 Il j - d 1

d2 —  u3 0 M i — u2 ~ d ,

d 3 , io  = U2 — û i 0 —  Щ d 3

e ux ^2 M 3 0 — e

L .  d i d , d3 e 0
Эти совокупности частиц образую т базисы двух простейших представ
лений группы S U  (5).

Такими ж е мультиплетами описываются частицы, принадлежащ ие 
ко II и I I I  поколениям. __

И з структуры  мультиплета 5 легко видеть, что дробность электри
ческого заряда кварка связана с их цветом. Д ело в том, что если элек
трический зар яд  кварка не зависит от его цвета (а это непременное ус
ловие локальной цветовой симметрии) и суммарный электрический за
ряд  всех частиц данного мультиплета S U  (5) обращ ается в нуль, то 
выполняется соотношение

3 Q ( d ) - Q ( e )  =  0, Q (d) =  - J -

(отметим, что обращение суммарного заряда в S U  (5)-мультиплете 
в нуль имеет ту ж е природу, что и обращение в нуль суммарной про
екции изотопического спина частиц, принадлеж ащ его мультиплету 
группы  S U  (2)).

Д о  сих пор речь шла о классификации лептонов и кварков, т. е. 
о размещении их по мультиплетам глобальной группы симметрии 
S U  (5). Теперь, как  и при изучении цветовой S U  (3)с-симметрии 
кварков и S U  (2)w  X U  (1)у-симметрии лептонов, необходимо сделать 
симметрию S U  (5) локальной. Д л я  этого следует ввести калибровоч
ные поля. Ч исло этих полей равно п 2 — 1 =  24 (по числу генерато
ров группы S U  (5), п =  5). С этими полями связаны  частицы (вектор
ные бозоны), обмен которыми приводит к взаимодействию в системе 
фермионов, т. е. между кваркам и, между лептонами и между кварками 
и лептонами.

В начале все бозоны — безмассовые, но затем с помощью хиггсов- 
ского механизма спонтанно мы наруш аем симметрию S U  (5), в резуль
тате чего бозоны и фермионы приобретают массу (все, кроме фотона 
и глюонов).

В число рассматриваемых калибровочных бозонов прежде всего 
входят 8 глюонов А £ (а =  1, ..., 8), соответствующ их подгруппе 
S U  (3)с и ответственных за переходы между известными кварками 
(отличающимися цветом), три бозона W ^ и W», соответствующих



группе S U  (2), и бозон В ц соответствующий группе U  (1), причем 
линейные комбинации и В п определяю т 2-бозон и фотон так же, 
как  в теории электрослабого взаимодействия.

Н аконец, остаются еще 12 бозонов, представляющ их собой четыре 
заряж енны х цветовых триплета:

у(4/з) у ( - 4/з) \r(x/z) трЧ'—7 а)-'м » , У i » У i »
где i — цветовой индекс (i =  1, 2, 3), а индексы 4/3, 1/3 обозначают 
электрические заряды  частиц.

С X- и F -бозонами до сих пор мы не встречались, это новые части
цы, связанны е с S U  (5)-симметрией. Они обусловливаю т переходы 
кварков в лептоны ( X i и X t обусловливаю т переходы d  е, a Y t 
и Y t — переход d  <-> v,).

Схема переходов в мультиплете 5, обусловленных взаимодействи
ями фермионов со всеми бозонами, т. е. глюонами, W -y Z- бозонами, 
X -, F -бозонами и фотоном, представлена на рис. 60. Она имеет вид 
матрицы 5 X 5, в верхнем левом углу которой находится матрица 
3 x 3 ,  описывающ ая переходы, обусловленные 8 глюонами, а в пра
вом нижнем углу — матрица, описывающая переходы, обусловленные 
W ±- и Z -бозонами, а такж е фотоном у; к этим матрицам примыкают 
матрицы 2 X 3 и 3 X 2, описывающие переходы между кварками и 
лептонами, обусловленные X - и К-бозонами.

Если считать, что массы X - и F -бозонов не превосходят величину 
М 0 æ  1014 ГэВ, то при переданных импульсах М  М 0 три бегущие 
константы а ъ  а 2 и а 3 объединяются в одну общую константу связи 
а  (М ), определяемую формулой

_ 1 ___ _1 =  Ь 1п м
а  (М ) a  (|i) 2зх р *

где постоянная Ъ соответствует группе симметрии S U  (5) и согласно 
(4.8.21)

Таким образом, в области высоких энергий наблюдается S U  (5)- 
симметрия и соответствующ ая ей теория характеризуется только одной 
константой связи. В области малых энергий происходит расщепление 
единого взаимодействия на три фундаментальных взаимодействия — 
сильное, электромагнитное и слабое,— которые характеризую тся тре
мя константами связи. Это расщепление, как и возникновение конеч
ных масс всех фермионов и бозонов (за исключением фотонов и глю
онов), связано со спонтанным нарушением S U  (б)-симметрии с помощью 
хиггсовских скалярны х бозонов.

Мы не будем здесь приводить исходный S U  (5)-инвариантный лаг
ранж иан единой теории, включающий в себя хиггсовские бозоны. 
Отметим лиш ь, что этот лагранж иан  характеризуется только одной 
константой взаимодействия g-, связанной с S U  (5)-группой, а такж е 
константами взаимодействия скалярны х полей.



Спонтанное наруш ение симметрии происходит в два этапа: внача
ле — вследствие введения 24-плета скалярны х полей — бозоны X  и Y  
приобретают массу и возникаю т две новые константы связи, так что 
всего получается три константы связи g l9 g 2 и g 3t характеризую щ ие 
три фундаментальных взаимодействия. При этом теория теряет S U  
(б)-инвариантность и становится S U  (3)с X S U  (2)w X U  (1)к-инва- 
риантной. В результате дальнейш его спонтанного наруш ения симмет
рии с помощью квинтета скалярны х хиггсовских бозонов массу приоб
ретают все остальные частицы — фермионы и бозоны, кроме фотона 
и глюонов. В конечном итоге теория теряет такж е S U  (3)с X 
X S U  (2)w  X U  (1)у-инвариантность и сохраняет только S U  (3)с X 
X U  (1)у-инвариантность, соответствующ ую цветовой и фазовой сим
метриям.

6.5 .3 . Нестабильный протон. Необычным является то, что 
X - и Г-бозоны  обладают как  барионным, так и лептонным заряда
ми. Поэтому их можно назвать лептокварками.

Взаимодействие X- и Г-бозонов с фермионами таково, что эти бо
зоны могут переходить как  в пары кварков, так и в пары антилептон- 
антикварк:

Сказанное следует (как и таблица переходов, см. выше) из структуры  
квинтета и декуплета, входящих в фермионный свободный лагранж иан  
кварков и лептонов, а такж е из принципа введения калибровочных 
полей, который состоит в том, что производные дц заменяю тся кова- 
риантными производными D ^, включающими в себя калибровочные 
п оля. В результате переходов (6.5.6), происходящ их с несохранением 
барионного заряда, протон и нейтрон становятся нестабильными, так 
как они могут превращ аться в лептоны:

Ясно, что вследствие сохранения энергии и импульса одиночные 
лептоны появляться не смогут, а будут наблю даться реакции типа

Интересно, что возможен распад протона; с образованием р+-мезона 
он должен сопровож даться образованием /С-мезонов: р  +  К 0
или р  +  /С+. Т акая  корреляция среди продуктов распада про
тона связана с тем, что электрон и мюон принадлеж ат к разным по
колениям  группы S U  (б)-симметрии.

Н естабильность протона долж на быть очень малой (если вообще 
она существует). Поэтому массы X - и F -бозонов долж ны быть очень 
большими (около 1015 ГэВ). Действительно, матричный элемент распа
да протона долж ен быть пропорционален g V M \ 9 где М х  — масса 
Х-бозона H g 2 « a  — квадрат универсального заряда . Отсюда можно

с -}- d  •<— X  —>- и -|- tij 

v e +  d * - Y - * u  +  d.
(6.5.6)

р  — uud ->  в, n — udd  ->  v6.

p - > e  +  n°, /?-»-



(6.5.7)

где т р — масса протона. Время ж изни протона следует считать не 
меньше 1030 лет. Отсюда следует оценка массы X -бозона: М х æ  
æ  1014 т р\ такая  же оценка массы F -бозонов. Д ан ная оценка массы 
Х -бозона соответствует оценке, сделанной выше (см. обзор [60]).

Отметим, что время ж изни протона на двадцать порядков выше 
времени сущ ествования Вселенной, которое составляет Ю10 лет.

В еликое объединение относится только к сильному, слабому и 
электромагнитному взаимодействиям, но не затрагивает гравитацион
ное взаимодействие. М ежду тем подлинно великий синтез должен 
включить и гравитационное взаимодействие.

Идея такого включения сущ ествует и связана с новым расширени
ем симметрии, а именно с введением понятия суперсимметрии, преоб
разования которой связываю т между собой частицы обеих статистик, 
т. е. фермионы и бозоны. Т ак ая  симметрия вначале вводится как гло
бальная (см. § 1.6). Если ж е затем от глобальной суперсимметрии пе
рейти к локальной, то в качестве калибровочных полей в теорию вой
дет и гравитационное поле. Однако разработка этой идеи пока еще 
далека от заверш ения.



С П И С О К  Л И Т Е Р А Т У Р Ы

К главе 1
1. П аули  В . Релятивистская теория элементарных частиц.— М. : Изд-во иностр. 

лит., 1947.— 83 с.
2. D ira c  Р . Л. М .— Proc. Roy. Soc. А, 1928, 117, р. 610, 118, р. 341.
3. П аули  В . Общие принципы волновой механики.— М. : Гостехиздат, 1947.— 

332 с.
4. F ierz М .— Z. Phys., 1937, 104, р. 10.
5. M ajoran a  Е .— Nuovo cim ., 1937, 14, р. 171— 195.
6. Weyl Я .— Z. Phys., 1929, 56, S. 330—352.
7. Гольф анд Ю . А . ,  Л и хт м ан  Е. П .— Письма в Журн. эксперим. и теорет. физи

ки, 1971, 13, с. 452— 455.
8. Волков Д . В. Феноменологические лагранжианы, инвариантные относительно 

групп симметрии, содержащих в качестве подгруппы группу Туанкаре.— Моск
ва, 1971.— 3 с. (Препринт / АН СССР. Физ. ин-т им. Лебедева; № 141).

9. Волков Д .  В А к у л о в  А .  П .— Письма вЖурн* эксперим. и теорет. физики, 1972, 
16, с. 621— 624.

9а. Волков Д . В . ,  А кулов А . П .— Теорет. мат. физика, 1974, 18, с. 39— 50.
10. Волков Д . В ., Сорока В . А .— Письма в Журн. эксперим. и теорет. физики, 

1973, 18, с. 529— 532.
106. Волков Д .  В .,  С орока В . Л .— Теорет. мат. физика, 1974, 20, с. 291—298.
11. Гольф анд Ю . А . ,  Л ихт м ан  Е. П .— Проблемы теорет. физики (Сб. памяти 

И. Е. Тамма). М. ; Наука, 1972, с. 37— 47.
12. Огиевецкий В . И ., М ези нгеску Л .  Успехи физ. наук, 1975, 117, вып. 4, с. 637— 

683.
13. Wess J . ,  Zum ino В .— Nucl. Phys. В , 1974, 70, N 1, р. 39— 50.
14. F ayet Р . ,  F errara S .— Phys. Rep. С, 1977, 32, N 5, p. 250—334.
15. H eisenberg W .— Z. Phys., 1932, 77, p. 1.
16. G ell-M ann M .— Phys. Lett., 1964, 8, p. 214— 215.
17. Z w eig  G .— Preprint, 1964, C ER N ,— 8182/TH 401.
18. Greenberg O. W.— Phys. Rev. L ett., 1964, 13, p. 598— 628
19. Боголюбов Я . H ., С т рум инский Б . В . ,  Т авхелидзе  Л. Я . К вопросу о состав

ных моделях в теории элементарных частиц.— Дубна, 1965.— 10 с. (Препринт// 
АН СССР. Объед. ин-т ядер, исслед.; Д — 1968).

20. Н ап  С. W., N am bu  К — Phys. Rev. В , 1965, 139, р. 1006— 1056.
21. Д н г  Ч., М и ллс Р .— В кн.: Элементарные частицы и компенсирующие поля. 

М. : Мир, 1964, с. 298—398. (Phys. Rev., 1954, 96, p. 191— 195).
22. У т иям а P.— В кн.: Элементарные частицы и компенсирующие поля. М. : Мир, 

1964, с. 298—398. (Phys. Rev., 1956, 101, p. 1597— 1607).

К главе 2
1. Д и р а к  П . Принципы квантовой механики.— М. : Наука, 1979.— 480 с.
2. П аули  В . Общие принципы волновой механики.— М. : Гостехиздат, 1947.— 

332 с.
3. Т ом онага С .— В кн.: Новейшее развитие квантовой электродинамики. М. : Изд- 

вэ иностр. лит., 1954, 394 с. (Progr. Theor. Phys., 1946, 1, p. 27— 32).
4. Ш вингер Ю .— Там же (Phys. Rev., 1948, 74, N 10, p. 1439— 1461).
5. Д айсон  Ф.— Там же (Phys. Rev., 1949, 75, N 11, p. 1736— 1755).
6. Ш вингер Ю . Теория квантованных полей.— М. : Изд-во иностр. лит., 1956.— 

250 с.



7. Березин Ф. А. Метод вторичного квантования.— М. : Наука, 1965.— 235 с.
8. Волков Д. В., Пелетминский С. В.— Журн. эксперим. и теорет. физики, 1959г 

37, с. 170— 178.
9. Паули В. Релятивистская теория элементарных частиц.— М. : Изд-во иностр. 

лит., 1947.— 83 с.
10. Паули £ . — В кн.: Нильс Бор и развитие физики.— М. : Изд-во иностр. лит., 

1958.— 258 с.
11. Швингер Ю .— В кн.: Новейшее развитие квантовой электродинамики.— М. : 

Изд-во иностр. лит., 1954, 394 с. (Phys. Rev., 1951, 82, р. 914— 926).
12. Вигнер Е.— В кн.: Этюды о симметрии. М. : Мир, 1971, 318 с.
13. Jordan Р Pauli  W.— Z. Phys., 1928, 47, р. 151— 169.
14. Feynman R.— Phys. R ev., 1951, 84, p. 108— 128.
15. Ахиезер A. И., Берестецкий В . Б . Квантовая электродинамика.— М. : Наука, 

1969.— 623 с.
16. Боголюбов H. Н., Ширков Д . В. Введение в теорию квантованных полей.— 

М. : Наука, 1984 , 597 с.
17. Берестецкий В. Б ., Лифигиц Е. М ., Питаевский Л. П. Релятивистская кван

товая теория.— М. : Наука, 1968.— 477 с.
18. Gupta S — Proc. Phys. Soc. A, 1950, 63, p. 681.
19. Bleuler K .— Heiv. Phys. Acta, 1950, 23, p. 567.
20. Окунь Л. Б. Лептоны и кварки.— М. : Наука, 1981.— 304 с.
21. Gell-Mann М.— Phys. Rev. 1962, 125, p. 1067— 1084 (Physics, 1964, 1, p. 63).
22. Бернстейн Дж. Элементарные частицы и их токи. М. : Мир, 1970, 396 с.
23. Де Альфаро, Фубини С., Фурлан Г ., Росетти К. Токи в физике адронов.— М. : 

Мир, 1976.— 670 с.
24. Сакураи Дж. Токи и мезоны.— М. : Атомиздат, 1972.— 167 с.
25. Schwinger J . ~  Phys. Rev. Lett, 1959, 3, p. 296—297.
26. Иоффе Б. Л., Липатов Л. H., Козе В. А. Глубоконеупругие процессы : Фе

номенология.— М. : Энергоатомиздат, 1983.— 264 с.

К главе 3

1. Гайтлер В. Квантовая теория излучения.— М. : Изд-во иностр. лит., 1956.— 
491 с.

2. Швингер Ю. Теория квантованных полей.— М. : Изд-во иностр. лит., 1956.— 
250 с.

3. Fermi Е .— Rev. Mod. Phys., 1932, 4, p. 87—99.
4. Швингер Ю .— В кн.: Новейшее развитие квантовой электродинамики. М. : Изд- 

во иностр. лит., 1954, с. 394 (Phys. Rev., 1948, 74, N 10, p. 1439— 1461).
5. Ахиезер A. И., Берестецкий В. Б . Квантовая электродинамика. — М. : Нау

ка, 1969.— 623 с.
6. Боголюбов H. Н., Ширков Д. В. Введение в теорию квантованных полей.— М. : 

Наука, 1984.— 597 с.
7. Биленький С. М. Введение в диаграммную технику Фейнмана.— М. : Атом

издат, 1971.— 215 с.
8. Вик Д .— В кн.: Новейшее развитие квантовой электродинамики.— М. : Изд-во 

иностр. лит., 1954.— 394 с. (Phys. Rev., 1950, 80, N 2, p. 268—272).
9. Boris.— Progr. Theor. Phys., 1952, 7, p. 578.

10. Васильев A. H. Функциональные методы в квантовой теории поля и статисти
ка.— Л. : Изд-во Ленинград, ун-та, 1976.— 294 с.

11. Боголюбов H. Н., Логунов А. А., Тодоров И. 7\ Основы аксиоматического под
хода в квантовой теории поля.— М. : Наука, 1969.— 424 с.

12. Токи в физике адронов / В. Де Альфаро, С. Фибини, Г. Фурлан, К. Росетти.— 
М. : Мир, 1976.— 670 с.

13. Берестецкий В. Б .— Жури, эксперим. и теорет. физики, 1951, 21, с. 93—94.
14. Feynman R .— Phys. Rev., 1949, 76, p. 749—759, p. 769—789.
15. Дайсон Ф.— В кн.: Новейшее развитие квантовой электродинамики. М. : Изд-во 

иностр. лит., 1954, с. 394. (Phys. Rev., 1949, 75, N 11, p. 1736— 1755).
16. Фрадкин E. С.— Журн. эксперим. и теорет. физики, 1955, 29, с. 258—261.
16а. Takahashi Y.— Nuovo Cim., 1957, 6, p. 371— 375.
17. Word J . — Phys. Rev., 1950, 73, p. 182,



18. K a lle n  G .— Helv. Phys. Acta, 1952, 25, p. 417.
19. Lehm an H .— Nuovo Cim., 1952, 25, p. 342.
20. П аул и  В .,  В илларс Ф .— В кн.: Сдвиг уровней атомных электронов. М. : Изд-во 

иностр. лит., 1950, с. 222. (Rev. Mod. Phys., 1949, 21, p. 434).
21a. B o llin i C. G ., G iabu lg i J . T .—  Phys. L ett., B, 1972, 40, p. 566—568.
21b. Ashm ore J . F .— Lett. Nuovo Cim., 1972, 4, p. 289.
22. T 'H o o ft G ., V eltm an  AL— Nucl. Phys. B, 1972, 44, p. 189—213.
23. D yson  F .— Phys. Rev., 1949, 75, p. 486—502.
24. Боголюбов H . H ., П арасю к O. C .— Докл. АН СССР, 1955, 100, № 1, c. 25—28. 

(Acta M ath., 1957, 97, p. 227).
25. Завьялов О. И . Перенормированные диаграммы Фейнмана.— M. : Наука, 1979.— 

317 с.
26. И циксон К З ю б е р  Ж .-Б .  Квантовая теория поля.— М. : Мир, 1984.— 397 с.
27. S tu eckelberg  Е . С ., P eterm an  А .— Helv. Phys. Acta, 1953, 26, p. 499.
28. G ell-M ann  M . ,  L ow  F .— Phys. Rev., 1954, 95, p. 1300— 1312.
29. Боголю бов H . H . t Ш ирков Д . B .— Докл. АН СССР, 1955, 103, N° 2, c. 203—206, 

N° 3, c. 391—394.
30. Боголю бов H . H .,  Ш ирков Д . B .— Журн. эксперим. и теорет. физики, 1956, 

30, с. 77—86; Nuovo Cim., 1956, 3, p. 845.
31. Л огун ов  А . А .— Ж урн. эксперим. и теорет. физики, 1956, 30, с. 793—795.
32. Л а н д а у  Л .  Д ., А брикосов А . А . ,  Х алат н и ков И . A4.— Докл. АН СССР, 1954,

95, N° 6, с. 1177— 1180.
33. Л а н д а у  Л . Д . ,  П ом еранчук И . Я .— Там же, 1955, 107, №  3, с. 489—492.
34. Л а н д а у  Л . Д . ,  Абрикосов А . А . 3 Х алат ников И . М .— Там же, 1954, 95, N° 4,

с. 773—776.
35. Л а н д а у  Л . Д . ,  А брикосов А . А . ,  Х алат ников И . М .— Докл. АН СССР, 1954,

96, N° 2, с. 261—264.
36. Т рут ен ь В . И .,  Фомин П . И .— Теорет. мат. физика, 1970, 5, с. 219—234.
36а. Фомин П. Я .— Элементарные частицы, атомные ядра, 1976, 7, с. 687—787.
37. Л а н д а у  Л .  Д .— Ж урн. эксперим. и теорет. физики, 1959, 37, с. 62—71.
38. W einberg F .— Phys. Rev. 8B, 1960, 118, N 3, p. 838—849.
39. Завьялов О. Я . Перенормированные диаграммы Фейнмана. — М. : Н аука, 

1979.
40. Fom in Р . / . ,  M ira n sk y  V. A .— Phys. L ett., В, 1976, 64, N 2, р. 166— 169.
41. Fom in Р . / . ,  G usynin V. Р . 3 M ira n sk y  V. A . t S iten k o  Y u . A .— Riv. Nuovo 

Cim., 1983, 6, N 5, p. 1—90.
42. М и ранский  В . A .3 Ф омин П . Я .— Элементарные частицы, атомные ядра, 1985, 

16, N° 3, с. 469—521.
43. М и ранский  В . А .— Журн. эксперим. и теорет. физики, 1985, 88, №  5, с. 1514— 

1526.
44. Горьков Л . П .— Журн. эксперим. и теорет. физики, 1956, 30, с. 790—791.
45. П ет рина Д . Д .3 И ванов С. С .3 Р ебенко  А. Л .  Уравнения для коэффициентных 

функций матрицы рассеяния.— М.: Наука, 1979.—295.
К главе 4
1. Ф ейнман Р .,  Х и б с  А . Квантовая механика и интегралы по траекториям. М. : 

Мир, 1968.— 382 с.
2. Попов В . Н . Континуальные интегралы в квантовой теории поля и статистиче

ской физике.— М. : Атомиздат, 1976.— 256 с.
3. Васильев А . Н . Функциональные методы в квантовой теории поля и стати

стике.— Л. : Изд-во Ленингр. ун-та, 1976.— 294 с.
4. Б ерезин  Ф. А . Метод вторичного квантования.— М. : Н аука, 1965.— 235 с.
5. Schw in ger J .— Phys. Rev., 1962, 125, p. 1043— 1048.
6. Ш вингер Ю .— В кн.: Элементарные частицы и компенсирующие поля.— М. : 

Мир, 1964, с. 298 (Phys. Rev. 1962, 127, 324—330).
7. П опов В . Н .3 Ф адеев Л . Д .  Теория возмущений для калибровочно инвариант

ных полей.— Киев, 1967.— 30 с. (Препринт /  АН УССР. Ин-т теорет. физики.; 
N° 31).

7а. F adeev L . D . 3 P opov V. N .— Phys. Lett. В, 1967, 25, p. 29—30.
8. F eynm an  /?.— Acta Phys. Pol., 1963, 24, p. 697.
9. D e -W it t .—  Phys. Rev., 1967, 160, p. 1113— 1148, p. 1195.



10. F radkin E . S . ,  T y u tin  T . V .— Phys. L ett. B, 1969, 30, p. 562—563.
10a. F radkin E . S . ,  T yu tin  / . V .— Phys. Rev. D, 1970, 2, p. 2841—2857.
11. B ra n d t R . Л . -  Nucl. Phys. B, 1976, 116, p. 413—448.
12. Славное А . А .,  Ф адеев Л . Д .  Введение в квантовую теорию калибровочных по

лей. М. : Н аука, 1978.— 238 с.
13. A bers E . S ., Lee В . Ң7.— Phys. Rep, 1973, 9, p. 1—73.
14. Becci C ., R ouet Л ., S to ra  /?.— Comm. Math. Phys., 1975, 42, p. 127.
15. Тю т ин И . В . Калибровочная инвариантность в теории поля и в статистиче

ской физике в операторной формулировке.— Москва, 1975.— 62 с. (Препринт / 
АН СССР. Физическ. ин-т им. Лебедева, № 39).

16. M an delstam  S .— Phys. Rev., 1968, 175, p. 1580— 1603.
17. Х риплович И . Б .— Ядер, физика, 1969, 10, с. 409—424.
18. Lee В . W ., Z in n -Iu stin  / . — Phys. Rev. D, 1972, 5, p. 3137—3155.
19. Славное A . А ,— Теорет. мат. физика, 1972, 10, с. 153—161.
20. T aylor  / . С.— Nucl. Phys. В, 1971, 33, p. 436.
21. Gross D . L ,  W ilczek F .— Phys. Rev. L ett., 1973, 30, p. 343—345 (Phys. Rev. 

D, 1973, 8, p. 3633—3652).
22. P o litze r  H . D .— Phys. Rev. L ett., 1973, 30, p. 1346— 1349.
23. C allan  C .—  Phys. Rev. D, 1970, 2, p. 1541 — 1547.
24. S ym a n zik  K  — Comm. Math. Phys., 1970, 18, p. 227.
25. P a risi G ., Wu Y o n g -S h i.— Sci. Sin., 1981, 24, p. 483.
26. А хиезер A . f l Пелетминский C. В . Методы статистической физики.— M. : На

ука, 1977.— 367 с.
27. Z w anziger D .— Nucl. Phys. В, 1981, 192, p. 259—269.
28. Gribov V. N .—  Ib id ., 1978, 139, p. 1— 19.
29. Z w anziger D . ,  B au lieu  L .— Ibid ., 1981, 193, p. 163— 172.
30. P a risi G ., Sou rlas N .— Ibid., 1982, 206, p. 321—332.
К главе 5
1. Г рибов В . Н .,  Иоффе Б . Л . ,  П ом еранчук И . # . — Ядер, физика, 1967, 6, № 3t 

с. 587—590.
2. Chodos А .3 Jaffe  R . L .3 Johnson R . e t a l . ~  Phys. Rev. D, 1974, 9, p. 3471—3495.
3. Chodos A . ,  Thorn C. B .—  Ib id ., 1975, 12, p. 2733.
4. B ogolyubov P . N . Sur un modèle a quarks quasl-independants.— Ann. Inst. H. Po

incare, A, 1968, 8, N 2, p. 163— 189.
5. А хиезер A . H .t Берест ецкий В . Б . Квантовая электродинамика.— M. : Наука, 

1981,— 432 c.
6. Chodos A . ,  Jaffe  R . L .,  Johnson R . ,  T h o m  C . B .— Phys. Rev. 1974, 10, 

p. 2599—2604.
7. П аули  В . Общие принципы волновой механики.— M. : Гостехиздат, 1947.— 

332 с.
8. Иоффе Б . J1., Л ип ат ов Л . Н .,  Х озе В . А . Глубоконеупругие процессы.— 

Феноменология. Кварк-партонная модель. — М. : Энергоатомиздат, 1983. — 
264 с.

9. Бьёркен  Д ж . Д . ,  Д р ел л  С. Д .  Релятивистская квантовая теория.— М. : Наука, 
1978.— Т. 1—2.

10. Д е  А льф аро В .,  Ф убин и  С ., Ф урлан  Г ., Росетт и К . Токи в физике адро
нов.— М. : Мир, 1976.— 670 с.

11. P o litze r  H. D .— Phys. Repts, С, 1974, 14, N 4, р. 129— 180.
12. Боголю бов H . Н .,  Ш ирков Д . В . Введение в теорию квантованных полей.— М. : 

Н аука, 1984.— 597 с.
13. Jost R . ,  L u ttin g e r  J . M .— Helv. Phys. Acta, 1950, 23, N 12, p. 201—214.
14. C hetyrk in  R . G .t R a ta e v  A . L .,  Tkachov F. V .— Phys. Lett. B, 1979, 85, N 2/3, 

p. 277—279.
15. C h etyrk in  R . G .3 R a ta e v  A . L .3 Tkachov F. V. Computation of the o?s correction 

o tet (é^e~~ — hadrons) in QCD.— Moscow, 1980.— 36 p (Preprint / INR, p — 0170).
16. N arison S .— Phys. Rep., 1982, 84, N 4, p. 265—399.
17. Бьеркен Дж . Д . ,  Иоффе Б . Л .—  Успехи физ. наук, 1975, 116, № 1 , с. 115.
18. Исаев П . С. Квантовая электродинамика в области высоких энергий.— М. : 

Энергоатомиздат, 1984.— с. 264.



19. Поляков А. A4.— Ж урн. эксперим. и теорет. физики, 1970,59, № 2 , с. 542.
20. Fox С., W olfram  S .— Nucl. Phys. В, 1979, 149, р. 413—496.
21. S term an  G ., W einberg  5 .— Phys. Rev. L ett., 1977, 39, p. 1436— 1439.
22. Weeks B . G.— Phys. Lett. B, 1979, 81, p. 377—379.
23. Curci G ., Greco A4.— Ibid., 1978, 79, p. 406—410.
24. Ф ейнман P . Взаимодействие фотонов с адронами.— M. : Мир, 1975.— 389 с.
25. B jorken J . D . ,  Paschos E . A .— Phys. Rev., 1969, 185, N 5, p. 1975— 1982.
26. М ат веев В. А . ,  М ур а д я н  P . M .,  Тавхелидзе A . H .— Элементар. частицы атом, 

ядра, 1971, 2, № 1, с. 7—32.
27. Боголюбов H . Н .,  В ладим иров В . С ., Т авхелидзе А Н .— Теорет. мат. физика, 

1972, 12, № 1, с. 3— 17.
27а. Боголюбов H . Н ., В ладим иров В . С ., Тавхелидзе А Н Теорет. мат. физика, 

1972, 12, N9 3, с. 305—331.
28. А хиезер А . И ., Р екало М . П . Электродинамика адронов.— Киев : Наук, дум

ка, 1977.— 495 с.
29. B uras А . У.— Rev. Mod. Phys., 1980, 52, N 1, p. 199—276.
30. Волош ин M . Б . ,  Т ер-М арт и росян  К . А . Теория калибровочных взаимодейст

вий элементарных частиц.— М. : Энергоиздат, 1984.— 296 с.
31. Ioffe В . L .— Phys. Lett. В, 1969, 30, р. 123— 125.
32. W ilson К . G.— Phys. Rev., 1969, 179, N 5, p. 1499— 1512.
33. Шелест В . П ., Зиновьев Г . М ., М и ран ски й  В . А . Модель сильновзаимодей

ствующих элементарных частиц.— М. : Атомиздат, 1975.— 232 с.
34. Gross D . J . ,  W ilczek  E.— Phys. Rev. D, 1973, 8, N 10, p. 3633—3652; 1974, 9, 

N 4, p. 980—993.
35. Ициксон К ..  З ю бер  Ж .-Б .  Квантовая теория поля.— M. : Мир, 1984.— T. 1—2.
36. А ндреев И . В . Хромодинамика и жесткие процессы при высоких энергиях.— 

М. : Н аука, 1981.— 192 с.
37. N actm an  О .— Nucl. Phys. В, 1973, 63, N 2, р. 237—247.
38. R . К • E llis , W . F urm anski R . P etro n zio .— Ibid ., 1983, 212, N 1, p. 29—98.
39. O kawa A4.— Ibid., 1981, 187, N 1, p. 71—92.
40. B uckhvostœ  A . P . ,  K u ra ev  E . A ., L ip a to v  L . N .,  F rolov G. V .— Ibid ., 1985, 

257, N 2, p. 151— 165.
4L Сит енко Ю . A .—Укр. физ. ж урн., 1984, 28, №  12, с. 1761— 1779.

К главе 6

1. Ferm i Е .— Z. Physik, 1934, 88, N 1, S. 161— 171.
2. F eynm an R . P . t G ell-M ann  A4.— Phys. Rev., 1958, 109, N 1, p. 193— 198.
3. Sudarshan E . C . G ., M arshak R . E .— Ibid ., N 5, p. 1860— 1862.
4. S a k u ra i J . J .— Nuovo Cim., 1958, 7, N 5, p. 649—660.
5. Л а н д а у  JI. Д .— Журн. эксперим. и теорет. физики, 1957,32, вып. 2, с. 407.
6. Lee T . D . ,  Y a n g  С. N .—  Phys. Rev., 1957, 105, N 5, p. 1671— 1675.
7. S a la m  A .— Nuovo Cim., 1957, 5, N 1, p. 229—301.
8 Герш т ейн С. С ., Зельдович Я . Б .— Журн. эксперим. и теорет. физики, 1955, 

29, вып. 5, с. 698—699.
9. Ф ейнман Р , Теория фундаментальных процессов. — М. : Н аука, 1978.—

199 с.
10. W ohl С. С ., Cahn R . AL— Rev. Mod. Phys., 1984, 56, N 2, pt 2, p. S10, S78— 

S88.
11. Л ю бим ов В . А ., Новиков E . Г Н о з и к  В . 3 .  и д р .— Журн. эксперим. и теорет. 

физики, 1981, 81, вып. 4, с. 1158— 1181.
12. Л а н д а у  Л . Д .—Там же, 1957, 32, вып. 2, с. 405—406 (Nucl. Phys., 1957, 3, 

N 1, p. 127— 131).
13. W einberg  5 .— Phys. Rev. L ett., 1967, 19, N 21, p. 1264— 1266.
14. S a la m  A . Elem entary particle theory / Ed. by N. Svartholm .— Stockholm, 1968, 

p. 367.
15. Glashow S ,  L .—  Nucl. Phys., 1961, 22, N 4, p. 579—588.
16. K le in  O. On the theory of charged fields.— In: New theories in physics.— War

saw, 1938.
17. Schw inger У.— Ann. Phys. (USA), 1957, 2, N 5, p. 407—434.
18 S a lam  A . ,  W ard J . C.— Nuovo Cim., 1959, 11, N 4, p. 568—577.



19. S a lam  A . ,  W ard J . C.— Phys. L ett., 1964, 13, N 2, p. 168— 171.
20. H asert F. J ., K abe  S ., K reu z W . e t a l .—  Ib id ., B, 1973, 46, N 1, p. 138— 140.
21. Arnison G ., A stb u ry  A . ,  A u b ert B . é t a l . — Ibid., 1983, 122, N 1, p. 103— 116 (Ус

пехи физ. наук, 1983, 141, вып. 3, с. 501—516).
22. A rnison G ., A stbu ry  A . ,  A u bert B . é t a l . — Phys. Lett. B, 1983, 126, N 5, p. 398.
23. П онт екорво Б .— Журн. эксперим. и теорет. физики, 1958, 34, вып. 1, с. 247.
24. Герш т ейн С. С ., Зельдович Я • В .—Письма в Журн. эксперим. и теорет. физики, 

1966, 4, вып. 5, с. 174— 177.
25. Зельдович Я ■ Б .,  Хлопов М . Ю .—  Успехи физ. наук, 1981, 135, вып. 1, с. 45.
26а. Боголюбов H . Н . Квазисредние в задачах статистической механики.— Дубна,

1961.— 52 с. (Препринт / АН СССР. Объед. ин-т ядер, исслед.; Д —781).
26в. Боголюбов H . Н . Избранные труды по статистической физике.— М. : Изд-во 

Моек, ун-та, 1979, с. 193—268.
27. Goldstone J .— Nuovo Cim., 1961, 19, N 1, p. 154— 164.
28. Goldstone J . ,  S a la m  A .,  W einberg S .— Phys. Rev., 1962, 127, N 3, p. 965—970.
29a. f la m b u  Y .— Phys. Rev. L ett., 1960, 4, p. 380—382.
29bc N am bu Y .,  lon a-L asin io  G .— Phys. Rev., 1961, 122, N 1, p. 345—358.
30. А рбузов  Б . A . ,  Тавхелидзе A . H .,  Ф ауст ов P . H .— Докл. АН СССР, 1961, 

139, c. 345.
31. Вакс В . Г .,  Л а р к и н  A. H .— Журн. эксперим. и теорет. физики, 1961, 40, 

с. 282—285.
32. Anderson P . W .— Phys. Rev., 1963, 130, N 1, p. 439—442.
33. H iggs P . W .—  Phys. L ett., 1964, 12, N 2, p. 132— 133.
34. H iggs P . W .— Phys. Rev. L ett., 1964, 13, N 16, p. 508—509; Phys. Rev., 1966,

145, N 4, p. 1156— 1163.
35. E n glert F ., B rou t R .— Phys. Rev. L ett., 1964, 13, N 10, p. 321—323.
36. K ib b le  T . W . B .—  Phys. Rev., 1967, 155, N 5, p. 1554— 1561.
37. Вайнш т ейн A . H ., З а харов  В . И .,  Ш ифман M . И .— Успехи физ. наук, 1980,

131, вып. 4, с. 537—575.
38. О кунь Л . Б . Лептоны и кварки.— М. : Наука, 1981.— 304 с.
39. А хиезер  А. И ., Рекало М . П . Электродинамика адронов.— Киев : Наук, дум

ка, 1977.— 495 с.
40. Волошин М . Б . ,  Т ер-М арт и росян  К . А. Теория калиброванных взаимодейст

вий элементарных частиц.— М. : Энергоатомиздат, 1984.— 296 с.
41. В айнш т ейн А . И .,  Х риплович  Я . Б .— Успехи физ. наук., 1974, 112, вып. 4, 

с. 685—709.
42. Г H oof t G .—  Nucl. Phys., 1971, B, 35r N 1, p. .167— 188.
43. Славное A. A .,  Ф аддеев Л .  Д .  Введение в квантовую теорию калибровочных 

полей.— М. : Наука,, 1978.-^- 240 с.
44. М и ранский В . А . Перенормировка калибровочных теорий поля.— Киев, 1978.— 

44 с. (Препринт / АН УССР. Ин-т теорет. физики ; ИТФ-78-17Р).
45. Тейлор Дж . Калибровочные теории слабых взаимодействий.— М. : Мир, 1978.— 

206 с.
46. Зельдович Я • В .— Докл. АН СССР, 1952, 76, № 3, с. 505—508.
47. Б иленький С. М .,  П онт екорво Б . М .— Успехи физ. наук, 1977, 123, вып. 2, 

с. 181—215.
48. Glashow S . L . t llio p o u lo s J . ,  M a ia n i L .— Phys. Rev. D, 1970, 2, N 7, p. 1285— 

1292.
49. K obayash i M . ,  M askaw a T .— P rogr.T heor. Phys., 1973, 49, N 2, p. 652—657.
50. K abibbo  A/.— Phys. Rev. L ett., 1963, 10, N 12, p. 531—533.
51. ' М и ранский  В. A . Квантование калибровочных теорий поля.— Киев, 1977,—

46 с. (Препринт / АН УССР. Ин-т. теорет. физики ; ИТФ-77-107Р).
52. Passarino G .f V eltm an M . Nucl. Phys. B, 1979, 160, N 1, p. 151—207.
53. W einberg S .—  Rev. Mod. Phys., 1974, 46, N 2, p. 255—277.
54. fH o o f t  G.—  Phys. Lett. B, 1971, 37, N 2, p. 195— 196.
55. Биленький C. M . Лекции по физике нейтринных и лептон-нуклонных процес

сов.— М. : Энергоиздат, 1981.— 216 ,с.
56. Georgi H .t Quinn H . R W e i n b e r g  S .— Phys. Rev. Lett., 1974, 33, N 7, p. 451.
57. Georgi H .,  Glashow S . L .— Ibid., 32, N 8, p. 438—441.
58. P a ti  J . C ., S a la m  A .— Phys. Rev. D, 1973, 8, N 4, p. 1240— 1251.
$9. P a ti  J . C ., S a la m  A .— Ibid., 1974, 10, N 1, p. 275—289.
60. М ат инян C. Г .— Успехи физ. наук, 1980, 130, вып. 1, с. 3—38.



П редисловие • » • . .......................................................................... .....  3

Г Л А В А  1. КЛАССИЧЕСКИЕ П О Л Я .....................................................................................  5
§ 1. 1. Л агр ан ж ев  ф о р м а л и з м ................................................................................................  5
1.1.1. Вариационный п р и н ц и п ......................................................................................................  5
1.1.2. Группа пространственно-временных преобразований . .............................................. 7
1.1.3. Группы внутренних симметрий................................................................................................  Ю
§ 1.2. Законы  сохранения : ................................................................................................. 13
1.2.1. Симметрии и законы сохранения..............................................................................  13
1.2.2. Тензоры энергии — импульса и моментов количества движ ения................ 14
1.2.3. Законы сохранения, связанные с внутренними симметриями.....................  15
§ 1.3. Уравнения поля первого порядка ..........................................................................  17
1.3.1. Лагранжиан и уравнения п о л я ..............................................................................  17
1.3.2. Уравнения поля в форме скобок П уассона........................................................ 20
1.3.3. Канонические преобразования и их генераторы в классической механике . . .  22
1.3.4. Канонические преобразования и их генераторы для классических полей . . . .  24
§ 1.4. С калярное и векторны е п о л я .....................................................................................  27
1.4.1. Скалярное поле : : . ...................................................  . 27
1.4.2. Векторное поле . . .  s . . .      29
1.4.3. Максвелловское поле , • .     32
§ 1.5. Д и раковское поле г v ................................................................................................  35
1.5.1. Уравнение Д и р а к а .................................................................................................................  35
1.5.2. Алгебра дираковских м атриц.................................................................................................  37
1.5.3. Релятивистская инвариантность уравнений Дирака и лагранжиан дираковского

п о л я ..............................................................................................................................................  39
1.5.4. Плоские в о л н ы .......................................................................................................................  44
1.5.5. Преобразование зарядового сопряжения и майорановский биспинор . • • • • 48
§ 1.6 . Релятивистские спиноры ...........................................................................................  52
1.6.1. Структура матрицы преобразования дираковского п о л я .............................................. 52
1.6.2. Матрицы преобразования спиноров при бесконечно малых преобразованиях Ло

ренца ............................................................................................................................. .....  . 54
1.6.3. Спинорная а л г е б р а ....................... .....  ................................................................................  56
§ 1.7. Суперполя . s s . . . . . . .  ..............................................................  60
1.7.1. Алгебра генераторов суперпреобразований . . . » .................................................  60
1.7.2. Суперполя и закон их преобразования . . . .    64
1.7.3. Неприводимое скалярное суперполе ................................................................................  66
1.7.4. Лагранжиан и уравнения движения суперполя............................................................... 70
§ 1.8. Д ираковские поля с внутренними симметриями .............................................. 75
1.8.1. Нуклонные и кварковые п о л я ................................................................................................. 75
1.8.2. Унитарные си м м етр и и ............................................................................................................  77
1.8.3. Унитарные тен зо р ы ...................................................................................................... .....  • 80
1.8.4. Свойства генераторов унитарной группы .............................................................................  82
§ 1.9. Калибровочные поля : ................................................................................................  83
1.9.1. Введение калибровочного поля .......................................................................................... 83



1.9.2. Тензорный анализ калибровочных полей s • 88
1.9.3. Лагранжиан калибровочного поля и полный лагранжиан . . .  . . . .  90
1.9.4. Калибровочные поля, связанные с дираковскими полями, обладающими внут

ренней сим м етрией .................................................................................................................  93

Г Л А В А  2. КВАНТОВАНИЕ......................................................................................................  97

§ 2.1. Д инам ика квантованны х полей г  . . . ............................ .....  97
2.1.1. Квантовомеханическое описание состояний......................................................... 97
2.1.2. Квантовый интеграл действия и уравнения п о л я .......................................   Ю1
2.1.3. Динамически независимые переменные поля и уравнения связи . . . . . .  105
2.1.4. Генераторы вариаций поля и принцип стационарного действия................   ДО9
2.1.5. Генераторы элементарных вариаций и перестановочные соотношения . * , . 112
2.1.6. Квантование уравнений поля второго порядка .    Ц 7
§ 2 .2 . С войства уравнений полей и законы  с о х р а н е н и я ........................................119
2.2.1. Внутренние и пространственные симметрии и связанные с ними законы сохранения 119
2.2.2. Лоренцева инвариантность теории и законы сохранения 4-импульса и 4-момента 124
2.2.3. Коммутаторы интегралов движ ения..........................................................................  128
2.2.4. Инвариантность теории по отношению к обращению времени и связь спина со

статистикой ............................................................................................................................. 130
§ 2.3. К вантование скалярного и векторного п о л е й ......................................................... 136
2.3.1. Уравнения движения и перестановочные соотношения для операторов скаляр

ного п о л я ................................................................................................................................... 136
2.3.2. Операторы энергии —* импульса и заряда скалярного поля 139
2.3.3. Связи между операторами скалярного п о л я ............................ î . . . . .  . 142
2.3.4. Квантование векторного п о л я .....................................................................................  144
§ 2.4. К вантование электром агнитного п о л я ................................................................  149
2.4.1. Лагранжиан и уравнения движения квантованного электромагнитного поля . . 149
2.4.2. Перестановочные соотношения для операторов электромагнитного поля . . .  152
2.4.3. Векторы состояний электромагнитного поля и индефинитная метрика . . . .  157
2.4.4. Структура физического подпространства векторов состояния и калибровочная

инвариантность .   159
2.4.5. Упорядоченные произведения операторов электромагнитного поля и связи . . . 161
2.4.6. Операторы энергии — импульса и момента электромагнитного поля . . . . .  162
§ 2.5. К вантование электронно-позитронного п о л я .................................................  165
2.5.1. Лагранжиан и уравнения движения квантованного дираковского поля . . . .  165
2.5.2. Перестановочные соотношения для операторов дираковского поля . . . . .  166
2.5.3. Операторы заряда, 4-импульса и 4-момента дираковского поля . . . . . .  169
2.5.4. Векторы состояний дираковского п о л я ..............................................................................  170
2.5.5. Упорядоченные произведения операторов дираковского поля и связи . . . . .  173
§ 2.6. К вантование двухкомпонентного фермионного поля и суперполя . . 175
2.6.1. Лагранжиан и уравнения движения квантованного спинорного п о л я ....................... 175
2.6.2. Разложение на плоские волны и разновременные перестановочные соотношения 176
2.6.3. Упорядоченные произведения операторов двухкомпонентного ферми-поля и связи 178
2.6.4. Квантование свободного суперполя............................................................................................ 180
2.6.5. Упорядоченные произведения операторов суперполя и с в я з и ..................................  183
§ 2.7. К вантование кваркового п о л я ..............................................................................  186
2.7.1. Лагранжиан и квантовые числа кварков.......................................   186
2.7.2. Алгебра то ко в .....................................................................................................   191

Г Л А В А  3. ТЕОРИЯ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ....................... 196

§ 3.1. Л агр ан ж и ан  и уравнения движ ения взаимодействую щ их электром аг
нитного и электронно-позитронного п о л е й ................................................................196

3.1.1. Уравнения квантовой электродинамики в кулоновской калибровке....................... 196
3.1.2. Представление взаимодействия в кулоновской калибровке...............................................200
3.1.3. Уравнения квантовой электродинамики в лоренцовой калибровке............................  203
3.1.4. Калибровочные преобразования взаимодействующих пол ей .......................................  205
3.1.5. Представление взаимодействия в лоренцевой калибровке.......................................  208
§ 3.2. М атрица рассеяния : ................................................................................................  213
3.2.1. Унитарность матрицы рассеяния........................................................................................... 213
3.2.2. Представление матрицы рассеяния в виде суммы нормальных произведений . . 215



3.2.3. Функциональная форма представления матрицы рассеяния в виде ^-упорядо
ченного оператора . . . ........................................218

3.2.4. Связь определений матрицы рассеяния в кулоновской и лоренцевой калибровках 221
3.2.5. Введение релятивистски-инвариантных Г-произведений и швингеровские члены 224
§ 3.3. Свойства симметрии электромагнитного в за и м о д е й с т в и я .......................228
3.3.1. Инвариантность S-матрицы по отношению к непрерывным преобразованиям про

странства — времени . .................................................................... 228
3.3.2. Инвариантность S-матрицы по отношению к сильному отражению простран

ства — в р е м е н и ...............................................................................  230
3.3.3. Инвариантность S-матрицы по отношению к преобразованию зарядового со

пряжения .............................................  . .............................231
3.3.4. Инвариантность S-матрицы по отношению к отражению пространства, обраще

нию времени и СТР-теорема........................................................................................................233
§ 3.4. Графическое представление матрицы р а с с е я н и я ................................................... 235
3.4.1. Графическое представление нормальных произведений........................................ .....  235
3.4.2. Импульсное представление . .........................................................239
3.4.3. Вероятность и эффективное сечение процессов...............................................................243
§ 3.5. Функции Грина взаимодействую щ их п о л е й ................................................... 248
3.5.1. Структура диаграмм матрицы рассеяния .    248
3.5.2. Функции Грина как вакуумные средние.................................................................................254
3.5.3. Свойства функций Грина . . .  . . ......................................................... 257
3.5.4. Спектральное представление функции Грина электрона.....................................................259
3.5.5. Спектральное представление функции Грина ф отона.......................................................... 263
§ 3.6. Теория п ер ен о р м и р о в о к .............................................................................     267
3.6.1. Расходимости неприводимых диаграмм матрицы рассеяния................................................. 267
3.6.2. Промежуточная регуляризация..................................................................................................271
3.6.3. Метод размерной регуляризации............................................................................................ 274
3.6.4. Перенормировка массы электрон а............................................................................................ 277
3.6.5. Физический заряд электрона и перенормировка функций Грина и вершинной

функции . . . .  . . ........................................279
3.6.6. Перенормировка элементов матрицы рассеяния и общих функций Грина . . . 282
3.6.7. Отсутствие расходимости в рядах теории возмущений по перенормированно

му з а р я д у ...............................................................  285
§ 3.7. Функции Грина в низших порядках теории в о зм у щ е н и й .......................289
3.7.1. Вычисление электронной функции Грина во втором порядке теории возмущений

в методе регуляризации Паули—В и лларса .......................................................................... 289
3.7.2. Вычисление фотонной функции Грина во втором порядке теории возмущений

в методе промежуточной регуляризации Паули — Вилларса . .......................294
3.7.3. Вычисление функций Грина и вершинной функции во втором приближении тео

рии возмущений в методе размерной регуляризации . . . .  . . .  296
3.7.4. Особенности и асимптотики фейнмановских диаграмм . . .............................300

§ 3.8. Ренорм ализационная группа и асимптотики функций Грина . . . .  308
3.8.1. Структура фотонной функции Грина в области больших импульсов....................... 308
3.8.2. Структура электронной функции Грина в области больших импульсов . . . . 312
3.8.3. Асимптотика фотонной функции Грина в теории возмущений.................................. 315
3.8.4. Асимптотика электронной функции Грина в теории возмущений.............................318
3.8.5. Инфракрасная асимптотика электронной функции Грина..............................................321
§ 3.9. К ван товая  теория несвободного с у п е р п о л я ....................... .....  . . . . 323
3.9.1. Переход к представлению взаимодействия и матрица рассеяния.............................323
3.9.2. Правила Фейнмана в теории суперполя...................................................  . . . . 327
3.9.3. Расходимости в матрице рассеяния суперполя...............................................................328

Г Л А В А  4. КВАНТОВАЯ ТЕОРИЯ НЕАБЕЛЕВЫХ КАЛИБРОВОЧНЫХ ПОЛЕЙ 332

§ 4.1. К вантование калибровочного поля в кулоновской калибровке . . . 332
4.1.1. Лагранжиан калибровочного и фермионного полей в кулоновской калибровке . . 332
4.1.2. Перестановочные соотношения и уравнения поля . ............................. . . 334
4.1.3. Представление взаимодействия в кулонной калибровке..............................................336
§ 4.2. М етод континуального интегрирования .........................................................338
4.2.1. Континуальное интегрирование...........................................................................................33g
4.2.2. Представление S-матрицы в виде континуального интеграла.................................. 342



4.2.3. Представление функций Грина в виде континуального интеграла.............................345
4.2.4. Представление 5-матрицы и функций Грина неабелевых калибровочных полей

в виде континуальных интегралов . . . .    . . 347
§ 4.3. П ереход от кулоновской калибровки к лоренцевой калибровке . . . 350
4.3.1. Калибровочная инвариантность усеченной 5 -м ат р и ц ы ..............................................350
4.3.2. Релятивистская инвариантность 5-матрицы неабелевых калибровочных полей . . 353
4.3.3. Переход от кулоновской калибровки к лоренцевой и возникновение духов . . . 355
§ 4.4. Операторный формализм  квантования калибровочны х полей в ло 

ренцевой к а л и б р о в к е ................................................................................................. 357
4.4.1. Лагранжиан калибровочных полей в лоренцевой калибровке (эффективный лаг

ранжиан) ..................................................................................................................................  357
4.4.2. Уравнения движения и перестановочные соотношения для полей ........................359
4.4.3. Инвариантность теории по отношению к калибровочным преобразованиям . . . 360
4.4.4. Квантовая теория калибровочных и фермионных полей в пренебрежении взаи

модействием ...................................................................................................................................365
§ 4.5. М атрица рассеяния , .........................................................371
4.5.1. Переход к представлению взаимодействия........................................» . . • • 371
4.5.2. Переход к импульсному представлению................................................................... » . 375
4.5.3. Графическое представление матрицы рассеяния и правила Фейнмана . . . .  378
4.5.4. Унитарность матрицы рассеяния...................................................................................   . 381
§ 4.6. П еренормируемость теории неабелевых калибровочны х полей . . . 386
4.6.1. Классификация ультрафиолетовых расходимостей неабелевых калибровочных

полей ..................................................................................................................................  386
4.6.2. Перенормируемость теории неабелевых калибровочных полей ..............................389
4.6.3. Тождества У орда...................................................................................................................393
§ 4.7. Функции Грина и константы перенормировки во втором порядке тео

рии возмущ ений : ....................................................................................................... 397
4.7.1. Функция Грина и константа перенормировки скалярного фермионного поля . . 397
4.7.2. Функция Грина и константа перенормировки глюонного п о л я ............................ .....  400
4.7.3. Глюон-духовая вершина и ее константа перенормировки.........................................404
§ 4.8. Асимптотика функций Грина калибровочны х полей в области боль

ших импульсов : : ................................................................................................. 407
4.8.1. Уравнения ренормализационной гр у п п ы ..................................................................... 407
4.8.2. Структура функций Грина калибровочных полей в области больших импульсов 409
4.8.3. Асимптотика вершинных функций и функций Грина в теории возмущений . . .  412
§ 4.9. Введение стохастических полей и построение функций Грина . . . 414
4.9.1. Стохастические поля с пятой «временной» координатой......................................... 414
4.9.2. Функциональное уравнение Фоккера — Планка и его стационарное решение . . 415
4.9.3. Стохастические поля и функции Грина неабелевых калибровочйых полей . . . 420
4.9.4. Фиксация калибровки и модификации оператора эволюции....................................423

Г Л А В А  5. ТЕОРИЯ СИЛЬНОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ.....................................................429

§ 5 .1 .  Ф еноменологическая хром одинам ика ........................................................................... 429
5.1.1. Кварки и глюоны.................................................................................................................  . 429
5.1.2. Феноменологии конфаймента....................................................................................................... 430
5.1.3. Волновая функция кварка в м еш ке............................................................................... » 433
5.1.4. Структура нестранных барионов..................................................................................................435
§ 5.2. Аннигиляция электронно-позитронной пары в а д р о н ы ..................................437
5.2.1. Полное сечение аннигиляции....................................................................................................... 437
5.2.2. Связь между полным сечением е+е -аннигиляции и швингеровскими членами

в коммутаторе кварковых то ко в .................................................................................................. 440
5.2.3. Сечение аннигиляции в области больших импульсов электронно-позитронной пары 442
5.2.4. Поляризационный оператор фотона с учетом сильного взаимодействия . . . .  445
5.2.5. Вычисление вкладов, вносимых в поляризационный оператор кварковыми и

кварк-глюонными петлями .  448
5.2.6. Аномальная размерность фотонной функции Грина и отношение сечений анни

гиляции электронно-позитронной пары в адроны и мю оны....................................... 4 5 1
§ 5.3. К варк-глю онны е с т р у и .........................................................................   453
5.3.1. Двухструйные процессы с участием мягких и виртуальных глюонов................... 453



5.3.2. Учет жестких глюонов в двухструйных процессах....................... .....  , г , , . 457
5.3.3. Трехструйные процессы................................................................................................................... 459
§ 5.4. Глубоко неупругое рассеяние лелтонов ад р о н ам и ..................................... 461
5.4.1. Амплитуда и сечение лептон-нуклонного рассеяния .  461
5.4.2. Аналитические свойству амплитуды рассеяния......................................................................463
5.4.3. Представление произведения операторов токов в виде суперпозиции локальных

операторов......................................................................................................................................... 465
5.4.4. Скейлинг в модели свободных к в ар к о в ................................................................................. 470
5.4.5. Применение метода ренормализационной группы 473
5.4.6. Вычисление аномальных размерностей.......................................................................... « 477
5.4.7. Нарушение с к е й л и н га ...................................................................................................................482

Г Л А В А  6. ЕДИНАЯ ТЕОРИЯ ЭЛЕКТРОСЛАБОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ И ВЕ
ЛИКОЕ О Б Ъ Е Д И Н Е Н И Е ...............................................................   485

§ 6 .1 . Калибровочные поля и лептонные и скалярные мультиплеты . . . .  485
6.1.1. Четырехфермионное слабое взаимодействие........................................................................... 485
6.1.2. Лагранжиан безмассовых лептонов и векторных калибровочных полей . . . .  487
6.1.3. Введение хиггсовского скалярного поля . . . . .................................. 490
§ 6.2. Классическая теория электрослабого взаим одействия...................................... 492
6.2.1. Спонтанное нарушение симметрии и возникновение масс частиц ....................................492
6.2.2. Фиксация к ал и б р о в к и .......................   496
6.2.3. Лагранжианы взаим одействия..................................................................................................498
6.2.4. Введение фиктивных скалярных фермионов........................................................................... 503
§ 6.3. Электрослабое взаимодействие к в а р к о в ......................................................................508
6.3.1. Лагранжиан безмассовых кварков, взаимодействующих с калибровочными полями 508
6.3.2. Спонтанное нарушение симметрии и массы кварков ................................................... 512
6.3.3. Лагранжиан и токи физических кварков..........................................................................  514
§ 6.4. Квантовая теория электрослабого в за и м о д е й с т в и я ..................... ..... . 516
6.4.1. Квантование свободных п о л е й ...................................................   516
6.4.2. Разложение векторных полей по плоским волнам ......................................................... 521
6.4.3. Матрица рассеяния и правила Ф ейнмана.................................................................................524
6.4.4. Низкоэнергетический предел теории электрослабого взаимодействия.............................. 528
6.4.5. Процессы рассеяния лептонов и распады W- и Z- бозонов........................................ .....  530
§ 6.5. Великое объединение : ................................................................................................534
6.5.1. Бегущие константы с в я з и .............................................................................................................534
6.5.2. S £7(5)-сим м етрия..............................................................................................................................536
6.5.3. Нестабильный п р о т о н .................................................................................................................. 540

Список литературы  542


