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Предисловие ко второму изданию

(как бьша написана эта книга)

В 1952 г. Мария Ивановна Петрашенъ читала нам, второкурсникам

физического факультета Ленинградского университета, лекции по выс

шей математике, в частности, линейную алгебру и некоторые ВОПРОСЫ

математической физики.

Кроме курса высшей математики Мария Ивановна читала спецкурс

по применению теории rpyrm в квантовой механике. Как известно,

основные приIщипы использования аппарата теории грyrш в кванто

вой механикебьши сформулированыПОЧТИ одновременнос рождением

этой области физики, в начале ЗО-х годов, когда выnmи монографии

г. Вейля и Е. Вигнера. Однако даже в начале 50-х годов этот метод

не получил еще достаточно широкого распространения среди наших

физиков-теоретиков, хотя в :курсе квантовой механики' л. Д. Ландау
и Е. М. Лифшида, первое издание которого появилось в 1948 г., во

просам теории симметрии было уделено уже достаточно много места.

Книги Вейля и ВlП1fера были переведены на русский язык значительно

позже.

Мария Ивановна по образованию была математиком, хотя ее на

учная работа всегда была связана с теоретической физихой. Известно,

что первые расчеты атомов по методу Хартри-Фока бьши ВЫПОJПfены

Марией Ивановной.

В. А Фок, который был научным руководителем Марии Ивановны,

никогда не использовал теорию групп, хотя именно ею фундаменталъ

ныe работы о симметрии атома водорода и мноroэле.ктронноЙ волновой

функции во мноroм способствовали развитию применения этого ма

тематического аппарата в квантовой механике. По-видимому, интерес

Марии Ивановны к теории грyшI бьш связан с переходом в ее работах

от атомной физики к физике твердого тела.

Курс теории грyшI меня заинтересовал, хотя я не MOry признать

ся, что сразу же активно все воспринимал. Эrо застаВJIЯJIО меня

самостоятельно разбираться в непонятных математических вопросах

в основном по 111 тому учебника В. И. Смирнова.

Мария Ивановна вела также студенчесКИЙ семинар, на котором

мы расска3hIВ8ЛИ рекомендованные нам научные работы. Мне было

поручено разобрать работу Е. Вигнера о npocтpaHCTвeHНbIX группах

и работу Г. Бете о расщеIШении уровней атома В кристаллическом поле.

Я сделал подробные рефераты этих работ, показал их Марии Ивановне,

получив ее одобрение.
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Усиление моего интереса к приложеЮlЯМ теории в квантовой ме

ханике также было связано с пocryплением в аспирантуру.

На вступительных экзаменах в аспирантуру я получил вопрос

от М. г. Веселова по статье Фока о симметрии координатной мно

гоэлектронной волновой функции. Хотя в своих леIO.IИЯХ Михаил Гри

горьевич излагал нам этот материал, рассказать об этом на экзамене

без предварительной подготовки мне оказалось не под силу. Обычно

Михаил Григорьевич задавал этот вопрос уже на кандидатском экзаме

не, причем делал это заранее, а не на самом экзамене. Одним словом,

вступительный экзамен я не выдержал.

Михаил Григорьевич разрешил отвечать по этому же вопросу на дру

гой день и в конце концов все закончилось благополучно. Но мне

потребовалось для этого основательно разобрать упомянyryю статью

В. А Фока. Несколько позже мне удалось связать свойства симметрии

координатной волновой функции, сформулированные в этой статье,

с теми, которые Были установлены при rpуппово-теоретическом под

ходе. Мне пришлось еще разбирать вопрос о переводе на язык теории

групп работы В. А. Фока о дополнитеJiьной симметрии (относительно

четырехмерных вращений) атома водорода. Эro Былo связано с ДИlDIом

ной работой Moero друга и однокурсника ю. Добронравова, Трагически

погибшего в 1955 г. Я подготовил его работу, ВЫnOJПiенную под руко

водством ю. Н.Демкова, к печати, и она вышла в 1956 Т. в «Веcrнике

университета». Моя дипломная рабora, также опубликованная в этом

журнале в 1957 Г., бьша посвящена неприводимым представлениям

группы чеlыехмерных вращений. Тогда же я познакомился с работами

ю. Н. Демкова ПО динамической симметрии гармонического осцилля

тора, что позже ПОЗВОЛИЛО мне объяснить бесфононныIe линии в спек

1РЗХ кристаллов как оптичесКИЙ аналог эффекта Мессбауэра. Мария

Ивановна с интересом относилась к этим моим занятиям и предложила

мне читать отдельные темы в ее лекционном курсе. В результате у нас

появилась идея написать книгу, отражающую содержание расширен

ного курса. мыI рассчитывали сначала на издательство университета,

но никаких предварительных переговоров с этим издательством не ве

ли. Решили сначала написать текст. Книга была закончена в 1966 г.

Первую половину курса писала Мария Ивановна, вторую - я. мы по

стоянно обменивались рукописями и обсуждали их содержание. Часто

возникали противоположные точки зрения, которые удавалосъ согласо

вывать с помощью М. Н. Адамова, ставшего впоследствии редактором

нашей книги.

Относительно опубликования книги Мария Ивановна решила посо

ветоваться с В. И. Смирновым, который предложил направить рукопись

в издательство • Наука». Он просмотрел текст И согласился подписать

рекомендацию, к которой присоединился и В. А. ФоКе Эroго БыJIo

достаточно, чтобы книга сразу же бьша принята к печати и в 1967 г.
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опубликована. Хотя она выnma 15-тыIячныыM тиражом, на следующий

юд ее уже не.лъзя было найти на полках магазинов. Еще через юд мы

случайно узнали, что наша книra БЬUIа переведена в Англии, Франции,

Германии и США. Это бьUlО сделано без каких-либо усилий с на

шей стороны и даже без нашего ведома (в те ГОДЫ Советский Союз

не участвовал в конвенции по охране авторских прав).

В журнале .Physics Today. вышла положительная рецензия. Все же

мы жалели о том, что иностранные издательства не предупредили нас

о предполагаемом переводе и публикации нашей книги. как почти

всегда бывает при первом издании, мы обнаружили некоторые опечат

ки и неточности, кО'Юрые можно бьUlО исправить, HO~ к сожалению,

они БЬ1ЛИ :механически сохранены в переводах. В связи с этим мы

планировали новое издание КНиги на русском языке, в которое хотели

также добавить несколько новых параrpафов. Тяжелая болезнь и кон

чина Марии Ивановны в 1977 г. заставили забыть об этом на долrое

время.

Недавно ко мне обратилось московское издательство .УРСС., ко

торое специализируется по переводам научной и учебной литературы

на испансКИЙ язык, а в последнее время активно издает моноrpафии

и учебники по физике и математике и на русском языке, с предло

жением опубликовать второе издание нашей книги. Я воспользовался

этой возможностью, чтобы осуществить ,наши crapble планы. Общая

структура КНИГИ, рассчитанная на первое знакомство с предметом,

полностью сохранена. добавлено лишь несколько вопросов, имеющих

ПрИНЦШIИалъное значение. В частности, добавлен параграф, посвящен

ный классификации точечных rpупп по Вейлю, где задача об отыска

нии всех точечных групп сводится к решению простых алгебраических

уравнений в целых числах. Восполнено упущение первого варианта

книги - приведено доказателъcrво теоремы Вигнера-Эккарта, игра

ющей важную роль в приложениях. Теорема Вигнера-Эккарта дает

общее выражение для матричною элемента неинвариантноro операто

ра на базисных функциях неприводимого представления. Применение

теоремы Вигнера-Эккарта иллюсгрируется на примере теории эффек

та 3еемана.

. как БЬUIО отмечено в предисловии к первому изданию, данную кни
гу следует рассматривать как введение в область применения теории

!рупп к задачам квантовой механики. для более подробного изучеЮfЯ

этих вопросов, наряду с уже упомянутыми учебниками и моноrpафия

ми, читателю можно рекомендовать литературу, появившуюся в более

позднее время [12-28).
Большая работа была ВЫПОJUlенапо устранению опечаток. В связи

с этим я выражаюблагодарностьА. В. Тулубу, обратившемумое внима

ние на ряд неточностей, допущенных в Прилож:ении, которые теперь

исправлены. Неизбежно какие-то недостатки сохранятся и во втором
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издании, и я буду благодарен внимательному читатеJIIO за критику

И замечания. Я надеюсь, что новое издание будет интересно не только

тем, кто только начинает изучение данного предмета, но и тем, кто им

владеет и в свое время познакомШlСЯ с первым изданием книги.

Е. Д. Трифонов

I1редисловие к первому изданию

Эrа книга написана на основе курса лекций по применению методов

теории rpупп к задачам квантовой механики, который читался ангорами

на физическом факультет Ленинградского университета студентам

теоретикам IV курса.

После известного периода недоверия к теории rpупп как средству

исследования физических систем эта математическая теория завоевала

всеобщее признание физиков. Arшарат теории rpупп в нacroящее время

широко используется в таких разделах квантовой физики, как теория

атома, теория твердоro тела, квантовая химия и др. Достижения по

следних лет в теории элементарных частиц, связанные с применением

теории групп, значительно повысили интерес к возможности использо

вания теоретико-групповых методов исследования и еще раз показали

важность и естественность применения их в квантовой теории.

Вопросам nPlL\fенения теории групп в физике посвящено доволь

но большое число учебников и монографий. Наибольшую известность

у нас получили книги l ) Вигнера [1], Ван дер Вардена [2], Вейля [3],
Любарсхого [4] и Хейне [5]. Очень ценными являются изложения тео

рии групп для физиков, написанные математиками, в первую очередь

следует отметить главу по теории групп в курсе высшей математики

акад. В. и. Смирнова. Превосходное изложение теории предcrавлений

rpуппы вращении и группы Лоренца имеется в книге и. М. Гелъфанда,

Р. А Минлоса, З. я. Шапиро [6]. Весьма полезными являются моно

rpaфив Мурнагана [7] и Бёрнера [8]. По приложениям теории rpупп

к физике можно также отметить книги Ломонта [9], Хамермеша [10]
и Макуини [11].

Область применения в физике методов теории групп непрерывно

расширяется, поэтому в наcrоящее время вряд ли возможно написать

моноrpaфию, охватывающую все эти применения. По-видимому, более

L) Список этих КНИГ СМ. на с. 273.
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целесообразно вхлючать соответствующие приложения теории rpyпn

в моноrpафии или учебники, посвященные специальным физическим

проблемам, как ЭТО, например, сделано в курсе теоретической физики

Ландау и Лифшица. Можно ожидать, что со временем такая тенденция

будет только усиливаться.

В то же время физику-теоретику полезно иметь общие представле

ния об основных идеях и методах теории rpулп, применяемых в физике.

Мы стремились к тому, чтобы наш курс способствовал этому. Кроме

тото, мы соЧJПI целесообразным включить в книгу ряд вопросов, кото

рые не рассматриваются в известных нам моноrpафиях или излагаются

там недостаточно подробно. Эro в первую очередь относится к исследо

DaКИЮ симметрии шредингеровекой ВОJПIовой фyнкJ.J;ии, К объяснению

(дополнительного) вырождения в кулоновеком поле и к некоторым

вопросам теории твердото тела.

В нашем курсе мыI оrpаничили облacrь приложений теории rpyrm
задачами квантовой механики. Таким образом, эту книгу можно рас

сматривать как первую часть более широкого курса, вторая часть

которого должна быть посвящена применению теоретико-групповых

методов в теории квантованных полей. Мы заканчиваем эту книry

изложением смежнbIX вопросов, хасающихся условий релятивистской

инвариантности в квантовой теории.

Авторы выражают глубокую блаroдарность М. Н. Адамову, прочи

тавшему рукопись и сделавшему ряд ценных замечаний, А. Г. Жи

личу и И. Б. Левинсону, просмотревшим отдельные главы. При под

готовке рукописи к печати МbI воспользовалисъ любезной помоlДЬЮ

А. А Киселева, Б. я. Фрезинскоro, Р. А. Эвареетова, А А. Березина

и г. А Натанзона.

М. и. Пеmрашень

Е. Д. ТрифоН08



Глава 1

Введение

в первой главе мы постараемся, насколько это возможно в начале

книги, показать естественность и целесообразность примеlфНИЯ теории

rpупп к решению физических задач. Мы надеемся, что это поможет

читателю, интересующемуся в основном приложениями теории rpупп

к физике, усвоить некоторые общие сведения об абстрактных rpуппах,

необходимые для ПРИJIожениЙ.

1. Свойства симметрии физических систем

При исследовании различных физических систем часто удается

предсгавить обнаруженныIe свойства и закономерности в форме зако

нов симметрии. Эти законы выражаются в инвариантности (незави

симости вида) уравнений движения рассматриваемой физической си

стемы относительно некоторых определенных преобразованиЙ. Если,

например, уравнения движения инварИантны относительно ортого

нальных преобразо:ваний декартовых координат в трехмерном про

странстве, то можно сказать, -по в данном случае симметрия проявля~

ется в эквивалентности определенным образом ориенrированных друг

относительно друга систем отсчета при описании движения соответ

ствующей физической системы. Эквивалентными системами отсчета

принято называть такие системы, в которых тождественные явления

протекают одинаковым образом, если для них созданы одинаковые

начальные условия. Наоборот, если в физической теории постулирует

ся эквивалентность некоторых систем отсчета, то уравнения движения

должны бъпь инвариантны относительно преобразований, связываю

щих координаты в ЭТИХ системах. Так, например, постулат теории

относительности об эквивалентности систем отсчета, движущихся друг

относительно друга равномерно и прямолинейно, выражается в ин

вариантности уравнеНИЙ движения относительно преобразований Ло

ренца. Класс эквивалентных систем отсчета для данной задачи часто

определяется из наглядных геометрических соображений, ОТНОСЯIЦихся

к модели рассматриваемой физической системы, как это имеет место

для симметричных молекул, кристаллов и т. д.

Однако не всегда преобразования, относительно которых инвари

антны уравнения движения, можно интерпретировать как преобразова

ЮIЯ перехода к новой системе отсчета. Симметрия физической системы
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может не обладать геометрической наглядностью. Например, ох б..
ПО показано В. А Фоком, уравнение Шрёдингера для атома ВОДОРОда

mmaриантно crrносительно вращений в четырехмерном простраиCТ!JC,

связанном с пространством импульсов.

Свойства симметрии физической системы являются общими •
очень существенными ее характеристиками. Общность этих свойcrit

обычно обуслаWIИвает их стабильность в процессе уточнения наших

знаний о данной физической системе. Не следует, однако, их аб

сwпотизироватъ. как и любое описание физической системы, они

являются приближенными. Приближенность ОДЮIX свойств симметрии

связана с уровнем нanrnx знаний, другие свойства симметрии являют

ся следствием сознательного упрощения модели физической системы,

облегчающего решение задачи.

Итак, под симметрией системы мы всегда будем пониматъ mmaри

антность ее уравнений движения относительно некоторой совокупнос

ти преобразований. Всеrда имеет место следующее важное свойство:

если уравнение инвариантно относительно преобразований А и В, то

оно инвариантно также относительно преобразования С, представляю

щеro результат последовательного применения преобразований А и В.

Преобразование С принято называть произведением преобразований А

и В. Таким образом, совокупность преобразований симметрии данной

физической системы замкнуга относительно определенной нами опера

ции умножения. Такую совокупность пре06разований называют rpуп

пой преобразований симметрии рассматриваемой физической системы.

Дадим cтporoe определение группы.

2. Определение rpуппы

Группой G называют совокупность объектов или операций (элемен

тов rpyпnы), обладаюlWfX слеДУЮЩR.\fИ свойствами.

1. для этой совокупности определен за"он «умноженuв», Т. е. закон,

по которому любым двум элементам А и В совокупности G, взятым

в определенном порядке, единственным образом сопоставляется не

который элемент С этой совокупности, называемый произведением

элементов А и В; С = АВ.

2. это умножение должно обладать свойством ассоциативности,

т. е. дOJDКНO ВЫПОЛНЯТЬСЯ равенство (.A.В)D = A(BD) для любых эле

ментов А, В и D совокупности. Переместительным свойством это

умножение может не обладать; в общем случае АВ #; ВА. Те грynIIbl,

в которых умножение обладает переместительным свойством, называ

ются абелевы.ми группами.

з. Среди элементов совокупности имеется единlf\П{ЫЙ элемент, т. е.

такой элемент Е, что равенство

АЕ=ЕА=А

имеет место для любого элемента А совокупности.
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4. Наряду с элементом А в совокупности G всегда имеется эле

мент F такой, что

AF=E.

Эroт элемент F называется обратным по отношению к элементу А

и обозначается A-1•

эти четыIеe свойства и определяют группу; мы ВИДИМ, что она

представляет собой совокупность, замкнугую О1Носительно заданного

В ней закона умножения. Из перечислеюiыx свойств вытекают такие

следствия:

а) В rpynne имеется только один единичный элемент. Если мы

предположим, например, что в rpуппе G существует два единичных

элемента Е и Е', то в силу тpeтъero свойства группы будем иметь

ЕЕ' =Е=Е'Е=Е',

т.е. Е==Е'.

б) ECJDI F - обратный элемент по отношению к А, то элемент А

будет обратным по отношению к F, т. е. если AF = Е, то и FA =Е.

Действительно, )'АfНОЖая первое из этих равенств слева на F, получим
F AF = F. ДЛЯ элемента F, как и для всякого элемента совокупнос

ти G, в этой совокупности имеется обратный элемент F- 1• Умножая
последнее равенство на F-1 справа, получаем F AFF-1 = FF-1

, Т. с.

FA=E.
в) для каждого элемента из совокупностисуществуеттолько один

обратный элемент. Допустим, что для элемента А в G имоется.- два

обратных элемента F и D, т. е. AF = Е и AD = Е. Тогда, умножая

равенство AF =AD слева на А -1 , получаем F == D.
г) Если С = АВ, то C-1 =B- JA-1 В силу ассоциативности умно

жения в rpуппе.

Отметим еще, что если число элементов в группе конечно, то rpуп

па называется I«Jнечной, в противном случае - беС"онечноЙ. Число

элементов конечной rpуппы называют nоряд"ом rpуппы.

Приведем примеры rpynn:
1. Совокупность всех це.,ThlX чисел вместе с нулем образует беско

нечную rpуппу, если в качестве rpупповоro умножения мы возьмем

сложение. Единичным элементом в этой rpуппе будет нуль. обратным

элементом для числа А будет - А. эга rpуппа, очевидно, абелева.

2. Совокупность всех рациональных чисел, за исключением нуля,

образует rpуппу с операцией умножения, совпадающей с обычным

умножением. Единичным элементом будет единица. Эrо также бес

конечная абелева rpуппа. Положительные рациональные числа сами

по себе образуют группу. Orpицательные рациональные числа группы

не образуют.



3. Прuмеры групп, имеющих nрuложенuе в физuке 11

3. Совокупность вeIcrOpoB n-мерного линейного пространства обра

зует группу. Групповым умножением является сложение векторов; еди

ничным элементом будет нулевой вектор, обратным элементом для век

тора а будет вектор -о.

4. Примером неабелевой группы может служить совокупность всех

неособых матриц n-го порядка (или соответствующих им линейных

преобразоваЮIЙ в n-мерном пространстве), которые образуют так на

зываемую общую линейную группу GL(n). Очевидно, что элеменТhI

этой группы зависят от n2 непрерывно изменяющихся параметров
(элементов матриц). Бесконечные rpynпы, элементы которых зависят

от непрерывно изменяюlЦИXСЯ параметров, называются неnрерывными

группами. Единичным элементом в группе GL(n) является единичная

м~триЦ~; обратным элементам соorветствуютобратные матрИЦhI. Опе
рация rpYJD10BOro умножения совпадает с правилом умножения матриц,

которое, как известно, свойством коммутативности не обладает.

3. Примеры групп, имеющих приложение в фИЗlIJ[е

Перечислим теперь некоторые ГРУПIThI, которые будут использованы

в приложениях ..
1. Группа сдвuгов (трансляций) в трехмерном пространстве: элемен

тами ее являются преобразования переноса начала координат на про

извольный вектор а:

r' =r+a.

Очевидно, что это трехпараметрическая(три составляющиевектора а)

непрерывнаягруппа.

2. Группа вращений 0+(3): ее элементы - преобразования враще
ния трехмерного пространства или соответствующие им ОРТОГОН8ЛЬны.е

~атрицы. с определиreлем, равным единице. Эrо также непрерывная

треxnараметрическая группа: 9 элементов оproroналъной. матрицы пре

образования связаны, как извесmо, шесгью условиями. В качестве

независи:мых параметров вращения могут быть выбраны, например,

углы {tp, 8, 'Ф}. Полярные углы <р и 8 определяют положение оси

вращения, проходящей через начало координат. Угол Ф определяет по-

ворот относительно ЭТОЙ осиl ). Инвариантность относительно rpуппы
0+(3) выражает свойство изотропности (т. е. равноправности напра

влеНИЙ) трехмерногопространства.

Если к rpуппе вращений добавить оперaцmo инверсии ж' = -ж,

у' == -1/, z' = -z, 1'0 получим орmогоНШlЬНУЮгруппу 0(3).
3. гpynIIы симметрии молекул, или точечные группы, состоят из не

которых ортогональных преобразований трехмерного пространства.

1) СМ. упр. 1.1.
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Например, группа симметрии молекулы, имеющей конфигурацию те

траэдра (как молекула метана СН4) состоит из 24 элеменrов: вращений

и отражений, переводящих верпmны тетраэдра друг в друга.

4. Группы симметрии кристаллов, или npocmpaHcmвeHHыe группы,

состоят из конечною числа ортогональных преобразований , из дис

кретных сдвигов (трансляций) и произведений этих преобразований.

Строго говоря, такой симметрией обладает лишь бесконечный кристалл

или модель кристалла с так называемыми циклическими tpаничными

условиями.

5. IPynпа nересmаН080К n символов, например координат n тожде

ственных частиц. Это конечная группа порядка n!.
6. Группа Лоренца L + состоит из преобразований, связывающих

координаты двух систем отсчета, которые ДВJqCYТCя друг относительно

друга равномерно и прямолинейно. эта группа включает в себя группу

вращений 0+(3) и зависит от 6 параметров: от трех углов, .определяю

щих взаимную ориентацию пространственных осей, и от трех составля

ющих скорости относительного движения. Требование инвариантности

уравнений движения относительно группы Лоренца ЯWIЯется следcrви

ем постулатов теории относительности.

Перечисленные группы, конечно, не исчерпывают всех rpynп, ко

торые находят применение в физике. Однако наше основное внимание

в дальнейшем будет уделено }L\feHHO этим группам.

4. Условии иввариаиrности уравнеНИЙ движении

Выясним теперь условия~ инвариантности уравнений движения фи

зической системы относительно преобразований ее группы симметрии.

В классической механике движение системы описывается уравнения

ми Лагранжа. Поэтому симметрия физической системы относительно

определенной группы преобразований находит свое выражение в ин ..
вариантности уравнений Лагранж:а (и дополнительных условий, если

таковые имеюrся) относительно этих npеобразованиЙ. Так как уравне

ния движения, записанные через ФУНIЩИlO Лаrpaнжа L, при тобом

выборе обобщенныхкоординат qi имеют всегда один и тот же вид:

d 8L 8L- - - - = О) (1.1)
dt дqi дqi

10 их инвариантность будет обеспечена, если этим свойством бу

дет обладать сама функция Лаграюка. Следует, однако, заметить,

что требование инвариантности функции Лаграюка является слиш

ком :жестким. Мы знаем, что уравнениядвижения не изменятся~ если

функцию Лагранжа. умножить на число или добавить к ней полную

производную по времени от произвольной функции обобщенных ко

ординат. Например, свойство сИмМе1Рииодномерногогармонического

осциллятора относительно взаимной замены координаты и импульса



4. Условия инвариантности уравнений движения 13

(так называемое касательное преобразование в классической механике)

соответствует изменению знака его функции Лагранжа

1 2 1 2
.L ="2Р -"2q .

в квантовой механике состояние физической системы описывается

волновой функцией ф(х, t) которая является решением уравнения

Шрёдингера:

- д
Н(ж)'Ф(ж, t) = ih дt 'Ф(ж, t). (1.2)

Поэтому симметрия квантовомеханической системы относитель

но некоторой группы проявляется как инвариантность уравнения

Шрёдингера относительно преобразований из этой rpyппы. Если груп

па симметрии состоит из преобразований конфигурационноro прост

ранства
I

Х =иж,

то проверка инвариантности уравнения Шрёдингера осуществляется

подстановкой

ж = и- 1ж', 1/J'(ж') = ф(u-1z'). (1.3)

Если уравнение Шрёдингера инвариангно относительно преобра

зования и, то после подcraновки (1.3) в (1.2) оно должно сохранить

прежний вид. Очевидно, что это будет ВЫПОJПIено, если эта подстановка

не изменит вид гамилътониана Н(х).
Теория групп дает возможность классифицировать состояния физи

ческой системы на основе только ее свойств симметрии, без решения

са'fИХ уравнеНИЙ движения. В этом и состоит ценность метода теории

rpупп, Так как известно, что даже приближенное решение уравнений

движения чаcro оказывается весьма трудоемким. Применяя теоретик.о

групповые методы, мы можем установить свойства симметрии ТОЧНЫХ

решений этих уравнеНИЙ и тем самым получить важную IПIформацию

о физической системе.

Не и...\tея сейчас возможности использовать аппарат теории групп,

мы все-таки поп:ьrraемся ПРОИJUIЮCТPировать эти соображения на при

мере из классической механики. Мы знаем, что в классической механи

ке классификация движеНИЙ данной системы проводится по значениям

интегралов движения. Покажем, что наличие интегралов движения обу

словлено симметрией системы относительно групп непрерывнhIX пре

образований. Рассмотрим систему материальных точек, функция Ла

гранжа которой инвариантна относительно группы трансляций в трех

мерном пространстве. это означает, что приращение функции Лагран

жа, обусловленное сдвигом

(1.4)
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должно бьпь равно нуmo. Считая а бесконечно малым вектором, мы

получаем

дL 8L
6L== L: - 6ri == а L: - == О.

. 8ri . 8ri
• •

Согласно уравнениям Лагранжа

8L d дL

дri dt 8ri)

и, следовательно,в силу произволъностиа мы будем·иметь

~"aL ==0
dt L...J 8r-

i I

или

(1.5)

(1.6)

(1.7)

д-LL: о:-:- == L:Pi = Р = соnst. (1.8)
i r. i

Таким образом, из инвариантности функции Лагранжа относитель

но трансляций в трехмерном пространстве следует, что полный импульс

системы ecrb интеграл движения.

Аналогично можно показать, что ИЗ требования инвариантности

относительно трансляций по времени следует, что энергия системы

есть интеграл движения.

Позднее мы докажем, что аналоrичные результаты справедливы

и в квантовой теории.

Упражнения

1.1. Доказать, что любое преобразование вращеНЮI трехмерного простран

ства может быть представлено в виде поворота на определеННЫЙ угол вокруг

некоторой ОСИ, проходящей через начало координат.

1.2. Показать, что из инвариантности функции Лаrpан.ж:а arносительно

rpyпnы трехмерны.х вращений следует, что полный момент количества движе

ния системы есть интеrpал движения.



Глава 11

Абстрактные группы

При исследовании оБIЦИX свойств rpуппы несущественна конкрет

ная реализация ее элементов (преобразованиями, матрицами, переста

новками и т.д.). Обозначив элементы гpyrmы некоторыми символами,

для которых задан определеННЫЙ закон умнож.ения, мы получаем так

называемую абстрактную rpyпny. В этой главе мы рассмотрим некото

рые свойства абстрактных групп.

1. Сдвиr по rpynпе

Пусть rpyпnа G состоит из т элементов 91,92, ... ,9т. Умножим

справа каждый из элементовrpуппы на один и тот же элемент 9i, или,
как говорят, произведем правый сдвиг по группе. Тогда мы� получим

последовательность

019i, 929i, ... ,9m9i· (2.1)
По.каж:ем, что в этой последовательности каждый элемент rpуп

пы встречается один и только один раз. Действительно, пусть 9' -
ПРОИЗВOJIЪный элемент группы. ОчеВИДНОt что О, = (g'9jl)9j, и) следо
вательно, элемеm 9' содержится в последовательности (2.1). Так как

число элементов в нашей последовательности равно порядку группы,

то каждый из элементов может содержаться в ней только по одному

разу. Таким же свойством обладает последовательность элементов

9i91, 9i92,··· ,9iOm,

получаемая с помощью левого сдвига.

(2.2)

2. Подrpуппа

Часть элементов группы G, которые сами по себе образуют груп

пу с тем же законом умножения, называют nодгруnnой rpyпnы G.
Оставшаяся часть rpyrmы G не может образовывать группы, так как

она не содержит, например, един~оro элемента.

3. Порядок элемента

Возьмем произвольнъlЙ элемент 9i rpуппы G и образуем различные

степени этого элемента 9j) 9l, 91, ... Так как мы рассматриваемконеч
ную rpуппу, то члены в этой последовательностиобязательнодолжны
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повторяться. Пусть, например,

k1 k2
9i =9i =91,

Тогда

и, следовательно,

k2-k } - Е9i -.

Наименьший показатель степени h, для которого имееt: место равен

ство

h
9i =Е,

называют nоряд"ом элемента 9;. Периодом или циклом элемента gi на

зывается совокупность элементов Oi, gl, ... ,9t = Е. Очевидно, период
элемента образует подгруппу группы G. Легко видеть, что все элемен

ТbI этой подгруппы коммутируют друг с другом, и, следовательно, эта

подгруппа будет абелевой.

Если h - порядок элемента Oi, то 0;-1 = о; 1. Поэтому для ко
нечных групп существованиеобратных элементов является. следствием

трех других групповых свойств.

4. Сопряженные совокупности

Пусть Н - подгруппа rpуппы G с элементами h1, h2,.·.) hm ;
т - порядок группы Н. Составим следующую последовательность со

вокупностей элементов группы G. Сначала возьмем элементы подгруп

пы Н, затем выберем из группы G какОЙ-ЮIбудь элемент 91, не содер

жamийся в Н, и составим совокупность элементов 91hl, 91 h2".· ,9thт,
которуюбудем обозначатьчерез 91Н. Выберем теперь из группы G эле-

мент 92, который не содержится ни в Н, ни в 01Н, и составим еще

одну совокупность 92Н. Мы можем продолжать построение таких со

вокупностей, пока не исчерпаем всю группу. В резулътате мы пoлytПlМ

следующую последовательность:

(2.3)

Совокупности элементов 9iH называют соnряженнымuсово"упностямu

слева по подгруппе Н.

Покажем, что построенные сопряженныесовокупности не имеют

общих элементов. Действительно, предположим, что в совокупнос

тях 9tH и 92Н имеется один общий элемент, например, 91 h l = 92h2.

Тогда 92 = 9t h th"2 1 == 91 hз, и мы получим, что 92 принадлежит со
вокупности 9tH. Но этот результат противоречитпостроению. Таким

образом, :к.aждый элемент груnпы G входит только в одну из сопря

женных совокупностей.
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Так как группа G содержит n элементов, а каждая из сопряженных

совокупностей т ЭJ[ементов, то т = 1. Число k называют инде"сом

подгруппы Н для группы G. Мы видим, ЧТО порядок подгруппы

ЯWlЯется делителемпорядка группы.

Аналогичнымобразомможно провестиразложениегpynnыG на со

пряженные совокупности справа:

Н, H9~, H9~,···, H9~-1' (2.4)

При построении сопряженных совокупностей имеется произвол

в выборе элементов 9i. Покаж.ем, что при любом допустимом выборе

элементов 9i мы получаем один и тот же набор сопряженных совокуп

ностей И, следовательно, одно и то же разложение. Этот результат не

посредственно следует из теоремы: две сопряж:еННЪJе совокупности 9;Н

и 9kH (9i и 9" - два любых элемента групIПd G) либо совпадают,

либо не имеют ни одного общего элемента. Действительно, если эти

совокупности имеют хотя бы один общий элемент 9iha = 9"h/J' то

9" = 9ihahpl и, следовательно, 9k Е 9iH. Но тогда любой элемент

совокупности9"Н представимв виде 9"h, := 9ihoh~lh, = 9ih6 И также
принадлежит сопряженной совокупности 9iH.

Таким образом, группа G может быть однозначно разложена на со

пряженные совокупности слева (или справа) по подгруппе Н.

5. СОDpJIЖенные элементы и класс

Пусть 9 - некоторый элемент группы G. Составим элеменr

g' = 9;99;1; 9i Е G. Элементы 9 и 9' называются соnряженны.м•.
Пусть теперь 9i пробегает все элементы группы G. Тогда мы полу

чим n элементов, среди которых MOryr оказаться. одинаковые. Пусть

число разных элементов равно k. Обозначим их через 91, 92, ... )9" ·
Очевидно, что эта совокуrrnость включает в себя все элементы груп

пы G, которые сопряжены с элементом 9. Легко показать, что

все элементы этой совокупности являются взаимно сопряженными.

Д ... -1 -1 "г -1
еиствительно, пусть 91 == 10990 , 92 = 9fj99p . J.ОГда 9 = 90 9190

-1 -1 -1 ( -1)-1
И 92 = 9р9а 919a!Jfj = 9fj9(!l 91 9fj9a ·

Совокупность всех взаимно сопряженных элементов называют клас

СОМ. Таким образом, элементы 91,92, ... ,9" образуюткласс сопряжен

ных элементов. Как м.ы ВИДИМ~ класс вполне определяется заданием

одного из элементов. Число элементов в классе называют порядком

класса. Всякая конечнаягруппа можетбьпь разбита на несколькоклас

сов сопряженныхэлементов. Единичны�й элемент rpynIПd сам по себе

образует хласс. Легко убедиться в ТОМ, что все элеменТhI одного и того

же класса имеют одинаковый порядок.
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Покажем, что совокупность произведений элементов двух классов

состоит из целых классов. Условно это может быть записано в следую

щем виде:

CiCj = L hijkC", (2.5)
k

где Ci - совокупность элементов i-ro класса, а hjjk - целые числа.

Прежде всего докажем, что есJПI элемент 9, Е CiCj, то И весь класс С"

в который входит gp, принадлежит совокупности CiCj. Действительно,

пусть О, = OiOj, gi Е Ci , g; Е Cj . Тогда при любом 9 Е G

g-lg,g ::::: g-Igigg-Igjg Е CiCj. (2.6)

для доказательства формулы (2.5) остается показать, что каждЫЙ эле

мент класса Ср входит в совокупность CjCj одинаковое число раз.

Пусть, например,элемент g, входит два раза, т. е.

(2.7)
причем

Oi # Oi', gj # gj'. (2.8)

Тогда каждЫЙ элеменг g'-lg,g' (о' Е G) будет содержаться в совокуп
ности CiCj не меньшедвух раз. Действительно,

O'-1g,g' = g,-lgjgjg' == (g,-lg.g')(g,-lgjg'), }
(2.9)

g,-IО,g' == 0,-10i,gj,g' = (g,-10i,g')(О,-10j,g'),

причем из (2..8) следует, что

'-1 , -J.. '-1' '-1' -J.. '-1, (2 О)9 gig -r 9 gi,g И 9 gjO -r О g;,o· .1

Ясно, что элемент g,-lg,О' не может содержаться больше чем два раза,
так как в противном случае с помощью аналогичного рассуждения мы

могли бы показать, что элемент Ор также встречается бwrьше двух раз,

что противоречит сделанному вначале предположению.

6. Инвариантная подrpуппа (нормальнЫЙ дeJIИТeJlЬ)

Пусть Н - подгруппа rpyппы G и gj Е G. Составим совокупность

элемеtпOв giHgil (элемент gi Фиксирован). Эта совокупность также
является группой, так как для нее выполняются все групповые аксио

мы. Такую подгруппу называют подобной подrpynпе Н. Если 9i Е Н ,
1'0 подобная подгруппа, очевидно, будет совпадать с Н. Однако, еCJПf

gi f/. Н, то в общем случае мы получим некоторую подгруппу груп

пы G, отличную от Н. В тех случаях, когда подгруппа Н совпадает

со всеми своими подобными подrpуппами, она называется инвариант

ной подгруппой или нормальным делителем. Инвариантную подrpуппу
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мы будем обозначать буквой N~· Из ·определения следует, что еCJПf

инвариаlПНая подгруппа содержит некоторый элемент 9 гpymrы G,
то вместе с IDIМ она содержит и весь класс, к которому принадле

жит 9. Поэтому говорят, что инвариaнrnаяподгруппасостоит из uелых

классов группы.

для инвариантнойподгруппы N группы G сопряженные совокуп

НОСТИ слева и справа совпадают. Действительно,

9iN == 9iN 9;19i =N9i, (2.11)

так как

9iN9; 1 =N. (2.12)
Всякая группа имеет две тривиальные инвариaнrные подгруппы:

первая совпадает с С~'\IОЙ группой, а вторая состоит из единичного эле

мента группы. грyIпIыI' не имеющие инвариантных подгрупп, отличных

от тривиальных, называются nростыми.

7. Фак.тор-rpуппа

Пусть N - инвар~антная подгруппа группы G. Разложим груnпy G
на сопряженные совокупности по группе N:

N, 9. N , 92N, ... ,9,,-.N.

Образуем теперь -совокупность 91N92N, которая состоит из различ

ных элемеlfГOВ 91nа92nр, когда Па И Пр независимо пробегают всю

подгруппуN. Легко видеть, что

9.N 92N == 91929i 1N92N = 9.92NN = 9.92N == 9зN. (2.13)

Если совокупность 91N92N называть произведеlDlемсовокупнос

тей 91Н и 92N, то можно сказать, что произведениядвух сопряженных

с N совокупностей дают опять некоторую сопряженную с N сово

купность. Далее, умножение (в указанном смысле) сопряженной с N
совокупности на N слева или справа не изменяет этой сопряженной

совокупнocrи:

N9 JN == 91911NgIN = 91NN =91N. (2.14)

для каждой сопряженной совокупности 9iN имеется такая сопряжен

ная совокупность9;lN, что их произведениеравно N:

9;INgiN = NN =N. (2.15)

Из этих результатов следует, что сопряженные совокупности инва

риантной подrpуnпы можно рассматривать как элементы некоторой

новой группы, в которой N иrpает роль единичного элемента. ЭТУ

груnпy называют фактор-группой по инвариантной подгруппе. Ее по

рядок равен индексу инвариантной подгруппы.
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8. Изоморфизм и гомоморфизм rpупп

Если между элементами двух групп существует взаимно однознач

ное соответствие, которое не нарушается при rpyпnовом умножении,

то такие rpуппы называются uз0морфны.м.. Пусть G и G - изоморф
ные группыI. Тогда, если элементам и; и g" rpуппы G соответствуют

элементы gi и g1c группы д:

gi +-+ 9i, 91с +-+ 9",
то

9i9" =91 +-+ 9, =9i9,,·
Установление изоморфизма групп позволяет свести исследование рас

сматриваемой группы к изучению другой грyIп1ыI' изоморфной С нею.

Другим важным понятием в теории rpyrm является понятие го

моморфизма. Если каждому элеменгу rpynпы G соответствует только

один определенный элемент группы д, а каждому элементу грyJпIы G
соответствует несколько элементов группы G, причем это сoorвeтсгвие

сохраняется при rpynповом умножении, то говорят, что rpуппа G
roмоморфна группе G. Гомоморфные группы обладают следующими

свойствами.

а) Если rpуппа G roмоморфна группе G, то единичному элементу

группы G соответствует единичный элемекr группы д. Действительно,
пусть Е - единИ':ПiЫЙ элемент rpyrmbl G, тогда для любого 9 Е G
Е9 = оЕ =9; пусть Ё и 9 - элементы из rpyJпIы д, соответствующие
Е и и, тогда, в силу гомоморфизма групп,

Во =йЕ =0,
orкyдa следует, что Е - единичный элемент JPYППЫ д.

б) Если rpуппа G гомоморфна группе G, то взаимно обратным
элементам группы G соответствуют взаимно обратные элементы груп-

ПЫ д. Действительно, пусть 9ig, = Е, тогда, в силу соответствия,

9ig" == Е.
в) Если rpуппа Groмоморфна rpynne G, 1'0 все элемеНТЫгруппыG,

которые соответствуют единичному элеменry грyJпIы д, образуют ин
вариантную подгрyrmy N rpуппыI G. Действительно, пусть единичному

- - I
элементу Е группы G соответствуют элементы !1i, !h, ... ,g, груп ..
пы G. Тогда произведению 9;9~ соответствует ЕЕ =Е. Следовательно,
9;9~ = g; и совокупность 91' o~, ... ,9~ зaмкнyra относительно груп
пового умножения. Согласно свойству (а) в ней должен содержаться

единИ':ПiЫЙ элемент. Так как единичный элемент Е ЯRЛЯется обратным
к самому себе, то, в силу (б), Д)IЯ каждого элеменra 9~ найдется обрат-

ный элемент и~. Далее, из равенства gEg-1 = Е, где 9 - произволъный
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элемент rpуппы д, следует 9U:9-1 = gj Д)IЯ произволъноro элемента 9
гpymIы G. УстанОШIенных здесь свойств совокупности !h, 92,··· ,9~ до
статочно, чтобы утверждать, что она образует инвариантную подгруппу

грynlIы G.
г) Если rpyппа Gгомоморфна группе G, то элементы группы G, со

ответствующие элементу 9i, образуют сопряженную совокупность N 9i ,
где 9i - любой из элементов группы G, соответствующих элемен

ту 9i, а N - инвариантная подгруппа, соответствующая единичному

элеметУ группы G.
для доказателъcrва этого свойства разобьем группу G на сопряжен

ные совокупности

N, 91 N , 92N , ... , 9k-1N.

Любому элементу совокупности 9iN соответствует элемент 9iE = 9i,
т. е. один и тот же элемент 9i группы д. Остается показатъ, что разным
сопряженным совокупностям соответствуют разные элемеНТhI. Пред

положим обратное. Пусть совокупностям 91N и 92N соответствует

один и тот же элемент 91 группы д. Тогда элементу 91192 соответ

ствует 91101 = Е, откуда следует, Ч70 91192 ·принадлежит N. Но тогда
-) I I

91 92 =9.. и 92 = 919", что противоречит исходному предположению

о том, что сопряженные совокупности 91N и 92N различны. Таким

образом, между сопряженными СОВОКУПНОС'DIми 9iN И элементами

групIIы Gимеется однозначное соответствие. Следовательно, группа G
изоморфна фактор-rpуппе по инвариантной подгруппе N.

На этом МЪ1 закончимрассмотрениеобщихсвойствК,онеЧНЪJХrpупп.

Ряд более специальныхтеорем будетдоказан позднее, непосредственно

в приложенияхметодов теории групп к, физическимзадачам.

УпражнеRИJI

2.1. Элемеюы Е, А, В, С, D, F образуют группу 56 шеcroro порядка

с таблицей умножения (первые множители сюит В cтpoKe t например, АВ == п):

Е А В С D F

Е EABCDF
А AEDFBC
В BFEDCA
С CDFEAB
DDCABFE
F FBCAED

а) Найти порядки всех элемеюов.

б) Найти подгруппы.

В) Разбить rpуппу на сопряженныесовокупности; убедиться В единствен

НОСТИ такого разбиения.
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г) Разбить группу на классы сопряженных элементов.

д) НаЙ11l инвариантные подгруппы. Убедиться, что сопряженные совохуп

1l0СТИ справа и слева для инвариантной подгруппы совпадают.

е) Написать таблицу умножения для соответствующей фактор-грymrы.

ж) Показатъ, что абстрактная группа 86 может иметь следуюпtие реализа

ции: rp}'lПIа перестановок трех элемешов и грYJПI8 матриц второго поряд'Ка,

соответствующих вращениям и отражениям на 1Шоскости, совмещающим вер

ШИНЪ1 равностороннего треyrоJIЪНИXa.

2.2. Доказать, чro порядок группы является целым крarnым порядка лю

бого ее элемеша.

2.3. Используя понятие порядка элемеlfl'8 rpyппыt построить таблицы

умножения для возможных rpупп третьего порядка, четвертого порядка.

2.4. Доказать, что все элементы одного класса имеют один и тот же

порядок.

2.5. Доказать, что любая подгруппа ИJЩекса 2 является инвариaнmой.

%.6. Доказать, что в совокупности 99.9-1, где 9 пробеraeт всю грyrшy,
каждblЙ элемеш класса, которому ПРlПiадлежит 9., встречается ОДlПiаховое

число раз.



Глава 111

Представления конечных групп

в первой главе мыI определили симметрию физической системы как

инвариантность соответствующих уравнений движения относительно

некоторой группы npeобразованиЙ. Каждое преобразование rpynпЪJ

симметрии этих уравнений вызывает определенное преобразование

их решений. Если уравнение инвариантно относительно некоторого

преобразования, то это еще не означает, что все его решения также

инвариантны по отношению к этому преобразованию.

Каковы возможные npeобразования: решений уравнения при опе

рациях из его ГPYJD1Ы симметрии? Оказывается, что отвеТИТЬ на этот

вопрос можно, опираяСЬ только на свойства самой rpуппы. Говорят,

что совокупность преобразований решений, вызываемых операциями

из группы симметрии уравнения, образует представление данной груп

пы. Далее мы дадим cтporoe определение линейного представления

, ГРУIПIЫ, а в качестве примера рассмотрим преобразования симметрии

для решеНИЙ уравнения Шрёдингера, принацлежащих одному и тому

же собственному значению энергии. В целом данная глава посвяще

на изучению общих свойств представлений группы и ее содержание

является важным для вcero последующего изложения.

1. Опредмевие представлеИИJI rpуппы

Рассмотрим некоторую конечную rpyпnу G с элементами 91,92,
... ,От. Если группа Т линейных операторов ~. в некотором про
странстве R гомоморфна группе G, то roворят, что группа Т образует

преДСТ8алениегруппы G. В силу гомоморфизма мы имеем

~.TIt = 71,,9.· (3.1)
Если пространerво R есть n-мерное векторное пространство Rn,

то любой его элемент z может быть разложен по портам е,=, образу

ЮIJD{М базис этого пространства:

z = Хlеl + Х2е2 + ... + хnеn .

Оператор T9t будет определен, если мы зададим его действие на кaждый

из ортов е". Пусть
n

Tg,e,= =L: D r,=(9a)er•

r==l

(3.2)



24 Глава 111. Представления "онечных групп

Мы видим, что каждому элементу gi нашей группы сопocraвляется

матрица IfDrk(gi)ll. Ясно, что единичному элементу rpулпы долж
на быть сопоставлена единичная матрица, а обратным элементам 
обратные матрицы. Похажем, что для матриц D выпOJПlЯется равенство

(3.3)

(3.5)

Действительно, применив к орту ek последовательно операторы ~1

и Tg., МЫ получим

Tg.Tg,e" =Tg•L: D,Ic(Uj)ef' =,
=L Drlc(gj)D/r(gi)e/ = L (L D/r(gi)Drlc(gj)) е/о (3.4)

/,' / ,
Но, с другой стороны,

Tg.~,e" = T!ltg,e" = L D/k (Ui9j)e/"
/

Сравнивая окончательные результаты в (3.4) и (3.5), мы видим, что ра

венство (3.3) действительно выполняется. Мы будем говорить, что мат

рицы D(gi) образуют представление порядка n фynnы G. Прост

ранство Rn называют lIространством представленuя, а базис в этом

пространстве - базисом представления. При действии оператора T!It
на произвольнъlЙ вектор ж пространства ВП мы получаем

Тg.ж =L xkTg.ek =L: X.D,k(Ui)e, =Е x~e" (3.6)
1с ' t,r r

где X~ == Е D,k(Ui)X". Рассмотрим, как изменяется матрица представ
k

ления, если в пространстве Rп выбрать новый базис e~, связанный
с базисом е" линейным преобразованием:

ej = L{V-l}kie~.
k

(3.7)

, - )для этого подействуем на орт ej операторомTg,. Исполъзуя (3.7 , мы
получим

- , ~ - ~
Tg.ej =L...J VtjTg.et = L...J VlcjD,t(Ui)e, =

Ic k"

=L VkjD,t{V-l}"е~ =L{V-lDV},jе~. (3.8)
t,B,'
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Таким образом, при переходе к новому базису матрицы представ

ления испыТhlВают преобразование подоБИЯ. Представление матри

цами V- 1DV называетсяэ"8и8шlентнымпо отношениюк предстаШIе
иию матрицамип ..

Если матрицы представления все унитарные, то представление

называют унитарными ..
Если группа матриц D(gi) изоморфна группе G, то говорят, что

матриuыIдают точное представлениеrpуппы G.

2. Примеры предстаВJIений

Среди представлений группы всегда имеется тривиальное тож

дественное представление, в котором каждому элементу группы со

поставляется единица.. Если элементами ГРУПIIhI ЯВЛЯЮТСЯ линеЙНЫе

преобразования, то матрицы этих преобразований сами дают пред

ставление, изоморфное rpуппе. эги два представления соответствуют

двум тривиальным инвариантным подгруппам, которые упоминалисъ

в предыдущйй главе.

для иллюстрации других представлений группы рассмотрим получе

ние одного из представлений группы матриц С собственных линеЙНЫХ

преобразований n переменных Zl, %2'· .... ,Жn :

Рассмотрим квадратичную форму

Е 4&J:ЖiЖt, aiJ: = aJ:i·

i,1c

(3.9)

(3.10)

Преобразование переменнъlX Жl, Ж2, ••• , Жn индуцирует преобразова

иие коэффициентов этой формы. Действительно, если мы произведем

подстановку

Жj = Е{с-l}j,ж~,
,

(3.11)

то получим выражение квадратичной формы (3.. 10) в новых (штрихо

ванных) переменных:

где

~ {C-1} '{c-1} I ~, I IL..J й.ilc ijЖj IclX' = L..J аj,Жj Х' 1

i,J:,;,l ;,1

aj, =Е{C- I };jt1it{С-
1
}l:l.

i,1:

(3.12)

(3.13)
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(3.16)

Вводя обозначение Ilaikll = А, мы можем записать преобразование

коэффициентов 4it в матричнойформе:

А' = C- 1*AC-1
, (3.14)

где C-1* - матрица, траспонированная относительно C- l
• Применим

теперь кпеременным Zl, Х2, .•• ,ХП последовательнопреобразования

С1 и С2. Тогда мы получим матриuу

А" == Ci l*A'Ci l = Ci1·C11*Ac11Ci1
,

или

А" = (C2CI)-I*A(C2CI)-1. (3.15)
Мы видим, что последовательное применение сначала преобразова

ния C1 и затем преобразования С2 эквивалеН1НО применению пре

образования С2Сl. Поэтому можно yrвeр:жцать, что преобразова

ния (3.13) коэффициентов квадратичной формы образуют представ

ление группыI С.

3. ПредстаВJIение rpynпы симметрии

уравнения Шрёдингера, реализующеесJl

на ero собствeRllltlX фynlЩИJlX

Так как нашей основной целью является рассмотрение прШIож:ений

методов теории rpупп к физическим задачам, то уместно сразу показать,

насколько важным для этих ПрШIож:ений окажется изучение предетав

леНИЙ группы. В качестве примера рассмотрим квантовомеханическую

систему, которая описывается уравнением Шрёдингера:

[- ;~ д + v(r)] t/J(r) =Et/J(r).

Предположим, что группа симметрии этой системы состоит из ортого

нальных преобразований и.,:

I
r =u,r.

как МbI знаем из главы 1, подетановка
-1 I

r == и, r

(3.17)

(3.18)

(3.19)

должна сохранять вид уравнения (3.16). Так как оператор Лапласа

инвариантен относительно любых ортоroнальных преобразований ко

ординат, то в результате этой подстановки мы получим

[-;~ дr' + v(u;l r )] t/J(u;lr) = Et/J(u;lr).
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в силу инвариантности уравнения Шрёдинreра относительно преОбра

зований и, должно въmолняться равенство

V(U;l r ) = V(r). (3.20)

Поэтому преобразованная волновая функция

ф'(r') = Тu,Ф(r) == ,p(u;lr ) (3.21)

также является собственной функцией уравненюi Шрёдингера (3.9)
с тем же собственным значением Е. Пусть Фl(r), ... ,Фlc(r) - ПОЛНЫЙ

набор оргонормированных собственных функций этого уравнения, со

ответствующих собственному значению Е. Докажем, что эти функции

образуют базис представления группы. Действительно, каждую из пре-

06разованных функций ТU• Фi(r) можно представитьв виде

k

Тu, ф&(r) =фi (u;l r ) = L: Dji(u,)фj(r). (3.22)
j=1

Функции Та,'Фi(r) (i = 1, 2, ... , k) также до.1DкныI бьпъ оprонорми
рованы, поскольку замена переменной с помощью ортогонального

преобразован~ (3.18) сохраняет условие оprонормированности:

JФi(u;lr)фj(u;lr)dТ =Jфj(r)фj(r)dТ =6jj . (3.23)

Отсюда следует, что матрицы IIDij(u,)11 дomкны быть унитаРНЫМИ.
Таким образом, каждому преобразованию и, ИЗ rpyпnыI симме1рИИ

уравнения Шрёдинreра сопоставляется унитарная матрица k-ro поряд

ка. Покажем, что эти матрицы образуют представлениегруппы. Пусть

и, и ut - два преобразования из rpуппы. Тогда при последовательном

примененШI их получим

k

= Фi(u,u,)-I r) =L: Dli(u,u,)Фl(r). (3.24)
1=1

с другой стороны,

k

Тu.Тutфi(r) =Ти• L: D j i(u,)1/Jj(r) =
i~1

k t k

=L: Dji(U,) L D'j(U')Фl(r) =L {D(u,)D(u,) }'iф,(r). (3.25)
j-:::l 1=1 1=1
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Сравнивая окончательные результаты 8 (3.24) и (3.25), мы полУчаем

D(u,щ) =D(u,)D(u,), (3.26)

что и требовалосъ доказать.

Важноcrъ изучения представлеНИЙ rpупn для данной задачи 38

ЮllOЧается в том, что каждому собственному значеЮlЮ энергии мы

можем сопостцить некоторое представление группы и установить

возможные типы симметрии волновых функций сисгемы, не решая

уравнения Шрёдинreра..
Перейдем теперь к изучению свойств представлеНИЙ конечных

групп.

4. Существование ЭКВИВ8JIевтиоro

унитарноro представлеИИJI

Докажем, что всякое npeдстаWIение конечной rpуппы эквивалентно

унитарному .
Пусть задано некaroрое предстаWIение D группы G, состоящей

из т элемеlПОВ 91, 92, ... , gm. Будем рассматривать матрицы пред

стаWIения D(9i) как матрицы преобразования в вeкropHOM п-мерном

пространстве Rп. Пусть Z(Жl' ж2, ..... ,Жn ) и У(Уl, У2, ... ,1In) - векторы
в этом пространстве. Скалярное произведение векторов определим, как

обычно:

(ж, У) = ЖIУl + Ж2У2 + ... + жnУп·

Преобразование D(gi) переводит вектор z в вектор z(i):

n

z(i) =D(gi)Z, ж~) =L Dо/J(gi)Жfj)
13==1

вектор у - в вeкrop y(i):

(3.27)

(3.28)

(3.29)

Допустим, что преобразование D(gi) неунитарное и, следовательно,

не сохраняет скалярное произведение (ж, у). Покажем, ЧТО в простраН

стве Rп можно так выбрать новый базис, что матрИЦhl Iфeобраэова

ния составляющих векторов этого пространства будут унитарными.

для доказательства усредним скалярное произведение (3.27) по срyrше,

т. е. составим выражение

m m

L(D(9i)Z, D(gi)Y) = L:(ж(i),у(i»).
i=l i=1

(3.30)
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Похажем, что (3.30) можно представить в виде

m

L(ж(i), y(i)) == (Lж, Ly),
i=l

(3.31)

где L - некоторое линейное преобразование. для этого запишем (3.30)
следующим образом:

t (D(gi)Z, D(g;)11) =(tD+(gi)D(gi)ZJ 11). (3.32)

m
МаТРШ1а Е n+(gi)D(gi) эрмитова и поэтому может быть приведена

i=l .
к диагональному виду с помощью некоторого унитарною преобразова-

иия У. Мы получим

откуда

m

d = у- 1 I: D+(9i)D(gi)У,

i==l

(3.33)

(3.34)

(3.36)

m

LD+(gi)D(gi) = Ydy-I,
i=1

где d - диаroнальная матрица.

Если ввести обозначения D(gi) = y-1D(gi)У, то мы можем напи
сать

m m

d = I: V-1D+(gi)Vу-1 D(g;)V = L jj+(gj)D(9i). (3.35)
i=1 i=l

Отсюдадиагональныеэлементы матрицы d равны

т n m n

~ "" -+ - ~ "" - 2daa = L..J L..J пор (gi)D/Ю (gi) = L..J L..J !Dj3a(gi)1 > о.
i=l ~=l i=l ~~I

Определимдиагональнуюматрицу d1/
2 с элемеJПами {dl/2}aa = ../daa 

Очевидно, что d1/ 2d1/ 2 = d. Используя самосопряженность матри
цыI dl/2, мы получим

m

~(ж(i),у(i») = (Уdу-1ж, 11) =
i=1 =(dl/2dl/2у-lж, v-11l) = (d1/2у- 1ж, dl/2 y -ly ). (3.37)



30 Глава 111. Представления "онечных групп

Таким образом, мы действительно имеем равенство (3.31), причем
искомое преобразование L имеет вид

(3.38)

Теперь мы можем доказать, что представление ФУIIIIЫ G, давае

мое матрицами LDL-1, ЯWIЯется унитарным. Сначала покажем, что

для произвольноro элемента 01: группы G

(3.39)

Действительно, согласно (3.30), (3.31)

т

= L(D(Oi)D(Ut)z, D(9j)D(9,)Y) =
i=1 m

== L (D(9iOJ:)Z, D(Oi9k)У ). (3.40)
1=1

Но мы знаем, что, когда элемент Oi пробегает всю группу, эле

мент OiOt также пробегает всю группу. Поэтому мы можем оконча

тельно написать

m

(LD(OIc)Z' LD(gJ:)Y) = L(D(ОI)Ж, D(!Jl)Y) = (Lz, Ly). (3.41)
I=L

Если теперь ввести векторы ж' == Lz и у' = Ly, то равенство (3.39)
можно представить в виде

Отсюда следует, что матрицы LD(g,,)L-1(0. Е G) действительно уни
тарные.

s. Приводимые и неприводимые представлеВИJI группы

Пусть в пространстве Rn задано представление D группы G. Если

в пространстве Rn существует подпространство RIc (k < п), инвариант

ное относителъно всех преобразований п, Т. е. если для z Е RIc имеем

пж Е RJ:, то представление наЗыS8ется nрuводШfЫМ. Выберем в качест

ве первых k ортов в пространстве Rn oprы подnpocтpaнства В". Тогда
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матрица представления должна иметь следующий вид:

D 11 D 12 '.. D l1c D 1t+l

D21 D22 ... D2t D2t+l

... D 1n

... D2n

п1&п

о

о

о

о о Dni+1 ••• пnn

Если же в пространстве R,. нельзя въщетпь инвариантное подпро

странство, то представление называется Henpuвoдuмым.

Покажем, tПо если приводимое представление D унитарно, то ор

тогональное ДОП01Пlение подпространства Rk, которое мы обозначим

через Rn-t, также инвариантноотносительнопреобразованийD. дей
ствительно, пусть ж Е Rt , У Е R,.-t. Тогда (ж, у) = о. в силу инвари

антности подпространства В" имеем

но

(D(g)z, у) =О) (3.43)

(D(g)ж, у) = (ж, D+(g)y) = (ж, n-1(g)y) = (ж, n(g-l)y) =0, (3.44)

откуда

D{g-l)y Е R,.-t. (3.45)

Когда 9 пробегает всю rpynпу, обра1ный элемеш g-1 также пробегает
всю фyrшy. Поэтому (3.45) выполняется для всех матриц рассматри

ваемого представления, и инвариантность Rn-Ic доказана. Если теперь

в качестве k первых ортов выбрать орты подпространства R", а в ка

честве последнихn-k ортов - oIJlы подпространства R,.-Ic, то матрицы
представления будут иметь следуюЩИЙ квазидиaroнальный вид:

D l1 D 12 D1t О О

D21 Ih2 D2I: О О

о о

о

о

о

о о D nlc+1 .,. Dnп

Если пространствоR может быть разложено на инвариантные под

пространства, в каждом ИЗ которых реализуется неприводимое пред

ставление, то представление D называют вполне npuвoдuмы.м. Матрицы
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этого представления при соответствующем выборе ортов имеют кваэи

диагональный вид:

О .•. О

о

о о

о

о

о ... о ·

Из проведенного рассмотрения следует, что

1) унитарное представление rpynпы всегда либо неприводимо, либо

вполне приводимо;

2) предсгавление конечной rpуппы или неприводимо, или вполне

приводимо (так .как оно эквиваленrnо унитарному).

Если представление D приводимо, то приведение его ма1рИЦ к диа

гональному виду осущесТRЛЯется, :как мы видели, с помощью перехода

к новой системе ОртОВ. Мы знаем, что в этом случае матрицы пред

ставления исIIЬПЫвают преобразование подобия:

D -+ V-lD~

где V - матрица, связывающая oprы старого и нового базисов

(СМ. (3.7». Поэтому условие npиводимости представления МОЖНО сфор

мулировать следующим образом. ПредставлеlПlе D ЯRЛЯется приводи

МhIM~ если существует такая неособенная матрица V t что матрицы

V-1DV ЯВЛЯЮТСЯ квазидиaroнальными.

б. ПерlWl Jleммa Шура

Сейчас мы докажем важную для приложений теорему (первую

ле~\IY Шура):

Матрица, ко.м.муmuрующаяСО всеми матрицамиHenpивoдuмoгonред

ставленuя, кратна единичной.

Пусть D(g) - ма1рИЦЫ неприводимоro представления порядка n
rpуп~ G, 9 Е G. ПреДПОЛОЖIL\f, что матрица М коммyrиpуетсо всеми

матрицами D(g):
MD(g) =D(g)M. (3.46)

Обозначим через Rn проcтpaнcrвo , в котором реализуется пред

ставление D(g). В пространстве Rn должен существовать по крайней

мере один собственНЫЙ вектор матрицы М. Обозначим его через ж.

Мы имеем

Мж=Аz. (3.47)
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Применим к вектору ж преобразование с матрицей представления D{f}):

D(g)ж = Жg • (3.48)
Получившийся при этом вектор Zg также ЯRЛЯется собственнымвеК

тором матрицы М с тем же самым собственным значением л. Дей

ствительно, в силу (3.46) мы имеем

MZg =МD(g)ж =D(g)Мж = ЛD(g)z =лжg • (3.49)
Отсюда следует, что подпространство собственных векторов матри

цыI М, соответствующих одному и тому же собственному значению,

инвариантно относительно преобразований п(у). Но так как по пред

ложению предстаШlение D(g) неприводи..\fО, то ЭТО подпространсгво

ДOJDКНO совпадать со всем пространcrвoм Rп, а матрица М, умножаю

щая любой вектор пространства. Rn на число Л, ДОJIЖНа иметь вид

М = (~...; .. ~...:.:.:...;
о о о ... л

Таким образом, теорема доказана.

Если представление вполне при1Jодимо, т. е. его матрицы име
ют квазидиaroнальНЫЙ ВИД, то всегда существует матрица, отличная

от кратной единичной, которая коммутирует со всеми матрицами этого

представлении. Легко проверить, что в качестве такой матрицы можно

взять диагональную матрицу, у которой диaroнальнъtе элементы, со

ответствующие различн:ым: блокам матрицы представления, не равны

друг дрyry.

Отсюда можно сделать заключение, что если единственной .мат

рицей, коммутирующей со всеми АШтрицами не"оторого представления

группы, является Mampull,D, "ратная единичной, то такое представление

nenpивoдu.мo.

7. BтopaJI Jlемма Шура

Пусть D(l)(g) и D(2)(g) - матрицы двух HenpUвoдUJНЫX Не3"вива
лентнblX представлении группы G порядка П( и п2 соответственно.

Тогда ВСЯ1ClJR nрямоугольная матрица М с nl столбцамu и n2 строками,

удовлетворяющаясоотношению

MD(l){f}) = D(2)(g)M (3.50)

для всех 9 Е G, до/lЖНа быть нулевой матрицей.

ДОlCIJ3аmельство. Возьмем эрмИfОВО сопряжение от обеих частей

равенства (3.50). мы получим

n(о+ (g)M+ =м+D(2)+ (у). (3.51)
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Если представления D(l) И D(2) унитарные, то мы можем написать

n(l)-J (у)м+=м+D(2)-1 (g) (3.52)

ИЛИ

(3.60)

(3.56)

(3.58)

(3.59)

n(1)(g-l)м+ = м+n(2) (g-l). (3.53)

Если элемент 9 пробегает всю rpуппу, то элеменr g-1 тоже пробегает
всю группу. Поэтому последнее равенство можно записать также в виде

n(l)(g)M+ = м+D(2)(g). (3.54)

Умножим обе части этого равенства слева на матрицу М:

Mn(l)(g)M+ =MM+n(2)(g).

Исполъзуяусловия (3.50), найдем

D(2)(g)MM+ = мм+n(2) (g). (3.55)

Orсюда согласно первой лемме Шура заключаем, что матрица ММ+

должна быть кратна единичной:

мм+::;: ЛЕ"2.

Здесь En2 - единичная матрица порядка n2.
Рассмотрим теперь три возможных случая: 1) nl = n2, 2) n2 > nl

и 3) nl > n2.
1) nl = n2. В этом случае матрица М обязательно ДOJDКНa бъпь осо

бой, т. е. detМ = о. Действительно, в противном случае из равенства

(3.50) мы получили бы условие эквивалентности представлений:

n(l)(g) = m-1D(2)(g)М. (3.57)

Вычисляя теперь определители обеих частей равенства (3.56), мы по

лучим

detM detM+ = лП2 = о,

откуда л = о. с другой стороны, из (3.56) находим

А == L MjMij =L IMij12.
1 1

И, следовательно, л может равняться нуmo только в том случае, если

все матричные элементы Mij равны НУJIIO.

2) n2 > nl. ДополнимматрицуМ до квадратной n2 - nl нулевhIМИ

croлбцамии соответственноматрицу м+ таким же количествомнуле

вых строк. Новые матрицы обозначимсоответственночерез М и м+.
Ясно, tПО для этих матрицтакже выпалняетсяравенство (3.56):

- -+
ММ = >.Еn1 •
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Согласно построению матриц М и м+

.-. -+
detM = detM = О.

35

Поэтому, повторяя рассуждение, относящееся к первому случаю, мы

опять получим

Mit = О. (3.61)

3) n2 < nl. Эror случай сводится к предыдущему, и рассмотрение

его мы предоставляемчитателю.

При доказательстве леммы Шура мы использовали унитарность

представленийD(l) и D(2). Покажем сейчас, что это оrpаничениеявля
ется несУЩественным.Мы знаем, что всякое представлениеконечной

группы эквиваленmо унитарному. Пусть, например, D(l) и D(2) 

неунитарные представления. Всегда можно найти такие неосоБыe мат

рицы V и W, что представления

п(О =V- 1D(I)V, п(2) =W- 1D(2)W (3.62)

будyr уже унитарными. Тогда условие (3.50) может бъпь предетавлено

в виде

(3.63)

Отсюда мы получаем

или, вводя обозначение N = w-1мv ,
N n(1) = п(2)Н,

(3.64)

(3.65)

и задача, таким образом, сводится к рассмотренной выше. Матрица N
может быть только нулевой. Но если матрица N нулевая, то, конечно,

и матрица М = W NV- 1 также будет нулевой.

8. Соотношение ортоroнальности Д1UI матричнwx

элементов вепрввоДllМblX представлеВИЙ

С помощью первой и второй лемм шура можно получить не

которые соотношения меж.ror матричными элемеmзми неприводимых

представл~ний rpуппы.

Пусть D(i)(g) И D(j)(g) - матрицы двух неприводимых неэквива
лентных унитарных представлений rpуппы G, сосгоящей из т элемен

тов. Обозначим через Па И nj порядки этих представлений.Докажем,

что между элементами матриц D(i) и D(J) существуют следующие
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L D~~(g)d!J(g) = о,
gEG

" (i)() r;{i) ) тLJ D pv 9 Da{j(g = - брабV{j.
gEG ni

Доказательство.Составимматрицу

(3.66)

(3.67)

м = L D(i)(g)XD(j)(g-l),
gEG

где Х - ПРОИЗ8ОЛЬНая матрица с ni строками и nj столбцами. Дока

жем, что матрицаМ удовлетворяетсоотношению

(3.68)

Действительно,

D(i} (у')М = D(i)(g') L D(i) (g)XD(j) (g-l) =
gEG

= L D(i) (g')n(8) (g)XD(j) (g-l)DU) (g'-l)D(j) (у') =
gEG

= "2: D(')(у,о)хnи) (g'g)-l)n(j) (у') =
gEG

= L D(i)(у")хnи) (g"-l)n(j)(g') =Mn(j)(g').
g'EG

Orcюда согласно второй лемме Шура следует, что М

матрица, Т. е.

нулевая

(3.69)

Так как матрица Х произвольна, то мы можем положить X.1e =1, если
s == 11 И k = /Э, и Х.1: = О Д1IЯ других значений индексов s и k. Тогда

мы получим

L D~(g)Dg2(g-l) = о. (3.70)
gEG

Заметим, что до сих пор мы не предполагали унитарности представ

лений. Поэтому равенство (3.70) справедливо также для неунитарных

представлений. Если же представления D(i) и D(j) унитарные, то
из (3.70) мы получаем соотношение (3.66).
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(3.71)

(3.73)

Перейдем теперь к доказательству второго соотношения ортоro

налъности.

Составим матрицу

N =: L D(i) (g)XD(i) (g-l ).
gEG

Здесь Х - произволъная квадраrnзя ма1рица порядка Па' Аналогично

можно показать, что она коммутирует со всеми матрицами неприво-

димою представления D(i). Следовательно, по первой лемме Шура
матрицаN крата единичной, т. е.

Npa =L L D~~(g)Х,tD12(g-1) =>'брао (3.72)
gEG ,.):

Выберем теперь такую ма1рИЦУ Х , у КОТОРОЙ единственный ОТЛИЧНЫЙ

ОТ нуля элемент Х,,/3 равен 1. Соответствующую KOHcraнтy ~ обозначим

через A"fj. Тогда получим

L D~t(g)Dg~(g-l) = >."fJбра.
gEG

Для: определения >',,/3 По"'10ЖИМ в этом paвeHcrвe Р =Q И просуммируем

обе его части по Р от 1 до n•. Мы получим

L LD~Z(g)Dg~(g-l) =>'lIfJRi

gEG IJ

или

L D:;~(E) = Dl'fJrn = Av/3ni.
gEG

Отсюда находим, что

Таким образом, мы имеем

(3.74)

(3.75)

(3.76)

(3.77)

(3.78)

'" (i)() (i) ( -1) тL...J DlJv 9 D/3o 9 =61J0611/3;:.
~G I

Если представление D(i)(g) унитарно,то из (3.77) мы получаем (3.67).
ДоказанНhIе нами соотношения ортогоналъности (3.66) и (3.67)

MOryr быть объединенwв QДНОЙ формуле:

L (i)() n(i)() тD p" 9 D(J/3 9 = - Dij6раб"fj'n·
gEG •



38 Глава 111. Представления "oHeatHых групп

Соотношение (3.78) MOJ,КНO интерпретировать как условия ортоro

нальности и нормировки системы векторов в т-мерном пространстве.

КаждъlЙ из этих векторов характеризуется тремя индексами: i, р, JJ,

а его составляющиеравны элементамматриц неэквиваленrныхнепри-

ВОДИМЫХ предстaвnенИЙ. Вектор D~t, например, имеет составляющие
(i) (i) (i)D/W(gl), DII,,(g2), ... ,DplI(gm). Число таких векторов, соответствую-

щих одному неприводимому представлению, скажем D(i) , равно n;.
Поэтому общее число ортонормированных векторов В этой системе

равняется

~nf,
i

(3.79)

где суммирование проводится только по неэквиваленrnым неприводи

мым представлениям. В силу ортогональности все эти векторы должны

быть линейно независимыми. Так как число mmейно независимых век

торов не может превышать размерности векторного пространства, то

(3.80)

Отсюда, в часrnости, мы получаем важное утверждение о том,

что число различных неприводимых представлений конечной группы

конечно. В п.l0 этой главы мы покажем, lfi'O в действителън~всегда

имеет место равенство

(3.81)

9. Характеры преДCТ8ВJIеНИЙ

Введем понятие хара1Сmера представления. Характером представле

ния D(g) называют функцию элементов rpуппы, определенную фор

мулой

x(g) = ~ Dii(g) = SpD(g). (3.82)

Выясним некоторые свойства характеров представлеНИЙ.

а) Эквивалентные предста.аления имеют одинаковые характеры, так

как след матрицы инварианген относительно преобразования подобия

и, следовательно, Sp y- 1D(g)У = Sp п(о).
б) Xapaкrepы матриц представления, соответствующие элементам

одного класса, совпадают.

В) Характеры неприводимых преДСТ8влеНИЙ обладают свойством

ортогональности:

L X(i)(g)X(j)(g) = m 6ij,

gEG

(3.83)
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где X(i)(g) и хи)(у) - характеры неприводииыx представлеНJfЙ n(i)

и DU) соответственно. Учитывая свойство а), достаточно провести
доказательство(3.83) для унитарных представлений. Из (3.78) мы имеем

:L: D~t(g)d!l(g) =т {;ijб,lа. (3.84)
gEG n;

Просуммируемобе часги этого равенствапо р, и ПО Q. Тогда получим

L X(i) (g)X(j)(g) = тnjбjj = тбjj , (3.85)
,Ей ni

что и требовалосьдоказать.для элементоводногои того же класса х(у)
имеет одно и то же значение. ПоэтомуполученноесооТношениеможно

также записать в виде

~ k X(i)X-U) - т ~..L.J 6 6 6 - иl] , (3.86)

(3.87)

где k. - число элементов в классе С" а x~i) - значение характера
представления, соответствующее элементам этого класса.

г) Характер npиводимоro представлеЮIЯ D равен сумме xapatcrepoB
неприводимых npeдставлеНИЙ, на которые оно может быть разложено.

для ТОГО чтобы это стало очевидным, достатоtfilо вспомнить квазидиа

гоналъный вид приведенноro представления, а также учесть свойство а).

Если обозначить через X(g) характер приводимоro представления, ТО

х(у) = L rjx(j)(g),
j

где число rj показывает,сколько раз неприводимоепредставлениеD(j)

входит в разложение приводимого представленияD. Из условия ор

roгональности (3.83) характеров мы легко получаем очень важную

для приложений формулу

Т; = ~ :L: X(g)X(j)(g). (3.88)
gEG

Отсюда, в частности, следует, что разложение приводимого представ

ления на неприводимыe части может быть выполнено единственным

образом.

Разложение приводимого представления' D на неприводимые мы

будем символически записывать в виде суммы:

D = 'L$TjD(j).

j
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(3.89)

(3.90)

Значок ЕВ над знаком суммы должен напомнить, что вь.rpаж:ение,

стоящее в правой части равенства, не является суммой матриц в обыч

ном смысле.

10. РеryJlJlриое представление

Введем понятие регуJlJlРНого представления. Пусть задана грYJПIа G.
Возьмем произвольный ее элемент у, и произведем операцию сдвига

по группе, т. е. каждыЙ из элементов rpynnы умножим слева на о•.
Тогда, как мы знаем (см. п.! главы 11), если g. f:. Е, то ни один из эле

ментов rpуппы «не останется на месте». Если же 98 = Е, то никакого

сдвига не произойдет.

Сдвиг, соответствуюЩИЙ любому элементу у" можно формально

записать с помошью матрицы "Rij(g,),1 порядка т

g,gj = L Rti(g.)9t.
t

Очевидно, Ч1О в каждом столбце матрицы R имеется только один

элемент, отличный от нуля и равный единице. Если 9,9j = gj, то

Rji(9,) = 1, а Rti(g.) = о при t =1- j. Матрицы R(g,), построеЮlЫе
таким образом, дают представление порядка т rpyrmbl G, которое

называется регулярным.

Из определения реryлярного представления следует, что его харак

теры таковы:

Х(В)(У8) = т, если У8 =Е, }
X(R)(g.) == О, если у, :f. Е.

Разложим регулярное представление на неприводимые части, Т. е.

выясним, сколько раз в нем содержится каждое неприводимое пред-

ставление nи) .для этого воспользуемся фоРмуЛой (3.88). Мы получим

или, согласно (3.90),

Т; = ~тхШ(Е) =ХШ(Е) =nj.
т

(3.91)

(3.92)

Таким образом, мыI ВИДИМ, что каждое неприводимое представление

содержится в регулярном представлении столько же раз, каков порядок

этого неприводимоro представления.

С помощью этой теоремы мы можем выразить порядок регу

лярного представления через порядки неприводIL\fых представлений,
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(3.93)

на которые оно распадается. Мы получим

~n~=т.
;

Вспомним теперь, что выражение, стоящее в левой части этого

равенства, определяет число ортоroнальных векторов D~J. МЫ видим,
что это число совпадает с размерностью векторного пространства,

в котором реализуется регулярное npедсгав.ление. Поэтому векторы D~J
образуют в нем полную систему. Этим результатом мы воспользуемся

в следующем пункте для до:казатeлъcrвa теоремы о числе различных

неприводимых представлений конечной группы.

11. Число иеприводимых npедставлеиий

Характеры представления X(gL), x(g2), ... , X(gm) также можно рас

сматривать как составля::ющие вектора в т-мерном пространстве Rm.
При этом характеры неприводимых предста.влениЙ, как это следу

ет из (3.83), образуют систему ортонормированных векторов. Так как

для элементов одного класса характеры совпадают, то все такие векторы

принад.лежат подпространству Rx пространсгва Rm. Пространство Вх
характеризуется тем, что состаВЛЯЮIЦИе векторов, соотвeтcrвующие

элементам одного класса, совпадают друг с ДРУГОМ. СостаВЛЯЮIЦИе

произвольноro вепора F(F(gl), F(g2) , ...) подпростра.нства Вх обла

дают свойством

(3.94)

при любых g' и 9 из rpуппы G. Так как число различных соста&1JЯ

ющих вектора F не может превышать числа классов в группе G, 1'0

максимальноечисло х линейно независимыхвекторов в подnpocтpан

стве ВН равно числу классов в группе. Покажем, что произвольный

вектор F подпростра.нства Rx может быть разложен по векторам хи),
соответствующим неприводимhIМ представлениям rpynnы G.

Так :как вектор F принадлежит пространству Вт, то он может быть

разложен по ПOJDfой сиcreме векторов D~J, и ДЛJl составляющих этого
вектора будем иметь

F(g') =~C~D~J(g').
j,a,fj

ИСПWIЪЗуясвойство (3.94), мы можем написать

F(g') =F(g-lg'g) =~ C~D~JVJ-lglg).
j,a,{J

(3.95)

(3.96)
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Усредним полученное равенство по элементу g. Тоrда получим

F(g') = ~ 2: 2: С~JD~J(g-lg'g) =
9 j,o,{J

= ~ ~Е c~J ~ D~Нg-l)D~)(g')DW(g) =
9 i,O,IJ 1,6

_ 1 "и) n{;) и) и) I
- - ~ LJ CapD70,(g)D6{J(g)D7,(g)·
т . А

9 1,а,р,7,6

Используя соотношения ортогоналъности (3.67), МЫ получим

, _ 1 " и) т (j) ,
F(g) - - LJ CO,p~ б16бОfjD16(g) =

т. А 6 N,
',0',р,7,

= 2-~ с!!2 т D~;(g') = L BjX(j) (s'),
т j,0',6 nj j

где

(3.97)

(3.98)

B·-~LCU)1 - 0,0,.
n·, а

МЫ ВИДИМ, что произвольный вектор F Е Нх может бhIТЪ разложен

по векторам х(}). Отсюда следует, что система векторов хи) является
полной в подпространстве Ях, и, следовательно, число этих векторов

равно числу i( классов группы G.
Таким образом, мы получаем важную теорему: число ра3JIUЧНЫХ

Henpuвoдuмыx представлении группы равно .,ислу ее lCЛаССQ8.

12. вычIIJlевиеe характеров веприводимых представлeнd

Мы знаем, что характеры неприводимых предетавлеНИЙ удовлетво

рJIЮТ соотношениям ортоroнальности и нормировки (3.83). Кроме того,

разбивая порядок группы т на )t квадратов целых чисел, мы можем

найти согласно (3.93) порЯДЮI неприводимых представлеНИЙ, которые,

очевидно, равны xapaктep3J.\f этих npeдставлеllИЙ, соответствующих

единичному элементу группы. Однако в общем случае этих условий

недостаточно для однозначного определения значений всех характеров

неприводимыx представлеНИЙ. Покажем сейчас, что для характеров

неприводимых представлений можно ДОПOJDiительно получить:квадра

ТИЧНЬ1е соотношения, которые позволяют решить задачу. В главе 11
бьmо доказано, что всевозможные произведения элеменroв двух клас

сов группы образуют совокупность, состоящую из целых классов этой
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группы. Этот результат был записан нами в виде равенства (2.5):

С.С; =L h,jlcClc. (3.99)
k

Рассмотрим теперь одно из неприводимых npeдставлений D<P)
поряд.ха Пр группы G. Составим произведения матриц ЭТОГО пред

crавления, соответствующих npoизведениям элементов, образующих

совокупностьCiCj:

D<P)(9i)D(P)(9j), 9i Е Ci, 9j Е Cj.

Напишем теперь матрицы представления п<Р) ~ соответствующие эле
ментам совокупности Е hi;1cCI;. Очевидно, что в силу (3.99) постро

Ic
енные таким образом СОВОкyIПfОСТИ матриц представления должны

совпадать. Ясно, что будет иметь место равенство

L n(P)(gi)D(P)(9;) = L ha;IcD(P) (91с)·
"ЕС, 9tECt
9,ЕС,

Если ввести обозначение

s1") == L D(P)(9i),
9,ЕС,

то формула (3.100) может быть переписана в виде

Si(P)SY) = L hijlcSr).
lс

Но матрицы SY') кратны единичным (см. ynp.3.3):

sl.!) =~~)Еп •
• 8 l'

Найдем след матрицыSr). с одной стороны, мы имеем

SpS?) = L SpD(P)(9i) = ~X~),
91ЕС.

где ki - число элементов в классе С;. С дрyroй стороны,

Sp SY') == np~r)·

Поэтому,

(3.100)

(3.101)

(3.102)

(3.103)

(3.104)

(3.105)

(3.106)
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(3.107)

Подставляя (3.103) в (3.102) и ИСПWIЪЗуя (3.106), мы получим соотно

шения

(р) (р) - ~ (р)
kikj'X.i 'Х.; - Пр LJ h.j,k,'X., ,

1

которым должны удовлетворять характеры неприводимых предcrавле

ний. Практически, как правило, нет необходимости решать эти урав

нения, поскольку характеры представлений большинства конечных

групп, ИСПО.1IЪЗуемых в приложениях, вычислены и затабулированы.

Упражнения

3.1. Доказать, что любое предетаВJIение простой группы (Т. е. группы

без нормального делителя) изоморфно самой rpyппе.

3.2. С помощью первой леммы Шура доказать, что все неприводнмые

представления абелевой грynпы первого порядка.

3.3. С помощью первой леммы Шура доказать, что сумма матриц непри

водимого представления, соответствующих элементам одного класса, кратна

единичной.

3.4. Построить матрицы регулярного представления для группы шестого

порядка (см. ynp.2.1). .
3.5. Доказать, что обратным элеметам соответствуют КОМI1Лексно сопря

женные характеры представления.

3.6. Доказать, что равенство ~ Е x(g)x(g) == 1 является достаточным
9

условием неприводимости представления.

3.7. Доказать, что сумма по группе матричных элементов любого неприво

ДИМОГО представления, кроме тождественного, равна нулю.



Глава N

КОМПОЗИЦИИ предстаВJIенИЙ

и прямое произведение групп

Перед тем как переходить к приложениям, введем еще понятие

композиции, или прямоro произведения, представлений rpynnы и по

нятие ПРSIМого произведенИJI rpупп. С этой целью введем сначала

понятие прямого произведенИJI матриц.

(4.1)

(4.2)

1. ПРJIМое произведение матриц

Пусть имеются две квадратные матрицы: матрица А порядка n
и матрица В порядка т с элементами

aik (i, k == 1, 2, ... ,n), }
Ьор (а, р = 1, 2" .. )т).

ПРЯМЫМ nроuзведенuе.м матрицы А на матрицу В называют суnер.мam

рицу А х В порядка n, (i, k)-й элемент которой есть матриuа 4i,B
порядка т. для примера напишем ПРJL\fое npoизведениедвух матриц

второго порядка:

(
411 а12) х (Ь1l
421 а22 ~1

b12) == (411В 412B) ==
Ь22 а21В 422В

ан bl1 411 Ь12 а12611 412Ь12

4l1~1 41l~2 412Ь.21 412~2

а21 ыl 421b12 422ыl а22Ь12

421~1 421~2 422~1 4nЬn

МЫ ВИДИМ, что элементами матрицы А х В являются всевозможные

произведения элементов матриц А и В. для нумерации строк и столб

цов прямого произведения двух матриц удобно использовать не один,

а два индекса. Тогда мы можем написать

{А х B}ia,kp == 4ikbap. (4.3)

Очевидно, что порядок прямоro npoизведения матриц равен произве

дению порядков сомножителей.

Из определения прямого npoизведения матриц следует, что пря

мое произведение диагональных ма1plЩ будет диагональной матрицей,

а прямое проиэведение единичных матриц - еДИЮlЧНОЙ матрицей.
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Рассмотрим некоторые свойства npямоro произведения матриц:

а) ЕCJDI АО) и А(2) - матрицы порядка n, а B(l) и в(2) - матрицы

порядка т, то

(A(l) Х B(I)) (А(2) х в(2)) =A(l) А(2) х B(l)в(2). (4.4)

для доказательcrва напишем (ia, k{J)-Й элемент для левой и правой

частей этого равенства. Элемент матрицы, написанной слева, равен

Элементматрицы, написаннойсправа в формуле (4.4), можно предста

вить в виде

(4.6)

иt следовательно, он равен соответствующему элементу матрицы, сто

ящей в левой части формулы (4.4). Таким образом, мы видим, что

формула (4.4) действительно имеет место.

б) Если матриuы А и В унитарные, то маТРlЩа А х В тоже

унитарная.

Действительно, из свойства а) следует, что

с дрyroй CТOpoHbl t очевидно, что

(А х В)+ = А+ Х в+.

(4.7)

(4.8)

Так как матрицы А и В унитарные, то А+ = A-1, в+ == в- 1 , И мы
имеем

(А х В)+ = А+ Х в+ = A-1 Х в- 1 = (А х в)-l, (4.9)

что и требовалось доказать.

мы ввели понятие прямоro произведения для квадратных матриц.

Однако иногда оказывается полезным понятие пря:моro npoизведения

прямоyroльиых матриц, которое определяется так же, как и для квад

ратных. Ясно, что MOIНO рассматривать прямое произведение не двух,

а произвольноro числа матриц.



2. Композиция представлении группы 47

2. КОМПОЗИЦИJI предcтaВJIенd rpуппы

Теперь мы можем ввести понятие композиции, или nрямого произве

дения, представлений rpуппы.

Пусть заданы два представления D и D' (не обязательнонеприво
димых) группы а. Мы будем рассматривать матрицы этих представ

лений:как матрицы преобразованийсоответственнов 11- И '2-мерных

пространствах В'1 и В'2. Тогда для ортов и, пространства Н,. имеем

TgUi = L Dma:(g)um , (4.10)
т

а для ортов "k пространства Rl2 получим

i:17k =L D'nlc(g)Vn.
n

(4.11)

Выберем в пространcrвe ~. вектор ж (Zl' Ж2" .• , ж,.), а в простран

стве Н'2 вектор !I (Yl, У2,··· 'У'2)' Образуем 1112 произведений ZiYk
соста.вля:ющих векторов ж и '11 и будем рассматривать эти числа как

компоненты вектора в пространстве R'.12' этот вектор будем называть

прямым произведением вeкrOpoB ж и у. Пространство R'.11 будем на

зывать прЯМЫМ npoизведением прос1рЗнств Rl. и Я'2 И обозначать через

R,J х В'2. Ясно, что базис пространства Н,. х Н'2 может быть образован

из прямых произведений базисных OprOB Ui И Vk пространств ~1 и Н'2 :

1Dii = Ui Х 17k. (4.12)

ОпредеJDIМ теперь линейные операторы 7;', действующие впростран 
стве Rl1 Х R12 ' формулой

Тg'WiJ: =~Ui Х f;17J: = L Dтi(g)Um Х D~k(g)Vn =
т,п

= L Dmi(g)D'n1c(g)1Dmn. (4.13)
т,П

Мы вИДИМ, что операторам f',' соответствуют матрицы, являющиеся

прJIМЫМ произведением матриц D(g) и D'(g) .
Проверим, что матрицы D(g) Х D'(g) образуют представление груп

пы а. Действительно, пусть g.;g" =g" так что

D(gi)D(gk) =D(gl), } (4.14)
D'(gi)D'(gk) = D'(gl).

Тогда, используя свойcrво а) прямоro произведения матриц, мы по

лучим

(D(ga:) х D'(ga:») (D(gk) х D'(gk») =
=(D(g.;)D(g,,») х (n'(gi)D'(gk») = D(g,) х п'(т). (4.15)
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(4.16)

(4.17)

(4.20)

Представление матриuами D(g) Х D'(g) называют"омпозициейили пря

мым произведениемпредставленийD(g) и D'(g). Если представления D
и п' унитарны, то по свойству б) их прямое произведение также
унитарно.

Если представления n(i) и nи) непривоДИМbl, то их прямое про
изведение оказывается в общем случае приводимым. Разложение ком

позиции представлений на неприводимые представления называется

разложением Клебша- Гордана:

n(i)(g) х D(j)(g) = I:
Ф

'Yij/n(l) (g),
1

где D(l)(g) - неприводимыe представления группы G. Мы знаем, что
с помощью соотношеНИЙ ортоroналъности для xapa.кrepoB неприво

димых представлений и по извеcтныM характерам приводимого пред

ставления можно определить, столько раз в нем содержится каждое

неприводимое представление. Используя формулу (З.88)t мы получим

'Yij. =~ 2: ~·)(g)х(iЛ(g),
9

где через х(iЛ(g) обозначены характеры представления n(i) х DU).

Найдем выражение для характеров x(ij ). Так как элементы матрицы
n(i) х nи) имеют вид

{ D(i) Х пи)} - n(i)DU) (4.18)
la,1cfJ - '1с a(3)

то характер X(i j ) этого представления, очевидно, равеН

х(iЛ(g) = Sp (D(i)(g) Х n(t)(g» = I:{n(i)(g) х nU)(g) }/а,/а =
1,0

= 2: D~:)(g)D~J(g) = X(i)(g)X(j)(g). (4.19)
1,0

Таким образом, характер композиции двух предста.влеНИЙ равен

произведению характеров сомножителей. Подстав.ляя: этот результат

в формулу (4.17), мы получим

'Yij. = ~ I: x.<·)(g)X(i)(g)X(j)(g).
9

Пусть композиция неприводимых представлений D(i) и nи) раз
ложена на неприводимыечасти, так что матрицы этого представления
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имеют квазидиагональный вид. Мы знаем, что такое разложение полу

чается в результате перехода к новому базису. В нашем случае это про-

исходит в результате перехода от базиса 'Шр" = и~) х t1~) К базису w~'7'),
где значок s нумерует неэквивалентные неприводимыIe представления,

а индекс 1, yчJпыIает кратность неприводимоroпредставления D(') ,
причем новые орты ЯВЛЯЮТСЯ линейной комбинацией старых:

W~·7.) = ~(ip, jkls, 1" q)u~) х ,,~). (4.21)
р,lc

Коэффициенты (ip, jkls, 1" q) в этой формуле называют коэффици

ентами Клебша-Гордана или коэффициентами Виrнера.

Если орты W~'7~) И u1i
) Х "'~) образуют ортонормированные базисы,

то связывающая их матрица с элементами (ip, jkls, 1" q) должна

быть унитарной. В этом случае для коэффициентов Клебmа- Гордана

выполняются следующие условия ортогональности:

L (ip, jkls, 1" q)(ip, jkls', 1:, q') == 6qч 6", 61.1-' (4.22)
р,"

L (ip, j"lS,1" q)(ip', jk'rS,I" q) = 6ур 6lclc, ..

',7.,1

(4.23)

Аналогичным образом может быть рассмотрена композиция трех

и большего числа предстаWIенИЙ.

3. Прямое произведение групп

Введем понятие прямого произведения rpyrm и исследуем непри

водимые представленияпрямого произведения.

Пусть заданы две группы: G(l) с элементамиgi1) и G(2) с элемента-

ми g~2). Определимновую группу G(l) Х G(2) , элементами которой явля-

ются пары (gi1) , g~», причем порядок расположения элементов в паре

несуществен. Такая группа называется прямым nроuзведенuем групп G(l)

и G(2). Закон умножениядля нее определяетсяследующимобразом:

(п!Р. п~»(п~), п~) = (g~J, п~}). (4.24)
где

п~} = gil)g~), п~} = g~2)g~). (4.25)

Легко показать, что единичный элемент прямого произведения групп 
это пара единичных элементов сомножителей. обратным элементом

по отношению к (gi1), gg) будет ЭJ1емент (gi1)-l, ggH). Важной ре
ализацией прямого произведения двух групп является случай, когда
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rpynIThI G(I) и G(2) оказываются коммутирующими подгруппами од

ной rpуппы. В этом случае пара элементов (9i1) , 9~») поним:ается как
резулътar rpупповоro умножения элементов. Покажем, что из неком

мyrирующих подrpупп таким образом нельзя составить npимоro произ

ведения. Действительно, согласно закону умножения (4.24) мы имеем

(у(1) и(2») (9(1) g(2» _ 9(1)9(I)g(2)g(2)
а, {j а' J f1 - а ~ 13 (jf. (4.26)

Если теперь в качестве gi1) и g~) взять единичные элементы группы,
то получим соотношение

g
(2)g(l) _ 9(1)9(2)
{j 01- ~ (j' (4.27)

которое не ВЬПIолняется, если рассматриваемые подгруппы не комму"

тируют.

Докажем, что число классов группы G(1) Х G(2) равно произведению
чисел классов сомножителей. для этого рассмотрим совокупность тех

элементов rpуппы a<l) х G(2), в которых первый множитель принад

лежит определенномуклассу rpynnы G(1), а второй - определенному
классу rpуппы G(2). Покажем, что эти элементы rpуппы G(I) Х G(2)

образуют класс. В самом деле, если элемент (gil), g~2» принадлежит

выдленнойй совокyrrnости, то для любого элемента (9~O J g~2) rpуппы
мы будем иметь

(g~l) J g~2») -1 (gi1) , 9~2) (9~1) J 9~2)) =
= (g~l)-l, g~2)-I)(g~), g~2»(g~I), g~2» =

_ ( (1)-1 (1) (1) (2)-1 (2) (2) (4.28)
- 97 9а 91 ,9, g{j g6 ,

Т. е. получим элемент, npинадлежаЩИЙ той же совокупности. Нетрудно

увидеть, что все элементы совокупности MOIyr быть получены с помо

щью сопряженияиз одного. Таким образом, выделеннаясовокупность

элементов действительно образует класс rpyrmbl G(l) Х G(2). Отсюда
следует, что число классов прямоro произведенияравна произведеюuo

чисел классов сомножителей.

4. Неприводимые представлеlDUl

ПРJIМОro npоизведения rpynn
Перейдем теперь к рассмотрению представлений пря:моro произ

ведения групп. Пусть задано предстаWlение D(gi1» порядка 11 груп-

пы G(l) и представлениеd (g~» порядка 12 группы а<2) . Покажем, что
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прямое произведение матриц D(9i1») х п' (9~») образует представление

порядка 'l l2 группы G(l) х G(2).

Действительно,если

(9(1) 9(2») (0(1) 9(2») _ (9(1) 9(2»)
о, fJ lЖ' fJl - trJ' {1"

то согласно (4.4) для прямых произведений матриц

мы получаем аналогичное равенство:

(D(gi'» х D'(g~2»)(D(g~~» х D'(gW») =

= (D(g~»D(g~~») х (п'(y~2»п'(y~:)) = п(y~1) х п'(y~~).

(4.29)

(4.30)

Докажем теперь, что если предстамения D и п' неприводимы, то

предстамение D х п' группы G(l) Х G(2) также неприводимо.для этого
мы покажем, что единственнаяматрица, которая коммутируетсо всеми

матрицамиD х D' , крата единИ'DiОЙ. Обозначим эту матрицу через Х .
Мы знаем, что матрицу D х п' можно рассматривать как суперматрицу,

элементами которой являются матрицы� DjkD'. Запишем матрицу Х

в виде аналогичной супермаТР~1 с элементами Хи" которые в свою

очередь являются матрицами того же порядка, что и п'. Суперматри

цы одинаковой структуры можно перемножатъ, как обычные матрицы

(см. упр.4.2). Итак, предположим, что матрица Х коммугирует со все-

ми матрицами D х D'. НаПlШlем сначала условие коммутации с теми

матрицами, которые соответствуют единичному элементу группы G(l),

Т. е. с матрицамиЕ/) xп'(y~2». Записанныекак суперматрицы,они яме
юr вид матрицы, кратной единичной, с диагональными элементами,

равными матрице п'. Мы имеем

п' О о о

о D' О О
=

о о о ... D'



XjjD' = D'Xij. (4.31)
Таким образом, мы видим, что все субматрицы Хц ДОЛЖНЫ коммути

ровать со всеми матрицами неприводимого представления группы G(2) ,

и поэтому они по первой лемме Шура кратны единичным матрицам:

Xik == XikE'2' (4.32)
где Xik - некоторые числа. Запишем теперь условие коммугации Х

с теми матрицами прямого произведения, которые соответствуют еди-

ничному элементу группы G(2). Эти матрицы имеют вид D х E12 •

Записанное через суперматрИЦЪJ условие коммутации имеет вид

L XikDkjE'2 = L Dik E '2 Xk j. (4.33)
k k

Отсюда, используя формулу (4.32), мы имеем

L XikDkj =L Di/cXkj. (4.34)
k k
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11 1.

L Xi/c 6kjD' = L бi/сD' X kj ,

k=1 "=1

Таким образом, мы показали, что матрица с элементами Xik по

рядка 11 коммугирует со всеми матриuами неприводимого представле-

ния D(g(1)), следовательно, эта матрица кратна единичной и ХиС = бikХ.
Но отсюда также следует, что матрица Х, имеющая вид

(

~.I~~'~ •• ~.l~~/~•• '.'. '•••~I./~~r~) ,
x,.lE'2 Xl12E'2 ••• X'lli E'2

также крата единичной. Таким образом, наше утверждениедоказано.

Представления rpуппы G(I) х G(2) , построенные таким образом

из неприводимых представлений групп G(I) и G(2) , не MOryт быть
эквивалентны друг другу. Это легко проверить по ортоroнальности

характеров этих представлений, которые равны произведениям харак

теров представлений D и п'. Доказательство предостаWIЯем читателю.

Число представлений D х п', ·очевидно, равно произведению числа

различных неприводимых представлений D на число различных не

приводимых представлений п' или произведению чисел хлассоВ в груп-

пах G(l) и G(2). Но так как число ЮIассов прямого произведенияравно
как раз произведениючисел классов сомножителей,то, таким образом,

МbI получаем все неприводимыепредставлениягруппы G(I) х G(2).
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Упражнения

4.1. Доказать, что тождественное представление содержится в КО:МПОЗИIJИИ

двух неприводимых представлений только в том случае, если эти предста.аления

являются комплексно сопряженными.

4.2. Убедиться в том, что суперматрицы с одинаковым разбиением на стро

ки и столбцы можно перемножать по тому же правилу, что и обычные матрицы.

4.3. Доказать, что построенные в п. 3 неприводимые представления пря

моro произведения двух групп не эквивалентны.

4.4. Показать, что подгруппы (gi1) , Е(2») и (E(I), y~2») будуг нормальными

делителями группы G(I) Х G(2) .

4.5. Доказать, что перестановка множителей в примом произведении мат

риц эквивалентна некоroрому преобразованию подобия: А х В = V(B х A)V-1
•



Глава V

Теорема Вигнера

После того, как мы познакомились с некоторыми основными по

нятиями И теоремами теории конечных групп, можно перейти к рас

смотрению конкретных групп и к приложениям методов теории групп

к физическим задачам. Большая часть приложений, как мы увидим~

основана на тереме Ви.гнера, которая будет доказана в этой главе.

1. Симметрия квантовомеханической системы

относительно rpуппы преобразований

Мы знаем, что состояние квантовомеханической системы описы-

.вается решением уравнения Шрёдингера. Поэтому симметрия этой

системы относительно некоторой группы означает инвариантность со

ответствующего уравнения Шрёдингера относительно преобразований

этой IРУППЫ. Мы Оlраничимся сейчас рассмотрением стационарной

задачи, для которой уравнение Шрёдингера и~еет вид

Н(Х)ф(х) =Еф(х), (5.1 )

где х - совокупность переменных, характеризующих конфигураци

онное пространство системы. Напомним (см. главу 111), что под ин

вариаlfl1l0СТЬЮ уравнения Шрёдингера мы понимаем сохранение его

вида при подстановке х -+ g-l x, ф(ж) -+ fgф(х) = ф(g-lх), где 9 
преобразование из группы симметрии G системы. Очевидно, что ин

вариантность уравнения Шрёдингера относительно преобразования 9
является следствием инвариантности гамипьтониана системы:

ii(gж) == ii(ж). (5.2)

Покажем, что условие инвариантности уравнения (5.1) относитель

но групnыI G может быть записано в виде условия хоммугативности

операторов fg и оператора энерГии Н:

(5.2а)

Пусть фв(Х) - собственная функция оператора Н, соответствую

щая собственному значению Е. Тогда Тg'ФЕ(Х) - также собственная
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функция оператора ii, соответствующая тому же собственному .значе
нию, т.е.

Но

ЕfgфЕ == ТgiiфЕ.

Таким образом, для любой собственной функции оператора ii мы
имеем

iiтg'Фв = fgН'ФЕ.
Очевидно, что это равенство справедливо также для любой функ

ции, которая может быть разложена по собственныIM функциям опера-

тора Н.
Условие (5.2) инвариантности гамильтониана можно также записать

в матричной форме. Если использовать некоторую поJU-lУЮ систему

ортонормированных функций 'Фi(Х) , то из (5.2а) получим

L HikDkj(g) = L Dis(g)Hsj, (5.2б)
k

где Hik == JфjНфk dx, Dis == J 1Рifgфs dx.
Практически при решении квантовомеханической задачи часто

приходится ограничиваться некоторой неполной и неортонормиро

ванной системой функций. Докажем, что в этом случае условие инва

риантности (5.2) сохранит свой вид, если только на выбранной системе

функций реализуется унитарное представление группы G. Предполо

ЖИМ, что для любого элемента9 имеет место равенство

ТgФi(Z) = 'Фi(g-I х) = LDki(g)Фk(Х). (5.3)
k

Покажем, что матрицы D(g) образуют представление грyrшы. С этой

целью рассмотрим два преобразо"ания Уl и 92, И пусть 9192 == 9з.

Мы имеем, с одной стороны,

Фi((g1g2)-l х) == 'Фi(gз 1х ) == LDki (gЗ)ФI:(Х); (5.4)
k

с другОй стороны,

фi ((9192) -1 ~) == Фi (g2 1gllж) ==

=L Dji (g2)'Фj(91 Iz) = L Dji(g2) L Dkj(91)Фk(Z). (5.5)
j j 1:

Сравнивая результатыI (5.4) и (5.5), мы получаем

Dki(gз) = L Dkj(g1)Dji (g2),
j
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D(g) )D(g2) == D(gз).

Составим теперь матрицу гамильтониана

Hik = / Ф;(ж)ii(Ж)Фk(Ж) dж

и аналогичную матрицу на штрихованных Функциях 'Ф/(ж) =Фi(g-lж):

Покажем, что в силу инвариантности гамильтониана orносительно

прсобразования 9
(5.6)

Действительно,

Сделаем замену переменой g-lx = х' (dx = dx'). Тогда в силу (5.2)
получим

HIk = / Фi(ж')Н(gж')'Фk(Ж') dж' = / фj(ж)Н(ж)'Фk(Ж) dж = Hik .

С другой стороны, согласно (5.3)

н:" = L: / i51i (g)ф,(ж)Н(ж)Djk(g)'Фj(Ж) dж = L i5IiHIjDjk,
1,; l,j

т.е.

н' == D+HD.

Если матрицы D унитарные, Т. е. D I = п- 1
, то

H'=D-1HD.

Но так как Н' = Н, то окончательно получаем

D(g)H = HD(g),

(5.7)

(5.7а)

(5.8)

что и требовалось доказать.

Таким образом, условие симметрии квантовомеханической систе

мы относительно группы преобразований может быть выражено как

условие коммутации матрицы гамилътониана с матрицами унитарного

представления этой группы.
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2. Симметрия системы частиц,

совершающих малые колебании

Энергия системы N частиц, совершающих малые колебания, пред

ставляется в виде суммы квадратичных форм Д1JЯ кинетической и по

тенциальной энергий:

(5.9)

(5.10)

где mi - массы чаСТИЦ, а Хё - декартовы состаВЛЯЮllще смещений

из положений равновесия. Величина тiЖi при классическом рассмо

трении обозначает составляющую импульса, а при квантовом - соста-

ВЛЯЮЩУЮ оператора импульса, имеюшую вид -т д~c. Как известно,
решение задачи на малые колебания значительно упрощается в резуль

тате одновременной диаroнализации матриц этих двух квадратичных

форм. Матрица Ilvikll является вещественной эрмитовой матрицей.

Если ввести новые переменные Yi = ...;тiЖi, то кинетическая энергия

выразится в виде суммы квадратов:

1 ~N

Т= 2LyI,
1=1

и следовательно, задача сводится теперь к диагонализации матрицы

квадратичной формы потенциальной энергии, которая в новых пере

менных примет вид

1
V = - L VikYiY1c,

2 . L

1,"

(5.11 )

Матрица Ilvikll, так же как и Ilvikll, эрмитова .. Поэтому ее можно

привести к диагональному ВИДУ с помощью унитарного преобразова

ния и:

и- t'бu == [л1, Л2,... , л3Н ],

где ЛI, Л2, ... ,>'ЗN - собственные значения матрицыI V. Если мы

введем новые переменные

то получим

1~ 2
V = - L.J Лjqi·

2 .
1

(5.12)

(5.13)
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При этом матрица кинетической энергии в силу унитарности npeобра

зования (5.12) сохранит свой вид:

1~ .2
Т= - LJqj.

2 .•
(5.14)

Если система устойчива, т. е. в положении равновесия потенциаль

ная энерrия имеет минимум, то собственные значения '\i должны быть

неоорицательны и MOгyr бытъ представлены в виде

'\; =1.U1. (5.15)

Фунщия Лагран:жа, записанная впеременных qi,

1~ 2 22
L =Т - V =- LJ(tii -l.Ujqi),

2 .•
(5.16)

(5. 16а)

приводит к системе независимых уравнений движения:

qi + I.U;Qi == о. (5.17)

Orсюда следует, что величины Qi.(t) описывают независимые осцилля

торы с частотами I.Uj. Переменные Qi называют нормальными координа

тами системы. При квантовомеханическом описании рассматриваемой

системы ее оператор Гамильтона jj =т+v в НОР~fальных координатах
принимает вид

jN IY
ii = ~ L: (- ",2-2 + I.Ulq:)

2 i=l aQi
И уравнение Шрёдингера приводится к системе 3N независимыхурав

нений

1 2 82 I.U; 2-;i''' дq'f'Ф(q,) + 2"q,'Ф(q,) = Е'Ф(q,). (5.17a)

Предположим теперь, Что положеlUUl равновесия часпщ, соверша

ющих малые колебания, образуют некоторую симметричную конфигу

рацию, например являются вершинами правильноro шестиугольника,

куба и Т. п. При использовании обозначения для смещеНИЙ из положе

ний равновесия мы должны помнить, что значок i нумерует не только

различные частицы�' но и декартовы СОСтaвJlJllOщие смещения одной ча

стицы. PaccMOТPIL\f теперь поворот (или поворот с инверсией), который

совмещает положения равновесия эквивалентных частиц. При этом,

очевидно, сохраняются взаимные расстояния между частицами. Со

вокупность всех таких преобразований образует группу симметрии G
нашей системы. Фиксируем теперь конфигурацию частиц, которая ха

рактеризуется смещениями Xl, Ж2, ••• ,ЖЗN. для каждойчастицыIвведем
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систему декартовh1X осей с началом координат в положении равновесия.

соответственныIe оси для всех частиц будем считать параллельными.

Если мыl теперь рассмотрим совокупность ЗN ортов ej, то смещениям

:1:1, Х2, ••• ,ХЗN можно сопоставитьвектор в ЗN-мерном пространстве

(5.18)

Произведем теперь поворот у, который совмещает положения равно

весия эквивалеН1НЫХ частиц. Эrот поворот переводит каждый орт ei
в некоторый другой орт или в линейную комбинацию ортов. Таким

образом, каждому повороту 9 мы можем сопоставить определенный

оператор ~, действующий в ЗN-мерном пространстве:

~ei = L D1:i(g)ek.
k

При действии оператором Tg на вектор z мы получим

или

(5.19)

(5.20)

Ясно, что операторы ~, так же как и маТРИЦЪJ п(у), образуют пред

ставление нашей rpуппы. Конфигурация {х;, ... ,X~H} получается

из конфигурации {Ж}, ... , ХЗN} В результате поворота 9 всей систе

мы частиц и последующей перенумерации частиц, соответствующе·Й

обратному повороту у-I (рис. 1):

4

40------0----0 2 3 O------O----Q. 40------0--_-0..2

3
а)

2
6)

з

в)

Рис. 1.

для того 'Побы написать явный вид матрицы D{g), удобно ввести

нумерацию смещений с помоl.ЦЪЮ ДВУХ индексов: XiQ. Первый индекс
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будет обозначать номер частицы, второй - номер декартовой составля

ющей смещения. Сoorвeтcrвeино элементы матрицы n теперь будут

иметь вид Dia, fcl1 (g). Определим положение равновесия i -й частицы

вектором R~O), а произвольное положение этой же частицы - веК
тором 1li, проведенными из центра инерции системы. Тогда вектор

смещения i-й частицы можно представить в виде

r. = В. - B~O).

Обозначим через А(у) матрицу преобразования 9 в трехмерном про

странстве. Если при преобразовании 9 вектор B~O) переХОДИТ в R~O),
то мы можем написать

ri == ~rlc == A(g)~ - A(g)R~O) == A(g)rk.

Следовательно,

или

(5.21)

(5.22)

n =R(g) х А(у), (5.22а)

где матрица R(g) состоит из нулей и единиu, причем если положе

ние равновесия k-й частицы при операции 9 переходит в положение

равновесия i -й чаcтиuы, то

RiJ:(g) := 1, Rij(g) = О, если j 1= k.

Напишем теперь выражение энергии системы для конфигурации

смещеЮIЙ (5.20). для упрощения записи мы возвратимся К преж.неЙ

нумерации смещений с помощью одного индекса. Будем предполагать,

что кинетическая энергия уже приведена к сумме квадраТОВ. Тогда

подстановка (5.20), соответствующая ортогональному преобразова.нию,

сохранит ее вид. Для потенциальной энергии мы получим

1
V = 2Е VljЕ V,IcЖ1сЕ Vj/Z/ =

i,j k l

= ~ L {V·}kj tlijDjlZ1сЖ/ = ~ L VЫZkЖ/,
i,j, ", l ",'

где

'V~, == L {n*}J:i 'VijDjl.

i,;

Матрицу у' = 11'V~,11 можно, следовательно, представить в виде

у' =n*уп
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откуда получаем

или, в силу ортогональности матрицы п,

у' = D-1yп. (5.23)

Но, с другой стороны, ясно, что энергия ДЛЯ конфигурации {х'}

должна совпадать с энергией для конфигурации {ж},. так как энергия

рассматриваемой системы зависит только от взаимного расположения

частиц, которое одинаково для обеих конфигураций. Следовательно,

мы имеем

I
Vkl == Vkl·

Поэтому условие инваJ)иантностисистемы относительнопреобразова

ния 9 может быть заПILсано соrласно (5.23) в виде

уп(у) ~ D(g)V, (5.24)

Т. е. в виде услов'm К<Iммутативности матрицы потенциальной энергии

с матрицами предстЗf лений группы симметрии.

3. TeopeMJL ВИГllера

Теперь мы докЮI :ем теорему Вигнера и получим следствия этой

теоремы для 3flДач, pl.ccMoтpeHHыx в п. 1 и 2.
Пусть D(g) - не к:oтopoe~ вообще roворя, приводимое представле

ние группы G • Bblt')epeM базисные элементы этого представления так,

чтобы оно рас палоеь на неприводимыIe части. Тогда ,..tатрица D(g) будет

иметь квазИД1 fаroнальный вид

D(g) ==

D(l)(g)

D(2)(g)

D(3)(g)

где D(i)(g) - матрица i-ro неприводимоroпредставления группыI G.
Если пред :тавление D.(i) входит в прецстаWIеlIие D ri раз, то мы :можем
написать

(5.25)

где E r, - единичная матрица порядка ri. Пусть, далее, некоторая

матриu а Н коммутируетсо всеми матрица~(иD(g):

HD(g) == D(g)H. (5.26)
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Докажем, что матрица Н должна иметь вид

Н = I:ФН(i) Х EI" (5.27)

где H(i) - некorорая маТРlЩа порядка ri, Е,. - единичная матрица

порядка li, а li - порядок неприводимого П]Jeдставления D(a). Эrо
угвержцениеи составляетсодержаниетеоремы '3JП'Нера.

Будемрассматриватьквазидиаroнальнуюма1РIЩYD как диaroналь

ную суперматрицу с элементами

Dik == D(i) би,. (5.28)

Матрицу Н также представим в виде супеРМI\ТРИЦЫ с аналогичной

структурой:

Н==

НН Н12 Н1З

Н21 Н22 Н2З

Н31 Н32 Нзз

Так как суперматрШ1Ы соответствующей С1РУКТУ}'Ы можно перемно

жать, как оБычныe матрицы (см. упр.4.2), то УCJIовие хоммутатив

ности (5.26) можно представить в виде

I:Dj,(g)H,k =I: Нi,D,.(я)
,

ИЛИ, учитывая (5.28),

D(i)(g)Hik =HikD(I)(g). (5.29)

Матрицы D(i)(g) и D(k)(g) - матрицы неприводимЬ1Х IIp,дстаWIений

rpуппы G. Поэтому на основании первой и вtopcА леМl ( Шура мы

можем yrвeрждатъ, что Hik - нулевая матрица, С(.J1И D(i' И D(k) 
неэквивалентные представления, и Hik крата едикичной, если пред

ставления D(i) и D(I) совпадают. (Подчеркнем,чro в ПOCJleдliемслучае

недостаточно,чтобы представленияD(i) и D(I) БJiли эквквапентными;

матрицы этих предетаWIенийдолжны то:ждествеиilоС08пада'П,.)

Для того чтобы представить себе явный виц ма1РИЦЫ J Ч, удоб

но ввести нумерацию элементов базиса представления D t помо

ЩЬЮ трех значков: i, 11, а. Первый значок i нумерует непрИЕ одимые

представления; индекс 11 нумерует базисы эквивалентных н{ 'npиво

димых представлений; значок а нумерует злементы базиса _'Iепри
водимого предстаWIения. Соответственно матричные элементъ.' мат

риц D и Н мы будем нумеровать с помощью шести индt ~KCOB:



3. Теорема Вигнера 63

(5.30)

i, 1/, а; i', 1/', а'. Тогда элементыI матрицы Н MOryr бьnъ предста

влены в виде

Н· ., - н(') ~ .., ~
.lIa; а' 11 а' - vv' и.а иаа'·

Orсюда непосредственно следует, что матрица Н действительно

может быть предетамена в виде (5.27). Например, если матрица D
имеет вид

(п{1) О О

D== О D(I) О ),

о о D(2)

то матрицаН будer иметь вид

н(l) л(1)
11 12

н(1) н(l)
О11 12

н(l) н(l)
11 12

н(I) H~)21

НО) н(1)
О

Н==
21 22

НО) Н(О
21 22

н(2)
11

н(2)
11

О О

н(2)
11

Если каждое неприводимое представление rpуппыI G входит в пред

ставление D не более одноro раза, то матрица Н согласно (5.30)
будет диагональной. Если же какое-либо неПРИВОДIL\fое представление

встречается в разложении представления D несколько раз, то, как мы

видим, для ПOJlllой диaroнализации матрицы Н недостаточно сообра

жений симметрии. Необходимо еще дополнительное преобразование

в подпространстве всех базисных векторов, соответствующих oдmIaKO

БЫМ неприводимым представлениям. Следует, однако, заметить, что

это допалнительное преобразование не изменяет квазидиаroналъноro
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вида матрицы D и осуществляется с помощью диагонализации мат

риц H(i). В C~\iOM деле, легко проверить, что ма'lpица вида Е U(i) х Е" ,
i

где U(i) - матрица порядка ri, диагонализующаяма'lpИЦУ H(i), ком
мугирует с матрицейпредставления

~ (i)
п= LJEr• хп .

Если матрица Н будет полностью диагонализована, то она может быть

записана в виде

н ==Е jj(i) Х Е,.) (5.31)

где jj(i) - диагональные ма'lpицыI. Если все собственныIe значения

всех матриц jj(i) различны, т. е. нет случайного вырождения, то мы
можем угверждать, что собственные векторы матрицы Н, принад

лежащие одному собствеЮlОМУ значению, преобразуются по одному

из неприводимыхпредсгавленийгруппы G. Следовательно, кратности

вырождения собственных значений ма'lplЩЫ Н в этом случае ДОЛЖНЫ

совпадать с порядками неприводимых представлений группы G.
Рассмотрим теперь некоторые следствия, вытекающие из доказан

ной теоремы.

Полученные результаты MO:ry:r быть непосредственно применены

к задаче о малых колебаниях. Действительно, условие симметрии си

стемы, совершающей малые колебания, может быть выражено как

условие коммyrативности матрицы V потенциальной энергии с мат

рlЩами представления D(g), которое реализуется на смещениях. На

помним, что такая форма условия инвариантности потенциальной

энергии имеет место только в силу ортогональности матриц упомяну

того представления. Если мы построим сuм.метрuзoванные смещения,

т. е. линейные комбинации смещений, преобразующиеся по неприво

димым представлениям рассматриваемой группы, то соответствующая

им матрица потенциальной энергии примет ВИД, определяемый фор

мулой (5.27):

(5.32)

Мы видим, что построение симме'lpизованных смещений значи

тельно упрощает диагонализацию ма'lpицы1 потенциальной энергии,

а в тех случаях, когда в разложении представления D каждое непри

водимое представление встречается не более одного раза, решает эту

задачу полностью. Если нет доnолнительного 8ырождеНUR, то каждой

собственной частоте соответствуют нормальные координаты, которые
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nреобразуются по одному из Henpuвoдu.мыx представлении группы G. Воз

можность дополнительного вырождения связана со случайным совпа-

дением собственных значений матриц v(i). Изменением параметров
задачи, не ПрИВОдJll.I.{Им к изменению ее симметрии, можно всегда

добиться того, чтобы случайное вырождение бьmо снято. Поэтому

угверждение о соответствии собственных частот системы неприводи

мым представлениямее группы симметриииногдаделают без оговорки

о возможностислучайноговырождения,кorорое в большинствеслучаев

действительноoтcyrcтвyeT.

К аналогичнымзаключениямможно прийтии МSl квантовомехани

ческой задачи, которая бьmа рассмотренав п. 1. Здесь, однако, следует

еще раз подчеркнугь, что условие коммyrативности (5.8) выполняется

только в том случае, если на выбранной системе функций реализуется

унитарное представление рассматриваемой группы симметрии. Выби

рая в качестве системы функций некоторую полную ортонормирован

ную систему, мы придем к заключению, что при отсутствии CJlучаиного

вырожденuя к'аждому собственному значению оператора энергии соот

ветствует "enpивoдu.мoe nредставлеlluе, по "оторому nреобразуются его

собствеНllые ФУlIКции.

Если базис представления ортонормирован и скалярное произведе

ние инвариантно относительно групповых операций, то представление

унитарно. Однако если известно, что представление унитарно, то не

льзя еще угвер:ждатъ, что его базис ортонормирован. Теорема Вигнера

позволяет получить некоторые сведения об ортогональности и нор

мировке элементов базиса унитарного представления п, есJПI оно

разложено на неприводимыIe части. Обозначим элементы базиса при

веденноro представления через '{JiJla. Значки i, v, а имеют преЖНИЙ

смысл. Введем матрицу IISiva,i'JI'a' 11 , определив ее элементы равенством

Silla, i'v'a' :=: ('{Jiva, '{Ji'va'), (5.33)
где скоБЮL~и обозначено инвариантное скалярное" произведение. Если

представление, реализующееся на элементах '{JiJla, унитарно, то так же,

как и для матрицы гамильтониана, условие инвариантности может

Бытъ записано в виде

SD(g) == D(g)S, (5.34)
откуда согласно (5.30) мы получим

(i)
SiJla, i'v'a' == ('{Jilla, tpi'Va') == SVJl' 6ii' 6аа" (5.35)

где IIS;~II - некоторая матрJЩа, порядок которой равен кратности i-гo
неприводимого представления в представлеlDlИ D. Соотношение(5.35)
выражает свойство ортогоналъности элементов базисов, соответству

ющих неэквиваленmым представлениям, и pa3JUlЧНЫХ элементов ба

зиса каждого неприводимого представления. Неортоrональными мо

ryr остаться ЛИШЬ соответственные злементы базисов эквивалентных
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неприводимых представлений, причем скалярные произведения всех

соответствеЮiblX элементов двух эквивалеНПIЫХ неnpиводимых пред

ставлений должны совпадать. Заметим, что ортоroнальность элемен

тов базисов неэквивалентныIx неприводимbIX представлений сохранится

также и для неунитарноro представления.



Глава VI

Точечные группы

Точечными ГРУППiL'fИ называют конечные ПОДГРУШIЫ группы 0(3),
группы ортогональных преобразований в трехмерном пространстве.

В физических приложенияхточечныIe грyпnыI используютсядля опи

сания симметрии молекул. Кроме того, знание точечных групп не

обходимо для исследования свойств симметрии кристаллов. Наши

наглядныепредcrаменияо симметриигеометрическихфиryp (призмы,

куба, тетраэдра и т. д.) связаны со свойством совместимостиэтих фи

ryp при преобразованиях, ПРЮlадлежащих точечным группам. В этой

главе мы рассмотрим точечныIe группы и их неприводимыIe представ

ления. Полученные резулътатыI будут применены для классификации

электронных и колебательных состояний молекул.

_. Элементы точечных групп

Элементами точечных групп ЯВЛЯЮТСЯ некоторые вращения трех

MepHoro пространства, а таюке вращения, сопровождаемые инверсией.

Мы знаем (см. упр. 1.1), что любой элемент группы вращений можно

представить как поворот на некоторый угол tp вокруг определеlПlОЙ

оси. Если группе принадлежит поворот на угол 'р, то ей принадлежит

и поворот на yrол ktp, где k - ПРОИЗВOJIЬное целое положительное

или отрицательное число. Поэтому в конечной группе угол tp дол

жен быть рациональной частью 21Г. Есзm: наименьший угол поворота

вокруг некоторой оси равен 2:, то такую ось называют осью n-ro

порядка. Преобразование поворота на угол 2: обозначают через СП

ИJПI С1с (2;), где k - единичный вектор, направленный вдоль оси.
Ясно, что если группа содержит поворот СП, то она содержит также

поворотЬ] c~, C~, ... , c:- 1 на углы

2w 2w 2w
- . 2, _. з, ... , -(n - 1). (6.1)
ппп

эги преобразова.ния вместе с единичным элементом группы образуют

абелеву подгруппу точечной гpymIЫ.

Рассмотрим теперь элементы точечных групп, содержащие инвер

сию i. Преобразование инверсии переводит каждЫЙ вектор r в век

тор -r. Так как матрица этого преобразования крата единичной,

то оно коммутируетс любым другим oproroHaJIънымпреобразоваlDlем.
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Составим преобразование iСI:(1Г). Очевидно, что последовательное

применение инверсии и поворота на угол 1г вокруг некоторой оси

эквивалентно зеркальному отражеюпо в плоскости, перпендикулярной

к оси вращения. Преобразование отражения в плоскости, перпендику

лирной к вектору k, обозначают обычно через (1'1:. для произволъноro

поворота на угол 'Р, сопровождаемого инверсией, мы имеем

(6.2)

Преобразование O'tCIc('P) называют зерк,шlьным поворотом и обозначают

через St(tp). Таким образом, элементами т~ечныx групп являются

повороты и зеркальные повороты.

Рассмотрим теперь, какие элементы точечной группы MOryr вхо

дить В один класс. С этой целью составим элемент, сопряженный

с элемеНТО~fCk(tp):
gCIc(tp)g -1, (6.3)

ще 9 - произвольныIй элемент точечной rpymIbI (т. е. поворот или зер

кальный поворот). Рассмотрим сначала случай, когда 9 - поворот.

Пусть

и, следовательно,

gk = f (6.4)

g-1 f = k. (6.5)

Поворот g-I всегда можно представить себе как поворот R(k, '),
совмещающийвектор f с вектором k, вокруг оси, перпендикулярной

к плоскости этих векторов, и последующий поворот на некоторый

угол а вокруг вектора k:

g-1 =Ct(a)R(k, '). (6.6)

Поэтому элемеIП, сопряженный с элементом C,,(V;), может быть запи

сан в виде

gC,,(tp)g-1 == R-1(k, J)c;l (а)СI:(tp)CIc(a)R(k, ') =

=R-1(k, I)Ct (l(J)R(k, '). (6.7)

Эro преобразование можно интерпретировать как первоначалъное сов

мещение оси f с осью k, затем поворот вокруг оси k на угол tp и затем

обратный переход от оси k к оси '. в результате МЫ, таким образом,

получаем преобразованиеповорота на угол tp вокруг оси 1:
(6.8)

Анмогично можно показать, что

(6.9)
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Если же 9 - зеркальный поворот, то мы имеем следующие равенства:

gC1c(tp)g-l == C-gk(tp), }

gSk(tp)g-1 == S-gk(tp).
(6.10)

Из рассмотрения этих соотношений можно сделать следующие выводы:

1) Каждый класс точечной группы состоит из поворотов или зер

калЬНЫХ поворотов на один и тот же угол.

2) В каждый класс входят лишь те повороты или зеркальные по

вороты на один и тот же угол, оси которых MOIYГ быть совмещены

с Помощью преобразований, принадлежащих грyrше. При этом следует

иметь в виду, что если 9 - зеркальный поворот, то ось k переходит

в ось -gk. В частности, отсюда следует, что повороты на углы tp и -tp
вокруг некоторой оси принадлежат одному и тому же классу, если

группа содержит плоскость отражения, проходящуючерез ось.

2. Классификация точечных групп

Каждой точечной группе можно сопоставить некоторое геометри··

ческое тело, обладаюшее соответствуюшей симметрией. К таким телам

ОТНОСЯТСЯ, в частности, правилъные многогранники, т. е. мноroгран

ники, все :грани КОТОРЫХ представляют собой одинаковые правильные

многоугольники. Из всего множества правилъных n-угольников только"

треyrольник, квадрат и пятиyrольник MOryr служить гранями правиль

ного многогранника. Существует пять правилъных многогранников:

тетраэдр, куб, октаэдр, додекаэдр и икосаэдр. Тетраэдр образован че

тырьмятреугольниками,куб - шестью квадратами, октаэдр - восемью

треyrолъниками, додекаэдр - двенадцатью ПЯТИУГОJThНиками И, нако

нец, икосаэдр - двадцатью треутольниками. Этим исключительным

фигурам соответствуют, однако, не пять точечных групп, а лишь три.

Куб и октаэдр так же, как додекаэдр и икос~др, взаимно сопряжены,

Т. е. могут быть получены друг из друга соединением середин смежных

граней. Ясно, 1:fГO каждой такой паре сопряженных многогранников

соответствует одна и та же группа. эти три группы не исчерпывают

всей совокупности точечных rpупп, полную классификацию которых,

следуя ВейmoО , МЫ получим далее.
Ограничимся сначала подгруппами собственной ортоroнальной

группыI, т.е. группы вращений. Будем характеризовать каждое вра

шение осью и углом поворота. Рассмотрим сферу, центр которой

совпадает с центром врашения. Очевидно, что для любого врашения

две точки этой сферы, через которые проходит ось врашения, будут

оставаться на месте. Назовем эти точки nолюсамu, соответствующими

1) Wey/ Н. Symmettry. Princeton Univ. Press. - Princeton, New Jersey, 1952 (ВеЙЛЬ Г.
СlL\fМетрия. М.: Наука, 1961).
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(6.12)mn=N,

данному вращению. Если ось вращения яwmется осью n-го порядка,

то ее полюсы будем называть полюсами n-го порядка.

Сколько полюсов может имегьточечная группа и каковы их поряд

ки? Решение этой задачи позВQТlИТ получить классификациюточечных

rpупп, состоящихиз собственныхвращеНИЙ.

Пусть точечная rpуппа G имеет полюс Р порядка n. Обозначим

циклическую подrpупny группы G, состоящую из вращений вокруг

оси, проходящейчерез этот полюс, через Н.

Разложим rpуппу G на сопряженные совокупности по подгруппе Н

(СМ. (2.3»:
G = {Н, 91Н, 92Н, ... , 9т-1Н}. (6.11)

Любой из элементов rpуппыI G либо оставляет полюс Р на месте, либо

переводит в некоторый другой полюс. Очевидно, что каждый из эле

ментов сопряженной совокупности 9iH переводит полюс Р в один

и тот же ПOJПOс ~, причем все полюсы ~ различны. Действительно,

если бы оказалось,например,что Р1 = Р2, то 9.192 Е Н и, следователь

но, 91 Е 92Н, что невозможно (см. п.4 главы 11). Подгрymта 9iH 9i -1,

оставляющая на месте полюс ~, подобна подгруппе Н. Будем го

ворить, что полюсы Р, Рl, ... ,Рт- 1 образуют звезду эквивалентных

полюсов, порожденнуюполюсом Р. Ясно, что все ПOJIlOСЫ, составля

ющие звезду, имеют одинаковыйпорядок. Теперьлегко получитьсвязь

между числом т полюсов в звезде и ИХ порядком n. В соответствии

с (6.11) имеем:

где N - порядок rpуппы G.
Рассмотрим пары (Р,9), первый элемент которых обозначает по

ЛЮС, второй - преобразование, отличное от тождественного, оставля

ющее этот полюс на месте. Подсчитаем число таких пар. это можно

сделать двумя способами. Так как каждое преобразование 9 имеет толь

ко два полюса, то искомое число равно 2(N - 1). С другой стороны,

для каждой звезды эквивалентных полюсов число таких пар будег,

очевидно, равно (nk - l)mk' где значок k нумерует различные звезды

полюсов, принадлежащие группе G. Поэтому имеет место равенство

(N - 1) . 2 = L:(n1c - l)mt.
k

Принимая во внимание (6.12), получим

(6.13)

(6.14)2-~ = L: (1 - ~) .
N 1с nk

Так как числа N и n не MOryr быть меньше 2, то сумма в правой

части равенства (6.14) может содержать только два или три слагаемых.
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Поэтому точечная группа вращеНИЙ может иметь только две или три

звезды полюсов.

Если J1)уппа имеет две звезды эквивалентных полюсов, то уравне

ние (6.14) преобразуется к виду

2 1= + -. (6.15)
N п) n2

Единственнымрешением этого уравнения будет Rt = п2 =N. Число

полюсов в каждой ИЗ двух звезд, согласно (6.12), равно 1, и, следова

тельно, всего имеем два пwпocа. Соответствующая группа СП состоит

из поворотов вокруг одной оси на углыI' кратные 2к /N.
Если J1)уппа имеет три звезды полюсов, то из (6.14) получаем

2 1 1 1
1+ - == - + - + -. (6.16)

N п) п2 п)

Очевидно, что по крайней мере одно из чисел п. должно бьпь равно 2.
Действительно, если все n, были бы больше или равны 3, то сумма

в правой части (6.16) не моrла бы быть больше 1. Не нарушая общности,

будем считать, чrо п) ~ n2 ~ n). Следовательно, nt == 2. Таким

образом, имеем

1 2 1 1
- + - = - + -. (6.17)
2 N 712 Пз

Из этого равенства следует, что П2 ~ 3. Теперь нетрудно перечислить

все решения уравнения (6.16):

1. nl =2, n2 == 2, Пз = N/2, N - четное;

2. Пl =2, п2 =3, Rз =3, N= 12;

3. П! == 2, n2 == 3, Пз == 4, N == 24;
(6.18)

4. nl =2, П2 = з, 71) =5, N=60.

Первому решению coarвeтcтвyeт J1)yпnа симметрии правИJIЬНОЙ

п-yroльной призмы. Она имеет два полюса, через которые проходит

ось порядка R == N/2 и две зве3ды полюсов по N/2 полюса в каждой,

через которые проходят оси второго порядка, перпендикулярныек оси

npизмы (J1)уппа пп ).

Второе решение соответствует группе вращений тетраэдра (J1)УП

па Т): четыре оси третьего порядка и три оси второго порядка.

Третье решение дает нам грyrшy вращеНИЙ куба или октаэдра

(группа О): шесть осей второго порядка, четыре оси третьего порядка

и три оси четвертого порядка.

Наконец, последнее решение соответствуетJ1)уппе додекаэдра или

икосаэдра(группа У): пятнадцатьосей второго порядка, соединяющих
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сереДИНЫ ПРОТИВОПОЛОЖНЫХ ребер, десять осей третьего порядка, со

единяющих противоположные верпmны, и шесть осей пятого порядка,

соединяющих середины противоположных rpaней додекаэдра.

Таким образом, мы получаем классификацию всех конечных под

.групп собственных ортогональных преобразований:

СП - группа симметрии правильной n-уголъной пирамиды, N==-n;
D n - .группа симметрии правильной n-угольной призмы, N == 2п;
т - группа симметрии тетраэдра, N =12;
О - группа симметрии октаэдра, N == 24;
У - группа симметрии икосаэдра и додекаэдра, N =60.

Проведем теперь классификацию всех несобственных точечных

.групп. Ясно, что собственные преобразования такой точечной .груп

пы A1, А2 , ••• , Aq образуют одну из рассмотренных выше собственных

.групп. Пусть В1 , В2 , ••• , Вр - совокупность всех несобственных npе

образований ДamIОЙ точечной rpуппыI. Очевидно, что число элементов

в совокупностях А и В должно совпадать, т. е. р = q. действительно,

умножением всех элементов совокупностей А и В на mo6oй из не

собственных элементов мы меняем эти совокупности местами. Если

среди элементов В имеется инверсия i, то вся группа может быть

npeдставлена в виде прямоro произведения А х I, где I - группа

инверсии, которая СОСТОИ1' ИЗ двух элементов: Е и i. Если же среди

элементов В инверсии нет, то элементы В MOIyf бьпь представлены

в виде В = iM, причем совокупности А и М образуют вместе од

ну из точечных групп G собст:венных преобразований, для которых

.группа А нвляется подrpуппой индекса 2. IPуппы такого типа удобно

обозначать как пару собственных точечных групп (G, А). Таким обра

зом, наряду с собственными точечными группами СП, D n , Т, О, У, мы

имеем несобственные точечные группыI следующих типов:

СП х I, D n х I, Т х I, О х I,
(С2п , сп), (Dn , сп), (D2n7 D n),

YxI,
(О, Т).

Поскольку инверсия коммутирует с любым преобразованием, то

очевидно, что группа (G"A) изоморфна группе G. Подводя итог,

можно сформулироватьследующуютеорему:

Любая точечная группа (собственная или несобственная) изоморфна

либо одной из собственных точечных групп (СП, Dn , Т, О., У), либо

nрямому произведению одной из указанных групп на группу инверсии.

3. Неприводимые представлении точечных групп

Установив число классов группы, мы одновременно определяем

число ее неприводимых представлений. Порядки их можно найти

из соотношения (3.81). для определения характеров неnpиводимых
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представлений могут быть ИСПOJIЪЗованы соотношения opтorOHaJIЪ

ности (3.86) и уравнения (3.107). Ниже мы приведем таблицы харак

теров неприводИМhIX представлений точечных групп, встречающихся

в приложениях. Мы будем обозначать неприводимые представления

первоro порядка буквами А и В, представление второго порядка 
буквой Е, представление третьего порядка - буквой F. Комплексно

сопряженные представления первого порядка мы будем объединять

в пары и каждую пару также обозначатьбуквой Е.

1. lPуппа Сп. В эту группу входят повороты с: на углы 2: k от
носительно некоторой оси п-го порядка. Группа СП является одной

из реализаций абстрактной циклической группы n-го порядка. Так

как Сп - абелева группа, то все ее неnpиводимые представления

первоro порядка. Они определяются числами

1 2 n-l
, Е" Ez,.··, Е, ,

где Е, = ехр 2:;1 есть l-й корень уравнения Еn = 1. Приведем таблицы
характеJЮВ неприводимыIx npедставлений для групп С2 , Сз И С4:

С2 Е С2 СЗ Е СЗ cj С4 Е С4 сl сl

1
-1

А 1 1 1
В -1 1 -1

Е{
i -1 -i

-i -1 i

Группа С2 изоморфна группе инверсии I. Четное (А1 ) инечетное (А2 )

неприводимые представления последней обозначаюr через Ау и Au

(значки 9 и u происходят от немецких слов .gerade,. и «ungетде,. 
четны,, нечетны)•.

11. I}tуппа СнА. Кроме элементов группы Сп в нее входит отраже

ние t11a в IU1ОСКОСТИ, перпендикулярной к оси вращения, и всевозмож

ные npоизведения вращений на это отражение; вcero 2n элементов.

Элементы Е и 0'1& образуют подгруппу 171& группы СП 1& , изоморф

ную группе I. Абелева группа СП" мож.ет рассматриватьсякак прямое

произведение группы СП и группы 171&: Сn1& = Сп х 171&. В соответ

ствие с правилом построения неприводимых представлений прямоro

произведения групп, расемотренном в п. 4 главы IV, неприводимые

представления грynпыI Cnh могут быть получены из неnpиводимых

представленийгруппы СП прямым умножениемпоследних на Ag ли

бо Au • В результате число неприводимых представлеНИЙ удваивается

и они подразделяются на два класса - четные и нечетные. Таким

образом, группа СnЬ имеет 2n неприво,nимыхпредставлений первого

порядка. Смотря ПО тому, с каким ИЗ двух неприводимыхпредставле

ний гpymIыI ·t7h (четным или нечетным) перемножаются представления
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IPуппы Сп, обозначениям неприводимых предстамений труппы Cnh

цр.иписываются индексы 9 ИJПI и. Например, для IPуппы C2h мы

имеем следующиенеприводимыепредставления:

C2h Е С2 lТh lТh . С2

Ag 1 1 1
Bg -1 -1 1
Аu 1 -1 -1
ВU -1 1 -1

эта таблицаполучаетсяиз таблицыхарактеровгруппы С2 добавлением
двух столбцов, соответствующихклассам, содержащимотражение. Ха

рактеры этих классов такие же, :как характеры классов труппыI С2 для

четных представлений,и отличаются знаком для нечетных. Если n 
четное число, то инверсия i = С(1Г)О'h является элементом группы C nh ,
И В этом случае Cnh == СП х i. При n - нечетно~, Cnh предстамяет

ся как пара (C2n ) Сп) и, следовательно, изоморфна группе C2n • При

ЭТОМ повороту на угол 2: т, сопровождаемому отражением, С ( 2:т) 0'"
В группе Cnh сопоставляетсяповорот С (~(2т + 1») в группе С2n .

111. l}Jуппа Cn.v. Кроме элементов, входящих в СП, она содержит

еще отражения (1'uа) 8 = 1, 2, ... , n, в n плоскостях, проходящих через

ось п-го порядка и образующих угол ; друг с другом. Эro группа

симметрии правилъной n-yrолъной пирамиды, высота которой служит

осью симметрии n-ro порядка. Группа Сп" неабелева. Действительно,

легко показать, что

C~tт" = O'vC;", (6.19)
где O'v - отражение относительно любой из n плоскостей. Согласно

классификации несобственных точечных IPупп, проведенной в п.2

этой rлавы, группа trf) может быть предста.влена как пара (Dn)Сп)
и, следовательно, изоморфна IPуппе D n • При этом отражению (1'v

В группе D n сопоставляется поворот вокруг оси второго порядка.

Подсчитаем число классов грynпыI Cnv . Элементы с= и с;" входят
в один класс, и поэтому, если n четное, то элементы подгруппы СП

распадаются на I + 1 классов, а если n нечетное, то на n!l классов.
Все отражения входят в один класс, если n нечетное. В этом случае все

плоскости отражения могут быть получены из одной поворотами на ~.

Если n четное, то поворотами на 2: мы получим толъко половину
всех плоскостей отражения, и, следовательно, отражения распадаются

на два класса. Таким образом, в случае четного n элементы группы

распадаются на I +3 классов, а в случае нечетноro n - на п;З классов.
Неприводимые представления IPуппы можно построить следующим

образом. Рассмотрим базисные элементы 'Ф, (1 = О, 1, 2, ... )n - 1)
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неприводимых представлений первого порядка группы Сп. Обозначая

оператор представления, соответствующий элементу c~, через С:, мы
можем написать

(6.20)

(6.22)

Наряду с элементами ф, рассмотрим элементы tP-I, опредеJПIВ их

соотношением

Uf)tPl == 'Ф-I. (6.21)
Элементы tPI и 'Ф-, образуют двумерное инвариантное подпространство

для группы Cnf). Действительно, используя (6.19), легко показать, что
-1с 2.Ь,

Сn'Ф-I = е--;- Ф-I. Следовательно, элемент 'Ф-l линейно независим

с 'Ф" если 1 =1= о и 1 1= I при n четном и если l 1= о при n не
четном. Таким образом, в случае четного n имеется n - 2 двумерных

представлений группы Спи, даваемых матрицами

c~ ~ (e
t

:

k
e-?~k),

1== 1, 2, ... , ; - 1, ! + 1, ... , n - 1.

Очевидно, совокynнос1И ма1рИЦ, соответствующих элементам с:

и C;~ входящим в один класс, совпадают в т-м и в (n - т)-м
npeдставл:ениях, и, следовательно, мы таким путем получаем ! - 1
неэквивалентных представлений второго порядка. Оставшиеся четыре

неприводимых представления - первого порядка.

Если n нечетное, то из (6.22) мы получаем n - 1 двумерных

неприводимых представлеНИЙ, среди которых !!у! неэквива,лентных.
Кроме ТОГО, в этом случае будем иметь два неприводимых представ

леНЮI первого порядка. для иллюстрации npиведем таблицы xapaк:repoB

неприводимых представлений групп СЗf) И C4f):

СЗtJ Е 2Сз 30'11 С411 Е С2 2С. 20'v 20"~

A1 1 1 1 AI 1 1 1 1 1
А2 1 1 -1 А2 1 1 1 -1 -1
Е 2 -1 О В1 1 1 -1 1 -1

В2 1 1 -1 -1 1
Е 2 -2 О О О

IV. 1Руппа 8211. Элементами этой группы ивляются степени зер-

кального поворота S2n =O'hC (~):

82 2n-1 (6.23)Е1 S2n, 2n, ... ,82п .
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Таким образом, S2n - циклическая группа порядка 2п. Четные сте

пени S2n образуют подгруппу, совпадающую с группой Сп. В целом

группа S2n (как циклическая) изоморфна группе С2п. При нечетном n
она содержит инверсию,

и ее можно также представить в виде прямоro npоизведения C2n Х I.
При нечетном n группа S2n представима в виде пары (С2n, Сп).

v. IPуппа D n • Кроме элементов группы СП в нее входят повороты

на угол 11" относительно посей, перпендикулярных к оси n-го по

рядка. это грYJПIа поворотов, совмещающих правильную n-уголъную

призму саму с собой. Как уже отмечалось выше, группа D n изоморф

на группе C nv • Повороту второго порядка в группе D n соответствует

отражение в плоскости в группе Cfj. Следовательно, неприводимые

представления этих ГРYJПI совпадают.

VI. l}Jуппа D nh - группа симметрии правилъной n-yroльной приз

мы. Кроме поворотов, входящих в группу D n , она содержит еще

n зеркальных поворотов вoкpyr оси n-го порядка и n отражений

в lШоскостях, проходящих через ось п-го и оси второго порядка; всего

4n элементов. Легко написать таБJПIЦУ характеров этой группыI' приняв

во внимание, что

D nh = пn х trh, если n нечетное

и

Dnh == D n Х i, если n четное.

При нечетном n rpYJП1а D nh представимакак пара (D2n, пп) и поэтому

изоморфна rpуппе D2n.
VII. l}Jyпnа D nd - группа симметрии тела, состоящего из двух пра

ВИJIЪных п-угольных призм, поставленнъlX друг на друга и повернyrыx:

одна относительно дрyrой на угол ~. При нечетном пимеем

D nd =Dn х I.

При четном n
D nd = (п2п, пп ).

Следовательно, в последнем случае группа Dnd изоморфнагруппе п2п.

VIII. l}Jуппа Т содержит все повороты, совмещающие правильный

тетраэдр сам с собой. Через вершины тетраэдра (и центр противо

положной грани) проходят оси третьего порядка, а через середины

каждой пары непересе:кающихсяребер - оси второго порядка. Двена-

дцать элементов группы - единИЧНЫЙ элемент, четыре поворота на 1[-,
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четые поворота на ~ и три поворота на 11" - распадаются на четые
класса. Поэтому группа Т имеет четыре неприводимых представления,

порядки которых удовлетворяют соотношению (3.81):

12+12+12+з2=12.

т Е 3С2 4Сз 4Cj

1 1
1 1
1 1
3 -1

6С

Здесь Е = еТ.

IX. IPуппа О содержит все noвopoтыI' совмещающие куб сам с со

бой. 24 элемента этой группы распадаются на пять классов: элемент Е;

три поворота на угол 1г вокруг осей, проходящих через середины про

mвоположных граней; шесть поворотов на углы ±.;. относительно тех

же осей; шесть поворотов на угол 11" вокруг осей, проходящих через

середины противолежащих ребер; восемь поворотов на yroл '1f во
круг осей, проходящих через противолежащие вершины .куба. Таким

образом, группа О имеет пять неприводимых представлений, порядки

которых удовлетворяют соотношению

12 + 12 + 22 + з2 + з2 =24.

Таблица характеров этих представлений имеет вид

О Е зсl 6С4 6С2 8С)

Tcf Е ЗС2 684 6Ucf 8ез

А 1 1 1 1 1 1
А2 1 1 -1 -1 1
Е 2 2 О О -1
Fl 3 -1 1 -1 О

F2 3 -1 -1 1 О

х. IPуппа Td - группа симметрии тетраэдра. Она состоит из 24 эле

ментов, распадающихся на пять классов. Кроме поворотов, входящих

в rpуппу Т, группа Tcf содержит шеcrь ооражений в ПЛОСКОСТЯХ, про

ходящих через две вершины и середину третьей стороны, и шесть

зеркальных поворотов относительно трех осей второго порядка. Груп

па Ttl может бьпь представлена как пара (О, Т) И, следовательно, изо

морфна группе о. Поэтому неприводимые представления этих групп

совпanают, что ооражено в выше приведенной таБЛlЩе xapaкrepoB.
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XI. Группа Ть == Т х i.
XII. Группа Oh - группа симметрии куба - представляет собой

прямое произведение группы О на IJ)yпnу инверсии:

ОЬ == О х I. (6.24)
Поэтому группа ОЬ имеет 48 элементов и 10 неприводимых npeд

СТ8влениЙ. IIять из них ЯВЛЯЮТСЯ прямым произведением матриц не

npиводимых представлений IJ)ynпы О на матрицы тождественного

представления группыI I. эти представления,симметричныепо 01110-

шениюк инверсии, обозначаютчерез Аig), A~),E(g), F~), F~) или r i ,

i = 1, 2, ... , 5. Остальные пять представлений получаем, умножая пред

crавления IJ)уппыI О на антисимметричное представление IJ)уппы I.
эти антисимметричныIeпо отношениюк инверсиипредставленияобо-

А(а) А(и) Е(и) F(u) I:'(и) г' . - 1 2 5
значают через l' 2' '1' .r2 или через i, I - , , ..• , .

Мы не будем здесь останавливаться на описании неприводимых

представлений групп У и yh =у х I ввиду их ограниченного приме

нения в физике.

В захлючеЮlе этого параграфа приведем сводный список всех то

чечных rpупп.

Собственные точечные группы

СП D n , Т, О, У

при n нечетном,

при n четном,

при n четном,

при n нечетном,

Несобственные точечные группы

при n четном, СпА = (С2n, сп)

при n нечетном, S2n == (С2п, Сп)

при n четном, C nv = (пп , сп),

при n нечетном, Dnd = (D2n ,юп)

ппь == (D2n, D n)
Td = (О, Т)

СпЬ =СП х I
S2n == Сп Х :с

ппь == пn х :с

D nd =Dn х I
Th ==Т Х I,
ОЬ =Ох I,
~=YxI,

Принимая во внимание изоморфизм IJ)УППЫ, предcrавляемой па

рой, первому компоненту пары и правило получения представлений

IJ)УПП, имеющих структуру прямоro произведения, можно заключить,

что для построениянеприводимыхпредставленийвсех точечныхrpyпn

фактически достаточно знание неприводимых предстамений только

собственныIxточечных IJ)УПП.

4. КлассифиК8ЦIIJI BopM8Jlьвых колебаНИЙ

и электроииых состояний молекулы

В предыдущей главе мы показали, что электронные состояния кван

товомеханической системы, а также нормальные координаты системы,
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совершающей малые колебания, можно классифицировать по неnpи

води.мым представлениям групп симметрии этих сиcreм.

Рассмотрим задачу о классификации нормальных колебаний моле

кулы. Мы будем рассматривать молекулу как систему материальных Ч3

cnщ (ядер), совершающих малые колебания orносительно положеНИЙ

равновесия, образующих некоторую симметричную к-онфиrypaцию. Мы

знаем, что нормальные координатыI такой системы, соответствующие

одной собственной чacrоте, преобразуются по неприводимhIМ предста

влениям группыI симметрии, в нашем случае точечной группы моле

кулы. Порядок вырождения частот равен порядку соответствующего

неприводимого предстамения. для оnpeделеIfИЯ свойств симметрии

нормальных координат и :кратности вырождения собственных частот

надо представление п, по которому преобразуются составляющие сме

щеНИЙ частиц Xj, разложить на неnpиводимыечасти. Мы знаем, что

число, показывающее, сколько раз неприводимоепредставление мат-

'рицами D(i) содержитсяв данном приводимомпредставлении,опреде
ляется по формуле

(6.25)

где X(i)(g) - характер неприводимоrо представления n(i) точечной
группы, кoroрый можно считать известным, х(о) - характер npиводи

мого представления, а т - порядок группы.

как найти xapaкrepы приводимоro предстаWIеЮfЯ п, которое реа

лизуется на смещениях Xi?
Очевидно, для этого нам надо подсчитать следы матрИJ..J; преобра

зования смещений Zt, Х2, •.. ,ZЗN (N - число ядер молекулы) в сме

щеlfИSI ж'., Ж'2, ... ,X~H при при:менениик ним операций 9 из группы
симметрии молекулы. Вид матриц D Был определен нами в главе V
(СМ. формулу (5.22»). Если положение равновесия ядра «а- переходит

при некотором преобразовании симметрии в положение равновесия

друroro, эквивалентного ему ядра .6., то ясно, что на диагоналив стро

ках иатрицыIпредставления,соотве']'ствующихсмещениямядра .Р, МЫ

палучим нули. OrличнhIЙ от нуля вклад дaдyr JПIШЬ те ядра) кaroрые

при этом преобразова.нЮfпереходятсами в себя. При этом, если пре

образование9 представляет собой поворот на угол tp, то декартовысо
став.ля:ющиесмещениякаждого из таких ядер будут npeобра.эовываться

(с точностьюдо подобного преобразования)с помощью матрlЩЫ

(

cos tp sin tp О)
-S~~ ~~ ~ , (6.26)

след которой равен 1+ 2 cos I(J.
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(6.27)

для зеркального поворота на угол f{J матрица преобразования имеет

вщ (' О)cos tp SlП r.p
- Sln f{J cos f{J О ;

О 0-1

след ее равен -1 + 2 cos 'Р.

Суммируя эти результаты, можно сделать захлючение, что характер

представления, соответствуюш.ий элементу 9 точечной группы, равен

x(g) == ng(l + 2 cos 'Р), если 9 - поворот, }
X(g) = ng(-l + 2сos <р), если 9 - зеркальный поворот, (6.28)

rдe Пg - число ядер, остающихся на месте при рассматриваемом пре

образовании g. Подставляя эти выражения для характеров в формулу

(6.25), мы ВЫЯСНИМ, по :каким приводимыM предстзвлениям точечной

группы преобразуются нормальные координаты1 рассматриваемой моле

кулы. Зная порядок каждого неприводимоrо представления, опредеJШМ

порядки вырождения собственных частот.

Среди рассмотренных ЗN степеней свободы три степени свободы

описывают поступательное движение молекулыI и три степени сво

Боды� - вращение молекулыI как целого. Так как мы расема1])иваем

малые смещения ядер, то соответственно мы имееМ малое поступа

тельное движение и малый поворor МWlекуЛhl. эти степени свободы

и соответствующие им предстамения должны быть исключены из на

mero рассмОТреНИЯ. Смещенияядер молекулы, coorвeтствующиеэтим

степенямсвободы, могут быть представленыв виде

r.=a
r. = [<p~O)]

(поступательное движение),

(малый поворот),

где а - вектор поступательного смещения; VJ - аксиалънhIЙ вектор

малого поворота относительно оси, проходящей через начало коор-

динат; вектор В!О) определяет положение равновесия i-ro ядра. Со
ставляющие векторов а и tp можно рассматривать как нормальные

координаты, соответствующие поступательному движению и поворory

молекулы как целого. При преобразованиях вращения вектор а и век

тор tp преобразуются :как обычные векторы трехмерного пространства.

Характеры соответствующих матриц преобраэования равны1

1+ 2 cos 'Р.

При зеркальном повороте характеры преобразований векторов а и <р

соответственно равны

-1 + 2cosf{J
-1 - 2costp

(для вектора а),

(для аксиального вектора <р).
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Если учесть эти замечания, то для характера представления, которое

соответствует только колебательным степеням свободы' мы получаем

X(g) = (ng - 2)(1 + 2cos tp), если 9 - поворот, } (6 29)
X(g) == ng( -1 + 2 cos tp), если 9 - зеркальный поворот. ·

Теперь вкраще остановимся на вопросе о классификаuии элекtpoн-

ных состояний молекулы. .
Если написать уравнение Шрёдинreра для молехуJIы' сЧ'И't8Jr ядра

фиксированнhIМИ В положениях равновеСИЯt то можно утверждать,

'ПО собственные функции этого уравнения, т. е. многоэлектронные

ВOJПiовые функции, принадлежащие одному собственному эиаЧeRИЮ,

преобразуются по неприводимому представ.лению точечной фYJU1'Ы

малехулы. Кратность вырождения электронных уровней дOJDlblа быть

равна порядку неприводимоro представления. Так, например, молеку

ла NНз с симметрией СЗtJ имеет только или простые, или двухратно

вырожденные электронные уровни.

Здесь мыI ограничимся этим общим замечанием; конкретное при

менение теории представлеНИЙ точечных групп к задаче рассмотрения

электронных состояний молекулы связано с введением некоторых при

ближений. Мы вернемся к этому вопросу в следующей главе.

УпражнеИИR

6.1. Определить ТИПЫ симметрии нормальных координат и вырождение

собственных частот для молекуJIы NНз , имеющей симметрию СЗfJ (рис. 2).

N

н

н

н

Рвс.2.

6.2. Написать табmщy характеров неприводимых представ.ленИЙ груп

пы о•.



Глава VII

Разложение прнводимоro

представления на неприводимые

в предыдущей главе мы научилисъ определять неприводимыIe пред

сrавления, по KOТOPЫ~! должны преобразовываться нормальные ко

ординаты симметричной молекулыI. Однако во многих задачах необ

ходИмо тaICЖе знать явные выражения этих нормальнъlX координат
через смещения .ядер. Задача определения HopMaJIьных координат зна

чительно упрощается, если мы предварительно из смещений Xi ядер

ПOClp()ИМ симметризованныесмещения, Т. е. найдем линейные комби

ц~ смещений, преобразующиесяпо неприводимым предста.влени

~"f,Р~евидно, набор таких линейных комбинаШlЙ, соответствующих
одному неприводимомупредставлению,определяетнекоторое инвари

антное подпространствов пространствепеременныхХ;. Таким образом,

мы дoJDкны разложить базисное пространство некотороro приводимо

ro представления на подпространства, неПРИВQДИМЫе относительно

пРеОбразованийгруппы симметрии системы. Аналоrичная задача воз

никаетв квантовоймеханикепри построенииприближенныхволновых

фунКЦИЙ молекул. Покажем, как решается эта задача. Наше рассмот

рение имеет общий характер, т. е. относится не только к точечным,

но и к любым конечным группам.

1. Построение базисов неприводимых предстзвлевий

Пусть совокупность элементов {'Фi} (ВOJПfОВЫХ функций или сме

щений) образует базис некотороro приводимого представления D груп

пы а. Выберем из этого базиса один элемент, например 'Фl, и при-

меним к нему все операции Tg , соответствующие преобразованиям 9
из грулпыI G. Тогда мы получим цепочку элементов, преобразующихся

друг через друга. Затем из совокупности {'Фi} элементов выберем эле

мент, который не содержится в этой цепочке (или, точнее, выберем

элемент базиса, который был бы линейно независимым от элементов

построенной цепочки). По этому новому элементу аналогично постро

им вторую цепочку и т.д.

Таким образом, мы получим некоторое предварительное разложе

ние предсга.вления D. Это не будет полным разложением,так как npeд

ставлеЮlе, реализующеесяв цепочке, вообще говоря, является приво

димым. Поэтому теперь задача сводится к разложениюпредставлений,
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ре8JПIзующихся В цепочках. Из построения цепочек следует, что такие

представления не могут бытъ шире регулярного (см. главу 111). PaccMOf
рим сначала случай, когда представление, ре8JПIзующееся на цепочке,

является реryлярны.. Действуя на базисНЫЙ элемент 'Фl всеми опе

рациями симметрии., мы получим цепочку, состоящую из т .линейно

независимых элементов, где т - порядок группы G:

(7.1)

(7.2)

(7.4)

(7.3)

мы знаем, что в регулярное представление входят все неприводимые

представления группы G, причем неприводимое представление nи)
порядка lj входит lj раз. Найдем ортонормированные базисы, пре-

об'разующиеся по неприводимому унитарному представлению D(j).

для этою построим оператор:

-и) /yi ~)-
~" =У ~L Dill (g)Tg ,

9

где D~)(g) - элемент матрицы этого представления, соответствующей
операции g.

Покажем, чro элементы

и) -(j) rr; nu)
'Pit = Pill ""1 = У ;;; L Dill (у)"",

9

при фиксированном значке k образуют базис неприводимоro представ

ления DU). Дейcmителъно, мы имеем

TgV>~) =~ /yiE~)(g')Tg' ''''1 =~Е~)(g/)~Tg'''''1 =
y~ g' т (

rr;~ n{j)( -1 ")-= v-;" L.J пilс 9 9 Тg'Фl =
m gI'

=~LLffl~(g-1)~l(g")Тg"""1 =
т g" n

~ -(j) -1 п;~ nV) ,,-=L.J Daп (у )у;:;; L.J D nll (g )Tg"""1 =
n~l ~

" '1
=L~(g-1)'P~l = ED~)(9)'P~l.

п=1 n=l
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- ы и) и)
мы ВИДИМ, что под действием операторов Tg элементы ~1': )~2t , ... '~, t

1

преобразуются друг через друга с матрицами D(j)(g). Так как в силу
свойств ортоroнальности матричных элементов неприводимbIX пред

ставлеНИЙ матрица перехода от элементов 'Ф к элементам ~ в форму

ле (7.3) является унитарной и, следовательно, неособой, то из незави-

симости всех элементов цепочки следует независимость элементов ~~).
Более того, если элементы 'Фg ортонормированы, то этим ж.е свойством

в силу унитарноети преобразования будуг обладать элементы ~~).
Придавая значку k значения 1,2, ... , lj, мы получим lj независц~х

базисов, преобразующихсяпо представлениюDU) .
Если число независимыx элементов VJg в цепочке меньше т, т. е.

если представление, реализующееся на цепочке, Уже, чем регулярное,

то не все полученные базисы неприводимых представлений будут не

зависимыми. Выделение независимbIX базисов представляет некоторую

дополнительную задачу. Однако в случае точечных rpупп эта задача

оказывается тривиальной. Упрощение задачи в этом случае связано

с тем, что порядки неприводимых представлений точечных rpупп,

встречающихся в приложениях, не превышают 3. Если неприводимое

представление одномерно, то оно :может встретиться в представлении

не более одного раза и сoorвeтствующий ему базисный элемент нахо-

дится с помощью единственного возможного оператора p~) .Двумерное
неприводимое предcrавление может встретиться не более двух раз. Если

оно встретится два раза, то остается в силе рассмотрение, относящееся

к регулярному представленИIO. Если один раз, то Д1IЯ получения базиса

этого представления можно взять любую пару операторов J3f1), P2~)

или p:~), P2~)' не приводящую к нулю при действии на выбранный
элемент. Трехмерное предстйвлеЮlе мож.ет встретиться в D не более

трех раз. Если оно встречается три раза, то необходимо испQ1IЪЗОватъ

все три троЙКИ операторов

-и) -и) -и) .
~1 , ~2 ,Pi3 (1 == 1, 2, 3).

Если оно встречается один раз, то достаточно взять ту тройку операто

ров, результат действия которых на элемент 'Ф дает отличный от нуля

результат. Если же представление содержится два раза, то для получе

ния базиса можно использовать любые две троЙКИ операторов, дающие

линейно независимыIe элементы.

Заметим, что для практического применения этого метода разло

жения приводимоro представления на неприводимые требуется знание

матриц неприводимых представлений соответствующей rpуппы 1).

1) Таблицы матриц неприводимых представлений точечных групп СМ. в работе: Ледов
екая Е. М.• Трифонов Е. д. Вестник ЛГУ, N2 1О (1962), 21.
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2. Определение симметризоваиных смещенИЙ

ядер молекулы

для иллюстрации рассмотренного ме

тода применим ею для определения сим

метризованныIx смещений ядер молеку

лы UF6, обладающей симметрией груп

пы Oh (рис. З). Такая молекула имеет 21
степень свободы и, следовательно, 15 нор

мальных координат, соответствующих ко

лебаниям. Применяя изложенный в пре

дыдущей главе способ определения харак

теров представления п, которое реализу

ется на смещениях ж., Уа, %j, мы получим

следующуютаблицу 2):

z

Рве. 3.

F

4 у

Е зс~ 6С4 6С2 8Сэ i 3C~; 6C4i 6C2i 8Сэi

21 -3 3 -1 О -3 5 -1 3 О

Используя формулу (6.25) для определения структуры приводимоro

представления, мы с помощью таблицы характеров неприводимых

представлений группы 0h (см. с.77) находим

(7.5)

Заметим, что в этом разложении содержатся также представления,

по которым преобразуются координаты, описывающие смещения и по

ворот системы как целого.

Обратим внимание также на то, что симметризованные смещения

для всех неприводимых представ.ленИЙ, кроме г~, будут одновремен

но и нормальными координатами, так :как в разложение D каждое

из неприводимых представлений, кроме r s, входит не более одного

раза. Теперь мы мажем приступитъ к нахождению симметризованнhIX

смещений. Вместо того чтобы рассматривать всю группу Oh' мы можем

оrpaничитьсярассмотрениемподгруппы О, если предварительнозаме

нить смещения Жi, Yi, Zj их симметричнblМИи антисимметричными

2) Здесь под смещениями Ж., У., %. мы будем понимать единичные смещения,

WIИ oprы' которые в главе V были обозначены через ei.
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(7.7)

относительно инверсии комбинациями:

Симметричные (четны:е) Антисимметричны:е (нечernые)

смещения смещения

Ж1 - ЖЗ Ж4 - Ж2 Ж6 - Ж5 Ж1 +Жз Ж2 +Ж4 Ж5 +Ж6

'Уl- 'Уз 'У4 - 'У2 'У5 - У6 Yl + Уз 'У2 +У4 (7.6)
%1 - %3 %4 - %2 %6 - %5 'Ys + У6 %1 + %з

Z2 + %4 %5 + Z6

Ж, у, Z7

Тогда базисные векторы четных представлений мы будем получать

при действии операторов P.~) на четные смещения, а базисные векторы

нечетнbIX представлений - при действии операторов P,~) на нечетные
смещения.

Таблица матриц неприводимых представлений группыI О дана

в приложении.

Подействуем операциями группы О на смещения (7.6), тогда мы

получим следующие пять цепочек:

1. Жl - ЖЗ, %6 - %5, У4 - У2·

11. У1 - Уз, %1 - %3, У5 - У6, Ж4 - Ж2, %4 - %2, Ж6 - Ж5·

111. Ж" у" %,.
IV. У1 + Уз, %1 + %3, У5 + У6, Ж4 + Ж2, %4 + %2, Ж5 + Ж6·

У. Жl + ЖЗ, %6 + %5, У4 + У2·

Рассмотрим первую цепочку. Построим оператор 13::), соответству
ющий тождественному представлению Г1:

-(1) 1 ~-
Рll = v'24 L.Tg •

9

Действие этого оператора на JIЮбой из элементов первой цепочки,

например Ж1 - жз, дает

в главе V бьmо показано, что связь между смещениями y'iif;ж, и ко

ординатами q" осуществляется с помощью уншарноro преобразования.

Поэтому, если мы имеем

(7.9)
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(r,дe для простOТhI записи значок k нумерует как атомы, так и декартовы

составляющие), то

(7.10)

Из равенства (7.10) мы можем получить величиныI смещений атомов,

которые соотве1Ствуют отдельным нормальным координатам. Полагая

все координатыI 9" кроме 9" равными нулю, МЫ получим

(7 11)

4

3

6

Рис. 4.

2

Так как атомы, соответствующие одной цепочке смещений, эквива

лентныI и, следовательно, имеют одинаковые массы, то по извест

ным соотношениям (7.9) мы можем найти (с точностью до множи

теля I/Vtn) смещения (7.11). В частности, используя равенство (7.8),
мы находим, что нормальная координата 91 соответствует полносим

метричному смещению, которое изображено на рис. 4.
Из трех независимых смещений пер

вой цепочки можно построить еще две

нормальные координаты, которые MOryт

бhIТЪ только базисными векторами двумер

Horo представления ГЗ , так как в раз

ложении (7.5) нет больше симметричных

одномерных или двумерных неприводимhIX

предстамениЙ. Для определения этих двух

нормальных координат подействуем на сме-
-(3) -(3)

щение %6 - %5 операторами Р11 и Р21'

С помощью таблицы матричных элементов

неприводимых представлеНИЙ мы находим

(7.12)

(7.13)

Смещения, соответствующие нормальным координатам 92 и 9з, изо

бражены на рис. 5.
У нас осталась еще одна цепочка (11), в которой должны ре

ализоваться симметричные представления Г4 И Г.5 . для определе
-(4)

ния соответствующихнормальныхкоординатпостроим операторы Р'1
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2

t

4 2

3

4

Рвс. S.

и ~~) (i == 1,2,3) и подействуем ИМИ, например, на смещение У6 - Ys:

-(4) 1
Рl1 (У6 - У5) == "2(У6 - У5 + %4 - %2) = q4,

-(4) 1
Р21 (У6 - У5) = 2(:1:6 -:1:5 + %1 - %3) = Q5, (7.14)

-(4) 1
Р31 (У6 - У5) == 2(Уl - УЗ + Ж4 - Ж2) == q6;

-(5) 1
Рl1 (У6 - У5) == 2(У6 - У5 + %2 - %4) = q7,

n(5) 1
Р21 (У6 - Ys) = 2(:1:5 -:1:6 + %1 - %3) = Qs, (7.15)

-(5) 1
Р31 (У6 - У5) = 2(У3 - Уl + Ж4 - Ж2) =q9·

Соответcrвующие смещения изображены на рис. 6. Координ aТbI q7,
qs, Q9, npeобразующиеся по представлению r5, ОIDfСЫвают поворот

молекулы как целою.

Теперь перейдем к цепочкам, состоящим из антисимметричныx

смещеНИЙ.

для цепочки 111 нет необходимости применять наш метод, так как

всякий вектор преобразуется по неприводимому представлению г~.

мы имеем:

(7.16)

Координаты 'l0, Qll, q12 не являются нормальными координатами,

так как представление г~ входит в разложение 3 раза. Элементы
цепочки IV преобразуются по представлениям г~ и Г~. Действуя опе-

раторами ~\4) на смещение Ж2 + Ж4, получаем следующие нормальные
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5

6

2 0------0-----0 4

5

6

20------0------0 4

5

координаты:

2

2

6

5

Рис. 6.

3

4

6

5

6

pf~)(:e2 + :е4) :::; ~(-:l:6 - :1:5 + :1:2 + :1:4) = QB,
2

~4) 1
P21 (Ж2 + Ж4) = 2(116 + 115 - Уl - уз) = '14,

-(4) 1
P31 (Ж2 + 2:4) :::: 2(%1 + %3 - %4 - Z2) = qlS·

СоответствующиесмещенияизображеныIна рис.7.

При действии оператора i>AS) на Ж2 + Ж4 получаем
базисные элементы:

_~) 1
Рll (Ж2 + Ж4) == 2(Ж2 + Ж4 + Ж5 + Ж6) = QJ6,

-~) 1
P21 (Ж2 + Z4) == 2(111 + Уз + У5 + У6) = Q17,

-(5) 1 )
РЗ1 (Ж2 + Ж4) == 2(%4 + %2 + %3 + %1 = Q18,

(7.17)

следующие

(7.18)
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6

5

3

6

55

g.-------t~----o 4 2o-----I~----o 4 2o----~~--__o

Рис. 7.

которые также не являются еще нормальными координатами. Наконец,

для последней цепочки V, состоящей из трех смещений, остается

непривоДимое представление г~, и мы имеем еще три координаты:

(7.19)

Из девяrn координат, преобразующихся по преДСТ3.WIению, которое

трижды содержит неприводимое предста.влеЮlе г~, нужно выделить

координатыI' которые соответствуют смещению молекулы как целого.

Эro легко сделать. Очевидно, что три координаты поступатеJThНОГО

движения имеюr вид

Х _ EffliZi
- ~ ,

LJfflj

у _ Е miYi (7.20)
- Efflj'

z= EmiZi ,

Emi
для того чтобы из оставшихся шести координат построить нормальные

координаты, надо решить вековое уравнение второго порядка для мат

рицы потеlЩиальной энерmи (см. главу V, с.64).

3. Метод JlИВеЙИой комбинации помIIых орбит

Второй пример применения рассмотренного в п. 1 метода относится

к исследованию электронных состояний молекулы.

Мы остановимся здесь лишь на постановке задачи, так как ее реше

ние аналогично рассмотрению в п. 2. При исследовании стационарных

состояний молекулы часто используют так называемое адиабатическое

приближение: электроны молекулы рассматриваются в электростатиче

ском поле ядер, образующих некоторую симметричную конфигурацию.



Упражнение 91

Задача определения состояния электронов молекулы, т. е. задача опре

деления собственной функции оператора электронной энерrии моле

кулы, может быть приближенно сведена к одноэлектронной задаче;

при этом каждый электрон рассматривается в некотором эффективном

поле, которое создают остальные элекrpоНhl и ядра. Можно при

ближенно предполагать, что это эффективное поле обладает той же

симметрией, что и конфигурация ядер.

Далее используют следующие рассуждения. Если бы атомы ИJП{ ио

ны, образующие молекулу, находились на достаточно большом рас

стоянии друг от друга, то одноэлектронные функции молеКУJThI со

впадали бы с ионными И1Пf атомными одноэлектронными функциями.

При этом одноэлектронные уровни энерmи были бы вырожденны

ми, одинаковые волновые функции, локализованные около разных,

но эквива.лентных атомов, соответствовали бы одному и тому же значе

нию энергии. В действительности атомы в МQЛекуле находятся на таких

расстояниях, при которых влияние одного атома на другой имеет су

щественное значение; поэтому одноэлектронные функции свободных

атомов или ионов не будуг решениями уравнения Шрёдинreра для од

ноэлектронных состояний молекулы. Однако можно предположить, что

набор таких функций образует систему, достаточно полную для прибли

женного решения НaIIlей задачи. Практически число функций в этом

наборе конечно, и на функциях этого набора реализуется некоторое

приводимое представление D точечной группы G.
В главе V было показано, что задача диaroнализации матрицы

гамильтониана знаtПfтелъно упрощается, если предварительно выбрать

функции так, 'Побы они образовывали базисы неприводимых представ

леНИЙ. Построение таких базисов аналогично выполненному в преды

дущем пункте. Рассматриваемая «полная- система функций разбивается

на цепочки функций, и в каждой цепочке с поltfОЩЪЮ операторов P.~)
строятся базисы неприводимых представлеНИЙ. Если какое-нибудь не

приводимое представлеЮfе всгречается в разложении только один раз,

то построенные ВOJПIовые функции будyr собствеlпlыи функциями

нашей задачи. Если неприводим:ое представление nи) встречается rj

раз, то после построения базисов этоro неприводимого предcrавле

ния для нах~ениясобственныхфункцийприходитсярешать вековое

уравнение порядка rj. Этот метод нахожденияодноэлектронныхпри

ближенныхрешенийдля молекулирнойзадачи носит название метода

линейной комбинацииaтoмHыхорбит.

Упражнение

7.1. для кубического КОМll1Iекса (типа F-цeнтpa в щелочноraлоидном

КРИСТaJUIе) построить ВОJDIовые функции, преобразующиеся по неприводимым
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представлениям IpyIIпы куба 01&. Считается, что полная система функций

состоит из шести в-функций, локализованных в окрестностях точек 1, 2, ... ,6
(рис.8).
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Глава VIII

Простраиствеииые группы

и их неприводнмые представления

Группой симметрии идеального кристалла или пространетвенной

группой называютсовокупностьnpeобразованийтрехмерноюпростран

ства, переводя:lЦИX любую точку кристалла в эквивалентную. Важно

отметить, что при этом кристалл или предполагают бесконечным,

или замеЮIЮТмоделью, в которой отождесТВ1IЯЮТCЯпротивополо.жные

грани образца. В последнем случае кристаллТОПОЛОгическ:иэквивален

тен трехмерномутору.

] • Подrpуппа транCJIJIЦИЙ

Характерной чертой симметрии кристаллов, отличающей их от мо

лекул, является наличие трансляциоиной симметрии: идеальный крис

талл представляет собой периодическое повторение определенной со

вокупности частиц. Трансляционную симметрию можно опредеmrrь

с помощью трех некомпланарных векторов:

41, 42, аз,

называемыхосновнымu ве:к:торамирешетки. Трансляцияна вектор

(8.1)

где nl, n2, nз - цеJIhlе положительные или отрицательные числа,

связывает эквивалентные точки r и r' кристалла:

r' == r + а. (8.2)

Вектор 4 называют векторам решет"u. Если из одной точки (нача

ла координат) отложить все векторы 4, то их концы образуют так

называемуюрешетку Браве, ИJПI «ПУСТУЮ. решетку, соответствующую

данному кристаллу. Концы ве:к:торов при таком построении называ

ют узлами решетки. Три основных вектора решетки обладают тем

очевидным свойством, что ВRY1Pи элементарноro параллелепиnеда,

посtpоенноro на них, нет ни одного узла решетки. Заметим, что вы

бор основных векторов решетки не является однозначным. Однако

при любом возможном выборе этих ве:к:торов объемы элементариых

параллелепипедовдолжны быть одинаковыми.На рис. 9 показано, :как
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можно выбрать основные век

торы в случае квадраrnой- дву

мерной решетки. Обычно в ка-

В2. ~~~~:H::;=~~BB==
"1 ". Элементарные параллеле-

Рис. 9. пипеды называют таюке эле-

ментарными ячеUк.ами крис

талла. Таким образом, в пространственной rpyrrne содержится в ка

честве подrpуппы группа трансляций (8.2) на вепоры решеТЮl. Мы

будем обозначать эту группу через То. .

2._ Сивroвии

РешеТЮI Браве обладают определенной СInL\lетрией относитель

но поворотов и отражений. для каждой решетки Браве существует

точечная группа К преобразований, которые переводят вепор ре

шетки в вепор решетхи. Ортогональное преобразование трехмерного

пространства, принадлежащее группе К, будем обозначать через R.
Существуетсемь систем (сингонuй) кристалличесхихрешеток, различа

ЮlЦИXся точечнойгруппой К. Оказывается,не всякая точечная rpyшIа

может бъnъ группой симметриирешетки. Требование, чтобы од»овре

меЮfО с а вектор Ro, также бьш вектором решетки, ограничивает круг

доnyстимых точечных rpупп. Выясним, каковы эти оrpаничения.

Прежде всего отметим, что группа К должна содержать инверсию:

вместе с трансляцией на вепор о в rpyпny Та всегда входит транс

ЛЯЦИЯ на вектор -а. Теперь установим, какие оси симметрии может

иметь группа К. Выберем в качестве базиса пространства векторов а
основные векторы решетки 0,1,- 0,2, АЗ И запишем преобразование R
в новом базисе, в котором все векторы решетки имеют целочисленные

составляюшие. Если матрицу ортоroнального преобразования R в этом

базисе обозначить через В, то мыI будем иметь

R == и- 1ви,

где U - матрица перехода от первоначального ортонормированного

базиса х базису 01, 02, аз. Если R - поворот (или зеркальный по-

ворот) на угол f(J, то след матрицы R, так же как и след матрицыI Н,
равен

Sp R=Sp R = ±1 + 2 сos f(J. (8.3)
Однако из условия, что npeобразование R должно переводить вектор

решетки а в 'Вектор решетки а' = На, следует, что все элементы

матрицы В, а следовательно, и ее след должны быть целочисленными.
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Синroния Тип
Orносителъные orносительныe

ДЛИНЫ расположения

триклинная 82 простой JIJOбые любое

моиоклиннаяС211 простой • oэ-L0'12

С центрированными сз2 -L0'12
основаниями

ромбическая D 211 простой • 01-LО2..Lоз.1.01
С центрированными J) СЗ2.1.0'1201 -L°2

основаниями

объемноцен- • 93211.0'21011.02
трированН.bIЙ

гранецент- J) С211.01 .1.СЗ1
рировaнный

тетрaroнальная:D4h, простой 01 = 02 °11.°2-Loз-L°1
объемноцен- 01 =02 '3121.~1.0[
трированН.bIЙ

ромбоэдриqееКaii~d, простой
-. 2..-

01 == 02 93121.0'21 0102 == Т
гексагональная D6h простой

- 2а"
01 = o:l (1з.1.0'12 4102 = Т

кубическая Oh простой 01 = 02 =0з °1.1.02 ..Loз
:rpaHeueH- 01 = 02 01.1.021.93121.01

трировашlый 9312 == ~01
обьемноцен- 01 =02 °1..L021.g312..L01

трированный 9312 = ~ 01

Обозначения: C;k = 0i - i 0k, 9ikj = Oj - ~(Ok + Oj);
O'ik - вектор, лежащий в IUIОСКОСТИ вeкropoB О" Ot.

Orcюда вытекает, что COS tp может ПРl!нимать лиПIЬ значение:

211"п 1
cos Ip = COS --;;;:- =±1, ±2' о. (8.4)

Следовательно, rpуппа К может содержать только оси вropoгo, треть

его, четвертого и шестого порядков. Наконец, можно показатъ, что

если группа К содержит подгруппу СП, n > 2, ТО она содержит также

и подгруппу C nv • Сформулированные BыIlIe три ограничения приво

дят к тому, чro роль точечной группы кристалла MOryr трать ЛИШЬ

7 точечных групп, а именно:

52, С2Ь, D2h, D4h' Dзd , D6h' Oh·

Это И является причиной того, что существует только 7 синroний:

ТРИКJпmная, .моноКJIИННая, ромбическая, ромбоэдрическая, тетраго

нальная, гексагональная, кубическая.
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(8.5)

(8.6)

(8.7)

Точе'Пiая группа решетки Браве накладывает определенные оrpани

чеНIfЯ на возможное расположение и относительные длины основных

векторов решетки. Мы не будем проводить здесь соответствующего рас

смотрения. О,днако для полноты картины приведем таблицу, дающую

более пoлныe сведения о решетках Браве.

3. ОБЩИЙ элемент простравствеввой rpуппы

Общий элемент симметрии пустой решетки может быть записан

в виде taR; действие этой операции на трехмерный вектор ж опреде

ляется формулой

tаRж =Rж + а.

Очевидно, мы будем иметь

tо.R}tа2R2ж =R1R2ж + 4} + R142,

(taR)-lж = R-1ж - R- 14.

Операции ta и R не коммугируют; мы имеем

to,R = RtIr1o. (8.8)
Отметим, что точечную группу К решетки удобнее всею определять,

рассмотрев все операции, переводящие векторы аl, а2, аз, -а},

-42, -аз друг в друта.

До сих пор мы рассматривалисимметрию .пустых. решеток. Вер

немся теперь к рассмотрениюсимметриикристалла.

Кроме подгруппы трансляций Та пространственнаягруппа содер

жит такхе другие преобразования,вид которыхобусловлен,во-первых,

симметриейрешеткиБраве, во-вторых,симметриейкомпонентовкрис

талла, т. е. симметрией периодически повторяюшейся совокупности

часгиц, образующейкристалл. Эro второе обстоятeлъcrвочасто приво

дит к тому, чrо не все преобразоваНИЯиз точечной ГРУПIIЫ К входят

в группу симметрии кристалла. Не все преобразования, совмещаю

щие узJIы решетки, совмещают также компоненты кристалла. Поэтому

возможно, что точечная группа кристалла будет только подrpynпой

точечной группы пустой решетки.

В общем случае npeобразование симметрии кристалла, не содер

жащее транcmщии на вектор решетки, имеет вид taR, где R 
некоторое npeобраэование из точечной грynпыI К, а ta - траНСЛЯЦИЯ

на вектор а, отличный от вектора решетки. для пояснения таких

несобственных транСЛЯЦИЙ рассмотрим кристаллическую решетку ал

маза. Решетку алмаза можно составить из двух гранецентрированных

кубических решеток, сдвинyrыx друг относительно дрyrа вдоль npo
странствеиной диагоНали куба на 1/4 ее длины (рис. 10). Выберем

в качестве центра симметрии положение какого-нибудь ядра, напри

мер точку А. Ближайшие к этому узлу ядра, принадле:жащие другой

подрешетке и отмеченные буквой В, образуют тетраэдр. Легко убе

диться в том, что npeобразования из группы тетраэдра будут совмещать



3. Общий элемент пространетвенной группы 97

в

Pвc.IO.

,,,,,

решетку алмаза саму с собой. Пре

образование инверсии i относи

тельно точки А не будет элементом

симметрии рассматриваемой решет

ки. Действительно, при таком пре

образовании ядро В, расположен

ное в вершине куба, окажется на се

редине пространственной диагона

ли. Однако если после инверсии

произнести СдВиг по диагонали на

четверть ее ДЛИНЫ, то рассматри

ваемое ядро В займет положение

ядра А. Легко убедиться, что инвер

сия и сдвиг npИВОДЯТ К совмещению

подрешеток А и В. То же можно

утверждать для любых преобразо

ваний из совокупности iTd. Таким

образом, элементамисимметриире

шетки алмаза будут преобразования

точечной группы Td И преобразования из совокупности iTd, сопро

вождающиесятрансляцией ta , где Q - вектор, нanpавлеШIЫЙ ВДWIЪ

диагонали куба и равный 1/4 ее длины.

Если R - поворот BOкpyr некоторой оси, а ta -смещение вдоль

направления этой оси, то преобразование taR называют вращеняем

вокрут винтовой оси; если R - отражение относительно некоторй

IUlоскости, а to -смещение, параллелъное этой плоскости, то элемент

симметрии taR называют плоскостью СК()JJЪЖенЮI (или плоскостью

скользящегоотражения).

Общий элемент пространственной rpупПhI может быть записан

в виде

9 = tataR = ta+aR. (8.9)
Такая запись возможна, несмотря на то что трансляции to не комму

тируют с преобразованием taR. для доказательстваэтого покажем, что

элемент taRta также может быть представлен в виде (8.9). Действи;

тельно,

tаRtаж =Q + Н(ж + а) =а + Rж +Ва. (8.10)
Так как R Е К, то Ra - такхе вектор решетки, и, следовательно,

taRto = tRa+aR. (8.11)

Мы уже отмечали, что преобразования taR не образуют группу. В то

же время легко убедиться, что преобразованияR образуют rpyпny.

Дейcrвителъно, мы имеем

taRta,R' = tatRaRR' = t Q +lIa,RR'. (8.12)
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Отсюда следует, что вместе с R и Jt всегда имеется преобразова

иие RЯ'. Так как R Е К, то эта группа, которую мы будем в дальней
шем обозначать через F, должна БЪ1ТЬ подrpуппойгруппы К.

Кристаллы,имеющиеоднуи ту же группуF , относят к одному клас

су. Очевидно, число кристаллических классов равняется числу подrpупп

в семи группах 52, ... ,01&, определяющих синroнии .. Легко сосчитать,

что ЭТИ ГрУПIThI содержат 32 различные подrpуппы и, следовательно,

существуют 32 кристаллических lCJIасса. Orметим, что крист8JIлы' при

наддежащие одному и тому же классу, MOryr OI'Носиться К разным

синroниям, а при заданном классе и заданной синroнии кристаллы

MOryr еще отличатьсянесобственнымитрансляциями ta . Установлено,

что сушествует всего 230 различных пространственных групп.

4. Неприводимые представлении rpуппы транCJIJIЦИЙ

для тоro чтобы построить иеприводимые представления простран

сгвенной гpyrmы, изучим сначала неприводим:ые представления ее

подгруппы - группы трансляЦИЙ То.

Если трансляции на основные BelCГopы решетки обозначать соот

ветственно через

(8.13)

то произвольНЫЙ элемент из группы То может быть представлен в виде

(8.14)

где

о =nlO + n2В2 + nзаз. (8.15)

Все трансляции коммутируют друг с другом, и, следовательно, группа

трансляЦИЙ абелева. Рассмотрим христзлл, размеры которого опреде

ляются веlCГорами L 10 1, L2a2 и Lзвз, где Ll' L2, Lз - целые числа,

и наложим на трансляции так называемые циклические условия:

tL.+l
а. = to" i = 1,2,3. (8.16)

это мы и подразумевали, говоря, что отождеCТWIЯем противоположные

грани образца ..
Поэтому группу 'JP8.НсляциЙ То мы можем рассматривать как пря

мое произведеНJfе трех циклических групп Та. с элементами

2 L.-l
Е, to" to" .... ta, . (8.17)

Как мы знаем, неприводимые представления циклической группы

одномерны. для группы Та" имеющей порядок LJ , они определяются

числами

2..-ir R
е 1 .. (8.18)
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Индекс т :классифицирует неприводимые представления и может при

нимать значения О, 1, 2, .... , Lj -1. Число n равно степени соответству-

ющего элемента циклической rpуппыI (8.17). Поэтому неприводимыми

предстаШIениями rpynпы Та С элементами (8.14) будyr числа

e211'i(~"'+~n2+~n3) • (8.19)

Мы видим, что каждое неприводимое представлеlfilе группы Та опреде

ляется тройкой чисел (тl, т2, тз), а число различных неприводимых

представлений равно произведению L1L2Lз.

Введем в рассмотрение три вектора ь1 , Ь2, ьз , оnpeдеJПIВ их усло

виями

Очевидно, что

Ь _ 211'[424з]
1- ,

(аl [а2аз])

Рассмотрим вектор

ЬЗ = 211'[Йlа2J .
(4з[4142])

(8.20)

тl т2 тз
k = -Ь1 + -Ь2 + -ьз. (8.21)

Ll L2 Lз
Вектор k задан в пространстве, определяемом векторами b1, Ь2, ЬЗ

И называемом пространством обратной решетки (по отноwеЮlЮ к ре

шетке, определяемой векторами 01, 42 И аз) .. Очевидно, числа (8.19),
дающие неприводимые представления группы Та, можно записать

в виде

ei(lra) • (8.22)

Таким образом, каждое неnpиводимое представлеlfilе гpynJIы Та харак

теризуется своим вектором k. Мы будем обозначатьэти представления

через r lr • Если qt - орт преДcтaR.'1ения Г" и Еа - оператор трансляции
на вепор а, то

toqlr = ei(lro)'Ir. (8.23)
Два вектора k и k' пространстваобратнойрешетки,различающиеся

на вектор

Ь = 1'1 Ь1 + 1'2 Ь2 + 1'зЬз, (8.24)
где Pi - цеЛhlе числа, называются эквuвалентными; очевидно, они

характеризуют одно и то же неприводимое представление. В качестве

области изменения вектора k, определяющеюнеприводимыепредстав
ления rpynnъl транСЛЯЦИЙ,удобно выбратьтакую одноевязнуюобласть

В пространстве обратной решетки, которая содержит в себе начало

координати для которой вьmОJIНJlЮl'сяследующиедва условия:

а) эта область не содержитэкви:валентныхвекторов,

б) для произвалъного вектора пространства обраmой решетки в

этой области найдется эквивалентный вeIcrOp. эгу область называют

nриведенноuзоной Брuллюэна.
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Можно показать, что группы Ко прямой и Кь обратной решеток

Браве совпадают. В самом деле, пусть R Е Ка. Тогда наряду с равен-

сгвоы (аЬ) = 2wn мы имеем (Во, Ь) == 2wm, откуда (а, R-1b) = 21rffl.
Следовательно, R- 1b есть вектор обратной решетки. Но когда npeобра

зование R пробегает всю rpуппу Ко, обратное преобразование я- 1

таюке пробегает всю rpynпу. Orcюда можно заключить, что Ко С Кь.

Повторяя рассуждение для R Е Къ, мы получим, что Къ С Ка. Отсюда

следует, что rpуппа КО совпадает с группой кь.

5. Звезда вектора k
Допустим, что нам извеС1НО некOfОРое неприводимое представ

ление D пространственной группы G. По отношению к подгруппе

трансляций То оно является, вообще roворя, приводимым. Матри

цы представления п, соответствующие трансляциям ta , коммутируют

между собой; поэтому орты базиса ~дставления всегда можно вы

брать так, чтобы эти матрицы бьши диагональными. Эrи орты будут

ортами неприводимых представлений Г. группы трансляЦИЙ, поэтому

их можно обозначить также через q., где k - вектор из приведенной

зоны БРИJШЮэна.

Выясним, как связаны междУ собой векторы k, соответствующие

базису данного неnpиводимоro предcrавления п. Пусть qle - один

из ортов этоro базиса, тогда согласно (8.23), мы имеем

А i(l:a) (8 25)toql: = е q1r. .

Рассмотрим теперь оператор ЕаЕав., соответствующий произвольно.му
элементу rpуппы G. Действуя этим оператором на орт '", получим

некorорый едиНИЧНЫЙвектор ,':

" = tolaRq.. (8.26)

Выясним, как npeобразуется " при трансляциях на вектор решетки.

Мы имеем

ia,q' = fa,laiaRq = faiaia,Rq•.
Используя соотношение

(8.27)

(8.28)

получаем

А , А" -" i(1: в- 1 0')'" " - i(Вt а') ,to,q = totaRtR~la,q. = е J totaRq. = е J ,. (8.29)

Отсюда следует, что вектору " следует приписать значок ш. Таким

образом, общее преобразование ЕаЕан переводит орт qlc в орт 'Я•. Сле
довательно, если в базис неприводимоro представления D простран

ственной группы входит орг '., то в него входит также и орт QR., где

R - преобразование из точечной группы F. Совокупностьвсех неэкви-
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Н1с. =9;H1c9il, (8.31)
откуда въпекает, что группы векторов звезды изоморфны друг друту.

валентных векторов Rk, где R Е F, называютзвездой вектора k. Если
с помощъювсех операЦИЙR Е F получаются т различных векторов

k] = k, k2 == R1k, ... , km =Rm-1k,
1'0 roворят, что вектору k соответствует звезда т-го порядка.

6. l}Jуппа вепора k
Пусть k - какой-нибудь вектор из приведенной зоны БрИJVIЮЭна.

Рассмотрим все преобразования из G, ocтawI.ЯЮщие вектор k инвари

антным. Они образуют подгруппу Н1с группы G. Действие преобразо

вания из G на вектор k нужно пониматъ в смысле равенства (8.29),
рассматривая k :как индекс базисноro вектора, т. е._ totoRk = Rk.
Очевидно, все преобразова.нияподгруппы Та оставляют вектор k ин

вариантным. Если группа G не содержит несобственных 1р&Нсляций,

то кроме транСЛЯЦИЙ to в группу Н" входят еще только некоторые

ортоroналъные преобразования, образующие подгруппу F. группы F,
и произведенияэтих преобразоваНИЙна трансляции. Группу Н. будем

называть группой вектора k. Если конец вектора k лежит на по

верхности зоны БРИJUIюэна, то в группу Н. входят также элементы,

которые переводят k в эквивалентный вектор.

Разложим группу G на совокупности, сопряжеlDlые слева orноси

телъно подгруппы НА:

91Н1с, 92Н., ... , 9тН., (8.30)
где 91 - тождественное преобразование rpуппы. Выясним, какими

свойствами обладают элементы 92) 9з, ... '19т в этом разложении. Так

:как ни один из элементов совокyIПlОСТИ92Н" не должен содержаться

в подгруппе Н1с, то элемент 92 не может оставлять инвариа.нтны:м:

De.lCl'Op Ic. Легко убедиться в том, что все преобразован.ия из со

ПРJlЖенной совокупности 92Н1с переводят вектор k в один и тот же

вeJa'Op 'е2 = 92k. Аналогично преобразованияиз дрyrиx совокупнос

тей переводят вектор k в векторы kз = 9)k, k4 =9А1с.···, k m = 9mk .
Все эти векторы должны бытъ различными. Действительно, если бы

npeобразования 92 и 9) переводили вектор k в ОДИН и тот же век-

тор k 2 == 'е), то совокупность элементов 9'3192Н. ДOJDlCНa бьша бы
оставлять вектор k инвариантным и, следовательно, совпадала бы

с группой Н1с . Но из 9з192Н1I =Н" следует fhH1c =9зН", чего не мо
жет быть, так как сопряженные совокупности не содержат общих

элементов. Поскольку сопря:женныe совокупности исчерпывают всю

группу, то векторы k 1, ••• , k m образуют звезду вектора k. Легко ви

деть, что группа вектора kj, принадлежащеroэтой звезде, может быть

представленав виде
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7. Неприводимые представлеНИJI

пространствеИНОЙ группы

Предположим, что представление D пространственной группы раз

ложено на неприводимые представления подгруппы трансляций, Т. е.

что матрицы представлений, соответствующие трансляциям, диаго

нальны. Выберем в пространстве (1 предста.менияD те орты, на ко

торых реализуется одно и то же представление Г. ГРУПIIhI Та. Обозна

чим через (1" линейное подпространство,образованноеэтими ортами.

Если к JOO60МУBeIcrOpy подпространства (1. применить преобразование

из группы Н,,, 1'0 мы опять должны получить вектор, принадлежа

щий (1•• На основании этого можно заключить, что в пространстве (1.

должно реализоватьсянекоторое представление r гpyrmы н•. Анало

гичным образом из базисноro пространства (1 представленияD мож

но выделить ПО'nпрос1ранства (1",., В каждом из которых реализуются

представлениягруппы соответствующеговектора. Каждое из подnрост

paнcrв (1., может быть получено из подпространства (1. с помощью

операций 9i. Ясно таюке, что в каждом из подпространств (1., реали

зуются эквивалентныeпредставленияизоморфныхгрYJП1 Н",.

Покажем теперь, что из неприводимостипредставленияD въпека

ет, что в каждом из подпространств (1". реализуется Также неприво

димое представление группы соответствующеговектора ki. Действи

тельно, предположим противное, Т. е. будем считать, что в простран

стве (1. можно выдеJППЪ подпространство (1,,1, инвариантное относи

тельно группыI Н". Подействуем на (1.' операциямиЬ. (i == 1, 2, ... , т).
Тогда мы получим подпространства

и~ = b;(1~. (8.32)

Покажем, что тогда прямая сумма этих пoдnpocтpaнств

(11 = (1~1 е 0'~2 ЕВ ... ЕВ (1~.. (8.33)

инвариaнm:а относительно всей npocтpанственной группы G. Любой
элемент группы G согласно (8.30) может быть представлен в виде

9 = 9ih., h. Е Н.. (8.34)

Тогда мы имеем

bjh,,(1~ =gjh"b;(1~ = blh~(1.' = (1.,. (8.35)

Таким образом, при преобразованиях из rpynпы G каждое из под

пространетв (1~ переходит либо само в себя, либо в какое-нибудь
другое подпространство (1~, и пространство (1' оказывается инвари

aнтным относительно преобразований из группы G. Но, с другой

стороны, пространство (11 является подnространствомпространства q

представления D, которое мы считаем неприводимым. Orcюда сле

дует, что в каждом подпространстве (1", может реализоваться только
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неприводимое представление rpyrmыI Н., т.. е. представление D1c не

приводим о. Таким образом, мы приходим к результату, что каждое

неприводимое представление определяется звездой вектора k и не-

которым неприводимым npeдставлением г(о) ФYIПIы Н1с BOJDfOBOro

вектора. эти неприводимые представления пространствеиной грyпnыI

будем обозначать D~Q). Очевидно, порядок п1са представления nio
)

равен произведению порядка Па неприводимого преДСТ8мения г(а)
группы волнового вектора на m - число векторов в звезде: П1са = пот.

8. Неприводимые представлеиlUl группы вектора 1с

Мы еще должны ВhIЯснить вопрос, какие неприводимые представ

ления г(а) группы вектора Н1с MOryт реализоваться в пространстве (11:.

Оказывается, что на возможные неприводимые представления груп

пы Н1с дОЛЖНЫ бwтъ наложены некоторые ограничения. Действитель

но, в группу волнового вектора входят преобразования трансляций

на векторы решстхи. По определению все подnространcrво (11с состо

ит из собственных векторов транСЛЯЦИЙ to с собственным значением

ехр i(ka). Поэтомуматрицапредставления,соответствующаятрансля
ЦИИ, должна иметь вид

r(a)(t ) - ei(h)Е (8.36)
о - по'

где Ena - единичная матрица. Таким образом, допуетимы:ми непри

водимыми представлениями г(а) группы Н1с будуг лишь те, в которых
трансляциям на вектор а соответствуют матрицы (8.36). Такие непри ...
водимые представления группы Н" мы будем называть нор.мальны.м •.

НормальныенеприводимыепредставленияЛегко определить, когда

пространственная группа не содержит поворотов с несобственными

трансляциями ta • Тогда группа Н1с состоит из всевозможных произве

дений элементов группы То и точечной группы F", которая в свою

очередь состоит из тех элементов точечной rpyrшы F, которые оста

ВЛЯЮТ инвариантнымвектор k. Так как все вeIcr'Opbl пространства (11с

ЯWlЯютсясобственнымJIвекторамиоперацийтранCЛJIЦИИс ОДНИМ и тем

же собственнымзначением,то ИЗ неприводимости представленияотно

сwreльно группы Н. следует неприводимостьотносительноточечной

rpyrmыI F". Таким образом, классификация нормальных неприводи

мых представлений rpyпnы Н. в рассмооренном случае проводится

по неприводимым представлениям точечной rpynnы Ft ..

9. Пример

Прежде чем переходить к рассмотрению пространственной груп

пы G, содержащей несобственные трансляции, мы npоиллюстрируем

введенные понятия на простейшем примере пространственнойгруппы
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О'
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Рис. 11.

одноатомного КРИСТ3.JШа с квадратной ре

шеткой. В этом случае точечной группой F
будет группа п4 , имеющая восемь элемен

тов (см. главу VI), зоной Бри;шюэна будет

квадрат со стороной 2~ (а - постоянная

решетки КРИСТ8JUlа). Так как вектор k пол

ностью определяет свою звезду, то дJIЯ клас

сификации неприводимbIX представлений

ПроСТРЗНC11JеЮfОЙ группы достаточно рас-

смотреть А этого квадрата (рис. 11).
Рассмотрим сначала вeкrop k, не свя

занный с элементамисимметриизоны Бри-

ллюэна (например, вектор ОА). Применяя к такому вектору пре

образования, входящие в группу D4, мы получим звезду, состоящую

из BOCЬ~ векторов (рис. 12). Очевидно, группа F1спреобразований

из п4, оставляющих этот вектор k инвариантным, содержит только

один элемент Е и группа Н1с в данном случае совпадает с группой

трансляций то. Данному вeICГOpy k соответствует одно неприводимое

представление D1I1 групnыI G восьмого порядка. В этом предстаWIе

нии матрицы, соответствующие транCJIJlЦИЯМ to будуг диагональны:

элементами их будуг expi(kjo), j = 1,2, ... ,8 (k - векторы звез

дыI.. Преобразования из группы F производят перестановку ортов

базиса предстаWIения; поэтому матрицы, соответствующие этим пре

образованиим, имеют только по одному элементу (недиагоналъному),

отличному от нуля и равному единице.

. Теперь рассмотрим вектор k, конец которою лежит на оси сим

метрии (например, вектор ОВ на рис. 11). В этом случае группа F 1c
содержит кроме тождественного элемента Е еще одну операцию (11/

(отражение в плоскости XZ) и изоморфна группе С2, имеющей два

неприводимыхпредставленияпервогопорядка. Звездавектора k состо

ит из четырех векторов (ри~. 12, б). Orметим, что из четырех векторов

будет также состОять звезда вектора, оканчивающеrocя на границе зоны

Бриллюэна (например, вектора ОС·на рис. 11). Остальные четыре веК

тора, по.лучающиеся при применении к вектору ОС преобразова.ниЙ

из группы D4, будуг эквивалентны приведенным на рисунке. Рас

CMaтp~MOМY вектору k будуг соответствовать два неприводимых

представления четвеlЛоro порядка: D~l) и Df>. В этих npeДСТ8WIениях
матрицы, соответcrвующие транСЛЯЦИЯМ, совпадают; элементы других

матриu в Э'IИX представлениях MOryr отличатьсятолько знаком.

Наконец, для вектора k = О грyrша F1c совпадает с D4 0 Поэтому

вектору k = О соответствует столысо раз.личны:х неприводимых пред-

ставлений D~O> , сколько их имеется у rpyrmbl D4 (четыре предстаWIения
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а)

+
б)
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(8.40)

(8.39)

Ркс. lZ.

первого и одно второго порядка). Порядки npeдставлений D~a) будyr
совпадать с порядками предcrавлеНИЙ группы D4 • Трансляциям to

в представлениях D~a) соответствуют единичные ма1рИUЫ; D~a) (В) сов
падают с соответствующими матрицами неnpиводимblX представлений

группы п4 • Очевидно, тождественным предста.влеНием npocтpaHcтвeH

ной группы будет одно из неприводим:ых представлений, cooтвeтcrвy

ющих 'е=0.

10. Неприводимые представленlUI прострав~ввой

rpуппы, содержащей иесобствеllllWе траиCJUIЦIIII

Рассмотрим теперь случай, когда группа вектора k содержит несоб

ственные трансляции. Осложнение, которое возникает эдесь, связано

с reM, что преобразования Rto не образyюr групn:ы: произведение

двух таких элементов может содержать .трансляцию на вектор решет

ки. Однако, как мы сейчас увидим' классификация неnpиводимых

представлений грynПhI Н1с , Korдa вектор t лежит внутри приведеJПIОЙ

3оиы Брилл:юэна, также проводится по непривоДИМhlм представлениям

точечной группы FI:. Между npeдставлениями групп Н1с и Р" в этом

случае можно установить однозначное соответствие. Пуcrь r(h) 
матрица представления :группы Н", соответствующая элементу h =
totoR е Н1с • Покажем, что матрицы

f(R) = r(h)e-·[I:(o+o)) (8.37)

дают представление групnыI Р•. ДействJПeЛЬНО,мы имеем

f(R
1
)f(R2) = r(h1)r(h2)e-i[''(ОJ+Оl))е -а[''(1I 2+О2)). (8.38)

Далее,

r(h]h2) = r(tOltOlR]tfJ2t02R2) = r(tO(tO}tRa2tRa2R]R2) =
= f(RIR2)ei[I:(Ol+01+RIQ2+RI02)).

Подставляя (8.39) в (8.38), получим

f(R
1
)f(R2) == f(RIR2)еi(~(Rl(J2+RlQ2)I-i[k(О2+02)] =

=f(R1R2)e
i(R1

1

i-",О2+02).
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Так как вектор k по условию лежит внугри приведенной зоны Брил

люэнаt а преобразование В1 Е F1c , 1'0

(8.41)

и окончательно мы получаем

(8.42)

Наобоpar, можно показать, что по любому представлению группы FIc
можно построить С помощью соотношения (8.37) предстаWIение груп

пы Н". Существование такой взаимно однозначной связи между пред

СТ8WIениями приводит к 1'Ому, что если предстаWIение f(R) непри
водимо, то r(h) таюке неприводимо. Подчеркнем еще раз, что все

проведенное здесь рассмотрение справедливо лишь для вектора k,
лежащего внугри зоны Бриллюэна.

Пусть теперь вектор k лежит на поверхности приведенной зоны

БРИJDIЮэна. Тогда в группе Н. обязательно содержатся такие пре

образования, которые переводят вектор k в вектор, отличающийся

от k на вектор обратной решетки. Поэтому формула (8.41) оказывается

в этом случае несправедливоЙ. Если вектор k лежит на поверхнос

ти зоны БРИJШЮэна, 1'0 он либо равен рациональной части вектора

обраmой решетки) либо может быть разложен на ДlJa вектора, один

из КОО'ОрЫХ - рациональная часть вектора обратной решетки, а второй

лежит внугри зоны БрИЛJllOЭна. Рассмотрим отдельно эти два случая.

а) 1с - рациональная часть вектора обратной решетки. В этом слу

чае обязательно существуют три uел:ы:х числа 1I}, 112, 1Iз такие, что

r(t::+ 1
) =Е (8.43)

(практически каждое из чисел 11; не больше 3). Сооmошение (8.43)
является следствием того, что матрицы нормального представлеЮlЯ Г

группы Н" имеют вид

r(to ) = ei (1co)Е. (8.44)

Построим абелеву группу ТR1R2П3' roмоморфную группе трансля

ций То. Элементы т группы Тnln2QЗ мы определим в виде

". _ 1"51".52".5з
, - 1 '2 '3 ,

где 8}, 82, 8з ПРИНИМают значения соответствеЮlО от 1 до 11. + 1,
· - 1 2 3 n.+1 - ~ v,- , ) ,причем 1"i - е, где е - единичныи элемент этои гpyпnыI.

Соответсгвие между элементами этих групп определим следующим

образом:

(8.45)
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где l - произвольное целое число. Важно то, что в случае (8.43) нор

мальные представления rpуппы Н1с изоморфны представленилм tpyП-

пы Н1с, которая состоит из всевозможных произведений элементов toR
и Tl~lr;2r;3. Поэтому, для того чтобы найти неприводимыепредстав

ления группы Н1с , нужно найти все неприводимыe представления

группы iil: и из них отобрать те, у которых матрицы, соответствующие
элементам Тl, 'Т2) Тз, имеют вид (8.44).

б) Пусть теперь k == k] + k2 , где k] - рациональная часть вектора
обратной решетки, а вектор k 2 лежит внутри зоны БРИJIЛIOэна. В этом

случае для нахождения неприводимых представлений труппы Н1с посту

паем следующим образом. Находим три наименьших целых числа nl,
n2, ПЗ таких, что

(8.46)

Строим конечную rpуппу Й1с1 (гомоморфную группе Н1с ), в которой

элементам Т; соответствуют элементы t01(tOI)(DI+1)l. Тогда можно 00

казать, что неnpиводимые представлении rpyrm Ёl1cl И Н1с связаны
формулой

где представлениеr должно обладать тем свойством, что его матрицы,
соотвествующие элементам Tj, должны иметь вид (8.44).

УпражнеНJUI

8.1. Доказать, что подrpynпа транCJIЯЦИЙ ЯВЛJIстся нормальным делителем

пространственной rpynпы.

8.2. Доказать, что если вектор k лежит в привеДСIDfОЙ зоне БрИЛJIЮЭНа, то

вектор Яk, где R Е К, также принадлежит приведсниой зоне.

8.3.. Построить зоны Бриллюэна для простой, гранецснтрированной и объ

емноценгрированной кубических решетоК. Основные векторы этих рещеток

изображены на рис. 1з.

а) 6)

Рис. 13.

в)



Глава IX

Классификация колебательных

и электронных состоЯНИЙ кристалла

ИСП0JIЪ3уем теперь сведения о неприводимых представлениях про

cтpaнcтвelDlЫX групп для ICЛ8ссифихации колебательных и электронных

состояний кристалла. Мы будем предполагать здесь, что: 1) нормаль

ные координаты кристалла, соответствующие одной частоте, преобра

зуются по неприводимым представлениям пространственной группы;

2) собственные функции уравнения Шрёдинreра электронной задачи,

принадле:жащие одному и тому же собственному значению при фикси

рованных равновесных положениях ядер, также преобразуются по не-

приводимым представлениям пространственной группы 1) •

Рассмотрим теперь классификацию колебательных и электронных

состояНИЙ кристалла более детально. для простоты мы ограничимся

такими пространственными rpуппами, которые не содержат несоб

ственных трансляций.

1. Классификации нормальвых колебаний

мы будем рассматривать кристалл как систему материальных ча

СТИЦ, совершающих малые колебания относительно своих положений

равновесия. Будем предполагать, что положения равновесия частиц

образуют конфшурацmo, обладающую симметрией пространствеЮlОЙ

групnы G. Тогда, как известно (см. главу VI, п. З), декартовы соста

вляющие смещеНИЙ частиц из положеНИЙ равновесия преобразуются

по некоторому приводимому представлению ЭТОЙ групnы. Перейдем

от декартовых смещений Жi к нормальным координатам qj"2). Если
под переменной Жi понимать смещение, умноженное на корень из мас

сы соответствующего ядра, то, как мы знаем, декартовы смещения Жi

и нормальные координаты qj связаны унитарнымпреобразованием

Жj =Е Cij"Qj, (9.1)
j

1) В некоторых случаях может быть дополнительное вырождение, связ8юfос с инвари
антностью O11Iоскreл:ьно обращения времени (см. главу XIH). Подробнее об этом СМ. [5],
§ 26. ИЛ, 1963.

2) Здесь под смещениями z" тах же ках в главе VII, МhI будем понимать единичные
смещения, или орты.
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(9.2)qj = ~~jЖi'
i

где 11(1;11 - yниraрная матрица. Нормальные координаты, соответству

ющие одной частоте, должны преобразовываться по неприводимому

представлению npостранственной ГPynIIЫ. Их всегда можно выбрать

так, чтобы ОНИ были собственными векторами оператора трансля

ции ta на вектор решетки. Будем считать, что это сделано. Тоrда

согласно (8.3) мы имее~f

toqj = ei(1Ij O)Qj, (9.3)

где 'е; - вектор, определяюЩИЙ неприводимое представление rpynnыI

трансляций то, по которому преобразуется нормальная хоордината qj.
Если же операциютрансляцииприменитък некоторомусмещениюZi,

то мы получимсмещениеZ " эквивалентного ядра в элементарной ячей

Ke' сдвинугой на веК'Тор а по отношению к исходной ячейке. Поэтому,

применяя оператор трансляции {о к обеим частям равенства (9.1), мы
получим

t,.Ж; =~ CjjtoQj, Жi' = ~ Cijеi('чО)qj. (9.4)
j j

Напомним, что величина Qj изменяетсяс течением времени по rзрмо

ническомузакону

q . _ ,(О)ei""t
J - j .

Таким образом, мы видим, что смещения Ж; представляют собой су

перпозицию гармонических колебаний. Колебании с оДНой частотой

эквивалентных атомов в разных ячейках в силу (9.4) оказываются пери

одически сдвинyrыми по фазе. Длина вoлны каждого колебания, оче-

видно, равна ).; = 21rfkjl-l. Другими словами, каждому нормальному
колебанию, выбранному так, чтобы оно преобразовывалосъ по непри

водимому предста.влению гpymIы траНСЛЯЦИЙ, соответствует lШосхая

ВОJПfа с ВOJШовым вектором, paвHым вектору k этого представлеНИJl.

Сколько имеется неза.висимых ВOJПI с одним и тем же ВОЛНОВЫМ

вектором "1 для этого нам надо узнать, скольхо раз неприводи

мое представление тpymIы трансляций, соответствующее этому значе

нию 'е, содержится в представлеНlOl D, которое реализуется на всех

смещениях Жj. Заметим, что преобразование транСЛЯЦИЙ связывает

составляющие смещений только эквиваленnшx атомов В pa3JDlчных

ячейках КРИСТaJШ8. Если число атомов в ячейке равно В, то все

многообразие смещений {Жi} можно разбить на 3в мноrooбразий,
на каждом из которых будет реализоваться реryJUIpиое представле

ние группы транcmщий. Мы знаем, что неприводимы:е представления

группы трансляций одномерны и поэтому в регулярном представлении

MOryr встретиться лишь по одному разу. Поэтому в представленииD
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каждое неприводимое представление содержится точно 38 раз. Таким

образом, мы получаем ответ на поетавлеЮIЫЙ вопрос: число различных

нормальных колебаний, или число различных IUIОСIOlX волн с одним

и тем же ВOJПIОВЫМ вектором, всегда равно 38.
Среди всех нормальных колебаний осоБый интерес представляют

так называемые предельные колебания с волновым вектором k = о.

Их число также равно 38. Из формул (9.4) видно, что при этих ко

лебаниях движения эквивалентных атомов в различных элементарных

ячейках происходят в фазе. Если представить себе кристалл состоящим

из подрешеток эквивалеН11fЫХ атомов, то можно сказать, что предель

ным колебаниям соответствуют колебания подрешеток друг относи

тельно друга. Различные предельные колебания отличаюrcя друг от дру

га как фазами, так и частотами колебаний подрешеток. Ясно, что среди

них дoJlжныI быть три степени свободы, которые описывают синфазные

движения всех подрешеток, т. е. движение кристалла как целого.

Нормальные координаты, соответствующие одному и тому же зна

чению волнового вектора, дoJIжны� преобразовываться по некоторому

(приводимому) представлению группы Н" этого ВОJПIОВОro вектора.

Представление Г, как БыJIo показано в главе VIII, при отсутствии не

собственных трансляций определяется предстзмением точечной груп

пы Рlc • Нормальные колебания, преобразующиеся по неприводимому

представлению .rpуппы F", должны иметь одинаковую частоту. Най

дем представление Г. с этой целью рассмотрим смещения атомов,

принадлежащих некоторой фиксированной (нулевой) ячейке:

ж~О) =L CijQj, i = 1, 2, ... ,38. (9.5)
j

Смещения атомов ячейки, отстоящей от данной на вектор решетки а,

согласно (9.4) имеЮТ вид

ж~о) =L Cijei(A:jo)Qj. (9.6)
j

Рассмотрим теперь некоторые специальные смещения ж~О) и ж~о),
которые получаются из (9.5) и (9.6), если положкть равными нулю все

нормальные координаты qi, кроме тех, для кorорых kj =k. Мы можем

написать

i(i о) _ (О)""q.-e J ,..'""3 1 - Мi; .

(9.5а)

(9.6а)



1. Классификация 'J,ормальных колебаний 111

Выясним закон преобразования смещений ж~О). Очевидно, вели

чины qj (kj = k) будуг преобразовыватьсяподобно величинам Ж~О).

При преобразованиииз точечнойrpупIIыF. смещенияж~О) могут пере
ходитьлибо в ЛШlейныекомбинациисмещенийатомов этой :же ячеЙКИ,

либо в линейные комБЮIации смещений атомов соседних ячеек. Од-

нако для рассматриваемыхспециальных смещеНИЙ ж~О) в силу (9.6а)
можно всегда ограничитьсялинейныIикомбинациямисмещеНИЙато-

мов одной ячейки. Вычислитьхарактеры npeобразованиявеличин ж~О)
можнос помощьюобобщенияспособа, рассмотренноюв главе VI. Если
при преобразова.нии 9 из группы F. атом нулевой ячейки переходит

в атом ячейки а, то соответствующийв:клад В характер равен

(1 + 2cosVJ)ei(l:a), если 9 - поворот; }
(-1 + 2cos /p)ei(kCJ), если 9 - зеркальный поворот. (9.7)

В результате мы получаем следующие формулы для характеров пред

ставления, которое реализуется на смещениях i;~O) :

Х = (1 + 2 cos <р) ~ nае
i(lш) для поворота, (9.8)

х = (-1 + 2cos 'Р)~ по ej(to) для зеркальноroповорота, (9.9)
о

где Па - число атомов нулевой ячеЙКИ, переходящих при coorвeтcтвy

ющем преобразовании в ячейку а.

Ясно, что такие же характеры имеет представление Г, по кoroрому

преобразуются координаты qj с воJшовым вектором 1с; =k.
Теперь, применяя формулу (3.88), основcuшyю на свойстве oJ1ГO

roнanьности хараюеров неприводимых представлеНИЙ, мы получим

разложение представления Г на неприводимыI•.
Резюмируемполученныерезультаты. НормальныеКWIебаиия:крис

талла классифицируютсяс помощью волновою вектора ~, лежащеro

в бриллюэновской зоне. Каждому вектору lс coarвeтcтвуют 38 нор

мальных координат, где 8 - число атомов в элементарной ячейке.

Нормальные координаты, преобразующиеся по неприводимому пред

ставлению группы F., имеют одинаковую частоту. Такую же частоту

имеют сoorвeтствуюшие нормальные координаты, принадлежащие дру

гим векторам звезды вектора lc.
мы провели наше рассмотрение для кристаллов, пространетвен

вые группы K01'opых не содержат несобственных 1р3.нCJIЯЦИЙ. Однако

все результаты MOryr быть аналогичным образом получены и для бо

лее сложных групп. При этом классификация нормальных коорди

нат, соответствующих одному значению ВOJПfовоro вектора, ДOJDКНa
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npoводиться не по представлениям группы F., а по представления.м

группы H~.

При получении сведений о нормальных колебаниях кристалла мы

опирались только на соображения симметрии. Однако картина будет

недостаточно ПОJПIОЙ , если мы не выясним некоторые допоmmтeлъ

ные свойства спектра собственных частот кристалла. В гармоническом

приближении смещения атомов кристалла удовлетворяют уравнениям

(9.10)

Будем ис:кать решение, соответствующее вкладу ОДНОГО нормального

колебания,т.е. поло~м

1'89(0) _ c_ei(ia)-ic..rt
fllJj - J • (9.11)

Torдa система (9.10) сведется к системе 3, линейныходнородныхурав
неНИЙдля коэффициентовс;. Условиемсуществованиянетривиальноro

решения ЭТОЙ системы будет условие равенства нулю ее определите

ля. мы получим алгебраическое уравнение степени 38 относительно

величин lJ)2. Решения этого уравнения и дaдyr собственные частоты

нормальных колебаний для данного значения волнового вектора k,
симметрию которых мы только что определяли. Мы получим 3, кор-

ней lJ)1(k), lJ)2(k), ,lJ)з,(k). Рассматриваемые как функции вектора k
величины lJ)1, lJ)2, ,lJ)З, называют ветвями упругого спектра. Значения

этих функций при k = О называют пределъныии частотами. Раньше

мы показали, что при k = О имеется три нормальные координаты,

которые описывают смешение кристалла как целого (поступательные

сгепени Свободы). Очевидно, этим координатам соответствyюr часто

ты, равные нулю. Поэтому мы можем yrвeрждать, что три из ветвей

спеrrpа доЗIЖНЫ начинаться со значения UJ, равиоro нулю. эти три ве

тви называют а"J'стическими ветвями спектра. Остальные 3а - 3 ветвеЙ

называют оnтuческими.

Выше мы показали, что нормальные координаты, соответствую

щие одному волновому вектору и преобразующиеся по неприводимому

представлению группы волнового вектора, соответствyюr одной и той

:же частоте. Поэтому, если порядок неприводимого представления груп

пы: ВOJПIовоrо вектора больше единицы, то в данНОЙ точке k зоны

Бриллюэна имеет место вырождение частоты или, как говорят, про

исходит «слипание ветвеЙ'>. Слипание ветвей может происходить как

в отдельных симметричных точках, так и вдоль осей симметрии зоны

Бриллюэна.
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2. Классификации электроllllЫX состоJllOlЙ КРИCТ8JlJlа

Рассмотрим теперь элекrpонные состояния кристалла, предпoлaraя,

tПО ядра атомов фиксированы в узлах решетки. Оператор Гамильтона

многоэлектронной системы, находящейся в пале этих ядер, очевид

но, инвариантен относительно преобразований соответствующей про

странственной группы. Поэтому собственные функции этого опера

тора, соответcrвующие одному и тому :же собственному значению,

преобразуются по неприводимому npeдставлению D~a) группы сим
метрии кристалла, и их можно выбрать так, чтобы они бhJJIИ также

собственными функциями оператора трансляции на вектор решетхи.

Мы будем обозначать такие функции через '1'1&0;("1, ... , rN), а соб
ственноезначение энерrиичерез Е.о . Здесь индекс • обозначает один

из векторов звезды неприводимоro представления, значок а нумерует

неприводимые представления группы волнового вектора, а значок j 
орты базиса а-го предстаWIения. Мы имеем

fаФlcоj(rl'.'. ,rN) == Фl:аj(rl + В, ... , rN + а) ==

=: еi(.а)Фl:а;(rl'... ' rN). (9.12)

Из со<лноmения (9.12) следует, что функция

U"oj(rl, ... ,rN) = е&(1:R)Фl:аj(rl, ... ,rN), (9.13)
N

где R == kL ri, инвариантна относительно трансляций. Действи
i::: 1

тельно,

tau,,(rl'.'. ,rN) =U.(rl + В, ... ,rN + В) =
-i(k,R+о)ф ( )= е • rl + 4, ... , rN + В =

- e-&(I:,R+О)еiiоф (- r )-- 1: '}, ... , N -

-i(kR)ф ( ) и ( )= е 1: rl,···, rN = 1: rl,···, "н ·
Отсюда следует, что собственные функции нашей задачи вcerдa MOryr

быть представленыв виде

ФJeаj(rl, ... , rN) = e
i
(I:R)Ul:aj(rl, ... , rN), (9.14)

где Ul:aj(rl, ... ) rN) - периодическая функция. функции UJeaj, со

ответствующие одному и тому же собственному значению энерrииt
преобразуются по неприводимому npeдставлению rpуппы волново

го вектора •. Если теперь функцию и.aj предcraвитъ в виде ряда,

располож.енноrопо некоторой ПOJПlОЙ сиcreме периодических функ

ЦИЙ, и подставитъфункциюФI:oj(rl, ... , rN), определеннуюСОО1Ноше
нием (9.14), в уравнение Шрёдингера, то мы получим линейную си

стему уравнеНИЙ для определения коэффициентов разложения. Корни
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соответствуюшеro BeKoBoro уравнения дадут нам собственные значения

энергии как функции волнового вeJCfopa

E1(k), E2(k), ' ..

Говорят, что каждая из этих Функций определяет энергетическую зону

кристалла. В симметричных точках зоны БРИЛJПOэна, на осях или плос

костях симметрии, значения некоторых из этих функций Ei могут

совпадать. Тогда говорят о слипании энергетическихзон. Это слипание

обусловленовырождениемэнергиидля данного значения k, о котором

мы говорили ВЬШIе.

(9.15)

3. Одвоэлектроивое приБJJИЖeвие

Практически метод теории групп применяется к упрощенным моде

лям рассматриваемой задачи. Успех этих приближений в значительной

мере связан с тем, ЧТО в них учтены свойства симметрии точного

решения.

Основным методом приближенного рассмотрения ЯWlЯется метод

самосогласованного поля, в котором задача о взаимодействующих элек

тронах сводится к одноэлекrpоЮlОЙ. Взаимодействие электронов при

ближенно заменяется некоторым эффективным полем, обладающим

симметрией кристалла. Тогда собственные функции одноэлектронноro

оператора энерrии, обладающего группой симметрии кристалла, MOryr

быть записаныI так:

Фiаj(r) = ei(.r)UtOj(r),

где UIcQj(r) - периодическая функция:

U/toj(r + о) = U.aj(r). (9.16)

Волновые ФУНкции (9.15), являющиеся базисными функциями некото

рых неприводимых представлений пространственной группы, называют

функциями Блоха. эти функции MOryr рассматриватьсякак обобщен

Нble IШоск:ие волныI с перемеlПlОЙ периодической амПЛИТУДОЙ UIc(r).
Вектор k называют "ва3иuмnульсо.м элеIcrpOна. Собственное значение

энергии Е = E(k), как функция ВОJПfовоro вектора k, определяет

одноэлектронную энергетическую зону.

Один из возможных методов решения одноэлектронной задачи

состоит в разложении Функции ФlcQj по одноэлеюронным ВОJПfОВЫМ:

фУНКЦИЯМ атомов или ионов, образующих кристалл. Фактически этот

метод пpQдставляет собой обобщение метода линейных комбинаций

атомных орбит, который был рассмотрен в главе VII.
Условимся обозначать положение ячеЙКИ вектором в, а положение

атома в ячейке - вепором 1. Таким образом, положение '-го ато

ма в ячейке в будет определяться вектором о + 1. Обозначим через

'Pj(r - в -1) ВOJlliовые функции '-го атома, находящегосяв ячейке о.
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Из этих функций легко построить линеЙНЫе комбинации, которые

преобразуются по неnpиводимым npeдставлениям группы трансляций:

Ф~~(r) =:Е ei(".)tp~I)(r - 0-1). (9.17)
а.

Действительно, мы имеем

fаФ~~ = Ф~~(r + о) = :Е ei(lra)tp~l)(r + а' - а - 1). (9.18)
а

Введем обозначение а" = о - 01. Переходя от суммирования по а

к суммированиюПО а" t мы получим

iаIФ~~(r) = :Е ei(1I(a
H

+a')rp}l)(r - о" - 1) = еi(1Iаl)Ф}~(r). (9.19)
а"

(9.20)

где коэффициенты b.'j подлежат определению. Практически в раз

ложении функции Ф1Iа; ограничиваюrcяконечным числом волноВЫХ

функций атомов В каждой ячейке и, следоваreльно,конечным числом

фун.кций Ф}~ в сумме (9.20). Корни соответствующего векового уравне
ния дaдyr нам приближенные одноэлеlcrJЮнные энергетические зоныI.

Решение векового уравнения можно упростить, предварительно

построив из функций Ф~'~ линейные комбинации Ф.оj, npeобразую
щиеся по неnpиводимым npeдстаВJlен~ :группы ВOJЦIoвoro вeD'Opa Ic.
Эro построение можно выполнить с помощью метода, который бьш

изложен В главе VII. Однако для этоrо сначала надо ВЬ1ЯСнитъ~ хак

преобразуютеЯ: функции Ф}~ при преобразования:х из .группы F•. ПУСТЬ

преобразование9 Е Fi. Действуя на фун.кцию Ф~~ оператором Т" мы
получим

~Ф~~= r>i(lra)rpj(g-lr - o - l ) = :Eei{.a)tpj(g-I(r-go-gl». (9.21)
а а

Ясно, что вектор па - снова вектор решетки:

go = а'. (9.22)

Если при npеобразовании 9 l-й атом нулевой ячейки переходит в экви

валентный l' -й атом ячейки al, то мы можем написать

gl = 01 + 1'. (9.23)
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Таким образом, мы получим

71Ф}~ =Е ei (tQ)<pj(g-l(r - а' - аl -1'». (9.24)
а

(9.29)

(9.30)

Предположим теперь, что закон Преобразования атомных волновых

функций для операции 9 нам известен, т. е.

1I'}')(g-1 r) =I: Cij(9)1I'~')(r). (9.25)

Используя это соотношение, мы найдем

ТgФ}~ =Е е'(·а) L Cij(g)II'~")(r - о"), (9.26)

где

а" = о' + 01 = ga + 01. (9.27)
ПереЙДЯ от суммирования по а к суммированию по о", мы получим

ТgФ~~ =I: e'(•••-I(ОW_ а1» Е CijVJ)II'~t)(r - о"). (9.28)
О"

Воспользуемся теперь тем, что ортогональное преобразование 9 при

надлежит группе BOJIНOBOro вектора. Следовательно,

ei(t,g-I(on -(11)) = ei(gt, (аn -01) = ei(lI, (all-Ol)).

В результатемы получим

ТgФ~~ = e-i(.o) I: CijVJ)Ф!~).

Таким образом, фуихции Ф~~ при npeобразоваиияхиз группы F"
преобразyюrcя: так же, хах атомные фунхции в молекулярной задаче,

с тем 1ПШIЬ ОТЛИЧИем, что еCJПI npи данном преобразовании 9 l-й атом

нулевой ячеЙКИ перехoдиr в l-й атом ячеЙКИ о, то функции Ф~~, в JIИ

нейную комбинацию которых переходит фyнJCЦИJI Ф}~, дополнительно
приобретают множитель e-t(И,>.

Если решетка одноатомная, Т. с. в каждой элементарной ячейке

имеется ТOJIЪKO один атом, то построение функций Фtoi, преобра
зуюmиxся по неnpиводимы:м представле:ниям lpyппы Ft , сводится

к пос1рОеНИJO линейных комбинаЦИЙ 'Рoj атомных ФУНХЦИЙ, которые

преобразyюrcя по этим непpивoдимым представлениям. Действитель-

но, легко npoвер~ить, 'что В этом случае ФУНIЩИИ Фtai MOryr быть
представленыв виде

~ .() _ ~ i(to),i'i ( )
'Jc' t08 r - L..J е уа. ,. - О •

а
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Если в разложении представления группы F., по которому пре

образуются функции Ф~~, какое-нибудь неприводимое представление

содержится только один раз, то соответствующие ему функции ФtO&

будyr приближеннымиодноэлектроннымиволновымифункциямирас

смотренной задачи. В общем случае, когда некоторое неnpиводи:мое

представлениег(а) содержитсяв упомянyrомпредставлениинесколько

раз, для определения волновых функций Фiоi надо решать вековое
уравнение,порядок которою равен кратности представленияг(cr) •

Упражнение

9.1. Получить классификацию норма.лъных колебаний для двухатомного

кристалла с простой кубической реmетхой (рис. 14).

,
"'~'....,

Рис:.14.



Глава Х

Непрерывные группы

До сих пор мы рассматривали конечные группы. Теперь мы перей

дем к изучению бесконеtrnых непрерывных групп.

1. Непрерывные rpуппы JlвиейIIых преобраэовaинi

Мы будем рассматривать группы линеЙНЫХ преобразований, эле

менты матриц K01'opых являются аналитическими функциями вещест

венных параметров. Пусть g(Ut, а2,.'.' а,) - элемент нашей группы.

Параметры а), а2,.'.' а, выбираются таким образом, что существует

однозначное соответствие между окресПlОСТЬЮ начала координат в т

:мерном пространстве параметров и окрестностью единичного элемента

rpynпы. Если

(10.1)

то

(10.2)

Функции <Р1с, определяющие закон умножения в группе, предпола

гаются дифференцируемыми по всем своим аргументам. Кроме того,

на них должны быть наложены определенныe ограничения, обусло

влеlШые общими групповыми постулатами. Рассматриваемые нами

гpynIIЫ линеЙНЫХ преобразованиА, удовлетворяющие перечисленным

требованиям, принадлежат к классу непрерывных групп Ли. Если па

раметры (Ж& изменяются внекоторой Оlpaниченной области т-мерного

пространства, то группу называют компактной.

ПереЧИCJIИМ некоторые грyrшы Ли линеЙНЫХ npeобразов3НИЙ:

1) Полная линейная группа GL(n) состоит из неосоБых комплекс-

ных матриц порядка n. Элементыэтой группы зависят от 2n2 вещест
венных параметров.

2) Унимодулярная группа SL(n) состоит из всех комплексныхмат

риц n-го порядка, определитель которых равен 1. для этой группы

r =2n2
- 2. Ее вещественная подгруппа зависит от n2 - 1 параметров.

З) Унитарная группа и(n) состоит из унитарных матриц n-го по-

рядка. Так как на элементы унитарной матрицы накладываются n2

условий ортогоналъности и нормировки, то число параметров, оnpe-

деляющихпроиэвольнblЙ элемент группы и(n), равно 2n2 - n2 = n2
•
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(10.3)

(10.4)

Унитарная rpуппа является компактной, поскольку сумма :квадратов

модулей элементов унитарной матрицы n-ro порядка равна n. Пре

образования из унитарной группы сохраняют неизменной квадратич

ную форму

Zl%l + :1:2%2 + ... + ЖпХn ·

4) Унитарная унимодулярная группа ви(n) является подгруппой

группы и(n); она состоит из унитарных матриu с определителем,

равным 1. Число ее параметров r = n2 - 1.
5) Ортоroнальная группа О(n) ЯW1Яется вещественной подrpуппой

группы U (n). На элементы ПРОИЗВOJIЬной ортогональной матрицы

накладываются n + n(n
2
-1) условий ортоroнальности и норМИровки.

Поэтому число параметров в этой группе равно П(n2-1). Определитель
ортоroналънойматрицыравен 1 или -1.

6) Группа врашений О+(n) состоит из ортогональных матриц n-го

порядка с определителем, paBныM 1. Ясно, что число параметров

в этой группе также равно n(R2-1). Особый интерес для физических

приложенийпредставляетгруппа 0+-(3) трехмерных вращеНИЙ.

2. Общие свойства rpупп Ли

Рассмотрим rpynпу G линейных преобразований с матричными

элементами g.k = 9.i(al, 02,··· ,Or)" Введем в рассмотрение nPОизвод
ные от этих матриu по параметрам О, в точке ak = О (k = 1,2, ... ,r),
т. е. введем матрицы Iz с элементами

( 89ak ){I,}.t = да, о·

Матрицы l, мы будем называть uнфинитеэuмальныAIuматрШJ;aмJIгруп

пы G 1).

каждый элемент матрицы 9 мы можем разложить в ряд по сте

пеНJIМ а•. Удерживая в этих разложениях только линеЙНЫе ОТНоси

тельно й& члены, мы сможем представить общий элемент группы

в окрестностиединичноroэлемента rpуппы в виде

r

9 ==Е+ Earll.
1=1

В выборе параметров группы: имеется известный произвол. Дей

ствительно, мы всегда можем перейти к новым параметрам, взяв

J) в литературе для инфинитезимaJIЬньn. ма'фИЦ также упorpeбляется термин

leNepDmopbl
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(10.5)

(10.6)

в качестве их любые однозначные ФyнКI.UfИ параметров Ql,"" а,:

QI =al(al' а2,"" ar ),

для которых функциональныйопределитель I~I f:. О. в часпlOСТИ,
еCJПI каждый ИЗ параметров а. умножить на число Ai, Т. е. положить

то для новых инфинитезимальных матриц, соответствующих парамет

рам ai, мы получим

- 1
li = -1;.

А.

в общем случае мы будем иметь

Z=~lj (8~~) .
да, о

J

Составим теперь сопряженный с 9' элемент gg'g-1 группы. ЕсJПI
91 - бесконечно малое преобразование (10.4), то с точностью до ли

нейных членов по ai мы можем написать

r

g9'g-1 = Е + ~9I,g-la,.

'=1

Мы видим, что преобразование gg'g-J можно характеризоватьтеми же
значениями пара.метров lI" ЧТО И преобразованиеg', если в качестве
инфинитезимальных матриц выбрать матрицы

- -111 == 91'9 . (10.7)

Преобразованию (10.6) согласно (10.2), очевидно, соответствует следу

ющее преобразование параметров:

аА: = ср,,(1'; ср(а, 1),
где '1 и 7 обозначают совокупности значений параметрО8, соответству

ющих матрицам 9 и g-I. Предположимтеперь, что параметры l' также
ЯВЛЯЮТСЯ малыми :величинами. Тогда с точностью до членов более

высокого порядка малОСТИ по l' мы можем написать

(10.8)
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Подставляя (10.8) в (10.7), получим

t = I s + L(I1;:I, - 1,11с)'У" +
k
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+ члены, содержащие более высокие степени 'Yk. (10.9)

В левой части этого равенства согласно (10.5) стоит линейная ком

бинация инфинитезимальных матриц. Поэтому в силу независим:ости

членов с разными степенями параметров 'У" мы можем угверждатъ, что

коммугатор 11;:1, - I~Jk также есть линейная комбинация инфинитези

ма.льных матриц. Таким образом, мы имеем

1,,1, - 1,1/с =L c/cs,I,. (10.10),
Коэффициенты сkгl называют структурными nостояннымu группы.

Инфинитезимальные матрицы однозначно определяют группу, т. е.,

зная эти матрицы, МhI можем определить любой конечный элемент

гpyrmы. Справедливость этого утверждения мы покажем для того

случая, когда элемент rpyID1ыI матрlЩ О(О1, а2, ... ,о,) одновремен

но является элементом однопараметрическойподгруппы этой rpуп-

nы 1). Итак, рассмотрим однопараметрическую подгруппу rpуппы а.
Ее образует некоторая совокупность матриц g, параметры которых

MOryr рассматриваться как диффереJЩируемые функции паР~'\fетра

(J : о, = а, (8). Параметр 8 предполагаем выбранным таким образом, что

g(81)g(82) =о(8 1 + 82), (10.11)

g(O) =Е. (10.12)

ПродиффереlЩируем обе части равенства (10.11) по 81 И ПQЛожим

затем 8} == О, 82 = 8. Тогда получим

dg
d8 =1'0(8), (10.13)

где 1, = (~) 1",0 есть инфинитезимальнаяматрица, соответствующая
параметру 8. Уравнение (10.13) представляет собой систему обыкно

венных дифференциальных уравнений для элемеJfiОВ матрицы о(8) ,
которая имеет единственное решение, удовлетворяющее начальному

условию (10.12). это решение можно записать в виде

о(8) = expI,(J, (10.14)

1) В теории непрерывнIx rpyrm доказывается, что любой элемент rpуппы либо

является элемеmoм однопараМе'1'Рической подI'pym1ы' либо может быть представлен

как произведение таких ЭJIе:ментов (см., например, Л. Эй3енхарm. Непрерывные rpyJIIIы

преобразований. ил. 1947, rл. 1).
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где через ехр 1е(} обозначен ряд

1 2 1 3
ехр 1е8 =Е + [е(} + 2(1е8) + 3i(1е8) + ...

Используяформулу (10.5), мы можем написать

1, = ~ I; c:~)8=0 '

откуда

(10.15)

9(8)=eXPI88=exptI, (da;) 8. (10.14а)
1;=1 d8 8=0

Полученные нами результаты (форму.лы: (10.10) и (10.14)) относились

к элементам сруnnы линейнbIX преобразованиЙ. Очевидно, что они

справедливы также для moбой грYJПIЫ матриц D(g) , дающих пред

став.цение .группы G. Инфинитезималъные матрицы представления D
определяются по формуле

д
А, =-D (а1' а2, ... , ar)la~O. (10.16)

да,

для инфинитезималъных матриц предстаШIения ВЫПOJПlЯIOТCЯ те же

переcrановочные соотношения, что и для инфинитезималъных матриц

ГРYJПIы. Это объясняется тем, что cТPYКТYPНble постояюlыe группы

однозначно определяются законом группового умножения (10.2), кото
рый одинаков для группы и для всех ее предстаШIеЮlЙ.

Некоторые из свойств представлений конечных групп, рассмотрен

ных в предыдущих главах (например, леммы Шура), не были связанъl

с конечностью грynпыI и поэтому справедливы также и для бесконечных

групп. Однако доказательство унитарности представлений, свойства

ортоroнальности матричных элементов неприводимых представлений

и все вытекающие из них следствия основаны на возможности сум

мирования по ГРYJПIе, которое бьшо определено нами для конечных

Ipупп. для непрерывных групп суммирование по группе должно быть

заменено интегрированием по параметрам .группы. Оказывается, что

интегрирование по ГРYJПIе можно ввести только для KOMnaКТНbIX групп.

Поэтому упомянутые выше свойства конечных групп MOryr бьпь рас

пространенытолько на компaкrныеГРYJПIЫ.

3. иифинIпезим8Jlыlыe преобразовавии

и законы сохранении

в главе V Мы выяснили, что условие инвариантности физической

системы относительно преобразований ее группы симметрии G может
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быть записано в виде

или в матричной форме:

нт, = ifgii

HD(g) = D(g)H.

(10.17)

(10.17a)

Здесь fi - оператор Гамильтона системы, Tg элемент групIIы
операторов, изоморфной групnе G, а D(g) - матрица предстаWIения

группы G.
Если группа преобразований G есть непрерывная группа, то Д)IЯ то

ГО, чтобы вьmолнялось условие (10.17), необходимо и достаточно,

чтобы вьmолнялось условие

НА. = AiH, (10.18)

где Аа - инфинитези!tdзльные ~fатрицыI представления группы G. Не

обходимость этого условия очевидна: если для всех элементов группыI G
выполняется условие (10.17), то в силу определения инфинитезималъ

ных матриц Ai условие (10.18) также ВЫПQЛняется. Легко убедиться

и в достаточности условия (10.18). Мы показали справедливость фор

мул (10.14). Поэтому, если выполняется условие (10.18), т. е. Н ком

мутирует с матрицами А;, то Н коммyrирует также со всеми членами

ряда. сoorвeтcтвующего ПРОИЗВ01Iьному элементу группы G.
Вместо инфинитезималънbIX матриц А] введем матрицы В; = -iАj.

Докажем, что если представление унитарно, то матрицы Bj эрмитовы.

Действительно, напишем условие унитарности представления D(g)
с точностью до членов, линеЙНЫХ по параметрам группы. мы получим

Е = D+(g)D(g) = (Е - i L Bjaj) (Е + i L Bjaj),
1 j

откуда находим

Laj(B;-Вj) =0
j

ИЛИ, В СИJIУ независимости параметров llj,

в; == Bj. (10.19)

Эрмитовы матрицы 1j1j также коммyrируют с матрицей Н:

НВ; = BjH. (10.18а)

В квантовоймеханикеэрмитовыматрицыили операторысопостав

ляются физическим величинам, а соотношение коммутации (10.18а)

означает, что соответствующая физическая величина является инте

гралом двИжения. Таким образом, законы сохранения в квантовой

механике можно рассматриватькак следствие симметрии гамильтони",

ана относительнонекоторой непрерывнойcpyrnIы преобразоваНИЙ.
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4. l}Jуппа двумерных вращенИЙ 0+(2)
Элементами этой группы ЯRЛЯЮТСЯ вращения в трехмерном про

странстве относительно некоторой оси или, что то же, вращения

в плоскости, перпендикулярнойк этой оси, вокруг начала координат.

Если мы примемось вращенияза ось Oz, то элемента.\fи грyIПIЫ 0+(2)
будуг преобразования

ж' =ж cos (() - у sin f(J, у" = х sin f(J + У cos f(J, (10.20)

где r; - угол поворота, О ~ r; < 21r. Таким образом, rpуппа 0+(2)
является однопараметрическойкомпактной группой. Так как она ЯWlЯ

ется абелевой, то все ее неприводимые представления первого порядка

в силу компаК1НОСТИ группы унитарны. Поэтому мы можем утвер

ждать, что в неприводимом представлении каждому элементу группы

сопocrавляется число x(r;) , по модулю равное единице. Кроме того,

должны ВЫПOJШЯТЪся условия

(10.21)

откуда легко заключить, что

Х(<р) == expimcp, где m == О, ±1, ±2, ... (10.22)

Группу 0+(2) можно рассматривать как предельный случай точеч

ной группы СП при n --+ 00. Поэтому ее иногда обозначаютчерез Соо •

Физический интерес представляют группа Coov = СОО х D'v (груп

па симметрии двухатомной молекулы с ра.зличными ядрами) и груп

па D ooh = C oov Х i (группа симметрии двухатомной молекулыI с оди

наковыми ядрами). Стационарные состоЯЮIЯ и энергетические уро~ни

таЮlх молекул классифицируются по неприводимым представлениям

этих групп. Характеры неприводимых предстамений этих групп мо

гут быть получены тем же способом, что и характеры неприводимbIX

представлений групп Сп" и Cnh (см. главу VI).

5. l}Jynпа трехмерных вращеНИЙ 0+(3)
Перейдем к рассмотрениюгруппы о-+- (3) вращений в трехмерном

пространстве. Как мы знаем, эта группа является трехпараметрической.

В качестве ее параметров возьмем сейчас три составляющие 01, 02, аз

вектора о, направленногопо оси вращения и равного по длине углу

поворота. Направление поворота определяется по правилу буравчика.

Очевидно, что всегда можно считать 101 ~ 1r. Поэтому областью из

менения параметров 0i является шар с радиусом 1r, и, следовательно,

группа 0+(3) компактная. Обратим внимание на то, что различным

внутренним точкам шара соответствуют различные вращения, в то

время как любым двум точкам поверхности шара, лежащим на про

тивопQЛОЖНЫХконцах диаметра, соответствуетодно и то же вращение

(на угол 1r).
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Найдем инфинитезималъные матрицы li группы вращения. Оче

видно, при дифференцированииматрицы g(a}, а2, аз), яНЛЯЮщейся

элементом rpуппы 0+(3), по одному из параметров мы можем пооо

жить остальныепараметрыравныминулю. Поэтомудля вычисления11
рассмотрим матрицу, соответствующую вепору о(а), О, О), Т. е. вра

щению на угоо й! относительно ОСИ Ох. это будет матрица

g(a}, О, О) = (o~ ;а1 -~a]),
sma] cosa]

и, следовательно,

1} = _дg_(й_),_0_,0_) I = (~o
даl аl=О ~ -!) .

Таким же образом находим

[2 = (_~ ~ ~) [3 = (! -~ ~)

(10.23)

Легко поверить, что эти матрицы удовлетворяют следующим переста

новочным соотношениям:

1112 - 121] =1з, }
121з - 1з12 == 1],
lз11 - 11 1з =12·

Покажем, что приращение произволъноrо вектора при повороте

на бесконечно малый угол вокруг определенной оси может быть выра

жено через матрицы 1;. для этого рассмотрим вектор

r' == 9(0,17 а2, йз)r == r + бr.

Здесь маtpица g(a), а2, аз) - произвольный элемент группы 0+(3).
При MaJlых значениях параметров мы можем воспользоватьсяформу

лой (10.4) и написать

r' = {Е + а]11 + а212 + йз1з}r. (10.24)

В случае вращения вокруг ОДНОЙ из координатных осей, например Ож,

с точностью до членов первого порядка малости относительно а1 мы

будем иметь

(10.25)
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и, следовательно, изменение вектора r при вращении на малый угол

относительно оси, соответствующей параметру ai, определяется мат

рицей а,I•.
"окажем теперь, каким образом можно любую матрицу, соответ

ствующую вращению с заданными значениями параметров aI, а2 и аз,

выразить через иифинитезимальныематрицы. для этого рассмотрим

однопараметрическуюгруппуповоротов относительнооси, направлен

ной по вектору a(al' а2, аз). Интересующая нас матр:кца соответ-

ствует повороту относительно этой оси на угол а = Ja~ + a~ + a~,
причем, очевидно,

al == acos (6Ж;а), а2 == acos (0У:а), аз == а сos (oz, а). (10.26)

Используя формулу (10.14a), мы можем написать

9(а1, а2, аз) == ехр [аа ==
== ехр{ (11 cos (0-;;-а) + 12 cos (0У:а) + [з сos (0"Z;a») а} =

== exp(11al + 12а2 + [заз). (10.27)

УпражиеИИJI

10.1. найти матрицы неприводимых представлений rpуппы Соо".
10.2. найти матрицы неприводимых представлений грyJшыI D ooh •



Глава ХI

НепривоДимые представления

группы трехмерных вращеНИЙ

в этой главе мы найдем все неприводимые представлеция rpуп_

пы 0+(3)._Для этой цели нами будет использован метод, ОСltованный
на рассмотрении инфинитезималъных преобразований rpуппыl.

1. ивфиниrезимальвы�e матрицы представлеВИЙ

ГРУIШЫ 0+ (3)
В предыдущей rлаве мы нашли инфинитезимальны�e маТРJiцы груп

пы 0+(3) и показали,ЧТО они УДОWIетворяютперестановочнымсоотно

шениям (10.23), левые части которых мож.но условно записать в форме

векторного произведения:

[1, 1] = 1. (11.] )

Мы знаем, что инфинитезималъные матрицыI npeдстамеНИй rpyIiпы

до.nжны УДОWIетворять таким же перестановочным соотношеflиям. эги

матрицы мы будем обозначать буквами Аl, А2, Аз.

Из результатов, полученных в предыдущей главе, следует) что еCJПI

известны инфинитезималъные матрицы А; некотороro преДСтавления,

то матрица представления, соответствующая произвольному повороту

с паР~\fетрами 01, а2, аз) может быть записана в виде

(11.2)

Таким образом, отыскание предстаWIений группы 0+(3) СВОДlПCяк на

хождению матриц A1, А2 , Аз, удовлетворяющих перестановочным со

отношениям (.11.1).
ВЬ1Ясним некоторые свойства матриц Ai. Группа вращениi{является

компактной, и, следовательно, любое ее представление ЭКВ1fВaлентно

унитарному. Поэтому мы можем ограничиться рассмотрением только

унитарных представлений. ПУСТЬ D(al' а2, аз) - унитарное представ
ление, т. е.

(11.3)
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Записывая это равенство с точностью до линейных членов по 01'

мы получим

(Е+ olAt + a2A~ + ctзАj)(Е + ct1A1 + 02А2 + азАз) =Е,

orкyдa

At:: -А•. (11.4)

Таким образом, матрицы Ai ЯВЛЯЮТСЯ антиэрмитовыми.

для дальнейшего удобно вместо матриц А, рассматривать их ли

неЙНЫе комбинации:

(11.5)

Легко видеть, что матрица Нз эрмитовз, а матрицы Н+ и Н_ эрмитово

сопряжены. Используя соотношения (11.1), можно nоказать, что эти

матрицы удовлетворяют следующим перестановочным соотношениям:

Н+Н_ - Н_Н+ : 2Нз • }
Н-Нз - НзН- - Н_,

НзН+ - Н+НЗ = Н+.

(11.6)

выиним,' какими свойствами обладают собственные векторы мат

рицы нз. Прежде всего пок.ажем, что если V.\ - собственный вектор

матрицы НЗ, соответствующий собствеЮlОМУ значению ~, то H+v,A
будет собственным вектором :матрицы Нз, coarвeтcтВуюЩИМ собствен

ному значению ~ + 1. Действительно, пусть

(11.7)

Тогда,

(11.8)

Аналогично доказывается, что Н-">.. есть собственный вектор матри

цы НЗ, coarвeтсгвуюЩJfЙ собственному значению ~ - 1. Мы имеем

(11.9)

Так как матрица Нз эрмитова, то все ее собственные значения веще

cтвeнны' а собственные векторы, соответствующие различным собст

венным значениям, ортоroналъны друг другу.

Покажем теперь, что все собственные значения матрицы Нз будут

целыми или полуцелЬL\fИ числа.~, различающимися на единицу, при

чем если наибольшее собственное значение равно j, то наименьшее

собственноезначение равно - j .
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Будем считать все собственные векторы VA матрицы Нз нормиро

ванными на единицу. Тогда в силу (11.8) и (11.9) мы можем написать

H~VA = fЗАVА+I, (11.10)

H-VA == ОАVЛ-I, (11.11)

где fJA и Ол - некоторые вещественные числа, которые мы найдем,

используя условие нормированности векторов ~A' Так как матрицы Н+

и Н_ эрмитово сопряжены, 1'0 мы имеем

(H+vk' Vk+l) == fJ,,(Vk+l, Vk+l) = fЗ" =
== (Vi' H-vk+l) = Йi+I(Vk, Vk) = QI:+I·

Таким образом,

/31: == 01:+1' (11.12)

Для того чтобы получить явные выражения для этих хоэффициентов,

найдем рекуррентное соотношение для коэффициентов /З". Если k < j ,
то мы можем написать

Отсюда, учитывая (11.12), получаем

fJ~ + 2k == fJi-l'
Если ж.е k =j, to Н+"I: == О, И, следовательно,

fЗ1-i := 2j.

(11.13)

(11.14)

Используя соотношения (11.13) и (11.14), мы по индукции получаем

fЗ~ = j(j + 1) - k(k + 1).

Orcюда, используя (11.12), нахоДИМ, что

oi == j(j + 1) - k(k ~ 1).

(11.15)

(11.16)

(11.17)

TaКJL\f образом, матрицыI Н+, Н_, Нз действуют на нормированные

векторы Vk следующим образом:

НЗVI: == kVk, }
H_tJl: = v'J(j + 1) - k(k - l)vk-I,

Н+ VI: = v'j(j + 1) - k(k + l)vk+l'
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Действуя последовательными степенями матрицы Н- на собственный

вектор "i' мы получимнабор собственныхвекторов

(11.18)

в силу (11.17) последним вектором в этом наборе будет собственный

вектор "_j, так :как H_"_j = о. Orcюда следует, что наименьшее

собственное значение матрицы НЗ равно -;. Число всех собственных

векторов, очевидно, будет равно 2; + 1, и, значит, j может быть либо

целым, либо полуцелым числом.

2. Неприводимые представлении группы 0+(3)
Oprонормирова.нные собственные векторы

"j, "j-1, "j-2,··· , "-j
матрицы Нз образуютбазис пространстваR2j+l- Этот базис в дальней

шем мы будем называть КQlIоническuм. Из формул (11.17) следует, что

пространство R2j+1 инвариантно по отношению к преобразованиям

с матрицами Н+, Н_, НЗ, и, следовательно, в нем реализуется неко

торое представление .rpуппы 0+(3). "окажем, что это представление

неприводимо. для этого докажем, что пространство R2j+1 не име

ет lПfВариантн.ых подпространств по отношеншо к преобразованиям

с матрицами п(аl' а2, аз) этого представления. Допустим противное,

т. е. предположим, что существует подпространство R' С R2j+l' инва
риантное относительно всех преобразований D(al' а2, аз). Но тог
да это подпространство дол:ж:но быть инвариантно также относи

тельно инфииитезимальны.хпреобразований Ai (или Н+, Н-, Нз).

Пусть h е lt - со6crвeнный вектор матрицы НЗ, соответству

ющий наибольшему собственному значению. Так как R' С R2j+ 1,

то вектор h может быть представлен в виде линейной комбинации

векторов "1;:
j

h =Е Ck"k.
I:=-j

Очевидно, что

Следовательно,мы получаем

j j

H+h = L CI;H+"" = L Ck{3tVk+l = О,
.~-; 1c=-j

откуда в силу ЛШlейной независимостивекторов "1;

С_; =C-j+l = ... =Cj-l = о.

(11.19)

(11.20)

(11.21)

(11.22)
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Таким образом, мы получаем, что

h = CjVj,

131

(11.23)

и, следовательно, ") Е в'. Но тогда все векторы Vj-l, ")-2, ... , "-j

также должны ПРИНЗШIежатьК, и, значит, R' совпадает с простран

ством R2j+l. Таким образом, неприводимостьпредставления,реализу

ющеrocя в пространствеR2j+l' доказана.

Мы видим, что неприводимое представлениеrpуппы 0+(3) опре

Деляется заданиемнаибольшегособственногозначения j матрицы Нз.

Число j называется весом неприводимоro представления. Неприводи-

мое представление с весом j мы будем обозначать через nи). Порядок

представления n(З), очевидно, равен 2; + 1.
Докажем, что все орты базиса неприводимого предстаменИR явля

ются собственными векторами матрицы

А
2 == А! + A~ + A~) (11.24)

соответствующими собственному значению -j(j + 1). Выражая матри

цу А2 через матрицы Н+, Н-, НЗ, мы будем иметь

A
2
vI: == -(Н+Н_ - Нз + Hj)v/c == -(a~ - k + k2

)Vk)

orкуда

A2t'/c == -j(j + l),,/c (k == -j, -; + 1, ... ,j). (11.25)

Определим теперь вид инфинитезимальных матриц А; неприво

ДИМОГО предстамения DU) в каноническом базисе. Из формул (11.5)
и (11.17) мы получаем

i
A1"k == -2"{a/c"k-l + a~+I"k+l},

1
A2"k = 2{Oi~k-l - ak+l"k+l}~

АЗVk = -ikvk'

Orcюда

i
{A1}kl == (Vl' Al~k) == -2{Ok b',k-l + Ok+l b"k+l}'

1
{A2}kl == ("1, A2V t) == "2{at &,k-l - at+l bl,k+l}'

{Аз }kl == (VI) Азl1rc) == -ik б'k,

k, l = -j, -; -t- 1, ... ,;,

(11.26)

(11.27)
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и, следовательно, матрицы Ai имеют вид

О
i

О О О О-2a -j+l
i

О
i

О О О-2 a -j+l -2a -j+2

О
i

О О О О
А 1 =

-2 lt -j+2

о о о
i

О
i

-:2a j-l -:2а;

О О О О
i

О-~aj

О
1

О О О О-2a -j;-1
1

О
1

О О О2a_j+l -"2a -j+2
О

1
О О О О

А2 =
:2 a -j+2

........................................................
о о о

1
О

1
,;aj-l -'laj

О О О О
1

О2а;

(

i j О ... О)

А -О i(j - 1) . · . о
з- ·

О О .•. -iJ
(11.28)

для определения матриц n(j)(al' а2, аз) можно воспользоваться
формулой (11.2):

(11.29)

Определи..~, например, вид матрицы nи)(о, о, аз) в каноническом
базисе. Согласно (11.29) мы имеем

DU)(O, о, аз) = еаэАэ • (11.30)

Так :как в :каноническом базисе матрица Аз имеет диагональНЫЙ ВИД

(см. (11.28», то все степени этой матрицы также будyr диагональными

матрицами, и, следовательно, представляя (11.30) в виде ряда и затем

суммируя ряды, соответствующие одинаковым элементам матриц, мы

сможем написать

e~~ О О

О еi(j-l)аз О

D(j) (О, О, аз) =
о о

(11.31)
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с помощью (11.31) легко сосчитать характеры неприводимоro пред

ставления n(j). Действительно,в один :класс группы вращений ВХОДЯТ
повороты вокруг различныхосей на ОДИН и тот же угол. Класс опреде

ляется лишь углом поворота, и в качестве представители:класса МОЖНо

выбрать поворот на угол '{) вокруг оси Oz. Из (11.31) следует, что

характер :класса вращений на угол '{) равен

(11.32)и)( ) _ ~ "'" _ sin (j + !) tp
Х '{)-LJ е - .~ ·

l=-j sm~

3. Двузначные представлеНИJI

Матрица (11.31) соответствует повороту на угол аз вокруг оси Oz.
Единичному элементу группы 0+(3) в представлении матрицами

nи) соответствует единичная матрица E2j+l. Поворот на 21Г вокруг

ОСИ Oz также является единичным элементом группы 0+(3), но,

в то время как при j целом nи)(о, о, 21Г) ::: E2j+l' при j полуцелом

D(j)(o, О, 211") = -E2j+l. Таким образом, при полуцелом j единичному

элементу грyпnыI 0+(3) соответствуютдве матрицы Е и -Е и, следо

вательно, каждому элементу группы 0+(3) соответствуютдве матрицы

DU) и -пи), элементы которых различаются знаЮL'\{И. Говорят, что

в случае полуцелоro j матрицы D(j) дают «двузначное представление»
rpyпnы 0+(3). Двузначные представленияиrpают весьма важную роль

в физических приложениях: они используются, как мы увидим ниже,

при описании частиц с полуцелы�Mспином.

Jlолучим явНЫЙ вид матриц двузначного представления n(1/2).

Для ::лого заметим, что всякое вращение можно осуществить в ре

зулътате трех последовательнhlX поворотов: поворота вокруг ОСИ 0%
на yroл '{)l, поворота вокруг оси Ох на угол О, поворота вокруг ОСИ 0%
на угол '{)2 (рис. 15). Поэтому матрица n(1/2) ['{)l, О, '{)2], очевидно, может
быть представлена в виде

z z
г'

z

у'

у

х х

Рис. 15.



(11.34)

(11.35)

(11.36)
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Параметры "'1, (J, VJ2 называют углами Эйлера.

Согласно формуле (11.31) матрица D(1/2) (О, О, VJ), соответствующая
вращению вокруг оси 0% на угол VJ, имеет вид

D(l/2)(0 о )_(ei! о), ,VJ - О -if .
е 2

Матрицу D(I/2)((J, О, О), соответствующую повороту вoкpyr оси Ох
на угол (J, можно найти, решая систему дифференциальных уравнений,

аналоIWmyЮ системе (10.13):

dD
-=А1п
d(J

с начальным условием п(о) == Е. Так.как инфинитезимальная матри

ца А1 дЛЯ представления D(1/2) согласно (11.28) равна

i (О 1)
A 1 == -"2 1 о '

то система (11.35) может быть представлена в виде

dDl1 i dD12 i }
~ = -2D217 ~ = -'2D22'

dD21 i dD22 i
(jjJ == -2Dl1 ' (jjJ =: -2D12'

а начальные условия - в виде

D 11 (0) =D22(0) = 1, D12(0) = D21(0) = о.

Легко проверить, что решение этой системы, удовлетворяющее началь

ным условиям, дает

D(1/2)«(J, о, о) = ( C~. ~8 -i S~~) .
-ISШ- cos-

2 2
Подставляя (11.34) и (11.37) в (11.33), мы получим

D(1/2) (VJl' (J, VJ2) для произвольноro вращения:

(

8 if!.±fl . . (J -i~)cos -е 2 -ISШ -е 2
(1/2) 2 2D [VJ1, (J, VJ2] = .

•• (J i~ (J -i~
-1 sm -е 2 cos -е 2

2 2

(11.37)

матрицу

(11.38)
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Матрица (11.38) унитарна, и, кроме того, ее определитель равен 1. Лег
ко проверить, что в таком виде можно представить moбую унитарную

унимодулярную матрицу второго порядка. Orсюда можно сделать вы

вод, что всякой унитарной матрице второго порядка с определителем,

равным единице, соответствует вращение В трехмерном пространстве.

Наоборот, всякому вращению трехмерного пространства соответствуют

две матрицы, элемеlffbl которых отличаются знаками. Таким обра

зом, группа вращений 0+(3) гомоморфна группе SU(2) унитарных

унимодулярныхматриц второго порядка.

4. Разложение любою преДC1'8ВJIеНIUI группы 0+(3)
на неприводимые

Похажем, каким образом в базисном пространствелюбого унитар

ного представл:ения D группы 0+(3) следует выбflpать орты, чтобы

в новом базисе представлениематрицами D(g) распалось на неприво-

димыle представления матрицами DU) .
Пусть Rn -- базисное пространство представления матрицами D

порядка n. Для этого представлеЮIЯ определим матрицы Н+, Н_ и Нз

и найдем наибольшее собственное значение ;' матрицынз. С помощью
маТРИ1.UJIН_ образуемцепочкусобственныхвекторов"';', ";'-1, ... ,"'-;'
матрицы НЗ, соответствующихсобственнымзначениям,различающим

ся на единицу. Примем эти векторы за первые 2j' + 1 ортов В новом

базисе пространства Rп; остальные орты этого базиса, определяю

щие подпространство R', возьмем пока произnoльно.ПространствоR.п

можно рассматриватькак прямуюсумму подпространствB2i+l и К:

Rп == B 2j'+1 ЕВ в'.

Матрицы D в новом базисе принимают вид

( С') )U-1DU = D; ~, .
Теперь найдем наибольшее собственное значение матрицы Нз и со

ответствующий ему собственный вектор в пространстве R'; пусть это

б ·" Е·' б ." .,
yдyr 1 и "'j". сли 1 ьшо вырождено, ТО, очевидно» 3 = 1 ; если

же j' - простое собственное значение, то ;" < ;'. Образуем снова

цепочку собственныхвекторов НЗ, начиная с вектора "'j":

и, считая первые 2j' + 1 ортов нового базиса фиксированными, прини

маем векторы этой цепочки за следующие 2j" -+- .l ортов нового базиса

в пространстве Rn. осталъныle n - (2j' -+- 1) - (2j" + 1) оргов, взятые

произвольно, определят подпространство R". Теперь МbI будем иметь

"Rп = R2j'+1 Ef) R 2i"+1 Ef)R ,



136 Глава XI. Henpивoдu.мыe представления группы вращений

а матрицы D примyr вид

(

n(j')

u-1nu = ~ о )о .
D"

Продолжая этот процесс дальше, мы после конечного числа шагов

исчерпаем пространствоВП • В окончательномбазисе матрицыI D бу-

дут квазидиагоналъными матрицами, составленными из матриц DU)
найдеЮlhIX нами неприводимых представлений.

5. Неприводимые представления

ортогональной группы 0(3)
в заключение этой главы остановимся вкратце на группе 0(3)

rpуппе ортогональныхпреобразованийв трехмерномпространстве.

ПоJПIая ортогональная группа 0(3) представляет собой прямое

произведениегруппы вращеНИЙ 0+(3) и группы Иlfверсии:

0(3) == ОТ (3) х i. (11.39)

Группа i имеет, как известно, два неприводимых представления пер

вого порядка: тождественное и знакопеременное. Поэтому Ipyпnа 0(3)
имеет по два неприводимыхпредставленияпорядка 2l + 1 для каждого

целого l. Эги представлениямы будем обозначать D3) и D~). Мат
рицы, соответствующие вращениям в этих представлениях, совпацают,

а элементы матриц, соответствующие вращениям, сопровождаемым от

ражениями, различаются знаком. Таким образом, число представлений

нечетного порядка группы 0(3) в два раза больше, чем у груIпIы 0+ (3).
Иначе обстоит дело с двузначными представлениями Ipуппы 0+(3),

в которых каждому элементу g[<Pl' 8, ',02] этой группы соответству

ют две матрицы, элеменгы которых различаются знаками. Очевид

но, представления группы Q(3), полученные умножением двузначного

представления на тождественное представление группы и умножени

ем на знакопеременное представление, будyr совпацать: в каждом

из них как элементу О, так и элементу ig будyr соответствоватьдве

матрицыI, различающиеся знаком. Поэтому группа 0(3), так же как

и rpynпа 0+ (3), имеет по одному двузначному представ.леНlIЮ DU)
для каждого j == 2п2+1 •



Глава XII

Свойства неприводимых

представлений rpуппы вращеНИЙ

в этой главе мы рассмотрим конкретые базисы представлений

группы и получим правило разложения комnозиuии неприводимых

представлений на неприводимыечасти.

1. Сферические функции как базисы

иеприводимых представлеНИЙ группы 0+(3)
До сих пор, исследуя представление группы 0+ (3), мы не конкрети

зировали пространство, в котором оно реализуется. Сейчас мы рассмот

рим случай, когда пространством представления ЯRЛЯется пространcrвo

дифференцируемых функций J(n) = !(в, '1'), определенных на по

верхности сферы единичного радиуса. Здесь n - единичНЫЙ вектор,

задаваемый полярнымJ( углами 8 и '{J. При вращении 9 вектор n пе

реходит в вектор gn. Соответствующеепреобразованиефункций j(n)
определяетсяунитарнымоператором ~:

(12.1 )

Мы знаем, что операторы ~ образуют представление группы 0+:(3) 1) •

Найдем инфинитезимальные операторы Ai этого представления. они
будут определять приращение функции !(п), линейное относительно

параметров вращения Oi. для поворота вокруг оси Oz на угол о МЫ

имеем

- aj(fJ, '1') )
Ту/(8, ер) = /(8, ер - а) = /(8, ер) - а дер + ... (12.2

Следовательно,

1) СМ. [лаву III, п. з.

1з/(8, ер) = _ д/(8, ер).
a'{J (12.3)
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(12.4)

Для ПРОИЗ8ОЛЬНОro поворота, определяемого параметрами al, а2,

аз, мы имеем

TgJ(8, <р) = J(I/, ip') =

= J(B, ~) +t. {:~ (:~J о + :~ (:::)JО; + ... ,

откуда

(12.5)

где

(12.9)

(12.8)

(12.6)

(12.10)

(
д8' ) ( д<р' )

а;(д, ~) = да; о' bj(B,~) = OOj о'

Рассмотрим поворот вокруг оси Ох:

n'l = nl, n'2 == n2 cos а + nз sin а, n'з == -n2 sina + nз cos а. (12.7)

Отсюда имеем

dn'll = О, dn'21 = nз, dn'з! =: -n2.
da 0'=0 da а-О do: а=О

Так как

nl == sin (J cos ip, n2 == sin 8 sin <р, nз == cos 8,
1'0 из (12.8) мы находим

(d8') (dip')cos д сos ~ da о - sin д s.in ~ da о = О,

(
d8' ) ( d<p' )cos8sinV; - -sin8cosip -d =cos8,
da. -о а о

(dO')-s.in д da о = -sin 8 s.in 11'.

Из этих соотношеНИЙ мы без труда получаем

41(д, ~)= (~)o =s.inlp,

( d<P')ы1д,' ~) = dO о = ctg д cos~.

Следовательно)

- д! д!A1!(8, <р) =sin <р- + ctg 8 cos ip-.
88 aip (12.11 )
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Совершенно таким же способом находим

12! = - cos 11' дд! + ctg 8 sin 11' д! . (12.12)
fJ a'{J

Найдем теперь в пространстве фУНКЦИЙ ,(в, "р) базис неприво

димоro предстамения веса i. Мы знаем, tfFO любой элемент базиса

неприводимоroпредставлениягруппы вращеНИЙдолжен удо.влетворять

уравнению

(Щ +~ -t- A1)J(fJ, ер) == -j(j + 1)1(8, ер). (12.13)

(12.17)

(12.16)

(12.15)

(12.18)

Если мы хотим найти каноничесКИЙ базис, то, кроме того, должны

потребовать, чтобы

ilзf(О, ер) = mf(8, ер), m = -j, -j + 1, ... , j. (12.14)

После подстановки (12.3), (12.11) и (12.12) в (12.13) и (12.14) мы

получим

1 д (. дf ) 1 д
2

/ ••
sin 8 д8 sm (J д8 + sin Ц) atp2 + 1() + 1)1 = о,

_i
a! =тl·
a'{J

УравнеЮIЯ (12.15) и (12.16) совпадают с уравнениями для сферических

ФУНlЩИЙ и имеют однозначное конечное решение только при целых

значениях j =1. Число линейно независимhlX решений этих уравнений

равно 21 + 1 и, следовательно, совпадает с порядком неприводимоro

представления n(/). Таким образом, орты каноническогобазисанеnpи
водимого предстаwxенияс цeJIh1М весом l в пространстве непрерывных

фунхций ,(в, '(J) имеют вид

у'т(8, 11') = .~eiml(JP{"(cOS8),
у2,...

где р"т - нормированная присоединенная функция Лежандра, опре-

деляемая формулой .

(1 - lm!)! J_21_+_1 _1(l-x2)!j! _ti_+I_mt_<ж_
2

I_)1
(1 + lml)! 2 2'l1. dж'+'т'

(~-т(x) = (_I)m~m(ж)).

Напишем преобразование сферических функций при вращении. Зная

инфинитезималъные матрицы� Ai неприводимоro представления, мы
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можем найти матр]{Цы этого предстамени.я для произволъных враще

ний. Однако более простые выражения получаются, если в качестве

параметров вращения выбрать углы Эйлера 'Рl, 81, 'Р2- Не проводя вы-

числений, напишем сразу результат!). Пусть вращение g[<Pl' 81, 'Р2] пе

реводит вектор n'(8', 'Р') в вектор п(8, <р): g-l n '(8', <р') == п(8, <р). Тогда

1

Tgy;m(8, <р) = у,т(е', 'Р') =Е п~т'[<Pl' 81, <P2]Ylm' (8, <р),
m'=-l

где

(12.19)

(l + m)!(l- т)! ei(m~1+m'~2) х

(1 + m')!(l - т')!

(12_20)х [COS~8]m+ml [Sin~8]m-ml ~~~m'.m+ml)(cos8),

р~а,ь)(соs 8) - полиномы Якоби:

р~IJ.Ь)(ж) = (;~!n (1 _ ж)-IJ(1 + ж)-ь :ХП х [(1 - ж)IJ+~(1 + ж)ь+п].

2. КомпозИЦИJ1 неприводнмых представлеВИЙ

группы 0+(3)

Рассмотрим два неприВодимых представления пи) и пи') rpуп
пы 0+(3), которые реализуются в пространствахR2j+l и R2j'+1. Обо

значим каноническиебазисы этих представленийсоответственночерез

и) (k - . . 1 -)
и~ - -J, -) + , .. -, J

и

и') ( - ., - -, 1 .')
11т т - - З, 3 + ,... ,J -

Образуем теперь КОМПО3IЩию D(j) х n(J') неприводимыхпредстаме

пий D(j) и D(j') . Построенное представление будет реализоваться в про
странстве в,2j+1) (2j'т1), которое является прямым произведением про

странств R2j+l и R2j'+1- В качестве оproв в пространстве R(2j+l)(2j'+1)

МbI выберем всевозможные произведения ортов и~)11~'), которые бу

дем обозначать через -ш~~'). ПреобразованиеOprOB -ш~~) определится

1) СМ., например, [9], с. 150.



2. Композиция Henpивoдuмых представлении группы 0+(3) 141

формулой

j j'

i11D~~') = I: D~1(g)uY)I: D~r:l(g)V~')=
,=-} r=-!

(12.21)

найдем инфинитезимальные матрицы прямого произведения. Разлагая

каждую из матриц DU) и DU') по степеням параметров аё, мы получим

и) и') (1) и')D х D = (Fhi+l + Q1A1 + .. .)(E2i'+1 + (tlA1 + ...) =

= E2j+lFhj'+1 + al(A~) х Fhj'+1 + E2j+l Х А~з'» + ... (12.22)

Orсюда следует, что инфинитезималъные матрицы нашего представле-

ния имеют вид r

(jj') и) и')
Ai == Ai Х ~j'+l + E2j+l Х Aj • (12.23)

U ")
По.кажем теперь, что орты 'lDk~ пространства R(2i+1)(2f+l) будyr

собственными векторами матрицы H~i') = iAyj') с собственными
значениями lс + т. Действительно,

(jj') и) и') }Нз tDkm = (Нз Х ~j'+l + E2j+] Х Нз )1DkmJ

и) и') )Нз Uk Х E2j,+]fJm + E 2j+ 1Ui Х Нз "'т = (12.24

=kUkfJm + u,mfJm ==: (k + m)u''''m = (k + m)1Dkm.

Так как число k может принимать 2j + 1 значений - j, ... ,j, а число m
может принимать 2j' + 1 значений - j', ... J j', то их суммаМ =k + m
может принимать 2и+j')+1 различных значений: -;' - j ~ м ~ j +j' .

Поскольку число ортов 'Ш~~') равно (2} + 1)(2j' + 1), то некоторые
из собственных значений М будyr вырожденныи (если только j
или j' не paвНhI нулю). Orcюда следует, что, за ИСlCJIючениемслучая,

когда j = о или j' = о, представление D(j) х DU') является приводимым
И, следовательно, может быть разложено на неnpиводимые части. Эrо

разложение, называемоеразложением Клебша-Гордана(см. главу IV),
мы можем получить, если разобьем пространство -Н(2i+l) (2j'+1) на ИН

вариантные ортоroнальные подпространства, в каждом ИЗ которых

реализуется одно из непривоДИМblX представлеНИЙ :группы вращений.

Для ЭТОЙ цели удобно воспользоваться таблицей (с. 143), по которой

можно определить кратность вырождения собственных значений опера-

тора Hr;'). для определенностибудем считать, что j' ~ j. Рассмотрим
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наибольшее собственное значение матрицы H~j'). Оно не вырождено

и равно j + j' . Действуя на соагветствующий орт шУ/> последователь

ными степенями уатрицы H~j'), мы получим цепочку собственных

векторов матрицы H~j'):

из') и;') (jj') (jj') 2и' ....з) Uj')
W jj, ,Н_ tDjj" ... , (н_) 1Djj! • (12.25)

эти векторы согласно п. 2 главы XI должны образовывать базис не

приводимого представления веса J ~ j + j'. Пространство, в котором

реализуется это преДСТ8WIение, обозначим через R2(;+i/)-7-1. Рассмот

рим теперь в пространстве R(2j+l) (21+1) ортогональное дополнение

к пространству R2(j+j')+1. как следует из таблицы, в этом дополнении

имеетсялишь один вектор с собcrвeннымзначениемi +;'- 1. Действуя

на этот вектор последовательными степенями матрицы H!!j') , получим
цепочку из 2(j + ;' - 1) + 1 векторов. эти векторы образуют базис

неприводимого предстаWIения DU-f;'-1). в ортогональномдополнении
к пространству R2(j+;'-l)+1 МЫ найдем один вектор с маКСJNальным

собственным значением j + j' - 2. Повторяя рассуждение, мы в ре

зультате представим пространство R(2;+I)(2j'+1) в виде прямой суммы

ортоroналъныхподпространств:

R(2j+l) (2;'+1) =R2(j+j')+1 (f) R 2(j+i'-1) ( 1 ЕВ •• , ЕВ R2U'-j)· . (12.26)

Следовательно, разложение Клебша-Гордана для группы 0+(3) имеет

вид

DU) fl} D(j') = DU+j') Ef1D(j+/-l) ЕВ ••• EBDOi-j'I). (12.27)
Таким образом, мы имеем следующий результат: прямое произве

дение неприводимых представлений с весами j и j' разлагаетсяна не

приводюqйепредставленияс весами j + j' ,J+}' - 1, ... , li - j'1, причем
каждое из этих непривоДимыХ представлеНИЙ встречается в разложении

только один раз.

Из этого правила непосредственно вытекает, 'fГO тождественное

представление входит в предстаWIение nи) х nи') только в том случае,
если ; = j' . Из (12.27) также следует, что произведение двух двузначнh1X

представлений (j и j' - полуцелые числа) ЯWIЯется однозначным

предстаалением.

Орты 'lD~) канонического базиса, в котором представление nи) х

nи') распадается на неприводимые, будут линейными коубинациями
ортов ши;') - u(j)v(j')·

I:m - " т·

(J) _ ~ Uj'J) (j) и')
тм - L...J стт,мит "т' ·

т,т'
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Таблица eoбnвенвwx ЭВ8чеииА (е. 3.) и eoбerвelOlblX .&торов (с. В.)

MaтpllЦЫ H~i') (j' ~ j)

с. з. м:атриЦhIHfj')

j+j'
j + j' - 1

j' - j + 1., .
1 -1
j' - i - 1

-и' - j)
-(j' - j) - 1

с. В. матриuы H~f) .)

'Wjj'

'Wj-1j', 'Ш; ;-1

W-j+1j', 'W-;+2j'-1'···, tDjj'-2;+1

W_j j', tD_j+1 j'-I, .•. , 'Wj j'-2;

'W-jj'-l, 'W-;+lj'-2,···, tDjj'-2j-l

'W-;-j'+2j, 'W_j+l_j' t·2j-l, ••• , 'UJj-i'

W-J-j'+2j-l, • • ., "'j-1-j'

Кратностьс. з.

1
2

2;
2; + 1
2j + 1

2; + 1
2;

*) Верхние индексы векторов 'W~~) для кратности опущены.

Коэффициенты c~~;1 называют коэффициента.."\fИ Клебша- Гордана
или коэффициентами Вигнера для группы 0+(з)1). Матрица си;')

с элементами c~~f1 (индексы J, М нумеруют строки, а индексы т,
т' - столбцы) является унитарной матрицей порядка (2j + 1) (2j' + 1).
Матрица си;') приводит представление V U) х V U') к квазидиaroналь
ному виду:

( Uj'») -1 (и) и'») (jj')с D xD С =

о
DU+;'-1)

о

о

о

... D(li-i'l)

. (12.29)

в некоторых задачах приходится рассматривать произведение не

двух, а трех неnpиводимых предстаВJlеНИЙ D(jl) х D(2) х vUз) , которое
реализуется в пространстве R = Rjl Х Rjl Х Rj]. При построении ка

ноническогобазиса в этом пространствемы можем сначала построить

канонические орты т~~~) В пространстве Rjl х R;2 И затем комбини

ровать их с ортами w~~) пространства R j ]. Полученныетаким образом

oprы обозначим через wW12)j). Однако можно было избрать и дру
гой пугъ построения канонического базиса в R. Сначала построим

1) таблицы коэффициентов Вигнера СМ. в (5), с.468.



144 Глава XII. Своиства представлении группы 8]Ющенuй

орты w~~~) и затем будем комбинировать их с ортами tD~~). В ре
зультате мы получим орты 'lD~э)j). Ясно, что орты 'lD~'2)j) являются

линейной комбинацией ортов w~13)j):

w~j'2)j) =~иlЗ2 (j12)3зi I;132i3(;2з)i)'U1~2З)j).
;23

(12.30)

Коэффициенты (jl;2(j12)jзi I jl;23з(i2з)j) называют коэффициентами

Рака. Можно показать, что

(12.31),.(I,i2112) ,.(/121з;) rУ2iэi2З) ,.UJ2Зi)
"'m,m2ffl12 "'т12тэm "'т2mзт2З "'Т1It m23 ffl •

ffll ~·m2+mз=т

=

IJli2(jI2)jзз r ilj2;з(i2З);) ==

~

3. Тенэорные и спинорные представления

rpуппы вращений

Введем понятие тензора n-го ранга в трехмерном пространстве. Мы

будем говорить, что нам задан mензор n-го ранта, если в каждой ортого

нальной системе координат определена совокупность ЭВ чисел Titi2 ...i.,
которая при переходе от одной системы координат к другой преобра

зуется по закону

3 3 3

~i;...i~ ==~~ ...~ 9i;i19i;i2 ••• 9i~if8Тi,i2...i.)
ё, =1 i2==1 i.=1

(12.32)

(12.33)

где матрица 119.,11 связывает орты «старой)) И «новой)) систем координат:

3

e~ =~9tie".
"=1

мы видим, что матрица преобразования компонент тензора совпадает

с матрицей представления, которое является прямым npoизведением

n «BeктopHых> представлений. Такое представленttе мы будем назы

вать тенз0рным представлением n-го ранга. Тенэорные представления

ЯВЛЯЮТСЯ, конечно, приводимыи.. Разложение ею на неприводимыIe

представления можно получить по правилу Клебша-Гордана. Тензор

ное представление любого paнra является однозначны•.
Аналогично можно ввести понятие спинора n-го ранга и спинор

ного представления rpynnы вращений. В то время как при опре

делении тензорноro предстамения основным было векторное пред

стаWIение (12.33), определение спинорного представления основано

на двузначном неприводимом предстаWIении D(I/2). Матрица этого
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представления, выраженная через углы: Эйлера, имеет вид (см. (11.38»):

(:~: :~~) = (_~ ~), (12.34)

где

8 i~ • • 8 i~
Q = ± COS"2e 2 , 13·= =F I sm"2e 2 ·

Мы будем говорить, что нам задан спинор n-го paнra, если в каждой

оprоrональной системе координат определена совокупность 2n
KO~I

WIeKCHhIX чисел х;\lА2 ....\а (Лi == 1,2), которые при переходе от одной

системы координат к другой преобразуютсяпо законуl)

(12.35)

Этот закон преобразования определяет представление грYJПIЫ вра

щений, которое является прямым произведением n неприводимых

представлений D(I/2). Такое представление мы будем называть спи
норным предcrавлением n-го ранга. Разложение спинорноro пред

crавления на неприводи:мыетакже можно найти с помощью правила

Клебша-Гордана, установленного в предыдущем пункте. Ясно, что

спиноры четного ранта преобразуютсяпо однозначнымпредставлени

ям, а СI1Иноры нечетногоранга - по двузначным.

Так как матрица преобразования (12.35) может быть записана в виде

прямоro произведения n матрlЩ 11 Qii 11 представления n(l/2):

(12.36)

(12.37)

то инфинитезимальные матрlЩЫ спинорного представления можно

представить в следующей форме (ср. с формулой (12.23»):

" АО/2)Ai = L...J~ х в;. х ... х ~ Х i Х Е2 Х ••• х Е2,

где АГ/2) - инфинитезималъные матрlЩЫ неприводимого представ

ления n(l/2), а суммированиепроводится по всем паложениям этого
множителяв произведении.

Введем сnинор Х11 -'2...la' у которого в данной системе координат

отлична от нуля только одна компонентаX11"2".A. •

1) Формула (12.35) определяет Э8JCон преобразоваиия контравариаН'ПIОro СШfнора. На

ряду С коmpaвaриантны.м СПШlором вводится понятис ковариантноrо спинора) З8ICOн

преобразования lCOТOporo получается из (12.35) заменой а",.;\ на XQШIЛехсно сопряжен-..
ныe величины (см. п.4).



(12.38)

(12.41)

(12.42)
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Рассмагрим действие на такой спинор ИНФЮfИтезимальной матри

цы Нз =: iАз . Напомним, что матрJЩа iA~1/2) имеет вид

.A(1/2) _ (~ о )
I 3 - 1·

О --
2

Учитывая это, мы получим

НЗХАIА2 .. -'- = (~ - ~) XA1 A:2. -'-) (12.39)

где р - число значков данной компоненты спинора, равных 1, а q 
число значков, равных 2. Если вместо индексов Лj ввести индексы

1 10'. == 2' -2' то мы сможем написать

НЗХU1(12• ••(1. = (0'1 + (12 + ... + O'n)XU I(12 •••Uo. (12.40)

Таким образом, спинор XU'1(12 •••(1. является собственнымспинором

матрJЩЫНз, соответствующимсобственномузначению,равномусумме

спинорныхзначков (J'i.

4. Комплексно сопряжеllRЫе представления

Мы будем говорить, что нам задан j -ве"тор, если каждой ортого

нальной системе координат сопоставлена совокупность 2j+1 чисел {т,

т = -j, - j + 1, ... , j, которые при переходе от одной системы коор

динат К другой преобразуютсяпо закону

j

, '"' и){т = L..J Dmml(Ql, а2, Qз){т' ,
т'=-;

где IID~~,II - матриuы неприводимоro представления. Сопоставим
теперь каждой системе координат совокупность комrшексно сопря

женных чисел (т, где {:п определены формулами (12.41). Ясно, что

числа {:п и {т связаны С помощью комrшексно сопряженных матрlЩ:

j
~ "nU)
{т = L...J Dmm'{m'.

т=-;

Матрицы ijU), 1ЗК же каК и матрицы D(j), образуют предстаале
ние группы вращений. Так как представление DU) неприводимо, то

представление пи) также неприводимо. Поскольку эти представления
имеют одинаковый ПОРЯДОК, то они должны быть эквивалентными:

jfЛ =VD(j)V- 1• (12.43)
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Матрица V определяется ЭТИМ равенством с точнocr.ью до множителя.

Действительно, предположим, что имеются две матрицы V и W такие,

что

Тогда мы можем написать

D(j)V-1W = V-1WDU).

Поэтому матрица V-1W кратна единичной:

V-1W =>J5.

Следовательно,

W=~V.

(12.44)

(12.45)

(12.46)

(12.48)

(12.47)

Равенство (12.43) означает, что компоненты (т комплексно сопря
женного вектора преобразуются по тому же закону, по которому пре

образуются линейные комбинации Е Vit~k составляющих исходною
j -вектора. Найдем матрицу У. для этого напишем равенство (12.43)
с точностью до линейных членов по параметра.'\i ai:

Е+ a1.A1+ а2А2 + азАз =

= Е + аl У.А1 у-
1 + a2VA2v-1 + азVАзv- l .

Orсюда следует, чrо

- 1Ai = УAiУ- (i = 1, 2, 3).

Используя явНЫЙ вид (11.28) матриц A~), мы получим:

-A~) = VА~)у-l,

A~) = VA~)V-l,

-A~) = VА~)v-l.

Ясно, что в качестве матрицы: V можно выбрать матрицу представления

поворота на 1800 вокруг оси Оу. Следовательно,

(12.49)

Найдем выражение матрlЩЫ V ДJIЯ предстаWIения D(I/2). для этого

воспользуемсяследующимсвойствомматрицы A~1/2):

(12.50)
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Представляя экспоненту (12.49) в виде ряда, мы находим

У(1/2) _ -i (2iA~1/2»)1 _ ~ (..~) (2 "A(1/2)) _ 2A(1/2)- е - cos - I sm I 2 - 2 •
22·

Следовательно,

V(l/2) = (~ - ~ ) . (12.51)

Пусть нам задан спинор (: ). Введем KOMIVIeKCHO сопряженный спи

нор (~). Согласно доказанному мы можем угвержцатъ, что величина

(12.52)

преобразуется:, как спинор. Наоборот, величина

(12.53)

преобразуется:, как коммексно сопряженный спинор. КОМШIексно

сопряженный спинор называют также "оварuанmным СПИНОРОМ.

Упражнении

12.1. Используя свойства унитарности матриц си;,) , доказать равенство
(12.31).

12.2. Найти разложение на неприводимые представления тензорных пред

стамений третьего и четвертого рангов.

12.3. Доказать, что разложение тензорного представления на неприводи

мые можно найти с помощью следующего рекуррентного правила:

(1) _ (1-1) + (1) + (l+l)"n - "n-I "n-I "n-I'

где ~) - число, показьmaющее, сколько раз неприводимое npедстамение
веса 1 содержится в тензорном представлении п-ro paнra.

12.4. Доказать, что разложеЮfе cu:инорноro представления на неnpиводи

мые части можно получить с ПОМОIЦЬ;I() ~едyIOщеro рекурреН11IОГО правила:

и) _ (;-~) (j+i)
'1n - '1n-1 + '1n-l ,

где '1~) - число, показывающее, сколько раз неприводимое представление
веса j содержится В спинорном представлении п-го ранга. Используя эту

формулу, найти разложения сшmорных npeдставлений для n =1,2, ... ,6.



Глава XIII

Некоторые приложения теории

представленИЙ группы вращений

к кваитовомехаиическим задачам

Среди групп, имеющих приложение в квантовой механике, гру

па вращеНllЙ занимает центральное место. Инвариантность ypaBfl
ния Шрёдингера отно~ительно группы вращеНИЙ отражает свойст

ИЗОТРОШlости трехмерного пространства. Следствием этой симметрJ

является существование такого важного интеrpала движения, как .м

мент импульса. В частности, анализ неприводимых представлею

группыI вращений доказывает возможность существования собственн

го (BнyrpeHHeгo) момента импульса частиц - спина. В данной гла

рассматриваюгся некоторые общие свойства неприводимых предста

лений группы вращений, которые ИСПWIЪзуются при исследован]

движения электрона в центральном поле.

1. Частица в центральном поле.

ОрбитальВЫЙ момент количестаа ДВJJЖeВИJI

Рассмотрим уравнение Шрёдишера для ОДНОЙ частицы в централ

ном поле

{ - :~ {).. + V(r) }1/I(r) = E1/I(r). (13.

Так как потенциал V(r) зависит только от omосительной ве.лwrиF.

радиус-вектора, то raмильтониан ii этой системы инвариаитен о
носительно группы 0+(3). Мы знаем (см. главу V), что это услов]

Шlвариакгности может быть записано в виде

(13.

где операторы ~, образующие представление JpyIIпы вращений, опр
деляются формулой

Т,ф(r) = ф(g-l r). (13.

Найдем инфинитезимальные операторы 11, 12, Аз этоrо предстаВЛ 1

ния, соответствующие поворотам вокруг осей ОЖ1. ОЖ2, Ожз. ИНф1

нитезимальные операторы Ai определяют приращение функции ф(r
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обусловленное поворотом радиус-вектора, линейное по параметра.ы al,
а2, аз. Поэтомумы можем написать

(13.4)

где согласно (10.25)

бlЖt == О,

622:1 == -а2 ЖЗ,

бзЖt == аЗЖ2,

Orсюда мы получаем

61Ж2 = аt2:з,

62Ж2 == о,

БЗХ2 == -аЗЖl,

бtжз = -аlЖ2, }

б2жз == а2ЖI,

бзхз = о.

(13.5)

(13.6)

(13.7)Tg == Е + a1A1 + Q2A2 + азАз,

то из условия коммyraции (13.2) следует

Так как с точностью до линейнъlX членов оператор ~ можно предста
ВИТЬ в ВИ,lIе

(13.8)

Наоборот, поскольку оператор ~ можно представить согласно (12.2)
в виде ряда

~ = ехр (at11 + а2А2 + азАз) =

= Е + (аlАl + й212 + азАз) +
1(.- - - )2+ 2 a1A1 + а2А2 + азАз + .. · , (13.9)

то из (13.8) следует (13.2). Таким образом, равенства (13.8) ЯВJIЯЮТCЯ

необходимыми и достаточными условиями инвариантности гамильто-

ниана относительно грyпnыI вращений. Операторы Aj ЯВЛЯЮТСЯ анти-

эрмитовыми. Введем эрмитовы операторы Hj = iAj , которые можно
рассматривать как квантовомеханические операторы, сoorвeтcтвуюшие

некоторым физическим наблюдаемым. Действительно, операторы Н;
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с точностью до размерного множителя 1i совпадают с операторами Lj
составляющих момента количества движения Е; == hiij , например:

__ - (д д)
L 1 =hH1 = ihAl = ih 2:з д2:2 - 2:2 джз = 2:2Рз - 2:зР2, (13.10)

где 'р; - составляющая оператора импульса: Р; = -ihk. в силу (13.8)
J

операторы Lj коммугируют с rамилътонианом ii нашей системы и,
следовательно,ЯВJIЯЮТся операторамиинтеграловдвижения.

Такимобразом,мы показали,что операторысоставляющихмомента,

количествадвиженияс точностьюдо множителясовпадаютс инфини

тезималъными операторами представления группы вращений и, если

уравнение Шрёдшпера инварианrnо О'Пiосительно этой группы, они

являются интеграламидвижения.

Рассмотрим теперь, :какие заключения можно сделать о свойствах

симметрии решений уравнения (13.1). Собственные функции этого

уравнеJrnЯ, принадлежащие одному собствеЮlОМУ значению энергии,

должны образовыв8ъ базис неприводимого представления группы вра

щеНИЙ. Из предыдущей главы мы знаем, что в пространстве фуНКЦИЙ

MOryr реализовыватьсятолько представленияD(l) с целыми 1. При этом

ФУНКЦИИ, преобразующиеся по неприводимому представлению D(l) ,
должны удовлетворять уравнеищо

(iif +iii + iil)ф(r) = 1(1 + l)ф(r)

или (13.11)

(lf + E~ + L~)ф(r) = 1i21(1 + 1),p(r).

Если ФУНКЦИИ, соответствующие вырожденному собственному значе

нию, образуют каноничесКИЙ базис представления D(l) , то они удовле
творяют также уравнению

или

iiзф(r) = тФ(r) (13.12)

Lзф(r) =hm1/J(r) (т = -1, -1 + 1, ... , 1).

В rлаве XII был получен явНЫЙ ВИД фYIfXЦИЙ, образующих базис

неприводимоro представления группы вращений. Поэтому мы можем

угверждать, что решения уравнения Шрёдингера (13.1) имеют вид

(13.13)

Мы получаем, таким образом, следующий резулътат. Собствен

ные функции уравнения Шрёдингера (13.1) с данным собственным
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значением образуют базис неприводимого представления группы вра

щений D(l) с целым 1. КрСПНОСТЬ вырождения уровня Е, равна 21 + 1.
Соответствующие ему собственные функции являются также собствен

ны�ии ,функциями оператора квадрата момента количества движения.

их всегда можно вЫбрать так, чтобы они были еще и собственными

функциями оператора Lз.
Следует еще отметить, что ПОJlllОЙ группой симметрии рассма

1риваемой задачи ЯWIЯется группа 0(3) = 0+(3) х i. В зависимости

от того, является ли ВОJlllОВая функция,симметричной относительно

инверсии i или меняет знак, соответствующему состоянию приnисы

вается квантовое число четности w = ±1. Очевидно, что для одной

частицы в силу (13.13)

w == (_1)'.

для доказательства этого соотношения достаточно вспомнить связь

сферических функций Yim с однородными ПОЛШlомами creпени 1 пе

ременных ж, у, z. Таким образом, для одной чаcnщы классификация

по собствеЮiому значению орбитального момента содержит в себе уже

хлассификацию по чеrnости. Впоследствии мы увидим (см. главу XIX),
tfГO DдИ мноroэлектронных систем эта зависимость отсутствует.

2. Правило сложения моментов количества движения

В предыдущем пункте мы показали, что операторы составляющих

момента количества движения с точностью до множителя совпадают

с инфинитезимальными операторами группы вращений. Используя эту

связь, докажем правило сложения моментов количества движения.

Пусть имеюгся две невзаимодействующие частицы, каждая из ко

торых находится в центральном поле, т. е. описывается уравнением

Шрёдингера типа (13.1). Волновые функции частиц обозначим со

ответственно через V'ltml(rl) И 'Ф'2m2(r2)' Для тою чтобы не услож
нять сейчас рассмотрение учетом принципа тождественности чаcrиц

(см. главу XVII), будем считать, tfГO это частицы различной природы

(например, электрон и протон). Тогда волновые функции рассматрива

емой сисгемы MOryr быть записаны в виде произведений

(13.14)

Задача, которую мы хотим решить, заключается в определении воз

можных собственных значений ",2L(L + 1) оператора квадрата полного

MOMeнra количества движения ъ2 = (ъО) +Ъ(2») 2 для состоЯНИЙ (13.14).

Действие оператора Z(l) /+ Е(2) определяется по формуле

(-о) -(2)) _ -(1) -(2)
L +Ь V'llm.(rl)Фz2m2(r2)-'Ф'2m2L V'llml+VJl1mlL 'Ф'2m2' (13.15)
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Сравнивая (13.15) с (12.23), мыI ВИДИМ, что В рассматриваемом случае

составляющие оператора полноrо момента количества движения совпа

даЮт (с точностью до множителя) с инфинитезимальнымиоператорами

прямого произведения представлений n(ll) и D(12). Поэтомунаша зада
ча простосводитсяк разложениюnpJIМoгoпроизведениядвух неприво

димых представлеНИЙгруппы вращеНИЙ на неприводимыепредставле

НИЯ. Применяяправило Клебша-Гордана,мы получаем,что квантовое

число L может принимать значения 11 + 12J 11 + 12 - 1, ... , 111 - 121.
Собственные функции операторов Е2 и L согласно (12.28) имеют вид

ФLм(rlJ r2) = L C~~'::}Mtp'j mj (rl)"'2m2(r2),
ml,m2

где C~l'::;>.м - коэффициенты Клебша-Гордана.

3. Спви

(13.16)

(13.17)

в п. 1для описания состояния частицы в центральном поле мы ис

пользовали решения уравнения (13.1), которые преобразуютсяпо одно

значным представлениям: группы вращений. Вопрос о том, насколько

хороши такие решения (а также и само уравнение) для ОШfсания

реальной физической частицы, должен решаться сравнением с экспе

риментом. как показывает опыт, уравнение (13.1) не может объяснить

некоторых наблюдаемых свойств электрона. В частности, было обнару

жено, что нарушение сферической симметрии в результате включения

внешнего магнитного поля приводит к расщеIШению основного уров

ня энергии Ео (1 = О), который согласно' развитой в п. 1 теории

дomкeH быть невырожденным. Однако зто противоречие снимается,

если предположить, что ВOJПfовая функция электрона преобразуется

при вращениях по двузначному представлению гpyтmы 0+(3).
В нерелятивистскойквантовой механике волновую функцию элек-

трона полаra.юr двухкомпоненrной величиной (~~~~~ ) , которая при
вращениях системы координат преобразуется по закону

x:(r') =L (}ij(g)xj(r) (r' =gr),
j

где r и r' - координаты одной и той же точки в разных системах ко

ординат, а коэффициенты (}jj образуют матрицу представленияn{I/2)

группы врашений (см. (12.34). ТакуюдвухкомпонентнуювеJШЧину, за

данную в каждойточке трехмерногопространства,называютcnиHopHы.м

полем.
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Вероятность того, что электрон находится в элементе объема d,1J
около точки r, определяетсятеперь выражением

(lx.(r),2 + Ix2 (r)!2) dv. (13.18)

Так как матрица IluiJ:1I является унитарной, то величина (13.18) пред

ставляет со60Й инвариант относительно преобразования (13.17):

Ix~(r')12 + Ix~(r')12 == tx1(r)1
2 + tx2 (r)12

• (13.19)

Найдем вид инфинитезимальных операторов для спинорного поля.

Закон преобразования (13.17) мы можем представить в виде

x:(r) = 2: aijX, (g-l r ) (13.20)
l'

и"ttи

x(r) == D(1/2)x(g-lr).

Рассматривая, например, поворот вокруг оси Ожз, мы можем с точно

стью до линейныхчленов по параметру аз написать

, (- 7{1/2») (8 д )
Х (r) = Е + Аз аз Х + аз Ж2 8Ж1 - Ж1 дЖ2 Х,

rде ~1/2) - инфинитезимальный оператор неприводимоro представле

ния D(l/2) группы вращений.Orcюдаследует, что инфинитезимальный

оператор 1з для спинорноroполя имеет вид

- 7(1/2) 8 8
Аз =Аз +%2-д - Ж1-а · (13.22а)

жl Ж2

Аналогично Д1IЯ 11 И 12 мы получаем

- _ ~1/2) д д
А1 -А( +zз-д -Ж2-д '

Ж2 %3

- 7{1/2) д д
А2 ==А2 +Ж1- -жз-·

джз дЖl

Предположим теперь, что гамильтониан электрона jj обладает сфе
рической С~\1метриеЙ. Условие инвариантностиО1Носителъногруппы

вращенийтеперь может быть записано в виде

1iii - iili = О, (13.23)

где операторы 1i определяются формулами (13.22). Введем эрмитовы
операторы

~ = i1iAk (k = 1, 2, 3). (13.24)
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Эrи операторы, являющиеся в силу (13.23) интегралами движения,

называюr операторами составляющих nолного момента КО1ПfЧества дви-

жения. Оператор j состоит из двух слагаемых: введенного нами ранее

оператора орбитального момента количества движения L и опера

тора S = i1iA(1/2) , который называют cnиH08ЫJ1 моментом количества

движения. Согласно (11.28) в представлении, в котором оператор 8з

диагонален, оператор S может бьпь предстаШIен в виде

(13.25)

Матрицы (1"1, (72 И (1"з называют матрицами Паули. При действии

оператора SЗ на СJDIНОР Х МЫ получим

(13.26)

Orсюда следует, что спиноры ( ~l ) И (.:2) являются собственныыи
векторами оператора 8з с собственными значениями ~ и -;. Так
как ПРОИЗВОJlЪное состояние электрона можно представить в виде

суперпозициитаких состояний:

(13.27)

то величина Ix
l
12 dv определяет вероятность тoro, что электрон, на

ходясь в объеме dv, имеет проехцию спина на ось OZ, равную ~,

а величина 'х2 1 2 d'V имеет тот же смысл дmr проекции спина - ~ ·
Рассмотрим приближение, сoorвeтcтвующее уравнению (13.1), ко

гда в гамильтониане можно пренебречь спиновыми операторами. Тогда

волновую функцию электрона можно представить в виде

(13.28)
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где (~:) - постоянный спинор, а функция ~(r) является ре
шением уравнения Шрёдинreра. Значки компонекr спинора удобно

выбирать равными соответствующим собственным значениям опера-
- 1- 1 1

тора iАз = .,.8з, т.е. равными "2 и -2' Иногда их рассматриваюткак

аргументы фУНIO.(ИИ, которая может приниматьлишь два значения:

{

tp(r)Xl/2'
ф(r, 0") == cp(r)x(o) ==

tp(r)x_ J/ 2 ,

(13.29)

(13.30)

Если уравнение Шрёдингера для нашей задачи инвариантно отно

сительно группыI вращений, то его собственные Функции должны

преобразовынаться по неприводимым предстаШIениям группыI враще-

ний nО). Тогда с учетом спиновоro состояния каждый уровень энер
гии окажется 2(21 + l)-кратно вырожден и соответствующие ВОЛНОВbIе

Функции MOгyr быть выбраны в виде

tpim(r) 6(1,1/2, 'Plm 6(1, -1/2

или

( ~~т ), ( ~~т ) (т = -1, -1 + 1, ... , 1).

Ясно, что функnии (13.30) преобразуются по приводимому предстаШIе

нию, которое является прямым произведением D(l) х n(1/2). Согласно

правилу Клебша-Горданамы имеем

D(l) х D(I/2) = D(l-1/2) Е9 n(I+I/2). (13.31)

(13.32)

Из функций (13.30) мы можем построить с помощью коэффициен

тов Клебша- Гордана ФУНХЦИИ, преобразУЮ11Dfеся по неприводимым

представления.м, или, дрyrими словами, собственные функции опера-

торов j2 и i 3. Мы получим

Ф == C(I, 1/2, J) ( '1',,11-1/2 (r») + c(l, 1/2, J) ( О ) =
JM 11-1/2.,1/2,11 О 11+1/2,-1/2,11 lJ'J (r)

TI,II.+1/2

(

(I,1/2,J) ( ) )
СМ- 1 /2, 1/2, Mtp" М -1/2 r

- .
(1, 1/2, J) ( )
СИ+ 1/2,-1/2,м'РI,И+l/2 r
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4. Теорема Крамерса

Теорема Крамерса. Если гамuльтониан электрона коммутирует

С dnepamopOM

(13.33)

где К -операция к,омnлексного сопряжения, а 82 -оператор nрое,,
ции сnиН08Огй момента на ось ОЖ2, то УfЮ8НU энергци эле/(трона будут

двукратно вырождены 1). Если рассма1риваемая система обладает еще
ДОПО1Пlителъной симметрией и связанным с ней вырождением, то пол

ная кратность вырождения уровней должна быть обязательно четной.

Покажем сначала, что коммутативность с оператором е имеет
место, если только гами.льтониан не содержит члена, описывающего

взаимодействие с мarнитным полем. Действительно, в этом случае

к гамилътониану Но уравнения Шрёдингера (13.1) мы ДOJIЖНЫ добавить

JПfШЪ член спин-орбитального взаимодействия, который имеет вид2)

- 1 (1 ау) - -
Hso == 2т2с2 ; dr (L, S). (13.34)

Поскольку гамильтониан Но веществен и не содержит сииновых опе
раторов, то очевидно, что

(13.35)

Докажем, что для оператора iiso та.кже ВЫПOJDfilется условие комму
тации

eHso := iisoe. (13.36)

Действительно, согласно (13.10) оператор L чисто М1пt:МhIЙ. Поэтому

eL == -Lе. (13.37)

ИСПWIЪЗуя явный вид матрицы Si, легко показать, что для оператораS
имеет место такое же СOO'I1fошение:

ев=: -5е.

Из (13.37) и (13.38) мы получаем равенство (J3.36).

(13.38)

1) Теорема Крамерса доказана /JJIЯ системы, состоящей из нечеmого числа элеrrpоиов.

В эroм случае оператор е = (i~J}) ... (~~"})K, где оператор ~i) относится :к i-мy

элеlCфOНУ.

2) Гамилътониан Но и оператор (13.34) /JJIЯ определеШlОСТИ нaIlИС811Ь1 для сферичесх:и
симметричного потенциала V(r). это оrpаничение,однако, несущественнодля даЛЬНей

шего дохазательства.
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Если же нашу систему поместить в магнитное поле Н, то в raмиль

тониане появится дополнительный член

е

- 2mcH(L + 28), (13.39)

KOТOPЫ~, как это следует из (13.37) и (13.38), не коммyrирует с опера

тором 8.
На основании соотношений (13.37) и (13.38), а таюке легко npове

ряемых соотношений

ер == -ре, er = re (13.40)

оператор е называют оператором обращения времени.
Перейдем теперь к доказательству теоремы Крамерса. Легко прове

рить,ЧfО

-2
8 == -1. (13.41)

Рассмотрим два электронных состояния, которые описываются спино

рами

Ф(r) = ( :~~~~ ) I Ф(r) = ( :~~~~ ) ·

Определим их скалярное произведение в виде

(Ф, Ф) == Фl'Рl + 'Ф2'Р2.

(13.42)

(13.43)

Используя свойство эрмитовости оператора 52, мы можем написать

(8Ф, 8ф) =(Ф, Ф) = (Ф, '1').
Поэтому и..\lеют место следующие равенства:

('11, 8Ф) = (8'11, 82ф) = (82 ф, 8ф) = -(Ф, 8Ф),

откуда

(13.44)

(13.45)

('11, 8'1') = о. (13.46)

На основании равенства (13.46) мы приходим к захлючению, что

состояния Ф и еФ ортоroналыIыI' а следовательно, JIЮIейно независи
мы. С другой стороны, оба состояlDlЯ, Ф и 8Ф, в силу (13.33) должны
принадлежать одному и тому же уровню энергии. Теорема доказана.

Сделаем одно важное замечание. Если рассматриваемая система

обладает пространственной симметрией, то обусловленное ею вы

рождение может включать в себя и кра.мерсово вырождение. Тогда

инвариантность относительно собращения времени. не приведет к до

полнительному вырождению. В качестве такого примера рассмотрим

случай, когда группа симметрии системы совпадает с группой вра

щений 0+ (3). Мы знаем, что в такой задаче состояние электрона
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(13.47)

характеризуется ПОJПfЫМ моментом J и собственное значение энергии

вырождено 2J + 1 раз по собствеlffiОМУ значению М проеКЦИИ ЭТОГО

MO}feHтa. С помощью (13.32) МbI можем написать наиболее оБЩИЙ вид

волновой функции:

[

(J-~, !,J)y(!I-~)(8 )]
СМ_! ! М J-! , V;

2' 2' 2

ФJм(r) = RJ-t(r) (J-H,J) (м+Н +
См+ 1 _1 MYJ-! (8, VJ)

2' 2' 2

[

c(J+t, ~,J)y(~-t)(8 ) ]
M- J - М J+- , VJ

+RJ+!(r) 1';' 21
2 (J+ 212 ,J) у(JI+ 2 )( )

СМ+! _1 М I+! 8, VJ
2' 2' 2

(М = -J, -J + 1, ... , J).

Здесь R1_!(r) и RJ+!(r) - некоторые веществешfыe функции,
1 2

которые зависят только от fr f. Напомним, что У,(т) = р,(т) eiтrp ,

Pz(-m) = (_})т~. Коэффициент.ы Клебша-Гордана таюке веществен
ны и обладают рядом свойств, из которых нам понадобится следующее:

(1112J) (la I2J ) )
Ст1т1М = С-та, -т2, -М, (13.48

Подействуем на ФУНIЩИЮ ФJJI(r) оператором 8, который в нашем
случае имеет вид

- (О i)е = _.; о К. (13.49)

Мы будем рассматривать только первое слагаемое. Преобразование

второго слагаемого аналогично. ИСП0JIЬ3уя определение сферичес

ких фунКЦИЙ и свойство (13.48) коэффициентов Клебша-Гордана,

мы получим

(J-~, ~,J)У(М-~)(8 )
СМ_! 1 Jl J-! , VJ

8R
J
_!(r) 2' 2' 2

:2 (J-~, ~,J) у(М+!)(л )
СМ+! _1 М J-! «7, V;

2 J 2 t 2

. (J-~, t,J) У(М+!)(8 )]
'СМ+ 1 -! М J-! , VJ=R 1 (r) 2' 2' 2 =

J- 2 • () - !, 1 J)-(М - !)
-IСМ_ 1 MYJ-! (8, 'Р)

2' , 1



160 Глава XIII. Некоторые nрuложенuя теории представлении

(13.50)

Таким образом, мы имеем

8ФJм(r) = i(-I)м··- tф:т!l(r). (13.51)

Мы видим, что оператор е связывает состояния с противоположными
значениями проекции ПОJПIого момента и в рассмотренном случае

действительно не приводит к дополнительному вырождению.

s. Теорема Вигиера-Эпарта

в п. 3 rлавы V была доказана теорема Виrnера, лежащая в основе

большого числа приложенИЙ. Формально эта теорема дает выраже-

ние (5.30) для матричного элемента оператора энерrии jj (или любо
го другого инвариаlfГНОГОоператора) на ФУНКЦИЯХ, преобразующихся

по неnpиводимым представлениям ГРУПJThI симметрии ЭТОГQ опера

тора. Воспользовавшисьдираковскими обозначениямидля волновых

функций и матричныхэлементовоператоров, перепишем (5.30) в виде

(i, а, vIHli', а', v') = 6ii,t5at:iHvv. (13.52)
Здесь первый индекс i нумерует тип неприводимого представления,

второй а - элементы базиса неприводимого представления, тре

тий индекс 11 различает эквивалентные неприводимые предстЗмения.

В частности, для единичного оператора имеет место равенство

(i, а, IIli', а', 11') = 6ii,6aa'SlIrI, (13.53)
выражающее свойство oproгональности базисных фунхций неприво

димы:х предсгавлениЙ. Orличие матричного элемента SlIrI (л' символа

Кронекера указывает на возможную неoproroиaJIЬНОСТЪ одинаковых

элементовбазисов эквивалентных.неприводимыхnpeдставлениЙ.

Существует более общая теорема, теорема Виmера-Экхарта,ко

торая дает выражение для матричного элеменra оператора, преобра

зующеrocя по некоторому неприводимомупредставлеНИIOрассматри

ваемой группы. Примером тщсоro оператора может служить оператор

момента количества движения L(L1L2Lз). При вращениях в трех
мерном пpocrpaнerвe компонентыэтого оператора преобразуютсякак

компонентывектора

9

ТgLа~-l = E9afjLfj, а = 1,2,3,
fj=l

где ~19afjll - ма1рица вращения в трехмерном пространстве.

(13.54)
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Приcтynим к доказательству теоремы Виmера-Эккарта. Пусть за

дан некorорый многокомпонентный оператор H~) , компонентЫ кorо
роro при преобразованиях из группы G преобразуются по неприводи

маму npeдставлению D{J) этой группы:

ТgN~)Тg-l = L D~~(g)~). (13.55)
7'

Найдем выражение для матричного элемента (i, а, vIN-уU) li', а', v'}.

для этого подействуемна функцию N~)fi', а', v') оператором Tg :

- ':--.1;)., " - -и)--1-.' , ,Tg1V,w 11, а , v ) =TgN, Tg Tgls, lr , v ) =
=LD~~(g)N~)LD:~(g)pIIPI,Il'}. (13.56)

7' fJ'

-и), , ,
Orcюда следует, что функции N7 li, а , v} преобразуютсяпо прямому

npoизведениюDU) х D(i'). Разложим это предcra.влениена неприводи
мые:

ЕВ

DU) х D(i') == L D(t) • (13.57)

Соответственно функция iif) li', а', v} можетбыть представленав виде
разложения

N-U)I·' , '} "Cii'l:rI L ~ }7 1, а ,v = LJ 1«' 11;, (1, Т ,

J:6T

(13.58)

.•'1:
где C~:"6T - КОэффИl.Ufенты Клебша-Гордона~ а индекс т нумерует
кpaтныe неприводимые представления, встречающиеся в разложении

прямоro npоизведения (13.57) при фиксированном значении v. Тогда

матричныйэлемент оператора H~1 принимаетвид

(. I-(j) 1·' , '} - '" Cji'iTS1, а, v N7 1, Q , 11 - L..J 7а'о. "Т·
т

(13.59)

(13.60)

Здесь мы воспользовались свойством ортоroналъности (13.53).
Особенно простой результат получается, если разложение прямого

произведения представлеНИЙ (13.57) не содержит кратных представле

НКЙ, как это имеет место для группы тpexмepHых вращений. В этом

случае в правой части (13.59) будет только одно слагаемое, и индекс т

может бытъ заменен на 11':

(. I-U)I·" ') Cji'i S1, а, v N7 ',а, 11 == 7tЖо w.
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Полученная таким образом факторизация выражения для матричного

элемента оператора и представляет собой содержание теоремы Виrне

ра-Эккарта. Отметим, что первый множитель в (13.60) определяет

ся только трасформauионными свойствами рассматриваемых функций

и оператора.

Рассмотрим важный пример применения теоремы ВlПНера-Эккар

та. Пусть имеется система частиц, для каждой ИЗ которых определен

оператор момента J(') (8 - номер частицы).
Введем оператор ПOJПlОГО момента:

- - ~~(,)
J-L-i1 · (13.61)

(13.62)

Пусть нам известны собственные функции квадрата полного момента

и проекции поJШОГО момента на ОСЬ z:

rlJ, М) =n,2J(J + 1)IJ, М),
;:'J, М) =hMIJ, М).

Согласно теореме Вигнера-Эккарта (13.60), мы можем угверждатъ, что

выполняется соотношение

(J, М' J IJ, м') == а, (J, М I;") IJ, м'), (13.63)

(13.64)

где а6 - некоторая константа. Следовательно, все матричные эле

менты одночастичного момента на таком базисе пропорциоиaJIЬНЫ

соответствующим матричным элементам ПОJlliОro момента. Аналогич

ное соотношение пропорционалъности имеет место для матричных

элементов спинового и орбитального моментов системы частиц:

(J, М' SIJ, м') f'J (J, MI i IJ, м'),
(J, MI L IJ, м') "J (J, MIIIJ, М).

Мы воспользуемсяэтим своЙствомпри рассмотренииэффектаЗеемана
в п. 3 главы ХХ.



(14.1)

Глава XIV

Дополнительное вырождение

в сферически симметричном поле

в предыдущей главе мы исследовали классификацию собственных

функций уравнения Шрёдингера с произвольным сферически симме

тричным потенциальным полем. Однако известны два типа сферически

симметричного потеIЩиала, для которых имеет место дополнителъное

вырождение, и, следователъно, рассмотренная классификация состо-

яний не является полной. это кулоновское поле и f'J ~ И поле изо

тропной упругой силыI и == kr2
.. В этой главе мы похажем, что допол

нительное вырождение связано с инвариантностью соответствующих

уравнений Шрёдишера относительно определенных групп преобразо

ваний, для Koтopых группа вращеНИЙ является только подгруппой.

1. Допoлииrenвое вырождение

Наличие дополнительноro вырождения для указанных полей из

вестно из решений соответствующих уравнений Шрёдингера.

Рассмотрим уравнение Шрёдингера с кулоновск.им потенциалом,

т. е. уравнение Шрёдингера для атома водорода. В атомных единицах

(е == 1, т == 1, 1i == 1) оно имеет вид

( -~ д - ~) ф(r) = Еф(r).

Известно, что собственные значения этого уравнения, соответствую

щие связанным состояниям, определяются главным квантовым чис

лом п:

1 1
Еn = -- -2. (14.2)

2п

При заданном значении n азимутальное квантовое число может при

нимать значения l == n - 1, n - 2, ... , 1, о. это означает, что ВОJПfовые

функции, сoorветствующие вырожденному уровню Еn , преобразуются

по приводимому представлению групIIы вращений, которое распадает

ся на неnpивоДИмые представления D(n-l), D(n-2), ... , n(О) .

Дополнительное вырождение имеет место также для уровней энер

rии изотроIПIОГО raрмоническоro осциллятора, уравнение Шрёдингера
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которого имеет вид (в атомных единицах)

(
1 J.UU2 2)-- ~ + -r 1jJ(r) =Еф(r).

2р. 2
(14.3)

ПОЛОЖИМ для упрощения записи р, = t&' = 1. Будем искать решение

уравнения (14.3) в виде

1 -r2/2<p(r) = Yim(8, ер)- /(r)e ,/(0) = о. (14.4)
r

для функции /(r) мы получим уравнение

/" - 2rJ' + [2n + 2 - щ; 1)] f =О, (14.5)

где

з
n==Е- -.

2
(14.6)

Решение этого уравнения, удометворяющего rpaничному условию

в нуле, может быть выражено через выро:жденную гиперreометри

ческую функцию

f(r) =r/+1F (_n; 1, 1+~, r2
) • (14.7)

для того чтобы волновая функция стремилась к нулю при r -+ 00, ряд

для rиперreометрическойфункции ДOJDКeH обрываться. Эro возможно

только в том случае, если !!.f! - целое число ИЛИ нуль. Отсюда следует,
что число n должно быть целЫМ. При фиксироваЮlом значении п, ко

торое определяет собственное значение энергии, азимутальное ЧИСЛО l
может принимать значения n, n - 2, n - 4, ... Поэтому coorвeтcтвy

ющие волновые функции будут преобразовьшаться по приводимому

предстамениюгруппы вращений, которое распадается на неприводи

мые представленияD(n), D(n-2), •..

2. Связь с КJI8ССИЧеской механикой

Исключительный х.араюер рассмотренных потенциальных полей

проявляется таюке и в .классической механике. Напомним, что со

гласно классической механике движение частицы в цеН'JPЗЛЬНОМ поле

потенциала U(r) происходит в плоскости, перпендикулярной к векто

ру момента КOJЩЧества движения L = [r, р]. Если в ЭТОЙ lШоскости

ввести полярные координаТbl, поместив начало координат в силовой

центр, то полярный угол ер и радиус-вектор" нашей частицы будyr
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связаны соотношением

(14.8)

Рис. 16.

10' ... ----' ......,.,
;

~,
I

J
I

I
1
I

I,
\
\

\

(14.9)

где Е - энергия, р - масса частицыI.

Неравенство

L2

U(r) + -22 <Е
рт

определяет область изменения радиуса

вектора r. Эта область во всяком случае

ограничена снизу значениями r == Тmin,

так как в левой части неравенства содер

ЖИТСЯ растущий при r --+ О центробеж-

L2
НЫЙ член 2jir1. Если, кроме TOro, имеется
и верхняя граница r = rm.ax, то движение

называется финитным и его траектория

должна целиком лежать в кольце с внеш-

ним и внутренним радиусами, соответственно равными rmax и r nun .
для ПРОИЗВОJIЪного центрального поля траектория бесконечное число

раз касается внутренней и внешней окружности этого кольца и является

незaм:кнyrой (рис. 16).
Это происходит потому, что величина

'"мах

~I(J == f Ldr

r .... r2J2P.(E - и(т)] - ~
в общем случае не является рациональной часгью 2~. Однако для ку

лоновского поля притяжения и поля ИЗО1рОIDIОЙ упругой сиJIы траек

тории движ:ения будут заМкнyтьL"\fИ. для кулоновекоro поля дq; = 11",

для изотропного осциллятора д((J = !, при любых значенияхЕ и L.

3. IPуппа симметрии атома водорода

Группа симметрии уравнения Шрёдингера для атома водорода была

исследована В. А. Фоком в 1935 roдyl). Преобразования из ЭТОЙ группы
не сводятся к преобразованиям в оБЬf1ПiОМ трехмерном пространстве.

Кроме того, rpуппы симметрии этого уравнения для связанных со

стояний (Е < О) и для сплошного спектра (Е > О) оказываются раз
личными. Мы рассмотрим сейчас более подробно случай дискретного

спектра.

1) Фок В.А. ИЗВ. АН СССР, атн (1935), c.169-179.
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(14.10)

(14.13)

Уравнение Шрёдингера (14.1) для атома водорода в импульсном

представлении имеет вид

1 2 1 f ~(p') dp' ~
"2Р 1p(P) + 211" (р - р')2 = -2"Ip(p),

где

2

1p(P) = (211")-3/2 f ф(r)е-i(rJt') dr, - ~ = Е. (14.11)

Сопоставим каждой точке р в импульсном пространстве точку на еди

ничной сфере в четырехмерном пространстве с координатами {, 11, (, х:

~ _ 2РОР:I: (_ 2РоР%

- Р5 + р2 ' - Рб + р2 '

2РоРу Рб - р2 (14.12)
'7= p~+p2' Х= Р6+р2'

{2 + 112 + (2 + х2 = 1.

Если теперь ввести функцию

(р _ т -5/2(р2 2 2 (р _ ( )
ф ) - .;sPO о +Р ) Ip ) - ф ~,1I, (, Х ,

то уравнение (14.11) может быть преобразовано К виду

1 f Ф({',l1',(')х')d{}

Ф(~, 11,(, х):::: 211"2Ро '~ _~'12 + 111-11'12 + 1( - ('12+ Ix - x'12'
(14.14)

где dO - элемент поверхности сферы единичноro радиуса в четырех

мерном пространстве, по которой проводится интегрирование. Урав

нение (14.14) инвариантно относительно вращений в четырехмерном

пространстве, и, следовательно, его группой симметрии будет груп

па 0+(4). На основании теоремы Виrnера мы можем угверждатъ,

что собственные функции этого уравнения ДOJIЖНЫ преобразовывать

ся по неприводимым предcraвлениям группы 0+(4). Неприводимые

представленияrpуппы 0+(4) мы получим в главе XXI. мы сможем тог

да убедиться, что классификация состояний по ЭТИМ представлениям

групIIы 0+(4) совпадает с обычной классификацией состоЯНИЙ атома

водорода и объясняет дополнительное вырождение.

Интересно получить ЯВНbIе выражения инфинитезималъныхопера-

торов представлений грynпыI четырехмерных вращенийl). для нашей
задачи они являются квантовомеханическимиинтеграламидвижения.

1) Добронравов ю. А. Вестник ЛГУ, N9 10 (1957), С.5.
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в четырехмерном евклидовом пространстве можно рассмотреть

шесть незаВИСИМhlXдвумернhIX rшоскостей: ~'I, ~(, ~X, '1(, 'IX, (Х. По

этому в качестве шести параметров, от которых зависит произвольная

вещественная ортоroнальная матрица четвертого порядка, можно вы

GpaТb параметры поворотов в этих двумерных IШоскостях. Бесконечно

малым поворотам в этих плоскостях соответcrвуют преобразования

(14.15)

в пространстве импульсов ЭТИМ поворотам соответствуют согласно

(14.12) следующие преобразования:

{ p~ == Рж - азр"
P~ = О!зРж + Р,;

, 2р; +Рб - р2 , РжР,
Р Р + ,q Рж =Рж + --(j2,
ж == ж 2 "'1, РО

Ро
,P,P:t ,21'~+ Рб - 1'2

Р" == Р" + --/11, Р, = Р, + 2 /h,
1'0 Ро

,pzPs ,PzP"
pz == pz + --{31; pz = pz + --/12;

РО Ро

, pspz
Рж =Рж + --13з,

Ро
, p,Pz

Р, =Р, + --{33,
Ро

, 2р; + P~ _ р2
pz = pz + {3з·

2Ро

(14.16)

Преобразования (14.16) в свою очередь индуцируют бесконечно малые

преобразования в пространстве фунКЦИЙ

дФ дФ дФ
БФ = -брж +-бр" +-брz.

држ др" Opz

Учитывая связь ФУНКЦИЙ Ф(р) и 4р(р), для последней получим

(14.17)

(14.18)
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(14.19)

(14.20)

б - А [р; - Р; - р; +РБ Otp(p)
fJl tp - рl 2 д +

Ро рж

+ P,:PII дср(р) + p.:pz дср(р) + 2 Р.: ср(р)]
Ро др, Ро др% Ро

И еще четыре равенства, получаемые крyroвой перестановкой ж, у, z.
Мы написали инфинитезималъные операторы, соответствующие

бесконечно малым преобразованиям (14.15) в пространстве волновых

функций <р(р), принадле:ж:ащи:х уровню Е == -~. Чтобы получить ин
финитезимальныIe операторы группы четырехмерных вращений, дей

ствующие на любую функцию, разложимую по собственным функциям

дискретного спектра, мы должны величину Ро заменить на опера-

~ fJ IJ fJ
тор У - 2Н. За..\fеняя также производные 7ijj;' 7ii;' 7fji; соответственно

на iж, iy, iz, мыI получаем окончательные выражения для шести ин

финитезимальнъlXоператоров:

~.: : ~zY - ~IIZ, }
L" - ржz - рzЖ,

Lz = руЖ - РжУ;

N == ~ [[р) L]ж - [L, р]ж - ~]v2
ж 2 2 r -н'

N; =! [[/1, L], - [L, р]" _ '?-] V2 (14.21)
, 2 2 r -н'

N
z

= ~ [[/1, L]z - [L, jJ]z - ~]v2_.
2 2 r-H

Первые три инфинитезимальныхоператора совпадают с тремя соста

ВЛЯЮЩИМИ оператора момента количества движения. эти интеrpалыI'

как мы знаем, имеют место для всех сферически симметричныхпо

тенциалов. Интегралы (14.21) присущи только кулоновскому пOJIЮ.

их можно записать в векторной форме:

(14.22)

Соответствующая величина в классической механике совпадает с ра

диус-вектором второго фокуса эллипса. Тa.JCЮd образом, смысл этого

интеграла уравнений движения заключается в фиксировании направле

ния перигелия орбиты, что связано с ее за.\t.кнугостью.
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(14.23)

В. А. ФОКОМ бьшо показано~ что для состояний сплошного спектра

уравнение (14.1) инвариантно относительно группы преобразований,

изоморфной группе Лоренца.

4. IPуппа симметрии изотропноro ОСЦИJIJIЯТOра

После того :как бьшо объяснено дополнительное вырождение со

стояний атома водорода, естественно было попытаться определить

полную группу симметрии изотропного осциллятора. Эта группа была

независимо найдена Демковым, Хиллом и Яухом 1).
Задача о трехмерном ОСЦИJD1ЯТоре является частным случаем задачи

об n-мерном изотропном осцилляторе. Так как наше рассмотрение

грyшIЫ симметрии не будет зависеть от размерности ОСUИJUlЯтора,

то естественно обсУДИТЬ общий случай.

Гамилътониан изотропного n-мерного осциллятора (в атомных еди

ницах) имеет вид

n (pi UJ2 2)
Н= L T+Tqk ·

k~1

Для простоты мы считаем, что масса т == 1. Введем в рассмотрение

операторы

а. = (2w) -1/2(UJQk + ipk), }
(14.24)

а: == (ш)-1/2(wql: - ipk).

Из перестановочных соотношений для р" и Qk легко получить переста

новочные соотношения для операторов а" и at. Они имеют вид

О -+ ++ О + - ~
а.а, - a,ak =, ak а, - а, аА: = , а"а, - а, ak == uk"

ГаМИJIЬтониан (14.23) теперь может бьrrь предстаШIен в виде

Н = w~ ( atak + ~) .

(14.25)

(14.26)

Вместо операторов ak можно ввести новые операторы a~, которые
связаны со старыми произволъным унитарным преобразованием:

,~ ,+~++
ak == L..J uk,a" аА: == L..J U,kas •,

(14.27)

Легко проверить, ЧТО в силу унитарноети матрицы Ilul " 11 операторы ak
и a~+ удовлетворя:юr прежним перестановочным соотношениям.

1) Де.мков Ю. Н. Вестник ЛГУ, .N2 11 (1953); F. L. Hi/l, J. М. Juch. Phys. Rev. 57 (1950),
641. Здесь мы будем следовать работе Бейкера (Ваиг С.А. Phys. Rev. 103 (1956), 1119).
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Действительно, мы имеем

a~a: - a~a~ == L U1ci'Ulj(aiaj - ajai) == О,
i, j

i,j i,j

(14.28)

ЯСНО также, что гамильтониан (14.26) должен быть инварианте н отно

сительно преобразования (14.27). Действительно,

а+ - ~". а'+·
1с - L..J uori r ,

r

(14.29)

(14.30)

Orсюда следует, что группой симметрии n-мерноro изотропного ос

циллятора является n-мерная унитарная rpуппа и(n).

для трехмерного осциллятора группой симме1рИИ ЯВЛJIется, следо

вательно, трехмерная унитарная группа и(з), которая содержит группу

вращений в :качестве вещественной подrpуппы. Действительно, если мы

будем считать матрицу 'IUikll вещественной, 1'0 преобразования(14.27)
могут бытъ записаны в виде

з

a~ =L Uk"a"
..=1

(14.31)

Такому преобразованию операторов as , a~ соответствуют одинаковые

преобразования операторов Q1c и Pk:

(14.32)

которые представляют собой обь:rчные вращения в трехмерном про

странстве.

Обратимся снова к n-мерному изотропному осциллятору и найдем

представления, по которым преобразуются его вырожденные ВОJПfовые

функции. Изотропный n-мернbIЙ осциллятор можно рассматривать как

совокупность n одинаковых одномерных ОСЦилляторОВ. Поэтому еro

волновая функция может бъпь представлена в виде произведения

(14.33)
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(14.38)

где lI'm. - волновая функция одномерного осциллятора с собственным

значением энерпm UJ (т; + !). Волноваяфункция(14.33) соответствует
собственному значению энеРЛfИ

Е =ы (тl +т2 + ... +тп +~) · (14.34)

Ясно, что этому значению энергии соответствуют все функции Фm~,...,~
для которых выполняется равенство

UJ ( т~ + т; + ... + т~ + ~) = Е. (14.35)

Основное состояние нашего осциллятора описывается единственной

функцией

Фо...о =: lI'O(Ql) .. · lI'o(Qn). (14.36)
Можно доказать, что функция ФО...О преобразуетсяпо тождественному

представлениюунитарной группы. Волновые функции возбужденных

состояний можно, как известно" построить, действуя на функции

основного состояния операторами а;. Опуская нормировочные мно

жители, мы можем написать

Фml...т. = (ai)ml(ai )т2
••• (а~)m.фо...о (14.37)

и, следовательно, собственные функции, соответствующие собствен

ному значению т + ~, представимы В виде

+ + + Фai l ai2 ••• ai. о...0·

Так как порядок расположения операторов а7 несущественен, то

при преобразованиях (14.27) эти функции преобразуются, как ком

поненты симметричного тензора ffl-ro ранга в n-мерном пространстве.

В теории представлений унитарной группы доказывается, что та

кие представления, реализующиеся на компонентах симметрично-

го тензора, являются неприводимыми1 ). Эrи представления, однако,
не исчерпывают всех неприводимblX представлений унитарной rpуп

IIы. Мы лишены здесь возможности проанализироватъ этот вопрос

более подробно и ограничимся ЛИIIIЪ подсчетом порядка представле

ния, которое реализуется на компонентах симметричного тензора т-го

ранга в n-мерном пространстве. Мы знаем, что порядок представле

ния равен кратности вырождения соответствуюшего уровня энергии.

Подсчитаем число независимыx компонент симметричного тензора

ранга т в п-мерном пространстве. Пусть Фjl ...j". - компонента тaKoro

тензора. Значки 31, 32, ... ,3т в силу симметрии тензора всеrда можно

расположить В неубывающем порядке:

jl~j2~·... ~jm.

1) СМ., напрИМер, Вейль r. Классические ГРУlШЫ, ИЛ, 1947, гл. VII.
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(14.39)

в этом случае всегда будут выполняться неравенства

i 1 < i 2 < ... < i m ,

где ik = jk + k - 1. Числа i" все разлиtпIы и MOIyr принимать значения

от 1 до n +т - 1. Поэтому число различных компонент симметричного

тензора равно числу различных сочетаний из n +т - 1 значений по т.

Таким образом, кратность вырождения уровня Е == т + ! изотропного

n-мерноro осциллятора равна

(п+т-l)!

т!(п - 1)! .

Так как МbI уже значительно вышли за рамки задачи о трехмер

ном осцилляторе, то позволим себе вкратце остановиться на свойствах

симметрии волновых функций n-мерноro ИЗО1рОпноro осциллятора,

если его координаты npеобразуются представленИIO некоторой группы

симметрии, например точечной rpуппы, как это имеет место в за

дачах о нормальных колебаниях молекул. Опираясь на проведенное

выше рассмотрение, мы можем yrвeрждать, что волновые функции,

принадлежащие собственному значению энергии т + !, будуг пре

образовыватьсяпо представлению, которое реализуется на компонен

тах симметричноroтензора ранга т в п-мерном пространстве. Такое

представление называют т-кратной симметричной степенью вектор

HOro представления (более подробно о симметризованныx степенях

предстаалений, в том числе о симметричной степени, см. главу XVI).



ГлаваXV

rpуппа перестановок

в этой главе МЫ рассмотрим группу sn перестановок n символов

И получим ее неПРИВОДИМЫе представления. Конкретной реализаци

ей этой группы в квантовой механике ЯRЛЯется группа перестановок

переменных, описывающих тождественные частицы. для того чтобы

с caMoro начала была ясна цель нашего рассмотрения, начнем с поста

новки квантовомеханическойзадачи.

1. Квавтовомеханическое описание

системы тождественных частиц

Рассмотрим уравнение Шрёдингера для системы, состояшей из n
одинаковых частиц:

(15.1)

(15.2)

Здесь qi - совокупность переменных, относя:nmxся к i -q частице. Так

как гамилътонианH(ql' q2"" ,qn) должен быть инвариантен относи
тельно перестановок переменных qi, то решение уравнения (15.1) долж
но преобразовываться по неприводимому представлению этой группы.

Для того чтобы теория согласовывалась с экспериментальными ре

зультатами, необходимо потребовать, чтобы волновая функция системы

частиц с полуцелым спином была антисимметричной относительно пе

рестановки любой пары частиц, а волновая функция системы части·ц

с целым спином - симметричной:

Ф(ql' q2, ... ,qn) = -Ф(q2, ql,···, qn) }
для частиц с полуцелым спином,

. Ф(ql' lJ2" ••• ,qn) = Ф(q2, qt,··· ,Qn) ,
для частиц с целым спином.

В квантовой теории поля эта связь получила объяснение в теореме

Паули. Таким образом, для описания симметрии волновых функций

системы тождественных частиц в действительности из всей совокуп

ности неприводимыx представлений группы перестановок использу

ются два простеЙШИХ одномерных представления: антисимметричное

и симметричное. В дальнейшем, как правило, мы будем иметь де

ло с системами электронов и, следовательно, с антисимметричными
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волновыми функциями. Основное применение теории представлений

группы перестановок в :квантовой механике многих частиц связано

с приближением, в котором гамилътониан системы предполаraется

не зависящим от спинов.

Тоrда стационарное уравнение Шрёдинreра для мноroэлектронной

системы имеет вид

(15.3)

Полная ~антисимметричная» волновая ФУНЮJ.ия может быть построе

на путем антисимметризации произведения решения ЭТОГО уравнения

и спиновой функции Х(О"l, (12, .,. ,(1п):

Ф(rl, 0'1,' .. ,r n , О'п) == L:(-l)Е(Р)ф(rрI' r p2 ,· •• , r p.)X((1Pl" .. , О'р,.) , (15.4)
р

где е(р) - чеrnостъ перестановки р, а суммирование проводится

по всем перестановкам n индексов. Координаrnая волновая фУНК

ция ф(rl,"" r n ), являющаясярешениемуравненияШрёдингера(15.3),
не обязательно должна быть антисимметричной относительно пере

становки своих apryмeHToB. Так как гамилътониан H(rl, r2, ... ,rn )

инвариантен оrnосителъно перестановки переменных rl, r2"" ,rn , то

волновая функция ф(rI, r2, ... , r n ) согласно теореме Вигнера должна

преобразовыватъся по одному из неприводимых представлеНИЙ группы

перестановок SN. Единственное ограничение, которое накладывается

на класс допустимых неприводимыx представлений, заключается в том,

что результат антисимметризации в формуле (15.4) должен бытъ отли

чен от нуля. В rлаве XVI мы поДJЮбно рассмотрим вопрос о построе

НИИ волновой ФУНЮJ.ии многоэлектронной системы, а сейчас перейдем

к изучению группы Sn И всех ее неприводимыx npeдстаWIеЮlЙ.

2. IPуппа перестановок n символов

Элементами группы перестановок Sn являются n! операЦИЙ пе

рестановок n символов. Перестановха 8, которая на место символа

с номером i ставит символ с номером 8;, записываетсяВ виде

(15.5)

назьшают

2
8 == ( 1

8) :)=(;i)'
Произведением двух перестановок в = (;.) и t = (t)
перестановку

(15.6)
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Тождественным элементом труппы является перестановка (:), а об
ратной для перестановки s является перестанов:ка

8-1 = ( ~' ) . (J5.7)

Особый интерес представляет циклическая перестановка m симво

лов (т ~ n), в которой символ с номером /1с заменяется на символ

с номером /1c~ 1, если k < т, а символ с номером / m заменяется

на символ с номером /1' Такую перестановку мы будем записывать

в виде скобки (11, /2, ... ,/т)' Произвольнуюперестановку можно вы
разить с помощью произведения циклических перестановок. Поясним

это на примере. Действительно,

(~
2 345 6 7
4 6 157 3 :) = (124) (367) (5) (8). (15.8)

Циклическую структуру перестановки будем характеризовать совокуп

ностью чисел аl, а2," .. , ап , где 1.fifсло й, показывает, сколько цик.JIИ

ческих перестановок из l символов содержится в данной перестановке.

Например, циклическая структура тождественной перестановки харак

теризуется следующей совокупностью:

йl = п, а2 = аз = .... =ап = О.

Циклическая структура перестановки (15.8) определяется следующими

значениями:

аl == 2, а2 == О, аз = 2, а4 = Qs = ... == а8 == о.

Так как число переставляемъlX символов равно n, то всегда имеется

равенство

al + 2а2 + .... + пап == n. (15.9)
Рассмотрим две перестановки, обладающие одинаковой цикличес

кой структурой, например:

а == (123) (45) (6), Ь == (431) (26) (5).

эти перестановки различаются ЛИUIЪ перенумерацией значков, которую

можно выпоmmт:ь с помощью перестановки

(
1 2 3

t = 4 3 1
4 5 6)
2 6 5 '

т. е. а == t-1bt. Следовательно, а и Ь принадлежат одному классу. Оче
видно, что и, наоборот, перестановки, ПрШlздлежащие одному классу,

т.. е. отличающиеся дрyr от дрyrа перенумерацией значков, обладают
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одинаковой цикличес~ой структурой. Таким образом, мы приходим

к важному выводу, что перестановки с одинаковой циклической струк

турой образуют класс и, следовательно, число различных классов равно

числу различных циклических структур. Число символов в цикличе

ской перестановке будем называть длиной цикла. Если обозначить

через '\], ;\2, ... ,'\1: ('\1 +'\2 + ... +;\1: = п) длины ЦИЮIОВ, на которые

разлагается произвольная перестановка, то число различных цИКЛИ

ческих структур, совпадающее с числом классов, будет равно числу

различных возможных разбиений n на целые положительные слага

емые. Из общей теории представлений конечных rpупп следует, что

группа перестановок Sn имеет такое же число различных неnpиводимых

представлений.

з. Неприводимые представления группы Sn
Перейдем теперь к нахождению всех неприводимых представлений

группы Во. Мы уже упоминали о двух одномерных, а следовательно,

неприводимых представлениях - симметричном и ангисимметрич ..
ном, по которым преобразуются волновые функции частиц с целым

и полуцелым спином соответственно. В симметричном представлении

любой перестановке сопоставляется 1, а в антисимметричном (-I)Е(Р),
где е(р) - четностЬ перестановки р, т. е. в этом представлении всем

четным перестановкам сопоставляется 1, анечетным -1.
ЗадачунахождениянепривоДИМЫХпредставленийбудемрешатьсле

дующимобразом. РассмотримфункциюF(YIJ У2,···, Уn), являющуюся

произведением n независимЫХ функций, каждая из которых зависит

от одноro apryмeнтa:

(15.10)

(15.12)

Определим теперь операцию перестановки аргументов фунщии

F(Yl' Y2J··· ,Уn) формулой

pF = F(ypp УР2"··' Ур.) =Fp(YIJ." ,Уn)' (15.11)

Применяя к фунщии F все n! перестановок, мы получим п! Неза

висимых функций Fp • При действии на функцию Fp произволъной

перестановкой q мы получим

qFp(Yl, У2,· . · ,Уn) =ijF(YPl ,УР2'. · · ,Ур.) =
=F(Yq,1. ' Yql12 ' • • • , Yq".) == FfJ1P

Из формулыI (15.12) следует, что функции Fp образуют базис регуляр

HOro представленияrpуппы перестановок. Напомним, что регулярное

представлениеявляется приводимыми каждое неприводимоепредстав

ление порядка l содержится в нем l раз.
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Рассмотрим линейное п!-мерное пространство В, элементами ко

торого являются произвольные линейные комбинации функций Fp :

Lc,Fp .

PES.

(15.13)

Разложение регулярного предстамения, которое реализуется на функ

циях Fp , сводится к разложению пространства R на неприводимые ин

вариантныIe подпространства относительно группы SN. Воспользуемся

сейчас тем, что функцию F мы выбрали в виде произведения (15.10).
это позволит нам наряду с оператором р перестановки apJYМe.HТOB рас-

сматривать также оператор Р перестановки функций 'Фi, определяемый
следуюшим равенством:

Легко видеть, что операторы ij и Р коммyrируютдpyr С другом:

qP == PIj.

(15.14)

(15.15)

Действие оператора Р на функцию Fq эквивалентно действию на эту

функцию оператора qp-lq-l. Действительно,

С друтой стороны,

4p-l q-lFр = qp-1 4-1'Фl(Уql)'Ф2(Уq,,) ... 'Фп(Уq.) =

== qp-lФI (Уl)'Ф2(У2) . · · 'Фп(уп) =
= q'ФРl (УI)'ФР2(У2) ... 'Фр" (Уп) =

='ФРl (Y€Jl )'ФР2 (YfJJ) . •. 'Фр" (YqD)'

(15.16)

(15.11)

Мы видим, что действие оператора Р на различные функции Fq
эквивалентно действmo разЛИЧНЫХ перестановок apryмeНТOB. Поэтому

результат применения оператора Р к произвольному элементу (15.13)
пространства R не может быть выражен с помощью какой-либо пере

становки аргументов.

Покажем, как с помощью операторов Р можно построить инвари
антное подпространство пространства В. Выберем, например, из функ

ЦИЙ 'Фi Л функций. Все перестановки номеров этих функций образуют

rpynny S>.. Составим оператор сu.м.меmрuзацuu

-. ~-
°SA == L...J Р.

pES",

(15.18)
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Если оператором fis.л подействовать на все функции Рр , то получим
n! ФУНЮ..\ИЙ, симметричныхотносительноперестановок .л функций 'Фi.

Ясно, что не все построенныетаким образом функции будуг линейно

независимыиии, следовательно,они образуютлишьнекотороеподпро

странство R' пространствая. Докажем, 1fГO подпространетвоя' инва

рианrnо orносительно любых переетановок аргументов Уl, У2, · .. ,уп.

Действительно, произвольНЫЙ элемент пространства н' можно пред
ставить в виде

fiSA~ cqFq = 2.: Cq2.: PFq. (15.19)
qES. qES. pESl

Подействуем на него оператором произвольной перестановки t аргу

ментов. Используя соотношения коммугаuии (15.15), мы получим

i 2.: cq 2.: 15Fq = 2.: cq 2.: 15Jtq = {}S.\ 2.: d" FtI ,
qESg pESl qES. pES>. tI ES.

(15.20)

(15.22)

(15.23)

,
где ctI == ct-Jq'

Мы видим, что функция, стоящая в правой части этоro равен

ства, принадлежитподпространствуя' и, следовательно,ПОДПJЮCтран

ство R' инвариантно относительно любых перестановок apryмeНТOB.

В частности, если .л == n, то подпространствон' будет состоять из од

ной функции Fs, симметричной относительно любых перестановок

функций 'Фi:

Fs == ПsпF ==~ 15р. (15.21)
pES.

Аналогичноможно получитьинвариантноеподпространетво,анти

симметричноеО1Носительнопереетановок.л функций 'Фi. Соответству

ющий оператор антисимметризацииимеет вид

ПАА == Е(-I)Е(Р)15.

pES>.

Если .л = n, то мы получим функцию, антисимметричнуюотноситель

но группы sn:
РА == ПАпF = L(-I)E(P)PF.

pES.

Для выделения инварианrных подпространств можно npoводитъ

последовательносимметризациюи антисимметризациюпо различным

наборам функций 'Фi. Нельзя, конечно, проводитъ антисимметриза

цию по тем функциям, по которым первоначально была выполнена

симметризаЦИЯ(иначе мы получим нуль).

Мы пока.жем сейчас, что при определенномвыборе операций СИМ

метризаuии и антисимметризацииможно разбить все пространство R
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на инвариантные подпространства, преобразующиеся по неприводи

МhIM представлениям. для того чтобы указать номера функций Фi,

по которым нужно производить симметризацию и антисимметриза

ЦИЮ, составим таблицы (схемы Юнга), состоящие из n клеток. Клетки

расставляются в строки по 'лl, 'л2, ". ,'лk ('лl +'л2+... +'л1: == п) клеток,
а строки располагаются друг под другом в невозрастающем порядке

I I

""'---

Клетки схемы Юнга заполним номерами функций ф;. Например,

для n = 13

1 2 3 4 5 I
6 7 8 9

10 11

12 13

м.ы условимся сначала проводить антисимметризацию по номерам

функций, располож:енным в столбцах схемы, и последующую симмет

ризацию - по номерам, расположенным в строках.

Укажем теперь конструктивный прием, позволяющий определить

те операции симметризации и антисимметризации, которые разбива

ют пространство R на инварианmые неприводимые подпространства.

этот способ фактически свОдится к нахождению соответствующих схем
Юнга с определенным заполнением клеток и носит рекуррентный ха

рактер. Начнем с n = 1, в этом случае можно построить только одну

схему Юнга, состоящую из одной клетки. n == 2, здесь возможны

две схемы Юша, состояmие из одной строки или из одного столбца.

n = 3, cxeмы Юнra получаются добавлением третьей клетки с циф

рой 3. n = 4, добавляем четвертую клетку и т. д. Описанный способ

построениямы иллюстрируемтаблицей, представлеЮlОЙна с. 180.
Каждой схеме Юнга мы сопоставим оператор Юнга:



180 Глава xv. Группа nересmаНО8ОК

n= 1Ш

n = 2 [ill] rn
~ --------- ~

n=3i~ r~ ~~ /~
n = 4 [ill]ill] ffiillJ ffiillJыmrr~r нffi ffiiliJ
ит.д.

где q пробегает все перестанов:ки номеров в каждой строке схемыl ЮН

га, а р - все перестанов:ки в столбцах. На основании предыдущего

рассмотрения можно угверждатъ, что каждый такой оператор Юнга

выделяет в пространстве R некоторое инвариантное подпространство.

Покажем, что эти инвариаН1Ные подпространства независимы. Затем,

подсчитав их число и сравнив его с известным числом неприводимых

представлений , на которые распадается регулярное представление, мы

с необходимостью придем к заключению, что в каждом из построен

ных ПОШIространств реализуется одно из неприводимых представлений

гpyцnы sп.

Итак, докажем, что инвариантные подпространства, построенные

с помощью операторов Юнга, схемы которые находятся по указанному

рекуррентному способу, не имеют общих элементов. Наше доказатель

ство имеет эвристический характер и основано на двух фактах, в кото

рых читатель может убедиться, рассматривая таблицу юнroВСJCИX схем:

1. Повторное действие одного и того же оператора Юнга на любой

элемент пространства R дает ОТЛИЧНЫЙ от нуля результат.

2. Последовательное действие двух различных операторов Юнга

на любой элеменr прocrpaнства R дает нуль. Действительно, лег

ко убедиться, что один из этой пары операторов всегда содержит

симметризацию по тем функциям, по которым дрyroй производит

антисимметризацию.

Если бы соответствующие инвариантные подпространства имели

общие элементы, то мы приllUIИ бы к противоречию с выс:кaзaJDIыми

утверждениями.

Наконец, легко понять, что подпространствз, соответствующие

схемам Юнra с одинаковой структурой {~} = Аl, А2, ... , ~k, но отлича

ющиеся ЛИIIIЬ заполнением клеток, преобразуются по эквивалентным



з. Henpuвoдuмыe представления группы Sn 181

(15.26)

(15.25)

(15.24)

(15.27)

представлениям. Orcюда следует, что число неэквивалентных пред

ставлений равно числу схем Юнrа с различной структурой или числу

разбиений n на целые положительные слагаемые Лl + Л2 + ... + Ak = n,
Т. е. :как раз равно числу классов. Из рассмотрения нашей таблицы

легко видеть, что для чисел r{л} эквивалентныхпредстаменийвсегда

выполняютсяравенства

""" 2 tLJ r{л} = n .•

{л}

Сравнивая это равенство с формулой (3.81), заключаем, что чис

ла r{л} равны порядкам неприводимыx представлеНИЙ l{л}: r{л} = l{Л}.

На основании теоремы о разложении реryЛRPНОro предстамения на не

приводимые части можно утверждать, что число содержаJ.I.(ИXся в нем

неприводимых представлений равно ~ l{Л}. Но так как Е l{л}= Е r{л},
{л} {А} {А}

то это число совпадает с числом построенных нами инвариантных под-

пространств. Orcюда следует, что в :каждом из этих подпространств

реализуется одно из неприводимых представлений группы перестано

вок Sn. Будем обозначать эти неприводимые представления симво

лами А{.л}.
Рассмотримтеперь свойства симметриифункции, принадлежащей

базису неприводимого представления Ll{}}. Для определенности рас

смотрим функцию F{л} , которая получается в результате действия

оператора fi{л} на функцию F = 'Фl(Уl) ... 'Фп(Уn):

F{л} = fi{A}F = I:QI:(_l)C(P)РР.
q ,

Из этоrо определения следует, что функция F{л} должна быть симме

тричной по перестанов:кам функций 'Фi, номера которых расположены

в строках схемы Юнга (Т. е. относительно операторов Q). Однако, мыI
не можем утверждать, что функция F{л} будет антисимметричной отно-

сительно операторов Р, поскольку операторы Р и Qне коммyrируют.
Но согласно (15.14) мы можем написать

PF=p-lF,

и поэтому функцию F{}} можно также представитьв виде

F{л} == I:QL(-1)Е(Р)рF.
q ,

Так как операторы Q и р коммутируют друг с дрyrом, то мы получаем

F{A} == I:(-l)Е(Р)р I:QF.
р q

(15.28)
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(15.29)

Наконец, используя еще раз равенство (15.26), можно написать

F{л} == ~(_I)E(P)p ~ 4F.
Р q

Таким образом, вместо того, чтобы производитъ антисимметриза

цию и послеДУЮIЦУЮ симметризацию по номерам функций 'Фi, мож

но произвести сначала симметризацию, а затем антисимметризацию

по номерам соответствующих apryмeHTOB. Эrо, в частности, показы

вает, что сделанное нами в начале предположение о возможности

представления функции F в виде произведения не ЯWIЯется принци

пиальным и носит ЛИШЬ вспомогательный характер. Из формул (15.28)
или (15.29) следует, что функция F{.A} должна бъrrъ антисимметричной

по перестановкам аргументов, номера которых расположены в столбцах

схемыI Юнга.

Мы можем теперь резюмировать результаты.

Неприводимое представление А{,\} группыI перестановок определя

ется разбиением n на целые положительные слагаемые:

n == Лl + Л2 + ... + Лt, Лl ~ Л2 ~ ... ~ Лt·

В линейномпространствеR, образованномфункциямиF(YP1' .. '; УР.)'

где (Pl Р2 ... Рп) - всевозможные перестановки чисел 1, 2, ... ,n,
реализуerся регулярное представление группы Sn. Не ограничивая

общноcrи результатов, можно представить функцию F(Yl' У2,··· ,Уп)
В виде произведения n функций 'Фl(Уl) ... 1/Jn(Yn). Разложение этого

представления на неприводимыIe части можно произвести с помощью

операторов Юнга, соответствуюших схемам Юнга, которые строятся

по указанному выше рекуррентному правилу .

УпражнеИИJI

15.1. Убедиться в справедливости yrвeр.жденИЙ 1 И 2 (с. 180), на примере,

когда n == 3.
15.2. Доказать, что характеры представлений rpупп перестановок ДОЛЖНЫ

быть вещественными.

15.3. ОпреДелить число элеменrов в классе с циклической структурой

(al (}2 ... ат).

15.4. Доказать, что четность перестановки, имеющей циклическую струк

туру (Ul а2 ... ат), определяетсячетностьюсуммы а2 + а4 + а6 + ....



Глава XVI

Симметризованныестепени

представлений

в этой главе мы введем помятие симметризованнойстепени пред

ставления, которое будет положенов основу большинстваприложений

теории группы перестановокк задачам квантовой механики.

1. Векторы и теизоры в n-мерном пространстве

Рассмотрим n-мерное векторное пространство Rп. Компоненты

вектора этого пространства в некотором выбранном базисе обозначим

через Vi, i = 1, 2, ... , n. Пусть в пространствеRn задано представление

некоторой группы G. Матрицы представлений, соответствуюшие эле

ментам а, Ь, '" грyrшы G, мы будем обозначать через Ilajj,lI, Ilbjjlll, '"
Таким образом, элеменry а, например, мы сопоставляем следующее

преобразование векторов в Rп:

n

у] =~ ajj'Vj'.

j'=l

(16.1)

Матрицу представления единичного элемента мы будем обозначать

через Hejj,ll, ejj' =Ojj'.

Наряду с векторами рассмотрим в пространстве Rп тензор у(m)
т-го ранга, компонентыкоторого мы будем обозначатьчерез ~lj2' ••jm'

j1c = 1,2, ... ,n. Каждому преобразованию(16.1) соответствует следую

щее преобразование тензора:

(16.2)

Матрица этого преобразования является т -кpaTНbIM прямым про

изведением матрицы Itajj' 11. Мы будем обозначать ее через (а)т

или 11 aj.j2" .jm,j~j~.. .j;' 11, где

(16.3)

Матрицы (а)т, так же как и матрицы IIajj/ll, образУЮТ представление

грyrшы G.
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Для дальнейшего нам будет удобно ввести в рассмотрение матри

цу р(а)т с элементами

{ (а)т} , - , " '! " - а" , '", "
р JLJ2,,·J"")IJ2·-·Jm - J"J72-'·)Pm,J tJ 2···J",'

где (Рl Р2 ... Ртn) - некоторая перестановка чисел 1, 2, ... , т. Заметим,

что матрицы (а)т обладаюr следующим свойством:

(16.5)

Действительно, одинаковая перестановка первых и вторых значков

элементов матрицы (а)т сводится к перестановке множителей в фор

муле (16.3).

2. Матрицы перестановок тензорных значков

Введем тензор ру<т) , определив его компоненты равенством

P1'jl, , ,jm == 1'J'I" ,jhl- (16.6)

Покажем, что компоненты этого тензора можно выразить через ком

поненты тензора Vilj2".jm С помощью матрицы р(е
т

), где Ileikll 
единичная матрица порядка n, а элементы матрицы (е)т, очевидно,

имеют вид

е" , " " " = б' ., б' "' б' "J1J2, • ,1т, з,12 • • ·З". ЗIЗl J 2J2 ••• J",Jm'

Действительно,мы можем написать

""' {р(е)т} , . " " ~" .,-L.J 1,,· 'З""З)·· ,З", 11· ..Jra -
" "11"" ,,Jm

(16.7)

(16.8)

Покажем, что матрицы р(е)т образуют представление ГРУПIThl П~

рестановок Вn, т. е. что

(16.9)

(16.11)

где q и р - некоторые произвольныe перестановки чисел 1,2, .. , ,т.
В действительности имеет место более общее равенство

q(b)mp(a)m == qp(ba)m, (16.10)

которое нам понадобится в дальнейшем и которое мы сейчас докажем.

Ясно, что (16.9) является частным случаем (16.10) при а = Ь == е.

Для доказательства (16.10) напишем (ilj2 .:. im, k 1k2 .. · km)-й элемент
матрицы, стоящей в левой части формулы (16.10). Мы получим

Е q(b)jl· ..jm,j~".,j;,.p(a)j; .,.j~,kl, ..k", =
j'
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Воспользуемся теперь тем, что одинаковая перестановка первых и вто

рых значков согласно (16.5) не изменяет матрицу (Ь)т. Поэтому мы

можем наlDlсатъ

(16.12)

Тогда равенство (16.11) может бьrrь продолжено следующим образом:

::= (Ьа) . . L .. ::= {q'fl(ba)}" . L IcJ.'l .. ·1,,-,5.- _.... .r З1З2-· ·з"", 51" - т'
(16.13)

Это выражение представляет собой не что иное, как (il··. im,
k1 .•. km)-й элемент матрицы, стоящей в правой части (16.10), и,

следовательно, равенство (16.10), а вместе с ним и (16.9) доказаны.

3. Связь между преДСТ8ВJ1енИJlМИ группы Sn И группы G
в теНЗОрНОМ пространстве

Мы определили представление группы перестановок матрицами

р(е)т и представление группы G матрицами (а)т. Базисом этих пред

ставлений является базис тензорного пространства, т. е. совокупность

n
т

тензоров, у которых ОТJIИ1:Пlа от нуля и равна единице только одна

компонента. Будем обозначать орты этого базиса через

Произвольный тензор у(т) С компонентами VJ•...j", может быть npeд
ставлен тогда в виде

у(т) - ~ vi . n· .- L..J 1) .......,1.•...8.'

i1,...,i.

(16.14)

Покажем теперь, что матрицы р(е)т и (а)т КОММУТИРУЮТ. Действи

тельно, с помоlЦЪЮ (16.10) мы можем получить следующие равенства:

(16.15)

откуда

q(e)m(a)m = (а)тq(e)m. (16.16)

Перейдем теперь в тензорном пространстве к новому базису, выбрав его

таким образом, чтобы представление группы перестановок распалось

на неприводимые части. Матрицы приведенноro представления мы

можем представить в виде

(] 6.17)
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где r{~} - кратность неприводимоro представления ~{~} в представле-
-т

НИИ q(e)ffl, Er{).} - единичная матрица порядка r{Л}. матриuы q(e)
определяют закон преобразования компонент тензора, записанноro

в новом базисе. Орты новоro базиса обозначим через '1{Л}хо; зна

чок {А} нумерует неприводимые представления группы перестановок,

х paз.7DlЧает повrоряющиеся эквивалеНТНhIе неприводимые представле

НИЯ, х == 1,2, ... , r{..\} , значок а нумерует орты базиса неприводимоro

представления, а = 1, 2, ... , l{~}. Выразим новые орты через старые:

""' T~{~}a~) .. . (6 )'1{~}xa = LJ 3132•••1. '111320 ••J.. 1 .18
jl,Ь,.··J.

Коэффициенты TJI~~!~.;: можно рассматривать как компоненты тен30
ра '1{Л}ах в старом базисе.

Найдем теперь вид матриц (а)т в новом базисе. Исполъзуя свойство

коммyraтивности (16.16), МЫ с помо1ЦЪЮ леммы шура получим (ср.

рассмmpeние в главе V на с. 62)

(а)т = ~Ф {R{Ч(а) х Е'{1)} (16.19)
{А}

или

(a)p}xa,{~'}xla' = б{л} {"\'} баа'R~}(а). (16.20)

Матрицы R{A}(a) имеют порядок r{..\}. Они образуют представление
гpymrы G в пространстве с базисными оprами '1{Л}ха, il = 1, 2, ... ,r{~}

(при фиксированных{;\} и а). Представление R{Л}(а) называют cuм
метРU308анноu т-и степенью представления а, соответствующей не

приводимому представлению А{А} группы перестановок.

4. Характеры симмerpизованной степени npеДcтaвJIеllИJl

В приложениях часто возникает задача разложения представле

ния R{~}(a) на неприводимые. Такое разложение мы сможем получить,

если нам будут извеспIыI характеры этого представления.

Решим сначала вспомогательную задачу. Найдем след матрицы

q(a)ffl. Пусть перестановка q имеет циклическую структуру (аlа2 . . .ат).

ЕCJПI бы перестановка q состояла из одноro цикла длины т, то мы

нашли бы, что

{q(a)}jl ...jm,j~ ...f. = ajmjlj2...j"_l'j~...j:' = aj.j~ajlj;··· ajm_l;~' (16.21)

Следовательно,

(16.22)
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Orсюда нетрудно заключить, что для произвольной перестановки имеет

место равенство

Spq(a)m = (Sp(a»)a1 (Sp(a)2)a2
••• (Sp(a)ffl)Qm. (16.23)

Установим' теперь связь между следами матриц q(a) и R{Л}(а).
для этого воспользуемся тем, что согласно (16.15)

q(a)ffl == q(e)ffl(a)ffl

или
-т -т-т

q(a) =q(e) (а) ,
и, следовательно, с помощью (16.17) и (16.19) мы получим

-т ",ЕВ {Л}
q(a) = L.J {Er{A) Х ~{A}(q)} {В (а) Х El{,\.} =

{А} ЕВ

==~ {R{~}(a) х ~{A}(q)}.

{А}

(16.24)

(16.25)

(16.26)

(16.27)

(16.28)

Orсюда мы нахоДШd

Spq(a)m == Spq(a( ==~ SрR{.\}(а)Sр6щ(q).
{А}

Используя свойство ортогональности характеров х{Л}(q) неприводимых

представлений группы перестановок, мы найдем!)

SрR{.ч(q) = -!,~ Sp q(a)mX{'\}(q).
т.

q

Подставляя в (16.20) полученное нами выражение (16.23) для Sp q(a)ffl
и переходя от суммирования по элементам rpуппы к суммированию

по классам, получим

{А}( ) _ 1 ~ k {А} ( )Ql ( т)атSpR а - ---. LJ {а}Х{а} Spa ... Spa .
т. {а}

Здесь через x1~~ обозначен характер неприводимого представления
~{л}(q), соответствующий классу {а}; k{a} - число элементов в этом

классе (см. ynp. 15.3),

(16.29)

1) Характеры npeдставлений rpynпы перестановох вещественны (СМ. упр. 15.1).
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Особенно часто приходится иметь дело с симметричной или анти

симметричной степенями представлений, Т. е. с представлениями Rт(a)

и R{11...1}(a), которые соответствуют тождественному и антисиммет
ричному неприводимым представлениям групlIы перестановок. Харак-

теры тождественного представления paBmI единице, x~:i == 1. Следо
вательно, для характеров симметричной степени мы получим

(Sp а)ОI (Sp а2)а2 ••• (Sp ат)ат
Sp Rm(a) =~ . (16.30)

L..J а '2a21'W' maml'W'{а} 1· ц.2· . . . ц.т·

Характеры антисимметричноro представления (см. упр. 15.4) MOryr быть

представлены в виде

x1~;·· .1} = (_1)02+04+' .'. (16.31)

Подставляя (16.31) в (16.28), мы получим для характеров антисимме

тричной степени представления следующее выражение:

S R (а) == ""'(_1)02+04+ ... (Sp а)О! (Sp а
2

)02 .. · (Sp amyr.. . (16.32)
р {11 ...1} L...J '202' ат ,

{а} аl· а2····т ат·

Упражнения

16.1. Написать выражения для характеров симметричного и антисимме

тричноro квадратов представления.

16.2. Найти разложение на неприводимы.е представления симметричной

вroрой и третьей степеней неприводимых представлений грynп:ы о. Резуль

таты сравнить с разложением пряМhIX произведений соответствующих пред

ставлеНИЙ.

16.3. Найти представления, по которым преобразуются колебательные вол

новые функции октаэдрической молекулы, рассмо~нной в главе VI, ддя всех

двyxк:вaнroBых возбужденных состояний. \,



Глава XVII

Свойства симметрии

мноroэлектронных волновых функций

в п. 1 главы xv бьш намечен план теоретико-группового исс.Jlедо

вания мноroэлектронной системы. Мы приступим к реализацию этого

плана, используя те сведения о представлениях группы переcraновок,

которые бьши даны в главах ХУ и XVI.

1. Постановка задачи

Собственные функции уравнения Шрёдингера

H(rl"'. ,rn)Ф(r], ... ,rn) = ЕФ(rl'·'·' rn ), (17.1)
принадлежащие одному собственному значению, должны преобразовы

ваться по некоторому неприводимому представлению ~{~} группы пе

рестановок переменных r], r2, .... J r n • Однако краПIОСТЪ вырождения

собственного значения, равная порядку неприводимого представления,

не является еще кратностью вырождения (статистическим весом) соот

ветствующего уровня энергии. Краrnость вырождения уровня энергии

должна бbIТЪ определена как число полных (Т. е. зависящих также

от спиновых переменных) антисимметричных фунхций, собственных

функций уравнения (17.1) с рассматриваемым собcrвeнным значением.

Пусть Ф(rt, r2, .. ' ,rn ) - одна из вырожденных собственных ко

ординатных функций уравнения (17.1). Ясно, что

Ф(rl, r2, ... ,rn)X(0'1, 0'2, ... ,О'n), (17.2)

где Х(О'1) 0"2, ... ,0',.) - спиновая функция (спинор n-го ранга), также

будет собственной функцией уравнения (17.1). Если в (17.2) произвести

перестановку apryмeнтoB:

Ф (r рр r Р2' • • • 1 r Р. )Х(tТРl' tТ112' • • .. , tТР. ) , ( 17.3)

то мы опять получим собственную функцию уравнения Шрёдингера

с тем же собственным значением. Это позволяет нам построить пол

ную антисимметричную воJШОВУЮ функцию, ЯRЛяющуюся собственной

функцией нашего гамилътониана, в виде

ФА = ~(-l)Е:(Р)Ф(rРI' .'. ,rp")X(O'PI' ... ,О'р,,).
Р

(17.4)
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Однако, как мы увидим ниже, не для всякоro решения Ф(rI 7 ." ,rn )

уравнения (17.1) можно построить антисимметричную волновую функ

цию (17.4), отличную от тождеcrвенноro нуля. Возможностьпостроения

полной антисимметричнойволновой функции накладывает определен

ные ограничения на неприводимые представления д{~}, ПО которым

MOryr преобразовыватьсярешенияуравнения(17.1), имеющие физичес

кий смысл. для ТОГО чтобы выяснить эти ограничения, мы должны сна

чала определить представление Д{А'} группы перестановок, по которым

MOryr преобразовыватьсяспиновые функции X(O'I' (1'2, ... ,(I'п). Тогда

мы сможем применитъ следующий критерий: допустиМhIМИ неприво

димымипредставлениями~{A} будугтакие представления,для Koтopых

впрямомлроизведениид{А} х д{А'} содержитсяантисимметричноене

приводимоепредставление.

2. Свойства симметрии спивовой волновой функции

Спиновая функция X(O'I' 0'2, ... ,О'n) n-электроннойсистемы пред

ставляет собой спинор n-го ранга относительновращеНИЙтрехмерноro

пространства.Напомним,что при вращенийсистемыкоординат, опре

деляемом углами Эйлера f{)l, 8, f{)2, компонеlПЫ спинора n-го ранга

преобразуются по закону

X'((I'l, (72,···, (7n) =
=Е a(11O-; [f{)l' 8, f{)2] ... Q(1.~[rpl, 8, CP2]X«(I'~) O'~, .•. ,O'~), (17.5)

(1'

где матрица tIQf1f1,[rpl, (J, f{)2]11 - каноническая матрица неприводи

мого представления D(l/2) группы вращеНИЙ. Матрицы преобразова
ний (17.5) образуют предстааление группы вращений, которое является

n-кратной степенью представления матрицами а. Очевидно, что спи

нор X((I'I, 0'2, ... ,иn ) может быть рассмотрен как тензор n-ro ранга

в двумерномпространстве,и к нему npименимывсе результаты, полу

ченныe в предыдущейглаве.

В заданной системе координат мы можем рассматриватьсовокуп

ность 2n
компонент спинора как значения функции от n СПИНО8ЫХ

переменныx (1", каждая из которых может принимать два значения:

i или - ~. в результате некоторой перестановки р аргументов этой
функции или значков спинора мы можем получить новую функцию

PX(UI, и2, ... , О'n) == Х(О'р., 0'112'··" О'р.) == Xp((I'I, 0'2, · .. , (l'n). (17.6)

Величины Xp(O'I' 0'2, ... ,(I'n) npeобразуются при вращениях трехмер

ноro пространства также по закону, определенному формулой (17.5),
и, следовательно, ЯWIЯЮТСЯ компонентами некотороro нового сnинора.
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Действительно, мы имеем

X~(O'l' 0'2,··· ,О'n) == х'(О'рр ... , О'р.) =

:=:~ а(7 ~ аu tI.. ••• аu q' x(и~, ... , и~).L.J Р} 1 р2 2 р,. 11

(1'

(17.7)

Так как обозначение значков суммирования произвольно, то мы можем

написать

Хр' (0'1, (1'2,··· ,О'n) ==~ а(1 u! а(1 (1' ••• а(1 <t. X(Up'l'··.' О'р'). (17.8)L.J PI р1 Р2 р2 pn ra 8

(7'

Переставляя множители, окончательно получаем

X~(O'l' ... ,О'n) = L: U(71~ ••• au.crIlXp(U~, ... ,O'~). (17.9)
(1'

Ясно, что любая линейная комбинация

L: CpXp(O'l' и2,··· , иn ) (17.10)
pESll

также определяетспинор.

Применяя к спинору X(O'I" .. ,ип ) все операторы перестановокр,

принадлежащиетруппе Sn, МЫ получим n! спиноров. Однако не все

из них, конечно, будут независимыми. Число независимых спиноров

не может превышатьчисла компонентспинора, равного 2
П

• В качестве

независимыхспиноров мы могли бы взять совокупность 2n
спиноров,

у каждого из которых имеется по одной компоненте, отличной от ну

ля и равной единице. В построенном многообразии спиноров будет

реализоваться определенное в главе ХУI представление р(е)n группы

перестановок, где (е) - единичная матрица второго порядка.

Разложение представления р(е)n на неприводимые части может

быть выполнено методом, аналогичным тому, который был применен

в главе xv ДJIЯ разложения регулярного представления.

Составим таблицу схем Юнга, используя рекуррентное правило до

бавления клетки (см. с. 180). Каждой схеме Юнга сопоставим оператор

П{~} = L:(_1)Е(р)р L: q, (17.11)
р q

где суммирование по р означает суммирование по всем перестановкам

аргументов, номера которых стоят в столбцах схемы Юнга, а суммиро

вание по q - суммирование по всем перестановкам аргументов, номе

ра которых стоят в строках схемы Юнга. Действуя оператором (17.11)
на спинор X(Ul' 0'2, ... ,иn), МЫ получимспинор Х{А}, который принад

лежит базису неприводимоroпредcrав.ленияA{~} грyrшы перестановок

своих значков. Заметим,что еСJIИ схема Юнга состоитболее чем из двух

строк, то спинор X{~}(O'l' и2, ... ,О'n) должен обладать антисимметрией
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относительно перестановок по крайней мере трех значков. Однако

все компоненты такого спинора ДОЛЖНЫ равняться нулю, поскальку

из трех значков два обязательно совпадают. Поэтому схемы Юнга,

состоящие более чем из двух строк, могут быть исключены из нашего

рассмотрения. Допустимые схемы Юнга имеют вид:

EfПIJ~~
Спиноры Х{Л}, которым соответствуют одинаковые по структуре схе

мы Юнга, образуют базис неприводимого представления А{А} rpуппы

перестановок своих значков.

Подсчитаем число r{A} независимыхкомпонентспинора Х{А}. Так

как такой спинордолжен бьпь антисимметричнымотносительнопере

становки значков, номера которых стоят в столбцах соответствующей

схемы Юнга, то отличными от нуля будуг лишь те его компонен

ты, у КОТОРЫХ эти значки принимают разныIe значения. При этом

все компоненты, отличающиесялишь значением таких значков, сов

падают друг с другом с точностью до знака. Так как по осталь

ным значкам спинор Х{л} симметричен, то независимых компонент

будет столько, сколько можно составить различных совокупностей

из >-1 - >-2 чисел, paBHblX ~ или - ~. Эти совокупности, очевидно,
имеют вид

1 1
2 2... 2'
1 1 1

2 2 2' (17.12)

1 1
-2-2··· 2·

Ясно, что их числоравно >-1 - >-2 +1. Таким образом, число независимыx

компонент спинора X{~} равно Т{А} = >-1 - Л2 + 1. Это означает, что мы

будем иметь такое же число независимых спиноров, соответствующих

определенному заполнению клеток схемы Юнга. Используя таблицу

на с. 180, легко подсчитать, что для каждого значения n мы получим,

таким образом, 2" независимых спиноров.

Независимые компоненты с~метризованного спинора X{~} долж

ны преобразовываться по представлению R{л}(а) группы вращений,

которое является симметризованной степенью представления а. Най

дем разлож.ение представления R{л}(а) на неприводимые представ

ления. Мы знаем, что базис неприводимоro представления группы

вращений n(l) может быть построен из 2l + 1 собственных векто

ров инфинитезимальноro оператора Нз с собственными значениями
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-l, -l + 1, ... , l. Поэтому для того, чтобы провести разложение пред

ставления R{,\}(a) на неприводимые представления, достаточно уста-

новить кратности собственных значений оператора Нз в базисном
пространстве представления R. В соответствиис законом преобразова

ния (17.5) спинор, У которого (в данной системе координат) только одна

компонента отлична от нуля, будет собственным вектором инфинитези-

мального оператора НЗ, который в данном случае с точностью до мно
жителя совпадает с оператором 8з проекции на ось Oz полного спина:

SзХ(U}, ... ,иn ) == hiiЗХ(Ul' ... ,о"п) ==

=п(0"1 + 0"2 + ... + o"n)x(o"l"", О'п). (17.13)
Учитывая, что «антисимметричные» индексы принимают противопо

ложные по знаку значения, а значения «симметричных» индексов

определяются совокупностями (1.7.12), мы получаем для независимых

компонент нашего спинора следуюшие собственные значения:

1 1 1
2(Л 1 - Л2), 2(Л 1 - Л2) - 1, ... , -"2(Л t - Л2), (17.14)

Отсюда следует, что компоненты спинора Х{'\} преобразуются по не-

(~)приводимому представлению группы вращений D 2 и, следова-

тельно, являются собственными векторами оператора iil +Н} + н;:

(
-2 -2 -2)H 1 +Н2 + Нз Х{'\} (0"1 , 0'2, ... , О"П) ==

Л1- Л2 (Л 1 -Л2 )== -2- -2- + 1 Х{Л}(0'1, 0"2, .•• , ип ). (17.15)

Наибо.JIее важными для дальнейшего окажутся следующие резуль

таты. Произволъная спиновая функция X(O"t, 0"2,· .. ,о"п) может быть

разложена по спиновым функциям Х{л}(0'1, 0'2, •• · ) О'п), преобразую

щимся по неприводимым представлениям группыI перестановок своих

аргументов. При этом допустимыми непривоДимыми представлениями

будут лишь те, схема Юнга которых сосТоит не более чем из двух

строк, {л} = {Л1' Л2}, Компоненты спиновой функuии Х{л} образуют

базис неприводимоro представления группы вращений с весом ~1 ;'\2 и,
следовательно,являютсясобственнымифункдиямиоператораквадрата

полного спина с собственнымзначением

h2 (Л1 ;Л2 ) (Л1 ;Л2 + 1). (17.16)

3. Связь между симметрией

спиновой и координатной волновых функций

.Мы нашли представление р(е)П группы Sn, по которому преобра

зуется спиновая функция. Представление р(е)П разлагается на непри-
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водимые предcrамения, схемы Юнга которых состоят не более чем

из двух строк. Неприводимое представление д{~}, по которому пре

образуется координатная волновая ФУНКЦИЯ, должно быть таким, чтобы

в прямом произведении ~{~} х р(е)n содержалось антисимметричное

предстаВJlение. Для определения допустимых представлений ~{~} ис

пользуем следующую теорему:

Антисu.м.метричное представление содержится впрямом произведении

двух Henpивoдuмых nредставлений только в том случае, если соответ

ствующие им схемы Юнга взаимно трансnонированы (т. е. получаются

друт из друга заменой строк столбцами).

Наметим план доказательства этой теоремы. Рассмотрим прямое

произведение д{~} х дА, где ~A - антисимметричное неприводимое

предстаме·ние, дА == ~{l, 1,...,l}, а д{~} - произвольное неприводимое

представление. Поскольку представление дА одномерно, то представ

ление ~{~} х ~A будет неприводимым. Поэтому мы можем написать

~{~} х ~A == ~{X}. (17.17)

Найдем представление ~{X}. Пусть функция F{~}(Yl) У2, ... , Уn) пре

образуется по представлению ~{~}. Согласно (15.29) ее можно считать

антисимметричной относительно перестановок apryмeHTOB, номера ко

торых стоят в столбцах схемы Юнга {л}. Пусть функция FA(Yl, ... ,Уп)

антисимметричнаотносительноперестановоксвоих аргументов. Тогда

функция F{л}FА должна принадлежать базису неприводимого пред

стамения ~{~}. Ясно, что функция F{~}FA будет симметричной от

носительно пересгановок apryментов, номе·ра которых расположены

в столбцах схемы Юнга {л}. Можно убедиться, что при действии

на функцию F{~}FA операторами П{л,}, мы получим отJIи1п-Iый от нуля

результат только для того оператора, схема Юнга которого 1ранспони

рована относительно схемы Юнга {л}. Таким образом, мы приходим

к результату: схема Юнга {Х} должна быть транспонирована относи
тельно схемы Юнга {л}.

Рассмотрим теперь два неприводимых предстаRЛения ~{~} и Д{~'}

группы sn. Обозначим характеры этих предcrавлений соответствен-

но через x{~}(p) и х{Л'}(р). Характер антисимметричноro предстаме-

А ( l)t(P) для об '" (А)
ния UA, очевидно, равен - . того чт ы наити число r{~}{~,},

показывающее, сколько раз представление дА содержится в прямом

произведении Д{~} х д{~,}, в~спользуемся формулой (3.88)1):

т(А) - ~ ~(-l)f(Р)х{Л}(р)х{~'}(р)
{~}{~'} - п! LJ .

р

1) Характеры преДСТn&'1ений группы перестановок веществеlПiЫ (см. упр. 15.2).
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Следовательно,

(17.19)

(17.21)

(17.20)
(А) _ 1 ~ {Х} {А'}

Т{,ЛН,Л'} - "' L...J Х (р)х (р).n.
р

Используя свойство ортогоналъности характеров неприводимых пред-

u (А) _ {"} _ {'} (А)
ставлении, мы получаем, что Т{А}{'л'} - 1, если л - л ,и r{'л}{А'} == О

во всех остальных случаях. Таким образом, теорема доказана.

Представление р(е)n, как мы показали в предьщущем пункте, разла

гается на неприводимы:е представления, схемы Юнга которых состоят

не более чем из двух строк. Согласно доказанной теореме мы теперь

можем утверждать, {по допустимые неприводимые представления А{л},

по которым преобразуются координатные· функции, могуг иметь схемы

Юнга, состояшие не более чем из двух столбцов. Решения уравнения

Шрёдингера (17.1), которые преобразуются по другим представлениям

rpуппы перестаllОВОК, в нашей задаче не имеют физического сМЪIСЛа.

Предположим теперь, что нам известно решение Ф{л}(rl,r2, ... ,rn )

уравнения Шрёдингера (17.1), преобразующееся по неприводимому

представлению А{А}' схема Юнrа которого состоит не более чем из двух

столбuов. Произвольную спиновую функцию х(и1, и2, ... ,О'n) можно

разложитьпо симметризованнымспиновымфункциямХ{А}(и), ... , О'n),
пре06разующимся по неприводимым представлениям А{А'}:

Х(О'1) 0'2,··· , Un) = L: С{ А'} Х{л'} (0'1' . . . , О'n)'
{А'}

Ясно, что при антисимметризации произведения w{,Л}(r} , ... , r n ) ·

X(Ut, ••. ,иn ) отличный от нуля результат даст лишь та спиновая

функция, которая преобразуется по неприводимому представлению

с транспонированнойсхемой Юнга {Х}.
МЫ знаем, что все компоненты спиновой функции X{A'}(Ul,0'2,

... ) О'n) являются собственными функциями оператора квадрата пол

ного спина:

~ 2 (л~ -Л~) (Л; -Л~ )S X{A'}(O'I,.' o,O'n)=h -2- -2-+ 1 X{A}(O'l" .. ,О'n). (17.22)

Так как полная антисимметричная волновая функция имеет вид ли

нейной комбинации таких функuий, то она также будет собственной

функцией оператора s2 с тем же собственным значением.
Таким образом, классификация собственных значений эuергии для

решений уравнения Шрёдингера (17.1) по неnриводШfЫМ представлени

ям группы nерестановок в СШlУ nрuнциnа Паули оказалась равносШlЬНОй

классификации по собственным значениям квадрата полного спина.
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4. Свойства симметрии координатной волновой функции

Координатная волновая функция, являющаяся решением уравне

ния ШрёДИJПера (17.1), должна преобразовываться по неприводимому

представлению группы перестановок, схема Юнга которого состоит

ИЗ двух столбцов. Обладающая таким свойством симметрии ФУНК

цИЯ Ф{~}(r1' r2, ... ,rn ) может быть построена из произвольной функ-

ции 'Ф(rl' r2, ... ,rn ) с помощью симметризации по номерам аргумен

тов, расположенным в строках схемы Юнга, и последующей антисим

метризации по номерам аргументов, расположенным в столбцах:

1 k+l

2 k+2

n

k----
Построенная таким образом функция Ф{л}(rl' r2, ... ,rn ) должна об
ладать свойствам антисимметрии по перестановкам двух rpупп аргу

ментов, например:

Ф{~}(rl, r2, ... , rk I rk+l, ... , r n ) ==
= -Ф{~}(r2, rt, rз···, r/C I rk+l,··. ,rn ),

Ф{~}(rl' r2, ... , rk I rk+l, ... ,rn ) ==

== -Ф{~}(rl' r2, ... ,rrc I rk+2, rrc+l, rk+З, ... ,rn ),

k ~ n - k.

Очевидно, что такую ФункЦию нельзя антисимметризовать более чем

по k аргументам, так как для этого мы должны БЫJПt бы аlПИсимме

тризовать эту функцию по тем apryмeнтaм, по которым вначале была

произведена симметризация. это свойство функции Ф{~} может быть

записано, например, в виде следующего равенства:

Ф{А}(rl, r2,··· ,rk I rk+1, ... ,rn ) ==

=L Ф{А}(rI' ... ,rj-l, rk+l, "';+1, ... , rk I r;, r'+2,··· ,rn ). (17.24)

Свойства симметрии (17.23) и (17.24) координатной волновой Функции

были впервые получены В. А. фоком1) .

I) Фо" В.А. ЖЭТФ, 10 (1940), с.388.
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в заключение рассмотрим метод построе·ния координатной вол

новой функции, соответствующей определенному собственному зна-

чению оператора §2, из независимых одноэлектронных ФУНКЦИЙ

<f'l(rl») <f'2(r2), ... ,VJn(rn). Если собственное значение оператора §2
равно h2s(s + 1), то неприводимое представление, по которому долж
на преобразовываться координатная волновая функция, определяется

схемой Юнга, состояшей из двух столбцов с длинами л~ == ~ + s,
л; == ~ - а. Заполним клетки этой cxeMbI Юнга номерами функций <f'i.

Затем построим соответcrвующий оператор О{А} и подействуем им
на произведение одноэлектронных функций:

- _~-~ Е(р)-
Q{A}<f'l (rl)· .. <f'n(rn) - LJQL.J(-1) P<f'1(rl)VJ2(r2) . .. VJn(rn).

q р

в результате антисимметризации по столбцам мы получим

(17.25)

<РА; (rl) <p~; (r2)

VJA~ + 1( r).~ +1)

Х VJ).; +2 (rA'l +1)

VJ.x' (rA')
• I

VJA'. +1 (rn )

VJ),~+2(rn ) (17.26)

<f'п(rЛ;+l) ~n(rn)

Затем полученное произведение двух определителей надо симметри

зовать по парам ФУНКЦИЙ, номера которых расположены в строках.

Поэтому окончательное выражение для многоэлектронной координат

ной функции будет иметь вид суммы таких произведений.

Упражнения

17.1. Задано шесть различных одноэлектронных Функций <Pl(rl),<P2(r2),
••• , <P6(r6). С помощью операторов Юнга построить координаrные волновые

Функции системы шести электронов, соответствующие различным возможным

собствеlПlЫМ значениям квадрата полного спина.

17.2. Доказать, что если одноэлекгронные координатные волновые фУНК

ции системы, состоящей из четного числа электронов, попарно совпадают, то

собственное значение квадрата ПОJПIого спина равно нулю.
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Глава XVIII

Свойства симметрии волновых

функций системы тождественных

частиц с произвольными спинами

в этой главе мы обобщим рассмотрение, проведенное в главе XVII,
на случай системы тождественных частиц с произвольными спинами.

Такую систему частиц образУЮТ t например, одинаковые ядра в много

атомной молекуле. Полученные в этой главе результаты будут также

использованы в дальнейшем Д1IЯ классификации состояний многоэлек

тронного атома.

1. Постановка задачи

Опишем сначала постановку задачи. Как и раньше, мы имеем

дело с уравнением Шрёдингера для системы то.ждественнъlX частиц,

не содержащим спиновых операторов. Спины частиц будем считать

произвольными (т. е4 не обязательно равными!). в этом заключается
первое обобщение предыдущего рассмотрения. Кроме того, мы будем

предполагать, что в силу некоторых упрощений исходное уравнение

Шрёдингера заменяется приближенным, в котором утрачена симметрия

orносительно перестановок тождественных частиц. Например, для си

стемы тождественных ядер в молекулярной задаче (в адиабатическом

приближении) мы имеем уравнение Шрёдингера

{

",2 n }
- 2М ~ А; +и(в11 ••• ,Rn) ф = ЕФ,

инвариантное относительно перестановок переменных Ri. в гармони

ческом приближении, когда потеIЩиальная энергия U(R1, В2, ... , Rn)
заменяется квадратичной формой по MCLJ"1bIM смещениям из положения

равновесия, мы получаем уравнение

{
h2 n n ( а2u ) }

- 2Мt1Ai+i~ дЦдВА: В=В(О) (lt-l(°)(Ri:-RiО» Ф=о. (18.2)

Уравнение (18.2) справедливо в малой окрестности точки {l(0)} кон
Фигурационного пространства переменных {Ц}. Однако если мы



1. Постановка задачи 199

учтем, что на вращательные степе·ни свободы (которые описывают вра

шение молекулы как целого) не накладывается ограничение малости,

то получим, что это уравнение справедливо также в окрестности любой

точки {gR~O)}, где 9 - произволъное вращение. Для того чтобы по
лучить уравнение, справедливое в другой области, например в окре·ст-

{
(О) (О) (О) (О) } (О) (О)

ности точки R2, В. ,Rз , ... ,Щ ,где Щ и R 1 - положения

равновесия эквивалентных ядер, мы можем просто выполнить соот

ветствующую перестановку переменных R 1 и В2 В уравнении (18.2).
Очевидно, что решения нового уравнения могут быть получены из ре

шения уравнения (18.2) такой же перестановкой. Относительно некото

рых перестановок переменных Ва, описывающих эквивалентные ядра,

уравнение (18.2) инвариантно. Именно, оно инвариантно относительно

тех перестановок, которые соответствуют поворотам или зеркальным

поворотам, совмещающим положение равновесия эквиваленrnых ядер.

Действительно, нетрудно убедиться, что такая переcrановка равносиль

на повороту (или зеркальному повороту) и последующей подстановке

смещений, которая была нами рассмотрена в главе V (см. рис. 1).
Поэтому мы будем предполагать, что собственные функции прибли

женного уравнения преобразуются по представлению лишь некоторой

подгрyrmы грyrшы Sп 1). В ЭТОМ состоит второе обобIцение.допустим,
что (приближенное)уравllение Шрёдингерарешено, т. е. найдены его

собственные значения и собственные функции. Важная задача, кото

рая при этом возникает, заключается в определении статистических

весов каждого уровня. Статистическuмвесом уровня называют число

соответствующихему независимыхсостояний, или, другими словами,

число симметричных (антисимметричных)функций, которые можно

построить из найденных собственных функций и произволъной спи

новой функции. Под произволънойспиновой функцией мы понимаем

спиновую функцию, имеюIЦyЮ (28 + 1)П независимых компонент, где

8 - максимальная проекция спина одной частицы, а n - число частиц

в системе2).
На.\1етим ILТIaH решения этой задачи. 1) Определим представление

группы перестановок, которому соответствуют решения приближен

ного уравнения Шрёдингера. 2) Найдем представление грyrпIы пере-

1) Эro один из редких случаев, когда при переходе к более грубой модели происходит

не повышеНJfе, а ПОНИЖение симметрии.

2) Если рассматривается молекулярная задача, то следует учесть, что ЭJ1еICl])ОIlJlая

волновая функция также обладает определенной симметрией относительно перестано

вок Rs, ПРИН8,W1ежащих упомянyrой ПОДГРYIше. Эrи перестанОБКИ эквивалентны Bpalue
ниям или отражениям координат электронов. Поэтому при определении стаrnстическоro

веса уровня нужно рассматривать произведение Ф.J.'lФJlaХClПfН.яд. Наше рассмотрение бу

дет Ontоситься к случаю, когда \I1 зл преобразуется по тождественному представлению

ГРУППЫ симметрии мО.i'Iехулы.
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становок, по которому преобразуется (28 + l)R-компонентная спино

вая функция. З) Составим прямое произведение этих представлений

и определим, сколько раз в нем содержится симметричное (или анти

сим:метричное) представление. Это число и будет равно статистическо

му весу данного уровня.

2. Теорема фробениуса

Обозначим через Н группу симметрии приближенного уравнения

Шрёдинreра. Собственныефункции этого уравнения, соответствующие

одному собственному значению, образуют многообразие Во, инвари

антное относительно подгруппы Н, но не всей группы Sn. Результаты,

которые будyr получены в этом пункте, носят обший характер и не свя

заны со спецификой группы перестановок. Поэтому вместо группыI Sn
мы будем рассматривать произволъную группу G порядка N.

РазложимгруппуG на сопряженные совокупности по подгруппе Н:

Н, 9tH, 92Н, ... , 9тН. (18.3)
Преобразования 91, 92, ... ,9т будyr переводитьпространствово в но

вые пространcrваВ.:

UiRo =Rs·
Прямая сумма пространства R = во (1) R1 ЕВ ... ЕВ вт инвариантна

относительно всей группы G. Действительно, возьме:м произвольный

элемент из G, например 9 =9.h, h Е Н. Тогда

gRj == 9i hgjRo == 9th'Ro, (18.4)

где 1,,' Е Н. Следовательно,

gRj =UkВo = Rk· (18.5)
Обозначим через 1 представление группы Н, реализующееся в Во,

и через r - представление группы G в пространстве R. Задача за

ключаетсяв том, чтобы определитьхарактерыпредставленияг. Найдем

сначала характеры Х (h) представления r для h Е Н. для этого пре

жде всего найдем условие, при котором подnространСТ80 Rj остается

инвариантнымипри преобразованияхиз Н. Так как

hRj =hgjRo = gj(gj1hgj)Ro, (18.6)
то требование Юlвариантности будет выпwmено, если

9jlhgj Е Н. (18.7)

Если это имеет место, то матрица преобразования в пространстве Rj,
соответствующая элементу "', будет совпадать с матрицей представле

ния 1, соответствующей элементу gj1hgj • Так как 9j не принадле-

жит Н, то элементgj I h9j может и не принадлежатьтому же классу С

группыI Н, что и элемент h, но, конечно, всегда принадлежитклассу К
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группы G, который содержит с. Фиксируем элемент h Е Н и под

счита~м число подпространств Вз , которые при преобразовании h
преобразуются с матрицами представления 1, соответСТВУЮJЦИМИод

ному и тому же классу С группыI Н. ДЛЯ этого выясним, сколько

элементов 9;1 h9i (i = О, ... , т) принадлежит одному и тому же клас
су С группы Н. Если для 9) выполняется условие

9j
1
h9j Е с, (18.8)

то этот же результат МbI получим, если вместо 9) возьмем любой эле

мент из сопряженнойсовокупности9jii. Поэтому опредеЛИ~f сначала,

сколько элементов 9-1 h9 при 9, пробегающе,.,. всю группу G, при ...
надлежит С, а затем поделим результат на порядок группы Н. Если

9 пробегает всю группу G, то в совокупности 9-1h9 каждый элемент

класса К встречается !f раз, где k - число элементов в классе К. Если
с - число элементов в классе С, то в рассматриваемой совокупности

мы найдем N f элементов, принадлежащих этому классу. Если теперь

учесть, что элемент 9 пробегает не всю группу, а принимает лишь

значения 90,91, ... ,9т, то получим, что искомое число lc, показыва-

ющее, сколько элементовсовокупности9j1h9j принадлежитклассу с,

содержащемусяв классе К, равно

lN
'с = N! -,;С, (18.9)

где N 1 - порядок подгруппы Н. Если через ХС обозначить характер

преДСТ'dвления класса С подгруппы Н, которое реализуется в про

странстве Во, то xapaкrep представления класса К группы G, которое

реализуется 8 пространстве В, будет равен

ХК = Е lcxc = : Е ~Xc, (18.10)
СЕК I СЕК

где суммирование проводится по тем класса,.,. С, которые содержат

ся 8 К. Характеры классов к', у которых нет представителей в Н,
равны' О, так как при преобразованиях из этих классов ни одно ИЗ под

пространств lli не остается инвариантным. Мы будем говорить, что

представление 1 группы Н с характерами ХС индуцирует представле

ние l' группы G с характерами ХК. Если представление 1 неприводи

мое, то предстаW1ение Г в общем случае оказывается приводимы•. Его

разложение на неприводимыепредставления подчиняется следующей

тeope~le.

Теорема Фробениуса. Представление Г группы G, индуциру-

емое Henpивoдuмы.Al nредставление'м 1(i) группы Н, содержит каждое

Henpивoдuмoe представление Г{;\} группы G столько же раз, сколько раз

в представлении группы Н, даваемом 1tfатрицами г(;\) , содержится 1(i).
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Доказательство этой теоремы теперь не может нас затруднить.

Интересующие нас числа определяются по формуле:

_ 1 "'" -(i) {А}
ri{A} - - L..J kXKXK ,

N к

где X~) - характер представления Г , а хlА} - характер неприводимого
представления Г{А}. Подставляя выражения (18.10) для Хк, получим

1 ~ N {А} ~ С di) _ 1 ~ -(i) {Л}
ri{Л} = N LJ k N ХК L...J kXc - N L...J СХс Хе , (18.12)

К 1 СЕК ] С

что и требовалось доказать.

Возвращаясь к нашей задаче, мы можем сказать, что xaPaI{"l'ep пред

стаWIения группыI перестановок, по которому преобразуется рассма

триваемая волновая функция, определяется формулой (18.10), а разло

жение этоrо предстаRЛения на неnpиводимые можно найти с помощью

теоремы Фробениуса.

3. 8-тензоры

Теперь мы должны сделать следующий шаг и найти предстaвnение

группыI перестановок, по которому преобразуется (2.q + 1)" -компо
нентная спиновая функция. Такую спиновую функцюо можно рассма

тривать как тензор n-го ранга в 28+ l-мерномпространcrве,поскольку

при вращенияхтрехмерногопространстваона преобразуетсяпо закону

Х'(О'l' 0'2,··· ,О'п) = L DUl~ ••• пu.~x(O'~, ... ,и~), (18.13)
qI

где IIDu.~ 11 - матрица неприводимого представления веса 8 группы
вращений. для краткости будем называть ее 8-тензором n-го ранга.

Очевидно, что любой 8-тензор n-ранга можно разложить по (28 + l)П

независимыM тензорам, образующим базис рассматриваемого тензор

ною пространства. В этом пространстве мы можем определиТЬ npeд-

стааление р(.Е2S+1)П группы перестанО80к1 ). Действие оператора пере
становхи на 8-тензор может быть записано в виде

fJF(O'l, 0'2,··., uп ) = F(O'pp uP2J ••• ,0'1'.. ). (18.14)
8-тензор n-го ранга можно разложить по тензорам, преобразуюшимся

по неприводимыM представлениям группы перестановок. Такие теизо

ры можно получить с помощью операторов Юнга. Очевидно, 'fГ() до

пустимыми операторами будут лишь те, схемы Юнга которых содержат

не более 28 + 1 строк. Это связано с тем, что 8-тензор, антисимметрич

ный более чем по 28 + 1 значкам, тождественно равен нулю. Можно

1) СМ. п. 3 rлавы XVI.
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(18.15)

показать, что кратность допустимых неприводимblX представлений ~{.-\}

в Пl?едставлении p(E2s+1)n paBHa1)

П(li -lk)
б - i>k

{.-\} - (т - 1)!(т - 2)! ... 2!'

где lj == )..j +т - 1, т = 28 + 1. Величина б{л} определяет число не

зависимых компонент тензора, преобразующегося по неприводимому

представлению А{л} группы перестановок (ер. рассмотрение спиноров

n-ранга в п. 2 главы XVII).

4. Статистический вес энергетического уровня

После этих предварительных рассмотрений мы можем найти выра

жение для статиcrическоro веса J данного уровня. Для этого восполь

зуемся тем, что тождественное (симметриqное) предстаал.ение группы

перестановок содержится только впрямом произведении эквивалент

НbIX непривоДимых представлений, а антисимметричное представле

ние содержится в прямом произведении неприводимых представлений

с транспонированныIии схемами Юнга (см. главу XVI). Учитывая это,

мы получим .

8 - целое число, }

8 - полуцелое число,
(18.16)

где k; - число, показываЮПlее, сколько раз неприводимое пред

ставление 1(i) группы Н содержится.в представлении, по которо
му преобразуются решения приближенного уравнения Шрёдинreра.

Числа Ti{.-\} и б{.-\} определяются соответственно по формулам (18.12)
и (18.15). Символ {А} обозначает транспонированную схему Юнга.

Интересно заметить, что хотя само определение статистического

веса существенно связано с группой перестановок, статистические веса

уровней можно определить без привлечения представлений группы пе

рестановок, рассматривая только точечную группу Н. Действительно,

мы могли бы рассуждать следующим образом. Поскольку спиновые

функции образуют базис представления для группыI перестановок, то

тем самым они образуют и базис предсгавлений точечной группы Н,

являющейся подгруппой группы� Sn. Можно легко найти характер

этого предстамения. Пусть переcrановка р имеет ЦИк'пическую струк

туру (UIU2 ... (Жn ). Orличный от нуля вклад в характер дaдyr лишь те

компонентыспиновой функции, которые при указанной перестановке

I) СМ. (7), с. 185.
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остаются инвариантными, т. е. которые имеют одинаковые значки

для каждого цикла перестановки р. Ясно, что число таких компонент

равно характеру представленияи может быть записано в виде формулы

(28 + 1)а l +а2 + ...+а.. (18.17)

Если мы составим всевозможные произведения спиновых и коорди

натных функций, то получим некоторый базис !1 представления 1
точечной группы. Это представление является прямым произведе

нием представлений, по которым преобразуются спиновые и коор

динатные функции. Рассмотрим представление точечной группы Н,

которое получается из антисимметричного (симметричного) представ

ления 6A(lls) группы Sn отбором соответствующих элементов. Обо-

значим его через 1(А)(1(5». МЫ покажем, что статисrnческий вес
расс~атриваемоro уровня равен кратности этого представления в пред

ставлении 1. В самом деле, расширим пространство, натянyrое на ба

зис !1, так же, как мы делали выше, до пространства, инвариантного

относительно группыI Sn. В расширенном пространстве реализуется

представление группы Sn, которое индуцируется представлением 1
группы Н. Представление дА(6s) согласно теореме Фробениуса мо-

жет быть индуцировано только представлением 1(А)(1(8». Поэтому
кратность представления ~A(lls) в расширенном представлении долж-

на быть равна кратности 1(A)(1(S» в представлении 1. Это и доказывает
наше угверждение.

5. Собственные значения оператора ПОJIВоrо спина

В заключение этой главы мы коснемся вопроса о собственных зна

чениях полного спина системы, соответствующих данному энергетиче

скому состоянию. М.Ы видели, что для многоэлектронной системы каж

дому собственному значению бесспинового уравнения Шрёдингера со

ответствует определенное собственное значение поJП{ОГО спина. В рас

сматриваемом теперь общем случае такое однозначное сопоставление

не имеет места. Каждому энергетическому уровню будет соответство

вать в общем случае несколько собственныIx значений полного спина.

Это связано, во-первых, с тем, что 8-тензор п-го ранга, соответству

юший неприводимому представлению группы перестановок, преобра

зуется теперь по приводимому представлению группыI вращений. (Не-

ПРИВОДИМ()(.,lЬ имеет место только Д1IЯ !-тензоров ИЛИ спиноров.) Во
вторых, так как уравнение Шрёдингера облацает симметрией точечной

группы, то по отношению к группе перестановок его решение преобра

зуется в общем случае по приводимому представлению. Это означает,

что в полную антисимметричную (или симметричную) фующию дадут

отличный от нуля вклад 8-тензоры, преобразующиеся по нескольким

неприводимым предстаWIениям группы Sn. Поэтому даже при 8 == !
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данному уровню энергии могут соответствовать состояния с раЗJшчны

ми поШlыми спинами.

Вопрос об определении предстаWIения группы вращений, которое

реализуется на компонентах в-тензора с определенной симметрией

относительно перестановки, к сожалению, не может быть изложен

достаточно компактным образом.

Обозначим через я{А} (D(S)) представление группы вращений, по
которому преобразуются независимые компоненты в-тензора, соответ

ствующего неприводимому представлению д{А} группы перестановок.

ДJIЯ того чтобы найти собственные значения квадрата полного спина,

надо предстаWIение R{~}(D(S») разложить на неприводимые части. Ха

рактеры этого предстаWIения можно было бы найти по формуле (16.28),
однако это требует знания характеров неприводимых представлений

группы SN. Мы ограничимся тем, что приведем без доказательства спо-

соб, который позволяет найти разложение предстаWIения R{л} (D(S») ,

если такое разложение известно для представлений в" (n(а») , соот
ветствующих симметричному представлению группы Sn' Обозначим

через х(а, п) характер предстаWIения В" (n('»). Он может быть най-

ден, например, по формуле (16.30). Далее условимся считать х(В,о) = 1
и х(а, k) = О, если k < О. Тогда характер х(в,{А}) предстаWIения R{A} (n(а))

равен следующемуопределителюl ):

х(",~I)х(',ЛI+l) .

( { '}) (' \ \) X(',~2-1)X(8,>'2)X(8,>'2.·1)•••
Х в, А = Х а; А), А2,...,Ak = 18.18

.....•.... х(а, >'t-1)Х(s,АIr )

Так как нас интересуетразложениепредстаWIенияR{A}(D(S» на непри
води-.\iые, то при вычислении этого определителя мы можем восполь

зоваться правилом Клебша-Гордана.

Упражнения

18.1. Найти статистические веса колебательных уровней октаэдрической

молекулы ~ для основного и одноквантовых возбужденных состояний.

Рассмотреть случаи, когда спин ядра атома Х равен

1
а) s == 2' б) s == 1.

18.2. Найти представление группы вращений, по которому преобразуется

симметричный l-тензор n-го paнra.

18.3. Найти представление группы враIцений, по которому преобразуется

l-тензор 4-го ранга с различными схемами Юнга.

J) Трифонов Е.Д. Вестник ЛГУ, NQ 22 (1958).



Глава XIX

Классификация состоянии

многоэлектронного атома

в главе XVII мы рассмотрели свойства симметрии мноroэле ктрон 
ной волновой функции, которая является собственной функцией опе

ратора Гамильтона, не содержащеro спиновых операторов. Единcrвен

ным свойством симметрии такого raмилътониана, использованным

нами, была инвариантность относительно перестановок координат

электронов. Мы видели, что в силу этой инвариантности и прин

ципа Паули состояния многоэлектронной системы классифицируются

по собственным значениям квадрата полного спина.

Сейчас мы перейдем к классификации состояний мноroэлектрон

ного атома. При рассмотрении этой конкретной квантовомеханической

системы мы сделаем ряд ДОПОJlllИтелъных предположений относительно

симметрии гамилътониана по сравнению с общей многоэлектронной

задачей, а затем, отказавшись от модели бесспинового гамильтониана,

учтем спин-орбитальное взаимодействие.

1. Конфигурация

Приближенно взаимодействие между электронами в атоме можно

эффективно заменить некоторым сферически симметричным полем.

Тогда каждый электрон можно рассматривать независимо находящим

ся в этом поле и в поле атомного ядра. Таким образом, мы получаем

для атома модель «невзаимодействующих» электронов, обладающую,

как мы увидим ниже, максимальной симметрией. Мы будем так

же пренебрегать сначала спин-орбитальным взаимодействием. Так как

потенциальная энергия в этом приближении обладает сферической

симметрией, то одноэлектронные состояния, как мы знаем, долж

ныI классифицироваться по неnpиводимым преДСТЗWIениям группы

трехмерных вращений, Т. е. с помощью азимутального квантового чис

ла l (см. главу XIII).
для того чтобы различать разные уровни с одним и тем же :кван

товым числом l, вводят дополнительное квантовое число n, которое

яшrяется аналогом главного :квантового числа в атоме водорода. Зна

чения главного квантового числа, разумеется, могут быть выбраны

произвольно.Обычноих принятовыбиратьтак, чтобы выполнялосьсо

ответствие с классификациейсостояний в кулоновском поле. Каждый
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уровень энергии Еn, вырожден по проек:ции момента или по кванто

вому числу т. Таким образом, одноэлектронные координатные вол

новые функции можно обозначать через Фnlm(r). Если атом содержит

N электронов, то его состолние будет определяться набором 3N од

ноэлектронных квантовых чисел ni, li, mj. Совокупность квантовых

чисел ni, lj, определяю~в нашей модели энерmю атома:

N

E=L:En.,i , (19.1)
i=l

называется конфигурацией. В спектроскопиипринять. следующие обо

значения. Одноэлектронные состояния с квантовыми числами l =
0,1,2, ... обозначаютсясоответственнобуквами 8, р, d, ... Перед этим

символом пишут главное квантовое число, а число электронов с дан

ными числами n и l записывают в виде показателя степени. Например,

обозначение (18)2(28)2(2р)6зs говорит нам, что данная конфигурация
состоит из двух электронов, находящихся в состоянии с квантовыми

числами n == 1, l == О, двух электронов в состоянии с квантовыми числа

ми n = 2, l = О, шести электронов с кванговыми числами n = 2, 1 :::: 1
и одного электрона, находящеrocя в состоянии с квантовыми чис

лами n == 3, l = о. Каждой конфиrypации мы можем сопоставить

:квантовое число четности w == ± 1, определяющее поведение волновой

функции отНосительно инверсии. Как мы знаем (см. главу X1II), дЛЯ од-

ного электрона w = (-1)' . Поэтому для мн<;)гоэлектронной системы мы
будем иметь

E'i
w=(-l) i

Однако даже в модели невзаимодействующих элеКТронов МЫ не мо

жем полностью пренебречъ их взаимным влиянием, так как должны

учесть принцип Паули, запрещающий более чем двум электронам

находиться в одном и том же состоянии (без учета спина). Для каж

дой разрешенной принципом Паули конфигурации можно построить,

вообще говоря, несколько антисимметричных пОлных волновых функ
ций с различными собственными значениями квадрата пOJПloro спина.

Между конфигурацией и собственным значением квадрата полного

спина имеется определенное соответствие, на котором мы остановимся

подробнее при рассмотрении более реалистической модели атома. Мы

закончим обсуждение модели невзаимодействующих электронов указа

нием ее группы симметрии. Эта грyrша, очевидно, может быть пред

ставлена в виде прямоro произведения N групп трехмерных врашений

(точнее, ортогональных групп) и группы перестановок пространствен

ных переменных:

G == 0(3) х 0(3) х ... х 0(3) х Sn. (19.2)
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2. Термы

Теперь учте\f взаимодействие между электронами непосредственно.

Наличие членов типа Ir.~rA;1 в операторе энергии приводит к тому,
что гамильтониан не будет инварианmым при независимых вращениях

радиусов-векторов Та отдельных электронов. Инвариантность гамиль

тониана будет иметь место только при одинаковом повороте всех Та.

Таким образом, группа симметрии этой моде.НИ может быть представ

лена в виде

G == 0(3) х 8п . (19.3)

Классификация энергетических с{)(.,'ТОяниЙ атома по неприводимым

представлениям группы 0(3) соответствует классификации по соб

ственным значениям квадрата полноro орбитального момента или

по квантовому числу L и ПО квантовому числу четности w. Заме

тим, что ДJIЯ терма квантовое число четности уже не будет опре

деляться орбитальным квантовым числом, как это было для одноro

электрона. Классификация по неприводимым представлениям груп

пы перестановок 8п эквивалентна, как мы знаем, классификации

по собственным значениям квадрата полноro спина или по кванто

вому числу 8. Кратность вырождения уровня энергии ELs в этой

модели равна (2L + 1) (28 + 1). Совокупность вырожденныx состояний,

соответствующих данным значениям L и 8, принято называть тер

мом. Термы обозначаются большими латинскими буквами S, Р, п, ...
с верхним левым индексом, равным мультиплетности 28+ 1. Например,
терм (L = 1, 8 = i) обозначают через 2Р .

Одним из наиболее эффективных и широко распространенных ме

тодов решения мноroэлектронной задачи является метод Хартри--Фо

ка. В основе этоro метода лежит вариационный принцип для энергии.

Варьируемые волновые функции строятся из одноэлектронных функ

ций, причем последние для атома берyrся в виде

(19.4)

где у,(т) (8, ер) - сферические функции. для фУНКЦИЙ Rnz(r) полу
чается система ингегро-дифференuиалъных уравнений, которая затем

решается при помощи метода последовательных приближений. Сей

час нет необходимости подробно рассматривать этот метод решения

мноroэлектронной задачи. Для нас важно лишь то, что электрон

ныIe функции выбираются в виде (19.4) и, следовательно, полная

волновая функция строится из одноэлектронныx функций, принад

лежащих определеЮlОЙ конфигурации, Т. е. набору квантовых чи

сел n" 1., т,. одноэлектронныIe состояния с одними и теми же зна

чениями n) l образуют электронный слой. Если электроны занимают
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все состояния данного слоя (с учетом двух спиновых состояний),

то говорят, что слой заполнен. Взаимодействие между электрона

ми одноro слоя, имеющими одну и ту же радиальную функцию,

сильнее, чем взаимодействие между электронами, принадлежащими

разным слоям. Последнее может быть учтено как некоторое эффек

тивное экранирование поля ядра. В этом приближении задача сво

дится к построению ВОJШовых функций отдельных СЛО,ев. С другой

стороны, мы видели, что полная волновая функция должна характе

ризоваться квантовыми числ~\{и L и s. Поэтому интересно выяснить,

какие значения этих квантовых чисел или, другими словами, какие

термы соответствуют заданной конфигурации одноэлектронных состо

яний. Этот вопрос мы рассмотрим для конфигурации, описывающей

один слой.

3. Соответствие между конфигурацией и rreрмами

Пусть в слое 1 содержится k электронов. Составим произведение

координатных одноэлектронных функций этих электронов (для прос

таты записи мы опускаем индексы n, 1):

(19.5)

При подстановке

(19.6)

где 9 - произволъное преобразование из группы вращений, каждая

из одноэлектронных функций преобразуется по закону

1

фm(g-lr) = L D!2т(g)ф,nl (r).
т'=-'

(19.7)

(19.8)

Матрица IID~m(g)1I является матрицей неприводимоro представления
веса l группы вращений. Из (19.7) следует, что для произведения

одноэлектронных функций (19.5) мы получим следующий закон пре

образования:

Фm](g-lrt)Фт 2 (g-l r2) ... Фm,,(g-lrk) ==

== "D(l~ (g)D(l~ (g) ... D(l~ (g)Фm' (rt)Фm' (r2) ... Фт' (rk).L.J т1 т} '112т2 т"т" I 2 1t

т'

Мы видим, что при преобразованиях из группы врашений произведение

одноэлектронных функций, ПРИН3ДJiежащих одному слою, преобразу

ется, :как l-тензор. Мы знаем, что координатная волновая функция
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многоэлектронной системы должна преобразовываться при переста

новке аргументов по одному из неприводимых предстаWIений груп

пы перестановок, схема Юнга которого должна состоять не более

чем из двух столбцов. Поэтому построение шредингеровской волно

вой функции сводится к разложению произвольного l-теН30ра раН

га k на симметризованные тензоры, преобразующиеся по неприво

ДИ...'-1ЫМ представлениям группы перестановок с разрешенныIии схе

мами Юнга (из двух столбцов). Такое разложение было рассмо

трено в главе. XVI,II. Независимые компоненты симметризованного

l-тензора преобразуются, как мы знаем, по предстаWIению R{A} (D(l»)
группы вращений.

для того чтобы ответить на поставленный в конце предыдущего

пункта вопрос, нужно выяснить, на какие неприводимые представ-

ления группы вращений разлагается представление R{A} (D(l»). в гла
ве XVIII мы рассмотрели способ решения этой задачи. Используя

развитый там метоД, мы можем найти значения полного орбитального

момента.

Для ИJUIюстрации приведем таблицу возможных собственных зна

чений полного орбитального момента для конфигурации (pk). Симмет
рию относительно перестановок значков соответствуюшеro l-тензора

мы будем обозначать разбиением числа k на целые слагаемые.

Таблица возможных собственных значений

ПОJDIОro орбитальною момента ДJIJI конфиrypацви (P)k

k {л} L

1 1 Р

2 2 SD
1 + 1 Р

3 2+1 PD
1+ 1 + 1 S

4 2+2 SD
2+1+1 Р

5 2+2+1 Р

6 2+2+2 S

Из этой таблицы мы видим, чго некоторым схемам Юнга соответ

ствуют одинаковые полные моменты. эги схемы Юнга получаются друт

из друга либо вычеркиванием столбца, содержашеro «максимальное)

число (21 + 1) клеток (в нашем случае равное 3), либо дополнением

схемы Юнга до «максимальной», например:
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Это общая закономерность, на доказательстве которой мы, однако,

останавливаться не будем!).
Поскольку СИ~iМетрия спиновой функции определяется транспо

нированной схемой Юнга, то для состояний, приведенных в таблице,

можно легко определить собственные значения полного спина. Рас

смотрим, напри.мер, конфигурацию (р)4. для схемы {2,2} транспони
рованная схема Юнга также будет задаваться разбиением {2, 2}. Отсю-
да для возможного значения полного спина МbI получаем S == 2~2 = О.
Для схемы {2, 1, 1} находим транспонированную схему {З, 1} и 8 ==
3;1 == 1. Таким образом, для конфигурации (р)4 оказываются возмож

ными следующие термы: 18, ln, 3Р .

4. Спин-орбитальное взаимодействие

Рассмотрим теперь модель атома, учитывающую спин-орбитальное

взаимодействие:

(19.9)

где Si и ii - операторы спинового и орбитального моментов i-гo
электрона, ~i - некоторые функции от ri (см. главу XIII). Оче

видно, что оператор (19.9) не коммутирует отдельно с операторами

S == z: Si и L == z: li. Легко проверигъ, что он коммугирует только

с их суммой S+ L 2). Эro означает, что если раньше мы могли гово
рить в отдельности об инвариантнОС1И относительно преобразований

вращений аргументов координатой функции и orn:осителъно индуци

poBaHHых вращениями преобразований спиновых функций, то теперь

остается инвариантность относительно одновременного применения

этих преобразованиЙ. Уровни энергии будуг теперь классифицировать

ся не по квантовым числам L и S, а по собственным значениям

1) См., например, [10J, с.461.

2) Оператор спин-орбитального взаимодействия (19.9) коммyrиpует с каждым из опе

раторов Si + ~ .



212 ~1aвa XIX. Классифuкация состояний многоэлектронного атома

оператора полного момента атома

(19.10)

Если спин-орбитальное взаимодействие можно считать возмущени

ем (случай L-8-связи), то собсгвенные значения полного момента

для уровней, на которые расщепится терм, могут бьпь получены

по правилу Клебша-Гордана. Рассмотрим в качестве примера кон-

фигурauию (р)4. Возможные значения квантового числа J ШlЯ этой
конфигурации даны в таблиuе:

Терм J Обозначение уровней энергии

18 О 1S0
1D 2 1

D2

3р 0,1,2 3 3R 3
Ро, 1, Р2

В тяжелых атомах спин-орбитальное взаимодействие велико, и его

нельзя рассматривать как возмущение. Если оно больше взаимодей

ствия между электронами, то оно должно бьпь учтено в первую

очередь!). Тогда в нулевом приближении каждый электрон можно
рассматривать независимо, и одноэлектронные состояния следует ха

рактеризовать собственными значениями оператора полноro одноэлек-

тронною момента J = li + 8i. Затем должно быть учтено взаимо
действие между электронами, которое приведет к тому, ЧТО уровни

энергии всего атома опять будут классифицироваться по собственным

значениям полного момента. Это приближение называют j - j -связью.
Если спин-орбитальное взаимодействие достаточно велико, так что

одноэлектронные уровни энергии с разными значениями j сильно

расщеплены, то можно ввести понятие j -оболочки, аналогичное по

нятию l-слоя. Так как мноroэлектронная функция должна быть ан

тисимметрич.ноЙ относительно перестановок электронов, то волновая

ФУНКIIия j -оболочки с точки зрения симметрии относительно группы

вращений будет антисимметричным j -тензором. Для того чтобы найти

возможные собственные значения полного момента, нужно разложить

на неприводимые части то представление группы вращений, которое

реализуется на компонентах этого тензора. Эта задача может бьrrъ ре

шена тем же способом, что и для l-слоя. Практически, однако, нет

1) Частично взаимодействие между электронами может быть учтено с помощью

HeKoтopOl"O эффективноrо сферически симметричного потенциала. Поэтому величину

спин-орбигdЛЪНОro взаимодействия надо сравнивать лишь стой чаС1ЪЮ межэлск.трокного

взаимодействия, которая не входит в ЭТОТ эффективный потеНЦИWl.
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необходимости каждЫЙ раз проводитъ довольно громоздкую проце

дуру, так как результаты известны и затабулированы. В зaюnoчение

в качестве ИJШюстрации приведем таблицу полных моментов для не

скольких j -оболочек. Максимальное число электронов в j -оболочке
равно 2j + 1. В таблице, однако, указаны состояния j -оболочки самое

большее для ~. электронов. Это связано с тем, что классификация
СОСТОЯНИЙ j -оболочки с k электронами и с 2j + 1 - k электронами

совпадает в силу правила, ИЗJIожеЮfОГО на с. 210.

таблица состоJIIIIIЙ для j -оболочек

j Число электронов J

3 1 3/2
j=- 2 2, О2

5 1 5/2
j==- 2 4,2, О

2 3 9/2) 5/2, 3/2

7 1 7/2
j =- 2 6,4,2, О

2 3 15/2, 11/2, 9/2, 7/2, 5/2, 3/2

9 1 9/2

j=- 2 8, 6, 4, 2, О
2 3 21/2, 17/2, 15/2, 13/2, 11/2, (9/2)2, 7/2, 5/2, 3/2

4 12, 10, 9, (8)2, 7, (6)3, 5, (4)3, 3, (2)2, ~o)2

5 15/2, 21/2, 19/2, 17/2, (19/2)2) (15/2)2, (13/2) ,
(11/2)2, (9/2)3, (7/2)2, (5/2)2, 3/2, 1/2
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Применение теории групп в задачах,

евязанных с теорией ВОЗМytЦенИЙ

Уравнение Шрёдингера, определяющее стационарные состояния

квантовомеханической системыI' может быть решено точно только

в исключительных случаях. Одним из важных методов приближенного

решения уравнения Шрёдингера является метод теории возмущеНИЙ.

Применение этой теории возможно в тех случаях, когда оператор

Гамильтона удается представить в виде

(20.1)

где Но - гамильтониан задачи, которая допускает более простое ре

шение, а V - оператор возмущения. Учет симметрии невозмущенноro

оператора Но и оператора возмущения V в ряде случаев значительно
облегчает применение теории возмущений к конкретным задачам.

1. Расщепление уровней энергии

под влиянием возмущения

Пусть гамилътониан Но обладает группой симметрии Go, а опе

ратор возмущения V - rpуппой симметрии G1. Обычно требование

относительнойпростоты оператораНо по сравнениюс полным гами...Th:'

тонианом ii = Но + V подразумевает более высокую симметрию Но

по сравнению с симметрией Н. Рассмотрим два случая: а) груп
па G1 совпадает с rpуппой Go; б) группа G1 является подгруппой

rpуппы Go•
а) Симметрия ПОJIНОГО гамильтониана совпадает с симметрией не

возмущенной задачи: Go = G1. Мы знаем, что собственныle значения

уравнений Шрёдингера можно классифицировать по неприводимым

представлениям его группы сим){етрии. Следовательно, классифика

ция и кратность вырождения уровней энергии нашей задачи остают

ся такими же, как и в невозмущенном случае. Мы можем ожидать

ЛИШЬ смещение собственных значений Е, оператора jj относительно

собственныхзначений Е!О) оператора Но:

Е, == E~O) + АЕ,. (20.2)
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Таким образом, в этом случае возмущение не может вызвать расщеп

ление вырожденных уровней энергии. Исключение из этого прави

ла может быть только при случайном вырождении, когда собствен

ные функции уровня энергии невозмущенной задачи преобразуются

по приводимому представлению группы Go.
Если изменять величину возмущения V, сохраняя его симмет

рию, то смещение 6.Е, собственных значений будуг также изме

няться, и некоторые уровни энергии Es , как функции параметров

ВОЗ~1ущения, MOryr пересечъся. В точках пересечения уровней будет

иметь место случайное вырождение, так как собственные функции,

соответствующие этому значению энергии, будуг преобразовывать

ся по приводимому представлению группы Go. Существует, однако,

правило, которое в некоторых случаях запрещает пересечение уров

ней, соответствуюших эквивалентным неприводимым представлениям.

Рассмотрим для простоты два невырожденных уровня, предполагая,

'Л'о соответствующие им волновые функции 'Фl и 'Ф2 преобразуются

по эквивалентным неприводимым представлениям группы Go• Допу
СТИМ, что при некотором значении возмущения V1 рассматриваемые

уровни энергии Е1 и Е2 почти совпадают. Выясним, мож.ет ли от

ЮJонение возмущения V от значения vi вызвать пересечение ЭТИХ

уровней. Обозначим через V' разность V - V1 И через V.k матричные

элементы этого оператора. Новые уровни энергии мы найдем, решая

вековое уравнение

I
Еl + V~l - Е 1)~2 I=, ,О.

1)21 Е2 + 1)22 - Е

Мы найдем

Е = ~ (Е) +Е2 + '11;) +1JЫ ± v(v;) - V~2 + Е) - Е2)2 + 4Iv~212. (20.4)

Для того чтобы корни векового уравнения совпадали, необходимо

одновременное выполнение двух условий:

Е1 - ph. + v~ I - V~2 = О, 1)~2 = О.

Эти условия на.клацывают сравнительно жестхие ограничения на воз

мymение. Если, например, возмущение определяется только одним

параметром, ТО, вообще говоря, нельзя удовлетворить сразу двум уело

виям и, следовательно, пересечение уровней невозможно. Если вол

новые функции раСС~lатриваемых уровней преобразуются по неэквива

лентны�M неприводю.JЫМ представлениям, то второе условие 1)~2 = О

вьmолняется тождественно (см. (5.32» и пересечение может про

изойти даже в том случае, когда возмущение зависит от одноro

параметра.
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б) Перейдем к рассмотрению случая, когда группа G1 является под

группой группы Go. Классификацию собственн.ых значений гамильто-

ниана ii следует теперь проводитъ по неприводимымпредставлениям
группы Gl. Так как порядКи неприводимъlX предетавлений подГруп

пы не превышают порядков неприводимы.хпредставленийгруппы, то

в зrом случае может иметь место расщепление уровней невозмущен

ной задачи. Когда мы говорим о расщеплении уровней, то считаем

возмущениенастолько малым, что уровни возмущеннойзадачи можно

однозначносопоставитьсобственнымзначениямоператора Но.

Рассмотрим некоторое собственное значение Е(О) оператора Но.
Пусть соответствующие ему собственные функции Фl, Ф2, ... ,ф1с при

операциях 9 из группы GO преобразуются по неприводимому пред

ставлению r(g). Обозначим через Ei уровни энергии возмущенной

задачи, на которых расщепился уровень Е(О). Собственные функ

ции ф~) оператора Н, соответствующие каждому из собственных
значений & при операциях из группы G, будуг преобразовывать

ся по неприводимым предстаWIениям 1i группыI G1• Введем обо-

значение 1(9) == L:6)1i(g), 9 Е G1• Будем теперь неограниченно
i

уменьшать возмущение У, не изменяя его симметрии. При лю

бом значении возмущения V мы можем угверждать, что волновые
фун,кции, принадлежащие всем уровням Ei, будуг преобразовыватъся

по представлению 1 группы G1. В пределе V == о мы получим соб
ственные функции невозмущенного оператора, связанные с функция

ми 'Ф., 'Ф2, .. , ,1Pk некоторым унитарн.ым преобразованием, и поэтому

представление r(g) должно быть эквивалентно представлению 1(9)
при 9 Е Gl:

и, следовательно,

(20.5)

Эroт результат может быть использован ДТIЯ того, чтобы узнать,

на сколько компонент расщепится данный уровень энергии Е(О)
при включении возмущения. Очевидно, для этого достаточно разло

жить предстаWIение Г(о) на неПрИВоДимые представления грyпnы G1.

Мы видим, что включение ВОЗ~fущения более низкой симмет

рии, чем симметрия исходной задачи, приводит к частичномуснятию

вырождения. Вырождениекаждого из новых уровней определяетсяпо

рядком соответствующего неприводимого представления группы G1•

Полученные результаты иллюстрируются CJ"1едующей схемой:
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2. ПравИJIьные функции нулевою приближеНИJI

Рассмотрим какой-нибудь вырожденный уровень Е(О) энергии не
возмущенной системы. Ортонормированные волновые функции, при

надлежащие этому уровню, обозначим через "Фl, "Ф2, ... ,"Ф". Как из

вестно, поправки АЕ к энергии в первом порядке теории возмуш:ений

определяются из векового уравнения

где

VIl - АВ

!J21

V12

1122 - АЕ
=0, (20.6)

Vik = JФiV tPk dr. (20.7)

Линейные комбинации функций 'Фl' "Ф2, ... ,'Ф1t, для которых матрица

возмущения диагональна, называются nравUЛЬНblМи функциями нулево

го приближения. Как известно, собственные функции возмущенного

оператора непрерывно переходит в эти функции при выЮIЮчении воз

мущения. Так как оператор возмущения V инвариантен относительно

некоторой группы G1, то праВИJIЪныефункции нулевого приближения

должны преобразовыатьсяя по неприводимым представлениям этой

группы (см. главу V). Если в разложении представления Г, по ко

торому преобразуются функции 'Фl' Ф2, ... ,"Ф", каждое неприводимое

представление группы G1 встречается не более одного раза, то, постро

ив из функций Фl, 'Ф2, ... ,ф" линейные комбинации, npeобразующиеся

по неПРИВОДИМЪL\t представлениям группы G1, мы найдем npавильные

функции нулевого приближения.Если же одно и то же представление
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в разложении Г встречается r раз, то для диагонализации матрицы воз

мущения нам придется решать вековое уравнение r-й степени. Обычно

краrnости неприводимых представлений невелики. Поэтому построе

ние функций, преобразуюшихся по неприводимым представлениям

rpуппы G1, значительно облегчает решение уравнения (20.6).

3. Атом в однородном мarнитиом поле

для ИЛJПOCтрации обшей теории, изложенной в предыдущих ПУНК

тах, рассмотрим расщепление энергетических уровней атома, поме

щенного во внешнее однородное магнитное поле. Ради простоты

преШIОЛОЖИМ, ЧТО состояние атома определяется состоянием одного

валентного электрона, который находится в сферически симметричном

поле остова.

а) Эффект Пашена-Бака. Предположим, что атом помещен в од

нородное магнитное поле, направленное вдоль оси z. Операторвзаимо
действиявалентногоэлектронас магниrnымполем напряженностьюН

можно представитьв виде

- еВ" )V =--(lz + 2sz ,
2тс

(20.8)

где iz и Sz - операторы проекций на ось z соответственно орбиталь
ного и спинового моментов электрона; е - заряд электрона; т 
масса электрона; с - скорость света.

Будем считать, что взаимодействие с магнитным полем сильнее

спин-орбитального взаимодействия, и последним будем пренебрегать

(гак называемый случай сильного малrnтного поля). ГРУIПIой сим

метрии Go невозмушенной задачи в данном случае является группа

трехмерных вращений, точнее, прямое произведение группы враще

ний в трехмерном пространстве и изоморфной ей группы, относящейся

к СПИН08ЫМ переменным:

Go = 0(3) х 0(3). (20.9)

После включения взаимодействия (20.8) в качестве операций симмет

рии останутся ЛИШЬ повороты вокруг оси z и отражения в плоско

сти (ху) как для пространственных переменных, так и для спиновых.

Поэтому группой симметрии возмущенной задачи будет

G1 == Choo Х Choo . (20.10)

Состояния невозмущенной системы можно классифицировать по

неприводимым представлениям группы (20.9), которые представляют

собой прямое произведение n(l) х D(l/2). В соответствии с этим ка
ждый уровень энергии E1 вырожден по магнитному орбитальному ml

и спиновомут, квантовымчислам (т, = -1, -1+ 1, ... J 1; т, == ±!),
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(20.1 J)

(20.12)

(20.13)

кратность вырождения равна 2(2l + 1). Для того, что выяснить, как

расщепится этот уровень в магнитном поле, представление D(') х D(I/2)

следуетразложитьна неприводимыепредставлениягруппы (20.10). Эго
можно сделать независимо для каждой из групп-сомножителей. Мы

знаем, что группа Choo абелева и, следовательно,все ее неприводимые

представленияодномерны. Разложение неприводимогопредставления

группы вращений на неприводимыепредставлениягруппы Choo х Choo
мы получим, если выберем вырожденные ВОJПiовые функции так, что-

бы они образовывали каноничесКИЙ базис представлений D(l) и D(l/2) .

Действительно, в этом случае матрицы этих преДСТaRЛений, соответ

ствующие вращениям вокруг оси z на угол ф, принимают вид

D(l) = (~~~ ~i.(~~l:~ ~.. )
о о е-i'ф

D (I/2) _ (е
iф

/
2

О)- о e-iФ/2 •

Таким образом, представление D(l) распадается на (21 + 1) непри

водимых представлений еim,ф (т, = -1, -1 + 1, ... , l), а представле

ние D(I/2) - на два неприводимых представления е-iфm, (т, == ±~)
rpyпnыI Сhoo' Поэтому можно ожидать, что уровень энергии Е, рас

щепится на 2(21 + 1) подуровней, каждому из которых соответствуют

определенные значения квантовых чисел т, и т,. Величина рас

щеWIения будет определяться диагональными матричными элементами

оператора возмущения (20.8):

еН

Ет,т. = - 2те(т, + 2т,).

Очевидно, что из-за того, что гиромагнитное отношение для спина точ

но в два раза больше, чем ШIЯ орбитального момента, некоторые из этих

подуровней совпадают. Например, система ПОдурОвней для 1 == 1 будет

следующей:

еАН еЛН
Е 1 ==---, Е 1 ==---, E-1l=Е1_!==О,

1'2 те 0'2 2те '2 ' 2

еЛН e1iH
Ео 1=-- Е_ 1 _ 1 = --о

'-2 2тс' , 2 те

(20.14)

б) Эффект Зее.маНQ. Рассмотрим теперь случай, когда спин-орби

тальное взаимодействие превалирует над маrnиrnым взаимодействием
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(20.15)
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(20.8) - случай слабого магнитного поля. Тогда классификация невоз

мущенных магнитным полем состояний должна проводитъся по пол

ному моменту электрона. Так как оператор проекции полного момента

на ось z, iz = lz + Sz, коммутирует с оператором возмуwения (20.8),
то правильными волновыми функциями нулевого приближения будут

собственные функции квадрата полного момента и проекции ПOJПfого

момента на ось z:

J21j, mj) == h2j(j + 1)1;, fflj),

Jzij, mj} == hmjli, mj}.

Поэтому расщеJUIение энергетическихуровней можно выразить через

диагональныIeматричныеэлементы оператора возмущения (20.8):

еАН" еАН"
--и, ffljl(lz + 2sz)lj, mj) =--у, mjl(jz + 8z)lj, тз) ==
2тс 2тс

епН епн. А'
= ---т; - --и, mjlszf.1, mj).

2тс 2тс

Для вычисления матричного элемента (j, ffljlszlj, mj) поступим сле

дующим образом. Согласно теореме Вигнера-Эккаpra (см. п.5 гла

вы XlII), имеем:

воспользуемся

(З, ffljlszli, mj) == a(j, ffljlJzlj, mj},

где а - некоторая константа. для ее определения

операторным равенством

l~ ( ': "') 2 ~2 ,,2 ~ ,.. ,.. ~= J - 8 = J + s - J8 - 8J.

Имея в виду случай l-s-связи, получаем

(j, ffljli;rj, mj) == h2l(l + 1),

(j, ffljIJ~lj,mj) =h2j(j + 1),

(j, ffljls:lj, mj) == А2
э(а + 1).

Далее, используя (20.7), находим

и, ffljlJ в li, mj) == (j, ffljt В} li, fflj). ==

== ~(j, ffljlJ li, mj)(j, mjl в li, mj) ==
т'

J

=L(j, fflj)j 1;, mj)(j, mjl} IЗ, mj) =
т' 2

1 и' I~ I. } м2 .(. 1)== а ,mj.1 З, mj == .1 .1 + .

(20.17)

(20.18)

(20.19)

(20.2'0)
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Вычисляя теперь диагональНЫЙ элемент от обеих частей равенства,

получим

1(1 + 1) == j(j + 1) + В(В + 1) - a2j(j + 1).

Откуда

j (; + 1) + В(s + 1) - 1(1 + 1)
а == 2; (; + 1) .

Окончательно Д1IЯ расщепленных уровней получаем

еnН'

Ejm' = --2-тj(1 + а) ==
1 те

__ елН . [ j(j + 1) + s(s + 1) - l(l + 1)] _ _ .
- 2тс т) 1 + 2j(j + 1) - рот)Н,

(20.21)

(20.22)

(20.23)

(20.24)

где р, := 2е:.с - магнетон Бора; 9 - множитель в квaдpaТНbIX скобках,
называемый фактором Ланде.

В рассмотренном случае квантовое число полного момента j может

принимать два значения: j == 1+ !, j == 1- !. Подставив эти значения
в (20.23), получим

E,+~,т; = -JJmjН [1 + 21 ~J'
E'-~.т; = -JJтjН [1- 21 ~ 1] ·

Формула (20.23) обобщается также на случай мноroэлектроЮlОГО

состояния в приближении L-S-связи (вывод аналогичен):

EJ,MJ == -р,gМJН, (20.25)

где

1 J(J + 1) + S(S + 1) - L(L + 1) (20.26)
9 = + 2J(J + 1) ·

в) Эффект Штарка. Предположим теперь, что атом помещен в од

нородное электрическое поле, направленное вдоль оси oz. Опера

тор взаимодействия электрона с электрическим полем напряженно

сти $ =<fez имеет вид

V =e$z. (20.27)

в ЭТОМ случае оператор также инвариантен относительно вращений

вокруг оси Oz. Однако здесь оказываетсяутраченнойсимметрияOПIо

сителъно отражениярадиуса-векторав плоскости zу, а вместе с ней 
относительно инверсии i, которая может бъrrъ представлена как отра

жение в плоскости жу и последуюШИЙповорот на 1800 вокруг оси Oz.
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Таким образом, включение электрического поля приводит К тому,

что четность w перестает быть «хорошим» квантовым числом. Поми

мо инвариантности относительно вращений вокруг оси Oz возмуще

ние (20.27) инварианто также относительно отражений в плоскостях,

проходящих через эту ось. Поэтому группой симметрии возмущения

в этом случае будет группа Coov •

Мы знаем (см. упр. 10.1), что группа СОО'" имеет два одномерных

предстаR1Iения и бесконечное множество двумерных. Матрицы этих

представлений приведены в таблице.

Элемент группы А 1 А2 Ет

С(<р) 1 1 ( e-~т~ el~~ )

(J'v 1 -1 (~ ~)

для Toro чтобы выяснить, как расщепляется уровень E1 В элект

рическом поле, мы должны представление группы Coov , даваемое мат-

рицами n(l) , разл.ожить на ее неприводимые предстаWlения. Напишем

характер представления n(l) для вращенияна угол <р. Используя (20.11),
МЫ получим

l 1

SpD(l)(O, о, <р) =2: 2 cos k<p + 1 = 2: SpEk(<p) + 1.
k=l k:;:...l

Характер представления n(l), соответствующий операuии ffv, напри
мер (тZJI' можно вычислить следующим образом:

Sp n(l)(uyz ) == Sp n(I)(Сж (1r) х i) == Sp D(l)(Сж (1r» Sp D(l)(i) ==

== (1 + 2 cos 1r + ... + 2 cos 11r)W == (-1) lw.

Но в рассматриваемом случае w == (_1)1. Поэтому

SpD(l)(uv) = 1. (20.29)

Сравнивая (20.28) и (20.29) с характерами неприводимых представ.i1ениЙ

rpуппыI Coov , мы получаем

l

n(l)(g) = 2:$ Ek(g) ЕВ А1 , 9 Е Coov '

k=1

(20.30)
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Таким образом, мы приходим к заключению, что в однородном элект

рическом поле уровень El расщепляется на l двукратно выро:жденнhIX

уровней, соответствующих представлениям Е

"
(k = 1, ... ,1), и один

невырожденный уровень, ВОJПIовая функция которого преобразуется

по представлению A(l).

От~етим, что матричные элементыI оператора возмущеНИJl для

функций с одним и тем же азимугалъным числом l равныI нулю,

поскольку произведение двух таких фунКЦИЙ является четой фунх

иией, а возмущение меняет знак при преобразовании инверсии. Эrо

приводит К тому, что поправка к энергии в первом порядке теории воз

мущений оказывается равной нулю. Расщепление уровней проявляется

лишь во втором порядке; поэтоt.lу величина этого расщеIUIения про

ПОРШlональна квадрату напряженности поля. Исключение составляет

атом водорода, для которого поправка первого порядка отлична от нуля

вследствие дополнительного вырождения энергетических уровней.

4. Атом в кристаллическом поле

Рассмотрим теперь задачу о расщеШIении уровней энергии атома,

помещенного в поле кристалла. Мы будем предполагать, что влияние

кристалла на атом можно рассматривать как малое возмущение. Сим

метрия этого возмущения определяется симметрией кристалла. Таким

образом, в качестве группы G), которая должна быть подrpуппойгруп
пы враmений, в рассматриваемомслучае мы имеем одну из точечных

групп. Так как характерынеприводимыxпредставлеНИЙточечныхгрупп

нам известны (см. главу VI), то схему расщепления уровней энергии

атома можно получить при помощи формулы

(20.31)

Здесь x(l)(g) - характер неприводимоro представления группы вра
щеНИЙ (или ортогональной ГРУППЪI) , определяющего симметрию со-

стояния невозмущенного атома, а X(i) - характеры неприводимых
представлений Г; рассматриваемой точечной группы. Величина Т;

определяет число подуровней, ВОJШовые функции которых преобра

зуются по неприводимому представлению ri.

В качестве примера выясним, как расщеIUlЯется уровень с азиму

тarrъHЫM квантовым числом 1 в кристаллическом поле, обладающем

симметрией октаэдра. для этого прежде всего вычислим при помощи

формулы (11.31) характеры представления группы О, даваемого мат-

рицами n(О неприводимых представлений группы 0+(3). Классам С2
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и С4 ГРУППЫ О (СМ. главу VI) соответствует q; = 1f', и, следовательно,

(1) _ (1) _ sin (1 + ~) 1г _ (_ )1
ХС2 - ХС4 - . 7f - 1.

sm'2

Классу СЗ соответствует q; == ~, следовательно,

(1) _ sin О + !) 1r _ _ ш
Хсз - . 1f - ( 1) .

sm 4

Классу Cs соответствует q; = ~, следовательно,

(20.33)

xV = sin (~ + ~) 1r = { ~:
S sm!

з -1,

И, наконец, для класса Е имеем

x~) == 2l + 1.

1= 3т;

1== 3т + 1;
l =3т + 2.

(20.34)

(20.35)

(20.36)

Таким образом, получаем следующую таблицу характеров приводимого

представления группы О, даваемого матрицами D(l) для 1= 0,1,2,3:

1 Е с] С4 С2 СЗ

О 1 1 1 1 1
1 3 -1 1 -1 О

2 5 1 -1 1 -1
3 7 -1 -1 -f 1

Рассматривая ее одновременно с таблицей характеров неприводи-

Mыx представлений группы О, видим, что

SpD(O) == Spr1,

SpD(l) == Spr4 ,

SpD(2) == SрГз -+ Spr5,

SрD(З) ==Spr2 +Spr4 +Spr5•

Таким образом, схема расщеIШения уровней валентного электрона

атома, помещенного в кристаллическое поле с симметрией октаэдра,

может бъпь представлена в следующем виде:
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3aдa tIa отыскания приближенных волновых функций, соответству

ющих расщепленным в кристаллическом поле уровням, значительно

облеrчается, если известны линейные комбинации к1Р,(О, Ip) сферичес
ких функций, которые образуют базисы неприводимого представления

точечнъlX групп (индекс р нумерует повторяющиеся неприводимые

представления, а индекс i нумерует орты базиса этих представле-

ний). Функции K'~P(8, ер) называют кристаллическими гармониками.
В качестве примера МbI npиводим таблицу кубических гармоник, обра

зующих базисы неприводимых представлений группы куба. Пользу

ясь кристaшrическими гармониками, мы можем представить волновую

функцию злектрона, соответствующую уровню Ег , в виде

.,рЕ(r) = ~ K/:Jp(o, Ip)Rrp(r),
',Р

(20.37)

где функции Rrp зависят только от абсолютной величины радиуса

вектора.



18блиqa веществеииwx кубических raРМОИИk к;:) (8, ",) (! [K,~)]zd; = 21r)

Г) 1'2 ГЗ Г4 Г5

1 К'а Kl/J К,..., К'6 К"

О КОа=*
К(О == р(О)

16 )

1 K~;) == v'2 Р1() cos V'
КО) - J2 р(l) .

16 - J sт~

K(l) _. р,(О)
K~) == v"2 p~2) sin 2rp

2 2"у - 2 K~) :; J2 pil) Cos tp
Ki~) = v'2 pJ1) COS 2",

K~) = v"2 рР) sin V'
K(J) - р(О) K~:) == v'2 p~2) COS 2rp36 - :\

к(2) - .JI р(3) 3 K~) = .Ji.рГ) cos 3\0 +36 - 4 3 COS "'-

з Кзе = v'2 р;2) sin2 tp \fj F.1
) + -.;I рГ) cos \о- 4 з costp

к(3) - .JI р(3) . 3 + к(з) .Ji.р(З). 3
36 - 4 3 51П tp Зr = 4' 3 Sln tp-

t "!i p1 1
) sin \о -.;I (1) .- :4 Рз SlnV'

K~) == J2 pJ4) sin 4ср к(1) = v'2 p~1) sin 2tp

K(l) = J2 р(2) COS 2tp KZJ =.,I'iJiрГ) cos\O- K~) =.,I'i.jI РГ) COS \о +
К =Iil р(О) .~ 4"У 4

+ v'2"JI Р13) cos 3\04 40 12 4 к(2) _ ~р(О) _ - J2v1 p~3) COS 3tp

~ :ji p~4) cos 4\0
4-у - 12 4

K~) = v"2V1. рГ' sin \о +-'If р;4) cos 4\0
K~;) =v'2v1 pJl) 5inV'-

V'i~р(3) . 3+ v'1\1r p~3) sin 3tp - i 4 sm tp
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Глава XXI

Правила отбора

ОДНИМ из важнЫХ приложений теории групп к квантовой меха

нике является установление правил отбора. В широком смысле слова

под правилам и oroopa понимают критерий, позволяющийсудить, мо

жетли быть отличн.ыI~ от нуля матричныйэлементнекотороroоперато

ра, если известно, по каким представлениямрассматриваемойгруппы

преобразуются этот оператор и волновые функции. В теории излу

чения этот критерий применяется к матричному элементу оператора

взаимодействияс электромагнитнымполем и используетсядля опреде

ления вероятностиперехода квантовомеханическойсистемы из одного

стационарногосостояния в другое.

1. Общая формулировка правил отбора

Пусть нам задана некоторая совокупность операт-оров да, а == 1, 2,
... ,k (например, Рж, Ру, pz ), которые при nреобразовании 9 из rpуп

пы G симметрии рассматриваемой квантовомеханической системы пре

образуются по закону

k

~ОаТg-l = L праор .
fJ=l

Рассмотримматричныйэлемент оператора да:

(21.1)

(21.2)

где функции 'Фi И VJj образуют базисы представлений D(l) и п(2)
группы G:

(21.3)

Используя унитарностъ оператора ~) мы можем написать

(21.4)
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Подставляя в (21.4) равенства (21.1) и (21.3), мы получим

DЩJ :=: (2:D~~)(g)фn, 2: пра(у)ор2:D~;(9)lpm)=
п (3

~ n(l) , ) (2)
= LJ Dп• (g)D13a(g Dm}(g)О/Эпm

П,/J,т

или

Оа.) = 2: Dn/Зm,.а,О/Зпт,
n,lJ,m

(21.5)

(21.6)

(21.7)

(21.8)

где матрица tIDпрm,.й}II есть матрица прямого произведения пред

ставлений n(1) х п' х п(2). Просуммировавобе части равенства (21.6)
по группе и поделив результат на порядок N грУППbI, МЫ получим

1 ~ ~ (у)
Оа", == N LJ LJ DnlJm,tй,О/Этn.

9 n,/Э, m

Мы знаем, tПО сумма по rpуппе матриц любоrо неприводимо

го представления, кроме тождественного, равна нулевой матрице

(см. упр.3.7). Предположим, что предстаWIение D = tfl) Х п' х n(2)

в результатепреобразованияподобия с некоторойматрицейразложено

на неприводимыепредставления,т. е.

уп(у)у-I=2:Фп('\)(9),
,\

r,дe D('\)(g) - матрицы неприводимыx представлений. Если в правой
части этого равенства не содержится тождественное представление, то

а следовательно, и

I: 2:El>D('\)(g) = О,
9 ,\

(21.9)

(21.10)2: D(g) = y-1 2: 2:Е!> п(А) (у)У :=: О.
9 9 ,\

Таким образом, в правой части равенства (21.7) мы получим нуль, если

в предстаШIении n не содержится тождественное представление.

Полученный критерий равенства нулю матричного элемента Оа.}

(или правила отбора) можно сформулировать следующим образом:

для того чтобы матричный элемент ОСП, бш отличен от нуля, необхо-

димо (но недостаточно), чтобы в nря.мом произведении о
1
) х D' х n(2)

содержалосьтождественноепредставление.



(21.11)

2. ПравШlQ отбора для nоглощения и излучения света 229

Если, в частности, оператор i5 является единичным оператором
и, следовательно, преобразуется по тождественному представлению, то

сформуJntроваюfыIe правила отбора будут выражать свойство ортого

нальности функций, преобразующихся по неэквивалентным неприво

димым представлениим (см. главу У, с.65).

2. Правила отбора для поглощении и излучения света

Для иллюстрации применения доказанной в предыдущем пункте

теории установим правила отбора для излучеЮf.Я и поглощения света

атомами. Мы ограничимся рассмотрением диnолъноro приближения,

в котором вероятность перехода из состояния А в состояние В про

порциона..'1ьна квадрату модуля матричного элемента:

rАВ = JфА(Ж) ~ rjФВ(Z) dr,
]

где rj - радиусы-векторы электронов атома, ж - совокупность про

cтpaнcтвeHHыx И спиновыx координат, интегрирование по d, означает

интегрированиепо пространственными суммирование по спиновыM

переменным.

Рассмотрим случай L-S -связи. При этом сначала будем считать,

что волновые функции ФАИ ФВ начального и конечного состояний

построены из одноэлектронныхвоJпlовых функций, соответствующих

задаюIым конфиrypациями. Тогда матричный элемент (21.11) может

бы'IЪ выражен через одноэлектронные матричные элементы:

J~,(r)r'Фl,(r) dr, (21.12)

где 'Ф, - одноэлектронная волновая функция с квантовым азимуталь

ным числом 1.
Установим правила отбора, обусловленные симметрией системы

относительно инверсии. Радиус-вектор r преобразуется по нечетному

предетавлению rpyIпIы1 инверсии; во.,'ПfОвая функция 'Ф, преобразуется

по четному представлению, если 1 четно, и по нечетному представ

лению, если 1 нечетно. для того чтобы интеграл (21.12) бъш отличен

от нуля, необходимо, чтобы подинтегралъное выражение преобразовы

валось по четному (тождественному) представлению, Т. е. 1 и l' должны
иметь разную четность.

Теперь рассмотрим правила отбора для матричного элемента (21.12),
обусловленные симметрией системы относительно вращений. Очевид

но, подюrrегральное выражение в (21.12) при вращениях преобразуется

по представлению n(l) х n(l) х n(l'). Применяя формулу Клебша

Гордана, мы приходим к заключеЮlЮ, что это представлениесодержит
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тождественное представление только в том случае, если

1= l' или 1= l' ± 1.

Принимая во внимание полученные ранее правила отбора по четности,

можем угверждать, что матричный элемент (21.12) может быть отличен

от нуля только в том случае, если

Lll == " - 1 ::::: ± 1. (21.13)

Так как оператор дипольноro момента в (21.11) предстаВ!JЯет собой сум ..
му одноэлектронных операторов, то при интегрировании мы получим

отличный от нуля результат только в том случае, если конфигурации

начальноro и конечного состояний отличаются только одним азиму

талъны�M квантовым числом.

Получим теперь правила отбора для матричного элемента (21.11),
не связанные с одноэлектронным приближением.

Пусть состояния А и В характеризуются квантовыми ЧИСJlа

ми L, S, J и L', S', J' соответственно. Рассматривая правила отбора
для (21.11), обусловленные группой вращений, мы получим

~L = L' - L = О, ±1, (21.14)

~J == J' - J == О, ±1. (21.15)

Заметим, однако, что переходы J = О --. J' = о И L = О -+ L' == О

запрещены. это станет очевидным, если представление D(O) xD(I) хп(О) ,

по которому преобразуется в этом случае произведение трех сомножите

лей в (21.11), разложить по правилу Клебша-Гордана на неприводимые

части.' Далее, оператор диполъноrо момента Е ri симметричен отно

сительноперестановокрадиусов-векторовri' Поэтомудля того, чтобы

представление,по которомупреобразуетсяподынтегральноевыражение

в (21.12), содержало тождественное представление, необходимо, чтобы

фyнкuии ФАИ ФВ преобразовывались по эквиваленТным представле

пиям группы перестановок. Но так как представление ГРУШIы переста

~OBOK пространственных nepeMeHНbIX ri однозначно связано с собст

веЮIhIМ значением полного спина (см. главу XVII), то мы получим

~s =S' -8 = О. (21.16)

3. Правuа O1iiopa ДJIJI к~мбивациоllВОro

рассеяния света молекулами

В качестве еще одного примера рассмотрим правила отбора для КОМ

бинационного рассеяния света молекулами.

для простоты ограничимся моделЬю молекулыI с двумя невыро
жденны�ии электронными термами. Каждый из этих термов имеет свою

колебательную структуру.
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q

(21.20)

Рис. 17.

Е

(21.17)

На рис. 17 изображены колебательные

подуровни Д1IЯ одного нормального ко

лебания молекулы. Комбинационное рас

сеяние света является процессом второ

го порядка по отношению к взаимодей

ствию с электромагнитным полем и свя

зано с виртуальными переходами на коле

бательные подуровни возбужденного со

стояния.

Пусть молекула поглощает квант час

тоты "'о и поляризации а и испуска

ет квант часготы "'1 и поляризации р.

При этом молекула изменяет только свое

колебательное состояние, продолжая ос

таваться в основном электронном состоя

нии. Вероятность такого процесса про

порциональна квадрату модуля следую

щей величины:

~ (lnIMa I2т) (2mIMfj'ln')
K=L-J +

т Е2 + €"т - Е} - €"n - n"'о

~ (InIMa\2m) (2m~Mfjlln')
+L-J .

Е2 +€т - E 1 - СП + fu,)o
т

Здесь (InIMa I2m) обозначает матричный элемент оператора элек

тронного дипольного момента молекулы, вычисленный с волновыми

функциями n-го колебательного подуровня осНовного электронного

состояния и т-го колебательного подуровня возбужденною электрон

ного состояния; через Е2 и Е1 обозначены минимумы возбужденного

и основного электронных термов соответственно) а через €т И €n 

энергии их колебательных подуровнеЙ. Частота "'1 испущенноrо кванта

определяется законом сохранения энергии:

Е1 + еп + hUJo = Е2 + Сп' + h"'l· (21.18)
Мы рассмотрели случай нерезонансного комбинационною рассеяния,

т. е. будем считать, что

Е2 - Е1 - fuuo :> Ет - €n· (21.19)

Пренебреrая малой величиной Ст - Еn В знаменателях формулы (21.17),
мы получим

{ 1 1}
К= + Х

Е2 - Е1 - fшо Е2 - Е1 + fшо

х E(lnIMo (2m) (2mIMfjI1n').
т
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(21.22)

(21.24)

в адибатическом приближении волновую функцию молекулы пред

ставляют в виде

Фim(r, q) == 'Фi(r, q)Ф~(q)) (21.21)
где 'Фi(r, q) - электронная волновая функция, являющаяся решением

уравнения Шрёдингера для некоторой фиксированной конфиrypации

ядер, которая определяется смещениями q; ф!:l(q) - колебательная
ВOJПfовая функция. Теперь мы можем представить величину К в виде

2(Е2 - E 1) ~< ')
к == (Е2 _ Е1 )2 _ (h(U(»2 LJ njMa12(q»)т) (тjМ,б21(q)ln ==

m

2(~-El) ~ ')
== (Е2 - E

1
)2 - (1ШоР LJ(nIMaL2(q)M(121(q)ln ,

где

Maij(q) == JiPi(r, q)rа'Фj(r, q) dr. (21.23)

Чтобы найти правила отбора для величины (21.22), определим снача

ла закон преобразования электронных матричных элементов MQij(q)
при преобразованиях смещений q, дающихпредстамениеD rpуппы G
симметрии молекулы в основном электронном состоянии. Если 9 
элемент rpуппы G, то мы можем написать

фj(g-lr, D(g-l)q) = еi6,(g)'Фj(r, q).
В частности, если q = О, то

'Фj (g-l r , о) = еi61 (9)'Фj(r, О), (21.25)

откуда следует, что множители ei6,(g) образуют представление груп
пы G, по которому npeобразуются электронныIe волновые функ

ции при равновесной конфигурации ядер. Нас интересует величи

на Ма12 (D{g-I )q), которая имеет следующий явный вид:

MaI2(D(g-l)q) = J1ft (r, D(g-t)q)rа'Ф2(r, D(g-l)q) dr. (21.26)

Делая замену переменной mrreгрирования

(21.27)

МЫ получим

Ma12{D{g-1)q) =

== J1Рl (g-lr', D(g-l)q) L g;~r;Ф2(g-lr', D(g-t)q) dr. (21.28)
7
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(21.29)

(21.30)

Используя (21.24) и свойство ортоroнальности матрицы Ilgа,бll, мы

найдем

М (D( -1)) -i6)(g) i 62(g) "" f,./; (' )' .lt-.(' ) d 'а12 9 q == е е L.J О"(а "1 r , q r"(yl. r ,q r ==
"(

- е-; 6) (g) ei 6,,(g)~ 9 м (q)- L-i "(,б "(12 •

1

Теперь мы можем легко найти закон преобразования оператора

Oa{j(q) == M a12 M{j21 , стоящего в матричном элементе (21.22). Мы полу

чаем

Оар (D{g-l)q) = M a12(D{g-1 )q)M{j21 (D{g-l)q) =
== L 91a!Jr{jMa12(q)Mp21(q) == L 9,о.9r,б0аР·

1,1 1,1

МЫ ВИДИМ, что оператор Oa{j(q) преобразуется по тензорному пред

ставлению грynпы� G. Если матричные элементы Ма12 диполъноro

моменты вещественны, то МЫ имеем дополнительноеусловие

Oafj == Ofja. (21.31)

В этом случае шесть независимых величин будут преобразовыватъся

по симметричному квадрату представления О, которое образуют сами

матрицы вращения в трехмерном пространстве. Симметричный квадрат

представления принято обозначать [о2]. ИСПОЛЬЗУЯ этот реЗУJIЬтат, мы
можем, наконец, сформулировать правила отбора для комбинацион

ного рассеяния: nереход будет разрешен, если в nря.мо.м произведении

представлении D(n) х n(n') х [о2] , где D(n) u D(n') - nредставленuя,

по которым npеобразуются ОСЦUЛЛJlmорные волновые функциu, содержuтся

тождественное nредставление1 ).

4. Матричные элемеlПЫ,

построенные на фymщияx одною базиса

Если волновые функции, с которыми строится матричный элемеlП

некоторого зрмитова оператора, принадлежат базису одного представ

ления, то можно получить более жесткие правила отбора по сравнению

с теми, которые бbIЛИ рассмотрены в предыдущих пунктах. эти правила

отбора существенны, например, в тех случаях, когда надо вычислять

матричные элементы с волновыми функциями, принадлежащими од

ному уровню энерrии.

1) О преобразовании ОСЦИJVIЯТOрных волновых функций СМ. В rлаве XIV, с. 112, а 'lёUCЖе

ynp.16.3.
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Рассмотрим сначала случай, когда волновые функции вещественны

и не зависят от спина. Интересующий нас матричный элемент эр~итова

оператора дQ может быть представлен в виде

(21.32)

Пусть функции 1Pk преобразуются по предстаWIению D, а опера

тор да - по представлению D' некоторой группы G. Тогда, для того
чтобы матричный элемент (21.32) был отличен от нуля, необходимо,

tffобы впрямом произведении D х D х D' содержалось тождественное
представлеЮlе. Однако можно получить некоторые дополнительные

ограничения, если учесть симметрию матричного элемента относитель

но перестановки значков i, j. Подчеркнем, что в этом случае, когда

функции, стоящие сЛева и справа от оператора, принадлежат одно

му и тому же базису некоторого представления, перестановказначков

матричных элементов дает снова ту же совокупность матричных эле

ментов, что не имеет места, если упомянугые функции принадлежат

разным базисам. Мы можем написать

(ilОаlЛ =f VJiОа'Фj dT =f (OaVJi)VJj dT =

= ± f VJjOaVJi dT = ±(iI0ali ). (21.33)

(21.34)

Знаки плюс и минус в этой формуле относятся соответственно к тем

случаям, когда оператор да вещественный или чисто мнимый. (На
пример, оператор взаимодействия элеlCIWна с электрическим полем

вещественный, а оператор взаимодействия с маrnитным полем чисто

мнимый). На основании полученного свойства симметрии (или анти

симметрии) матричных элементов мы можем yrверждать, чТо представ

ление, по которому они преобразуются, должно D качестве множителя

содержать симметричный (или антисимметричныl)) квадрат представ

ления D. Используя обозначения, принятыIe в главе XVI, мы запи

шем представление, по которому преобразуются матричные элементы,

в виде

[D2
] Х D' для вещественного оператора, }

{D2
} Х D' для чисто мнимого оператора.

Теперь правила отбора могут бьпь сформулированыI следующим обра

зом: для того, чтобы матричный элемент (21.32) Был отличен от нуля,

необходuмо, "тобы в представлении (21.34) содержалось тождественное

представление.
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Модифицируем эти правила отбора, учтя спиноВые состояния мно

roэлектронной системыl). Мы ограничимся тем случаем, когда опе
ратор энерrnи рассматриваемой системы инвариантен агносительно

операции обращения времени, т. е. не содержит взаимодействия с маг

нитныIM полем (см. главу XIII). Если Ф - собс1венная функция такого

гамилътониана, то е'Ф, где е - оператор обраwения времени, - так
же собственная функция этого гамильтониана с тем же собственным

значением. Напомним, что оператор е ддя п-электронной системы
имеет вид

(21.35)

(21.36)

где ~y - оператор проекции спина i-ro электрона на ось Оу, К 
операция KOMfUleKcHoro сопряжения.

Оператор е J как легко проверить, коммyrирует с инфинитезималъ
ными операторами вращений и, следовательно, с люБЫМ вращением.

Но отсюда следует, что если функция 'ф преобразуется по представ

лению D группы врашений (или какой-нибудь ее подrpупnы), то

функция е,р будет преобразовываться по КОМIШексно сопряжеЮlОМУ

представлению 15. действительно,

Тg8Фi == еТg'Фi == еL Dji(g)'Фj == L Dji(g)8Фj.
j

Отсюда следует, tfГO собственные функции рассматриваемого гамилъ

тониана, соответетвуюJДИе одному собственному значению, преобразу

ются либо по вещественному представлению, либо по представлению,

которое эквивалекrно своему комлексно сопряженному. В последнем

случае оно может быть представлено в виде D(') ЕВ 08), где D(') 

некоторое представление рассматриваемой группы. Нетрудно найти

преобразование подобия, которое делает предстамение D(S) Ее о') ве
шествеlПlЫМ.

Рассмотримзакон преобразованияволновыхфункцийпри действии

на них оператора §. Мы можем написать

е'Фi = Е 8ji'Фj, (21.37)
j

где 118;ill - некоторая унитарная матрица: e~ = е- 1 • Известно

(СМ. главу XIII), что
-2
е =)(, (21.38)

J) Jlевuнсо" Н. Б. Труды АН Литовской сер, серия Б, 2 (1961), 67.
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где )( = 1 для четного числа электронов и )( == - 1 для нечетного числа

элеК1рОНОВ. Соответствующее матричное равенство будет иметь вид

ее == )(Е,

откуда

-1 -
е =~8.

в силу унитарноети матрицы е мы получаем

8-1 = е+ =х8

или

(21.39)

(21.40)

(21.41)

8* == )(8, (21.42)

где 8* обозначаеттранспонированнуюматрицу. Это свойствоматрицы

е мы используем для определения симметрии матричного элемента

Ooij == (Фi' Оафj) относительно перестановки значков i и j.
Мы можем написать следующееравенство

т,n

Здесь верхний знак соответствует случаю, когда eoae- 1 == Оа, ниж

ний - случаю, когда едое-
1 = -Оа. Используя эрмитовость опе

ратора да: Оатn = Оаnт И унитарностъ матрицы 8: е-1 == е+, мы
можем переписать равенство (21.43) в виде

L: 8miOaij == ± L: 8n j Oonm

n

ИЛИ, В сил-у (21.42),

Е 8m iOaiJ = ±х L: 8jnOonm.

n

ЕсJПf вместо матричных элементов Oaij мы введем величины

ботj ==Е 8miOoij,
i

то из (21.45) получим

(21.44)

(2] .45)

(21.46)

(21.47)

Найдем правила отбора для величин дат;. Мы показали, чrо пред
ставление, по которому npeобразуются волновые функции фj, мож-

но считать вещественН"ым. Поэтому по значкам т, j величины Ват;
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преобразуются, как компоненты тензора. В силу (21.47) мы получа

ем, что для четного числа электронов ()( == 1) и для оператора да,

коммутирующего с оператором е, или для нечетного числа элек

тронов ()( == -1) и ДЛЯ оператора да, антикоммутируюшеroс опе

ратором е, величины Оат; являются компонентами симметричного

тензора; для нечеrnого числа электронов и для оператора да, ком
мутирующего с оператором е, ИЛИ для чеmоro числа электронов

и для оператора да, антикоммутирующегос оператором6, - компо
нентами антисимметричного тензора. Следовательно, представление,

по которому преобразуются величиныI Оamj, В первом случае имеет вид

(21.48)

ВО втором случае - вид

(21.49)

Теперь мы можем сделать следующее заключение. для того чтобы

ве./lичины Oaij были отличны от нуля, необходu.мо, чтобы в nредстав
ленШIX (21.48), (21.49) содержалось тождественное представление. эти

же правила отбора остаются в силе и для матричных элемеJПОВ Оаiз" ,

которые связаны с величинами Оат; унитарным преобразованием.
В качестве примера использования правил отбора, устаноменнъlX

в этом пункте, мы рассмотрим вопрос об устойчивости симметричных

конфигураций молекул ..

5. Теорема Яна-Теллера

Рассмотрим уравнение Шрёдингера для волновой функции элек

тронного состояния молекулы:

[- :~Ar + V(r, В)] ф(r, В) = Е(R)ф(r, В). (21.50)

В этом уравнении R обозначает координаты ядер, а r - коорди

наты электронов. Собственное значение электронной энергии Е(В)
яwrяется функцией координат ядер. Минимум этого собствеJПIОro зна

чения соответствует равновесной конфигурации ядер для рассматри

ваемого электронного состояния. Предположим, что H~\f неизВестно

пока точное положение равновесия ядер. Выберем в качестве нулевого

приближения некоторую симметричную конфигурацию R(l) и будем
предполагать, что эта конфигурация БJПfзка к равновесной конфигу-

рации в(О), т. е. B~O) == R~l) + 6R;, где 6Н; - малое смешение

i-гo ядра. Равновесную конфитурацию В(О) будем искать с помощью
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(21.51)

(21.53)

(21.55)

теории возмущений. Уравнение Шрёдингера (21.50) Д1IЯ конфигура

цИИ В(О) можно записать в виде

[- :~6.r +V(r, в(1») + w(r)] ф(r) = Еф(r),
где

W(r) = V(r, В(О») - V(r, в(1») ~L (av(r, В») ilR; (21.52)
. дВ,; В(1)
I

можно рассматривать как возмущение.

Будем обозначать декартовы составляющие смещений ядер относи-

тeльHo конфигурации в(1) через Ж(j, где значок f3 нумерует как декар

товы оси, так и ядра. Мы знаем (см. главу V), что смещения Жр преобра-

зуются по представлению rpynпы симметрии G конфигурации нО):

Ж~ = Е Dap(g)zp.
р

Перейдем теперь от смещений Жр к симметризованным смещениям qp,
которые преобразуются по неприводимыM представ.лениям групIIы� G:

qp = L ЬарЖQ • (21.54)
а

Возмущение W теперь можно заIШсатъ через координатыl qa:

w== L (~V) qa.
а q а q=O

Мы можем теперь найти поправку к собственному значению энер

гии Е(ВО») , обусломенную возмушением w. Пусть собственное зна-

чение Е(В(l») 8-кратно вырождено и соответствующие ему собствен
ные функции преобразуются по некоторому неприводимому представ-

лению D группы симметрии G конфигурации В(О. Обозначим эти
функции через 'Фl, 'Ф2, ... )'Ф, и будем считать их ортонормированны

ми. Мы знаем, что поправки к энергии в первом порядке теории

возмущений определяются корнями векового уравнения

(21.56)

в нашем случае

(21.57)
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МЫ ВИДИМ, что корни уравнения (21.56) будут функциями величин qa,
значения которых Д1IЯ равновесной конфигурации выбираются из усло

вия минимума энергии E(q). Обращая равенства (21.54) с найденными

значениями qa, мы определим смещения ядер и, следовательно, воз

можные равновесные конфиrypaции.

В главе VI мы построили координаты qa для молекулы~ обладаю

щей кубической симметрией, и выяснили их геометрический смысл.

В частности, мы видели, что только координата q., преобразующая

ся по тождественному представлению точечной группы, соответствует

такому изменению положений ядер, которое не изменяет симметрии

молекулы.

Теперь найдем на основании теоретико-групповых соображений

критерий равенства нулю матричных элементов

(21.58)

для этого сначала выясним закон преобразования функций (B~J:») о ==
Wa(r) , когда к электронным координатам применяется преобразование

из точечной IJ>ynnbl G. Рассмотрим совокупность производных (::..) о
по тем координатамqa, которые преобразуются по некоторому непри

водимому представлению Г групnы G. Покажем, что эти производные

преобразуются по тому же представлению Г. С этой целью заметим,

что возмущение W инвариантно относительно любого одновременного

ортогонального преобразования радиусов-векторов ядер и электронов.

Поэтому мы и.."\fеем

W == L Wa(r)qa :=Е Wp(r')qp,
а р

где

r' == gr, qp = L rpa(g)qQ'
а

Таким образом, мы получаем

L Wp(r')qp == L Wp(r')fpaqa == L Wa(r)qa,
р Р,а а

откуда

Wa(r) =L rpaWp(gr).
fJ

(21.59)

(21.60)

(21.6])

(21.62)



240 Глава XXI. Правuла отбора

Делая подстановку r --+ q-l r , мы окончательно получаем

Wa(g-lr) =:Е rpa(g)Wp(r) ,
(j

(21.63)

что и требовалось доказать.

Так как гамильтониан нашей задачи не содержит спиновыx опера

торов, то мы можем ВОСП0ЛЪ30ваться правилами отбора, сформулиро

ванными на с. 234. Оператор возмущения Wa вещественный. Поэтому

можно ожидать, что матричный элемент (21.58) будет отличен от нуля,

если в представлении [D2
] содержится предстаRЛение г. Если элек

тронное состояние не вырождено, т. е. представление D одномерно,

то представление [n2
] является тождественным и возможны только

полносимметричные смещения, которые не изменяют симметрии мо

лекулы. Если же электронное состояние вырождено, то, как показало

детальное исследование всех возможных типов симметричных моле

кул, всегда можно найти неПOJШосимметричное смещение, которое

преобразуется по представлению, содержащемуся в [D2
] 1). Ясно, что

всегда можно так выбрать значение этого смещения, чтобы соответству

ющая поправка к энергии была отрицательной. Действительно, если

для некоторого значения q == д она положительна, то для q == - д она

должна быть отрицательной. Отсюда следует, что если для некоторой

симметричной конфигурации ядер электронное состояние вырождено,

то молекула «стремится понизить свою симметрию так, чтобы это

вырождение снималос},» (теорема Нна- Теллера) ..

Упражнения

11.1. Найти правила отбора для поглощения и излучения света arомами

в приближении j - j -связи.
21.2. Доказать, что тетраэдрическая конфиrypaция молекулы C~ дЛЯ вы

рожденных электронных состояний является неустоЙЧИВой.

1) lahn Н. А., 1el/er Е.. Proc. Roy. Soc. А, 161 (1937), 220. Исключение СОС1'а.&1Я1ОТ лишь
линейные молекулы.



Глава XXII

rpуппа Лоренца

и ее неприводимые представления

Инвариантность уравнений движения относительно преобразова

ний Лоренца является основным требованием специальной теории от

носителности. Совокупность преобразований Лоренца образует группу.

Данная глава посвящена изучению структуры группы Лоренца и клас

сификации ее неприводимых представлеНИЙ.

1. Общая rpуппа Лоренца

Согласно теории относительности пространственные координатыI

и время в двух равномерно движущихся друг относительно друга си

стемах отсчета связаныI линейным преобразованием, которое мы будем

называть собственным преобразованием Лоренца. Если время и про

странственные координаты в одной системе отсчета обозначить со

ответственно через 2:0,2:1,2:2,2:з, а в другой через УО,Уl,У2,УЗ, то мы

можем НaIDlсать

з

Уа == L ЛQ13 2:I3' (22.1)
п=о

где IIЛQ/j 11 - матрица преобразования Лоренца. для установления неко
торых свойств этой матрицы исполъзуем тот факт, что преобразование

Лоренца оставляет инвариaнrной квадратичную форму

tp == -2:~ + 2:i + 2:~ + ж~ 1) • (22.2)

Если четырехмерный вектор с составляющими 2:0,2:1,2:272:з предcrавитъ

в виде матрицы, сocrоящей из одного столбца:

то квадратичную форму (22.2) можно записать в виде

tp = X"FX,

1) Скорость света npинята равной единице.

(22.3)
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где звездочка обозначает транспонированную матрицу, а

(

-1

F == О
О

О

о о

1 О

О 1
О О

(22.4)

Инвариантнocrъ квадратичной формы� (22.2) orносительно преобразо

вання Лоренца А можно теперь записать следующим образом:

х*FХ == у*FY, (22.5)

где

У=АХ.

Подставив (22.6) в (22.5), получим

(ЛХ)*FЛХ =Х*Л*FЛХ =X*FX.

Следовательно,

(22.6)

(22.7)

Л*FЛ =F. (22.8)
Мы увидим сейчас, что условию (22.8) удовлетворяет более широ

кий класс линейных вещественных преобразований, чем собственные

преобразования Лоренца. Все такие преобразования мы будем назы

вать общuми преобразованиями Лоренца. Легко проверить, ЧТО общие

преобразования Лоренца образуют rpуnпy - общую группу Лоренца L.
ВЫЧИСЛИМ определитель правой и левой частей равенства (22.8).

Тогда получим

откуда

(det А)2 = 1, (22.9)

detA = ±1. (22.10)
Таким образом, общую rpуппу Лоренца можно разбить на две части:

L+ - совокупность матриц с определителем 1, и L_ - совокупность

матриц с определителем, равным -1.
Ясно, что совокупностьL+ сама образуетгруппу, а совокупностьL

rpynпыI не образует.

Равенствоэлементов,стоящихна пересечениипервой строки и пер

вого столбца матрицы в формуле (22.8), дает

~ - лfо - л1> - Л~ == 1. (22.11)

Аналогично из равенства

ЛFЛ* = F, (22.12)
кoroрое можно получить из (22.8) с помощью транспонирования мат

риц, найдем
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Из (22.11) (или из (22.13)) следует, что

2
Аоо ~ 1, (22.14)

L:
Aoo~-l

detA == -1
Аоо ~ 1

dеtЛ =-1
1\00 ~ -1
det А == 1

~o ~ 1
detA = 1

и, значит, или ~o ~ 1 или лею ~ -1. По этому признаку каждую

из совокупностейL+ и L_ можно в свою очередь разбить на две сово

купности.Таким образом, общая rpуппаЛоренцаразбиваетсяна четыре

совокупности:

L++

(22.16)

Ясно, что эти совокупности нельзя связать друг с другом пугем не

прерывного изменения Элементов матрицы Лоренца. Совокупность Lt
сама по себе образует группу. Доказательствоосновано на следующем

свойстве: матрицы, для кoroрых Аоо ~ 1, образуюг rpymry. Действи-

тельно, пусть А и Л - две такие матрицы. Интересующий нас элемент
матрицы АЛ равен

{ЛЛ}ОО = ЛооАоо + Ао1Л1о + АО2Л20 + АозЛзо . (22.15)

Применяя неравенство Шварца и используя формулы (22.11) и (22.13),
МbI можем написать

(Ло1А 1о + ЛО2Л20 + ЛозАзо) ~
2 2 2 -2 -2 -2 2 -2

~ (АО1 + ЛО2 + ЛОз) (А10 + А20 +лзо) < ЛОоЛОо·

Отсюда следует, что {АЛ}ОО > о. Так как матрица АЛ принадлежит
общей группе Лоренца, то окончательно мы получаем

(22.17)

что и требовалось доказать.

Можно показать, что любые две матрицы, принадле:жащие од

ной совокупности, могут быть переведены непрерывным образом друг

в друга. Отсюда следует, в частности, что группа Lt, содержащая

единичную матрицу, содержит таюке все собственные преобразования

Лоренца. ГруппуLt называютсобственнойгруппойЛоренца. Если вве

сти в рассмотрение следующие три матрИЦЪI, принадлежащие общей

группе Лоренца,

(

-1

р= О
О

О

о о

1 О

О 1
О О

s= (00: -! _~ ~),
о 0-1
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1= (-~ -! ~ ~)
о о -~ -~

то общую группу Лоренца можно будет разложить на следующие со

пряженные совокупности:

Lt, FL~, SLt, IL:.

Очевидно, что последние три совокупности совпадают с введенными

нами ранее совокупностямиL:, L~, L~.

2. Связь группы Лоренца

с rpуппой четырехмерных вращений

Покажем теперь, что группаЛоренца в окрестности единичного эле

мента однозначно связана с группой четырехмерных вращений O~(4).

В дальнейшем это поможет нам получить все конечномерныe непри

водимыIe представления собственной группы Лоренца.

Найдем сначала число параметров или число независимbIX эле

ментов матрицы преобразования Лоренца. Мы видели, что матри

цы Лоренца должны удовлетворять равенству (22.8). Так как матри

ца Л*FЛ симметрична: (Л*FЛ)* = Л*FЛ, то условие (22.8) эквива

лентно 10 условиям, наложенным на матричные элементы. Отсюда

следует, что из 16 элементов матрицы Лоренца независимых только

6. Поэтому преобразование Лоренца является шестипараметрическим.

Этими параметрами могут бытъ три составляющих скорости относи

тельного движения и три эйлеровых угла поворora, определяющих вза

имную ориентацию систем координат. Однако в дальнейшем в качестве

независимых параметров нам будет удобнее выбрать углы поворотов

в двумерных плоскостях (XOXl)' (ХОЖ2), (ХоЖз), (XlX2), (ХlХЗ), (Ж2ЖЗ).

эти параметры мы обозначим через <POl, '1'02, 'l'ОЗ; 1P12, 'ФIЗ, 'Ф2З, а соот
ветствующие им инфинитезимальные матрицы - через Bo l , ВО2, Воз;

В]2, В1З , ·В2З·

Введем в рассмотрение группу четъlрехмерных вращений 0+(4).
КоординаТh1 пространства, в котором действуют преобразования Ipуп

пы 0+(4), также будем обозначать через Хо, Х1, Ж2, Хз. В отличие

от (22.1) для этой группы инвариантом будет положительно опре

деленная квадратичная форма

2 2 2 2 ( )
ХО + Ж] + Х2 + Хз. 22.18

Рассмотрим npoизвольное преобразование из rpуппы четырехмер

ных вращеНИЙ t оставляющее неизменными координаты Ж2 и Хз. Оче

видно, что это обычное вращение в Шlоскости (жо Ж1), которое может
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быть представлено в виде

Ж~ ~ ЖО cos ~ - Xtsin <р, Х'l = хо sin<p + Ж. cos ~. (22.19)

Рассмотрим равенства (22.19) при мнимых значениях переменных хо

и ~, заменив ~ на i'(J, %0 на izo, x~ на iж~. Тогда вместо (22.19) мы
получим

ix~ = iжо ~os i<p - Жt sin i~, Х'1 = ixo sin i<p + Жt сos i~ (22.20)
или

x~ = хо сЬ ~ + Ж1 sh ~, ж~ = хо sh ~ + Ж. сЬ 'Р.
Если преобразование (22.19) имеет инвариант

x~ + x~ =inv, (22.22)
то инвариант преобразования (22.21) получается из (22.22) заменой хо

на iжо:

-ж~ + жi == inv. (22.23)
Но эта квадратичная форма совпадает с инвариантом преобразова

ния Лоренца в плоскости (хо хl), Поэтому мы можем yrверждатъ,

что преобразование (22.21) является двумерным преобразованием Ло

ренца. Аналогичны1t1 образом можно получить связь между преоб

разованиями Лоренца и преобразованиями rpуппы 0+(4) в плос

КОСТЯХ (ХОХ2) И (ЖоZз). Что же касается преобразований в плоскос

тях (Ж1Х2), (Z2ХЗ), (ZIZЗ), то они для обеих групп совпадают, образуя

группу 0+(3).
Таким образом, мы видим, что преобразования rpуппы Лоренца

получаются из четырехмерных вращений заменой вещественных пара

метров поворотов в двумерных плоскостях (ЖОZi) (i = 1,2,3) на чисто

мнимые величиныI и одновременнозаменой координат хо на ixo- По

CKWIЪкy матричные элементы матриц четыIехмерньIx вращений явля

кугся периодическими функциями, то взаимно однозначное соответ

ствие между преобразованиями из гpyrmы: Лоренца и rpуnпы 0+(4)
имеет место только в определенной окрестноcrи единичного эле

мента. Если матрицу четы�ехмерного вращения обозначить через

0(<РО1, <РО2, ~оз; 'Ф12, 'Ф13, 1/J2З) , то соответствующая матрица rpynпы Ло
ренца может бытъ представлена в виде

Л('(JОl, ~02, ~оз; 1/J12, 1/JIЗ, 1/J2З) =

== V- 1
0(i<рОl' i'(J02, i~оз; 1/J12, 1/JtЗ, 'Ф2З)V, (22.24)

где

у= (~
о

1
О

О

о

о

1
О
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3. перестановочиы�e соотношения

ДJUI ивфииитеэим8JlЬНЫХ матриц

Получим перестановочныIe соотношения для инфинитезимальнbIX

матриц rpуппыI Лоренца, соответствующих поворотам в двумерных

плоскостях. Для этого мы сначала напишем перестановочные соот

ношения для инфинитезимальных матриц группы 0+ (4), а затем,

используя уcraновленную нами связь (22.24), найдем перестановочные

соотношения для группы Лоренца.

В rpуппе четырехмерных вращений можно выделить четыре под

rpуппы трехмерных вращений, которые действуют в пространствах Rikj
с координатами Xj, Xk, Xj:

Ro12 : Хо, Хl, Х2;

R12З: Xl, Х2, 2:з;

R2ЗО: Х2, Хз, 2:0;

Rзоl : Хз, Хо, 2:1·

Поэтому инфинитезимальные матрицы rpуппы 0+(4)', которые мы
обозначим через A01 , А02 , Аоз , A12 , А1 з, А23 (Aik == -Aki), :можно од

новременно рассматриватькак инфинитезимальныематрицы четырех

rpупп трехмерныхвращений:

ВО12: А12 , А20 , АО1 ;

R12з : А2з, Аз], А 1 2;

В230 : Азо, Ао2 , А2З;

RЗО1: Ао], А1з, Азо·

для каждой из выписанных здесь троеК инфинитезимальных матриц

мы имеем перестановочные соотношения типа (см. главу XI)

AiAk - AkAi == [Ai, A/r] =Aj. (22.25)
Таким образом, мы получаем 12 перестановочных соотношений. Ос

тальные три перестановочнЪJХ соотношения имеют вид

[Ао], А2З] = о, [A I2 , Азо] = о, [АО2, А 1з ] = о, (22.26)

так как матрицы, действующие на разные пары координат, далжны

коммутировать.

Теперь легко найти перестановочные соотношения для инфини

тезималъных матриц rpуппы Лоренца. Согласно (22.24) мы получаем

следующую связь между инфинитезимальными матрицами обеих rpупп:

(:~ ) О = iV-
1 (:~) О v, V' == V'OI, V'02, V'ОЗ;

(22.27)

( дА) _] (дО)
д'" О = V д'" О V, '" ="'12, "'13, "'23'
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Преобразование подобия не изменяет переcrаново'пfых соотношений.

Поэтому перестановочные соотношения для инфинитезималъных мат

риц группыI Лоренца ВО1, ВО2, Воз, B 12, В1з , В2З будут такими :же, как

для матриц iAo1 , iAo2 , iА.оз, А 12 , А1з , А2З. Это свойство будет, конечно,

выполняться и для инфинитезимальных матриц представлений этих

групп, для кorорых мы сохраним обозначения B ilc и Ailc.

4. Неприводимые представления

Мы уже знаем, что нахождение непривоДимых представлений не

прерьmной rpуппы сводится к определению инфинитезимальных мат

риц этих представлений.

Покажем, что задачу о нахождении конечномерных неприводимых

представлений группы Лоренца можно привести к аналоlИЧНОЙ задаче

для группы 0+(4). Действительно, если нам будут известны инфи-

нитезимальныематрицы неприводимыхпредставленийrpyrmbl О"" (4) ,
то соответствующие инфинитезимальн:ые матрицы дЛЯ группы Лоренца

либо будуг совпадать с ними (ддя пространственных вращений), либо

будут отличаться множителем i (для преобразований, связывающих

временную и пространсгвенные координаты).

Для определения инфинитезимальных матриц неприводимhlX пред

етаWIений rpуппы 0+(4) поступим следующим образом. Составим

матрицы

1 1
J.Ll == 2(А2з + Ао1 ), Тl == 2(А2з - Ao1),

1 1
/L2 = i(АЗI +АО2), Т2 = i(АЗ1 - А02), (22.28)

1 1
J.Lз = "2(А12 + Аоз), Тз = 2(А12 - Аоз ).

Летко проверитъ, используя перестановочные соотношения для мат

риц Aik, что матрицы р, и т удовлетворяют таким же перестано

воqиым соотношениям, что и инфинитезималЬНhIематрицы группы

трехмерныхврашений, т. е.

[p,,~] == р" (Т, т] == Т. (22.29)

Кроме ТОГО, матрицы J.L1c и Ti коммутируют друг С другом. Мы удовле

творим этим требованиям, если в качестве матриц J.L/c и Ti возьмем

J.Li =M i Х Ет) } (22.30)
Ti = Ем х Ti ,

где Mi и 7i - инфинитезималъные матрицы двух представлений rpуп

пы трехмерных вращений, а Ер и Ем - единичные матрицы этих

представлений. На основании формулы (22.30) мы можем заключить,
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что группа четырхмерных вращений изоморфна прямому ПрОИЗDe

дению двух групп трехмерных вращений. Так как все неприводимые

предсгавлеЮfЯ прямоro произведения двух групп могуг быть образо

ваны композицией неприводимъrX представлений групп-сомножителей

(см. главу IV), то неприводимые представления группы 0+ (4) являют

ся композицией неприводимых предстамений двух rpупп трехмерных

вращений.

Мы знаем, что каждое неприводимое представление rpуппы вра

щений однозначно определяется своим весом j, КоторbIЙ может быть

равен неотрицателъномуuелому или полуцелому числу. Поэтому не

npиводимыепредставлениягруппы 0+(4) будут задаватьсядвумя чис-

лами j и j', каждое из которых может бытъ целыIM или полуцелым.

Порядок такого предстамения равен произведению порядков непри

ВОДИМЫХ представленийrpупп трехмерныхвращений, Т. е. равен

(2j + 1) (2j' + 1).

Инфинитезималъные матрицы nenpи8oдu.мoгO представления группы

0+(4) будyr определятьсяформулами (22.30), где вместо Mi и 7i надо
подставить инфинитезимальные матрицы Henpи80диMых представлений

группы 0+(3).
Если мы введем для инфинитезималъных матриц rpуппыI 0+ (4)

новые обозначения:

(22.31)

(22.33)

то сможем написать

A~±) = (Mi Х вт ± Ем Х Ti). (22.32)

для инфинитезимальных матриц неприводимых представлений группы

Лоренца введем обозначения, аналогичные (22.31). Тогда мы получаем

окончательно следующие выражения:

B~+) = (Mi Х Ер +Ем х 71), }

в1-) =i(Mi Х вт - Ем Х 7i).

Таким образом, найденные нами неприводимые представления соб

ственной группы Лоренца определяются парой чисел j, j', каждое
из которых может быть целым или полуцелыI.. Мы будем обозна-

чать эти представления через D(jj'). Порядок представления D(jj')

равен (2j + 1)(2j' + 1). Инфинитезимальные матрицы этого пред

стамения определяются формулами (22.33), в KOfOPЫX Mj и Т; -
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инфинитезимальные матрицы неприводимых представлений группы

вращений с весами j и j' соответственно.
Обратим внимание на то, что из-за наличия множителя i во вто-

рой формуле (22.33) инфинитезимальны�e матрицы В!-) не ЯВЛЯЮТСЯ

аlПИЭРМИТОВЫМИ И, следовательно, представления D(jj') не унитар
ны. Неунитарность конечномерных представлений группы Лоренца

связана с тем, что группа Лоренца не ЯWIЯется компактной. Кроме

конечномеркых неприводимых представлений группа Лоренuа име

ет также бесконечномерныеунитаРНhIе неприводимыепредставления.

В квантовоймеханике эти представленияимеютограниченнуюобласть

применения(см. главу XIV), и мы их рассматривать не будем.

5. Прямое произведение неприводимых

преДСТ8влений rpуппы Лоренца

Для рассмотрения этого вопроса мы опять воспользуемся уста

новленным соответствием представлений группы Лоренца с пред

ставлениями rpуппы 0+(4). Условимся неприводимые представления

группыI 0+(4), соответствующие нелриводимымпредставлениямn(jj')

группыI Лоренца, обозначатьчерез пи/).
Мы видели, что неприводимые представления группы 0+(4) можно

выразить как прямое произведение неприводимыхпредставленийдвух

групп трехмерных вращений:

(22.34)

где 9 и g' - элементы, принадлежащие двум независимым груп

пам трехмерных вращений. Найдем разложение прямого произведе

ния jjUlj~) Х jjU2j~) на неприводимые части. Согласно (22.34) мы можем
написать

(22.35)

(22.36)

Если МЫ буд~м рассматривать равенство матриц представления с точ

ностью до преобразования подобия, то в правой части (22.35) мы

можем переставить порядок множителей. Используя правило Клебша

Гордана для групп О ~ (3) (см. главу XII), МЫ получим

jj(jlJ~) Х jjU2i;) = (DUl)(g) х D(j2)(g)) х (D(з~)(g') х DU;)(g')) =

Jl+12 j~+j;

= ЕФ

D(j)(g) Х Е
Ф

DU')(g').

j=!j,-j21 j'=lj~-j;1
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Но согласно (22.34) полученный результат можно привести следующему

виду:

jl+j2 j~ ~j;

jjUll~) Х jjU2j;) = L L$ jjU;'). (22.37)

j=ljl-j21 j'~lj~-j~1

ЯСНО, что в силу установленногосоответствиямежду неприводимыми

представлениямигруппы Лоренца и rpуппы O~(4) мы получим ана

логичное разложение для прямого произведения двух неприводимЪ1Х

конечномерныхпредставленийrpуппы Лоренца.

Упражнения

22.1. До:казать, что произволъное собственное преобразование Лоренца

может быть представлено в виде произведения шести однопараметрических

преобразований в двумерных плоскостях.

22.2. Написать явное выражение для инфинитезимальных матрю( нспри

водимых представлений:

D(о ~) , D( ~ о) ) D( ~ 4) , D(! ~).

22.3. На какие неприводимые представления rpупnы трехмерных вращений

может быть раЗJlожено представление nUi')?
22.4. Найти разложения на неприводимые представления

n(! о) х n(4 4), D(!~) х D(~ ~).

22.5. Доказать, что четырехмерный вектор (%0) %1, %2) %з) преобразуется

по неприводимому представлению D(! ~) .



Глава XXIII

Уравнение Дирака

в качестве приложени.я теории предстамений группы Лоренца МbI

рассмотрим релятивистеки mmaриантное волновое уравнение для сво-

бодной частицы со спином ! - уравнение Дирака. Так как ВОJПIовая
функция в этом случае яwmется многокомпоненmой величиной, кото

рая при преобразовании Лоренца должна преобразовыватъся по неко

торому представлению группы Лоренца, то это уравнение фактически

предстааляет собой систему линейных дифференциальных уравнений.

Мы предполагаем, что читатель знаком с теорией уравнения Дирака,

обычно излагаемой в курсах квантовой механики. Поэтому в этой главе

мы ограничимся исследованием лишь трансформационных свойств его

решений. Рассмотрим сначала общие свойства релятивистеки инвари

антных уравнений.

1. Релятивистски инвариантные уравнения

Систему линейнhIX диффереJШИальных уравнений первого порядка,

описывающих состояние свободной частицы, можно записать в виде

дф дф д~ дф
LO-a + L 1-a + L2-a + L3-a + iхф = О, (23.1)

ЖО Жl Ж2 zз

rдe 'ф = (~~) - многокомпонентная ВОJПlOвая ФУНЮJ,ИЯ перемен
НbIX Жо, жI, Х2, жз, а Lo, ... ,Lз и х - некоторые матрицы, элементы�

которых не зависят от координат и времени.

Рассмотрим условие инварианrnосm системы (23.1) относительно

преобразований Лоренца. Для этого запшnем ее в новой (штрихо-

ванной) системе координат. Пусть Х и х' = АХ - одна и та же
пространственно-временная точка в двух рассматриваемых системах.

Закон преобразования волновой функции при переходе к штрихован

ной системе координат имеет вид

или

'Ф'(ж') =D(А)'Ф(ж)

ф:(ж') = L D".A{Л)фfj(Ж).
{j

(23.2)
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(23.3)

Покажем, что матрицы D(A) образуют представление группы Лоренца.

Действительно, при последовательном применении двух преобразова

ний Лоренца мы получим

ф~(х") == L D..,6(А')ф~(х') ==
6

== L D16 (Л')D6fj(А)фfj(Ж) == L D..,fj(А")фl3(Ж)'
(3,6 fj

Запишемуравнение(23.1) в штрихованной системе координат. для это

го, применяя обратное преобразование, найдем

Далее, мы имеем

3

ж~ == L АikЖk
k-O

и, следовательно,

д 3 д

-==LЛki -,'
дХi k~O дЖk

Подставляя (23.4) и (23.6) в (23.1), получим

~ L D- 1д1/J'л . D-1,.k' ОL..-J i д' ki + Z~ 'r' == .
i,k=O Жk•

(23.4)

(23.5)

(23.6)

(23.7)

(23.8)

Матрицу ~ мы будем считать неособоЙ. Поэтому, не нарушая общно

сти, можно положить ее равной матрице, кратной единичной. Действи

тельно, мы всегда можем умножить обе части уравнения (23.1) на ~-l.
Тогда, умножая (23.7) слева на матрицу D, получим

~ -lдФ'.,
L..J AkiDLiD д' + f,~ф == о.
k,i~O Жk

Из требования инвариантности уравнения (23.1) относительно пре

образования Лоренца следует, что

3

Lk = L Aki.lnjD- 1 (23.9)
;=0

з

D- 1LkD == L ЛkiLi .
i=O

(23.10)
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Имея в виду это равенство, говорят, что матрицы Lt пре06разуются,

как четырехмерный вектор. Формулы (23.9) дают нам условие инвари

антности рассматриваемой системы дифференциальных уравнений.

Выясним, какой вид имеют прocrеЙlIIИе релятивистски инвари

aНТНbIe системы (23.1), состоящие из минимального числа уравнений.

Так как число уравнений равно числу компонент ВОJПIовой функ

ЦИИ, а последняя пре06разуется по некоторому предстамению груп

пы Лоренца, то естественно начать исследование с уравнения, ко

торое соответствует неприводимому представлению гpyJuIыI Лоренца

минимальной размерности. Мы можем начать с тождественного од-

номерного представления D(OO). Однако можно убедиться в том, что
д.,'I1Я этого представления невозможно написать релятивистски ШJ.Вa

риантное уравнение типа (23.1). В самом деле, перенося член iхф

в (23.1) в правую часть равенства, мы получим, что слева стоит ве-

личина, преобразующаяся по представлению D(OO) х D(~ ~), в то вре
мя как правая часть преобразуется по предcrавлению D(OO) 1). Ясно,
что равенство двух величин, преобразующихся по разным предста

вления\{, невозможно. для того tПобы можно было написать реляти

вистски инвариантную систему, решение которой преобразовывалось

бы по предcrавлению, содержащему тождественное, это представле

ние должно было бы по крайней мере содержать еще неприводимое

предcrавление D(1~). в этом случае мы получили бы систему, со
стоящую из пяти уравнений. Исследуем теперь уравнение для вол-

новой функции, пре06разующейся по представлению D(~ о) второго
порядка. Применяя то же рассуждение, что и выше, мы увидим, что

слева в уравнении стоит величина, пре06разующаяся по представлению

D(~ о) х D(~ ~) = D(l~) ЕВ D(O ~),

а справа - по представлению

т. е. в этом случае написать релятивистски инвариантную систему

также невозможно. Однако мы не придем к противоречию, если бу

дe~! считать, что волновая функция преобразуется по приводимому

представлению D(~O)EВD(O!) четвертоrо порядка. Полагая в (23.10)

D = D(~ о) ЕВ D(O~), можно однозначно определить матрицы L i • По
лученная система будеr состоять из четыIехx уравнений для четырех

компонент волновой функции. Эта система, записанная в виде уравне

ния (23.1), назьmается уравнением Дирака.

1) См. упр.22.5.
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2. Уравнение Дирака

Матрицы Li могут быть найдены из условий (23.10) (см. [6], ч.2,

гл. 2). Мы сразу приведем явный вид уравнения Дирака:

д~ д~ д~ д~.
(23.11)Lo- +L1a +L2a +LЗа +'tХ'Ф ==0,

дхо хl Х2 Хз

где

Lo- (~
О 1

~) , L) = (~
О О -1)

О О О -1 О

- 1 О О 1 О О '
О 1 О О О О

L2= (~
О О

~) I

Lз = ( ~
о 1 О)

(23.12)

О -z О О -1
-i О -1 О О О .
О О О 1 О О

Четырехкомпонентная ВОЛновая функция (биспинор дирака) ф=(Е)
преобразуется по представлению

т .. е. две ее первые компоненты 'ФI, 'Ф2 преобразуются по прелставле

нию D( ~ О), а две последние 'Фз, 'Ф4 - по представлению D(O 4). Ис
пользуя результат, полученный в предыдущей главе, можно написать

явный вид инфинитезимальных операторов этих неприводимых пред-

ставлений. Для инфинитезималъНbJХ операторов представления n( ~ о)
МЫ получим следующие выражения:

в(+) = ~ (О ~), вН = _~ (О ~),121 1 2 1

в(+) = ~ (О -1) Н _~ (О -1) (23.13)
2 2 1 О ' В2 - 2 1 О '

Bi~) =:: ~ ( 1 -~) ,
Н _ 1(] _~) IВ) ----

2 О 2 О
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а для инфинитези..\1альныx операторов представления D(O i) найдем:

в(+) = ~ (О ~), <->_1(0 ~) ,121 B 1 - 2 1

в(+) = ~ (О -1) B~-) =_~ (О -1) (23.14)
2 2 1 О ' 2 1 О '

в(+) = ~ ( 1 -~) ,
(-) _ ~ ( 1 -~) .3 2 О Вз - 2 О

Если вместо «канонических» компонент волновой фунхции мы возьмем

их линейные комбинации 'Ра = Е СоfJФfJ' то уравнение для функции 'Р

будет иметь вид (23.11) с матрицами L~ == CLiC-1. Если, например,мы
положим

'Р} = ф2 + Ф4, l{)з -_- -'Ф2 + 'Ф4, }
(23.15)

ЧJ2 == -(фl + 'Фз), 'Р4 - фl - 'Фз,

то получим уравнение с матриuами L~ = 1i, имеющими следуЮЩИЙ
явный вид:

(~
о о

-~)
о о о

~) ,
1 О О О 1

"УО ==
О -1 "Уl =

О -1 О

О О -1 О О

12 = ( ~
о о -i

(-~
о 1

-~)
(23.16)

О i О О О

О О 1З =
О О

-z О О О 1 О

Запись уравнения дирака с матрицами 1;, являетСЯ более распростра

ненной.

3. КОМWlек:сно сопряженный бисnинор Дирака

найде~ закон преобразования комплексно сопряженной ВОЛНОВОЙ

фунщии 'Ф. Ясно, что комплексно сопряженныIe функции преобразу

ЮТСЯ по представлению с комплексно сопряженными матрицами.

Несколько расширяя наше рассмотрение, мы можем сформулиро

вать задачу следующим образом. Пусть задано некоторое неприводимое

представление группы Лоренца DUlj2). Если вместо каждой матрицы
этого представлениямы возьмем комплексно сопряженную, то снова

получим представление группы, которое будем называть комплекс-

DnU1Ь) О
но сопряженнымпредставлением . чевидно, это представление
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(23.17)

также будет неприводимым' Т. е.

&1;2) = DU~;~).

Требуется найти j~, j~. для этоrо применим операцию КОМШIексно

го сопряжения к инфинитезималъным матрицам неприводимоrо пред-

ставления DUlj2) . Напомним, что инфинитезимальные матрицыI rpуппыI
Лоренца представимы в виде

(+) 1 ( ) }В' = ~ М' х Ер +Ем х 1i I

в1-) = ~(M, х вт - Ем х 1i),

где Ti и Mj - инфинитезимальные матрицы неприводииых представ

лений rpуппы 0+(3) cooтвeTC~HHOс весами jl и j2, а Ем и Ет 
единичные матриJ.J;ыI этих представлений. Применяя КОМШIексное со

пряжение, МbI получим

-(+) 1(- -)B i = '2 Mj х Ер +Ем х Ti ,

-(-) i ( - - )
B i = '2 Ем х Т; - Mi Х Ет .

(23.18)

(23.19)

(23.20)

(23.23)

мы знаем, что перестановка множителей в прямом произведении

матриц эквивалентна некоторому преобразованию подобия. Поэтому

МЫ можем написать

~+) 1 [ - - ]-1
В; ="2и Ет х Mi + Ti Х Ем U ,

-(-) i [- -] -1
В; ="2и Т; х Ем - Ет х М; U . (23.21)

Далее, мы знаем (см. rлаву XII, п. 4), что матрицыI М; И Т; с помощью
преобразования подобия могут бытъ вь:rpажены через канонические

матрицыI мi и 7i:
-1 - -1-

VTTiVT = T j , VMМiVM =M i , (23.22)

где матрицы УТ и VM ЯWIЯIOТCя матрицами соответствующих представ

лений для поворота на 1800 вокруг оси ·Оу. Подставляя (23.22) в (23.20)
и (23.21), мы получим:'

n1+) 1 [ ] _1}B i = ~W Ет х М' +1i х Ем W ,

n(-) I [ ] -1B j = 2W Ti Х Ем - Ет Х Mi W ,
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(23.26)

w = (Вт х Ум) (VT х Ем)и. (23.24)

Сравнивая (23.23) с (23.17), мы видим, что комплексно сопряженные

инфинитезимаJIbныIe матрицы B~ +) и B~-) с точностью до преобра
зования подобия совпадают с каноническими инфинитезимальными

операторами неприводимоro представления D(;2 jl) . Таким образом, мы
получаем

j; = j2, j~ == j]. (23.25)

Но кроме этого результата мы получили также явный вид преобразова

ния, которое ПРИВОДИТ комплексно сопряженные инфинитезималъныIe

операторы к каноническому виду. Это преобразование определяется

формулой (23.24). Таким образом, есJШ {qa} есть базис представле-

ния D(il Ь), то {qa} есть базис представления DU2jl). Базис {qa}
не является каноническим. Переход к каноническому базису {qa}
осуществляетсяс помощью преобразования

qa = L WfJaQfJ·
f3

Напишем преобразование (23.26) для представления n(О i). Так как
базис этого представленияодновременноявляется базисом неприводи

мого представлениягруппы вращений, то согласно (12.52) МbI имеем

(23.27)

или

Как мы показали, величины Ql, q-l образуют базис представле-
2 2

НИЯ D(~O). Наоборот, если Р!, P-l - базис представления D(!O),
2 2

то из (23.27) сл~дует, что величины

(23.28)

образуют базис неприводимого представления D(O~). Эти результаты
мы можем непосредственно применить для выяснения закона преобра

зования комплексно сопряженного биспинора Дирака. Мы получим

(23.29)

где Ф~, 'Ф2' Фз, 'Ф4 - четыре компоненты некоторого нового биспинора.



258 Глава XXIII. Уравнение Дирака

(23.30)

4. Инварианmая квадратичная форма

Составим теперь из компонент биспинора эрмитову квадратич

ную форму, инвариантную относительно собственных преобразований

Лоренца:

inv = L Фi'Фk4ik =L Ф;Ф/;Ьik .
i, k i, те

для Toro чтобы определить коэффициенты аilс, заметим, что 1) тож

дественное представление группы Лоренца содержится только в пря

мом произведении одинаковых представлений, 2) квадратичная форма

должна быть также инвариантной относительно группы вращений,

3) ан, = akl (условие эрмитовости). Учитывая первые два условия, мы

можем написать

inv == а(ФI'Ф~ - 'Ф2Ф;) + Ь(ФзФ; - 'Ф4Ф~) ==

=-а(ФIФ4 + 'Ф2ФЗ) + ь(-'ФЗФ2 - Ф4ФI)' (23.31)
где а и Ь - произвольные комплексные числа. Используя требование

aik = aki, получаем а == Ь,

inv == а('ФIФ4 + 'Ф2ФЗ) + а('ФЗФ2 + 'Ф4Фl). (23.32)
Как легко убедиться, эта форма не является положительно определен

ной, что находится в согласии с тем, что рассматриваемые представле

ния группы Лоре}Ща неунитарныI. В частности, если положить а == 1,
то МЫ получим инвариант

inv == ~'Ф, (23.33)

(23.35)

где Ф = (Ф41 Фз. Ф2' Фl) - матрица-сгрока, '" = (~~) - матрица-
столбец. Законы преобразования величин 'Ф, Ф при преобразовании
Лоренца представимы в виде

'Ф' = D1jJ, ~' =~п. (23.34)

Так как ф~ - инвариант, то

~'~' == ~jjDф = ~~,

откуда

jj =D-1
•

Используя этот результат и формулу (23.10), легко, например,

доказать, что величины ~Li~ npeобразуются, как четырехмерный
вектор.



Приложение

Указании к решению задач

1.1. Рассмотрим шар с центром в некоторой точке о. Зададим

на поверхности шара две произвольные точки А и В. Рассмотрим

теперь такое движение шара, при котором точки А и В переходят в А'

и В' (рис. 18). Ясно, что дуга большоrо круга АВ равна дуге А'В'.

Соединим точки А с А' и В с В' окружностями больших кругов и про

ведем симметрали (окружности больших кругов, нормальных к ду

raM АА' и ВВ' и делящих их

пополам) для ЭТИХ пар точек.

На рис. 18, симметрали изо

бражены пунктирными ЛЮlи

ЯМИ, пересекающимися в точ

ке М. Сферические треyroль

ники МАВ и МА'В' равны

друг другу и MOIYГ быть сов

мещены в результате поворота

на угол qJ вокруг ОСИ, лрохо

дящей через точку М и центр

шара. В ТОМ случае, котда сим-

метрали совпадают, ось враще- в в'

ння определяется пересечени-

ем дyr АВ и А'В'. Рис. 18.
Задача может быть решена

также следующим образом. Рассмотрим ортогональную матрицу и

(Det и == +1), соответствуюшуюрассматриваемомувращению. Ее соб-

ственными значениями будут eitp
, e-itp и 1. Перейдем от системы

координат, в которой задана А-Jатрица и, к новой системе, причем одну

из осей (например, Ox~) направим по собственному вектору 1.&з, со

ответствующему собственному значению л = 1. В новой системе осей

матрица и примет вид

(

COS l{J sin tp О )
у- 1uу= -sin~ COSqJ О

О О 1

и будет, следовательно, соответствовать вращению на угол qJ =
arccos 4(SpU - 1) ornосителъно вектора 1.&з·
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2.6. Пусгъ k число элементов в классе К, которому принад-

лежит элемеJП А. 80зьмем вместо элемента А :какой-нибудь другой

элемент А', также принадлежащий классу К. Тогда при В, пробега

ющем всю группу, совокупность BAB-1 будет совпадать с совокупно

стью BA'B- 1; обозначим 'ЛУ совокупность через w. Если элемент А
пробегает весь класс К, а В пробегает всю rpynпу, то получим k
раз повторенную совокупность (,J). Обозначим эту новую совокупность

через п. Фиксируем теперь элемент В, а элемент А пусть пробе

raeт весь ЮIасс К. Тогда элемеlпы BAB- 1 будyr все различными
и составят снова класс К. Следовательно, мы можем угверждать, что

в совокупность П каж.щйй элемент класса К входит n раз, rде n 
порядок рассматриваемой rpуппы. Но так как совокупность Q пред

ставляет собой k раз повторенную совокуIПIОСТЬ (,J), то, следовательно,

в совокупности UJ каждый элемент класса содержится I раз, что и тре

бовалось доказать. Отсюда мы получаем, что порядок группы должен

быть всегда целыIM кратным порядка любоro класса.

3.1. Если группа имеет roмоморфное представление, то те элемен

тыI группы, которым соответствует единичная матрица предстааления,

образуют инвариантную подгруппу (нормальный делитель).

3.3. .Пусть В - любой фиксированНЫЙ элемент группы, а эле

меJП А пробеrает некоторый :класс К. Тогда совокупность BAB-1

снова дает нам весь класс. Переходя к неприводимому представлению

группы матрицами D, мы можем написать

D(B) [:Е D(A)] D-1(В) = :Е D(A)
АЕК АЕК

или

D(B) :Е D(A) = [2: D(A)]D(B).
АЕК АЕК

Так как элемент В произволен, то согласно первой лемме Шура мы

можем утверждать, что матрица Е D(A) кратна единичной.
АЕК

3.4. Элементы матриц регулярного предстаWIения определяются

следующим образом. Если g,gi = 9j, то

Rji(g,) == 1, Rti(f/s) == О, t # j.

Иначе можносказатъ, что .Rтn(иa) == 1, если gmg;l == 9а, и Rтп(9a) = О,

если gm9;1 = gt, t #- В. с помощью таблицы умножения рассматрива
емой группы составим новую таблицу умножения, в которой первым

множителем, стоящим в столбuе, будет gm, т = 1,2, ... ,6, а вторым

множителем,расположеннымв crpoке, будет 9;1, n = 1,2, ... ,6.
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Согласно сказанному выше мы можем угверждать, что мы полу

чим матрицу регулярного представления, соответствующую некоторому

элементу ga, если в построенной таблице вместо элемента g, мы по

ставим 1, а BMecro других элементов о.

3.6. Характеры приводимого представления могут быть записаны

в виде

j

где хи) (g) - характеры неприводимых представлений, а kj - крат
ности этих представлений. Используя свойство ортогональности харак

теров неприводимых представлений, мы получим

1,,- " 2- L...J X(g)X(g) :=: L...J kj.
n .

9 J

Правая часть этого равенства может равняться единице лишь в том

случае, когда только одно из чисел kj отлично от нуля и равно

единице.

3.7. Использовать свойство ортоroналъности матричных элементов

МЯ двух неэквивалентныxнеприводимых представ.лениЙ, одно из ко

торых является тождественным (формула (3.66».
4.1. Использовать формулу (4.20) и свойство ортоroналъносги ха

рактеров неприводимых представлений.

4.3. Использовать свойство ортоroналъности характеров неприво

ди:\fых предстаwrений перемножаемhIXгрупп.

4.5. Перестановка множителей в прямом произведении равносиль

на определенной перестановке строк и такой же перестановке столбцов

в матрице прямого произведения. Поэтому можно написать

А х В = У(В х A)v- 1
,

где У - ортоroНaJIЬНая матрица, СОСТОЯЩая из нулей и единиц,

осуществляет указанную перестановку строк, а матрица y-l = У.
такую же перестановку столбцов.
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6.1. Используя формулы (6.25), (6.29) и таблицу характеров не

приводимых предстаRЛений группы сзfJ , мы найдем, что ~fолекула

NНз имеет два невырожденныx нормальных колебания типа А 1 и два

двукратно 8ырожденныx колебания типа Е.

7.1. Применим к функции 'Pk(r) оператор 1'.q. Мы получим

Tgl{Jk(r) = Тgф(/r - Rkl) == ф(jg--l r - Rkf) =
= Ф(lg-l(r - gRk)\) = Ф(lr - ~I»)

где Ц = gRk . Следовательно, МЫ имеем

Tg'Pk(r) == 'Pi(r).
Найдем характеры представления D, по которомупреобразуютсяФУНК
ции 'Pl, 'Р2., ... , 'Р6. Очевидно, что для даннот преобразования 9 от

личный от нуля вклад в характер дадут лишь те ФУНКЦИИ, которые

не изменяются при действии оператора Ту : Tg'Pk(r) = 'Pk(r).
Мы получим

Е зсi 6С4 6С2 8Сз i 3icl 6iC4 6iC2 8iСз

6 2 2 О О О 4 О 2 О

Используя формулу (6.25) и таБJШЦУ характеров группы Oh, находим

D == f 1 ЕВ ГЗ ЕВ г~.

Так как в зто разложение неприводимые неэквивалентные пред

ставления входят не более одного раза, то матрица гамилътониана,

записанная на функциях, преобразующихся по неприводииы:м пред

ставдениям, будет диагональной. Следовательно, построенные ФУНК

ции будут приближенными собственными функциями рассматриваемой

задачи. Построим эти функции. Введем вместо функций 'Pk(r) их ком

бинации, симметричные и антисимметричные относительно инверсии:

l{Jl + f(Jз, 'Р2 + 'Р4, 'Р5 + l{J6, 'Рl - 'РЗ, 'Р2 - 'Р4, '-Р5 - 'Р6·

Ясно, что функции l{Jl - l{Jз, 'Р2 - 'Р4, 'Р5 - l{J6 должны преобразовываться

по предстаRЛению Г~. Если пренебречь перекрыванием функций VJk
И считать их нормированными, то соответствующие приближенные

собственные функции нашей задачи можно записать в виде

1 1 1
...j2(I(J! - 1(J3), ...j2(1(J2 -1(J4), ...j2("P5 - "Р6) .

.Приближенная собственная функция, преобразующаяся по тожде

ственному представлению Г I , имеет вид

1
Vб("Р! -+ "Р2 + "Р3 + 1(J4 + "Р5 + 1(J6).
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Оставшиеся две независимые функции симметричной цепочки, пре

образующиеся по неприводимому представлению ГЗ, можно выбрать

в виде

1
v4 [(СР2 + CJ'4) - (<р I + <Рз)) ,

1
v'I2[(<P2 +СР4) + (СРI + CJ'з) - (<Ps + СР6»).

8.3. Для простой кубической решетки обратная решетка также явля

ется простой кубической. Для гранецентрированнойрешетки обратной

Рис. 19. Рис. 20.

является объемноцентрированная кубическая решетка. Зоны БрИJUlЮЭ

на для этих решеток изображены на рис. 19 и рис. 20. Зона Бриллюэна

ДJlЯ гранецентрированной решетки оrpа.ничена плоскостями,

дикулярныии х осям четвертого и треть-

его порядков. Зона БРИЛJ.rюэна для объ- kz
емноцентрированной решетки ограничена

П.il0СКОСТЯМИ,. перпендикулярными к осям

второго порядка.

9.1. Буквами Г, В, М, Х, Л, ~, Е, Т,

В, Z отмечены некоторые типичные сим

метричные точки зоны БРWIлюэна про

стой кубической решетки (рис. 21). Харак
теры неприводимых представлений групп

волновых векторов, соответствующих ЭТИМ

TO(IкaM, приведены в табтщах: Рис. 21.

перпен-
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А Е 2Сз ЗiС2

А 1 1 1 1

А2 I 1 -1

Аз 2 -1 О

Прuложенuе

z Е с1 icl iCll.

Zt 1 1 1 1

Z2 1 1 -1 -1

Zз 1 -1 -1 1

Z4 1 -1 1 -1

Г,R Е зсl 6С4 6С2 8Сз i 3iCl 6iC4 6iC2 8iСз

гl 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Г2 1 1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 1

ГЗ 2 2 О О -1 2 2 О О -1

Г4 3 -1 -1 1 О 3 -1 -1 1 О

rs з -1 1 -1 О 3 -1 1 -1 О

["1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1

1'" 1 1 -1 -1 1 -1 -1 1 1 -12

г' 2 2 О О -1 --2 -2 О О 13

г' 3 -1 -1 1 О -3 1 1 -1 О4

~ 3 -1 1 -1 О -3 1 -1 I О

Д,Т Е с2
2С4 2iC4 2iC24

~I 1 1 1 1 1

~' 1 1 I -1 -11

~2 1 1 -1 1 -1

~' 1 1 -1 -1 12

~5 2 -2 О О О
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.__.._--- . . --,--- .

Е, S Е С2 icl iC2

Еl 1 1 1 1

Е2 1 1 -1 -1

Е) L -1 -1 L

1:4 1 -1 1 -1
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м Е 2сl Cll 2C4 1 2С2 i 2icl icll. 2iC4 1. 2iCl

Х Е 2С: .l C;II 2С4 11 2С2 i 2iCl-l iclll 2iC4 [1 2iC2

M 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

М2 1 1 1 -1 -1 1 1 1 -1 -1

Мз 1 -1 1 -1 1 1 -1 1 -1 1

М4 1 -1 1 1 -1 1 -1 1 1 -1

Ms 2 О -2 О О 2 О -2 О О

м' 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -11

м' 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 1 12

м; 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1

м' 1 -1 1 1 -1 -1 1 -1 -1 14

м' 2 О -2 О О -·2 О 2 О О5
~._~

Примечание. Вращение вокруг оси, перпендикулярной к векто

ру k, обозначено через Cl.., вращение BOKpyr оси, проходящей через

вектор k, - через CII.
Найти классификацию нормальных колебаНИЙ - это значит опре

делить неприводимые представления трупп ВОЛНОВЫХ векторов, ПО ко

торым преобразуюгся нормалъныIe координаты�. Для определения ха

рактеров приводимоro предстаRЛения, по которому преобразуются нор

мальные координаты с даННЫ~f значением волнового вектора, восполь

зуемся формулами (9.8) и (9.9). Нам удобно представить их В следующем

виде:

{

(1 + 2 cos tp) Е ei(ka)na для поворота,

X(g) = -(1 +- 2cos ~)a~ ei(ka)na для поворота с инверсией. (*)
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Рис. 11.

---- R~R~

Заметим, что если вектор k лежит внyrpи зоны Бриллюэна, то

множители ei(ka) можно опустить, так как в этом случае (ko) == о.

8з 84 Выберем центр симметриив узле А (рис. 22).
Рассмотрим элементарную ячейку, в которую

входят атомыI А И B 1• При преобразованиях сим

метрии атом А будет всегда оставаться на своем

месте, а атом В1 будет совмещаться с атома

"'-...-.-I~--J)B6 ми В2 , вз, ... ,Вв. Векторы о, входящие в фор-
мулу (*), соединяют узел В1 с эквивалентны

ми узлами В2, вз, ... ,ВВ. Вычислив характеры

представления по формуле (*) и применяя обыч

ную процедуру разложения этоro представления

на неприводимыI,' мы получим следующую схему классификации нор

мальных колебаний рассматриваемого кристалла:

г~ г~ . Л1ЛзЛ1ЛЗ

I '------- &1&5&1&5

1:1~~4~11:~4

I TsT; TsT;

, , , -----M s М2 М5 M s Z1Z;ZЗZ1Z;z.,

Обратим внимание на то, что при переходе от более симметричной

точки зоны БРИJUlюэна к менее симметричной (например, от точки r
к точке А) неприводимые представления для последней MOryr быть

получены с помощью разложения представлений, соответствуюших

первой.

Например, rs= А) + Аз, г~ == hl + Ез + ~4 И т. Д. Заметим, что
полученная здесь классификация нормальных колебаний, осНованная

на чисто ~еханическом рассмотрении, справедлива лишь для неполяр

ных кристаллов.

Матр.......е.риводимwxпредC'J'8.lUleНIIЙrpуппы Соо.

А} А2 Ет

Вращениена угол r.p 1 1 ( e-~т~ ei~1' )

Отражение в плоскости,
1 -1 е ~)прохошпu.еЙчерез ось
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10.1. ИСПQ1lЬЗУЯ метод, аналоПfЧНЫЙ тому, который был приме

иеll в таве VJ для иахОJКдеиия матриц иеприводНМЫХ преДCJaВlJеllИЙ

группы Сп., мы получим результат, приведеllНЫЙ в таблице иа с. 266.
18.1. ИСПQ1lЬЗОвать метод, изложенный на с. 204, и классифнкацию

IIормалЫIЫХ координат такой молекулы, получеииую и главе VJ[. За

кои преобразования ОСЦНЛЛRТОРНЫХ вQ1IHoBых фуикций см. иа с. 172.
nромежуточиые и окоичательиые результаты для случая а) приведены

и таблице на с.268.

18.2. Рассмотрим теllЗОР п-го раига в каноническом базисе, т. е.

как I-теизор. Каждый из n Зllачков 1-теll3Ора принимает трн значе

ния: 1, О, -1. HaitдeM сиачала число 6rn компоиеит симметричного

тен3Ора п-го ранга, сумма значков КОТОрЫХ равна т. Тогда кратнОСТЬ

r, неприводимого преДСПWJеиия D(L) и рассматриваемомтензориом
предспи,1еиии:'oIожет быть опреде,1еllа по фоР:'olуле

r, =6L-6,.+I.

Обозна'IИМчерез 01, 00, 0_1 чнсла теНЗОрllЫХзначковданной ком

Ilоиенты,раВНЫХСOOТВC'ТC'Пleнно1, О, -1 (01+00+0_1 = п). ОчеВИДllО,

'ГГО m = 01 - 0_1' Поэтому мы можем напнсать HepaвeHCТ1IO

Знак раненства справа имеет меСТОТQ1IЬКО и том случае, если числа m
11 n одинаковой четности. Отсюда следует, что 6rn = n - m + 1, если m
и n одинаковой четности, н 6rn = n - т, еслн m н n имеют противопо-

=ии~ю:е:И=а:=~Л~=;~;П~~И(: ~;) ~(пL~2>-~~~~: i
и n противоположиой четИOCПl. В обоИХ случаяХ, коиечно, L ~ п.

18.3. ВосПQ1lЬЗОRaТbCЯ методом, изложениым иа с. 205, и результа

том упражнеиия 18.2.
22,1. Рассмотрим две системы отсчета, движушиеся друг отно

сительио друга С постояииой скоростью 17. НаЙдем преобразование

Лоренца, связывающее пространственные коордииаты и время в этих

системах. Рассмотрим преобразование Лоренца !/О), соответствуюшее

двюкению вдоо1ь оси Oz. Очевидно, что преобразованиеЛоренца, соот

ветствующее двнжению со скоростью 17, может быть преДCJaВlJено в ви

ае u!/O)(1/I)u- 1, где преобразование u совмещает ось Oz с напpaвnением

скорости 17. nреобразовaJlие и- I можно записать В виде 912("')91)(8),
r:дe 8 - угап межау осью Oz И скоростью 17. Так как простраиствеиные

оси авух систем могут быть ориеlПИРОваны произвольно, то ОКОllча

тe.1bI10 связь межау рассматриваемыми системами отсчета получается

спомошьюпреобразоваllИЯ

Л =U'U90)(ф)u- 1 =u"90э(ф)u- l •



Е ЗС2 6C~ 6С2 ВСз i ЗiС2 6iC~ 6iC2 8iСз стаТ. веса

01 ~З 01:; 3 01 == 1 01 == 1 01 ~ I 01 -;.:: 5 а. =1
01 =3 01 ~ 1

°i 01 :::7 а2 = 1
11'2 = 2 11'4 = 1 11'2 =3 аз = 2 а2 = 3 а2 = 1

04 = 1
11'2 =2 06 = 1

Ео; 7 5 4 4 3 4 6 3 S 2
i

ЧeтJIОСТЬ Ч Ч н н ч }f н ч ч н

г(2)' = 1'А 1 1 -1 -1 1 -1 -1 1 1 -1

EQi
х=2 ' 1.28 32 16 16 8 1.6 64 8 32 4

г(1) ] 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2

г(3) 2 2 О О -1 2 2 О О -1 О

г(4) 3 -1 -1 1 О 3 -1 -1 1 О 12

г(4)' 3 -1. -1 1 О -3 1 1 -1 О О

r(sY з -1 1 -t О -3 1 -1 1 О 6

t-.)
~
ос

~
~

в
:t:
~
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ПоеКQ.;1ЪКУ произволъное вращение и" можно представить в виде

" (") ((JII) (")и == 912 l(J2 923 912 tp ,

то окончательно мы получаем

Л == 912('Р~)g2з(8")gI2('Р~)90з(ф)gI2(V')92з(8).

22.3. Рассмотрим инфинитезималъные матрицы неприводимоro

предстаНJIения nO,12) группы Лоренца, соответствующие группе трех
мерных вращений. Согласно формуле (22.33) они имеют вид

в: = (Mi х Ег + Ем х Tj),

Т. е. совпадают с инфинитезимальнымиматрицами прямого произведе

иия n(ll) х n(12) двух неприводимых представлений группы вращений.
Применяя правило Кл:ебша-Гордана,мы получим, таким образом, что

неприводимое представление n(I"2) имеет следующее разложение:

D(1112) :"".:: D(ll+12) ЕВ D(IJ"t 12-1) Ее •.. ЕВ D(I II-121).

IIриложение к главе VII

Рис. 23. Осв k -ro oopJ1ДК8 веnpиво

ДИМЫХ ореДСТ8вленвй группы О

(К таблице на с. 270-272)



Матрицы веприводIIМWX предетавлевий групп.. О

Е
c(~) с(7/) c(z) с(ж) с(') c(z) (с~Ж»)3

2 2 2 4 4 4

r(l) 1 1 1 1 1 1 1 1

г(2)
1 1 1 1 -1 -1 -1 -1

%1/%

г(3)

(~~) (~~) (~~) (~~) (-1 О) ( ~ 1) (-~ ~r) (-~ ~)J3~1I2 - .:2)
О 1. v1 1

r - зх2
Т -2

г(4) (100) (' О О) ( -1 О О) (-1 О О) (-1 00) (О О -1) ( О 1О) ( -} о О)
О 1 О О -1 О 01 О О -1 О О О 1 О -1 О -JO О О 0-1

1Jz,zz,z1l
О О 1 О 0-1 О 0-1 О О t О -} О 1 О О О 0-1. О 1 О

г(~) (1 О О) (1 О О) (-10 О) (-1 О О) (10 О) ( 001) (О -1 О) (1 00)
О 1 О О -1 О О 1 О О -1 О О 0-1 О 1 О 1 О О О О 1

Х,1I,%
О О 1 О 0-1 О О -1 О О 1 О I О -} О О О О 1 О -1 О

ОбознаlIение: c~4) - ОСЬ k -го порswка, проходящая через точки а (рис. 23 на с. 269). Рядом с символами неприводимых
представлений приведены примеры ненормированных базисов.

~
'1
(;)

~
~

~
~
t:
~



г (С1У») 3 I (c~%») з C(I) c~2) с(З) J с(4) c(S:t с(6)

1

2 2 2 2 2

I
I

ГО) 1 1 1 t 1 1 1 1I
I
I
I

г(2)
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1xyz

г(З)

( ! vrэ) ( ! _vrэ)'( ! _vrэ)
(-~ ~1) ( ~ 1) ( ~ ~) (-~ ~) (-~ ~)v'З!у2 _ :?)

r - зz2 4_24 -~ -t I -1-~ Jj 1 ~ _!
Т -'2 2 2

г(4) ( О 01) (О -] О) (О] О) ( 0-10) (001) ( О 0-1) (] 00) с О О)О -1 О 1 О О 1 О О -1 О О О 1 О О 1 О 001 О 0-1yz, xz, ху -} О О О о-} 001 О О t 1 О О -1 О О О 1 О О -1 О

r(S) (О О -]) ( 0]0) ( О -1 О) (О 1 О) ( О О -1) (О 01) (-1 О О) ( -1 О О)01 О -1 О О -1 О О 10 О О -1 О О -1 О О 0-1 О О 1:t,y,z 10 О О О 1 О 0-1 О 0-1 -} О О 1 О О О -1 О 010

~s
~
~
:t
t=
~

~

~
~

~

;s---.

N
'-J
~



с(а) с(6) с(с) C(d) (c~CI»)2 (с16») 2 (c~c») ] (C~d») 2
з 3 3 3

1'(1) 1 1 1 1 1 1 1 1

г(2)
I 1 I 1 1 1 1 1

жуz

гР)
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