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ОТ ПЕРЕВОДЧИКА 

Книга написана выдающимся голландским геометром про
фессором Я. А. Схоутеном, много сделавшим для развития 
тензорного анализа. Как видно из заглавия, книга рассчитана 
в первую очередь на физиков и механиков, однако она бу
дет полезна и для математиков, интересующихся приложе
ниями тензорного анализа. За рубежо�r книга пользуется 
исключительной популярностью, о чем можно судить хотя 
бы по тому, что редкая работа. в которой испо,1ьзуются 
методы тензорного анализа, обходится без ссылок на эту 
к нигу. 

Книгу можно разделить на две части. В первой часта 
дается сжатое н в то же время исчерпывающее изложение 
теоретических основ. необходимых д.1я прн.южения методоа 
тензорного анаю1за. Важной отличите.1ыюй чертой является 
последовательное проведение групповой точки зрения на 
тензоры, тензорные плотности и геометрические объекты. 
Из других особенностей отметим включеш1е в теоретическу10 
часть книги ряда интересных для приложений вопросоu, ко
торые обычно не находят отражения в курсах тензорного 
анализа. К ним, в частности, относятся: производные Ли 11 
Лагранжа, теория неголономных преобразований, различны� 
формы теоремы Стокса на многообразии. в римановом и евк
лидовом пространствах и т. д. Завершается первая часть 
краткой сводкой основных определений и формуд тензорного 
анадиза, весьма удобной д.r1я справок. 
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Во второй, большей части книги рассыатриваются при
ложения тензорного анализа к электродинамике, теории упру
гости, классической динамике, теории относите.'!ьности и 
квантовой механике (матричное исчисление Дирака). Автор 
с большим искусством демонстрирует исключительную пло
дотворность методов тензорного анализа в этих областях 
физики. Со времени выхода книги в свет ( 1 95 1 г.) методы 
тензорного анализа нашли широкое применение также в ин
тенсивно развивающейся за последние годы теории дисло
кации. В связи с этим по предложению издательства 'Книга 
была дополнена соответствующим разделом. 

Можно надеяться, что эта книга, наряду с известной 
книгой П. К. Рашевского «Риманова геометрия и тензорный 
анализ», станет основным пособием для физиков, механиков, 
математиков и вообще тех, кто желает серьезно познако
миться с тензорным анализом и его приложениями. 
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В основу этой книги положены лекции, которые чита
лись до и во время войны в Дельфте и после войны в Ам
стердаме. В главах 1 и II излагается тензорная алгебра в Еп 
и Rn• а в главах IV и V - тензорный анализ в Х п и Ln. 
В главе III, относящейся к алгебре, рассматриваются отож
дествления величин в Е п после введения подгрупп аффинной 
группы. Эти пять глав содержат теорию тензорного исчис
ления в объеме, необходимом для физических приложений. 

Непосредственно после пятой главы приводится сводка 
основных теоретических положений. Это сделано по просьбе 
физиков и должно оказать помощь экспериментаторам и всем 
тем, кто интересуется, главным образом, приложениями, ко
торые рассматриваются в последующих главах. С помощью 
этой сводки можно избежать необходимости детального изу
чениsт предыдущих глав. 

В следующих четырех главах мы приводим примеры при
ложений тензорного исчисления. Так как существует м н ого 
тем, которые могли бы заполнить несколько книг подобных 
размеров, необходимо было сделать определенный отбор. 
Мы выбрали, конечно, только те приложения, которые ин· 
тересны как сами по себе, так и в качестве хороших при
меров полезности и преимущес1в, которые дает применение 
тензорного исчисления. В главе VI, тесно связанной с гла
вой 111, мы показываем, что размерности физических величин 
зависят от выбора лежащей в основе группы. Со времени 
Фоftгта, который ввел термин «тензор». некоторые виды 
тензорного исчисления всегда являлись наилучшим инстру
ментом для исследования анизотропных сред. В главе VII 
с помощью современного тензорного аппарата рассматри
ваются некоторые как традиционные, так и современные за
дачи теории упругости и пьезоэлектричества. Далеко не все�1 
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известно, что классическая механика может быть изложена 
весьма элегантным образом с помощью тензорного исчис.1е
ния. В главе VIII мы приводим некоторые примеры, касаю
щиеся неголономных систем и преобразований к однород
ному виду уравнений Лагранжа и Гамильтона. Теория от
носите.�ьности оказала сильнейшее влияние на развитие 
тензорного анализа от его первоначальной формы, данной 
Риччи, до используемой здесь наиболее современной формы. 
В главе IX мы рассматриваем сначала релятивистскую кине
матику и динамику, а затем в последнем разделе даем на
бросок современного подхода к релятивистской гидродина
мике. Ни одна из этих четырех глав не п·редназначалась 
служить небольшим учебником по соответствующему пред
мету, но мы надеялись избежать несвязного перечисления 
интересных фактов и пытались сделать каждую главу корот
ким, но систематическим введением в соответствующую об
ласть теоретической физики. 

Матричное исчисление столь тесно связано с тензорным,  
что о нем нельзя не упомянуть в книге, подобной этой. 
В главе II мы даем в обычном плане краткий набросок 
связей между обеими дисциплинами. Однако, учитывая по
следние исследования Дирака по приложению матричного 
исчисления к квантовой механике, мы считаем необходимым 
привести в главе Х изложение его замечательного метода. 

В конце каждой главы дается ряд упражнений. Многие 
из них сформулированы в виде доказательств, чтобы ответ 
был заранее известен. Почти во всех остальных случаях при
водятся необходимые ш1тературные ссылки. 

Представляется полезным помещенный в конце книги ука
затель . Я должен выразить благодарность проф. Е. Т. Дэвису 
и администрации издательства «Кларендон Пресс» , кото
рые много сделали для улучшения моего английского языка, 
а также внесли ряд ценных предложений. Мое сотрудни
чество с «Кларендон Пресс» было весьма приятным, и я же
лаю выразить ему искреннюю благодарность. 

ГоЛдандия Я. А. С. 



1. ПРОСТРАНСТВА, ОПРЕДЕЛЯЕМЫЕ 
ЛИНЕЙНЫМИ ГРУППАМИ 1) 

1. Группа о •. Аффинная геометрия 

Мы будем рассматривать п-мерное пространство, отне
сенное к координатам хи. Последние подвергаются преобра
зованиям вида 2) 

(1. I а) 

х' х' с постоянны.1�иt коэффипиентами Ах , а . Множество этих 
преобразований образует группу, т. е. 

1) результат двух выполненных последовательно пре
образований из множес1ва принадлежит этому же множеству; 

2) для каждого преобразования нз множества обратное 
преобразование принадлежит тому же множеству; 

3) множество содержит тождественное преобразование. 
Эта группа называется аффаtiной группой Оа. Координаты 
называются пря.молинейны.ци. 

Преобразование, обратное ( 1 . 1  а), 

( 1 . 1 Ь )  

1 )  Общие ссылки: Р .  К. 1 924. 1 ;  1954. 1 ;  В е б л е н  и У а й  т хе  д 
1 932. 1 ;  Н. М. 1 935. 1 ;  Л и х  н е  р о в  и ч 1947. 1 .  2) Индексы х, Л ,  �i. v. р. а, t (и иногда w) всегда принимают 
значения J, "" п (курсив). Индексы х', Л' ". - значения J', .",11' 
(курсив). def обозначает: равно по определению. Det ( )-опре-
делитель матрицы ( ). 

Если в любом члене некоторый индекс встречается дважды: 
один раз как верхний и другой раз как нижний, то по этому 
инде1\су должно быть выполнено суммирование. Знак сумыирова-
ния � при этом опускается (правило Эйнштейна). 
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содержит постоянные коэффициенты А�·. ах, связанные ' х' с А� и а соотношениями { 1 для х' = Л' 
х' х ' 

А А·-х 'J.. - О для х' =/=- '),' , 
х х' { 1 для х = Л, 

Ах·Ал = 
О для х =/=- л. 

х х' х х' х х' Ах·а = - а , Ах а = - а  . 

( l .2) 

( 1 . 3) 

Для того чтобы найти А�· для некоторых фиксирован
ных значений х и Л' (например, х = 1 ,  Л' = 3'), мы запи-

х' сываем матрицу 1) из элементов Ал 
А�1 А1

1 

( 1 . 4) 

, ' и образуем алгебраическое дополнение элемента А� , 
nычеркивая из матрицы строку и столбец с индексами х и Л' 
соответственно и умножая определитель полученной матрицы 
на (-/)х+л•. Тогда А�· равно этому алгебраическому допол
нению, де.1Jенному на Л. Если расписать Det (А�'). то это /..' алгебраическое дополнение будет коэффициентом элемента Ах . 
Следовательно, 

Ах, - л - 1 �- дlnл 
'f, - 'J' - /..' .  дА� дАх ( 1 .5) 

Каждая координатная система хх' , которая может быть 
получена из хх посредством некоторого преобразования, 
принадлежащего Ga, называется допусти.мой 1<00 рдинат
ной системой, а пространство со всеми допустимыми 
1юординатными системами - аффинны.1tt пространство.м, 
или Еп. Теория всех инвариаН1ных относительно 03 свойств 
фигур в Еп называется аффинной геометрией. 

Во всех формулах мы встречаемся с коренными буква.ми 
подобно А, х, те1сущи.мtt ttндекса.ми подобно х, х' и 

1) Когда нам будут встречаться выражения с двумя индексами 
11 соответствующие им матрицы, мы будем считать, что первый 
индекс обозначает номер строки. а второй - столбца. Если оба 
индекса расположены вертикально, один над другим, нижний индекс 
считается первым. 
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фиксированными индексаАtu подобно/, • . .  , п; !', . . . , п'. 
Текущие индексы могут быть взяты также из другого алфа� 
вита, а фиксированные индексы могут быть взяты из строки 1, 
2, 3 . . . вместо /, 2, 3. Например, преобразование коор
динат могло бы быть обозначено переходом от хх; х = /, . . .  , ti 
к xh; h = 1 ,  . . . , п. Следовательно, имеется различие между 
х1 и х1 такое же, как и между х1 и х1'. При употреблении 
латинских текущих индексов мы обычно используем прямой 
tu рифт для соответствующих фиксированных инде1\сов. 
Любое множество фиксированных индексов всегда принад
лежит одному и только одному множеству текущих индексов. 
Каждое множество текущих или фиксированных индексов 
принадлежит одной определенной системе координат, и эта 
система координат обозначается одним из ее текущих индексов 
в круглых скобках, например (х), (х'), (lz), (h'). ТоЧки и 
коренные буквы не изменяются при преобразопании коо р
динат. Изменение координат указывае1 ся новым множеством 
текущих и соответственно фиксированных индексов. Однако 
при точечном преобразовании координатная система и, 
следовательно, текущие и фиксированные индексы не изме
няются, тогда как точки и коренные буквы изменяются, как 
в следующем примере: 

ух_ х+рхх1. - Р .i. ' ( 1 . 6) 

который при постоянных рх и Р�"л представляет аффинное 
точечное преобразование 1), 

Не всегда, однако, удобно использовать новую букву 
для указания изменения корня. Мы будем указывать изме
нение корня посредством: 

( 1 )  изменения коренной буквы; 
(2) присоединения штриха или зпездочки преимущественно 

слева от коренной буквы; 
(3) добавления индекса непосредственно над или под 

коренной буквой, так как место вверху и внизу справа 

1) В этом заключается существо метода коренных букв и ин
дексов, используемого в этой книге и многих других современных  
работах по дифференциальной геометрии и уравнениям в частных. 
производных (метод впервые предложен автором в 1926 г. - П ри.м. перев.). 



16 1. ПРОСТРАНСТВА, ОПРЕДЕЛЯЕМЫЕ ЛИНЕl'ШЫМИ ГРУППАМИ 

от коренноlt буквы обычно резервируется для текущих и фиксированных индексов; 
(4) использования несмещенных «выключенных» индексов, . 

как это будет объяснено в дальнейшем. 

2. Подгруп п ы  Оа 
Если мы используем вместо 03 какую-либо ее подгруппу, 

последняя порождает геометрию, являющуюся частным слу
чаем аффинной. В дальнейшем в этой книге встречаются 
следующие случаи: 

l .  Группа Оь0 всех линейных одно родных преоб ра
зований с Л =!= О (центро-аффинная группа). Начало,  
или центр,  хх = О являе1'ся инвариантом, а пространс1'во 
называется центро-аффинны.м Еп. Допустимыми сис1емами 
координат являются допустимые системы Е" с общим началом. 

2. Группа йсч всех равнооб'Ое.мных линейных одно
родных преобразований, т. е. преобразований с Л = ± 1 
(аквиаффинная группа). Пространство называется цептро
аффинпы.м Еп с заданпы.м едипичны.м об'Бе.мо.м (экви
аффинпы.м Еп)· Допустимыми системами координат являются 
допустимые сиС1'емы Еп с общим началом и одинаковым еди
ничным объемом. В геометрии, порождаемой Oeq• объемы 
могут сравниваться. 

3. Группа Osa всех специальных аффинных преоб ра
зований, т. е. линейных однородных преобразований с Л = + 1 (упи.модулярная группа). Пространство назы
вается ориептированпы.м центро-аффинпы.м Еп с задан
пы.м единичны.м обье.мо.м и заданной ориентацией (уни
.модулярны.м Еп)· Допустимыми координатными системами 
являются допустимые системы Е11 с общим началом, одина
ковым единичным объемом и одной и той же ориентацией 
(в Ез только правые или только левые системы). п-.мерная о риепта ция фиксируется посредовом п направлений 
со стрелками, которые не содержатся ни в одном Еп-1 и 
которые заданы в определенном порядке 1). Для п = 2 м ы  

1 )  Вместо п направлений может быть взята часть кривой, не 
содержащаяся ни в каком En-l и снабженная стрелкой. Если 
1 
2 п (п + /) четно (например, д,1я п = 3). стрелка может быть 

опущена. 
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называем ориентацию направление.м вращения и для 
п = 1 - направлением. Два таких множества направлений 
задают одну и ту же ориентацию, сели они могут быть 
переведены одно в другое посредством аффинного точечного 
преобразования с по.южительным Л. Отсюда следует ,  что 
каждая координатная система в Е11 фиксируе-r определенную 
орие111ацию своими п осями, их положительными направле
ниями и порядком /, . . . • п. Эта ориентация изменяется 
при преобразовании координат тогда и только тогда, когда Л 
отрицательно. 

4. Группа G0r всех ортогональных однородных пре
образований (группа вращений и отражений) . Прост
ранство 1) называется Rn· Л = ± 1 .  Допустимыми системами 
координат являются ортогональные системы с общим на
чалом и одинаковым единичным объемом. В Rn существуют 
понятия длины и угла. 

5. Группа Gro всех вращений (группа вращений); 
Л = + 1 .  Пространство называется о риенти рованны.tt R,1• 
Допустимыми системами координат являются ортогональные 
системы с общим началом, одинаковым единичным объемом 
.и одной и той же ориентацией. 

Каждой группе принадлежит своя геометрия, т .  е. теория 
всех тех свойств фигур, которые остаются инвариантными 
при всех преобразованиях данной группы. 

Геоме1 рия группы и геометрии ее подгрупп связаны сле
дующим образом (принцип Ф. Клейна 2) ) .  

Если О есть группа и О' - ее подгруппа. состоящая 
из всех преобразований из О, оставляющих инвари
антным некоторое .множество фигур А, то гео.нет
рия любой фигуры относительно О' тождественна 
с геометрией атой фигуры в.месте с А опutоситель
но а. В предыдущих случаях мы можем всегда взять в качестве 
множества А множество всех допустимых систем координат 
или фигуру, из которой они могут быть поJiучены, например 
начало, если мы переходим от Ga к 0110, или единичную 
гиперсферу, если мы переходим от Ga к Gor· 

1) Его назы ва ют так же евклидовым. - Прим. перев. 
2) 1872. 1. 

2 $!. А. Схоутен 
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3. Плоские nодмногообраэия в Еп 
В этом разделе мы дадим краткий обзор наиболее важных 

свойств плоских подмногообразий в Еп. 
Рассмотрим систему п - р линейных уравнений 

Cfx"' + сх = О ( + 1 ) ,.. х = р , . . .  , n (3. 1 )  

с nостоянны.ма коэффициентами Cf, (,-м и предположим, 
что матрица коэффициентов Cf 

cy+i С] 

с�+1 с� 
(3 . 2) 

имее1 наивысший возможный ранг 1) п - р. Тогда уравне
ния (3. 1)  линейно независимы, и из них можно определить 
п - р переменных х" в функции от остальных переменных. 
Эти последние р переменных могут быть, таким образом, 
использованы в качестве координат подмногообразия Еп, 
состоящего из всех точек, удовлетворяющих (3 . 1 ). Так как 
эти переменные подвергаются преобразованиям группы Оа 
при инвариантности остальных п - р переменных, то под
многообраэие есть Ер• Мы назовем его нуль-.многооб разае.м 
уравнений (3. 1 ). а (3. 1 )  - н уль-фо р.лtой пространства ЕР' 

Таким образом, решение (3. 1 )  может быть записано в форме 

(3 .3) 

с nостоянны.ми коэффициентами В�. В" и р произвольными 
параметрами 'l")ь. Выражение (3 .3) называется nара.метри
ческой формой Ер· Подставляя (3.3) в (3. 1 ), имеем 

CfB� = О; CfB"' + Сх = О (Ь = 1, . . " р; х = р + l, " "  n). 
(3.4) 

Точечное преобразование вида 
'х"=х"+с" (3.5) 

1) Матрица имеет ранг г, если существует отличный от нуля 
минор r-ro порядка, а все миноры более высокого порядка равны 
нулю. 
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(в котором изменение коренной буквы указано штрихом 
слева от буквы х) с постоянными сх называется трансля
цией. Если мы подвергнем (3.5) преобразованию ( 1 .1) 
группы Оа• то получим 

' х' х' х' х х =х +Ах с .  (3.6) 

Следовательно, трансляuия в Еп инвариантна 01носительно 
допустимых преобразований координат. Два ЕР в Е11 назы
ваются параллельны.ми, если они могут быть преобразо
ваны друг в друга посредством трансляции. Говорят. что 
параллельные ЕР имеют одинаковое р-направление. !-на
правление называется направлением. Это направление еше 
не обладает ориентацией. Толы<о в том случае, если оно 
снабжено стрелкой, это понятие совпадает с направлением 
в общепринятом понимании. В центро-аффинном Еп длн 
каждого ЕР имеется одно и только одно параллельное ЕР' 
проходящее через О. Его нуль-форма может быть получена 
из (3. 1 ), если положить сх =О: 

Cfx"'=O (х=р+ 1 ,  n). (3.7) 

Рассмотрим теперь некоторые ЕР и Eq, проходящие 
через О и заданные уравнениями 

1 х л. 
Сл.х =0, 
2 
С�х"'=О 

(x=p+l. "" n; y=q+I, " . , n). (3.8) 

Если ранг комбинированной матрицы 
+2n-p-q_,, 

i ll cf с� 11 (3.9) 

равен п - s, в системе (3 . 8) имеются как раз tt - s линейно 
независимых уравнений, и,  следовательно, они определяют 
некоторое Е5, пересечение ЕР и Eq. Таким образом, ЕР и Eq• 
проходящие через О, всегда пересекаются по Е5; О-< s-< р, s-< q; s :;?;- р + q - п 1) . Это .'!егко может быть обобщено 

1) Говорят, что Ер и Eq определяют Е,, если они содержатся в Е,, 
но не существует Е,_ 1, которое бы их содержало. Очевидно, что 
r = р + q - s < п. Следовательно, s *"- р + q - п. - П ри.м. пе рев. 

2* 
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на произвольные ЕР и Eq, если мы будем рассматривать 
точки ЕР «на бесконечности» как несобственное Ер-! (или 
Ер-! «на бесконечности»). Тогда два параллельных ЕР 
пересекаются по несобственному Ер_1, и мы видим, что не
собственное Ер-1 можно рассматривать как р-направление. 

П ринимая это условие, мы можем сформулировать 
предложение: ЕР и Eq в Е,1 или пересекаются по Es, 
p+ q-п-<..s<,.p; O-<,.s-<..q. или они вообще не имеют 
общих точеt• (s = - !). EJ есть точка, Е1 называется пря· 
.мой линией. Е2 - плоскостью и Еп_z - гиперплоскостью. 
Если ил х1• = О -уравнение гиперплоскости, проходящей 
через О, то ил называются (однородными) координатами 
гиперплоскости. Каждой допустимой 1юординатной системе 
в En принадлежат п Е1-коо  рдинатных осей, ( ; ) Е2-коо р

динатных плоскостей, каждая из которых определяется 
двумя осями, и (; ) EP-1too рданатных ЕР' 1 .-<,. р-<.. п - J. 
С их помощью моЖно легко показать, что любое ЕР в Еп 
задается (р + /) (п - р) числами. Если координатная система 
не является специальной, ЕР пересекает каждое координат-
ное Еп-р в одной и только в одной точке. ЕР определяется 
един ственным образом р + 1 таких точек, а каждая из них 
может быть задана п -р чис.�ами. Таким же образом можно 
показать, что любое ЕР в Еп, проходящее через заданное Eq, 
q <,. р. может быть зафиксировано (р - q) (п - р) числами. 
Следовательно, ЕР в центро-аффинном Еп, проходяшее через 
начало, может быть зафиксировано р (п - р) числами. 

Для заданных ЕР и Eq можно рассмотреть плоское много
образие Е1, содержащее ЕР и Eq и имеющее наименьшую 
размерность . Это Е1 называется обмдиненuе.Jt ЕР и Eq. 
С учетом несобственных многообразий может быть доказано 
следующее предложение. 

Объединение ЕР а Eq• пересекающихся по Es, есть Е1, 
t = p+ q-s. 

Ниже приведена таблица пересечений и объединений 
в общем случае для п = 4. 
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Пересечение Объединение 

Ео Ez Е2 Ез Ео Ez Е2 Ез 

Ео х х х �J EJ ! Е1 Е2 Е1 Е1 
Ez х х х Е1 Е2 Е1 Е1 f4 (3 . 10) 

Е2 х х Ео Е1 Е;, Е: Е1 Е1 Е1 
Е1 х E.J Е1 Е2 EJ Е4 Е4 Е4 Е4 

Х = пересечение пусто 

Таблица пересечений в Е1 может быть проверена с по
мощью простого эксперимента. В Е1 обычных координат х, 
у, z и времени t графиком движущейся точки является кри
вая - ее .мировая линия. В случае равномерного движения 
:мировая линия есть Е1• Равномерно движущаяся прямая 
линия описывает мировую двумерную плоскость, а равно
мерно движущаяся плоскость - мировое Ез. В качестве при
мера рассмотрим теперь два Е1, движущиеся равномерно. 
Так как они пересекаются в один момент, два мировых Е2 
пересекаются в одной точке. Таким же образом движущиеся 
равномерно Е1 и Е2 пересекаются в равномерно движущейся 
точке. Следовательно, мировое Е2 и мировое EJ пере
секаются по Е1 1). 

Если в Еп задано р-направление, мы можем рассматри
вать все ЕР с этим р-направлением I<ак точки некото-
рого Еп-р· Этот процесс называется редукцией Еп отно
сительно заданного р-направления. Если координаты 
выбраны таким образом, что параллельные ЕР представлены 
уравнениями 

хР+1 = const, . . . , xn = const, (3. 11) 

то xP+l, . . . , xn могут быть использованы в качестве коор
динат в этом Е п-р· 

Если в Еп задано ЕР' а также (п - р)-направление, 
которое не имеет общего направления с ЕР' каждая rеоме-

1) Этот эксперимент может быть выполнен д,1я аудитории 
с помощью двух тростей или трости и куска картона. 
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трическая фигура в Еп может быть подвергнута следующим 
операциям: 

(а) Пересечение с ЕР: результирующая фигура состоит 
из общих точек первоначальной фигуры и ЕР. Только ЕР 
при этом использовано. 

(Ь) Редукция относительно (п - р)-направления: все 
точки фигуры, которые лежат в одном и том же Еп-р 
с заданным (п- р)-направлением, тождественны. Результи
рующая фигура содержится в ЕР' которое получается из Еп 
редукцией относительно (п - р)-направления. Только (п- р)
направление использовано. 

(с) Проекция на ЕР в (tt - р)-направлении: через 
каждую точку фигуры проводится Еп-р с заданным (п - р)· 
направлением. Пересечение этого Еп-р с ЕР есть проекция 
точки. Использованы как ЕР' так и (п- р)-направление. 

В заданном ЕР в Еп может быть фю<сирована р-мерная 
ориентация. В этом случае говорят, что ЕР имеет внутрен
нюю ориентацию. Если в некотором Еп-р• не имеющем 
общих направлений с ЕР. фиксирована (tt - р)-мерная ориен
тация, она определяет ориентацию в каждо.м таком же Е�-Р 
посредством проекции его на Еп-р в р-направлении, задан-
ном ЕР. В этом случае говорят, что ЕР имеет внешнюю 
ориентацию. Например, для случая Е1 в Ез стрелка в Е1 
и направление вращения вокруг Е1 задают соответственно 
внутреннюю и внешнюю ориентации. 

УПРАЖНЕНИЯ 
1. 1. доказать, что точечное преобразование 

/� = А�.б�' х"' + av. (la) 

переводит каждую точку хх в точку у\ которая имеет те же ком
поненты относительно (х'), что 11 точка хх относительно (х). 1. 2. Если (3.8) суть уравнения в точечных координатах Ер 11 Eq, 
проходящих через О, то их параметрические уравнения в коорди· 
натах гиперплоскости имеют вид 

1 2 
Uл = Cf�x• Uл = cre)! (х = р + 1, . ". n; у= q + 1, " .• n). (2а) 



УПРАЖНЕНИЯ 

Так как ранг (3.9) равен п - s, то п уравнений 
1 2 

23 

Cf�x-crey=O (.x=p+l, .", n; y=q+1, . . .  , n) (2р) 
имеют п - р- q + s линейно независимых решений ��· 0у, и объе
динением Ер и Eq является Ep+q-s· 

I. 3. Ер и Eq• проходящие через О, могут быть заданы параме
трическими уравнениями 

1 2 .хх = В1tчь. .хх =в:·{ (Ь = l, • ", р; с= 1; ... , q) (За) 
в точечных координатах и уравнениями 

(Ь= 1, " . , р; С= 1, "., q) (3�) 

в координатах гиперплоскости. Если Е8 есть пересечение Ер и Err 
уравнения 

1 2 
В/;11ь -В�{= О (Ь = 1, . • •  , р; с= 1, • • .  , q) (Зу) 

имеют s линейно независимых решений чь. хе и ранг матрицы 
(ер. (3.9)) 

равен p+q-s. 
1. 4. Ер и Eq в Еп, которые не имеют общих направлений и 

каждое и з  которых имеет внутреннюю ориентацию, всегда опре· 
деляют внутреннюю ориентацию в объединении Ep+q для чет
ного pq. Для pq нечетного они определяют внутреннюю орие11та
ци10 в объединении то.пько в случае, если они заданы в определен• 
ном порядке. 

I. 5. Ер и Eq в Еш которые имеют общее Е8 и каждое из ко· 
торых имеет внутреннюю ориентацию, всегда определяют внутрен
нюю ориентацию в объединении Ep+q-s для каждого выбора вну· 
тренней ориентации в Е8, когда (р- s) (q - s) четно, а для 
(р - s) (q- s) нечетного - rолько в случае, когда они заданы 
в определенном порядке. 



11. ГЕОМЕТРИ ЧЕСКИЕ О БЪЕКТЫ В Еп 1) 
1. Оп ределения 

Если tuteeтcя соответствие .между упорядоченны.ми 
.множества.�tu N чисел 

Фл (Л=/, . . . , N) 
и допустимыми систелtа.ttи координат (х) в Еп такое, 
что: 

(l) каждой системе (х) соответствует одно и только 
одно .множество Фл; 

(2) лtножество Фл·. соответствующее (х'). может 
быть выражено только через Фл. А�' и ах', 

тогда говорят. что Фл являются компонентами 
геометричесl(ого обьеl(та относительно (х) в Еп. 

Геометрические объекты в Еп классифицируются согласно 
законам преобразования их компонент. Если в приведенном 
выше условии (2) выражение для Фл· линейно и однородно 
относительно Фл. алгебраически однородно относительно А�' 
и не содержит ах', то Фл являются компонентами геоме
т ричесl(Ой величины в Еп. 

Точка дает простой пример геометрического объекта, 
который не является величиной. Ее компонентами Ф л яв
ляются хх, закон преобразования которых содержит а-к.' 
(ер. I. l. la). 

Кроме координатных и точечных преобразований мы 
можем рассматривать бо.�ее общие преобразования объек-

1) Общие ссылки: Р. К. 1924. 1; 1954. 1; Э й  з е н х а  р т  1926. 1 ;  
Л е в и - Ч и в и т  а 1927. 2; Т о м  а с 1931. 1; В е б де н и У а й  т
х ед 1932. 1; Н. М. 1 935. 1; Б р и л л ю э н  1938. 1; Л и х н е р о· 
в и ч 1947. 1; Б р а н д т  1947. 2; М и  ч е л  1 947. 3. 
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тов, посредством которых каждый объект переводится 
в другой объект того же рода. т. е. с тем же законом пре
образования. При этом координатная система и, следова
тельно, текущие и фиксированные индексы не изменяются, 
а коренные буквы изменяются. 

В §§ 2-8 этой главы наы придется встречаться с мно
гими примерами геометрических объектов. 

2. Скаляр ы  и векторы 

(а) С1tаляры. Скаляр имеет одну компоненту. инвари
антную относительно (1. 1 . 1  ). 

(Ь) /{онтрава риантные ве{(то ры. Контравариантный 
вектор имеет п компонент vx с законом преобразования 

(2. 1 )  

Отсюда вытекает, что vx преобразуется подобно разности 
двух радиусов-векторов и, следовательно, vx может быть 
представлен системой из двух точек с ориентаuией, фикси
рующей порядок этих точек . Ориентаuия может быть задана 
стрелкой (не обязательно прямолинейной) или положи·� ель
ным и отриuательным знаками. или числами 1 и 2 и т. п. 
Система точек определена с точностью до трансляuии. Ком
понентами относительно (х) являются проекции на оси, из
меряемые в единиuах соответствующих осей. В uентро
аффинном Е п контравариантный вектор может быть пред
ставлен точкой. Здесь радиус-вектор хх является величиной. 
а именно контравариантным вектором. Следовательно, если 
заменить Оа, определяющую Е,1, ее подгруппой Оь0• опре
деляющей uентро-аффинное Е,1' то некоторые геометриче
ские объекты, которые различаются законами преобразо
вания относительно главной группы, могут иметь одина1tо
вый закон преобразования относите.1ьно подгруппы. 

Сложение контравариантных векторов проводится по 
правилу, известному в механике как «параллелограмм сил». 
Умножая vx на скаляр р, мы получаем вектор pvx, кото
рый в 1 р 1 раз больше vx н имеет то же или противопо
ложное направление в зависимости от того, является ли р 
положитеш,ным или отрицательным. 
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(с) Ковариантные векторы. Ковариантный вектор имеет 
п компонент Wл• преобразующихся по закону 

(2.2) 

Чтобы дать геометрическую интерпретацию ковариантному 
вектору, рассмотрим две параллельные гиперплоскости с уравнениями 

и/..хЛ=/, vлхЛ=/, Vл=аил. (2.3) 

При преобразовании (1. 1.1) эти уравнения переходят в 

(2.4) 

Следовательно, преобразование для ил• v/.. и а имеет вид 

Гиперплоскости пересекают ось х1 в точках l /u1 и 1 /аи1• 
Длина заключенного между ними отрезка в единицах это!t 
оси равна l/aui - 1/и1, а обратная ей величина равна 

аир1 а 
----= -- U1. и1-аи1 1 -а 

Обозначая ее через wл, имеем 

и соответственно 
а а (l-илаЛ) Wл·= --, Uл, =  л ( Л) 1 -а / -аила -а / - ила __ а_и АЛ -w А'А - / -а л /..' - л Л" 

(2.6) 

(2.7) 

(2.8) 

Следовательно, wл может быть представлен системой двух 
параллельных гиперплоскостей с ориентацией, фиксирующей 
их порядок. Эта ориентация может быть задана стрелкой 
(предпочтительно не прямолинейной) 1) или раскраской одноН 

') Прямолинейная стрелка могла бы вызвать предположение, 
что задано некоторое направление. 
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из гиперплоскостей в белый, а другой в черный цвет и т. п. 
Система гиперплоскостей определена с точностью до тран
сляций. Компоненты относительно (%) обратны по величина 
длине соответствующих отрезков на осях, измеренных n еди• 
ницах этих осей. В центро-аф-
финном Е11 ковариантный век
тор может быть представлен 
одним Еп-1· 

Из (2.5) мы видим, что ги
перплоскость является геоме- · 
трическим объектом в Е п• но 
11е величиной, так как закон· 
преобразования ил содержит 
а,,,,= - А,,,,,а,,,,'. 'Н 

Сложение ковариантных ве
кторов геометрически иллю
стрируется рис. 1 ,  на котором 
показано пересечение vл• wл 
и v,_ + wл с некоторым Е2• 

Рис. 1 .  

Умножая wл на действительный скаляр р. мы получаем 
другой ковариантный вектор рwл• который в 1р 1 -1 раз 
«больше» wл и имеет то же или противоположное напра
вление в зависимости от того, является ли р положитель
ным или отрицательным. 

р линейно независимых контравариантных векторов оп�е
деляют р - направление, а направления всех линейно завися
щих от них контравариантных векгоров содержатся в этом 
р -направлении. Такая. совокупность ооР контравариантных 
векторов называется контравариантной оболочкой 1). 
а р-направление - ее носителоt. В центро-аффинном Е11 
вместо р-направления в качестве носителя может быть ис
пользовано ЕР' проходящее через начало. р называется 
раз.мерностью оболочки. Контравариантная оболочка и ее 
носитель определяют друг друга единственным образом. 
Говорят. что они натянуты на р данных векторов (по
р ождаются р данными векторами). 

1) То есть линейным векторным пространством, порожденным 
данными векторами.  - Прим. перев. 
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р линейно независимых ковариантных векторов опреде

ляют (п - р)-направление, а (п - ])-направления всех ли
нейно зависящих от них ковариантных векторов содержат 
это (п - р)-направление. Такая совокупность ооР ковариант
ных векторов называется ков.а риантной оболочкой. 
а (п - р)-направление - ее носителем. В uентро-аффин
ном Еп вместо (п - р)-направления в качестве носителя 
может быть использовано Е11_Р' проходящее через начало. 
р называется раз.мерностью оболочки. Ковариантная обо
Jiочка и ее носитель опреде.Тiяют друг друга единственным 
образом. Говорят, что они натянуты на р данных 
векторов. 

Каждой допустимой системе координат (х) в Еп принад
лежат п контравариантных векторов ех; '), = J, • • •  , п с ком

л 
понентами 

е1 =1, е2=0. 
] 
е1=0. 2 е2= J ,  

2 

е11 = 0, 
1 

. . . , е''=О, 2 

е1 = О , е2 = О, . . . , е11 = J ,  п п 11 

(2.9) 

где е - корень, а х - текущий индекс. Аналогичным обра
л х 

зом (х) принадлежат п ковариантных векторов ел; х = 
= 1, ... , п. Они имеют компоненты 

1 1 1 
е1= J ,  е2=0, е11=

0, 
2 2 2 
е1=0, е2= J ,  е11=0, 

(2. l О) 

п п п 
е1=0, е2=0, е11= 1 .  

х х 
Здесь е - корень, а Л - текущий индекс. еХ и ел назы-

л 
ваются контравариантнь1,�,tи и кова риантнь�ми базис-
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ны.ми веuто ра.ми иоо рдинатной сие те.мы (х). Для 
1<аждого значения µ вектор ех имеет направление, содержа

µ v 
щееся в (п - /)-направлении каждого вектора е

л 
(v =1= µ), И 

ограничивается двумя Еп-1• 
µ 

определяемыми е
"
. На рис. 2 

х 
показаны векторы ех и е1о 

,, 
для n = 3. 

Если ввести другую си
стему (х'), компонентами ех 

/о 
и е

л относительно (х') будут 
х.1 х' х е = Ах е , /, 'Л. 

х х 
е", = А�.е1_. 

(2 . 1 1 ) 

1 

Рис. 2. 
Конечно, эти компоненты не 
будут теперь равны 1 или О. 
Отметим, что в преобразо
вании (2. 1 1 ) полный корень состоит из буквы е и индек-

х 
са непосредственно под (как е) или над (как е) буквой в л 
соответствии с ус,1овием (3), упомянутым в 1, § 1 .  Такие 
индексы, образующие часть корня, называются .мертвы.ми, 
а индексы, поднергаемые преобразованиям основной груп
пы, -живы.ли�. 

Базисными векторами, принадлежащими (х'), являются 
х' 

ех' , е, , .  Их компоненты относительно (х') имеют значения "А, ,.,, 
it' 

единица или ну.�ь. а их компоненты ех, е. относительно (х) ," л 
могут принимать любые другие значения. 

Комбинация v1,w1• является инвариантом, так как 

(2.12) 
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Этот инвариант р&вен нулю тогда и только тогда , когда 
направление vx содержится в (n - /)-направлении w.,._, - а 
равен J, если vx ограничен двумя Еп_ z, определяемыми w,_, 
и если ориентаuии vx и w,_ согласуются. Мы называем v'-w'J.. 
све ртиой vx и w,_. 

Если заданы п линейно независимых контравариантных 
векторов vx (t = l ,  . . . , n) (здесь v - корень, t - мертвый i i 
индекс), то эти векторы определяют параллелепипед с точ
ностью до трансляuии. rt пар, параллельных En-J этого 
параллелепипеда, имеющих ориентаuию одного из векторов vx, i 
направление которого не содержится в их (п - /)-направле

h 
нии, представляют п ковариантных векторов w'J.. (h = l, . . . , n), 
удов.1етворяющих условиям 1) 

h 

для 
для (2. 1 3) 

Эти две системы vx и wл называются взаимны.ии. Следо-

вательно, ко- и контравариантные базисные векторы, при
надлежащие одной и той же системе координат, являются 
взаимными системами. 

Ко- и контравариантные базисные векторы могут быть 
использованы для нахождения компонент заданного вектора 
или для построения вектора по его заданным компонентам. 
Возьмем, например, вектор vx и образуем п скаляров: 

(2. 1 4) 

1) бJ есть так называемый символ Кроне1Сера. Ero индексы 
h 

являются мертвыми, и было бы более послед0вательно писать о. i 
Но мы предпочитаем, насколько это возможно, избегать башнепо
добных конструкций, которые получаются, если одновременно 
использовать индексы непосредственно над и под центральной 
буквой. 
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0Очевидно, эти п скаляров численно равны vx. Но относи· 
·тельно системы (х') уравнение (2.14) принимает вид 

(2. 15) 
х 

.v"К преобразуются, тогда как v остаются инвариантными. х 
Это значит, что мы не имеем право писать vx = v. так как 
слева мы имеем вектор, а справа п скаляров. Поэтому мы 
пишем 

(2. 16) 

Знак ...:.. будет использоваться всегда, когда .мы хотим 
С'mразить тот факт. что уравнение справедливо от
носительно  данной системы (или систем) координат, 
но не обязательно справедливо относительно всех 
других координатных систем. 

В (2. 1 4) мертвый индекс образован из живого. Эта опе
rаuия встречается весьма часто, и мы будем называть ее 
выключением индекса. Когда индекс выключен, он уже 
принадлежит корню, и это обстоятельство должно быть 
указано или расположением индекса непосредственно над 
или под центральной буквой или заключением его в круг
лые скобки. чтобы показать, что координатные преобразо
вания основной группы более к нему не относятся. 

)( 
Наоборот, uз п скаляров v можно построить вектор vx, 

используя базисные контравариантные векторы: 

или относительно (х') 

1. 
vx = vex, л 

л 
vx' 

= vex'
, 

"· 

(2.17) 

(2 . 1 8) 

Эта операция является обратной операции выключения. 
В системе (х) уравнения (2. 14) и (2 . 1 7) численно означают 
одно и то же. Однако в связи с ограниченным смыслом 
знака равенства в (2. 16) это не имеет места в любой дру
rой системе (х'). Эти два уравнения имеют, конечно, раз
личный геометрический смысл. (2.14) позволяет определить 
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ко мпоненты 
векторов, а 

веl(тора с помощью ковариантных базисных 
(2 . 1 7) позволяет построить веюор по его 1юм

/ 
/ / / 

7' / . f... _ 1 1 1 1 1 1 / 
1 / 1/ 

Рис. з. 

понента:-.1 с помощью кон
травариантных базисных 
векторов. 

Из-за численного совпа -
х 

дения vx и v, учитывая 
(2 . 1 5) и (2. 1 8), находим 

(2 . 1 9) 

Отсюда получае�� :�ля преобразования базисных векторов при 
переходе от (х) к (х') 

ех " At1ex. 
Л' Л 

Приведем пример для п = 3. Предположим, что 

еХ = 
1 ' 
ех = ех 

2' 1 

(2. 20) 

(2 . 2 1 ) 

ка!( это показано на рис. 3. Тогда матрица А�· имеет вид 

л�\ 1 2 3 
!' i о 1 - 2  
2' 
1 

1 о 1 (Det (АО =-!). (2 .22) 

3' 1 1 о 
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С помощью алгебраической процедуры, описанной в I. § l ,  

к' находим матрицу Ал : 

Отсюда следует 

'iZ\ ! '  2' 3' 

1 1 2 -1 11 
2 - 1  - 2  
3 - 1  - 1  
/' 1 2 3 
ел. = е1• - ел - е1» 

� /  · 
2' 1 2 3 
ел = 2ел - 2е,_ - е,_, 
З' 1 2 3 
е,_ = - е,_ + 2е,_ + е,_. 

(2.23) 

(2. 24) 

Теперь мы можем проверить это с помощью рис. 3. На
пример, уравнение плоскости, проходящей через конеu е"' 2 
параллельно ек и ех, имеет вид 1' 81 

2х 1 - 2х2 - х3 = 1. 
1 Эта плоскость отделяет на осях отрезки 2 ,  

2' 

(2 .25) 
-1. 

Следовательно" компоненты ел относительно (х) имеют зна
чения 2, - 2, -1.  Из матриu (2.22) и (2 .23) мы находим выражения старых_ базисных векторов через новые 

и 

3 9/. А. Схоутен 

ех = ек + 2ех - ех, 1 1' 2' З' 
ех = - ек - 2ех + 2ех, 
2 /' 2' 3' 
ех = - ех - е" + е" 3 J' 2' 3' 

3 1' 2' 
е,_ = - 2ел + ел. 

(2.26) 

(2 . 27) 
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8. Тензоры 

Геометрическая величина Р�1 ." �Рл1 • • •  Лq• имеющая р верх· 
них индексов и q нижних индексов и преобразующаяся по 
!lакону 1) 2) 

называется тензором tеонтравариантной валентности р, 
uовариантной валентности q и валентности р + q. 

Если q = О, тензор называется контравариантным, если 
р = О - ковариантным и в общеы случае - с.мешанны.м; 
р = О, q = О  соответствуе1 скаляру, р = 1, q = О  - контра· 
вариантному и р = О, q = 1 - ковариантному вектору. 
Расположение индексов существенно, и мы не иыеем права 
записывать одну и ту же величину один раз как P::i". а дру· 
rой раз как Рµ\. 

Если тензор имеет более чем один индекс, существуют 
про.межуточные компоненты. т. е .  компоненты, принад
лежащие двум или более различным координатным системам, 
например 

(3 .2) 

Различные индексы некоторой величины могут принадле
жать разным пространствам. В этом случае величина назы-
вается связывающей величиной. В� и Cf в (I.3.3) и (I.3 . 1 )  
являются примерами таких связывающих ве.11ичин. 

Смешанный тензор валентности 2 представляет линейное 
однородное преобразование контравариантных векторов 

(3.3) 

Если Det (Р\)=1=0, существует обратное преобразование 

(3.4) 
1 1 1 1 'КJ ' " 'К Лr ' "  Л 'К1 'К Л.1 Л 

1) А Р , r обозначает здесь А • • • А Р А , • • •  А q. 'Кz . " хРл1 " .  '·q х1 'КР л1 лq 
2) Как правило ко- и контравариантные индексы иногда не 

nишутся на одной вертикали, так как это _могло бы легко привести 
к ошибкам. · 
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- 1  
Р\ называется об  ратным Р�л. и может быть полу�ен из 

Х Х' 
последнего таким же способом, ,как Ал.· из Ал в I, § 1 .  

Например, Р�3 равен · ашебраическому дополнению эле
мента Р�2 матрицы Р\, деленному на Det (Р\). 

Тензор, соответствующий тождественному преобразованию, 
называется единичным тензором и записывается как А�: 

(3 .5) 
Очевидно, 

(3. 6) 

где должен быть использован символ ....:.., так как слева стоит 
тензор, а справа - система п2 скаляров. Преобразуя х в (3 .5) ,  
получаем 

(3. 7) 

где А�· являются промежуточными компонентами единичного 
тензора. Это оправдывает использование одной и той же 
коренной буквы А в (I. 1 . 1) и (II .3 .5) .  Очевидно, 

н' 
х' * * х' Ал.· = ел.• =е • (3.8) 'А.' 

Так как эти уравнения означают, что п2 компонент тен
зора относительно некоторой координатной системы оказались 
равными компонентам п векторов относительно той же си
стемы. символ ....:.. не может быть заменен знаком =· 

- /  

Для определенных выше тензоров Р�л. и Р�л. имеют место 
соотношения 

(3.9) 

Таким же образом могут быть построены обратные тензоры 
для двухвалентных контра- и . ковариантных тензоров, 
матрицы которых имеют ранг п. т. е. 

З* 

- 1  
Qxµ Qµл = A�. 

- 1  
Rлµ Rµx = A�. 

(3. 1 О) 
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4. Алгебраические операции для величин 

Сложение. Определено только для тензоров одинаковьи 
валентности: 

R . . i< р· . х + Q.i< ;tl. = 1.;t Л..;t• (4. 1 )  

Умножение. Определено для любых тензоров. Валентности 
произведения равны суммаi\ валентностеtt сомножите,1еtt: 

Sµ�:i:�т = Pi1��Qpa Rt· 
Умножение не является коммутативным. т. е .  

si<л. = vi<"�/ =1= w-нvл. 
= т�<л.. 

(4.2) 

(4. 3) 

Здесь Si<л. - произведение двух векторов. В общем случае 
тензор непредставим в виде произведения векторов, но всегда 
является суммой таких произведений: 

р�<Л. л�<Л.троо 1( л. у (а 13 тррсr ) pla)(f\) х ,,v 
. . µ = pcrµ · . . т = е е еµ е1;еае . . т = · . . (,•)е е еµ; 

а 13 ' у а f\ 
P(a)(i)) def nJJcr ае ei\ ет 1 • .  (у) r: . t .  р 0 (а, �. у =  , . . .  , п). (4.4) 

у 
Тензор 

(4 .5) 

преобразует контравариантные базисные векторы системы (х) 
в контравариантные базисные векторы системы (х'). Его х' промежуточные компоненты Т . л.  равнЬ1 О или J :  

х' -'-i<' 1) Т. л. = uл . (4 . 6) 
Свертuа. Агрегат 

Ri<p = P1.;Qлrµ (4 . 7) 

является тензором и называется све ртuой P}_µi< и Q11 µ 
по /" и µ. Свертки могут быть образованы разш1ч11ыми спо· 
собами. однако каждое суммирование должно выполняться 

1) Ьf' - обобщенный символ 1\ронекера. ь( = /, если х ' и /, 
принимают соответствующие значения нз строк 1' ,  . . " п' и 1 ,  • • •  , п 
11 = О во всех остальных случаях. 
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по нижнему и верхнему индексам . .  Напр1:1мер, выражение 
� v1P�"t, не является инвариантом и!  следовательно, не есть 'J.. 
вектор. 

Суммирование может. та1<же nыполняться по индексам 
одного и того же тензора. Например: 

Qх _ р.хЛ - 'J.. . 

Мы будем эту операцию, как и предыдущую. называть 
сверткой по соответствующим щщексам 1). Индексы, по ко
торым происходит суммирование, называются немьiми, осталь
ные - свободными индексами. 

Образование изо.мера. Изомер образуется при изменении 
порядка следования верхних или нижних индексов: 

Qxл.v - Рх.vл . .  ii - .µ • (4.8) 

Си.м�етрарование. Операция симметрирования всегда 
производится над несколькими верхними или нижними инде
ксаыи . Чтобы симметрировать по р индексам, мы образуем р 1 
изомеров, располагая эти индексы всеми возможными спо
собами, а затем берем сумму этих изомеров, деленную 
на р !. Симметрирование всегда обозначается парой круглых 
скобок ( ) . Индексы, которые не участвуют в симметриро
вании, могут быть с обеих сторон выделень1 вертикальными 
черточками. Например: 

р·(хр 1 µ 1 о) / (р·хрµо + p·fXJµx -+ p· UXJЧJ + 
'J.. = 5 'J.. л - '· + Ptxµ1 + р�орµх + p�xcrµp). (4 .9) 

Если тензор инвариантен относительно симметрирования по 
некоторым р индексам, то он наз�,шается си.м.четричны.м по 
этим индексам. Тогда он инвариантен относительно каждой 
перестановки этих индексов. Например: 

р.хµо р·\хµо) · р µха р. оµх 
. л = л = л. = л. и т. д.  ( 4. 1 О) 

1) В оригинале операции называ·ются соответс-твенно traщ;vection 
и contraction. В отечественной литературе первую операцию иногда 
называют умножением .с посщщующим свертыванием по соответ• 
ствующим индексам. - П ри.м. пе рев. . 
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Альтернирование. Операция альтернирования произво· 
дится так же, как и симметрирование, но каждый из р 1 изо
меров берется с положительным знаком при четной пере� 
становке и с отрицательным знаком при нечетной. Альтерниро
вание обозначается парой квадратных скобок [ ]. Индексы, к 
1юторым операция альтернирования не относится, могут быть 
выделены вертикальными черточками. Например: 
р·(хр 1 µ  j aj 1 

(р
·хрµа + р·раµх

+ 1. = 7f Л /, 

+ р.ахµр 
р

.рхµа р·арµх р· хаµр
) л - л  - л  - л .  ( 4. 1 1 ) 

Альтернирование по более чем п индексам всеr да дает 
нуль. Если тензор инвариантен относительно альтернирования 
по некоторым р индексам, то он называется кососи.м.ме
тричны.м или альтернированны.м по этим индексам. Сле
довательно, если два таких индекса поменять местами, то это 
приведет к изменению знака . Например: 

р.хµа р- /хµа) р·µха + Р 
µах р·хаµ 

л = л = - л = л = - л . (4. 1 2) 
Все эти операции инвариантны относительно допустимых 

преобразований координат. 
Выключение индексов; ранг относительно определен· 

ных индексов. Свертка тензора с базисными векторами при
водит к выключению одного или нескольких индексов. Таким 

рхл 2 образом, мы можем из "µv получить, например, систему п 
тензоров валентности 2: 

х,_ (Х) Л det х а рЛ 
Р.µ = Р  . . µ (v) - ере Р . .  µа· ( 4. 1 3) 
\1 \1 

Cor ласно § 2 выключенные индексы расположены здесь над 
или под центральной буквой или выделены на их собственных 
местах круглыми скобками. Последние более удобны при 
выключении большого числа индексов или когда выключаются 
одновременно верхние и нижние индексы. 

Если в обеих частях уравнения выключаются одни и те же 
индексы, уравнение остается инвариантным. Однако, если 
в обеих частях уравнения выключаются различные индексы, 
необходимо ставить знак * . Например: 

х * . (х) 
х * (х) х * х х 

Ал = Ал. = ел = А(лJ = Ьл = А(�.) + е . 1. (4. 1 4) 
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Ранг тензора относительно определенных инде1Ссов 
есть число линейно независимых величин, которые получатся, 
если все остальные индексы выключить. При этом не обя· 
зательно, чтобы индексы все были верхними или нижними 
или принадлежали одной системе 1<оординат. Ранг является 
инвариантом всех допустимых координатных преобра
зований. Из определения немедленно следует, что ранг отно
сительно некоторых индексов равен рангу относительно 
всех остальных индексов и что ранг относительно всех 
индексов равен 1 .  Действителыю, предположим, что 
ранг тензора валентности s + t относительно s индексов 
равен r. Тогда этот тензор может быть записан в виде 
суммы r линейно независимых тензоров валентности s, каж
дый из которых умножен на тензор валентности t. Но отсюда 
следует, что ранг r' относительно t остальных индексов 
никогда не может быть больше чем r. То же рассуждение 
справедливо, если мы начнем с t индексов и ранга r'. Сле
довательно, r = r'. 

Тензор валентности 2 имеет толЬ/Со один нетри
виальный ранг. равный рангу соответствующей мат
рицы. 

Пусть r есть ранг некоторого тензора относительно 
индекса µ. Тог да, выключая все остальные индексы, мы по
лучим в точности r линейно независимых ко- или контрава
риантных векторов. Оболочка этих векторов (ер. II, § 2) 
называется µ-оболочкой тензора. 

В качестве примера мы рассмотрим ЕР и Eq (р + q = п), 
проходящие через начало координат и не имеющие общих 
направлений. Мы хотим определить тензор В� ранга р, ко
торый имеет ЕР в качестве носителя х-оболочки и Eq в ка
честве носителя Л-оболочки (ер. II, § 2) и который удовле
творяет условию 

(4. 1 5) 
Пусть координатная система выбрана таким образом, что Ер 
порождается ех, • . .  , ех, а Eq - остальными контравариант-1 р 
ными базисными векторами. Тогда Eq порождается также 1 р ел, • • •  , et..' а ЕР - остальными ковариантными базисными 
векторами. Отсюда мы видим, что В� доджен быть 
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представим в виде 

вк (а)(1 к 
л = wФ>еле а 

(а, � = /, . " , р). (4 . 1 6) 

Матрица неизвестных коэффициентов wi�l не может · иметь 
ранг меньше р, так как ранг В� должен быть равен р. 
Из ( 4 . 1 5) получаем 

w<a·>wr/3> = w<a> ((3) (У) ('') (а, �. v =  / , . . " р). (4. 1 7) 

н (а) ла С о это возможно, если только W<f1> = up· ледоватедьно, 

(4. 1 8) 

Анадогичным образом 

<ri = р + /, " . , п) (4. 1 9) 

является единственным тензором, имеющим Eq носителем 
х-оболочки, ЕР ....,.... носителем Л-оболочки и удовлетворяющим 
условию 

C1"c!L с1{ µ л = 1. · 

Из (4. 1 8 , 1 9) ,с.�едует, что 

в� + с� =  А�. 8� = р, с�· · п :._  р; 
в�с� = о, в�с� = о. 

(4.20) 

(4 .2 1 )  

Тензоры В� . и С� ра&лагают контравариа.нтный вектор vк на 
две составляющие по ЕР и по Eq• а ковариантный вектор 
wл. - на две составмющl!е • .  проходящие через Ер. и Eq: 

(4.22) 
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б. Симметричные тензоры 

Ко- иди . 1<0нтравариантный тензор, симметричный по всем 
индексам. называется си;еметричныдt тензором 1): 

(5. 1 )  

Среди пР · компонент симметричного тензора имеются 
в точности ( 11 + :-1) независимых. В центро-аффинном Еп 
уравнение 

(5.2) 

представляет гиперповерхность (конус) степени р. Обратно. 
симметричный теизор wл.1 . "  '-р единственным образом опре
дедяется его гиперповерхностью и с точностью до скаляр· 
ного множителя - его конусом. А11адогичным образом кон
травариантный симметричный тензор v"-1 " · -кр в центро-·аффин
ном Еп связан с гиперповерхностью (конусом) 1сласса р. 
опредсдяемой уравнениями 

Ux = 1 (0) 
р 

(5.3) 

в Еп-1-координата:х U1,· Есю1 симметричный тензор может 
быть записан как смешанное произведение р векторов. конус 
вырождается в р гиперпло�костеf1 или р прямых, проходя• 
щих через О. 

Ранг симметричного тензора один и .  тот же относитедыю 
всех индексов. Носителем ободочкй ковариантного симме
тричного тензора wл1 • • .  '-р ранга r является En-r• опреде
ляемое уравнениями 

(5.4) 

r . r-1 иперповерхност1> w1.1 " .  ·,_Р есть цилиндр. состоящий из оо 
парал.r1ельнЫх Еп-r·  Его конус· состоит Из оо'-2 Eп-r+ l• f(O• 

торые все содержат En-r• опр�деляемое (5.4) .  

1) Автор называет тензоры · аффинорами, а термин тензор со
храняет только для симметричных аффиноров. Принятая здесь тер· 
мшюлоrия является более употребительной. -П ри.н. пе рев. 
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6. П оливеиторы 
Ко- или контравариантный тензор валентности р. альтер

нированный по всем индексам. называется р-ве�то ром 1) 
v.,,,1 · • • .,,,Р = v(xi · • • xPJ. (6. 1 ) 

р должно быть < п. Среди пР компонент р-вектора имеются 
в точности (; ) независимых. Все компоненты р-вектора, 
имеющие два одинаковых индекса. равны нулю. п-вектор 
имеет только одну независимую компоненту, например vl " . "· 
Однако, так как v1 · · · " не является инвариантом. п-вектор 
не эквивалентен скаляру. 

Если р-вектор может быть записан как альтернирован
ное произведение р векторов 

vx1 • • • vxP 
1 1 

V'НJ ." 'Нр = р !  �[XJ • • • �'Нр] = (6.2) 

v.,,,1 • • •  vxP 
р р 

он называется простым. а каждый из сомножителей произ
ведения - делителем v.,,,1 • • • .,,,Р, 

Мы докажем, что вектор vx является делителем v.,,,1 · • · хр 
тогда и только тогда, когда 

v[xz · · · .,,,Pv.,,,� = О. (6. 3) 
Необходимость этого условия очевидна. Чтобы доказать до
статочность, рассмотрим любой вектор wл.. удовлетворяю
щий условию (6.4) 
Тогда 
О =  (р + J) v(xz " · .,,,Pvx] Wx. = 

= vx.1 • · • .,,,Pvxwк - vx1 · · · 'Нp-i.,,_v.,,,Pwк -
- vкк2 " • .,,,Pvx1 Wк = vкz ." "'Р - pwxv"' ["'2 " · "'PvXJJ, (6.5) 

что и доказывает предложение. 

1) А также поливекторо.м, если не упоминается валентность. 
Некоторые авторы используют термин «аюписи.м.метричный тен.
;юр». 
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р-вектор является простым в том и только том слу-

чае, если 
(6. 6) 

Необходимость условия очевидна. Чтобы доказать достаточ
ность, заметим. что мы всегда можем так изменить индексы, 
чтобы было v1 " · Р =t= О. Тогда из (6. 6) следует, что р век
торов vx2 · · ·  Р, v1хЗ " .  Р , • • •  , v1 " . (p-I) x, получаемые фикси
рованием всех индексов, кроме одного, являются все дели
телями vx1 "· хР. Более того, эти векторы должны быт�. 
линейно независимыми, так как первая компонента первого 
вектора есть v1 • · · Р =t= О, а первые компоненты всех осталь
ных векторов равны нулю, и т. д. Следовательно, vx1 " . хр 
имеет р линейно независимых делителей и потому простой. 

Менее непосредственное необходимое и достаточное 
условие 

v[XJ . . .  ХрvЛ1Л2] . " Лр = о (6. 7) 
было доказано Веt!цзенбоком 1). Джайвнс 2) доказал теорему, 
высказанную еще Вейцзенбоком 3), что для нечетного s 

в том и только том случае, 1юг да 

v[x1 . . .  xPvi.1 " . Лн�) " . Лр = 0 (ер.  упр. I I .  9). 

(6.8) 

(6.9) 

Рассмотрим теперь простой контравариантный бивектор 
vхл в Ез: 

(6 . 1  О) 

Здесь 
lv'v2 - vzv' I 

/ 2 1 2 
(6 . 1 1 ) 

есть площадь проекции параллелограмма на векторах vx, vx 1 2 
на J 2-плоскость, измеренная в единицах площади паралле
лограмма на базисных векторах ех, ех. Знак v1v2 - vzvt 

1 2 1 2 1 2 
положительный или отрицательный в зависимости от того, 

1) 1908. 1 ;  1923.3, р. 87. 
2) 1937. 1 . р. 364. 
3) 1923.3, р 87. 
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совпадает ли направление враще1111я от вектора vx · к  век-1 
тору v" с направ.'!ением вращения от 1 к 2 в 12-плоскости 2 
и.�и нет. Следовательно, 

2 

Рис. 4. 

/ / / 
1 

vxi, геометричес1<И изображается 
частью плоскости с определен
ной площадью (но произволь
ной формы) с внуп�реннеЦ 
о р:;:ттацией, причем фигура 
фиксирована с точностью до 
трансляции (рис. 4). 

Геометрическая интерпрета
пия простого контравариантно-
го р -вектора vx1 " .  хР в Еп };;о
жет быть получена аналогич
ным образом. Берем произволь-
ное ЕР' имеющее р -направление 
vx1 " . xf1, и в этом. ЕР выделяем 
р-мерную область, проекци.я 
которой в (п _..:. р)-направле1iни·  

e[xp+I • • • . ехп] на Е
Р 

имеет 
p+l п 

объем, в точности равный lvl . " P I .  При этом единичным 
является объем параллелотопа 1), построенного на базисны)\: 
векторах ех, • • •  , ех. Если эта область. имеет внутренfJЮЮ 

1 р 
. . . 

ориентацию, согласующуюся с ориентацией ех, • • • , ех, BЗSI· 
1 р 

тых в '  этой посдедовательности для v1 . " Р > ·О И в Протйво
полож1юй последоватедыюсти д.1я v1 " · Р < О, мЪ1 получаем 
геометрическое . представление . .  vXJ . . .  'ХР. Если v1 " . р 

= о. 
можно взять любую другую неисчезающую компоненту 
vx1 . "  хР. Очевидно, результат не зависит от выбора р ба
зисных векторов. Фигура ·n целом· фиксирована с точностью 
до трансляции. Мы видим, что каждый простой р-11ект.ор 
определяет внутрен..нюю ориентацню соочетсrвующег� 
р-направления. 

1) Мы используем в общем случае этот термин каs аналог па-
рал.�едепипеда для 3 измерений. · · · · 
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ДJ1я простого ковариантного бивектора wлк в Ез 
2 

wl.x = wl,_w;tJ 
выражение 1 1  2 1 2 1 W1W2 - W2W1 

45 

(6. 1 2) 

(6. 1 3) 

имеет величину, обратную площади пересечения цилиндра 
1 2 

векторов w,._ и и.1,._ с 12-плоскостью 1) , И3меренную в едини-
цах площади параллело-
грамма на базисных векто-1 2 1 2 
рах ех, ех. Знак wiw2-W2W1 1 2 
положителен, если орие11та· 
ция трубки. фиксированная 1 
последовательностью WJ., и 2 
w1_, соответствует ориента
ции 12-плоскости. Следова· 
тельно. Wлк может быть ге
ометрически интерпретиро· 
ван как цилиндр с опре· 
де.1енным направлением, 
определенной площадью се
чения (но произвольной 

Рис. 5. 

, , , 
1 

формы) и внешней ориентаuией, причем фигура в целом 
фиксирована с точностью до трансляции (рис. 5). 

Аналогичным образом может бьtть получена геометриче
ская интерпретация простого ковариантного р-вектора 
wл1 • . .  лР в Еп. Возьмем произвольный п-мерныR цилиндр 
(n - /)-мерная граница которого состоит И3 ооР-1 Е11_Р' 

1) Ковариантный вектор w,._ в Е3 может быть задан парой пло · 1 2 
скостей. Два таких вектора w,._ и wл., пересекаясь, образуют цилиндр. 
Поперечное сечение последнего с координатной µv-плоскостью есть, 1 1 ? / 2 1 -J 
очевидно, параллелограмм с площадью w�1wv - wvwµ • Пр11 этом 
JJerкo видеть, что в данном вопросе форма поперечного сечения 
безразлична. - Прим. перев. 
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имеющих (п - р)-направление, определяемое wл1 . . . kp· Его 
пересечение с ЕР' порожденным ех, . . " ех, имеет объем 1 р 
\w1 • . .  РГ1• измеренный в единицах параллелотопа, построен
ного на этих векторах. Если этот цилиндр имеет внешнюю 
ориентацию, согласованную с ех, . . . , ех для w1 . • • Р > О и 1 р 
противоположную для w1 • . •  Р < О, мы получаем геометриче
ское представление wл1 . • •  'Ар· Есл11 w1 • • .  Р = О, можно вы-
брать другие р базисных векторов из ех. Очевидно, резуль-

л 
тат не зависит от выбора множества р базисных векторов. 
Фигура в целом фиксирована с точностью до трансляции. 
Мы видим, что каждый простой ковариантный р-вектор оп
ределяет внешнюю ориентацию своего (п - р)-направления. 

Если р -вектор не простой, его можно представить в виде 
конечной суммы простых р-векторов, так как р-вектор 
всегда возможно записать в виде суммы простых векторов 
в координатных ЕР или координатных Еп-р (ер. 1 ,  § 3) 
произвольной координатной системы. Мы называем это раз
ложением p-Bel(.mo ра на листы . Наименьшее число лис
тов, на которое может быть разложен данный р-вектор, 
является инвариантом р-вектора. Для 2 < р < п-2 немного 
известно относительно этого ин·варианта. Но для р = 2 и 
р = п - 2 разложение на минимальное число листов может 
быть получено без труда. 

Мы докажем это для п = 4. Пусть рхЛ есть бивектор и 

(6 . 1 4) 
Отсюда следует, что 

р12 р34 + р23 р14 + рЗI р24 =/= 0. (6. 1 5) 

Тогда (ер. (6.7) ) 
(6. 1 6) 

Возьмем теперь произвольный простой бивектор рхл, удо-1 
влетворяющий условию 

(6. 1 7) 
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и попытаемся определить простой бивектор рх\ такой, что 

2 
pxl. = аFхл + рх?-.. 

1 ' 2 
(6. 1 8) 

Так как рхл должен быть простым, мы имеем необходимое 
2 

и достаточное условие 

р112 p31J _ 2ар112 р34] = 0, (6. 1 9) 1 

из которого может быть единственным образом определено а. 
_ Следовательно, если р

х?-. выбран, рхл определяется одно-1 2 
значно. Таким же образом можно доказать, что каждый би
вектор ранга 2р может быть разложен на р и не меньше чем 
на р простых бивекторов. Разложение определяется неодно
значно. Разложение (п - 2)-векторов может быть сведено 
к разложению бивекторов, как это будет показано в § 7. 

Ранг р-вектора относительно каждого из индексов оди
наков. Очевидно, только р-векторы ранга р являются про· 
стыми р-векторами. 

7. п-векторы 
п-вектор представляется объемом в Е1" снабженным 

п-мерной ориентацией. Его компонента vz " . п (w1 . " п) есть 
объем (взаимный объем), измеренный с помощью паралле
лотопа из базисных векторов и взятый с положительным 
(отрицательным) знаком, если ориентация соответствует (про
тивоположна) / ,  2, • .  " п-ориентации. Отсюда следует, что 
два произвольных ко- (контра-)вариантных п-вектора отли
чаются только скалярным множителем. 

Так как 
vl' . . . п' - А!' " .  п' vxr " .  Хп _ - Х[ . " Xn -

= п ! А 1' " . п ' VI . • • п = Лvl " . п 
(/ " . nJ - ' (7 . 1 ) 

компонента v1 " ·  п не является скаляром. 
можем доказать, что 

Аналогично м ы  

л-1 W1• " . п ' = W1 . " п· (7 .2) 
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Каждой 1юординатноf.I системе для любого р -<. п прина

длежат ( ; ) контравариантных и ( ; ) ковариантных р-век
торов, например р ! ef x1 • • •  ех

Р). 1 [1 
Два п-вектора, пршщдлежащие (х), могут быть записаны 

в виде 

Очевидно. 

EXJ " .  Хп def п ! e['XJ • • •  еХп
] ,  

('Х) 1 11 
('Х) def  1 п 
ел1 • • •  'Лп = п ! ер,1 • • • е;·п]· 

z:l · · · n = l ,  
(Х) 

(Х) 
e1 " . n = l. 

(7 .3) 

(7 .4) 

Оба п-вектора геометрически представляются параллелото
пом на базисных векторах с J, 2, . . .  , п-ориентациеf.1. 

С помощью этих п-векторов может быть установлено 
взаимно однозначное соответствие между контравариантными 
р -векторами и ковариантн:ь1ми (п - р)-векторами. Если мы 
определим 

то легко показать , что 
'VHp+ l  " . Хп _ _.!_ W Е'ЛJ • • •  'ЛрХр+ l  • • · 'Xn 

- Р' л1 • • •  'Лµ • • (XJ 

Оба уравнения выражают тот факт, что 

(7.5) 

(7 .6) 

(7 . 7) 

если �L1 • • •  µп есть четная перестановка 1 . • .  п. Но это 
соответствие Н" инвариантно, так как оно зависит от выбора 
системы (х). Если (х) изменить, wл1 . • •  лµ может приобрести 
скалярный множитель. Это соответствие может быть исполь
зовано для доказательства того, что любой (п - 2)-вектор 
всегда может быть разJюжен, и притом не больше чем 

1 . 
на 2 п листов. Для того чтобы сделать это, мы должны 
разложить соответстJЗующf!й бивектор. 



8. плотности 49 

8. Плотности 1) 
Как мы видели, разница между v1 · · · /1 и скаляром заклю· 

чается в том, что закон преобразования для v1 • · • п содержит 
множитель Л. Мы определим с�алярну!? Л-плотность 
веса t как величи11у с одной компонентой р и законом пре
образования 2) 

(Х') (Х) - t - - t-.? [x'J = Л- p {xJ или р = Л- р. (8. 1 )  

Тогда контравариантный п-вектор может рассматриваться 
как скалярная Л-плотность веса - 1, а ковариантный п-век
тор - как скалярная Л-плотность веса + 1 .  Это не является 
новой геометрической концепцией, а лишь обозначением, 
позволяющим нам избавиться от группы индексов. 

Так как п-вектор обладает ориентацией, каждая ска,1яр 
ная Л-плотность с нечетным положительным или отрицатель
ным весом также имеет ориентацию. Это есть ориентация 
тех координатных систем, относительно которых компонента 
положительна. 

Любой скаляр, симметричный тензор, поливектор или тен 
зор может быть умножен на скалярную Л-плотность веса t. 
Тогда мы получим с�алярную uлu соответствующую 
тензорную Л-плоmность веса t.  Следовательно, тензорная 
Л-плотность веса t, контравариантной валентности р и кова· 

риантноfi валентности q имеет ooP+q компонент Р�1 · · · �Рл1 
. • . лq 

с законом преобразования 

-х� . "  х� _ 1  х� . . . х�л1 . . .  Лq -v.1 • • •  жр Р , , = Л  А , , р  • (8.2) . • Л1 . " ''q ж1 • • •  ж/-1 " . лq . . Л1 • • •  лq 

Мы будем обычно использовать знак ,_, над коренной бук
вой для обозначения этих плотностей. 

Все, что бЬ1ло сказано относительно инде�сов, сложения, 
изомеров, умножения, свертки, симметрирования, альтерниро
вания, ранга, оболочки и носителя переносится mutatis 

1) Ср. также С х о у т е н  1 938.2; С х о у т е н  и Д а н ц и г  1940. J ;  
Д о р г е л о  и С х о у т е н  1946. 1 .  -2) Так как скалярная плотность не имеет индексов, система 
координат должна быть указана другим способо1r1. 

4 Я А. Схоутен 
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mutandis 1) на тензорные Л-плотности (а также на тензорные 
плотности, которые будут определены ниже). Сложение воз
можно лишь для величин. имеющих одинаковую валентность 
и одинаковый вес. 

Уравнения 
Е1 . " п = J , е J • • •  /1 = J , (8.3) 

имеющие смысл относитедьно каждой системы координат. 
определяют две п-вектор-Л-плотности с весами + 1 и - 1 
соответственно. .Действительно. 

Е,1' " . п' = Л-IAJ' " . "' Е'НJ · · ·  'Нп = 'НJ . . . 'Нп _ " r  л-1А1' " . п'Е-1 " .  п - Е-1 . . . п - J - •• . !1 " .  nJ - - • (8. 4) 

Эти п-вектор-Л-плотности не зависят от выбора системы 
координат. Они могут быть использованы для установления 
инвариантного взаимно однозначного соответствия между 
контра-(ко) вариантными р-векторами и ко-(контра)вариант
ныму (п - р)-вектор-Л-плотностями веса - 1  <+ /) с по
мощью формул: 

(d) 
- в  (-/) Р - -'Нр+l • · · 'Нп w' ' - е ' w "'1 " . ""Р -:-- (п - р) ! AJ • • • ""р'Нр+I · · · к" 

-к1 · · · 'Н11 -
или с учетом значений компонент Е , ел1 • • .  "-п 

V = (- J)u.P Vµp+l · · · µ" /t[ • • • 
µр • 

Wµp+I " .  µ11 = (- J)13P W /t] • • •  µр• (8.6) 

где µ1 • . .  µ" есть четная перестановка /, . . . • п. Коэффи
циенты ар и /3р могут быть выбраны произвольно. Мы пока 

1) m11tatis m11tandis (лат.) - с необходимыми изменения�ш. -
Прим. пе рев. 
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отложим этот выбор с тем, чтобы в дальнейшем согласовать 
ег-о с отождествлением величин, которое становится возмож
ным после введения подгрупп аффинной группы Оа. Как мы 
увидим в гл. I I I ,  провести это отождествление согласованным 
образом возможно лишь в случае выбора подходящих зна
чений для ар и /)р• Однако в случае, если не вводятся ни-
какие подгруппы Оа, мы можем положить ар = РР = О  дш1 
всех значений р. 

(8.6) показывает, что компоненты контра-(ко)вариантного 
вектора могут также рассматриваться как компоненты ко
(контра)вариантной (п-р)-вектор-Л-плотности веса -1 (+!). 
Следовательно, геометрические значения соответствующих 
величин совпадают. Имеется лишь разница в обозначении. 
�х1 . . .  Хп � 
Е и е л1 . . .  'Ап соответствуют скаляру + 1 . Использо-
вание Л-плотностей представляет иногда определенное удоб
ство. Например, если тривектор vхлµ в Е4 записать в виде vл. 
формулы будут содержать меньше индексов. 

Мы можем также непосредственно доказать, что vx1 • • · -кр 
преобразуются, как компоненты ковариантной (п - р)-вектор
Л-плотности веса - 1. Рассмотрим для примера v23, vз1 и v12 
в Ез. Мы знаем,  что 

2'3' 2' З' х'А ( 2' 3' 2' 3') 23 v = Ах Ал v = А2 Аз - Аз А2 v + 
+(А�, лГ - А]' АЛ vз1 + (л]' Ai· - л�' АГ) v12. (8. 7) 
2' З' 2' З' !' , 

Здесь А2 Аз - Аз А2 есть минор элемента А1 в матрице А� • 
Следовательно, 

(8.8) 

Находя А]· и AJ• аналогичным образом, мы получаем урав-
нение 

v� ·з· Л (Az v2з+ А2 з1+ Аз 12\ = 1' 1 • V  1 • V )• (8.9) 

хоторое и доказывает наше утверждение. 
Таблица на стр. 52 дает сводку величин, с которыми нам 

приходилось встречаться в Е3. 
Если в формулах преобразования для Л-плотностей мы 

заменим Л на 1 Л / , то получим плотности другого рода. Эти 
новые плотности называются обычными плопшостя.1r1и или 

4* 
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Фигура 

// 

ф 
� 

f} 

® 1  

1 1 . п:о.11штРИЧЕСКИЕ ОБЪЕКТЫ в Еп 1 Обыч- Другое ное обоз на-обоз на- чешtе чсние 

r р � Рµ1/Х 
t рхЛ11 

vx Vлх 

w,_ и;хл 

1хл ],_ 

hхл ъх 

Рх7.11 -
р � q11Лх . q  

Bec l 
-1 
+1 

-1 

+1 

-/ 

+1 

-/ 

+1 

Соотношения 1 
(циклическая Чисдо 
перестановка) t<Омпонент 

- аз 1 Рт = (-1) р 1 
-р12з = (-/)130 Р 

-
а2 1 v23 = (-1) V 

U,23 = (-1) f31W1 

fi = (-/)а1 1
2з 

- 1  132 h = (-/) h23 

р = (-/)а' р/23 
- 13з q =  (-/) q/23 

3 (проекция) 

1 1 ) 3 \сечение 

3 (проекция) 

з (сеч�ние
) 

1 (объем) 

1 ( об�ем ) 

1 
Qриента· 

ция 

Внутрен-
няя 

Внешняя 

Внутрен-
няя 

Внешняя 

1 
J 

В нут-
рения я 

(8. 1 0) 

сокращенно плотностями: Если используются преобразо
вания координат только с положительным Л. то разница 
.между Л-плотностями и обычными плотностями исче
зает. Это другой пример отождествления величин после 
замены 03 ее подгруппоИ. Как правило. мы будем использо
вать для обозначения обыч_ных плотностей знак /\ .над ко
ренноlt буквоlt. · Но имеются и исключения. Напри?.1ер. плот· 



ность массы, 
на базисных 
буквой. 

8. плотности .. 53 
т. е. масса паралледепипеда , построенного 
векторах, всегда обозначается гречесRой 

Чтобы найти rе.ометрическую· интерпретацию контра- и 
ковариантных обыч1tых р-вектор-плотностей веса + 1 и - / 
соответственно, мы образуем свертку ковариантной векторной 
Л-плотности веса + / и ковариантной обычной векторной * 
плотности веса - 1 .  Эта свертка имеет 
с за�оном преобразования 

одну компоненту р 

р [х') = 1 � 1 р [х] . (8. 1 1 ) 

Такая величина называется \\1-асаля ро.м 1). W -скаляр изме
няет свой знак, если координатная система преобразуется 
в систему с противоположной ориентацией. Произведение 
тензора с W-скаляром называется W-тензо родt 2) . Возьмем, 
например, простой контравариантный р-вектор vx1 · • • -нr, пред
ставляющий часть некоторого ЕР с внутренней ориентацией. 
Torд:J.. эта внутренняя ориентация совместно с /, . . .  , п
ориентациеИ координатной системы определяет единственным 
образом внешнюю ориентацию Ер' Эта вторая ориентация 
изменяется, если производится преобразование координат 
с ·  отриuате.тп,иым Л. Из ·V-н1 •• • хр и W-·с1(аляра мы ·можем 
образовать новую величину 

" (8. 1 2) 
р [х] == / ,  

1<0торая называется W-p-вe1tmo ро.м. Эта величина имеет 
те же компоненты, что и vx1 • • • -нР, относитель.но любой коор
динатной системы, ориентация которой совпадает с (х), и те 
же'компоненты, что и - v'НJ · · · 'Кр относительно всех осталь
ных систем координат. Это означает, что . введенная выше 
внешняя ориентация является инвариантом для всех пре-
образований · координат: Следов·ательно·, � -н� " · 'Кр riре.zi.ста
вляется той же. частью ЕР' что и v'Кf; • . 'Кр, но с заменой ' 

1) Физики иногда называют ее
. 
псевдоскаляром • .J) ·А также псевдоmе'l'lзором. · · ' · 
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внутренней. ориентации на внешнюю. Если -мы начнем с кова·
риантноrо р-вектора (анешняя 9риентация), мы получим 
таким же образом ковариантный W-р-векто р с внутренней 
ориентацией. Все 9ТИ W-величины преобразуются, как 

Рис. 6. 

соответствующие обычные величины, .но с дополнительным 
множителем 1 д I/�. Как правило. над ко.ренноlt буквоИ 
W-величин ставится знак *· 

-·х/ • • •  Xn 
-

С помощью величин Е и ei..1 " .  "-п можно · устано· 
вить взаимно однозначное соответс1'&ие между контра-(ко)· 
вариантными W-р-векторами и ко-(контра)вариан<rными 



. &. плотности 

обычными (п - р)-вектор -плотностями: 
v � (- /) р � ; Xp + l  . . .  Xil (а) Vд.1 • • • Ар = (п-р) !  ед] . • •  ApXp+l • • • Хп ' 

ИЛИ С учеТОМ ЗНаЧеНИЙ КОМПОНеНТ EXJ ' '  • Xn И Сд.1 • • •  Лn 
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(8. 1 4) 

rде µ1 • • •  µп есть четная перестановка 1 . . . п. Коэффи
циенты Ур и бР могут быть выбраны . пrюизвоJiьно. Мы пока 
отложим этот выбор с тем,  чтобы в дальнейшем согласовать 
его с отождествлением величин, которое становится возмож
ным после введения подгрупп аффинной группы Ga. Этот 
вопрос будет обсуждаться в гл. · Ш. Однако в случае. если 
никакие подгруппы Ga не вводятся, мы можем положить 
Ур = ЬР = О  для всех значений р. 

(8 . 1 4) показывает, что компоненты контра-(ко)вариантного 
W-р-вектора можно также рассматривать как компоненты 
ко-(контра)вариантной (п - р)-вектор-плотности веса - 1 ( +· 1 ) .  Следовательно, геометрические представления соответ
ствующих величин не различаются. Имеется лишь разница 
в обозначении. 

В таблице на стр; 56 дана сводка этих величин. 
Обычная скалярная плотность не имеет ориентации. Этот 

тип плотности встречается в физике. Например, плотность 
массы есть обычная скалярная плотность веса + 1 .  На рис. 6 
приведены модели дл11 ве,1ичин, входящю(. в формуль� (8. 1 0) 
и (8. 1 5). 
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Фигура обозна- об��=а- Вес 

чение чение 
' 1 

р 1 
-1 Pµi..')(. -pxi.µ +1 

� ;;х . -V;,x -1 
---

� * и,х1. 1+1 w,. -· 
c;!J jx'J.. li.. -1 

fJ " }i'Y-h')..')(. +1 

(J f �
х/..µ � -1 р � ( qµ')..'Y. q +1 

Соотнощения 1 (Ц!iКд.) � . Уз " Рпз = (-/) Р 
-р12з = (- /) 60 Р 
- . v2 *J V23 =  (-/) V 

- 23 6 * iv =(-/) 1 W; 

11=.(-J)'l• j23 

-1 62 " 
h = (-/) 1123 

p= (-/)vo ;123 
;_ 63 " 
q.= (-/) q123 

Число 
компонент 

1 1 

3 (проекция) 

3 (сеч:ние) 
3 (проекция) 

, 
1 ) 3 �сечение 

1 (объем) 

1 ---( 1 ) объем 

9. Велич и н�� 'ваriен:rности 2 и матрицы 

Легко показать. «ito 

1 Ориента ция 

Внеш
'
няя 

Внутрен-
няя 

Внешняя 

Внутрен-
llЯЯ 

i Внеш· 
llЯЯ J 
(8. 1 5) 

Det (Р\) . п 1 pf� [1 • • • Р�1�1 = п ! Р1: 1 . . .  Р�11п = · , = n· lP� 11 · · · P�nJ (9. 1) 
11 что компоненты величины 

, 
· · ('Y-J Xs] ' [i<1 ')(s] 1(/ Xs S ! Р . ['J..l • • • Р. '·s} = S 1 Р , 1,, • • •  Р .  i.s = S IP . ['А/ , • • Р . ks) 

(9.2) 
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являются s-строчньши подопределителями матрицы Р� л· 
Отсюда следует, что ранг Р�л есть r тогда и только тогда, 
когда 

[1<J х 1 { 9= о 
р

. ['-1 • • •  Р. �-s] = О  

для 
для 

s .<,_ r, 
s >  r.  (9.3) 

Это же имеет место mutatis mutandis для всех величин 
валентности 2 и их матриц. 

Для бивектора vхл можно показать, Что 

(2р) ! v[x1 ['-1 • • • vx2p] '·2р] = 

= ( (2р) ! )2 v[x1x2 • . •  vx2p- JX2p) v['-1'-2 • • •  v'-2р-1Л2р) 1) .  (9. 4) 2" · p l 
Отсюда следует, что для п = 2р 

Det (vX'·) = [ (2р) ! vr12 • • •  vn- 1, п/]2 
(9.5) 2Р · р ! 

и что v"'- имеет ранг r (всегда четный) тогда и тоЛько тогда, 
когда 

(9.6) · Для каждого определенного выбора х1 • • • •  , x1v выражение 

(2р) ! тр (р !)-/ v(x1 x2 • • •  1:f'X2p-J "2p) (9.7) 

яв.1яется «пфаффовым агрегатом» порядка 2р 2), а именно 
суммой всех существенно различных членов вида vv1 v2 • • •  
• • • vv2p-1v2v, где v1 " . , • 1  V2v-:-четная. пер�стан.овка 'К.1, • • •  'К.2р· 
Все члены, которые равны вследствие условия vхл = - v'·", 
не считаются существенно различнымµ . Число всех сущест
вешю различных членов есть (2р) 1 2-1> (р )-1 , например для р=2 

vx1 x2vx3x4 + vx2xзvx1iч + vхзх1 vx2x4 . (9.8) 

1) В выражениях подобного рода альтернирование индексов �: 
и }. ДОдЖllО прО113ВОiЩТЬСЯ раздельно. 

2) Ср. В е б е р  1900. 1, р. 21. 
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Это же имеет место mutatis mutandis для всех альтерни
рованных величин валентности 2. 

Если мы имеем дело с произвольными величинами валент
ности 2, например рхЛ, может возникнуть вопрос, всегда ли 
возможно выбрать Р� л таким образом, чтобы матрица 
Р� рР� а рра приняла простую форму. Полный ответ на этот 
вопрос дается в теории зле.мента рных делителей 1). В двух 
следующих параграфах мы приведем результаты лишь для 
симметричных и альтернированных величин. 

1 0. Канонические формы симметрично го  тензора 
валентности 2 

Если в центро-аффинном Ез задан симметричный тен
зор hлх. уравнение его поверхности (ер. I I ,  § 2) имее·r вид 

( 1 0. 1 )  

Если ранг hлх равен 3 ,  та же поверхность может быть пред
ставлена уравнением 

( 1 0. 2) 

в координатах плоскости. Если теперь hлх действителен, 
то, как хорошо известно из аналитической геометрии, всеr да 
существует действительное преобразование, такое , что 
отличными от нуля координатами являются лишь 

hг1• = ± 1 ;  h2·2· = ± 1 или  О; hз·з· = ± 1 или О. 
( 10.3) 

Индекс, т. е. число отрицательных знаков в ( 1 0. 3), является 
инвариантом hлх· 

То же имеет место для п > 3. Если r есть ранг hлх и 
если hлх действителен, всегда существует такое дей
ствительное преобразование координат (х) - (х'), что 

1) См., например, С х о  у т е  н и С т р о й  к 1935. 1 ;  Г а н  т
м а х е р 1953. 1. 
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м атриuа hл •х• принимает форму 

+--- s ---> <-- г - s ·-+ + п - r + 

1 -� о о о 

1 
1 -1 

+z 

(1 0.4) 

о +z о о 
о о о о 

о о о о 

Это можно сформулировать иначе. Если /zлх действите
лен, всегда можно найти такой действительный тензор Р\. 
что матрица P�,P�xhprJ имеет фор�1у ( l 0.4). Последователь
ность знаков - . . .  - +  . . . + в ( 10 .4) мы будем назы
вать сигнатурой, а число s - индеuсо;.t 111.х· s является 
инвариантом действителыtых преобразований координат. 
Говорят, что сигнатура четна.  если s четно, и нечетна,  
если s нечетно. 

- 1 л Если r = п. сигнатуры !11.х и h-н совпадают. В этом слу-_ z 
чае /z1.x и hхл называются положительно определенными , 
если s = О, отрицательно определенны.ми, если s = п. 
и неопределенными во всех остальных случаях. 

Сигнатура и индекс действительного контравариантного 
симметричног_о тензора валентности 2 определяются аналогич
ным образом. 
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1 1 .  Канонические формы бивектора 

Любой бивектор /хл в Ез всегда простой и, следовательно, 
его ранг равен 2. Если /хл действителен и если 

/хл = 2vfx w'·1 , ( 1 1 . 1 ) 
мы можем таким обрааоы выбрать. действительную систему 
координат, что 

eX = WX, eX = VX, 
1' 2' 

х'// 
Тогда матриuа / принимает . вид 

о 1 о 11 -� � � 11 · 
( 1 1 . 2) 

( 1 1 .3) 

Испольауя рааложение действительного бивектора /д 
в Еп, имеющего ранг 2р, на р действительных листов 
(ер. П. § 6), можно аналогичным обрааом покааать, что 
всегда существует такая действительн·ая система .координат (х'), 

х'Л.' что матрица f принимает вид 
�-.- 2р ----> -<- п - 2р � 

о 1 о о о 
-1 о 

о 
о 

о 

о J 
-1 о о 

о о 

о о 

о 
о 

� 1  

( 1 1 .4) 

x'J.. . 
Это можно сформулировать иначе. Если j действите-

лен. всегда существует такой действительный тенаор Р\. 
что_ матрица Р�рР�0/'11 имеет форму ( 1 1 .4) .  

То же  справедливо mutatis mutandis для ковариантных 
бивекторов. 
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1 2. Фундаменталь н ы й  тензор 
Введем в Еп действительный сим.лtетричный тензор gлк 

ранга r с постоянными компонентами. Обозначим тензор, 
обратный g1.x• через gx1· :  

g
xp gрЛ =А�; ( 1 2 .  l) 

g лх и gxr" называются соответственно ковариантным и кон
трава риантны.лt фундалtентальным тензором. Еп с фун
даментальным тензором называется Rп· Скаляр 

( 1 2.2) 

является инвариантом вектора vx n Rп· Инвариант 

l y'  g v'·vx l 1":Н ( 1 2.3) 

называется длиной вектора vx 1). Если g1.x 
неопредеденныR 

и v" деtlствите.�ен, gлx
v'·v"- может быть положитмьно, отри

цательно или равно нулю. Вектор нулевой д.�ины называется 
изотропным или нулевым ве1•торо.лt, а вектор длины 1 -
единичным вe1•mopo.,1t. Изотропные векторы заполняют нуле
вой конус Z), определенный уравнением 

( 1 2.4) 

Ну девой конус действительный в том и толы{О том случае, 
если g1.x неоnреде.1N111ый. В этом случае центро-аффинное R" 
распадается на две части - положительную область, за
полненную деИствитеды1ыми векторами с g лx

v1·v",f. > О, и отри-
цательную область, заполненную действительными векто
рами с g1.x

v'·vx < О. 
Гиперсфера 

( 12 .5) 

называется единичной гиперсферой в отрицательной и поло
жителыюй об.1астях соответственно. 

1) В специальной теории от1юс11тслыюст11 пространство - время 
рассматривается ((ак R4 с сигнатурой - - - -t-· 

2) В теории относительности - световой кон ус. - Прим. пе рев. 
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Два вектора их и vЛ., удовлетворяющие условию 

gлхи
лvх= О. ( 1 2.6) 

называются о ртоzональны.мit. Следовательно, изотропный 
вектор ортогонален самому себе, и только изотропные век'
торы обладают этим свойством. 

Используя нормальную форму gлх (ер. I I. § 1 0) , можно 
ввести такую систему координат xh (h = 1 . . .  n), что не
исчезающие компоненты g1h. gh1 будут в ней иметь вид 

gll = - 1, . . .  , gss = - l , 
gs+l , s+ l = + l , . . .  , gnп = + l , 

gll = - 1, gss = - 1 , 
( 12 .  7) • •  • t 

gs+ l, s+l = + l , gna = + l. 

Подобная система координат называется деl(,артовой систе
мой координат в Rn. Д:rя индексов декартовой системы 
координат мы всегда будем использовать JJатинские буквы и 
прямые цифры. Базисные векторы декартовой системы коор-h 
динат будут обозначаться через th, t1• Таким образом, t 
ih - взаимно ортогональные единичные векторы. 
l 

Аналогично тому, как это делается в обычном простран
стве, мы определим угоJ1 между двумя векторами их и vx, 
которые оба J1eжar в отрицательной обJ1асти ИJ1И оба - в по
ложительной обJ1асти, посредством соотношения 

+ g иЛvх COS <р = Лх -J V (gviPvuP) (go1vav') 1 {+ область). ( 1 2. 8) 

ФундаментаJ1ьный тензор устанавJ1ивает взаимно одно
значное соответствие :между ко- и контравариантными век
торами: 

( 1 2. 9) 

Отсюда следует. что vx и w,.,, могут рассматриваться как два 
ра3личных представления одной и той же величины. По· 



12. ФУНДАМЕНТ АЛiiНЫП ТЕНЗОР 63 

следняяi может быть равноценно интерпретирована геометри
чески �ли как отрезок со стрелкой, или как система двух 
параллельных гиперплоскостей. Во втором случае расстояние 
между двумя гиперплоскостями wл обра1но по величине 
длине vx. В обоих случаях мы будем использовать одну и 
ту же коренную букву для этой величины. Например, 

vxg
xл = 'Vл• 'Vлgлх = vx. ( 1 2 . 1 0) 

Эта операция называется поднятием и опусканием индек
сов. Уравнение 

( 1 2. 1 1) 

оправдывает использование одной и той же коренной буквы 
для g лх и g'-x. Используя эту операцию, мы можем длSJ 
каждого тензора или тензорной плотности образовать ком
поненты различных типов. Например, для P;,).v имеем 

( 12 . 1 2) 

Все эти компоненты имеют одну и ту же коренную букву. 
Имеет место следующая связь между ко- и контравариант

ными базисными векторами. принадлежащими одной и той же 
ортогональной системе координат: 

s s+I  n 
lx = - ix, lx = + t x, • " , ix = + ix 

s+l n 
( 12 . 1 3) 

и соответственно между ортогональными компонентами 
вектора: 

(h = 1 ,  . . . , s) 
(h = s +  1 ,  . . . , n). ( 1 2 . 1 4) 

Длина вектора vx в ортогональных компонентах ранна 

V- 'Vl'VI - . "  - 'V8V' + vs+lvs+I + " . + vnvn j , ( 1 2 . 1 5) 

а уравнение нулевого конуса имеет вид 
- х1х1 - . . . - х  xs + xs+lxs+1 + . . .  + х0х0 = 0. ( 1 2 . I G) 

В обычном пространстве мы используем сигнатуру + + + 
или -:---- - -. Последняя является более предпочтительно!:! 



II .  ГЕОЛШТРИЧЕ.СКИ !:: ОБЪЕКТЫ В Fn 
в физических исследованиях, если имеется в виду реляти- .  
л истская точка зрения. 

Введение фундаментального тензора фиксирует единич
ный объем ,  т. е. объем параллелотопа, построенного на п 
взаимно ортогональных единичных векторах. п-векторы 

(а) 1"ч " . Хп def n ! t[XJ . " tXn] , 11 " .  п = + l , 
(/1) 1 п (h) 
(�) def 1 � ? (li) 

(Ь) lr.1 " .  'Ап = n . l ['AJ . " lJ.n]'  i1 . " n = + 1 
( 1 2 . 1 7) 

с объемом +1 являются инвариантами ортогона.11ьных пре
образований ортогональных систем координат при Л = +1 

. . (h) 
и изменяют знак при Л = - 1 . п-вектору i1.1 • • •  'Лп соответ-
ствует скалярная Л-плотность веса -+ 1 :  

(h) 

(/1) (h) 
l[h) = i1 . "  п = + / .  ( 1 2. 1 8) 

Л-плотность 1 :  7 веса - 1 соответствует 1х1 " . 1(п. Следова-(11) 
тельно, компонента l равна -1 относительно всех орто
гональных систем координат с той же ориентацией, что и (/i) 
И равна -1 ОТНОСИТеЛЬНО ВСеХ ОСТЗЛЬНЫХ ОрТОГОНЗJ!ЬНЫХ 

(h) 
систем координат. Таким образом, g ix фиксирует t только 
с точностью до множителя± 1, а это означает, что gJ.н 
фиксирует только единичный объем, но не ориеитацию. (h.) * 

Если ffi есть W-с1(аляр с компонентой +1 относительно 
всех систем координат с той же ориентацией, что и (h), 
и -1 относительно всех оста.�ьных систем, то величина 

( 12 . 1 9) 

яв,1яется обычной плотностью веса +z относитеJiьно все.х 
ортогональных систе�1 координат. Эта плотность тесно свя· 
зана с g1_x· Действительно, если по.южить 

( 1 2. 20) 
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то мы будем иметь 

g· [х'] = п ! 1 gll' 11• • • • gn' l  11'1 I = 

- i 1 1 A�·I , . .  Л11 XJ " .  Xn
g 1 -- f .  1 ' " . n' J' " . n' fl.1 [Y.1 g 1'.11 1 Xnl -

65 

( ')з А 1  . " п 1 • • .  п 1 / л-2� [ 1 ( 1 2  2 1) = n · 1 ' • " п' I' . " 11' gll (1 ' • • g nl 111 = g Х • ' 
Следовате:1ьно ,  g ес-�ь обычная скалярная плотность веса +J 
с компонентой + 1 относительно любой ортогона.1ьной си• 
стемы, откуда 

( 1 2 .22) 

(В дальнейшем, следуя общепринятому обозначению, мы 
будем вместо g писать просто g. - Прим. перев.) 

1 3. Матрич ное исчисление в Eri и Rn 
Уравнения 

P�pQ�;. = R\ 

могут быть также записаны в сокращенной форме 
PQ = R. 

( 13 .  l) 

( 1 3 .2) 
где Р, Q и R можно рассматривать как символы тензоров 
в ( 1 3. 1) ,  не зависящие от выбора системы координат. Но мы 
можем смотреть на Р, Q, R так же, как на символы матриц 
1<омпонент этих тензоров относительно произвольной, но 
фИксированной системы координат, например (х). Тогда ( 1 3.2) 
определяет у.иножение .матриц при ус,10вии , что мы дого
ворились об опредеJiенной связи между индексами и строками 
и столбцами. В дальнейшем мы всегда полагаем. что левый 
индекс обозначает строки, а правый - столбцы и что если 
нижний индекс стоит непосредственно под верхним, нижниll 
должен рассматриваться как левый, а верхний -- как пра
вый. Тог да элемент %-строки и А-столбца произведения на
ходится перемножением для всех значений р элемента х-строю1 и /.-столбца левого множителя с элементом р-строки и 
А-столбца правого множите,1я с последующим суммирование�t 
всех этих п произведений. 

5 Я. А. Схоутен 
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Умножение и сложеrше ыатриц являются составными ча

стями матричного исчисления . Это исчисление можно рас
ширить, записывая уравнения 

'vx -- Px. 'Vt. , ' рх /с 
,.. W1, = Wx . 1" р = W1.V 

в сокращенной форме 
'v = Pv, 'w = wP, p = w·v = v-w 

( 1 3 .3) 

( 1 3 . 4) 
и рассматривая v, 'v как символы матриц с одним столбцом ,  
а w, 'w - как символы матриц с одной строкой. 

Тензорное исчисление величин ва.т�ентности 2 и матрич
ное исчисление не являются полностью эквивалентными. В тен· 
зорном исчис.1ении с самого начала задана группа Оа, и мы 
интересуемся лишь свойствами и операциями, инвариантными 
относительно этой группы. Например ,  мы знаем относительно 
каждой величины, является ли она ковариантной, контрава
риантной, смешанной \ или смешанной j_x, и умножения вы
полнимы ,rшшь в том случае, если можно произвести свертку 
одного верхнего и одного нижнего индексов. Точно так же 
свойства симметрии или антисимметрии имеют смысл лишь 
для ко· или контравариантных величин. С другой стороны, 
в матричном исчислении первоначально не задана никакая 
группа. Следовательно , матрица является бо,1ее общей кон
цепцией, и нет ни ка�< ой необходимости рассматривать ее всегда 
как множество компонент некоторой ко- или 1<онтравариант
ной, или смешанной величины. Конечно, в любой момент 
можно ввести однородные линейные преобразования (ко- или 
контравариантные) строк и столбцов друг относительно друга 
или совершенно произвольньш образом исследовать их инва
рианты. Но в матричном исчислении , как оно было развито 
Кэли и многими другими задолго до открытия тензорного 
исчисления, имеется много разделов теории и много прило
жений , в которых преобразование строк и столбцов вообще 
не рассматривается 1). 

1 ) Ср. \V. О i v е n s, Math. Rev. v .  9 (1948), р. 324 в его обзоре 
Душека 1947.6. Референт критикует многих авторов за тенденцию 
«рассматривать матрицы иначе, чем линейные преобразования одного 
множества переменных в другое ковариантное множество» и за по
добную тенденцию «отмечать эффективность тензорных обозначений 
и алгебры в применении к большому числу переменных совершенно 
безотносительно наличия группы преобразований». 
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Вводя изомеры 

P
I х def рх QI .х def Qx RI . .  х � Rx /, - . !.•  'Л. - . !. •  ). - . 'Л.• ( 1 3.5) 

соответствующие транспонированию матриu Р, Q и R 
в ( 1 3. 2) и ( 1 3. 4) , мы получаем 1) 

1 l 1 ! 1 ! 1 QP = R. v = vP, w = Pw. ( 1 3 .6) 

При использовании этой системы обозначений мы всегда 
доажны помнить, имеет ли символ, подобный Р, контрава
риантный характер слева и ковариантный характер справа 
ил11 наоборот, и обозначает ли символ, подобный v, ко- или 
контравариантный вектор. Например, vP и Pw не имеют 
смысла. 

Дальнейшее расширение сокращенных обозначений можно 
получить, вводя символы для ко- и 1юнтравариа11тных вели· 
чин валентности 2. Например, обозначая hлх и /x'J.. через h 
и /, получим 

hv 
1 1 1  

PjQ, QJP 
1 1  

hf, fll 

или 

для 

для 

1 
vlz для 

px qi.. />а .р . (]  • kлxvY.; 

р'· QY.. f(XJ· .р . а  ' 
h1,pfpx, /pxh/,p И т. д. 

( 1 3 . 7) 

Величины, обратные Р, h и /, которые существуют лишь 
в том случае, если их ранг равен п, мы обозначю-1 через р-1, 
Ji-1 и 1-1. Тогда 

РР-1 = Р- 1Р = А, lzh- 1 = h-11z = A, ff-1 = /-1/ = A, 
( 1 3 .8) 

1 1) М�гие авторы пишут Р' или Р* вместо Р. Штрих или звез-
дочка справа неудобны, если мы хотим иногда возвращаться к обо
значениям с индексами. Так что в этом случае было бы лучше 
писать 'Р или * Р. Но вертикальная черта непосредственно над цен
тральной буквой имеет то преимущество, что если мы используем 
обозначенпе Р для комплексно сопряженного Р, две черты могут 

+ 
быть скомбинированы в обозначение Р для часто встречающегося 
сопряжения с транспонированием, для которого другие авторы должны 
вводить новые символы Р или р+. 

5* 
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и из ( 1 3 . 1 )  находим 
Qv = P-1Rv, 

V = Q- 1P- 1R't' . 

R -1PQv = v. 
( 1 3 . 9) 

При использовании этого расширения мы должны всегда 
nомнить о ковариантном и контравариантном характере всех 
несмешанных величин ва.'!ентности 2. 

Вся эта работа по запоминанию очень неудобна, и это 
делает символический метод менее автоматическим, чем си
стема индексов. Но имеются два исключения. В Rn разница 
между ко- и контравариантными величина.ми исчезает и по
этому в матричном псчис1ени11 нет никаких операций, 1<0то
рые не были бы инвариантными относительно группы вра
щений и отражений Oor · Е.с:ш, сверх того , фундаментальный 
тензор положительно определенный и используются только 
декартовы системы координат, исчезает также разница между 
ко- и контравариантными компонентами. Здесь матричное 
исчисление действительно является идеальным методом во 
всех случаях, когда приходится иметь дело с величинами 
валентности 2 и требуется сокращенная символика. 

Другим исключением, при котором может быть (еще более) 
рекомендовано матричное исчисление, является U,l' т. е. Е,1 
с группой Oun всех унитарных преобразований, особенно 
сели (эрмитов) фундаментальный тензор положительно опре
де.�енный, а координатные системы (унитарно) ортогональны 1) 

1 4. Ортог ональные  нормальные формы 
симметричных  тензоров валентности 2 
и бивеиторов 

Если задана величина Т\, :мы :може:м попытаться найти 
вектор vx, удовлетворяющий уравнению 

( 1 4. 1 ) 

1) Ср. гд. Х, в которой рассматривается матричное исчисдение 
Дирака. 
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rде а есть подходящий скалярный множитель. а является 
одним из корней уравнения 

( х х) Det Т .л - аА�. = 0  ( 1 4.2) 
степени п. Уравнение 

( 1 4.3) 

приводит к тому же уравнению ( 1 4.2). Каждый корень 0 4.2) 
называется собственныJt значением Т\. Вектор vx(w,J 
удовлетворяющий ( 1 4. 1 (3) ) для этого значения о. называется 
контравариантным (ковариантным) собственным векто ро.и, 
принадлежащим данному собственному значению. 

Здесь нас особенно интересует случай. когда фундамен
тальный тензор определенный, а Т µЛ действительный 11 
силt.мет ричный. В этом случае ( 1 4 .2) можно записать в виде 

Det (Т µt. - og µi) = О ( 1 4 .4) 

и можно показать, что корни этого уравнения nсегда дей-1 2 
ствительны 1). Если а и о - два неравных корня этого урав-1 2 
нения и vx и vx - два решения ( 1 4.4) для а =  а и а =  о, то 1 2 
мы имеем 

( 1 4. 5) 

а это возможно дишь в том случае, если собственные век
торы vx и vx взаимно ортогональны и ] 2 

1 
vµT�11.v" = O. ( 1 4 .6) J 2 

Если а есть т-кратный корень ( 1 4 .4) , то можно показать, 1 
что собственные векторы, принадлежащие <J, являются век
торами опредеденного действительного Rm· В этом Rm мы 
можем всегда выбрать т взаимно ортогонаJiьных действи
тельных собственных векторов. Поступая таким образом со 

1 )  Мы опускаем доказательство, так как бо.�ее общее предло
жение будет доказано в гл. Х. 
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всеми корнями, мы получаем в конечном счете п раздичных 
взаимно ортогональных действите.�ьных векторов тензора Т µ1..• 
Если единичные векторы этих собственных векторов обозна-
чить через ("" (/ = 1 ,  . . .  , n) и если эти векторы выбраны 

1 
в качестве базисных. мы имеем 

т " lµ .i.T О ji = l }lt. = j t 

Отсюда 

(i, j = 1 ,  . . .  , n; j =1= !). ( 1 4 .  7) 

Т е о р е м а  о г л а в н ы х  о с я х  с и м м е т р и ч н о г о  т е н · 
з о р а в а л е н т н о с т и  2. 

Если фундаментальный тензор определенный и если 
T1,i.. - действительный симметричный тензор, то всегда 
воз.можно найти такую действительную о ртогональ
ную cиcmeJty координат (h), что 

(l, j = l, . . .  , n ;  j =1= i). ( 1 4 .8) 

Имеется соответствующая теорема для бивекторов: 
Т е  о р е м а о г л а в н ы х л и с т  а х  б и в е к т о  р а .  
Если фундаментальный тензор определенный и если 

11,1 . .  - действительный бивектор ранга 2р, то всегда воз
.можно разложить l,1л на р взаимно ортогональных 
действительных листов. 

Заметим, что ни теорема о главных осях, 1 1 11 теорема о 
главных листах не имеют места, если фундаментальный тензор 
неопределенный. Причиной этого является то обстоятельство, 
что в этом случае действительный симметричный тензор или 
бивектор могут иметь сингулярное положение относительно 
ну левого конуса. Теорема, однако, остается справедливой 
для симметричных тензоров и бивекторов, которые не нахо
дятся в таком сингулярном положении. 

УПРАЖНЕНИЯ 
II 1 Если Рх1 · · '  xPQ q < р, есть тензор при любом ' ' 1<-J • • •  Xq'  

выборе тензора Qx х . то Рх.1 " . х.р - тензор. 1 . " q 
11. 2. Если v1.x. - тензор и если уравнение 

avf.x + bvy.1, = О  
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имеет место ошосительно координатной системы (х), то оно снра� 
ведливо также относительно любой другой координатной системы. 
Если Vлх :f= О. то иш1 а = Ь или а = - Ь. 

11. 3. Доказать. что 

V[Xl Хр} _ [XJ Хр} _ XJ '/./! • • •  V -- V . " v - V  V ,  1 р \1 р] [1 Р) 
р('-1 , , ' рХр) = p(XJ рХр} = р'-1 • ' '  р"'Р 

''] 'Ар P·l Лр] [ЛJ ),р]' 
П. 4. Доказать, что 

E-i1 · "  'trnXm+l " ·  Хп (�) 
(Х} !J" .  Trnt'rn+l · " '·11 = = m l  (п - т) 1 A[xm+l · · · У.п] Р·т+1  " .  i.11] 
� что аналогичное соотношение справедливо для Бх1 ." ""11 и 
е.,._1 · • · 1,11' 

ll. 5. Если р - ранг Р\, q - ранг Q\ и r - ранг P�,..Q�1,, то 
г < р и < q. Если q = п, то r = р. 

II. 6. Если {)(, {К - единичные взаимно ортогональные векторы 1 2 
соответственно в отрицательной и положительной областях Rn. то 
{"- + ix и {К - {У. - изотропные векторы, 1 2 1 2 ·" def ·Х ! ·Х h !� = 1 с 1 fj) ± 1  s fj) 1 '  1 2 
- единичный вектор в отрицательной области и 

iv. def ± {У. sh rp + {I< ch rp 2'  1 2 
- единичный вектор в положительной области, ортогональный i-н. ! '  

П. 7 .  Доказать, что если g1,rP?x и gлpQ�x симметричны, то после 
опускания первого индекса PQ + QP симметричен, а PQ - QP 
антисимметричен. 

1!. 8. l<овариантный вектор t\ имеет ту же ориентацию, что и 
контравариантный вектор vx, или противоположную в зависимости 
от того, лежит ли vx в положительной или отрицательной областях. 

11. 9. Доказать, что v('чх2хзvЛ1]ЛzЛз = О есть следствие 
v[xix2xз v1'1Л2] 1'3 = О, выписав полностью 

v[X1XzX3VЛ1Л2] Л3 - vfx1x2v.3VЛ1Лз) л2. 



111. ОТОЖДЕСТВЛЕНИЕ ВЕЛ И Ч И Н  
в Еп ПОСЛЕ ВВЕДЕНИЯ П ОДГРУПП Ga 1) 

1 .  Введение единичного 
объема (под г руппа Geq) 

Единичный объем, представляемый обычно ска:1ярной п:ют· 
ностью q веса +i . устанав,1ивает взаимно однозначное со· 
ответствие между контра-(ко)вариантными р-векторами 
(W-р-векторами) и контра- (ко)вариантными р-вектор-п:ют-
1юстями (р-вектор-Л-п,10тностями) веса +z и -/ соответ-
сшенно: 

Например, для п = 3: 

/-#-# 
@§-=@3 - ! 9  
Q -.!,@3-.!§ 

/J-!# --! � 
Рис. 7. 

1) Ср. Р. К. 1924.1 ;  1954. 1 ;  С х о у т е н  1938.2; С х о у т е н  н 
Д а н ц н г  1940. 1; Д о р г е л ь  и С х о у т е и, 1946. 1 .  
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Из (Ш. 1 . 1 ) , (II .  8 .6) и (II .  8. 1 4) следует, что 

Если единичный объем вв�ден_ с помощью фундаменталь· 
ного тензора g1,x, мы имеем q = i и, следовательно, в орто· 
го11альных компонентах 

2. Введение фундаментального  тензора 
(подгруппа Gor) 

(l .3) 

Фундаментальный тензор g1.x устанавюшает взаимно одно
значное соответствие между контра-(ко)вариантными и ко
(контра)вариантными р -векторами, W-р-векторами. р - век
тор-плотностями и р-вектор-Л-плотностями 

v x1 . . .  "'Р = gхл.1 • • • g"'P''Pw . 1.1 • • .  '·р * . , * vx1 · · · Хр - gх1ч и""P"rw - • • • 15 },] " . i./ 
v"-1 . "  Хр _ rr uXJi.J gx/'p:qy - 15 ь · · · ' 1.1 . . .  i.p' 

;vx1 . . .  ><р = gg""-'1'·1 • . •  g"'P1'Pw, ' ·1 " . 'Р 

(2. 1 )  

ИJ1и в ортоrснальных координатах (t Р - чис.r�о отрицате.1Ьных 
знаков среди первых р знаков сигнатуры) 

v1 · · ·  Р = (-1)1P w l . . .  Р•  
- 1 . " р ( /)1  -'О = - P W1 " . р• 

". t � '01 . • . р = (-1) P w  1 " . µ• 
V1 " . р = (-1)1Р W . J • • • р 

(2. 2) 

1) a =: b (mod 2) - a  сравнимо с Ь по модулю 2 - озна•�ает, что 
а - Ь = 2т, где т - целое. - Пp1t.JJ. перев. 
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Из (Ш. 2. 1 )  или (Ш. 2.2) и (Il. 8 .6), (II .  8. 1 4) ,  следует, 
что для нечетной/четной сигнатуры 

{ +I 
«п- р - �р=:= р (п - р) +о (mod 2), 

{ 
+
J Vp - Ьп-р == р (п - р) +о (mod 2). 

(2 . 3) 

Соотношения ( 1 .2) также сохраняются в этом случае, 
так как фундаментальный тензор фи1<сирует единичныll 
объем i'. 

3. Введение ориентаци и  

Ориентация, представляемая W-скаляроы �. устанавливает 
.озаимно однозначное соответствие между контра-(ко)вариант· 
ными р-векторами и контра-(ко)вариантными W-р-векторами, 
а также между контра-(ко)вариантными р-вектор-шютностями 
веса +I (-/) и контра-(ко)вариантными р-вектор-Л-плот
ностями веса +I (-1) 

,..,, �� *- �_, х vxz . . .  '·р = шv'·I " .  Р, " 
W,  , = ЫW, , , "'1 " • "Р "1 " . '·р (3. 1 )  

* -

" *  
((J)(J) = + 1). 

Из (I I I . 3 . 1 ), (I I .  8 .6) и (II. 8. 1 4) следует, что 

(3.2) 
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4. Совместны е  отождествления (п одг руппа Gro) 

Если все отождествления выполнены совместно, мы полу· 
чаем следующую диаграмму: 

v 1  . .. p�:�1."p / ' ·-" f. .. p\. . 1".р \ 
i \ / " . lm °'n-p+pfn-pJ l r-lJPP 1 fг1/Ур tf-JJBп-p+Pf11-pJ 1 t t 1 • \: . . 1 \ / iJ. . +(-l} tp. iifp+! . п\  . (f,p+l. n. +f-7/P . .J, 1 ., 

• р+ 1.  .. п • / р+ ".п 

1�:п �, · , ,  , . т-r--- . \  t \ _______+-r+� r r 
1 -� !.-++� �! 1 
\ Ш - +r-JJtP -uP+T".nJ \ uP+1. .. n. +r-tJtд_ w 1 · р•! . . п р+! . . .  п \ ' . 1 \ fr-1; Yп-p +Prn-pJf r-1f4' \ !r1Ja:P tr-1;,Jlп-p+prn-pJ . / \ . 

, "  t -11' ' · - t _/, ш l. "р . •  (-7} Р- - и · v -- (-7J Р • .  ш · · Р 

�:� 
( 4 . 1 )  

и соответственно имеют место следующие двенадцать сравне
ний по mod 2: 

\'р === - �р· «р = Ур• «п-р - �р == р (п - р) { t� 
(Уп--р === - f>п-р), ап-р = \'п- р• U.р - �п-р = р (п - р) { 1� 

fyz:= - ap, (�р == бр)• (Ур - Ьп-р == р (п - р) { t�) 
' { +z) Ьп -р  '=" - Ctn -p• (�п-р � Оп- р)• (Уп-р - Ор == р (п - р) +о 

(4 .2) 
для восыш неизвестных пр, Пп-р• �Р ' 13п-р• Ур• Уп-р• бР. бп-р 
для нечетной (четной) сигнатуры. Семь из этих сравнений 
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независимы (остальные приведены в скобках). Выражая все 
неизвестные через ар• находим 

aps= ap. /3р = - ар, 

O.n- p -== - ap + P (n - p) { �� �11-p = fl.p + p (n - p) { 1� 
't'p ;.:;  ар, f>p = - ар, 

{ +z { +1 
i'п- р==- ар +  р (п - р) +о б11_ ре:=-ар+Р <n-р) +о. 

Имеются четыре случая: 
( 1 )  п нечетно, р (п - р) == О, нечетная сигнатура: 

a/J =::. - f\p == Vp == - 6µ. 
ап -р == - flп-р = Уп -р = - бп-р = - ар +  /. 

(2) п нечетно, р (п - р) ===:. О, четная сигнатура: 

ар == - f\p == Vp == - бP. 

ап-р = - flп- p ==  Уп-р= - бп-р = - ар. 

(3) п четно, р (п -- р) == р,  нечетная сигнатура: 

ар == - f\р == Ур == - бР, 

«п-р = - flп-р == Уп-р == - бп-.о == - ар +  Р +  1 . 
(4) п четно, р (п - р) == р. четная сигнатура: 

аР == - /3р == Vр == - бР' 
а11-р = - fl11-р == Уп-р == - бп-р === - ар +  Р· 

(4 . 3) 

(4.4) 

(4. 5) 

(4.б) 

(4. 7) 

Для п нечетного р и п - р всегда не сравнимы по 
шоd 2. Простейшими решениями являются: 

( 1 )  п нечетно, р (п - р) == О, нечетная сигнатура: 

аР == - /3р == Vр == - бР =  р. 
ап-р = - /3п-р = Уп-р = - 611-р = n - Р· 

(4 .8) 

(2) п нечетно, р (п - р) == О, четная сигнатура: 

(4 . 9) 
ар = - f\P = Ур = - бР = О, 

«п-р =  - /3п-р = Уп-р = - 6п-р = 0. 
v + I  

Для п = 2v мы получаем 2av = для нечетной/четv 
пой сигнатуры, и отсюда мы видим, -что коэффициеиты 
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мнимые для р четного/нечетного. Простейшими решениями 
являются 

(3) п четно, р (1i - р) :== р. нечетная сигнатура: 
р (п - p) -t- 1 

ap = an-p = Vp = Vп-p =  2 ' 

р (п - р) + J  
llp = ll11-p = Ьр = &11-µ = - 2 • 

( 4) п четно, р (п - р) == р. четная сигнатура: 
р (п - р) ap = a11_p = Vp = Vn-p = 2 ' 

R - R - � - � р (n - р) t'p - pп-p - up - un-p = - 2 • 

(4. 1 0) 

( 4. 1 1) 

Дробные значения в (4. 1 0) Д;1Я четных р и в (4 . 1 1 ) д 1я 
нечетных р иногда неудобны, 'Гак как они приводят к мни
мым коэффициентам. Единственным способом избежать это 
является возвращение к подгруппе Gor• т. е. выподнение 
отождеств.r�ения ве.r�ичин, которые раз.r�ичаются то.1ько своей 
ориентацией (второй сrолбец в (4. 2) .  Тогда отождествления, 
отмеченные - · -- · в (4. 1 ) ,  отпадают" Вместо v1 • • •  Р :::ai 
=+ �1 · · ·  Р И Т· д. МЫ Теперь имеем vl · · •  Р = ± w"t " .  Р, 
п;щчем знак зависи t' от ориентации системы координат. 
Остающиеся шесть сравнений, следующие: 

r +1 . Vp :=о - /)р • ап-р - /'>р � р \ +о. 
Уп-р = - ()п-р• 

6Р = - аµ, 
{ +1 . 

•1r - l'ln-p === Р +о. 
611-р == - а.11- р• 

Простейшими решениями являются 

{ 1 . 
а.р = а11-р = 6Р = бп-р = О, 
/)р = /'>п-р = Vp = Уп-р = Р· 

( 4. 1 2) 

( 4 . 1 3) 

Эти решения наиболее удобны дJIЯ использования в тео
рии относительности. Но решения (4. 1 0) ,  (4. 1 1 ) полных 
сравнений (4.2) представляют интерес из-за их связи с тео
рией спиноров. Для р = v, 2v = п мы получаем из них сле
дующую диаграмму для Or0: 
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�:�л1 . .  v ! 1 .. v ••• (-1}t11---ш s. 7ш; ---f-7/ - --и 
/. 

. . \/ . 
/ . . . v ' ' t c11+J t ·v- 1 + \ . t i v•1 i v-1 t \ 

! i·" i ·V \ / i v i v  t - t '  / *  t * \ 1 - -- +Ч.' 'fl·· lJi'l+ .. .n, цт V+f" П.-+(-!) 'fl--U: • , Ull+f .п П/ , . vH ... n \ 
! ir-......___ � + � �\ \ 1 , -------+--++ � 'i + +  + + + +  + +  
1 � ---+-++� / 1 ·. � L--++H �· ; ·� Ш:. - +(-1/P-uv+t. .. n # • u 11+т. .. n • • ·:п-7J tP·- lll,;+1. . п \ v+l .. . n • \ • t · -11+1 ·-v-1t 1 + i v+ 1 l v-1 i / \ l l • · V  · V  • i -'11 l -v .' \ l l 

\��:�;;, , 
(4. 1 4) для нечетной/четной сигнатуры . Таким образом, мы  имеем для n = 4  и сигнатуры - - - + 

�::::-:----- л 1 U - - - - + - - - - Ш,z . UГ- - - - + - - - - и'2 . 1 12 \ / + - l + +}\ / t - l t + i\ 
' .� - - - - �+Hrt!�--��� \ 
j 1 � + � \ 
+ t + + + + i l \ \ �+� / ! 

·, ',;,.. _ _ _ _ _  -- - -u.1'f-++�, u.J'f / 1 . "'.J". ! \ 
- - - - - - - - - w.Jz, / '. t - l t +�/ \ � - i  + +�/ \ * 12 '* / . , 

цт�:�{Q!Z 
( 4 . 1 5) 
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Для 00r отождестмения, обозначенные - · - · , отпадают. 
Вместо + мы  имеем ± в зависимости от ориентации системы 
координат. Из (4. 1 5) мы видим, что v2з, vз1 ,  v12 , vI4, v24, vЗ4 
преобразуются так же, как - iv14, - iv2t, - iv34, tvzз, tvзi, 
iv12. Следовательно, шесть сумм (разностей) 

(а) 

(Ь) 
vzз ± iv14, 

vн + iv2з, 
vз1 ± fv24, 

v24 + ivз1 , 
v12 ± ivз1; 

vз4 + iv12 ( 4 . 1 6) 
преобразуются относительно Oro• как компоненты v2з, vз1 , 
v12, vI4, v24, vз4. Но компоненты (4. ! 6Ь) отличаются от 
компонент ( 4 . 1 ба) лишь множителем i .  Отсюда следует, что 
каждая совокупность трех сумм (разностей) 

v�з ± fv14, vз1 ± tvZ4, v12 ± ivз� ( 4 .  1 7) 
образует геометрическую величину с тремя компонентами  
относительно группы Oro• Мы называем эти величины спе
циальны;,щ бивектора.ми первого и второго рода . 

То же имеет место для п = 2v. В этом с.�учае со
гласно (4 . 1 )  и (4 . 1 0 ,  1 1 ) мы имеем { v•+J 

v1 . " ,, = (-l)'v l ," v''+ 1 . . . n 
(для нечетноttjчетной сигнатуры). 

Отсюда мы видим, что среди ( п ) сумм , v  { v2+ 1 
vl " . v + (-/)tv i v' vv+ I " . n 

(ддя нечетнойiчетной сигнатуры) 

( 4. 1 8) 

( 4. 1 9) 

имеется в точности ; ( � )  линейно незаписнмых, которые 

образуют геометрическую величину. а именно специальный 
\1- векто р первого рода с ; ( � )  компонентаю1 относи-

тельно Oro· То же справедливо для ( п ) разностей , V ,  { '1"+ 1 
V1 ." v _ (-J)lv t v' vv+ J " . n 

(для нечетноИiчетноИ сигнатуры) 
(4 . 20) 

Они образуют специальный v-векто р второго рода. 
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Каждый v-вектор может быть разложен одним и - то.1ько 
одним способом на два специальных v-вектора различных 
родов. 

При п = 2v + 1 мы имеем 4п + 2 различных величины 
для 03: 

W-скздяр 

1<01пр. вектор 
ков. вектор 

контр. W-вектор 
ков. W-вектор 

ко11тр. бнве ктор 
ков. б11вектор 

контр. п-вектор " ·  ков. п-вектор 

контр. W-бивектор 1<0нтр. W-п-вектор 
ков. W-бивектор "· ков. W-п-вектор 

Первая строка может быть также интерпретирована ка�< 
Л-п.�отности, а вторая строка - как обычные п.1отности. 
Для Oeq (введение единичного объема) мы имеем только 2п 
раз.1ичных величин: 

скаляр 
контр. вектор 
ков. вектор 

контр. v-ве1пор 
ков. v-вектор 

Для Oor (введение фундаментального тензора) мы имеем 
только 2v + 2 = п + 1 различных величин: 

скаляр 
W-скаляр 

вектор v-вектор 
W-вектор . . .  W-v-вектор 

д.'Iя 010 (введение фундаментального тензора и ориентации) 
мы имеем толы< о v + 1 различных величин: 

скаляр вектор . . .  v-вектор. 

В качестве примера мы рассмотриы векторы и бивекторы 
в Е8• Для сигнатуры + + + ,  нспользуя значение (4.8), имеем 
(ер. (4. 1 ) )  

11 ф o/}f s Ф;J 
tvi tw1 t/23 th23 tvzз -.w2з 

+ +11 +lzl + 
-:U,23 ·+71 +h,1 * " * 

�V23 +vi tw1 tf23 th23• + + . 
Рис. в. 
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В соответствии с (4. 1 )  мы имееы диаграмму (4. 2 1 ), построен
ную для сигнатуры + + + .  

(4 . 2 1 )  

После введения единичного объема q (группа O�q) по
лучаем 

:vi =tii1 = = tv2з=ih2з 
Рис. 9. 

+ + �  + 1123= + V21 -= 
- + h-1 _+v'i - +  - +  • 
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Каждая из э1их четырех величин имеет четыре различ

ных обозначения и два различных геометрических предста
вления. В соо1 ветствии с их простейшим представлением 
<>ни часто называются полярным ве1tторо.ч, полярны.tt 
5иве1tто ро.м, а1tсиальныл биве1tто ро.м и а1tсаальны.1t 
ве1tто ро At. 

После введения фундаментального тензора g1 • (группа О ) .х or, 
получаем 

-" ·  1 _,_ ,�1 - -1� ! .;_<1 = + i  = +W1 = + 1 = 1 ,..., * ,..., ·» • 
= !�•2з = th2з = tw2з = t12з j = �! 1 

Рис. 10. 
Мы имееы теперь две величины с восьмью различными 

обозначениями и четырьмя различными геометрическими пред· 
ставлениями для каждой. В соответствии с их простейшими 
представлениями они часто называются полярны.�� вe1tmo
p0Jt и а1tсиальным ве1tто ро.ч. 

Ec.rrи вместо фундаментадьного тензора введены единич
ный объем и ориентация (группа 053), мы имеем 

i·v 1  - +fi1 _ + 1i _ +; ! :w 1  = +-!�1 = ++12з = ++w2з = + - + - + 23 - + 23 = 1 т ' _ + - _ +h" _ +h-1 + "1 i __ +
+w- 2з __ ++1"2э __ -+f-1 -

- +Vzз - +  2э - +  = +v = + ZV 1° 
Рис. 1 1 . 

Мы имеем теперь две величины с восьмью различными 
обозначениями и четырьмя различными геометрическими пред
ставлениями для каждой. В соответствии с их простейшими 
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представлениями они часто называются векто ро.и и dи
векто рож" 

После введения фундаментального тензора и ориентации 
(группа Gro) остается только одна величина - вектор -
с шестнадцатью различными обозначениями и восьмью раз-
1шчными геометрическими представлениями 

Рис. 1 2. 

Конечно, термины полярный вектор,  по.rrярный бивектор 
и т. д .  первоначально имели смысл лишь относительно 
группы преобразований , использованной при их определении. 
Но в тоы случае, когда используются только правые орто
гональные системы координат, мы можем также употреблять 
эти термины,  чтобы указать на специальное геометрическое 
представление, которое мы предпочитаем. В этом случае 
мы всегда используем одну и ту же букву, если нужно, со 
знаками ,..._, /\ * :  

" * " " 
vh, V1 • vhl, V111• vh, V1 , vhl , Vifi• 

:иы. 
� �h :vы. vh (4 .22) 

vih• Vz , v • V1h• "'1 · 
(h, l =  1 , 2, 3). 

Это также удобно, если мы хотим в процессе исследования 
ввести бо,1ее общую систему координат. 

На рис. 1 3  (стр. 85) показаны различные типы отожде
ствления в Ез. 

В теории относительности мы  имеем п = 4 и нечетную 
сигнатуру - - - +· После введения фундаментального 

б* 
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тензора мы получаем для 00r (ер. (4. 1 3) ): 
а1 = �1 = У1 = {)1 = 1 • 
a2 = b2 = l , �2 = У2 = 0, 

аз = �з = Уз = Ьа = l 

и имеем следующую диаrраыму: 

(4 . 23) 

(4.24) 
" 

Выписывая отдельно правую часть этой диаграммы ддя vi, 

... � 
v '  rи, г - 1  
+ 1 
L _J " + " Z.1't l2з+ щ 

' 

/12 • h;z г + 1 
+ 1 
l- - _JA fj" J,".1"1 

получаем 

" ,!12.J S1zJ 
г - -:-i 

+ 1 
L + _j" ...; s +  

(4.25) 

Сравнивая это с левой частью (4 . 24), мы видим, что даль
нейшие отождестмения введением ориентации моrут быть 
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получены только для векторов и тривекторов, но нс дл.я. 
бивекторов. 

�АХ �1А.Х 
Рис. 13. 

Следовательно. в R4 с сигнатурой - - -- + мы имеем 
три различные величины для 00r: 

( 1 )  Векторы с четырьмя различными геометрическими 
представлениями и восемью различными типами компонент: 

,..., ,...., - * - * 
vi = V234 = - V1 = v234 = - V1 = v2з.1 = vi = 'l'zз4• 
v4 = - V12з = v4 = :V12з = v4 = �12з = v4 = - �'123 

(цик.�ир. 1 ,  2. 3). 

(4.26) 
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(2) Бивекторы с четырьмя различными геометрическими 
представлениями и восьмью различными типами компонент: 

/12 = - Jз� = f 12 = J3* = fi.2 = jзi = 112 = - j34. 
/14 = - hз = - /14 = - f23 = - fн = - i23 = f14 = - i2з 

(4 . 27) 
(циклир. l ,  2, 3). 

(3) Тривекторы с четырьмя различныыи геометрическими 
представлениями и восьмью различными типами компонент: * ,,... * - ,...,, ,...,, rt = Гz34 = - Г1 = гzз,1 = - Г1 = г234 = гI = Г2з4• * - * - ,...,, ,..., 

г4 = - Г1zз = Г4 = г1zз = Г4 = ,12з = г4 = - Г1zз 
(4 .28) 

(циклир. 1 ,  2 ,  3). 

Простейшими геометрическими представлениями яв,1яются 
изображенные на рис. 1 4. 

Если введена ориентация, то тривектор также может быть 
представлен стрелкой, и мы имеем только две ве.1ичины -

Венто,о fiu�eкmtJ,P lj:щ!eкmop 

/ h( / 
Рис. 14 .  

вектор и бивектор. Каждый бивектор может быть разложен 
на два специальных бивектора первого и второго рода. 

6. Обы чная векторная алгебра в Rз 
В обычной векторной алгебре в R3 выполнены все воз

можные отождествления. Если мы оставим в стороне плот
ности и W-величивы, то мы имеем только четыре различных 
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обозначения для компонент вектора 

(5. 1) 
Используя их, мы можем вернуться к различным аффинным 

� � 
инвариантным формам скалярного произведения v · w и век-

� � � 
торного произведения и =  v Х w двух векторов. Для ска-

лярного произведения мы иыесм ( g) выражений 

� � 
v .  w = 'V1W1 + 'VzW2 + V3W3 = 'V;Wi = V1.w" = 

- - ", wzз - v wз1 - v w12 - - 1 v wil -- + �23 + 31 + 12 - + 2 ij -_ + ; v;.xW;..x = + vzзw1 + vз1w2 + v12wз = 

- ::i: !.. t .vhlwi = -+ .!_ i i vxl.wµ = , 2 lzlJ 2 х .µ 

+ + / Jhij 1 /хЛµ 
= 'V23W1 'V31W2 V12Wз = 2 Vыwj = 2 . 'Vx/,Wµ = 

= + v1w1 + v2w2 + v3.w3 = gthv1wh = gt..:кv1.w.,,_ = 
= + V1W1 + VzWz + V3W3 = ghivhwi = gxi"Vy,W). = 

= + v2зw2з + vз1wз1 + v12w12 = + { ghjglkvыwfk = 

- - .!_ хл µv _ - - - -- + 2 gx�igi.v'V W - + V23W23 + 'V31Wз1 + V12W12 -
l J / = + 2 gh glkvhiwjk =  + 2 gxµgЛvvxлWµv = 

= + Vz3W1 + 'V31W2 + V12W3 = 4 thligjkvhiw11 = _ / zхЛµ v 23 31 12 - 2  gµvvx,_w = v  w1 + v  w2 + v w3 = 

= + 4 iы1gfkvhlwk = + ; lxлµgµ'·vxлwv, (5. 2) 
{"./.µ = бtlxiЛlµJ, 1 2 3 

1 2 3 
lхлµ = бl1xl1.lµJ• / хЛµ = + lхлµ 

(h, [, }, k = l ,  2 ,  3). 
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Верхние знаки соответствуют сигнатуре - - -, нижние -
сигнатуре + + +. Мы имеем сорок выражений для вектор
ного произведения. Все они могут быть получены поднятием 
и опусканием индексов из следующих шести: 

u23 = v2wз - vзw2, 

и�;1 = 'l'з1w3 - V12W2 = - J2Зiv ijwi. 

u·1з с:--= vз1w12 _ v12wз1 = + g ijv!2 I i !wЗI J .  
и� =  - vз�и•з + v12w2 = v1iwt• (5.3) 

! 1 i .  ti = V2Wз - V3Wz = / 1
V(Wj• 

и 1 -- vз1w12 _ v1zwз1 - _ !.... l vif wkl - - 2 ljk (i, }. k = 1 .  2 .  3}, 

н,1и в проиэво,1ьных (аффинных) координатах: 

uY.�. = 2·vlY.wJ,J ,  

УПРАЖНЕНИЯ 

х}., /Xfc!t V U = - V�iy'W , 
uк'Л. = ..,... 2g v!x 1 it 1-rюЧ v -Г !tV ' 

и" =  v"J·wJ . •  
х х/.µ U = f  V1,Wµ• 

и" = - � lµдvv!tl,-u1vY.. 

Ш. 1. Какой геометрический смысл ю1еют в Е3 следующие 
уравнения: 

1 h_XJ Х = /, 
(а) * *J.X 

liл"J = + 2, 
1 ll f/,x - - ? }"х. - + _ ,  (Ь) t - x-h f х = /. 

( la) 

Ш. 2. Предпо,1ожим, что контравариантный вектор задан в Е3 
стрелкой. Какие другие геометрические представленщ1 могут быть 
построены после введения: 

(1) единичного объема (одно дополнительное представление), 
(2) фундаментального тензора (три других представдения), 
(3) единичного объема и ориентации (три других представдения), (4) фундаментадьного тензора и ориентации (семь других пред.-

стаnлений)? 



УПРАЖНЕНИЯ 

111 . 3. В Е6, построенном на всех бивекторах в R4, простые 
бивекторы заполняют квадратный конус. Какой вид имеет уравне
ние этого конуса, если в качестве координат в Е6 использованы 
шесть выражений (4. 16а)? 

! 1 1 .  4 I ). Пусть vx1 ". хр - простой р-вектор и 'v� , -•J " . 'n-p 
простой (п  - р)-вектор. определяющие оба одно и то  же р-напра-

х1 • • •  Xq о вление в заданном Ер; пусть w · - простои q-век-
тор и 'w1•1 " .  '·п-q простой (п - q)-ве1пор, определяющие оба 

одно и то же q-направление в заданном Eq; все эти величины 
определены с точностью до ска.�ярноrо множителя. 

Образуем сверп;у 
i/"I · · · xzi•z + I  " . 11µ 'w i1z+I • • •  µpl.p+q-z+I • •  · ''п 

для всех возможных зна11ениii z. Есди s есть минимальное значе
ние z (включая О!), для 1юторого эта свертка не равна О, Ер и Eq 
пересекаются по Е8 и 

f/"I " .  x.;.µs+l " . 11р 'w . i• s + l  " . µpЛp+q-s+1 . " "п 
есть произведение контраварпантноrо s-вектора с s-направлеииеы Е8 
и ковариантного (п - р - q + s)-вектора с (р + q - s)-иаправле
нием объединения Ер и Eq· 

111. 5. Если u'XJ " .  Хр = e[XJ " . сХР] 
1 р 

и если vx1 · • • Xq - простой q-ве1{тор (р + q - 11 = r), причем 

vl . " r (p+l) . • .  п -=F О, 
то Ер и Eq. определяемые соответственно и'И1 " · хµ и vx1 . "  xq, 
пересекаются точно по Е, 2). 

1) д ж  а й  в и с 1937. 1, р. 360. 
2) П. Ф. 1949, р. 27. 
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.Мы будем рассматривать все совокупности п значений п 

переменных ;х (х = 1 ,  • . .  , п) и называть каждую совокуп
ность точuой. Вместо 6х можно ввести другое множество � Х' ( ! 11 ') " переменных � х = , . . .  , п с помощью уравнениn 

( 1 . 1 ) 

вместе с условиями, что функции 6х' анаюпичны 3) в неко· 
торой об.1асти и что матриuа с эле�1ентами 

Ах' � дsх' 
х - дsх 

( 1 .2) 

имеет ранг п в этой области. Тоrда существует обратное 
преобразование 

( 1 . 3) 

в некоторой области и функции 6х анаJIИтичны в этой об
ласти. Теперь многообразие всех рассматриваемых точек 
снабжено первоначальной координатной системой 6х и веема 
координатными системами, которые могут быть получены 

1 ) Общие ссылки: Р. К. 1924. 1;  1954. 1 ;  Э й  з е н х а  р т  1926. 1; 
Л е в и-Ч и в и т а  1927. 2; В е б л е н и У а й т х е д  1932. 1 :  Н. М. 
1935. 1; Б р и л л ю э н  1938. I; Л и х  н е  р о в  и ч 1947. 1 ;  Б р а н д т  
1947. 2; М и  ч е л  1947. 3; П. Ф. 1949. 1 ;  С х о  у т  е н 1951.  1; Р а
ш е в  с к и й  1953. 1. 

2) Более подробное изложение см. П. Ф. rл. II, § 1, 2, 1949. 1 .  з )  Вместо этоrо можно было бы только предположить. что 
функции имеют непрерывные производные ;щ определенного по
рядка. 
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из ;х указанным образом. Это многообразие называется Х п 1). 
Разница между Х п и Еп coc-roи-r в том, что в Еп допусти
мыми координатными системами являются только те, которые 
могут быть получены одна из другой линейными преобра
зованиями, тогда как в Х п допустимы все обратимые 
аналитические преобразования. Естественно. понятия прямой 
лишш, плоскости и т. п. в Х п не существуют. Поэтому 
координаты в Х п называются криволинейны.ми. 

2. Оп ределение rеометричесиих объеитов в Хп 

Если в определенной точке ;х из Хп иJtеется соот
ветствие .между упорядоченны.ми множестваJtu N чисел Фл (Л = /, . . " N) и допустимыми системами коо р-
данат (х) в оuрестности ;". такое, что 

( 1 )  uаждой (х) соответствует одно и толысо одпо 
множество Фл. ; 

(2) .мпожество Фл.,,  соответствующее (х'), .может 
быть выражепо толысо через Фл и зна •tения 

х' х' х, х Ал • д1.Ал , дµд1,Ах , . . .  в точuе ; , 
то говорят, что Фл являются uомпонента.«.а относи
тельно (х) геометрического объеuта в точuе ;х. 

Геометрические объекты в Х п классифицируются в соот
ветствии с законами преобразования их компонент. Если 
в условии (2) выражение для Фл' линейно и однородно 

ф х' 
по Л ' •  алгебраически однородно по Ах и не содержит 
производных А�· . то Фл являются компонентами гео.иетри
чесuой величины в ;х. 

Если объект задан в каждой точке определенной об
ласти Х,1 ' мы имеем поле объекта в этой области. 

Точка �х есть объе!(Т с законом преобразования 

(2 . 1 ) 

1) Определенное таким образом Хп называется элементарным 
миогообразиелt. Относительно общего понятия дифференцируемого 
миогооб разия см., например, де Р а м  1955. 3. - При.+t. перев. 
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но этот объект не величина . так как преобразование не 
яв.пяется линейным и однородным относительно �х. 

Дифференuируя (2. 1 ), получаем 
(2.2) 

Из этого уравнения мы видим, что компоненты линейного 
элемента d�x всегда преобразуются линейно и однородно. 
Следовательно, преобразование (х) � (х') в Х п индуцирует 
в каждой точке рассматриваемой области JJинейное однород
ное преобразование, а это значит, что каждой точке этой 
области принадлежит uентро-аффинное Еп. Мы называем это 
Еп ло1сальны.м Е11 точки �х н отождествляем uентр с точ
кой �х. Хп и .11окальное Е11 не имеют других общих точек. 
Но в �х направления в Х п находятся во взаимно однознач
ном соответствии с направлениями в локальном Еп точки �х. 
Два лока.'lьных Еп, принадлежащие различным точкам Х п• 
полностью независимы. Отметим, в частности, что они не 
и.меют общих точек. В случае, если Х п погружено в не
которое Ev (v > п), удобно иногда отождествлять локаль
ные Еп с Еп• касательными к Хп в Ev. Но при этом 
пересечения двух касате.r�ьных Еп не должны рассматриваться. 
Часто локальное Еп отождествляется с «инфинитезимальной 
окрестностью» �х в Х п·  Это отождеств.11ение, хотя и не 
является корректным, может иметь иногда некоторое эври
стическое значение. Конечно, рассмотрение общих точек 
«соседних инфинитезимальных окрестностей» недопустимо. 

Из опреде.11ения геометрической величины в точке �х мы 
видим, что ее можно рассматривать как гео�етрическую ве
личину в локалыюм Еп точки ;х в соответствии с опреде
лением I I ,  § 1 .  Следовательно, мы имеем векторы, бивек
торы , плотности и т. д. в каждом локальном Еп• а значит, 
и векторные поля, бивекторные поля и т. д. в Х п· Две ве
ш1чины в двух разных Еп не могут рассматриваться как 
величины в одном и том же Е11 • Их не.1ьзя складывать, 
умножать или свертывать. 

Ес.'!и по каким-либо причинам координатные системы 
в Х п являются привилегированными и преобразующимися 
друг в друга для всех преобразований из О а • то Х п можно 
рассматривать как Еп. В этом случае все ве.'!ИЧИIШ в раз-
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личных точках этого Еп можно складывать, умножать, сво
рачивать и т. д. , по способу, изложенному в гл. II. но 
только при условии, что не используются никакие другие 
компоненты, кроме компонент относительно привилегирован
ных систем. 

Чтобы найти базисные векторы в J<aждofi точке Х п •  мы 
:к 

рассмотрим п скаляров S• определяемых уравнениями 

(2 . 3) 
Тогда дифференцированием мы получаем следующие ве.�и-
чины : 

( 1 )  Контравариантные и ковариантные базисные 
принадлежащие (х): 

r / ·;., :к def :к л. е'Х de дs:к дs. ei, = дs/дs • 1. 

векторы, 

(2.4) 

Эти векторы имеют компоненты 1 и О 
(2) Единичный тензор 

относитедьно (х) . 

А� def дt:К/д"Л. /, " 6 .  
(3) п2 скаляров симво:1а Кронекера 

х �-
о� = дs/дs· 

(2 . 5) 

(2 .6) 
Мы дадим теперь пример криволинейных координат 

в обыкновенном R2• Уравнение 
х2 у2 

�-- + = 1 (с - постоянная) (2.7) 
1 2 ' 1 2 2 с + '· - 2 с + /, 

предстаВJiяет систему 001 эллипсов и гипербол с фокусами 
в точках х = ± с; у =  О. Для различных значений '}., мы 
имеем 

1 Л. > 2 с2 Э.'IЛИПС, 
i, = ;  с2, у = О  вырожденный эллипс или гипербо.'lа, 

/ 2 � 1 ? - 2 с  < л < :г с- гипербола, (2 .8) 
/ Л = - 2 с2 • х = О  вырожденная гипербола, 

� / ? l'v < - 2 с- мнимая кривая. 
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(2. 7) является квадратным уравнением относительно 1" Его 
корни 

f.J } / 

t·.2 
= 2 (х2 + у2) ± 

± J/,_<_x2_+_4_y_2)-=-2 ---;-с2_(_х_2 ___ .У_2 ___ ;_с2-) ' (2.9) 

и через них могут быть выражены х и у 

(2 . 1  О) 

Мы введем теперь 'А.1 и Л2 в качестве новых координат 
в R2• Тогда каждой общей паре значений Л1 и 'А2 принад· 
лежат четыре точки, по одной в каждом квадранте. Точкам 

/ 
оси х соответствует Л1 = 2 с2 , если они лежат между фо· 

/ 
кусами, и Л2 = 2 с2 , если они принадлежат внешним сег-

/ 
ментам. В фокусах Л1 = Л,2 = 2 с2 •  Точкам оси у соответ· 

/ 
ствует Л2 = - 2 с2• ').1 принимает значения от + оо до 

/ / / + 2 с2 • а Л2 - от + 2 с2 до - 2 с2• Параметрическими 

кривыми Л1 являются гипербо:ш х2 у2 /..2 = k = const или / + / = 1 , 
2 c2 + k  k - 2 c2 

а параметрическими кривыми Л2 являются эллипсы 

(2 . 1 1 ) 

х2 у2 1 Л1 = l = const или / + / = l , l :>2 c2. (2. 1 2) 
2 c2+ z  l - 2 c2 
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Положительное направление на этих параметрических 
кривых показано на рис. 1 5. Знание этого направления 

е Х е 1< 2' 2' 

.I' 
е " 
2' 

Р ис. 15. 

необходимо, чтобы правильно опреде,шть знак дх/д/v1 н т. д. 
в функциональной ыатрице, полученной из (2. 1 О): 

(2. 1 3) 
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Здесь последовательность знаков соответствует нумерации 
квадрантов. 

и . 

Ив (2 . 1 3) мы  получаем функциональный 
дх дх 

дЛ1 дЛ.2 Л1 - Л2 л- 1 = = -ау ду 4с2ху • 
дЛ1 дЛ2 

Обратно. ив (2.9) находим 

д'J...1 /,1 - ; с
2 

-- - 2х �---
дх - J..1 - Л2 

' 

/ 
дЛ 2 с2- Л2 --2 = 2х ----
дх Л1 - "'2 ' 

следоватедьно, 

д'Л1 дЛ1 

д:<: дУ Л =  
д'Л2 д'Л2 дХ дУ 

4с2 ху = - J..1 - Л2 
. 

опредеш1тель 

(2. 1 4) 

(2. 1 5) 

(2. 1 6) 

что согласуется с (2 . 1 4). 
Параметрические I<ривые '),1 и Л2 образуют во втором и 

четвертом квадрантах систему с той же ориентацией, что и 
х, у, а в первом и третьем квадрантах - систему с противо
по.'Южной ориентацией. Оси х и у являются особыми ли
ниями. На оси у Л = О, а на оси х Л = О  для х =1= ± с  и 
Л = О/О для Х = ± с. 

1 2 � 1'  �2' 
Если мы  обозначим х = � , у = � , 'Л1 = s , Л2 = s , то 

ив (2 . 1 3,  1 5) найдем ддя базисных векторов: 
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Из (2. 1 7) мы можем легко заключить, что е)( и ех вза-
. 

1' 2' 

имно ортогональны и что длины этих бiiэисНых векторов 
равны 

Точки. в которых nрямоуrодышк из ех · и ех превращается 
" I ' .  2' 

в квадрат. лежат на кривой 4 с1епени 

(�2 + ·�2)2 .:__ с2 (.�2 :_ yz :_. � с2) = � с4, (2.-19) 

·проходящей через фокусы. ·  

7 Я. А. Схоутси 
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3. Инвариантн ые  дифференциальные операторы .  1 .  Grad, Div и R ot 

Производные тензора или тензорной плотности валент
ности. отличной от нуля. не образуют геометрического 
объе1(та. Например, 
д х' >t 1.х' х 
µ •Р.1.· = Аµ• д1�А1, •хР.л = 

АµЛх' д р'>< + Аµх'рх д А1' + Аµ/. рх д Ах' 1) = !t' Л 'х  µ .Л µ'х . 1. !t Л' ' µ'Л' . Л  it х • 
(3. 1 ) 

х '  Это связано с тем обстоятельством, что Ах не являются, 
вообще говоря, постоянными. Толы(О в Еп А�· постоянны и 
дµР\ есть 1е11зор. Но в Х п имеются инвариантные диффе
ренциальные операторы для скаляров , \\/'-скаляров, кова
риантных р-векторов и W • р-векторов, 1<0нтравариантных 
р-вектор-плотностеlt и р-ве1аор-Л-плотностеlt веса + 1 .  

Производные скадяра р или W-скаляра р являются со
ответственно компонентами ковариантного вектора или W • 
вектора * " 

д1, ·р = А�· дµр. д,�· Р = А�· дµР ·  (3.2) 

Это·r вектор называется вн.ешн.и.м дифференциалом 2) или 
zрадиенто.м, и мы пишем для краткости 

Dp = Grad р, Dp = Grad р. (3 .3) 

Если (п - l ) -направ.1ение поля w1• в каждой точке каса
тельно некоторому Х п- 1  системы 001 Х n - l • определяемых 
уравнением q = const, то мы называем поле wл интегри
руе.мы.м (в оригинале Х п- 1 -Ьuilding. - П  ра.ч. перев). 
В этом случае справедливо уравнение 

W1. = а. дщ. (3.4) 

1) дµР�1• вместе с Р�л образуют rеометрическиfi объект, но не 
геометрическую величину. 

2) Мы используем зтот термин, чтобы иметь общее выражение 
для трех инвариантных дифференциальных операторов. [Здесь и � дальнеilшем автор применяет термин natural derivatlve - есте· 
ственная производная. Мы предпочли общепринятый в математи· 
ческой литературе термин «внешний дифференциал». - П ри.м. перев.] 
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Следовательно, любой градиентный вектор является инте· 
грируемым, и каждый вектор, являющийся интегрируемым, 
есть произведение градиентного вектора на скаляр. Если 
w" = д1,q, все Х п-1 с уравнениями q = const называются 
аквискалярны.ми Х п-1  поля q. Рассмотрим два из этих 
Хп-1 

и точку sx на первом из них. В этой точке мы имеем о 

и уравнение 
).., dq = w" ds . 

(3.5) 

(3.6) 

(3.7) 

выражает тот факт, что sx+ dsx лежит на втором Хп- 1• 
Следовательно, вектор w"/de представляется двумя каса1 ель· 
ными Еп-1 в точках sx и sx + dsx· Пусть теперь k - произ· 
вольная постоянная. Рассмотрим эквискалярные Хп_1: q = с, 
q = c + k, q = c + 2k и т. д. Тогда мы видим, что в любой 
точке поля на одном из этих Х п -1 касательное Еп - 1 в этой 
точке и касательное Еп-1 в соседней точке на следующем 
Х п -1 дают совместно приближенное представление вектору 
w1jk, причем оно стремится к точному представлению, когда 
k - О. Следовательно, градиентное поле является не только 
интегрируемым, но в «инфинитезимальном масштабе» его 
двойные Еп-l склеиваются совместно и образуют двойные 
Хп-1• заполняющие все Хп без промежутков. 

Альтернированные производные ковариантного q-вектора 
являются компонентами ковариантного (q + J)-вектора 

д • W • • = Аµ�
1 ." . лq, д[µW/ 1 л 1 +  

[µ 'Л1 " .  J..,q ] µ '}..1 • " '}..q ' " .  q 

+ д1µ• А • • • •  А • w, , = ( 'J..1 'J..q ) 
/..,l Лq] "'1 " ·  "'q 

= Аµ�1 ." ' 'J..1 д
[ 

w, , ] . 
µ 'Л1 " .  'J..q µ "'1 " . "'q 

Это обусловлено тем, что 

дrµ• At·1 = д1µ' д"•1 sл = О. 

7" 

(3.8) 

(3.9) 
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(Ч + /)-вектор (q + J) д1µwл1 • • • t..ql 1) называется внеutни.Аt 
дифференt{иалом или вращением wл1 . " t..q • и мы пишем 

д.�я краткости 

(q + 1) Dw = Rot w. (3 . 1  О) 

То же справедливо шutatis mutandis для ковариантного 
ir1 -q-вектора. 

Из этих опредедений немедденно следует, что 

Rot Grad р = О, 

Rot Rot w = О, 
Rot Grad р = О. 
Rot Rot .;, = О  2). 

(3. 1 1) 

Если ii/'-1 · · · нр _ контравариантная р- векто р -плотность 

neca +1. то можно показать, что дµwµн2 · · · нР есть контра
uариантная (р - 1)-вектор-плотность песа +1. То же спра
ведливо mutalis mutandis для контравариантной р-ве1\тор
Л-плотности веса +z. Чтобы доказать это, мы положим 
�Р = О  для ucex значений р и q = п - р н (11. 8. 1 3): 

Тогда 

" / ·� �.j " "ш - - е w�1 · · · hq l.J • •  • 1.р - q l Л/ • • •  l.11 'КJ • • •  'Кq • (3. l 2) 

<Р + '> д ; = р + i ; д :.;/1 . . . 'Кq -[ 11 '·1 · • · 1.Р] q l Р·1 · ·  · '·р 1 н1 · · · Нч 1 µ] 

1 . " р 
= _!_ е д .;,н1 . "  'Кq - ' q! '·1 . . .  "" 'КJ . • •  н,z µ . 

1 ,, е д :.;,xi " . 'Кq (3 1 3) - qг � Л1 • • .  '·s- J µЛs+I . " f..p 'Y.J • • .  'Y.q Лs 
' ' . 

s 

1) Ср. \1, § ·1. где Rot w записан через ковариантный опера
тор Vµ· 

2) Обычно внешний дифференциал обозначается символом d, 
nрИЧем од1iнм из· его ·важных свойств является dd = О. (3. l l) вы
ражает ето свойство в другой форме записи. - Прим. пе реи. · 
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и так как адьтернировавие по п + / индексу исчезает то
ждественно 

(3. 14) 

Отсюда мы видим. что дi,1;/·xp+Z · · · Хп яв.1яется (q - /)-век-• 
тор-плотностью веса +z ,  присоединенной к (-/)Р Rot w 2). 
Эта величина называется внешним кодифференциалоJt ИJIИ 

дивергенциеа .(;у, и мы пишем для сокращения Div w 3). 
То же справедJiиво шutatis mutandis для р -вектор-Л-плот
ностей веса +1. Из опредедений немедJiешю сдедует. что 

Div Div w =  о. Div Div w = O  (3. 1 5) 
для q "';;:> 2. 

Можно по1<азать, что в Х п не существуют никакие дру
гие инвариантные дифференциадьные операторы. если ие за
даны кзкие-Jшбо дополните.т�ьные подя. 

p-lJ р 1) Для lJp =f. О мы имеем множитель (-/) Р вместо (-/) 
в (3. 14). 

2) Для 6р =/= О мы имеем множитель (-l)P-
lJ
p+lJp+ l вместо 

(-/)Р. 
3) Ср. V, § 1, где Rot w и Dlv w записаны с ковариантным 

оператором V Ji• -
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- ft Докажем непосредственно, что дµw является скалярной 

-11 Л-плотностью веса +1 .  если w· есть вектор-Л-шrотнос1ь 
веса +1 .  Для дµwµ имеем - µ • ,, - - 1 1t' - µ д1, ·w = А1t •д1,Л Аµ w = 

= Л- 1д,tw µ + w.iiдµЛ - 1  + w 11л - 1А� · д1.А�· = 
л - 1д - н + - rt (д ." -1 • л - zл '" д А" ') = Ll  ftw · W /t'-1 -j- /t ' !. µ · 

l13 опреде,1е1шя лJ;. следует, что (ер. I. I . 1 5) 
А1'· = !_ � - д lп л /t 

Л дАµ' - дАI•' 
или 

Отсюда 

), ),, 

д л- �  л - 1  1'· д А1" 
!1 = - .С 11 '  µ /,, • 

(3 . 1 6) 

(3. 1 7) 

(3. 1 8) 

(3 . 1 9) 

Оператор d iv в обычном векторном анализе соответствует 
+ 

оператору Div, если v рассматривается как контравариант-
ная векторная п,1оскость 

+ 
(h = 1 .  2 . 3). (3.20) 

11 оператору Rot ,  если v рассматривается как ковариантныlt 
бивектор 

-� d iv  v = д�V2з + д2Vз1 + д3V12 = Зд (!V2з] . (3 . 2 1 )  

Оператор rot в обычном векторном анализе соответствует 
+ 

оператору + Rot, ес,111 v рассматривается как ковариантный 
вектор 

+ и оператору - Div. ec.IJИ v рассматривается как контра-
вариантная бивектор-плотность 

•1 = д2vtz - д3v31 = - д111/1 t (/i = 1 ,  2 ,  3); цикл. l ,  2, 3 (3.23) 
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4. И нвариантн ые дифференциальные  операторы.  
1 1 .  Теорема Стокса 

Рассмотрим в х,1 односвязную область Tq t-1 некоторого 
Х q+ I  I) и ее границу 'tq (которая сама яв,1ястся Х q)· Обо
значим через d/'-1 " .  x,z q-мерный элемент Х q с внутрен
ней ориентацией, фиксированной д,1я всего Х q' и через 
dfx1 · •  · xq+ I обозначим (q + /)-мерный элемент Х q+I с вну

тренней ориентацией, фиксированной для всего Х q+I· Пусть 
ориентации согласованы таким образом, что направление от 
некоторой точки Tq+I I< границе совместно с ориентаuиеft 
dfx1 • · •  xq дают ориентацию d/l.J " .  xq+I. И пусть теперь 
vл л есть поле q- вектора в 'tq+l• Тогда справедлива 1 " .  q 
формула 

f д V djµ'AJ " . Лq = f v d/1 " · Лq 2), (4. 1)  [µ f..1 " .  Лq) ЛJ . " Лq 
�+1 � 
если выполнены следующие условия: 

(1) v, , непрерывно в i: +l и на т ; 
"1 . . .  "q q q 

(2) производные vf..1 " . Лq' входящие в д[µvf..1 " .  "qJ ' суще· 
ствуют во всех точках 'tq+1; 

(3) эти производные непрерывны во всех точках Tq+l 
за исключением. быть может, точек конечного числа Х q•  

Мы докажем это для случая, когда форма границы 'tq 
удовлетворяет у1<азанным ниже ограничениям. 

Пусть координатная система выбрана таким образом, что 
уравнения для 'tq+l имеют вид 

�q+2 = О, . .
. , 

�п = О , (4. 2) 
1) Односвязной областью Xq+l называется об.�асть в Хп' кото

рая может быть отображена взаимно непрерывным точечным пре
образованием в об.�асть, заданную соотношениями 

o <: s1 < I. 5q+2 = 0. 

О <  sq+l < 1, sn = 0 

относительно некоторой допустиыой системы координат. 
2) См. также Р. К. 1924. 1; П. Ф. 1949. 1; У и т н и  1957.1. 



104 IV. ГЕОМF.ТРИЧЕСКИЕ ОБЪЕКТЫ В Хп 

и пус-rь форма 'tq такая. что каждая из кривых в Tq+ l  
2 s = coнst, ;q tl = const (4 .3) 

пересекает -rq по крайней мере в двух точ1<ах. Пусть вну
тренняя ориентация в 'tq+т фиксирована ех, . . . . ех, взятыми 

1 q+l 
в этом порядке. Тогда d/Ч . "  xq+T можно записать в виде 

djXJ . . .  Xq+l = (q +  l) l ds[XJ • • •  d sXq+l]. (4.4) 
1 q+ I  

Если векторы dsx . . . . . d sx выбраны таким образом. что: 
1 q+ l 

d';.1 = ds1 • ds2 = 0. " " d';n = o. 
1 

�1 = 0. 
2 

d t1 = 0. 
q+l 

то мы имеем 

1 ] 

d 'f:.q = O. 
q+I 

d sq+2 = о. 
q+l 

3 d'; = о  . . . . , 2 

d �q+I _ d'c.q 1- l  i; - " • 
q+I 

d sn = o. 
q+l 

(4.5) 

(4.6) 

и все компоненты dfx1 ." xq+l, которые имеют и ндекс 
q +  2 • . . . • п. исчезают. Выберем теперь одну из кри
вых (4 .3) ,  ко·rорая пересекает 'tq в точках Р1 и Р2: 

Р1 : s1 = ;1. s2 = ;2. sq+ 1 = ;q+1. 
1 о о 

Точки 'Cq+I• удовлетворяющие уравнениям 

;а -<  sa -< ;а + d;a (а = 2. о о 
�11 = 0 (b = q + 2 • • •  " п). 

• • • t  
(4. 7) 

q + l) • 
(4. 8) 
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образуют (q -+ /)-мерную трубку в Tq+I• и эта трубка вы
резает q-мерный э.1емент на -Т:q в каждой из точек Р1 и Р2. 
Для наг J1ядности на рис. 1 6  показан случай п = 3, 
q = 2. В соответствии с нашими условиями мы фиксируем 
ориентацию на -Т:q в Р2 посредстnом е". . . . . е". взя-

2 q+I 
тых в этом порядке. Тог
да ориентация в Р1 про
тивоположна ориентации. 
фиксируемой ех, е" 2 q+l 
в Р1. Таким образом, мы 
имеем для q-мерного эле
мента 't"q в Р! 
Ji . . . q+l = d;2 dtq+l " . 

(4.9) 
и в Р1 
1 

d/ . . . q+l = - d;2 • • •  d�q+l. 
(4. 1 0) 

Рассмотрим теперь инте
граJ1 по -Т:q+1 

! 

Рис. 16. 

f д1V2 " .  q+1 d/ . . .  q+I = f д1V2 . "  q+l d;1 • • .  d;q;- I• (4 . 1 1) 
'tq+ /  Tq+l 
Часть этого интеграла по трубке есть 
2 1 J 1 (V1 . . .  q+I - V2 . . .  q+J) d�� • . •  d;q+ = 

2 2 1 1 
= VJ . "  q+l dj2 • · ·  q+l + Vz . .

. q+I  d/1 · · ·  q+l ,  (4. 1 2) 
2 

где V2 . . .  q+z  и V2 . . .  q+l значения V2 . . . q+l соответственно 
в Р1 и Pz. Отсюда 

f д1V2 . . .  q+l d/1 " . q+l = f V1 . . .  q+I dj2 · · ·  q+l, (4. 1 3) 
�+1 � 

Используя вместо (4 . 3) другое множество кривых, мы можем 
точно таким же образом полу<Jюь уравнения с д1, • . .  , дq+J 
вместо д1• Скл адывая их и умножая на подходящиfi 
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множитель, мы получим (4 . 1 ). Теперь нам осталось только 
избавиться от условия пересечения, наложенного на форму 'tq. 
Пусть возможно разбить iq+l на конечное число таких iq+l• 
что условие пересечения выполняется для границы т:q 
каждого из них. Тогда (4. 1 ) справедливо для каждого ,;q+I· 
Но при суммировании все интегралы по общим границам 
соседних •q+l взаимно уничтожаются из-за противоположной 
ориентации границ. Это заканчивает доказательство для слу
чая, коr да iq н можно разбить на конечное число частей, 
каждая из которых удовлетворяет условию пересечения. 

(4. 1 )  является одной из форм обобщенной теоремы Стокса 
(носящей также имя Гаусса n Германии и Остроградского 
во Франции). Из нее можно получить много других форм. 
Прежде всего, вместо v, , , !µ"1 · • · Лq, 1"1 · · · Лq можно '·1 • • .  "q 
ввести :t"?Ч . . . хР, f;, л • 1л л (р = п - q). Тогда мы 1 " . р-1 1 ". р 
получим формулы 1) 

р J д(µ VAJ " .  Лq dfx1 " .  Хр- 1] = f v(Л1 " .  Лq df XJ " . Xp- Jµ]' 
Tq+J Tq 

(4. 1 4) 

р f д VЛJ . . .  Лp- lµ d/ = f 1/I · · · "pdj , (4 . 1 5) 1i Лz " . "р-1 Лz ". Лр 
Tq+l Tq �+� ! дµV['J..1 . "  'J..p-l f µ l d/Pxl " . Xqj = 

Tq+J 

= ! дµV[AJ " '  'J..P df ' µ / Xj . "  Xq) = 
'tq+l 

= ! V['J..1 . " 'J.,,P djXJ " '  Xq), (4. 1 6) 
"'q 

имеющие все один и тот же геометрический смысл. 
Если элементы iq и 'tq+I имеют внешнюю ориентацию 

(этот случай встречается в физике наиболее часто) и если 

1 )  Ср. Р. К. 1924.1, р. 97; В е й  с с е н  х о  ф 1937.2; С х о  у т е  н 
� Д а н  ц и г 1940.1 ,  р. 471. В последней работе знак _, испqль· sуется другим, менее эффективным образом. 
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эти ориентаuии выбраны таким образом, что ориентация Tq-i- 1 
совместно с направлением 01 любой точки Тнz к границе 
дают ориентаuию 'tq, то мы получаем следующие пять 
формул : 

f д ;, dji''·I " .  i.q = f ; d?-1 • . . l-q, (4. 1 7) [�' 1.1 " . i.q] J.z " .  1.q Tq+l  Т q 
р f д ; dj = f;  d] ' (�t l,J " •  1.q Xf " •  У.р- 1 }  (Л/ " • 1.q Y.J " •  Xp- J�l ] 

�+!  � 

= .{ :UP-z " .  Лр dj1<z " . xqJ, (4.20) 

Tq 
имеющие все один и тот же геометрический смысл 1). Если 
одна из  этих десяти формул доказана. то остальные девять 
могут быть из нее получены. 

В Хз мы имее�1 следующие с.1учаи : 
( 1 )  q = 2. (а) Интеrра11 от ковариантного бивектора по поверхности 

с внутренней ориентацией: 

(4 . 2 1 )  

(4.22) 

1) Ср. В е й с с е н х о ф  1937.2; С х о у т е н и Д а н ц и r  1940.l, 
р. 472. 
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f дµvµ d] = f vµ djµ, (4.23) 

't3 't2 { / дµvµ dfvXJ'"-2= / дµv(v df' µ J x1x2] = j' .r;rv df""1x2J . 
'tЗ 'tЗ '12 

(4.24) 

(Ь) Интеrра.11 от контравариантной вектор-плотности neca +z по поверхности с внешней ориентацией: 

J дfµ;i,xj df = J ;,(/..х djµI ' 
Т,1 1'2 

(4.25) 

(4.26) 

(4.27) 

{ j дµv't djvx1x2 = J дµv (v djl �\ 1 х1х21 = .f .Vf" dj'цx2J. 
� q � 

(4.28) 
(2) q =  /. 
(а) Интеrрм от 1<0вариантноrо вектора по кривой с вну

тренней ориентацией: 

J дfµv1.1 dfµл= J v,_ dp, 
't2 't/ 

(4 .29) 

(4.30) 

2 f дµ'V1·µ dJл = f :01·µ. dJ1.µ. (4.з t> 

12 't] 
J дµvrл 1 µ / d/vx1= J дµv1лv d/' µ 1 к 1 =  J v r;.v dfк'. (4.32) 

� ч ч 
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(Ь) Интеграл от контравариантной бивектор -плотности 
веса +z по кривой с внутренней ориентацией 

f * * л J * " 
д11,v1•1 dfµ = '!?л dj'Л, 

't2 'tJ 
2 f д(µ;I. dfx = f ;[/, dfxµf' 

(4.33) 

(4.34) 

2 f д v'·l1 df = f .vi.µ df (4.35) µ л iµ• 
't2 'tJ 

f дµiJ1л 1 µ 1 d/vx/ = f дµv!J..v d/i i1 1 1 = f vP·v d/;{1. (4 . 36) 
't2 't2 ч 
Наиболее важными являются формулы (4.2 1 ), (4. 27), 

(4.29) и (4 .35). Интегралы, входящие в (4.27), могут быть 
интерпретированы в терминах гидродинамики. Пусть vx есть 
скорость движения жидкости, а �L - ее массовая плотность, т. е. масса параллелепипеда на базисных векторах. Тогда 
vк = µv" есть векторная плотность потока, а vµ dfµ - об
щая масса. протекающая через элемент dfµ в единицу вре
м�ни в направлении ориентаuии df�. Если эта ориентация 
направлена вне 't'z, интеграл f Vµ dfµ предСТаВJIЯеТ собой 

т2 
общую массу. вытекающую через т1 в единиuу вре'мени. 
Уравнение неразрывности 1) - dµ д1.v1· + dl' = o  (4.37) 

выражает тот факт, что дивергенuия плотности потока равна 
уменьшению массовой плотности . в единицу времени. Следо
вательно, 

есть общая 

r - - ! df -
, 

длv1· d/ = - dt df 
't3 't3 

убыль массы в Тз за единицу времени. 

(4.38) 

Очевидно. 
1) В Х3 не существует еднниЦы объема, и два инфинитизи

мальных объема в разных точках нельзя сравнивать. Следовательно. 
в Х3 бессмысленно говорить о с:несжимаемой» жидкости. 

. 
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эта убыль должна равняться общей массе, протекающей 
через t2 за единицу времени, т. е . J vi1 dfµ· 

t:2 
Если д�ivµ = О, то общая масса в каждом tз постоянна. 

Пусть k -- малая константа. Тогда все пространство можно 
разбить на трубки с непроницаемыми стенками,  такие, что 
через сечение каждой трубки в единицу времени протекает 
масса k. Трубка в точке sx приближенно представляет век
торную плотность vx/k, и это приближение стремится к 
точному представлению, если k - о. Следовательно, уравнение 
дхvх = О  выражает тот факт, что трубки vx в «инфините
зимальном масштабе» заполняют все Х3 без промежутков. 

Докажем, что Wл, всегда является градиентом. если 
Rot w = О. Для этого выберем в рассматриваемой об.1асти 
фиксированную точку �х и переменную точку �х. Если эти о 
точки связаны двумя различными кривыми s и s', то сог ласио 
теореме Стокса имеем 

�х �х о fs Wл, d�л, + f s ' Wл, dsл, = f д[µWt..J dfµ'J.. = 0, (4. 39) 

�х �х -i:2 
если только поверхность t2, ограниченная s и s', лежит це
ликом в области . где Rot w = О. Отсюда 

�х ;н 
р = f w,, ds'Л = f wл ds'Л s s ' 

hx tx 

есть функция sx. не зависящая от выбора s, и 
Wt.. = дл,р. 

(4. 40) 

(4.4 1 )  
Отправляясь от этой теоремы,  можно доказать по  индук

ции следующую более общую теорему. 
Т е о р е м  а. Если в ращение ковариантного q-векто ра 

(W-q-ве1(тора) исчезает в некоторой области Хп• 
то всегда существует область, в которой q-вel(tno р 
(\V-q-вектор) .может быть представлен ка1е враще-
1те некоторого (q - 1)-вектора (W-(q - 1 )-вel(mopa). 
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Эта теорема, конечно, может быть выражена также в тер 
минах контравариантных р-вектор-шютностей (р -векrор-Л
плотностеfi) веса + 1. Тогда мы получаем: 

Т е о р е м  а. Если дивергенция 1сонтравариантноl1, 
р-ве1сто р-плотности (р-ве1сто р-Л-плотности) веса + 1 
u c1teзaem в неJСото рой области Х п• то всегда сущест
вует область. в 1соторой р-ве1<тор-плотность (р-ве1<· 
тор-Л-плотность) может быть представлена J{atc ди 
вер�енt{llЯ не/Сото рой 1сонтравараантной (р + 1)-век
тор-плотноста ( (р + 1)-вектор-Л-плотности) веса + 1 
(р < п). 

Все интегралы, встречавшиеся до сих пор в этом параг· 
рафе , были скалярами или п-nектор-Л-шюпюстями. Это свя
зано с тем, что в Х п они являются единственными величи
нами. которые можно складывать, если они прин адлежат 
различным точкам. Но если мы ограничим себя более спе
циальными преобразованиями I(Qординат, то возникают и 
другие формы тео.ремы Стокса. Например, если допустимыми 
я вляются только координатные преобразования с Л > О, то 
W -шаляры можно складывать , и кроме ( 4 . 1 )  мы имеем фор
мулу f д .; djµJ..J . " �-q = f ; dj1'l · · ·  ],q• (4 . 42) IP  1cz " . Лq) f..1 . · ·  ).q Tq+J Tq 

Ес,ш допустимыми являются лишь преобразования из Оа• 
т. е. мы находимся в En• то можно складывать все вели
чины с одинаковым законом преобразования, принадлежа
щие JУазличным точкам. Таким образом. в En справедливы 
следующие формулы: 

J dfµf..1 . " 1.q дµ -o Q = J d/z · " '·q -o Q, (4. 43) 
Tq+/  tq 

Р f dfp.1 . " 1.p- l дЛ.р]-0 Q = J dЛ.1 " .  лР -О Q, (4 . 44) 

f /• µ1.1 . "  1.q д Г\ - f « 1.1. "  1,q Q d 11 -о �� - df -о �. 
tq+l 'tq 

Р f dfci.1 " . "р- 1  длрJ -о а = f dJ"1 " . "р -о а. 
-rq+l  Tq 

(4. 45) 

(4. 46) 
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Здесь Q - симво.1 с опущенными индексама, заменяющий -любую ве.11ичину. а -о обозначает .1юбую операцию. СQстав
ленную из симметрирования, а.11ьтсрнирования или свертки и 
выполняемую над индексами Л1 . . .  Лq или Л1 • • •  'Ар и ин-
дексами Q. · 

Например, ес.11и 

то мы имеем в Ез 

1ю это уравнение несправед.11иво в Х 3. 

(4.47) 

(4.48) 

5. И нвариантные дифференциал ь н ые операторы. 
111. Производная Ли  1) 

Пусть об.11асrь R. принадлежащая Х iio подвергается то
чечному преобразованию 

(5. 1) 
Относительно функuий /-л. предпо,1аrае.тся. что они ана.1и
тичны в R с неисчезающим функциональным определителем 

1 д/х 1-='=О д�1'. . (5.2) 

и выбраны таким образом, что определяют взаимно одно
значное соответствие между точками R н точками другой 
области R'. Введем теперь другую систему координат (н'). 
такую, что каждая точка в R имеет такие же координаты 
оnюс1пе.�ыю (х), какие ее образ в R' имеет относительно (х') . 

. Пусть �)( . и  s:н' будут соответственно координа:rами то�ки . из R' относ ;пе.1ьно (�) н (х'). При этом �:н· должны рав
няться координатам прообраза из R относительно (х). Следо-
J!ате.1ьно, есд11 

(5.3) 

" . 1) GP- . с л е б о д  з и и с к и й 1931.2; с х о  у т е  н 14 к а .м п е  R · " ,1961;1; Н; .М. 1935. 1; -П. 'Ф. 1949. 1; Я н.о  1955.1. 
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х' 
" ( Л) есть обращение (5. 1 ), то s должны равняться <р � , и. 

таким образом, преобразования (х} в (х') и обратно задаются 
уравнениями 

(5.4) 

Эту операцию мы называем увлечением (dragging along) 
координатной систе.�tы (х) точечны.�� преоб разова
нием (5. 1 ). 

Пусть теперь в R задано некоторое поле , например P�t. 
1 

Мы образуем второе поле в R', компоненты которого рх:1:(,,. 
2 

относительно (х') в любоИ точке R' равны компонентам Р��;,. 1 
первого поля в �оответствующей то•1ке R. Этот процесс мы 

называем увлечением поля Р�.'µ то•tечны.11 преобразова� 1 
ни�лt (5 . 1  ), а .  P�.�i мы называем увдеценны.м полелt. Если 2 
R и R' имеют некоторую общую об:�асть, то поля Р и Р ] 2 
можно сравнивать . Если при этом Р = Р, то поле Р назы-

1 2 1 
вается инва рианто.и точеЧноzо преобразования {5. 1  ): 

Рассмотрим систему п обыкновенных дпфференциалыiых 
уравнений вида d11X 

- ф.Х (· V) dt '  - l'j (5 .5} 
' У. с независимыми переменными s · и 't, неизвестными пе.ре-

менными чх и начальными. условиями 

'l)x = sx д.1я 1 = 0. (5.6) 
Функции 'Ф"" предполагаются аналитичными в рассматривае
мой обдасти. ЕсЛи решение этих уравнений разложить в сте· 

· пенной ·ряд по t, то мы получим 

11х = �x + 'Фx(�v) t +  
t;( = 11х - 'Фх (ч") t+ 

. . . . 
(5.7) 

Эти УNВнения. описывают точечиQе преобразование. Сооt
ветствующая ему увлеченная с.истема коордкйат (х') эамется 

8 Я. А. Схо-:,�тея 
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уравненияыи (ер . (5 .4) ) 

sx = 6�·sx' + 1\Jx (sx) t + 
�х· = o�'sx - o�'Фx (sx) t + . "  

(5.8) 

def 
Полагая vx = 'Фх (sx), находим с помощ1,ю дифференциро-
ван и я 

(5.9) 

Если мы теперь пренебрежем высшими степенями t и соот
ветственно запишем dt вместо t ,  мы получим так называемое 
«инфинитеза.Jtа льное точе•тое преобразование vx dt» .  Относите"'!ыю однопараметрической группы п реобразова
ний (5 . 7) говорят, что она порождена инфинитез1иtаль
ным преобразованием v"- dt. Все точки Хп подвергаются 
смещению v-x dt. Если координатная система или поле ув
лекаются инфинитезимальны;1� 11реоб разованием vx dt, мы 
называем этот процесс увлечение.+� по v" dt. Увлеченная 
система (х') задается уравнениями 

j; X " "'X tY. ' + X df .,, = ux·.,, V , 
tX'  ..::_ "'Y. 'i:x "'х' 

" dt ;, - ux ;, - ux V • (5. 1 0) 

Так как vx задано, нас могут теперь и нтересовать ком
поненты относнтельно (х) некоторого поля, например Р\, 
увлеченного по v·'- dt. Компоненты nоля, увлеченного n 
s-x + vx dt, относительно (х1) равны компонентам Р\ в sx· 
Отсюда I<ом1101 1енты этого поля в �х + vx dt относительно (х) 
равны 

А���ь�.()�· Р:р ...:. (А� - дi.V() dt) (A� + доVХ dt)P?r _;:_ 
....::._ P�i. - Р�рд1.vР dt + Р:'1.д0vх dt. (5. 1 1 ) 

Чтобы теперь получить компоненты поля, увлеченного в Gx 
относительно (х), мы должны вычесть vµдµР\ dt. Следова
тельно, эти компоненты равны 

Р�л - vµдµР\ dt - Р�рд1.VР dt + Р�1.д0vх dt. (5. 1 2) 
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Выражение 

(5. 1 3) 

называется дифференциалом Ли Р�л относительно vx dt. 
Отсюда, если поле увлеиается по vx dt, то приращение 
поля в фиисированной точие G" равно дифференциалу 
Ли в �'\ взятому с об ратньц� знаио;,� . 

Выражение 1) 
(5. 1 4) 

называется производной Ли Р\ относительно vx. Из ее 
определения ясно, что это тензор с той же валентностью, 
что и Р\. Это можно проверить непосредственным подсче
том закона преобразования. Для тензорного поля высшей 
валентности производная Ли строится аналогичным образом. 
Каждый верхний (нижний) индекс порождает член с отри
цательным (положительным) знаком. 

Очевидно, имеют место следующие правила: 
( 1) производная Ли суммы есть сумма производных Ли 

слагаемых; 
(2) производная Ли свернутого объекта есть свертка 

производной Ли; 
(3) справедливо правило Лейбница для производной Ли 

произведения и произведения со сверткой. 
Производная Ли от vx относительно v" равна нулю. 

Производная Ли от А� равна нулю для любого vx. 
Имеем для скалярного полн 

DLs = vriд11s. (5 . 1 5) 
для векторного 

(а) 
(Ь) 

поля: 
DLиx = vµдµих - и'1дµvх, 
D Lwл = vµдµwл + w..,.длvµ 

и для поля р-вектора: 

(5. 1 6) 

(а) D их1 · · ·  ..,,,Р = vµд и..,,,1 ·· · хр - ри1� [х2 · · · хРд vx1J, L µ µ (5. 1 7) (Ь) DLwл1 . "  л.Р = v1iдµWл.1 . "  лР + pwµ [Л2 . . •  л.11дл11vµ. 

1) Ср. V. § 1, где прои3водная Ли 3апнсана с ковариантным 
оператором V11. 

8* 
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Чтобы получить произзодную Ли скалярной плотности 
или Л-плотности веса t. мы используем (5. 1 7Ь) для p = n: 

DLW}.,1 . . . 1.п = vµд11W/.1 . . .  ''п + nwµ [Л2 • • •  1.nдAJ]vµ = · = vµд W• ' + W• ' д vµ = д vµw, ' µ '"l · · · "n "'l · · · '"n ;t µ '·l · · · "n· (5. 1 8) 
Но W1 . . .  п можно расс�iатривать как компоненту скалярной 
л�плотности веса + /. СледоватеJIЬНО, д.т�я скалярной 
Л-плотность веса + 1 мы имеем 

(5. 1 9) 

Так как каждая скалярная п.1отность q веса + 1 есть про-* 
изведение ш (ер. I I I ,  § 3) на скаJiярную Л-пдотность веса 
+ /, то 

(5.20) 
Отсюда мы получаем для скалярной плотности s веса t 

- µ ,.. .- [t DLs = v д1is + tsдµv· (5. 2 1 )  

р-хл и для тензорной плотности веса t, например . .  v• 

D j:f>(A = vµ д fixл + pxl. д .vr> _ L . • v µ . . v . .  р v _ рсrл д v" _ рха д vл + fр-:хл. д ..,.,•i. . .  v . a  . .  v IJ • •  v µ v  (5.22) 
Анало�ичные формуJiы справедливы для тензорных 

Л-плотно.:тей. Можно Jierкo проверить, что производная 
Ли от Е'К' · · · "!ln и е} ' равны 't�у:Лю. 

·1 · "  "n 
Если производная Ли относительно vx не1<оторого поля 

исчезает во всех точках, то говорят, что это пoJie абсо
лютно инвариаптно относительно поля vx. Абсо,1ют1ю, 
инвариант.ное поле имеет следующие свойства: 

. ( l )  значение поля в любой фщссированпой точ1tе 
не изменяется, если п,оле увле1tается любыдt точечным. 
пре0,бразованиелt. из однопара.J!-етричес1tой. группы, по
рожденной vx dt;  

(2)' «олzпоненты п оля в любой точие �х относительно 
(Х) ра8НЫ !tО.МпОftентаМ 8 tnOЧ!te �х + Vx df ОtпНОСитеЛЬНО 
коо 'рдиitатноii ci.tcme.1r1ы (х'), ·к ото рая возни«ае(n из (х) 
увлечением по vx dt. 

· 
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Очевидно, суммы, произведения и свертки абсо.1ют1ю 

инвариантных по.1ей явJiяются абсолютными инвариантами. 
Инвариантность 110.'IЯ относительно vx, вообще говоря, 

не сохраняется, ес.1и vx заме1111ть на ovx. Это озна'!ает, что 
поле яв,1яется инвариантом не для всех точечных·  преобра· 
зований, оставляющих :шнии тока пщ�я vx инвариантными, 
а только для тех, которые порожде1 1ы vx dt. Ес.1и произ
водная Ли поля исчезает для всех значений а, то поле на
зывается абсолютно инвариантнылt относительно линии. 
т01са vx. Из (5. 1 7, Ь) следует, что д.11я ковариантного 
р-вектора wл ;., допотштельным условием этой инвари-1 . . •  р 
а11тности является 

(5.23) 

Это же справеддиво для 1<0вариантноrо W-р-ве1<тора. Ана
логичным образом мы получаем дополнительное условие 
мя р- вектор-плотности (или р-вектор-Л-плотности) веса +1: 

- (х1 · · · Хр xj О w v = .  (5.24) 

Отсюда м ы  видим, что скаляр или п-вектор-плотность 
веса +1.  которые абсо.1ютно инвариантны относите.1ьно vx, 
всегда абсолютно инвариантны относительно диниn тока vx, и 
что ковариантный п-вектор, или с 1<алярная плотность веса +1. 
никогда не могут иметь этой более си.r1ьной 11нварпантности 1). 

6. И нвариантные дифференциальные операторы.  
IV. Производные  Лагранжа 

Пусть Фл (Л = J, . • •  , N) есть множество фушщиn коор· 
динат �х. Фл могут быть скаJiяра!>tи ИJIИ компонентами гео
метрического объекта, например тензора Рх1,. ИJIИ могут 
быть выбраны совершенно произвольно. Снача.'!а м ы  не будем 
рассматриват1, за1<он преобразования Фл. и поэтому t" 
не будут преобразовываться. Опустим индекс Л и обозначим 
через Фµ. Фµv и т. д. производные Ф относительно €,". 

1) Ср. бо./lее подробное рассмотрение абсолютно и относительно 
11нвариантных полей П. Ф. 1949. 1. р. 73. 
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Пусть 2 есть функция Ф, Фµ и т. д. до некоторого 
конечного порядка. Тогда 2 в некотороn обJiасти Х 11 
яв.r�яется функцией �х. но мы ничего не знаем относительно 
ее закона преобразования. Рассмотрим интеграJI 

f 2d�1 . . .  d�n (6. 1 )  
'f/I 

по некоторой произво.1ыюй области 't,1 из Х 11, в которой Ф 
аналитичны по �х. 

v 
Обозначим через dФ вариацию nодя Ф и будем предпо

лагать, что вариации всех Ф и их производных, входящих 
в ..?. исчезают на границе 'tn- I  области т. Тогда для вариации 2 
имеем 

d..5!7 - д.27 dФ + д..? dФ + - дФ дФft ft 
и, следоватсдьно 

(6. 2) 

= f ( дд! dФ+ � dФµ + . . .  ) d�1 • • •  d�11• (6.3) 
т11 

Интегрируя rю частям и используя теорему Стокса ( 4. 16) для р = J ,  получаем 

d J..? d'�,1 • " d�n = 
r11 ) d� l  dtll • • •  \:> • • • \:> = 

dr.n "' . 

(6 . 4) 

Есди ввести обозначение 
. [д"} de! д$ _ д;� д$ + дvд,� дд' _ 

дФ --- дФµ дФ/tV • •  • t  (6 .5) 
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то (6.4) запишется в виде 

:Z J .2' ds1 • • •  dsn = J l.2'1 dФ d'$,1 • • .  dsn· (6 .6) 
т11 1п 

Однако здесь имеется трудность. В ( 4. 1 6) ;х является век· 
торной плотностью веса +I. Но мы ничего не знаем, например. д,2' v 
о законе преобразования -:;--Ф d Ф. Эта трудность снимается, 

о µ 

если мы заметим. что ( 4. 1 6) справедливо для любоtl коор
динатной системы и, следовательно, для используемой здесь 
координатной системы (х), причем мы договорились, что 
координаты не преобразуются. Таким образом, закон пре-

д.2' v 
образования дФ dФ не имеет значения. µ 

[.2"] называется производной Лагранжа от .2'. Если 
[.2'] = О, вариация (6.3) исчезает при любом выборе •п• 

если только вариация Ф удовлетворяет граничным условиям. 
Уравнение [.2'] = О называется уравнением Лагранжа. 

Уравнения такого вида встречаются в классическоtl динамике. 
В этом случае sн сводятся к одному переменному t и эта 
переменная не преобразуется. 

Предположим теперь, что Ф есть тензор. например Рl,н• 
и что .2' есть скалярная Л-плотность веса + /, зависящая 
от Pi,x. дµР1.н• • . .  Тогда (6. 1 )  есть скаляр, и построение 
лагранжевой прои:зводноf! инвариантно относительно всех 
координатных преобразований. Уравнение [.2') = О теперь 
также инвариантно. Если Ф имеет валентности р, q, то [.2'} 
есть тензорная Л-плотность веса +1 с валентностями q, р. 
Если мы рассматриваем только координатные преобразова· 
ния с Л > О, то для .2' может быть взята скалярная плот· 
ность веса +I . и [.2'] есть тогда тензорная плотность веса +1 
с валентностями q, р. 

Если Ф - тензор и .2' - скалярная Л-плотность веса +1, 
то существует очень важное соотношение между Ф, [.2') и 
их первыми производными. Чтобы получить это соотноше· 

v 
ние, мы предположим, что вариация dФ порождается увл�� 
чением поля по vн dt, где vx - произвольное поле, такое, 
что vн, дµvх, дµд;..vн, , • • равны нулю на •п - 1 · Мы избежим 
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сложных формул, положив Ф = Р�:и.· Нет никаких принци
пиальных трудностей щ1я более высокой валентности. Итак, 
имеем (ер. (5. 1 2) )  

v 
dPk,,. = - vµд1Р1.х dt - Рµхд1,vµ dt - Р1,µдхv11 dt, (6. 7) 

и увлеченное поле есть 
'Р1,к = Р1.х - v;tд11P1,x dt - P1txд1.vµ dt - Рц1дхvµ dt. (6. 8) 
Следоnате.1ьно, 
дv' Рлк = дvРkи. - (дvvµ) дµР1.х dt - vµдvдµPi..x dt -

- (дvРµх) д1.Vµ dt - Рµхд,.д,.vµ dt -
- (дvР1.µ) дхV11 dt - P1.µдvдxVµ dt. (6 .9) 

v v 
Отсюда мы видим, что dPi..x и dдvPi..x paniщ нулю на 'tn-I· 
То же имеет место для высших прои3водных Р1.х, сели 
только достаточно высокие производные vx исчезают на 'tn-I· 

Если подставить теперь (6.  7) в (6. 4), то, исполь3уя (6.5) 
и теорему Стокса, мы получаем 

d f 2 d'?/ . . .  d'$,n = 

= -- f { 1211.н (д1�Р1:и. - д1Рµх - дхР1.µ) -
тп 

- Р,щдt.. [2J1'x - Рцtдх [.2"]1.х} Vµ dt d'$,1 • • •  d;n. (6. 1 О) 
Но эта вариация должна равняться нулю, так как поле, 

увлеченное по -r•x dt, имеет в точности те же компоненты 
относительно (х'), что и первоначальное . поле относите.'IЬ
но (х). Следовательно, 
(2]�..к (дµР�..х - д1Рµх - д.,,.Р�..µ) -

- Рµхд�.. [.2"]1.х - Р�..µдх [.2"1'-х = О 1). (6. 1 1 ) 

1) Ср. V, § 1 , rде это тождество записано с ковариантным опе
ратором Vµ. 
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Как мы увидим позднее, это тождество име�т особо� значе
ние в теории относительности . 

Если рассматривать только такие преобразования коор 
динат, для которых Л > О, то 2' можно трактовать как 
скалярную плотность веса +z. Тогда [.2'} есть тензорная 
плотность. 

7. Неголон омн ые системы координат в Хп 1) 
Отправляясь от ,1юбой допустимой системы координ::�. х 

мы всегда получаем ковариантные базисные векторы еА. 
с нулевым вращением. Однако часто бывает удобно вводить 
такие системы базисных векторов в каждом локальном Еп, 
которые не связаны с какой-либо допустимой системой коор
динат, но которые имеют некоторые другие желательные 
свойства. 

Если мы введем п произвольных контравариантных век
торных полей ех (l = 1 ,  . . .  , n) и взаимную систему (ер. 1 1 ,  t 

h 
§ 2) е,_ (h = 1 ,  . .  " n): 

(h, l = 1 ,  • . .  , n), (7. 1 )  

то, вообще говоря, е,_ не  являются градиентными векторами. 
Мы называем такую систему базисных векторов неzоло

но.мной систе.мой координат в Х п •  � компоненты некото
рого объекта относительно этой системы неzолонодtньtми 
компонента.ми. Если 

def h 
А� = ехе i h t (h, l = 1 ,  n), (7.2) 

то для неrолономных компонент, например, Р��µ• мы имеем 
p'ti - Ahiµ.pxл (h i j 1 ) (7 .3) . .  J - х/..; . . µ • • = . . . . . n .  

а для неrолономных компонент d�x 

(d�)h = А� d�x (h = 1 ,  n). (7.4) 

1) Для литературных ссылок см. Н. М. 1935. 1, р. 94. 
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Мы не должны писать d'f:,h, так как, вообще говоря, А� dsx 
не является полным дифференциалом и, следовательно, не 
существует никаких переменных 'f:,h. 

При использовании неголономных координат мы дош1шы 
ввести вместо дµ оператор 

def µ д1 =  А1дµ. U =  1 ,  . .  " n). (7 .5) 

Тогда градиент скаляра р в неголономных коыпонентах 
можно записать в виде 

Wl = дip (l = 1 ,  . . . • n). (7.6) 

Но вращения вектора wл. и 2д11wt1 связаны более сложным 
образом 

дuwil = AlJдi µ. 1А}1wл. = A'j�д1µWЛJ + 

где 

+ (AlJд1µ. 1A}i) wл. = Аj}д1µWл.1 - t1/l11W11 
(h, l, } =  1 ,  . . " n), (7 .7) 

(h , l, } =  1 ,  . . " n). (7.8) 

Мы называем Qj'f объектом неголономноста системы (h). 
Компоненты Qjz11 исчезают тогда и только тогда, когда все ll 
векторы ел. являются градиентными векторами, т. е .  система (h) 
голономная. 

Аналогичныы образом мы можем доказать, что для кон
травариантной векторной плотности веса +1 

-1 -1 - µ.  " 1-f ( h) дiv = Л  дµ.v - 2Q1i v , Л = Det Ал. 

УПРАЖНЕНИЯ 
(l, j = l ,  " "  n) I ). (7.9) 

IV. 1. Доказать, что в Rn в декартовых координатах del · • 
v2w11 " .  tP = a1a1w11 . "  tp = д(р+1>ди w11 " . lp] + 
+ рд[11 д

1w 1 1 1  12 . " lp) (i1, • •  " iP, j = 1, • • " n; р ',;J. /) (Ia) 

1) Очень простое доказательство (7.7) и (7.9) будет дано в V, § 7 
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шш в сокращенной записи 

vzw = Div Rot w + Rot Dlv w; р > 1. 
IV. 2. Если n Xn задано в параметрической форме некоторое Хт 

\;х = /'<(ч«) (а = l ,  . . . , m) (2а) 
с условием, что ранг связывающей величины 

В� def д
{J\:,

Х; дь = д/дl}Ь (2�) 
в рассматриваемой области равен т. и если в Хп задано вектор
ное поле Wл• то векторное поле в Хт, определяемое уравнением 

' вл. и•ь = ь'ii.'1 .. • (2у) 
называется пересечением поля w1• с Хт. Доказать, что вращение 
поля wь в Хт равно пересечению 

2В�В�
д
1µw1,1 (2б) 

вращения w1.c Хт 1 ). 
IV. 3. Доказать, что 

DDLW· ; = DLDW1 ' • А] . • • '/1 •J . • • '·р (За) 
1\1, 4. Доказать. что если обозначить w q � 1 через w, 1.1 . . • '·q' .р 

а умножение вектора vx со сверткой по первому индексу выразить 
с помощью оператора Т, то 

Т Dw + D Tw = D L w 2). (4а) 
1 

IV. 5. Доказать тождество (6. l l )  для Р1:х = g1_"; :Z = ?; 
л > О. (Ср. V, § 5.) 

IV. 6. Если компоненты тензорного поля. например Р�\. вы
ражены как функции �х и компонент другого тензорного подя, 

например Q�.�Q' 

то мы имеем • арх'/.., dpr.t. = (д pYJ. ) d\:.ro + --· ._µ dQ-. P  • · .JI @ • . 11 д
Q·Р \' . <J  

V . IJ  

1) Ср. Н. М. 1935. 1 ;  П. Ф. 1949. 1. 
2) Ср. П. Ф. 1949. 1 ,  р. 77. 

(ба) 

(6�) 
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где дw обозначает частную производную относительно �;ы ((J) = /, ... , п) 
при постоянных Qv�tJ· Доказать. что 

def дрхЛ RXJ • .  V.IJ  = --· -·µ_ 
. .  

µ
.р дQ;!..,. 

(бу) 
есть тензор. 

IV. 7. Если Ф л есть тензор Qх·л. а .:? - скалярная Л-плотность 
веса +1. то тождество, указанное в IV, § 6, принимает вид 

[2'1хлдµQхл + [2']µл дхQхл + [2'Jxµ длqхл +  
+ qх'·дх [д'Jµt. + Qхла,, [2 lx�' = О. 



V. ГЕОМЕТРИЯ М НОГООБРАЗИff 
С ЗАДАННЫМ ПАРАЛЛЕЛЬНЫМ 

ПЕРЕНЕСЕНИЕМ 1) 

1 .  Параллель н ое перенесение 

Локальные Еп в различных точках Х п являются полно
стью независимыми. Поэтому величины в соседних 11окаль
ных Еп до сих пор не находились n какой-либо связи. Однако 
возможно определить операцию переноса величин из локаль
ного Еп точки �х в локальное Еп точки �;х+ d�x. Эта опе
рация, определенная для всех точеJ{ рассматриваемой области 
и для всех направлений в этих точках, называется пара л
ле льньt.Аt пе ренесеиае.м. Величина и перенесенная величина 
называются (псевдо)параллельными .  В Еп перенесение 
задано а priorl и является обычным параллельным перене
сением. Но в Х п 11е существует никакого параллелизма 
в обычном смысле. 

Если задано 1<овариантное векторное поле v". то значение 
поля n �х +d6x есть vx + dvx = vx + d';µдµvx. Обозначим через 
к * х к х v + dv вектор, перенесенный в � + d; . Тогда мы имеем 

v"' + dv"' = (А�' + dA�') (vн + Jvн) = 
= А�·vл + A�'Jvx + vx dA�·. ( 1 . 1 ) 

Отсюда 
* х' '}(/ '* '){ j ')( х.' dv = Ах dv т v d Ах . ( 1 . 2) 

Но мы знаем, что 
н' ( к' х) х' х х х' dv = d Ан v = Ах t!v + v dAx , ( 1 . 3) 

1) Общие ссылки: Jl е в и - Ч и в и т а  1917.2; С х о у т е н  1918.1; 
Р. К. 1924. 1; 1954. 1; Э й з е н х а р т  1926. l ,  1927.3; Л е в и - Ч и ·  
в и т  а 1927.2; Н. М. 1935.1; Р а ш е в  с к и й  1953.1. 
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и, следовательно, 
х' * х' х ' ( х * х) dv - dv = Ах dv - dv . ( 1 . 4) 

* 
Отсюда мы видим, что, хотя ни dvx, ни dvx не преобра-
зуются, 1<ак вектор, их разность 

( 1 . 5) 
есть вектор. Мы называем бvх !lовариантным дифферен
циалом поля v'X относительно заданного перенесения. 

Если координатная система в том локальном Еп точки sx• 
которое принадлежит (х), переносится параллельно в sx + dsx, 
то бvх является дифференциалом vx относительно этой пере· 
несенной системы координат. Это можно выразить иначе: 
{)vx есть дифференциал поля с точ!lи зрения наблюда
теля, чья ло!lальная система отсчета подвергается 
перенесению. 

Теперь можно было бы определить независимо друг от 
друга перенесения для различных типов величин, но это 
не было бы разумным. Поэтому, чтобы связать перенесения 
различных величин, мы введем некоторую систему аксиом. 
Перенесения, удовлетворяющие этим аксиомам, мы будем 
называть линейными (аффинными) перенесения.ми: 

( 1) если Ф есть величина (индексы опущены), то 6Ф есть 
величина того же типа; 

(2) 6 (Ф +  'Р) = бФ + бЧГ; 
(3) 6 (Ф'l') = (бФ) 'l' + Фб'l' (правило Лейбница); 
(4) бФ тшейно и однородно относительно dsx; 
(5) правило Лейбница справедливо для свертки; 
(6) ковариантный дифференциал скаляра совпадает с обыч

ным дифференциалом. 
Х п с линейным перенесением общего вида обозначается 

через Ln 1). 
Из ( 1 ), (2) и (4) следует, что ковариантный дифференциаJI 

контравариантного вектора имеет вид 

бvх = dvx + r�л.vл. dSµ = (дµvx + r�л.·t?') dsµ· ( 1 .6) 

1) Ln называется пространством аффинной связности. -
При.м. перев. 
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где п3 параметров г�А - произвольные функции �х 1). Если 
r�:,._, - параметры относительно (х'). то 

х' х , х ' � '  µ' бv · = dv + Гµ· 1:v ' d; . ( 1 .  7) 

Из ( 1 . 6) и ( 1 .  7) вытекает, что 

А�' dvx + А�·Г�1.v1' d;µ = А�· dvx + 1./ dA�· + Г�:1, ·v1: d';,111 
( 1 . 8) 

для любого выбора vx и d;x. Следовательно, 

и отсюда мы видим, что Г�л образуют геометричес1шй объект, 
который не является геометрической величиной, так как 
в формулу преобразования входят производные от АЛ' . 

Если w" - ковариантный вектор. то cor ласно (5) и (6) 
мы имеем 

d (v'-w") = 6 (v1·wд = w1,бv1• + v1·бw1, = 

= w1. dv"' + w1.Г�vv" d;11 + v1·бw" ( l . 10) 

д.'!Я любого выбора v". Отсюда 

бw1. = dw1. - Г�1.w.,. d;µ. ( l . 1 1 ) 

и 6 1 1  2 3 рхл з ( 1 .  ), ( l .  ) и ( . ) имеем для тензора, например " v, 
ЬР�\ = dP�\ + Г�vР.\ d;µ + Г�1,Р��" d;µ - Г�vР��а d;µ. 

( 1 . 1 2) 

I<аждому верхнему (нижнему) индексу соответствует член 
с положитедьным (отрицательным) знаком. 

Если положить Г11 def r�1 •• то согласно ( 1 .9) и (I. 1 . 5) 
получаем 

Гµ• = А�·Гµ - А�·дµ·А�· = А�·Гµ - д
µ
· ln Л ( 1 . 1 3) 

1) Г�А называются коэффициента.ми аффинной связности. -
При.и. пе рев. 
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.Следовательно, I'µ является геометриqеским объектом, но ве 
rеометричес1юй величиной. Г µ играет важную ·роль при кова
риантном дифференцировании плотностей. Если w�.1 • • • лп -
ковариантный п-вектор. то его ковариантный дифференциал 
равен 
(Jwл1 . . .  "п = dw1,1 • " '·п - Г�л1Wv1.2 • • •  лп dsµ - . . . 

r\J " µ  • • • - µЛnWЛz " .  'l..n-lv d; = 

= dwл1 . "  "п - пГ�1л,1wл1 " .  '-t1- !I v dsµ• 
а это значит, что 

d
"
w - пГ" w d1:µ - r  w dtµ 1 . • •  п - Щп 1 . " 

п-11 v " - 1,· 1 . "  п " • 

( 1 . 1 4) 

( 1 . 1 5) 

Но w 1 • • •  п можно рассматривать как компоi1енту q скадяр
ной Л-плотности веса + J . Отсюда 

- ....., ....., JJ. bq = dq - Гµq ds .  ( l . 1 6) 
Если допустимыми являются лишь преобразования с Л > О, 
то Л-п.10тности и обычные плотности преобразуются одина
ково. Так как перенесение не зависит от выбора коорди
натной системы, мы имеем для обыqиой плот1iости 

( 1 . 1 7) 
Отсюда находим для ковариантного дифференциала тензорной �х плотности веса t, . например Р.л• 
- х  -х х - ,, µ гv - х µ ·-х 1' №.1. = dP.л +ГµvP.л ds - µ;..P.v ds - tP.лl'µ tfS . (1. 1 8) 

При наличии других индексов каждому верхнему (ниж
нему) индексу соответствует ч.'�ен. с . по,ложительным (отри
цательны м) знаком и. кроме · того, имеется дополнительный 
член, содержащий t и Г µ• 

Ана:юrичная формула справед.шва д:1я тензорных Л-nлот
ностей, и.  следовате.1ьно. ковариантный ди.фференuиал W-ска
ляра совпадает с обычным дифференциалом. 

Каждый ковариантный диффере1iциал есть св�ртка· t4,1� 
с другой величиной. Пос.r�едняя называется кова риантноi! 
п роизводноlt и обозначается через V µ: 

-

(l. 1 9) 
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(индексы у Ф опущены). Например, 
� х 

д
х гх 'Л. v µV = µV + µ'Л.V , 

V µ W>. = дµW>. -· Г�1.Wх• 

Очевидно, ковариантные производные 
равны нулю. 

Из ( 1 .9) вытекает, что 
гх' Aµl.x' I'x (µ'1.' 1 = µ' Л. 'х (µ'А./• 

и значит, Г/µЛJ есть тензор. Мы пишем 
х def х 

Sµ� = Г1µЧ 1) . 
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(1 .20) 

( l .2 1) 

( l  .22) 
Если Sµj,x = О, перенесение 
Х п . с симметрическим пе
ренесением обозначается 

называется сu.мметрuческим. 

Ап 2). ECJIИ s;t�Y. представи
мо в виде 

пе ренесение называется по
л ycu.м,ttem рическu.м. 

Ес.1и два линейных эле
мента d';;{ и ds х, взятые 

f 2 
в одной точке , переносят-
ся параллельно один вдоль 

Рис. 17. 

другого. мы получаем пятиугольник. Замыкающим является 
вектор 

'>d10'' d� 1's· .х � " " µ1 • •  1 2 
( l . 24) 

Это означает, что инфинитезимальный параллелограмм суще
ствует только в Ап. Если перенесение в Х п полусимметри
ческое, замыкающим вектором является 

2Sµ ds1µ dsx1• ( 1  .25) 
1 2 

1 )  s;,:>.x называется тензором круче ния. - При.м. перев. 
2) Ап называется пространством афф1тной связности без 

крученшr. - П ри.м. перев. 

U Я. А. Схоутен 
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Отсюда следует, что инфинитезимальный параллелограмм 
существует только в (п - J)-наnравлении вектора Sл. 

В Ап во всех инвариантных дифференциальных опера
торах, определенных в IV, § 3, символ дµ может быть заменен 
на V µ· Это можно доказать, записывая соответствующие выра-
жения с V. Все члены с Г�л исчезают, 1ак как Sµi.,x = О. 
Например, если wл - ковариантный вектор и vx - контра
вариантная векторная плотность веса + / ,  мы имеем 

(а) 
(Ь) 

( 1 .26) 

То же справедливо для производной Ли, определенной в IV, § 5, например 
-х µ -х -х ,,...!1 'Н - х- µ DLP.д = v VµP. д + P.rpVлvP - P.лV1J'D +tP.лVµv . ( 1 .27) 

а также для тождеств типа (IV. 6. 1 1), напримеf} 

(.2')лх (VµР"лх - VлРµх - VхРлµ) -
- РµхVд [.2']1'х - P,,µVx [.2')1'х = О. 

2. Г еодезичесние 
Пусть 

(2 . 1) 

- параметрическое уравнение кривой в Ln с параметром z; 
d�x/dz есть контравариантный вектор, касательный к кривой. 
Кривая в Ln называется геодезичесuой, если она «макси
мально прямая», т. е. если касательный вектор остается 
касательным при параллельном перенесении вдоль кривой. 
Необходимым и достаточным условием этого является 

Ь d�"" d�x Тz (JZ = a (z) dz , (2 .2) 

где а (z) _:... некоторая фуикция z. Если вместо z ввести 
друrой параметр t = t (z), то 

у_ ( d�x !!!_) = а d�x !!!_ 
dz dt dz dt dz ' . (2.3) 



или 

или 

2.  ГЕОДЕЗИЧЕСКИЕ 

dt d2t 
б d'Sx a -;;; - -;;;z d'Sx 

dТdГ = (:� )2 dt '  

131 

(2.4) 

(2.5) 

Правая часть этого уравнения исчезает, если только t есть 
решение дифференциального уравнения 

d2t dt -9 - a (z) - = О. (2.6) 
dz- dz 

Общее решение этого уравнения имеет вид 

t = С1 J ef a(z) dz dz + с2• (2. 7) 

Отсюда мы видим, что на каждой геодезической в Ln имеется 
такой параметр t, что уравнение (2.2) принимает вид 

(2.8) 

Такой параме-гр называется 1<аноничес1<им па раметро.м 
геодезической. Если to - канонический параметр геодезиче
ской, то любой другой канонический параметр на той же 
геодезической может быть записан в виде 

(2.9) 

где С1 ( =!= О) и С2 - произвольные константы. Следовательно 
канонический параметр геодезической определяется с точ
ностью до аффинного преобразования с постоянны.ми коэф
фициентами. Изменение С2 смещает начало отсчета, а изме
нение Cz изменяет «аффинную меру» на геодезической. 
Отрезки геодезической в Ln не имеют «длины» в обычном 
смысле. но два различных отрезка одной и той же геодези
ческой имеют опреде,1енное отношение, которое может быть 
найдено с помощью произвольного канонического параметра. 
Согласно (2 . 8) геодезические в Ln зависят только от Г(µЛ) и 
не зависят от sµ�x. 
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3. Нормальные  координаты 1) 
Мы докажем, что в Ап всегда существует такая 

натная система (х'), что г�: ,  . .  = О  в некоторой 
з;щанной точке s х. Пусть о 

tx = /(х) (az, ) • • • • ап- 1 о 

коорди· 
наперед 

(3. 1) 

- параметрическое представление oon-1 контравариантных 
векторов в локальном En точки ;х. и пусть имеется одно и о 
тодько одно такое представление в каждом направ.1ении. 
На каждой rеодезичес-коft, проходящей через sx. мы выберем о 
канонический параметр z. такой, что z = о  в s'j( и 

(3.2) 

в ;х на каждоft rеодезической. Тогда на I{аждой rеодезиче· о 
cкoft справедливо уравнение 

d2'f,к :н df.µ d'f.'J.. 
-2 + Гµ'}.. - - = 0, (3.3) dz dz dz 

и,  дифференцируя это уравнение, мы получаем бесконечную 
последовательность уравнений, из которых могут быть опре· 
делены значения всех производных s'j( по z при z = о. 
После этого ;:н могут быть разложены в ряды 

sx = s'j( + ( 4"' ) z + � ( d2s; ) z2+ · · · =  
о dz z=O 2 dz z=O 

= s:н + txz - !_ г�'}.. (s") tµt'J..z2 + (3.4) о о 2 о 0 0  
в которых для нашей цеди интерес представляют тсль�о три 
первых члена. 

Если мы теперь Р!Jедем txz в качестuе новых координат sh о 
(h = 1 ,  . . . • n). (3.5) 

1) Ср. Н. М. 1935.1. 
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то получим 

sь = о� [(sн - sн) + � r�a (sнHsp - sP) (s0 - 6°) + · · · ]  о о о о 
(h = 1 • . . .  , n). (3.6) 

Диффере11цируя, находпм 

А� = о� + o�Г�л (sv) (sP - sP) + • •  • t  
Отсюда 

h h ) Ал = О;;.. 
дµА� = о�Г�л (�v) i . для 

о о 

Из ( 1 .9) и (3 .8) теперь следует, что 

(lt = l , . . .  , n). 

(h = 1 ,  . . . , n) • 
гь Аьµлгн Аµ'·а Аь J<ьµлгх J<µльгх 0 j i = xji  µл - ji  µ л = uxji µЛ - Uji'И. µ/, = 

(3.7) 

(3.8) 

(h, i, } =  1 . . . " n). (3. 9) 

Построенные координаты называются нормальны.ни uо
ординатами в точке s"' в Ап 1). Они зависят только от о 
выбора s"'. oon-I векторов tн в SH и (х). Если s'И. и tн оста-

0 о о о f} 
вить неизменными, а (х) преобразовать в произвольную новую 
систему (х'), то мы получим новые нормальные коорди-11 ' наты s : 

sh' = o�: tн' z  = о�: А�, (sv) t'И.z = Ь�:�А�· (sv) ;ь. (3 . 1 0) о о о о 
Это уравнение показывает, что нормальные координаты под
вергаются линейным однородным преобразованиям с постоян
ными коэффициентами. Следовате.1ьно, если sx и tн фикси.: о о 
рованы,  нормальные координаты определяются с точностью 
до линейных однородных преобразований. 

1) Нпервые нормадьные координаты быди введены Вебленом 
1922.1.  Ддя литературных ссылок ер. Н. М. 1935. 1; 
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Возможно также определить нормальные координаты таким 
образом, что r'j1 исчезают в каждой точке заданной кривой 
и в особых случаях во всех точках заданных Х т 1) в Ап. 

Нормальные координаты очень удобны, так как при их 
использовании часто оказывается возможным избежать длин
ных вычислений. 

4. Vп 
Если в Х п задан действительн.ый симметричный тен

зор g/,.x ранга п. то хп обозначае1 ся через vn 2), а g/,.)( 
называется его фундаментальным тензором з). Каждое локаль
ное Еп в Vn содержит фундаментальный тензор и, следова
'fельно, есть Rп· С помощью gлх и обратного ему gхл в Vп 
можно поднимать и опускать индексы аналогично тому. как 
это было сделано в Rn· 

Выражение 
(4 . 1) 

называется длиной вектора vx. Если v = О , vx называется 
изотропным вектором, а его направление - изотропным 
направлением. Изотропные векторы могут быть действи
тельными лишь в случае неопределенного gлх· 

Мы пишем ds для обозначения длины линейного элемента, 
определенного выражением 

(4.2) 

Если ds = О в каждой точке кривой, последняя называется 
изотропной кривой в vn. 

В Vп каждый отрезок кривой имеет длину f ds. Наиболее 
важное свойство V п состоит в том, что его фундамента ль-

1 )  н. м. 1935. 1. 
2) V п ШJ.зывается римановы.н пространством. - Прим. перев. 
3) В V п возможно ввести ортогональные криволинейные ко-

ординаты во всех направлениях для п <;: 3. Для п > 3 они возможны 
тогда и только тогда, когда существует такой скаляр а, что V п 
с фундаментальным тензором Ggлx есть Rn· Ср. С х о  у т е  н 1921 .5, 
1927.4; Р. К. 1924. l;  Э й  з е н х а  р т  1926. 1; Н. М. П 1938.3. 
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ный тензор определяет единственным образом сим.метри че
сuQе пе ре несение, l{O'l'opoe оставляет инвариантной длину 
вектора. Оно удовлетворяет поэтому уравнению 

V 
µg Лх = 0, (4.3) 

Если это уравнение расписать , мы получим 

д - ГР - гсr - о µgЛх gpx µЛ gl.a µх - · (4.4) 

Переставляя индексы, получим эквивалентные уравнения 
длgхµ - gрµГ�х -gхо-Г�µ = О, 

- дxgµI. + grлГ�µ + gµо-Г�л = 0. 

Складывая и учитывая, что Г�л = Г�. находим 

дµgf..x + длgхµ -дхgµЛ = 2gрхГ�л 
или 

(4.5) 

(4.6) 

(4 .7) 

{ µ"'л. } называется символом Нрастоффеля в честь его перво

открывате,1я. Первоначально он записывался в виде { µ: } . 
но это не cor ласуется с современной практикой расположе
ния индексов. 

Из ( 4. 7) получаем 

гл 1 . 
ftt, = 2 gлрд µg Лр• 

Теперь из определения g
хл следует, что (ер. (1. 1.5) ) 

1 д(]' 
g
x'· = - -"-g дgхл · Отсюда 

и, следовательно, 

(4. 8) 

(4.9) 

(4 . 1 0) 

(4 . 1 1) 
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Эта формула может бьн ь  использована для записи ковариант
ной производной контравариантного р-вектора V µVµx2 · · · хР 
в форме, содержащей только дµ и не содержащ�й пара-
метры Г�л: 

1 1 1 1 

Vµvµx2 • • . хр = g -2Vµg2v�щ2 . . . хр = g - 2  д�1izvµ"2 . . .  "Р (4. 1 2) 

(ер. ( l . 26) ). 
Геодезические в V п яв.1яются не только прямейшими кри

выми, но и кратчайшими (или наиболее д,1инными) кривыми 
между двумя их точками. Чтобы доказать это, рассмотрим 
кривую s, соединяющую две точки ;" и ;х. касательные 

о 1 

которой нигде не имеют изотропных направлений. Наряду 
с s мы рассмотрим все кривые , ко1орые могут быть получены 
из s инфинитезимальным точечным преобразованием vx dt, 
где v" - произвольное векторное поле, определенное во всех 
точках окрестности s. Мы хотим установить соотношение 
между длиной s и длиной одной из этих соседних кривых s' 

между точками � х + vx dt и ; х + vx dt, где v" и v" значе-
о о 1 1 о 1 

1шя vx в �х и ;х. Д.1я этого нужно определить длину линей-а 1 
ного элемента s' в некоторой точке �х + vx df. В этой точке 
мы- должны для фундаментального тензора принять значение 
g1.x + vµдµgl.x dt, что в значительной ыере осложняет вычи
сления. Однако это ыожно сделать более изящным способом. 

Если �х � 1( (1;,v) есть любое точечное преобразование 
в V п и если кривая s и по:tе g лх оба увдекаются этим пре
образованием, то длина увлеченной кривоИ. из�tеренная 
с помощью увлеченного фундаментального тензора. очевидно, 
равна длине исходной кривой. Это связано с тем, что ко
ординаты точек увлеченной кривой s и компоненты увлечен
ного фундаыентальноrо тензора относительно увлеченной 
координатной системы (х') равны исходным координатам и 
компонеюам относительно (х). Рассмотрим теперь точечное 
преобразование s" � ;х - v" dt. Если s' и g лх умекаются 
этим преобразованием, то они превращаются соответственно 
в s' и g1.к - D Lg i.x dt. Следовательно, вместо измерения s' 
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с помощью g лх + vf1д11_g лх dt мы можем измерить s с помощью 

g Лх - D Lg Лх dt = 
= g,_x + vµдµgЛx dt + g1жд,_vР dt + g'/..pдxvP dt. (4. 1 3) 

Таким образом. если "t' - произвольный параметр на s, вариа
ция длины линейного элемента d�x кривой s равна 

Теперь мы имеем 

vPдpgµv + gavдµvcr + gµ,дvva = 
= PV + prcr · РГ1 + д а +  (J' д vcr = V pgµv V pµgcrv -Г V  pv gµa gav ftv ь µа v 

Отсюда 

Это дает для вариации длины s между ;х и ;к 
о 1 

(4. 1 7) 
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Из этой формулы находим интегрированием по частям 

;х 

d f ds= dt [ (vл �6л ) - {vл �
л
) ) -

�� S �Х=$Х \ S sX=i,X 
о 

/ о 
�х J 

- dt ! Vл6 �G:· . 
f." 
о 

(4. 1 8) 

Если теперь v" равно нулю в �х и G"· то первый член о / 
в правой части исчезает и мы получаем 

�Х f,X 1 1 
v j"' r dsл d ds= - dt , vдб ds , 

�х �х 
(4. 1 9) 

а это доказывает, что вариация равна нулю для любого 
выбора v" тогда и только тогда, когда 

ds" 
б ds = 0, (4 .20) 

т. е. s является геодезической. Следовательно, геодезическая, 
соединяющая две точки, есть кривая экстремальной длины, а s - канонический параметр. 

Если геодезическая s в одной из своих точек имеет 
линейный элемент нулевой длины,  то можно показать, что 
s - изотропная кривая. Пусть sx есть вектор, касательный 
к s и удовлетворяющий условию 

bs"= 0. (4 .2 1 )  

Тогда длина s" в рассматриваемой точке равна нулю. Но длина 
вектора не изменяется при параллельном переносе, и ,  следо
вательно, s" имеет нулевую длину в каждой точке кривой s. 
Однако обратное несправедливо. Кривая с нулевой длиной 
не обязана быть геодеэическоtl. 
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5. Кривизна Vn и Ап 

Рассмотрим сферу единичного радиуса в обычном про
странстве. Ее линейный элемент в сферических координатах 

ds? = s in2 0 dffi? + dez. (5 . 1) 
Следовательно, если положить s1 = ffi· s2 = е, 
тами фундаментального тензора будут: 

то компонен-

g11 = sin2 0 ,  g12 = 0, g22 = 1. 
g11 = siп - 2 0, gI2 = О, g22 = 1 ;  

и для Г�л находим: 
Г�1 = 0, Г�2 = ctg 0.  Г�2 = 0. 

Г�2 = 0. 

Отсюда получаеы для ковариантных производных: 
бv' = dvl + v1 ctg е d0 + v? ctg е d(fi, 
бvz = d'CP - v1 sin 0 cos 0 dqi; 
бw1 = CW1 - W1 ctg е d0 + W2 sin е 'COS е dcp, 
бw2 = dW2 - W1 ctg 0 dqi. 

(5 .2) 

(5. 3) 

(5 .4) 

Следовательно, необходимые и достаточные условия для 
параллельноrо перенесения vx и wл имеют вид: 

dv1 = -v1 ctg 0 d0 - v0 ctg 0 dqi, 
d'Т:t? = v1 Sin 0 COS 0 d(fi; 
dW1 = W1 ctg 0d0 - W2 sin 0 COS 0 d(fi, 
dw2 = wz ctg O dqi. 

(5.5) 

На меридиане di:p = О, и параллельное перенесение при
нимает вид: 

(а) dv1 = - v' ctg 0 d0 . 
(Ь) dvz = O; 

(с) dW1 = WJ ctg 0 d0, 
(d) d·W2 = 0. (5 .6) 

Но v1 и v? являются соответственно компонентами в напра
влении параллели и меридиа�ы. и из (5.6а) следует, что 
меридиана являете.я геодезической. 
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На параллели d0 = О. и параллельное перенесение при
нимает вид: 

(а) dv1 = - v2 ctg е dq>, (с) dw1 =-w2 sin е cos е dq>. 
(Ь) dv2 = v1 sin 0 cos 0 dq>; ( d) dw2 = w1 ctg {) dq>. (б. 7) 

Отсюда мы видим, что параш1ель является геодезической 
:rt только для е = 2 . 

Если в точке q> = О , О = 00 задан вектор v1<, касательный 
К параллели 0 = 0о. ТО В 9ТОЙ ТОЧКе v2 = 0. Длина ЭТОГО 

z 

l 

3 
Рис:. 1 8. 

вектора равна v1 sin 00. Ес
ли теперь параллельно пере
нести вектор на d<p вдоль 
параллели, то компонен
ты перенесенного вектора 
в dq>. 0u будут равны v1• 
v1 siп 0 )  cos 0о dq>. Длина 
вектора О. v1 sin 00 cos 0и drp. 
перпендикулярного паралле 
ли . равна v1 si п 0о cos 0о dq>. 
Следовательно, угол меж
ду перенесенным вектором 
и параллелью равен cos 0о dq>. 
При параллельном перене
сении все векторы повора
чиваются на один и 1 от же 
угол , и значит, каждый 
вектор n точке параллели О = 0о при перенесении 

вдоль параллели на dq> поворачивается относительно парал
лели на угол cos 00 dq>. Если вектор переносится вдоль всей 
параллели до возвращения в исходную 1 очку. то общий 
угол равен 2л: cos 00. Отсюда следует, что угол между пер
воначальньш и конечным положениями равен 21' (1 - cos 00). 
Но это есть в точности площадь сферического сегмента, 
ограниченного параллелью. Можно показать , что это спра
ведливо также для любой замкнутой кривой на единичной 
сфере. 

Если вектор переносится параллельно вдоль замкнутой 
кривой на плоскости . .  то угол между первоначаль ным и 
конечным положениями всегда равен нуJJю. Следовательно, 



5. КРИВИЗНА V п И А п 141 
геометрия на сфере отлична от геометрии на плоскости. 
Мы увидим, что это имеет некоторое отношение к «кри
виJне» поверхности. 

Ес,1и мы построим конус, касательный 1< параллели О = 0о 
н а  сфере. то этот конус можно развернуть на плоскость. 
Зttачит. геометрия конуса та же, что и плоскости. Дуга 
окружности радиуса 1g 0о. имеющая длину 2л s in  00 (рнс. 1 9), 
соответствует параллели 
О = 00• Следовательно, ес
т� параллельно перенести 
вдоль дуги на плоскости 
nс1пор, касательный в од
ном из ее концов. к друго
му концу. то угол между 
перенесенным вектором и 
дуrоЯ будет равен 2л cos 00. 
Это доказывает, что парал
лельное перенесение на 
сфере вдоль параллели эк-

Рис. 1 9. 

вивадентно параллельному перенесению на конусе, касатель-1юм к сфере по этой пара.1дели. 
Есди задана произвольная кривая на произвольной поверх

ности. то плоскости. касательные в точках этой кривой, 
огибают развертывающуюся поверхность. На этой разверты
вающейся поверхности мы имеем обычную плоскую геомет
рию, и можно показать, что параллельное перенесение вдоль 
кривой на первоначальной поверхности эквивалентно парал
ледьному перенесению на развертывающейся поверхttости 
вдоJiь той же кривой. Это свойство можно использовать для 
построения параллельного перенесения на произвольной по
вс рхности. На рис. 20 и 2 1  показано параллельное перене
сение на сфере, гиперболическом параболоиде и поверхности 
постоянной отрицательной кривизны . 

Чтобы исследовать поведение вектора в А,1 при парал· 
лелыюм переносе вдоль замкнутой кривой, мы рассмотрим 
инфинитезимальный параллелограмм в точке А. Пусть век
тор vx в А переносится параллельно сначала от А через В к D, а затем от А через С к D. Значение перенесенного 
вектора в В есть 

(5.8) 
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Рис. 20. 

Рис. 21, 
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Теперь этот вектор доJiжен быть перенесен из В в D. Но 
в В значения коэффициентов связности равны не Г�л. а 

(5.9) 

СледоватеJiьно, вектор. перенесенный в D через В, имеет 
компоненты 

v>t - d;µr�;\, -
2 

-(d�µ - Г�;1, d;µ d�'-) (Г�сr + d;"дvГ�a)(v11 - d�тг�U)v'�) = 1 2 1 2 2 
= vн - d;µГ�1,v'- - d�µГ�;1,v'- + 2 1 

ecJiи пренебречь веJiичинами третьего порядка маJiости. ДJiя 
вектора,. перенесенного в D через С, мы находим аналогич
ное выражение, в котором 
d;н и d;н меняются. местами. 1 2 
Отсюда разность между двумя 
перенесенными в D векторами 
равна 
d'C d;µ [ 2д1vГ�1 л + 1 2 

Это выражение доJiжно быть 
вектором, так как оно имеет А 
значение, не зависящее от Рис. 22. 
выбора системы координат, а именно равно разности двух перенесенных векторов. Это 
значит, что выражение в квадратных скобках в (5. 1 1 ) есть 
тензор. Этот те11зор 

(5. 1 2) 
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называется тензором кривизны в Ап. Ап есть Еп тогда 
и только тог да, когда Rvµ�"" исчезает в каждоtt точке 1). 

Rvµi"" возникает также при двукратном ковариантном 
дифференцировании с последующим · альтернированием ин
дексов дифференцирования 

V1v V µJ'Vx = д1v (V µJv"") - Г\vµJV p'Vx -!- Г(v 1 1. 1 V µ1v'- = 
= д1vдµ1v"" + д1vГ�1 л + Г(v 1  л 1дµ1vл. + Г� 1 л 1Г�1 р'ОР = [д гх + гх f P ] л. 1 R" . х л = ('11 µj Л fv l p l  µр. V = 2 vµЛ. V • (5. 1 3) 

Аналогичным образом мы находим 
' 1 " . х V1v�\1JW1. = - -;; R,·111. Wx ,  

и для тензора общей структуры, например Р�лр: 

(5. 1 4) 

n n рх 1 R· . . хр-т 1 R" . (трх 1 R· . лрх Y (v Y µ] . лр =  2 Vj.l(J . },р - 2  ,·µЛ. . IJp - 2 ЧIР . Л.о· 
(5. 1 5) 

Каждому верхнему (нижнему) индексу соответствует чден 
с положительным (отрицательным) знаком. 

Для скалярной плотности q веса +1 имеем 

V1µVv1q= д1µV1.1q - Г1>1Vл.1q = 
= д1µд1.1q - д1r1Г1.1q - Г1µд1.1Q + Г111Г1,1Q = � / . . . )( �  = - (д1µГ1.1) ч = -2 R11л.х q , (5. 1 6) 

и соотве1'Ственно для общей тензорной плотности веса +1.  
� .,,. например Р . i,,: 

(5. J 7) 

Каждому верхнему (нижнему) индексу соответствует член 
с положительным (отрицательным) знаком и имеется допол-
нительный член, содержащий Rvµ/ и множитель t. 

') Более точно, Ап в этом случае является локально аффин
ным, но в целоы, вообще говоря, может нс совпадать с Еп· Про
стейший пример - цилиндр. - Прим. пе рев. 
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Тензор кривизны удовлетворяет · некоторым тождеств ам. 

Первое тождество 

(5. 1 8) 

следует из определения. Второе тождество 

(5. 1 9) 

тотчас следует из (5. 1 2). 
В V п мы обозначаем тензор кривизны через Kvµj., "А.. 

Для Kvµ(· мы имеем третье тождество 

Kvµ (/..x) = O. (5.20) 

Действительно, 
о - v v - 1 к . . . р 1 к . . .  р (]' к - (w µJgJ.x - - 2 шµд. g рх - 2 r1Jftx 1:':> J,p = - Фµ (А.х) • 

(5.2 1 )  
Из второго и третьего тождеств следует четвертое то
ждество 

(5.22) 

Из третьего тождества мы видим. что Kvµa а = О. Следо
вательно, перенесение для скалярных плотностей в V п инте
грируемо. Действительно, существует поле g, д,1я которого 
ковариантная производная равна нулю. 

Тензор к ;швизны К vµ/..x в V п антисиммеrричен по vµ и Лх 
и симметричен относительно пар vµ и Лх. Следовательно, 
эта величина играет ту ж� рол'> д,:1я бивекторов, которую 
симметричный тензор играет для векторов. Его можн.о 
назвать си.м.1tетрачн.ылt бивекто р-тензо ром. Би вектор 

1 общего строения имеет 2 п (п - /) независимых компонент, 
и. следовательно. симметричный бивектор-те11зор в общем 
с. ;учае имеет 

� · � n (n -- n [f 1i (п- 1)+ 1] = � (п2 - п) (пz - п+ 2) 
10 Я:. А. С хоутен 
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независимых комлонек!f. Но мы использовали только первое, 
третье и четвертое тождества. Легко показать , что в сово
купности с этими -rождествами второе тождество эквива
лентно условию 

(5 . 23) 

что дает в точности (; ) уравнений. Отсюда число незави
симых компонент Kvµ!x равно 

� (п? - п) (п? - п + 2) - ( ; )  = :2 п,2 (п.2 - 1) . (5 "24) 

Для п = 2, 3 и 4 это число равно соответственно J , 6 и 20. 
Существует другое тождество, содержащее первые про-

изводные Rvµ�x: 
(5. 25) 

Оно называется т.ождество.м Бuащщ, хотя бьшо еще ранее 
найдено Риччи 1). 

Чтобы доказать это тождество для некоторой точки �х. 
:мы выберем в каttее11ве (х) си.стему нормальных ксординат, 
принадлежащих этой точке (ер. V. § 3). Нам известно, что 
в этом случае г�" равны нулю и �х и, следовательно. 

V1<дvitJ ix " д1(1)Rvii1 ix = 2if1(1) (дvГ�1 л + Г�1 p 1Г�1 л) = O. (5 . 26) 

Из Rv(J.i..x сверткой по vx мы получаем тензор Рич'tи 
R def R. . . . v (б.�7) µл - vµЛ • .с. 

В V п он является сим:метричным те11зором и обозначается 
через Кµ": 

def " .v Kµ,.k - Kv�1Л • 
Из K�tt.. можно получить скаляр 

def i К = gµ Х11Л• 

(5. 28) 

(5. 29) 

l) Ср. для литературных ссылок Р. К. 1924. 1; 1954. 1. Согласно 
О к а й  а 1925. 1 зто тождество первоначально было найдено Ф о с -
с о м  1860. l. 
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п (п 1_ !) К иазывается скалярной кривизпой V п · Для сферы 
единичного радиуса Kvµl.x имеет только одну независимую 
компоненту (ер. (5.3) ) 

К1212 = 'lg2x (д1zг;1 1+ Г� f P IГ�I 1) = 

= g22(- д2ГJ1 + Г�1Г�1 - Гj1Г:,) = 

= cos2 0 - sin2 0 - sin е cos д ctg ·0 = - sin2 е. (5.30) 
Отсюда 

и 1 1 у К = y gµi..K.u.r. = 1 . 

(5. 3 1 )  

(5.32) 

Следовательно. скалярная кривизна единичной сферы равна l , 
как это и доJiжно быть. 

ИJIИ 

Из тождества Бианки (5.25) сверткой по Ф'>t поJiучаем 
t'I R · · .ш

+ 
t'I R · · .u)

+ 
t'I R · · .w О (5. 33) У ш vµt; v v µш•. v.µ uw/.. = 

(5.34) 

В V п это тождество может быть свернуто с g µ1.. и это 
дает 

2V µК:.}J, - V vK = О. 

Отсюда, если мы введем симметричный тензор 
def 1 

Oi..x = Ki..x - 2 Kgi..�· 
то тождество (5.35) принимает вид 

Тензор Oi..x• или скорее тензорная пло:fность, � def -. т-0�..х = у  g Oi..x 

(5.35) 

(5.36) 

(5 .37) 

(5.38) 

играет очень важную роль в теории относительности. Это �xi.. связано с тем, что О является цроизводной Лагранжа от 

10* 
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(5. 39) 

Прямое доказательство (5. 39) достаточно длинное. Однако 
Палатини дал очень короткое и изящное доказательспю. 
используя нормальные координаты (х). принадлежащие фикси-
рованной точке sx 1). Тогда, как мы знаем, Г�л исчезают 
в Sx• а следовательно. и дµgЛх' НО производные от г�" не 

v 
исчезают в этой точке. Если dgлx - вариаuия gi.x' то вариа-
ция Г�л не равна нулю в �к. так как нормальная система 

v 
перестает быть таковой для нового перенесения. Но dГ�л 
являются разностями параметров двух различных перенесе
ний и ,  следовательно, являются иомпонентами тензора. 
Теперь мы имеем 

(5.40) 

Отсюда в �к 

v - _ v �tЛ к - uл v x d (lf g К) " 2 lf g (dg ) д1хГµ1 л + 2  lf g g· д1х dГµр. + 

v v 1 v 
+ lfg дµ (g vл dГ�л - gµЛ dГ�л) - 2  )fg к g µЛ dgµЛ � 

v 1 v v " 11- Q d µ!. + V  lr-( vЛdГµ µЛ dГv ) = у g µЛ g µ у g g ,.;. - g vl. • (5 . 4 1 )  

где знак * може-r быть в конце опущен, так как уравнение 
имеет теперь инвариантную форму. 

Если теперь т п является областью V п• на границе кото
v 

potl вариации g,v. д g, .  и д д g, исчезают, то dfxµ. 1 также г.r. µ r.X V µ r.X " 
должны исчезнуть, и, следовательно, используя теорему 

1) Ср. Н. М. 1935. 1. Там же приведены литературные ссылки. 
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Стокса для последнего члена (5. 4 1  ) , мы получаем 
; f vi к ds1 • • •  dsп = - f vi 01,х dgл.,,, ds1 • • • d;п. (5.42) 

что и доказывает (5.39). Тогда и только тогда, когда исче
зает Олх• исчезает вариация интеграла от fiK по 't'n для 
любой вариаuии gлх• удовлетворяющей гран�.чным условиям. 

Тождество (IV. 6 . 1 1 ) теперь принимает вид 
O�r.x ( �лх �лх О дµg,_х-дiд��х-дхgлµ)-gµхд1..О - gЛµд,,_0 = (5.43) 
Ид И 

Vлfi"" = д·Ji"" + Г�µО'-" = О 
в согласии с (5.37). 

(5.44) 

6. Кривизна V2 с п оложительно  определен н ы м  
фундаменталь н ы м  тензором 

В Е2 два бивектора могут отличаться только скалярным 
множителем. С.1едовательно, в V;1 тензор кривизны Kvµr.x 
может отличаться лишь скалярным множителем от g1v 1,_g µJ ,,_1• 
Из (5.28) и (5.29) немедленно с.1едует, что множителем 
явдяется - К: 

/ Kvµl:x. = - Kg[v {Лgµ/ x/' Кµл = 2 КgµЛ' оµл = о. (6. 1 )  

Если J""л - бивектор единичной площадки и /х'- da - бивек
тор элемента V2 с площадью do, то вектор vx после парал
лельного перенесения вдоль границы /х'- da изменяется на 
величину 

(6. 2) 

Беря ортогонадьные локальные координаты и полагая v1 = 1 ,  
v2 = О в начальном положении, м ы  имеем /12 = - /21 = 1 и 
К 1212 = -4  К. и , следовательно. 

dv1 = О, dv2 = � К da. 

/ Таким обра:юм, вектор поворачивается на угол . 2 К d,J, 
(6. 3) 
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Если vx переносится параллельно вдоль границы области т2, 

то угол между начальным и конечным положениями vx равен /• 1 
, 2 К da, т. е. интегралу от Сf{,алярной f{,рuвизны по т2. 

Из рис. 20 и 2 1  мы видим, что перенесение по часовой 
стрелке дает поворот по часовой стрелке на поверхности 
с положительной кривизной и против часовой стрелки. если 
кривизна отрицательна. 

7. Неголон омные систем ы  координат 1) 

Уравнения ( 1 .9) остаются справедливыми для неrолоном
н ой системы координат (h) (ер. IV. § 7) : 

г'' Аhµ1�гх Аµ'-д А'' (h . 1 ) (7 1 )  j i  = xji µЛ - ji µ л • /, } = . . . . . n . · 
Отсюда следует, что вместо ( 1 .22) мы имеем (ер. IV. 7 .8) 

гh s· .h Г) . •  h [jtJ = jl - �'ji 
Следова1ельно, в Ап 

гh п . .  !1 (jij = - �'Jl 

(h . t, j=  1 ,  • . .  , n). 

(h . i, j =  1 ,  . . " n) 

и (ер. ( 1 .26) ) 
(а) 
(Ь) 

Vuwi1 = дuwiJ + Qjihwh. 
v/v1 = д/i/ + 2Qj/v1 
(h . i, i =  1 ,  . .  " n). 

(7 .2) 

(7 .3) 

(7.4) 

Из этих уравнений немедленно следуют уравнения (IV. 7 . 7) 
и (IV. 7 .9) .  

Cor ласно (7 .2) мы имеем в V п вместо ( 4 .  7) 
гh { h }  Q · ·h + hkQ . . z+ hkQ . .  z ji = ji - jl gj/g ik gllg jk . 

{ ; } def { ghk (дjgik + дigkj - дkgji) 
(h, i, j, k, l = 1 ,  . . . . n). (7.5) 

1) Ср. Н. М. 1935. !; Р. К. 1954. 1. Там же приведены ссылки 
на литературу. 
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Если неголономная система в каждой точке образуется п h 
взаимно ортогональными векторами i'", iл ; h ,  i = 1 ,  . . .  , n, 
то { ; } = О и  

г'� 0 . . h+ hkQ . .  1 + 11kQ . .  1 ji = - ji gjlg ik gllg jk 
(h , i, j, k ,  l = 1 ,  . . .  , n). (7.6) 

Из (7.5) следует, что в Vп (ер. (4 . 1 0, 1 1) )  

Гl { i } Q · · I+ ikQ . .  l+Q" i  ji = ji - �  j i  gjlg ik ji = { i } / 
= ji = 2 дj ln g (i , j, k ,  l = 1 , . " , n), (7 .7) 

т. е. ( 4 . 1  О) справедливо также для неголономных систем 
координат. 

В Ап из (5. 1 2) мы получаем следующее выражение для 
тензора кривизны в неголономных координатах: 

Rkj/ = 2д[11ГJ1 1 + 2Г(� 1 1 1ГJ1 1 + 2Q�jГ�t 
(h , l, j, k ,  l = 1 ,  . . . , n). (7.8) 

Конечно, все уравнения, которые содержат только вели
чины и знак V, инвариантны относительно преобразований 
в неголономных координатах. Но уравнения, содержащие Г�л 
или дµ. вообще говоря, не являются инвариантными. Часто h удобно использовать знак = вместо = в уравнениях, кото-
рые справедливы только в голономных координатах. 

8. И нтег раль н ые формулы в Vп и R" 1) 

Применим (IV.4. 1 5) для р = 1 в Vп (ер. V. § 1 )  

f vµ dfµ = f vµvµ dJ 
-rп- 1 'п 

к специальному случаю, когда vµ имеет вид 
def µЛ" Vµ'Ф = g v 1:ф. 

(8. 1 )  

(8. 2) 

1) Общи;; ссылки: К р о н е  к е р  1894. 1;  Б у р  х а  р д т и М е й  е р  
1900.2; В и л ь с о н  1913. 1 ;  де Р а м  1956.1.  
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Тогда мы получим первое тождество Грина в Vп 

f "}11g<pVµ1\J df µ = f lfg (V µ<р) Vµ')J df + 

+ f \fg q>VµVµф df. (8.3) 
'п 

.Меняя местами q> и ф и вычитая, получаем второе тожде· 
ство Грина в Vп 
f \fg(<pV11ф - 1tVµ<p) djµ = 

При этом, конечно, qJ и 'ljJ должны быть выбраны таким 
образом, чтобы <рVµф и фVµq> удовлетворяли ус.11овиям rл. IV, 
.§ 4. 

Рассмотрим теперь Rn с положительно определенным 
фундаментальным тензором и введем декартовы координаты xh 
(h = 1 ,  . . . , n). Ес.т1и п > 2. мы выберем ф в виде 

1 def � / . l h h Ф = п - 2  а- 11+2, а =  У g1h (x' - 'x ) (x - 'х ) (8 .5) 
(h, l = 1 ,  . . . , n), 

где 'xh - переменная точка. Тогда ф есть функция от xh 
и 'х11 и 

' -п ' def ' l д/Ф = - д/Ф = - а а1• д1 - д/д х . 
def • / а1 - х1 - х1 = ад1а. (8. 6) 

def h '  v2ф= g 'дhд1Ф = 0 1). 
Отсюда, есди -r11 не содержит точку 'xh, мы получаем из 
(8.4 )  Jq>a-nal d]i + п 1 2 .r а-п+2дt<р dft = 

(8. 7) 

1) При х1 + 1хi. - При.м. перев. 
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Ес.11и, однако, 'tn содержит точку ':/i, то непосредственное 
интегрирование в правой части (8. 7) не может быть выпол
нено, так как а-п+2 - СХ) при xh - 'xh. Поэтому мы рас
смотрим этот интегра.'I как предел интеграла по обдасти 
'tn - е, заключенной между 'tn- 1 и гиперсферой Е малого 
радиуса R. которая содержит точку 'х11• Тогда .11евая часть 
(8.7) есть 

где nt - единичный вектор и dft = ni dт:п-1· Имеем 

Здесь 

def 2л,п/2 @ =  
11 Г (� п) 

(l = 1 ,  . .  " n). r ппf2п для п четного, (� п) ! l .!.. (п+/) .!.. (n- 1) 22 'Л, 2 
1 для п нечетного 1) / . 3 . " . · n - 2  

(8.9) 

(8. 1 0) 

есть (tt - !)-мерная площадь гиперсферы s. Последний член 
во втором интегра;1е в (8.8) исчезает при R - О. Отсюда 

rorp = - _1_ 1· a - 11 1 2V2ff! d] + п п - 2 . 
"п 

+ -1- /' а-п+2дiср dj. + j" а -п<ра1 dfi·· (8. 1 1) п - 2  , i 
"п- 1  "'п- 1  

В интегралах в правой части равенства переменными 
" являются х11, а f1J рассматривается как функция xh, тогда как 
в левой части ер есть функция 'xh. (8. 1 1 ) является тео ремоа 

1) См. К р о н е к е р 1 894.1. 
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Грина для Rn с положительно определенным фундамен
тальным 1'ензором. 

Если в (8. 1 1) в качестве 'tn мы возьмем гиперсферу 
а = р. то может оказаться, что два последних интеграла 
исчезают, когда р --,)- оо. В этом случае (8. 1 1) принимает вид 

И.'IИ 

1 f - п+2 2 � roep = - п - 2  а V ep df, 
п 00 

2 ер =  Pot V <р, 

(8. 1 2) 

(8. 13) 

rде Pot - интегральный оператор, определяемый выражением def 1 r -п+2 � 
Pot = - (п - 2) ю . • . . а df. (8. 1 4) 

п ()() 

Функция (j), удовлетворяющая (8. 12),  называется потен
циальной функцией. Достаточными условиями являются 1): 

( 1) ер и ее первые и вторые производные всюду ограни
чены; 

(2) среднее значение ер на сфере радиуса р стремится 
к нулю при р -,)- оо; 

(3) 
l im J р -n+2v2cp d] = О. 
� 00  

(8. 1 5) 
'tn 

Функция всегда будет потенциальной, если выполнено 
первое условие и если функция равна нулю вне некоторой 
конечной сферы. 

Функция f (xh) называется гармоничес1tой в некоторой 
области, если в этой области ее первые и вторые производ
ные ограничены и непрерывны, за исключением конечного 
числа гиперповерхностей, где допускаются конечные разрывы, 
и если V2 f = О. Если мы положим в (8.4) 'Ф = 1, то для 
каждой ер, гармонической в 't11 , 

f дi<у dfi = о. (8. 16) 
'tn- 1 

1) Ср. К р о н е  к е р  1894.1 .  



8. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ФОРМУЛЫ в vn и Rn 155 

Если теперь в качестве Тп-1 мы возьмем гиперсферу а =  р. 
то из (8. 1 1) и (8. 1 6) следует, ч10 

(8. 17) 

или �Pn- lq> = J qmi dfi• (8. 1 8) 
Т:п- 1 

Из этого уравнения следует, что значение q> в 'xh равно 
среднему значению q> на любой сфере с центром в 'xh, если 
только q> - гармоническая во всех точках внутри сферы и 
на ее границе. 

ер во внутренней точке тп может быть выражена с по-
мощью (8. 1 1) через значения V2cp в "'п и значения q> и n1дiqi 
на "'п-l· Но. очевидно, мы задали здесь слишком много. 
Если мы положим в (8 . 3) '\jJ = q>. то получим для Rn 

J q>nµдµq> dтп-1 = J (дµср) (дµ«р) df + J «pV2q> cif. (8. 19) 
Т:п -1 

Отсюда, если V2q> = О в "'п и если либо q>, либо пµдµq> исче
зают на "tn - 1• то nepвыft интеграл в правой части должен 
исчезнуть, а так как gлн - положительно определенный, то 
это возможно лишь при условии, что q> постоянна в "'п· 

1 2 2 1 2 2 
Пусть теперь q> и q> - два таких поля, что V q> = V q> в 1:'4 1 2 1 2 
и или q> = q>  на 't'n - I  или nllдµ(f' = nµдµq> на Тп- 1· Тогда из 

2 1 
предыдущего следует, что q> = q> +  const в 't'п· Отметим, что 
это справедливо не только в R4, но также и в V п• если 
только g лн - положительно определенный. 

В качестве примера в Rз мы рассмотрим поток тепла 
в изотропной среде. Если Т - температура, то дiТ пропор
ционален векторной плотности теплового потока. а V2T про
порционален подводу тепла в единице объема и за единицу 
времени. Далее, хорошо известно, что в установившемся 
режиме задание Т на 1:'2 и 'V2T в 't'з определяет Т в 1:'3, а за-
дание пiд1Т на т2 и V2T в 't'з определяет Т в 't'з с точностью 
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.no- константы. Эти два случая известны как пе рва я и вто
рая граничные задачи. Встречается также третья гра-
ничная задача. когда на t2 задано /тiд;Т +- Т. а в -r.1- v2T. 
причем h - известная положительная константа. 

Первую граничную задачу в Rn можно решить, по.1агая, 
что ф в (8.4) гармоническая в •п и принимает значение 

/ --2-а-п+2 на •п- 1· Тогда (8.4) запишется в виде п -

j (<vдiф - п 
1 

2 a-n+2дi<p) dJl + ./ФV2<p df = 0. (8 .20) 
'l:n-1 'п 

Из этого уравнения и из (8. 1 1) СJiедует. что 

�<р = .! (Ф - п / 2 а-п+2) V2<p df + тп 
+ j' qJдi (Ф- 11 / 2 а - п+2) dfl •  

Tn-1 
(8. 2 1 )  

т .  е . <р в 'xh выражается через V2(p и ф в •п и <р и пiд;ф -
1 -п+2 на Т:п- J· Разность ф - --2 а называется функцией п -

Грпна. Таким образом, первая граничная задача сводится 
к построению функции Грина. Функции Грина могут быть 
также построены для других граничных задач подобного 
типа. 

Если применить (8. 1 1) ко всем ортогональным компонен-
там любой величины ph_1 " · �Pi1 " .  lq' то мы получим (индексы 
у Р опущены) 

(8.22) 
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Если в качестве Р мы возьмем р-вентор wi1 " .  10• р > 1 .  
т о  согласно (упр. IV, 1 )  найдем (индексы i1 . • •  ip опущены) 

(l)W = - п 1 2 J a-n+2 (Div Rot + Rot Div) w df + 
п 

'(11 

+ п 1 2 J а-п+2д1w df1 + J a-nwa1d]1• (8. 23) 

Если компоненты '<ilJ11 " . tP - потенциальные функции 1 )• 
то (8 .23) принимает вид (ер. (8. 1 3) )  

w = Pot Div Rot w + Pot Rot Div w. (8 .24) 

Если w11 • • • 1Р и их первые производные всюду конечны  
и если Wi1 " .  1Р равны нулю во  всех точках вне некоторой 
конечной сферы, то можно доказать, что кроме (8.24) спра
ведливо тождество 

w = Div Pot Rot w + Rot Pot D iv w. (8 . 25) 

Эти условия достаточны, 110 не являются необходимыми. 
Мы используем (8.25) для вывода интегрального представле
ния поля w,1 " .  lµ• которое удовлетворяет только условию 
конечности его первых производных в 't11 и на 'tn-I• Отбра
сывая часть поля вне 'tn-I• мы получаем поле, разрывное 
на 'tn-I· Но непрерывность может быть восстановлена введе
нием малого слоя толщиной h по 'tn-I•  в котором поле из
меняется непрерывно от внутреннего значения до нуля. Пусть 
х11 = О есть точка •п- l• Wi1 " .  1Р - значение поля в этоИ 
точке и th выбрано совпадающим с направлением внешней 

1 
нормали к 'tп -1· Тогда значение поля на оси х1 между 
xl = О и xt = h равно 

(8.26) 

причем поле исчезает для xl > h. Если теперь h достаточно ма
ло. то изменением w. . в направ.r�ениях, ортогональных l11, 

J 1 . " /р } 

1) И т;11 ..,,. оо. - При.м. nepeG. 
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можно пренебречь , и, следовательно, Div w и Rot w имеют 
на .оси х1 значения 

(а) 
. 1 . 

дtlw = - -/1w . t l 1 • • •  1 р h 1 о t 1 • • . р' 
(8 .27) 

(Ь) (р +  /) д[ i0Wi1 . . . iµJ = - � (р + /) i{ioWi1 . . . lp] · 1 о 
Для df--слоя мы должны теперь принять выражение 
df = hni d]1 • Отсюда, применяя .(8. 25) к лолю со слоем и 
переходя к пределу при h --?  О, мы получаем тождество 

(8 .28) 

выражающее ·а.начение w в ; xh через значепия Div w и Rot w 
в 'tn и w[i1 . . . 1Pn10] и пiwj i2 . . .  ip на Тп-1 ·  

Тождество (8 . 1 1), которое было выведено здесь с по
мощью тождеств Грина, могло бы быть получено так же, 
как (8.28). Тогда мы в качестве исходного д'()лжны были бы 
взять уравнение (8 . 1 2) ,  которое должно быть сначала дока
зано, но только для полеn с конечными значениями самого 
поля и его первых и вторых лроизводных, исчезающих вне 
некоторой конечной сферы. После отбрасывания поля вне ,; n- l  конечность первых производных могла бы быть восста
новлена введением одного слоя, а конечность вторых про
изводных - введением двух других слоев внутри и вне пер
вого слоя (так называе.м:ый двойной слой). После этого можно 
было бы применить (8 . 1 2). Тогда второй член в правой 
части (8. 1 1 ) порождается первым слоем. Действительно, он 
имеет тот же вид, что и поправочные член.ы в (8 .28) . Третий 
член в правой части связан с двойным слоем. 
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УПРАЖНЕНИЯ 
V. 1. Доказать, что в Vn 

V2w def vµv w = (1 ) ЛJ " .  Лµ - µ ЛJ . " Лµ а 

= vµ (р + /) V{µWЛJ " .  f•p] + рдР·I Vµw, IL l Л2 " .  Лµ] + 
1 + K[i:W1н 1  '}..,2 • • •  '1:.1'} + 2  (p - l) к[�;л:хw1 µх J Лз . "  Лµ] 

для р > / и что последний член в правой части исчезает для р = 1. 
V. 2. Для каждого векторного поля w л в V п с исчезающим О л.х 

имеет место 
V2w = Dlv Rot w + Grad Div w. (2а) 

V. 3. Олх исчезает для п = 2. 
V. 4. Перенесение Вейля 011ределяется соотношениями 

v"д1,:х = - QµgJ;.x• sµ�x = о. (4а) 
Доказать, 11то 

1(: 1 . + / Q Г µх = 2 дµg 2 п µ• 
V. 5. Доказать, •по для перенесения Вейля 

'Vµ 1!!�.х = - 'Qµ 'g'Ax' 

(4�) 

(5а) 
если 

1 def def 
gлх = аgлх• 'QJ. = QJ. - дJ. l ncr. (5�) 

V. 6. Если Г�J. и 'Г�л я��ляются коэффициентами двух линейных 
связностей, то разность 'Г�л - Г�л есть тензор. 

V. 7. Если V п подвергается конформному преобразованию, т. е. 

g1.x заменяется аgлх• то K;,µi,x преобразуется следующим образом: 

где 
'K;,µi,x = K;,µ{.t + g[v 11,sµJ Plgrw., (7а) 

def / р SµЛ = 2VµSл - sltsЛ + 2 sps glLЛ• 

def 
sµ = дµ ln a. 

V. 8. Доказать, что для неголономной координатной системы (h) 

дuдn Р = - Q'tд11P• (8а) 
d (d�)h = Qji (d�)j (d�1• (8�) 
(2 JJ ji 2 I 
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Принцип ы  метода 
норенн ы х  букв и индексов 

Каждой координатной системе принадлежит множество 
текущих индексов и соответствующее множество фикс и ро
ванных индексов. Эти текущие и фиксированные индексы 
используются только для данной системы координат. Каждый 
геометрический объект имеет свою коренную букву. При 
преобразовании координат текущие и фиксированные индексы 
изменяются, но коренная буква остается неизменной. Если 
преобразуется объект, то коренная буква изменяется, но теку
щие и фиксированные индексы остаются теми же. Мы ус.10-
вились использовать курсивные фиксированные индексы для 
гречес1шх текущих индексов, например х, '), = J, . . . , п, и 
прямые фиксированные индексы для датинских текущих ин
дексов, например, h, i = 1 ,  . . . • n .  В этой книге· мы всегда используем 

х ,  "л, µ. v, р. о, -r и иногда ffi = 1. . . . , п, 
х', //, µ'. v'. р'. о' , -r' и иногда ffi1 = J ' ,  . . . • п' , 

для криволинейных координат в Х п и Е п и прямолинейных 
координат в Rn. 

h ,  i ,  j,  k . l = 1 • . • .  ' п.  
h' .  i' , j' , k' ,  l' = ! ' , . . . , п' 

для неголономных координат в Х п и декартовых координат 
в Rп· 

Другими текущими индексами могут, например, быть а ,  
Ь,  с ,  d ,  е ;  х, у .  z .  и, v ;  п ,  f\ ,  у .  б ,  е ;  � .  ri. �. 0 и т .  д. 
При переходе от одного множества текущих индексов к дру-
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rому следует для каждого из них выбирать специальное мно
жество фиксированных индексов. 

Для коренных букв м ы  предпочитаем: латинские буквы 
для скаляров и тензоров; то же со знаками ,...., /\ * 
над буквой для Л-плотностей, плотностей и W-скаля
ров; s для координат в Х n '  х для прямолинейных 
координат в Е11 • 

Но мы не придерживаемся строго этих правил. В физике 
часто существуют другие соображения, влияющие на выбор 
коренных букв. 

Координатная система обозначается одним из ее текущих 
индексов в круглых скобках, например (х). 

Компоненты величины с индексами, принадлежащими раз
личным системам координат, называются проме:жуточны.ми 
(II, § 3). Величины с индексами, принадлежа�цими различным 
пространствам, называются связывающими вел1ианами 
( I I ,  § 3). 

Мног ообразия 

Х n есть п-мерное многообразие с координатами �х и 
обратимыми преобразованиями 

(IV. 1 . 1 ) 
с функциями, аналитическими в рассматриваемоИ области или 
имеющими в этой об,�асти определенное количество непре
рывных производных. Координаты называются криволиней
ными. Каждой системе координат в Х11 принадлежат п м 11J-

жеств con- z  координатных Х 1 (кривых), ( � )  множеств con-2 
координатных Х 2 (поверхностей), . . .  и п множеств со1 коор
динатных х п- 1  (гиперповерхностей). 

Е11 есть Х п• в котором некоторые системы I<Оординат 
являются привилегированными. Они преобразуются друг 
в друга с помощью обратимых преобразовании  линейной 
группы Оа 

( ! .  l .  l a .  Ь) 

Эти координа1ы называются прялtолинейны.1tи. Однако мо1уr 
быть также использованы криволинейные координаты.  Каж
дой сисrем.:: прямолннеfiных координа·r в _Еп принадлежат п 

1 1  Я. А. Схоутен 
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множеств oon-l координатных Е1 (прямых линий), ( �) 
множеств ооп-2 координатных Е2 (плоскостей), . . . и п 
множеств 001 координатных En- l (гиперплоскостей). 

Цен·тро-аффинное Еп есть Еп с фиксированным началом 
координат. Его группой является Опо всех обратимых линей
ных однородных преобразований 

х' Ах - константы. 
vll есть х п с действительны.и фундаментальным тензо

ром g/,x' Det (g лх) =/= 0. В V11 МЫ рассматриваем ТОЛЬКО дeii-
cmвumeЛЫtЫe преобразования координат. в vn всегда существуют ортогональные криволинейные 
координаты для п <;: 3, а в особых случаях также и для п > 3 
(V, § 4). 

Rn есть Еп с действительным фундаментальным тензором 
с постоянными компонентами относительно прямолинейных 
координат. В R11 существуют ортогональные прямо;шнейные 
системы координат. Они называются декартовыми. Однако 
могут также использоваться общие прямолинейные и криво
линейные системы координат. 

Ориентированное Еп есть Еп с фиксированной ориента
цией. Каждая система координат фиксирует ориентацию по
рядком координат. 

В связи с линейным законом преобразования dsx 
' х' х х' def х ' def д d'i:.x - А  d'i:. .  Av = дv'i:. • дv = - (IV. 2 . 2) ь - х ь • " �ь � дsх 

каждой точке Х п принадлежит центра-аффинное Еп.• локаль
ное Еп этой точки. В V11 локальным Еп является центро
евклидово R11• 

Плоение п од1Тространства в Еп ( 1 .  § 3) 
п. - р независимых линейных уравнений в прямолинейных 

координатах определяю? собственное ЕР' если они имеют 
конечные: решения\ и несобственное ЕР (или ЕР на беско
нечности) в противном случае. Несобс?венное Ер· называется 
также· (р + f)-направлена·еJt. 
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ЕР и Eq в Еп или пересекаются по Е9 или они не имеют 
никаких общих Ео (s = - J). Es называется пересечением 
ЕР и Eq. Об'Ьединение ЕР и Eq есть Е1 наименьшей размер
ности, содержащее ЕР и Eq. Имеет место следующая связь 
между р, q, s и t: 

- J <; s <:;_ p, p + q - n <, s <, q, t = p + q - s. 
Если в Еп заданы собственное Е и (n - р)-направление, 

не имеющее общих направлений с �. то возможны следую-
щие процессы : 

( 1 )  пересечение фигуры с ЕР; 
(2) редукция фигуры относительно (п - р)-направ.1ения; 
(3) проекция фигуры на ЕР в (п - р)-направлении. 
ЕР в Еп может иметь внутреннюю ориентацию, т. е. 

р-мерную ориентацию в ЕР' или внешнюю ориентацию, т. е . 
(п - р)-мерную ориентацию вокруг ЕР' 

Число параметров, необходимых для фиксирования 
ЕР в Еп (р + l) (n - р) 
ЕР' проходящее через данное Eq в Еп (р - q) (п - р) 
ЕР' проходящее через О в центро-
аффинном Еп р (п - р). 

Говорят, что р линейно независимых контравариантных 
(ковариантных) векторов порождают контравариантную 
(ковариантную) оболочку, которая состоит из всех линейно 
зависимых от них векторов (говорят также, что оболочка 
натянута на р векторов). Они фиксируют р-направл.ение 
( (п - р)-направление), называемое носителем оболочки. Гово
рят, ч10 носитель порождается этими р -векторами. р назы
вается раз.мерностью оболочки. 

Геометрические объекты 
Гео.метричесuие обьеuты различаются законами пре

образования их компонент при координатных преобразова
ниях. Если новые компоненты линейно однородны относи-
тельно старых компонент, алгебраически однородны по А�' 

%' и не зависят от производных Ал , то объект называется гео-
.J.tетричесuой величиноа (II, § J:; IV, § 2). Величина 

1 1* 
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в точке Х,1 всегда иожет рассматриваться как величина в ло
кальном Е п этой точки (IV. § 2). 

Закон преобразования тензора валентности р + q, 
контравариантной валентности р и ковариантной 
валент1-�ости q: 

рх; . . .  х�
, ' = А

х; . . . x� 'J..1 . . •  1'qpx1 . . 'Кр 
, , " " , ' , ' . • Л1 • • • Лq ,..1 • • .  ,..q �1 • • . '"р ,..! • • •  ,..q (Il. 3. 1 )  

Тензор есть скаляр. если его валентность равна О , и век
тор. если его валентность равна /, кон,травариантный 
(ковариантный). если он имеет только верхние (нижние) 
индексы, и смешанный во всех остальных случаях. 

Тензорная Л-плотность (плотность) веса t содержит 
в законе преобразования дополните.1ьныtl множитель Л - t  ( 1 Л/ -t) 
(II .  § 8). 

W-meftзo р соде·ржит в законе преобразования дополни
?ельныfl множитель Л/1 Л 1  (II, § 8). 

Кроме редких случаев, верхний и нижний индексы никогда 
не пишутся на одной вертикальной линии. 

Алгебраические операции для величин (II .  § 8) 

Сложение 
УАtножение 
Сверт1са 
Образование изо.мера 
Си.м.метри р ование 

рх + Q· x R . . x . 'J..11 µ. Л = µЛ · 
Pxl, Qv _ RxЛv . . µ . ра - . . .  µра· 
P��µQ1.1rx = R�. р"-'· - Ql, .'К 

. . µ - . µ . 

P(x1.i1) det j1 (Рхлµ + Рлµх + Р1tх.Л + Pxµ'J.. + Рлхµ + Рµл.х)· 

Тензор, си.м.метричный по вce.tt индеt<сам 

Рхлµ = P�x'J..µ)• 
Альте рни рование 

1 
Pp,щiJ det 3Т (Рхлµ + Р1.µх + Рµхл. - Px1ii.. - Р1.х" - Р,, ;,,,.). 

Поливектор альтернирован по всем индексам 
Pxi..µ = P[x'J..µ] • 



ВF!ЛйЧИНЫ ВАЛЕНТНОСТИ 2 

Cu.u.itempи рованное произведение р векторов 
v"-1 · · · хр = v<"-1 • • • v"-p) . 

1 р 
Альтернированное (внеtuнее) произведение р векторов 

v"1 · · · "-р = v["-1 • • •  v"-P], 1 р 
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Поливектор называется простым, если он представим в виде 
альтернированного произведения векторов. Необходимые 11 
достаточные условия этого 

а также 
vfx1 · · xPv'-1] • · · 1'Р = О, (II. 6 .6) 

(11. 6 .  7) 

Вьи•люч.ение индекса сверткой с базисны1'1 вектором 
(� х р '- - р<х) Л. _ pr>I • . µ - . .  µ - elJ' " р • 

Текущие индексы, которые не преобразуются при коорди
натных преобразованиях, называются .}tертвы.�tи. Они пи
шутся непосредственно над или под центра.'!ьной буквой или 
выделяются на своем месте 1<ругJiыми скобками. Мертвые 
индексы принадлежат коренной букве. Остальные индексы, 
называемые живы.�tи, всегда пишутся справа от центральной 
буквы. 

Если выключить все индексы тензора, кроме, например, 
индекса х, и если среди получившихся векторов имеются 
в точности r линейно независимых, то r называется х-ран
гом этого тензора. Векторы порождают х-оболочку. Есл11 
х - верхний (нижний) индекс, то носителем х-оболоttка 
является Е, (Еп_,). 

Величины  валентн ости 2 (11, §§ 9-1 2) 

Каждой величине валентнос1'и 2 всегда соответствует 
матрица. Мы уславливаемся, что первый инде1<с обозначает 
строки, а второй - столбцы и что если два индекса распо
ложены вертикально один над другим. нижний индекс счи
тается первым. Матрица имеет ранг r,  если она содержи1' 
ненулевые миноры с r строками и не содержит ненулевые 



166 РЕЗЮМЕ ПО ГЛАВАМ T-V 
миноры с r + 1 строками. Рам тензора валентности 2 равен 
рангу его матрицы. Ранг P�J- равен r тогда и только тогда, 
когда 

s ! P[x; · Р-1 р s Х ] { =!= О · As] = 0 
для 
для 

S = Г , 
s >  r.  (II. 9 .3) 

Компоненты величины, стоящей слева, являются s-строчными 
алгебраичес1шм.и дополнениями матрицы Р�}» и мы имеем 
Det (Р\) = п ! p[�[I . . . Р�1п] = 

1 p[l pnl i p' pn = n · .1 • • • • п = n · . [1 • · • . п] • (П. 9 . 1 )  
Бивектор, например, vхл имеет ранг 
и только тогда, когда 

r (всегда четный) тогда 

v[XJX2 • • •  vX2p- JX2p) { =!= � 
и д.т�я r = п мы имеем 

для 2р = r ,  
для 2р > r, ( I I .  9 .6) 

(II. 9.5) 

Если ранг равен п, существует обратная величина. Вели-1 
чина, обратная, например, Р\ обозначается F\. Для ка--J 
ждого значения % и Л элемент Р\ равен алгебраическому 
дополнению элемента Р\. деленному на Det (P\) (II ,  § 3). 
То же справедливо mнtatis mн.tandis для всех величин валент
ности 2 и их матриц, 

Если r - ранг действительного си.м.метричноzо тен
зора валентности 2, то всегда существует действительная 
система координат, относительно которой матрица принимает 
каноническую форму, состоящую из s элементов -1 и r - s 
элементов +I на главной диагонали, тогда как все остальные 
элемеиты ра<Iшы нулю. Сигнатура - - - . . .  +++ . . .  
называется четной (нечетной), если индекс s четный (нечет
ный). Сигнатура и индекс являются инвариантами действи
тельных преобразований координат (II ,  § 1 О). 

Если r - ранг действительного бивектора , то всегда 
существует действительная система координат, относи· 
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1 тельно которой матрица принимает каноническую форму с 2 г 

о 
1 

матрицами _1 0 на главной диагонали и остальными эле-
ментами, равными нулю (II ,  § 1 0) .  

Если 
(11. 1 4. 1 )  

то v.,,,, называется собственным вектором Т\, а а - соб
ственным значением. Собственные знач.ения ямяются кор
нями уравнения 

или 
Det (т\ - о.А�) = о 

Det (T µi.. - agµ,) =0, 
(ll . 1 4.2) 

(II. 1 4 .4) 

если имеется фундаментальный тензор. Если gл.,,,, - опреде
ленный и Т1,.,,,, - действительный и симметричный, то 
собственные значения всегда действительны. В этом случае 
всегда существует действительная декартова система коор
динат (h) такая, чт0 (теорема о главных осях) 

(j =!= i; i, j = 1 ,  • . .  , n). (Il .  1 4. 7) 

Если f µi, - действительный бивектор ранга r и g лх -
определенный, то всегда возможно разложить f µЛ на 4 r 
взаимно ортогональных действительных лис1 ов (теорема 
о главных листах) (II , § 1 4). 

Специаль н ые величины  

существуют в Х п априори 
(11, § 8) 

А� * б�. 
J!I . " n = + I. e1 . " ll = + I. (П . 8.3) 

Е .,,,,1 " .  Хп и ei..1 " .  лп устанавливают взаимно однозначные со.от
ветствия между альтернированными величинами, которые 
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Здесь µ1 • . .  µп - четная перестановка 1 . . . п, а показа
те.1и ар• �р· Ур• бР могут быть положены равными ну;1ю, 
если ыы не намерены вводить подгруппы Оа и отождествлять 
величины инвариантным образом. 

Наиболее часто используются следующие подгруппы Оа 
и принадлежащие им величины (1 , § 2;  III .  §§ 1 -4): 

Оьо (центро-аффинная): 
Geq (эквиаффинная, 

Л = ± 1): 
Osa (унимодулярная, 

Л = + l):  

00r (вращения и отражения. 
Л = ± 1): 

Oro (вр.ащения, Л = + 1): 

начало хх = О; 
начало; единичный объем 

(плотность) q; q [х) = ± 1 ;  
начало; q и ориентация 

(W-скаляр) �; � (х] =  ± 1 ;  (х) Е'Ч · · · хп, е ; 
(Х) Л/ • • • Лп 

начало; фундам_:нтальный тен
зор g лх; g; l; " 

начало; g лх; ориентация ro; g; 7· /Х/ . " Xn. [ • • ЛJ • • •  Л11• 
С помощью этих инвариантов величины. различные отно

сительно Ga• могут быть отождествлены. Для п = 2v + 1 из 
4п + 2 различных величин 

контр. вектор контр. п-вектор 
скаляр ков. вектор ков. п-вектор 

W-скаляр 
контр. W-вектор контр. W-п-вектор 

W-вектор . . .  W-п-вектор ков. ков. 
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остаются для Oeq в точности 2п величин (каждая с двумя 
различными геометрическими представлениями): 

контр. вектор контр. v-вектор 
ска.1яр ков. вектор ков. v-вектор. 

п + 1 величин для Oor (каждая с четы рьмя различными гео
метрическими представлениями): 

скаляр 
W-скаляр 

вектор 
W-вектор 

v-вектор 
W-v-вектор 

и v + 1 величин для Oro (каждая с восемью раз.1ичными гео
метрическими представлениями): 

скаляр вектор . . . v-вектор. 
Для п = 2v, если мы хотим избежать мнимых величин . 

отождествление возможно лишь до 00r включительно. Таким 
<-б;>азом, дJiя п = 4 мы имеем: 

Группа О�: 
l<онтр. вектор контр. 4-вектор 

скаляр КОЕ. вектор ков. 4-вектор 

W-скаляр 
контр. W-вектор контр. W-4 -вектор 
ков. W-вектор ков. W-4-вектор 

Группа Oeq (каждая величина с двумя различными гео
метрическими представлениями): 

скаJiяр { контр. вектор . . . контр. 4-вектор } 
W-скаляр ков. вектор . . . ков. 4-вектор 

Группа 00, (каждая величина с четырьмя различными 
геоiltетрическими представлениями): 

скаляр 
W {вектор . . .  4 -вектор} -с�<аляр 

Для п = 3 для группы О,0 мы имеем только с1<аляры и 
векторы. Это является точкой зрения обычного векторногu 
аналнза. В теории упругости (гл . VII) лучше всего не вы
ходить за рамки Oar· Тогда мы имеем скаляры, W-скаляры 
(псевдоскаляры), векторы и W-векторы (�севдовекторы). 
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Фундаментальный тензор gл:к (II ,  § 1 2) : 
Декартовы компоненты : 

g1 1 = - l ,  
gs+l  s+l  = + ] ,  

gll = - 1 ,  
gs+l s+ I  = + 1 ,  

Длина вектора vx: 

gss = - l , 
gnn = + I; 
gss = - 1 ,  
gnn = + 1 . 

Изотропный вектор = вектор нулевой дли н ы .  
Нулевой конус в Rn: 

± области: 

Единичная гиперсфера: 

Угол между двумя векторами в одной области: 

(II. 12 .7) 

Ко- и контравариантные ортогональные компоненты: 

(h = 1 ,  . . .  , s), 
(h = s +  1 ,  n). 

Величины, опреде,ляемые gлх: 

(II .  1 2. 1 4) 

g [х} = 1 Det (gлх) J • f= / yg 1. (II .  1 2 .20,22) 
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и если ориентация задана координатноfi системоfi (/z). 
{'Ч . " Хп = n \ t[xz iX11] ' 

(h) 11 
(II .  1 2 . 1 7) (/!) 1 п iJ,1 . . . 'J." = n 1 ip.z i1·11] • 

Nlатричное исчисление - независимая дисциплина, ко
торую не обязательно связывать с ковариантными, контра
вариантными или смешанными величинами валентности 2. Но 
если мы применяем матричное исчисление к этим величина�.1 
в Е11, то нужно различать матрицы этих трех видов величин. 
Если используются только смешанные тензоры и векторы. 
то мы имеем следующую переводную таблицу (ер. 1 1 ,  § 13): 

PQ = R. 
'v = P·v, 
'w = wP, 

1 
Р, 
1 1 1 

QP = R. 

У. µ х P.µQ.л. = R А• 
'vx = Px· v'· . л  ' ' рх W1-.= Wx . i. •  
PI .х рх л. = .i.• 

QI . µpl . x _ RI . х /.. µ - /.. . 

Это исчисление весьма эффективно в R11 с положительно 
определенным фундаментальным тензором. так как там исче
зает разница между ко- и контравариантными ортогональными 
компонентами. Однако если приходится иметь дело с ко- или 
контрав:ариантными тензорами валентности 2 в Е11, то мы 
дополнительно имеем следующую переводную таблицу 
(ер. II. § 13): 

1 
/. /. 

1 li. lt, 
1 

hv = vh, 
1 

wf = fw. 

fx'/.. • )и1, = /и, 

1 
hJ,x• h),,x = hн1 •• 

1 
hл.xvx = vulzx'/..• 

wл/х = )х'·wл. 

При· использовании этого исчш:ления необходимо особо от
мечать ко- или контравариантный характер всех величин. 
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Инвариантн ые дифференциал ь н ые 
операторы в Хп 

1 .  Внешние дифференциалы (I V ,  § 3): 

Dp = Grad р: 
" * 

Dp = Grad р: 
(q + J) Dw = Rot w: 

(q + /) о:Ю = Rot -r�: 
Div v: 

д1.Р. 
длр. 
(q + / ) д(µ WJ.1 . . .  Лq] ' 
(q + l) д[µ�J.1 . . . J.,1 ] '  

Div v: 

дµ V�IKJ? . . .  Кр ) _ � вес + 1 .  
дµVµк2 . . . Кр J 

Rot Grad р = О; 

Rot R ot w = O; 

Div Div v = 0; 

Ro1 Grad р = О, 
* 

Rot R ot w = O, 

Div Div v = O. 

-> 
Оператор div в выражени11 div v в обычном векторном ана � 
лизе соответствует оператору Div (Rot), если v рассматрн-
вается как контравариантная векторная плотность (ковариант

� 
ный бивектор). Оператор rot в выражении rot v в обычно�� 
векторном анализе соответствует для нечетной (четной) сиг

� 
натуры оператору + Rot (- Div), если v рассматривается как 
ковариантный вектор (контравариантная бивектор-плотность). 

Если вращение ковариантного q-вектора (W-q-вектора) 
исчезает в некоторой области Х п• то существует всеr да 
область, в которой q-вектор (W-q-вектор) для q = 1 пред
ставим в виде градиента ска.1яра (W-скаляра), а для q > 1 -
в виде вращения ковариантного (q - 1)- вектора (W-(q- / ) ·  
вектора). Эта 1 еорема может быть также сформулирована 
в терминах контравариантных поливектор-плотностей (Л-плот
ностей) веса + 1 (IV. § 4). 

2. Теоре.ма CmolCca (IV, § 4): 

J д V djµJ.1 . . •  �-q - J .J djJ.1 . . .  'Лq (µ 1.1 . " Лq] - 1.1 • • •  Лq • 
'tq+l "q 

(IV. 4 . 1) 
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Имеются 9 других форм этой теоремы. В Хз наиболее важ
ны�и форму лам и этого рода являются 

J д[µ'VЛхJ d/µ1.x = J Vлxd/x, 

'tJ т..-

J дµvµ df = f vµ dJµ. 

"С2 т; 1 

(IV. 4 . 2 1)  

(IV.  4 .27) 

(IV. 4 .29) 

(IV .  4 .35) 

каждая из которых допускает также запись в четырех других 
формах. 

3. Производная Ли относительно поля v" (IV, § 5): 

D pxl. = v�lд рх), + pxl. д vP -L . . v µ . . v . . р v 
- pcr'J.. д vx - р-на д v'J.. - tP-x�, д v�i. . .  v (J • • v (J • • v µ (IV. 5.22) 

Производные Ли vx, А�. Е-н1 . " хп и ;л1 " . Лп равны нулю. 
Если поле увлекается по vx dt, приращение поля в фикси
рованной точке 6х равно минус дифференциалу Ли в этой 
точке. 

Поле называется абсолютно инвариантны.м относи
тельно поля vx, если его производная Ли относительно vx 
изчезает. Его значение не изменяется, если оно увлекае'I СЯ 
любым из точечных преобразований группы ,  порожденной 
инфинитезимальным 1 очечным преобразованием vx dt. Ком-
поненты такого поля в 6х относительно (х) равны компо
нентам поля относительно (х'), увлеченного по vx dt 
в �х +vx dt, если (х') получается из (х) увлечением по vx dt. 

Поле, абсолютно инвариантное относительно avx для 
любого скалярного поля а, называется абсолютно инва
риантным относительно линий тока vx. Оно инвариантно 
для всех точечных преобразований, оставляющих линии тока vx 
инвариантными. Дополнительное условие этой более сильной 
инвариантноС1и для ковариантного р-вектора wл л или J • • •  р 
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р-вектор-плотности веса + 1 :  

VµWµЛ2 . • . f,p = О, 

.wriч . . .  'НrvxJ = о. 

4. Производная Лагранжа (IV, § 6) 

(IV. 5.23) 
(IV. 5 .24) 

Если Фл (Л = J, . . . , N) - N  функций �х и если ..? 
функция Ф л и их производных Фµ = дµФ. Фvµ = дvд��Ф . . . .  
по  sx до некоторого тторядка (индексы Л опущены). то вы
ражение 

def д.27 д.27 д.27 (.27] - дФ - дµ ....,,--Ф + дvдµ -дФ - • • • (IV. 6 .5) 
(j µ \'µ 

называется производной Лагранжа от .,27. Если Ф подвер-
,v 

rаются вариации dФ, такой, что вариации Ф и всех их про
изводных, входящих в .27. исчезают на границе тп, то для 
этой производной справедливо следующее уравнение: 

Если Фл - тешюр валентностей р, q и если .,Я' - скалярная Л-nлотность веса + 1 ,  то [.27] есть тензорная Л-плот
ность веса + 1 валентностей q, р.  

В этом случде существует свяаь между Фл. (.27) и их 
первыми производными. Е.сли Фл есть тензор Рлх• то это 
тождество имеет вид 

[..?J"x (дµРлх - д1Рµн - дхРлµ) -
- Р µк дJ,. [..?J"x - Р1.µ дх [д")t..х = /). (IV. 6 . 1 1) 

v 
Если поле Фл. подвергается вариации dФ А• такой, что 

вариации Фл и всех их производных, входящих в .27. исче
зают на границе 'tn- 1  области Тп из Х n• и если [.271 = О 
в этой области, то мы имеем 

J f .27 ds1 • • •  ds" = о. 
Tn 
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Неголономные координаты (IV, § 7) 
Если в каждом локальном Еп в некоторой области Х п 

h 
введено произвольное множество базисных ве1поров ех, eJ. i 

lz 
(11 , l = 1 ,  . . . • n) и если д1µел1 не исчезает для всех значений /1 , то не сущес1вует в данной областк обычной системы 
координат с этими базисными векторами. В этом случае си
стема всех этих базисных векторов назыметс�r 1ии1лоно.м
ной системой координат (h) в рассматриваемо!t области .  
Необходимым и достаточным условием является отличие от 
нуля компонент объе�та неголоно.мности Q относи
тельно (h): 

Q . . h А
µJ.д Ah j i = jl (µ ЛI' 

h def i def lz 
Ал = еле'1• Af = еiек. l fz 

Вместо d'f:,h мы должны теперь писать 
, def h (d�)'1 = Ах d'f:,x, 

так как переменные sh не существуют. 

(IV. 7.8) 

(IV. 7 . 4) 

Уравнения в неголономных координатах почти всегда 
содержат поправочные члены с Qi/, например: 

µЛ Q· .fz def µ 
А11 д1µWt-1 = диwп+ ji Wfz, д1 - А1 дµ. (IV. 7 . 7) 

- ]  � µ  � 1  . .  i � j  ( h) Л дµv = д/О + 2011 v .  Л = Det Ал ; вес + J (IV. 7 .9) 

Мног ообразия с заданн ым линей н ы м  
перенесением (гл .  V) 

Линейное перенесение, или параллелизм, в Хп задается 
геометрическим объектом Г�" с законом преобразования 

,к'  х'µЛ к µ;\. к' l µ'Л' = Ахµ'д.'Г µд. - Аµ.·1.: дµАJ. = 
х'µЛ к к' Л = Ахµ• 1:Гµл. + АJ. д11: Ал' " (V. 1 . 9) 

def i., 
Г µ = Г µЛ является геометрическим объектом с законом пре-
образования 

Гµ· = А�·Г11 - л},. дµ· л},' = А�·Г�� - d11' ln л. (V. 1 . 1 �) 
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/{овариантная производная и ковариантный диффе-р�х ренциал некоторой величины, например . Л• веса t: 
-х - :к Г" - v rv р-х р-х Г V�LP. 1. = дµP. 1. + µvP. �. - µЛ . v - t · '" µ. �:к �:к :к �v  µ v - ;t  .µ -х µ бP. л = dP. л + Г�tvf . л ds -Гµ1Р v d; - tP. лГµ ds . (V. 1 . 1 8) 

Каждому верхнему (нижнему) индексу соответствует член 
с положительным (отрицательным) знако'1 и имеется допол
нительный член, содержащий Г µ и множитель t. 

Если величина переносится таким образом, что ее ков:�
риантный дифференциал исчезает, перенесение называется 
па раллельны.м. Х п с линейным перенесением называется Ln. 
Если тензор 

(V. 1 . 22) 
равен нулю, то перенесение называется си.�иtетричны.м 
и Х п называется Ап. В Ап возможны инфинитезимальные 
параллелограммы во всех 2-направлениях. 

Внешняя производная и производная Лн могут быть запи
саны в Аа с Vµ вместо дµ. например: 

Vµp = дµр, 
(V. 1 .26а) 

(V. 1 .26Ь) 
- :к  µ tP л Vµv . (V. 1 .27) 

Кривая в Ln есть геодезичес!(ая, если ее касательный 
вектор остается касательным при параллелыюм перенесении. 
На каждой геодезической существует каноничес1tuй пара
.метр t. определенный с точностью до аффинного преобра
зования с постоянными коэффициентами. такой, что уравне
ние геодезической принимает вид 

ь dsx d2sx х dsµ dsл d[ (JГ = {[['Г + Гµл dТ dТ = О. (V.2 .8) 

В Аи координаты могут быть выбраны таким образом, 
что Г�л исчезают в некоторой заданной точ1<е ;х. Такие коор
динаты называются но р.мальньиtu 1(00 рдината.ми в точке s"· 
Нормальные координаты могут быть также определены на 
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заданной кривой и в особых случаях на заданных Х т в Ап 
(V, § 3). V11 является А11, так как уравнение v11g1_x = О  фиксирует 
симме rричное перенесение 

Г�л. 
= 

{ 1;� } def ; gХР (д
µgЛ.р + д�дµр - дi$µ1J (V. 4 .7) 

{ µхЛ } называется си.мволо.м Кристоффеля. Для этого пере

несения справедливы следующие уравнения: 

г'· - !.. л.v д - i д I µ/, - 2 g µgl.p - 2 1' п g. 
(V. 4 . 8 . 1 0) 

Vµg = O. (V. 4 . 1 1 ) 

Геодезические в V п являются не только прямейшими кри
выю1, но и кратчайшими (или наиболее ддинными) .  Длина s 
является каноническим параметром, и, следовательно, урав
нение геодезической имеет вид 

Ь d;; = О. (V. 4. 20) 

Тензор кривизны в А11: 
. . х def х х р R\·111. - 2д1vГ111 1. -t- 2Г1v 1 1, 1 Гµ1 1.· 

Имеют место следующие тождества: 

t7 v х 1 R· . . х 1. 
V (v µj V = 2 vµЛ. V , 

1 
V'1v'Yµj'WЛ. = - 2 R;.µi,.xWx, 

..., .., р-х 1 R'  . . хр-Р 1 R· . - Рр-х  1 R . · Рр- х v 1v v µ] . 1. = 2 vµp . л. - 2  vµЛ. . p - 72 t  vµp .Л.· 

(V. 5. 1 2) 

(V. 5. 1 3) 

(V. 5. 14) 

(V. 5. 1 7) 

Каждому верхнему (нижнему) индексу соответствует член 
с положительным (отрицательным) знаком н имеется допол -

нительный член, содержащий Rµi../ и множите.'IЬ t. 
В V11 мы пишем Kviii..x вместо R,�1i..x· K;.µi..x имес1 1 12 п? (п1 - /) независимых компонент. Тождества для тен· 

зора кривизны :  

1 .  R( .. ·J.,> 'лx = О. (V. 5 . 1 8) 

12 Я. А. Схоутеи 
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Ш. Kvµ (1·.x) = 0. 
IV. Кvµл:к = Ki..x\•µ · 

Тождест1ю Бианки: 

Если 

то имеют место следующие соотношения: 

VroRvitЛ00 + 2V1µRv1 л = О, 
VµОЛµ = О. 

Тензорная плотность веса +1 

(jXI, def Vi ах). 

K1v�lf,xJ = О. 
(V. 5 . 1 9 .  23) 

(V. 5 .20) 

(V. 5 . 22) 

(V. 5 .25) 

(V. 5. 34) 

(V. 5 .37) 

явJ1яется производной Лагранжа от - yg К. рассматривае
мой как функция от g лх и их первых и вторых производных 

[v- ]хл дхл - g K = 0 . (V. 5 . 39) 

Для неrолономных координат (h) в Ln мы имеем 

гh АhµЛгх Аµ)..д Ah Jl = xj l µЛ. - ji µ Л.• 
г h 8 . .  h Q · ·h и11 = 1i - j t . 

Г ll Q "h 
ип = - Jt • 

VuwtJ = дuw11 + Qj/'wh, 
д j  Д J  " l дj v j'V = д j'V + 2Q j i v ' 

Ritjih = 2дikJ1J t + 2Г1�и 1ГJ1 1 + 2Q�1Г71· 

(V. 7 . 1 )  

(V. 7 . 2) 

(V. 7 . 3) 

(V. 7 .4а) 

(V. 7 .4Ь) 

(V. 7 .8) 
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в vn мы имеем 

гh { h }  ("\ . .  h+ h'Кr."l+ hkr. . .  l 
ji = ji -�'J i gjlg �'ik gllg �'Jk . 
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(V. 7.5) 

(V. 7.7) 
а в специальном случае, коr да неrолономная система состоит 
в каждой точке из взаимно ортогональных единичных век
торов 

гh r. "h+ hkr. . .  l+ hkr. "l 
ji = - �'11 gjlg ��ik gilg �'jk ' 

Г�i = О. 

Интегральные формулы в Vn и Rn (V, § 8) 

Первое тождество Грииа для Vп 

Второе тождество Гриuа для Vп 

Tn- 1  

(V. 7 .6) 

= f yg (cpVµVµф - фVµVµcp) d]. (V. 8 .4) 
Tn 

В Rп с положительно определенным фундаментальным 
тензором мы имеем 

rocp = - _1_ r а-п+2v2ср df + 
п п - 2 , 

т11 

В правой части <р рассматривается как функция xh, с левой 
стороны - как функция 'xh; а -длина вектора ah = xh-' xh; 

12* 
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ш - (п - /)-мерная площадь сферы радиуса R. разделенная 
п 
на Rn-J (V. 8 . 1 0). 

<р есть поте1-щиальная фун1Сция, если (условия тол�,ко 
достаточные): 

( 1 )  <р и ее первые и вторые производные всюду конеч, 1ы; 
(2) среднее значение <р на сфере радиуса р стремится 

к нулю, когда р � оо; 

(3) (V. 8. 1 5) 

Условия (2) и (3) всегда удовлетворяются, если справ1:д
ливо ( 1) и если функция равна нулю вне некоторой конеч
ной сферы. Для потенциальной функции мы имеем 

где Pot - интегральный оператор 

def / ! -
Pot = - (n -2)w 

. . . a -n+'! df. 
п 00 

(V. 8 . 1 3) 

(V. 8. 1 4) 

Для гармоничес1Сой функции q>. т. е. функции с конечными 
первыми и_ вторыми производными, удовлетворяющими неко
торым условиям непрерывности и V2<p = О, мы имеем соот
ношение 

(V. 8. 1 8) 

показывающее, что значение <р в 'xh равно ее среднему 
значению на любой сфере с центром в 'х11 и радиусоы р. 

Решение первой грапичн,ой зада•tu дается уравнением 

+ .! <рдi ('Ф - п 1 2 а-п+2) dft· (V. 8 . 2 1 )  
tn-1 
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выражающим аначение q> в 'xh череа интегра:ш от V2tp и ф 
1 no tn и от п1дiф по •п -1 ·  Функuия Грина ф - --2- а-п + 2 

ll -
является функuией, гармонической в 111 и принимающеf! ну
ле1Jые аначения на •п-1· Если компоненты р-вектора w;1 . . .  1Р - поте1щиалыше 
функuии, мы имеем 

w = Pot Div Rot w + Pot Rot Div ·w. (V. 8 . 24) 
Если w;1 • . .  1Р и его первые производные всюду конечны и 
если w;1 " .  ip равен нулю вне некоторой конечной сферы. 
то справедливо также равенство 

w = Div Pot Rot w + Rot Pot Div w. (V. 8 . 25) 



VI. ФИЗИЧЕСКИЕ О БЪЕКТЫ 
И ИХ РАЗМЕРНОСТИ 1) 

1 .  Физические объекты 

Встречающиеся в физике величины, такие, ка�< скаляры ,  
векторы, плотности и т .  д . ,  без сомнения не являются то
ждественными величинам, введенным в гл. II. Например. 
хотя скорость может быть представлена стрелкой, неверно 
было бы утверждать, что это просто контравариантный 
вектор. Чтобы начертить вектор, соответствующий скорости . 
необходимо ввести единицу времени, и ,  если эта единица 
изменяется, то изменяется также изображение скорости. 
Отсюда мы видим, что величины в физике имеют свойство,  
которым не обладают геометрические величины. Их компо
ненты изменяются не только при преобразованиях координат, 
но также при преобразованиях некоторых единиц. 

В отношении этих единиц мы отметим, что всегда имеются 
некоторые основные единицы, а все остальные единицы, 
производные единицы, могут быть из них получены. Выбор 
основных единиu произволен; иногда выбирают три основные 
единицы, а иногда четыре, пять или шесть. В целях иллю
страции мы используем в этой главе четы ре основные еди -
ницы массы. длины, времени и электрического заряда 
(М, L, Т и Q). Результаты легко переносятся на любой 
другой выбор основных единиц. 

По предположению, основные единицы подвергаются пре
образованиям вида 

M1 = m-1M, L' = Г1L, Q' - -JQ - Q  • ( 1 . 1) 

1) С. Д о р  r е л  о и С х о  у т е  н 1946. 1. Там же даны литера· 
турные ссылки. 
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где т, [, t и q - произвольные константы. Все системы, 
которые могут быть получены этим путем из одной перво
начально заданной системы, мы будем называть допусти
мыми системами основных единиц. 

Мы определим теперь физические объекты в Vn (п = З, 
V3 = Rз в обычном пространстве и п = 4 в пространстве 
общей теории относительности) следующим образом (ер. 11. 
§ 1 и IV, § 2) 

Если в определенной точке �х из V п имеется соот
ветствие .между упорядоченны.ми .множества.ми N 
чисел Фл (Л = 1 ,  . . .  , N), с одной стороны. и допусти
мы.ми систеJ,щми координат (%) в оарестности ;х и 
допусти.мы.ми система.ttи основных единиц М, L, Т, Q, 
с другой стороны, такое, что: 

( 1) каждой (%) и каждой допусти.мой системе основ
ных единиц соответствует одно и только одно 
множество Ф л; 

(2) .множество Фл" соответствующее (%1), М', L',  Т'. Q', .может быть выражено толыи1 через Фл. 
х' х' х' х значения Ах , д1.Ах , дµдлАх , . . . в � и т, l,  

t и q; 
(3) в этих выражениях т, !, t и q встречаются 

только в форме .множителя тaz'Ptvq{J, одиншсо
вого для всех Фл· 1) , 

то г оворят. что Фл являются компонентами физиче
ского об'Ьекта относительно (%), М, L, Т, Q в точке ;х. 

Если Фл линейны и однородны по Фл. алгебраически 
однородны по А�' 

и не содержат производных от А�· . 
то Фл являются компонентами физической величины в �х. 

Если физический объект определен в каждой точке не
которой области Vn, то мы  имеем поле физического объекта 
в этой области. 

Множество компонент может образовывать физический 
объект относительно некоторых преобразований координат 
и не образовывать его относительно других преобразований 
координат. Например, три компоненты электрического поля 

1 )  Случай, когда множители различны для различных компонент 
(например, скорость в полярных координатах) всеrда может быть 
сведен к указанному здесь. 
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образуют физическую ведичину относите11ьно ортогонадьных 
преобразований по х, у, z .  Но ддя образования физической 
величины относитедьно преобразований Лоренца по х, у, 
z, t эти три компоненты должны рассматриваться совместно 
с тремя компонентами магнитного поля. 

Если р,  q и r являются компонентами физического 
объекта, то, например, ln р. q2 и cos r также являются ком
понентами физического объекта, хотя они и преобразуются 
совершенно другим образом. Эта свобода в выборе компо
нент побуждает нас выбирать их так, чтобы закон преобра
зования бьш возможно более простым. 

Если М, L, Т и Q фиксированы,  остаются то11ько пре
образования координат, а это означает, что при каждом 
определенном выборе М, L, Т и Q каждому физическому 
объекту соответствует один и тодько один геометрический 
объект (ер. IV, § 2). Этот объект приобретает (т. е. при-

обретают все его компоненты) множитедь mazl3{�/'. если 
вводится другое множество допустимых основных единиu. 
Мы называем этот геометрический объекr гео.Аtетричес1т;.t 
об разом физического объекта, а символ malf3tY/, разлtе р
н. остью 1) гео.�tетрического об раза , а также абсолютной 
раз.ие рностью физического объекта.  Размерность всегда 

записывается в виде [mazi3tYq6J . 
Абсолютная размерность определена относительно мно

жества всех преобразований (IV. l. l )  или относительно 
группы Оа ,  если мы работаем с прямолинейными координа
тами в Еп. Эта размерность не является размерностью, 
с которой обычно имеют дело в физике. Рассмотрим, на"  
пример, скорость в R3• Ее геометрический образ есть отрезок 
прямой линии, описываемый равномерно движущейся точкой 
за единицу времени и снабженный стрелкой в направлении 
дuижения. Если Т изменяется, то этот контравариантный 

вектор приобретает множите11ь Г 1• Следовательно, абсолют

н ая размерность скорости есть [Г1]. Однако компоненты v11 
относительно декартовой системы координат (h) в Rз. осно
ванной на единице длины L, при изменении основных едишщ 

1) Это понятие не имеет ничего общего с размерностью про
странства, введенной в гл. l. 



1. ФИЗИЧЕСКИЕ ОБЪЕКТЫ 185 

приобретают множитель lГ1• Это приводит нас к опреде· 
лению: 

Если 1'0.Мпонен.ты физического объекта относительно 
ло1'альн,ой де1'а ртов ой системы 1'00 рдинат. основанной 
на единице длины. при об ре тают при изменении основ
ных единиц .множитель тalfltvq6, то .мы называем 
[тalfltYq6] о т н о с  и т е л  ь н. о й  р а з .м е р н о с т ь ю, или 
1'рат1'о р а з .м е р н о с т ь ю, физичес1'оzо объпста 1). 

Это та разлtе рность. {(ото рая обычно используется 
в физи1'е. Очевидно, разница между абсолютной и относи
тельной размерностью обусловлена тем ,  что общая система 
координат не связана никоим образом с единицей длины, 
а локальная декартова система координат изменяется при 
введении другой единицы длины. Следовательно, соотноше
ние между относительной раз�1ерностью и абсолютной раз
мерностью физического объе1(Та зависит только от закона 
преобразования компонент при преобразованиях координат. 
Действительно. преобразование общих компонент величины 
в ортогональные компоненты и обратно выполняется сверт-h 
к.ой с А� � iл и А� * {"' (h, i = 1 , • . .  , n). При изменении . 

i h 
единицы длины единичные векторы {"' и iл приобретают мно-i 
жители Г1 и l соответственно. Отсюда относительная раз
мерность приобретает множитель Г1 для каждого А� и мно
житель l для каждого А�. входящих в формулы преобразо
вания общих компонент в ортогональные компоненты. Таким 
образом, чтобы получить относительную размерность вели
чины из абсолютной, мы  должны приписать множитель l 

l- 1 для каждого контравариантного индекса, множитель для 
каждого ковариантного индекса и множитель гnt для веса t. 

Это приводит к таблице ( 1 . 2) для величин в Rз. введен
ных в II .  § 8 .  

1 )  Если, например, вектор скорости в R3 фиксируется двумя 
углами и его длиной, то две компоненты имеют размерность [ / ], 
а третья [Lт-11. Но д,1я обычно встречающихся физических объек
тов всегда возможно найти компоненты, которые все имеют одина
ковую размерность. Во всем последующем мы будем 1iспользовать 
только такие компоненты. 
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Абсолютная и относительная размерности в R3 

" 
s, s 

" 
v", v х 

* 
Wд, Wt. 

/"\ jxt. 
* 

hлх• h лх 
РхЛµ, ;xJ..µ 

* qµAX' q µiix 

1 Абсо- 1 Относи- 11 
' лютная тельная 

) [D] 

[Dl] 
[Dl- 1] 

[D] 
[Dz2] 
[DГ2] 

[DlЗ] 
[DГ3] 

8µЛх• 8µkx 
.sхлµ, 3хлµ -Vдх• Vмс 
;схл, u;xt. 

lл• fл. 
Jix, 'i/_X 
- -
р, р - -
q, q 

1 Абсо- 1 Отноr.11-

. 
лютная ' телБна я 

[D] 
[D] 
[Dl]. 
(DГ1 ]  

[D] 
[D/2] 
[DГ2] 

[Dl3) 
(DГ3) 

(1.2) 

В Vn линейный элемент d';x имеет абсолютную размер
ность [ ! ] .  Отсюда gлх и gхл имеют' абсолютную размер-
ность [12] и [Г2] соответственно. Это согласуется с тем, 
что относительные размерности gih и ghi (которые прини
мают только значения + 1 ,  - 1  или О) равны [ ! ) . Диффе
ренцирование по ;х не изменяет абсолютной размерности. 
Следовательно, абсолютная размерность Г�л. равна [ / ) ,  и аб
солютная размерность ковариантной производной некоторой 
величины, например У' µР�д.. такая же, как и абсолютная раз

мерност& Р\. 
Из (V. 5. 1 2), (V. 5.28). (V. 5. 29) и (V. 5 .36) мы видим, 

ЧТО абсолютная размерность К�µ:;.,Х. кµЛ и аµЛ равна [ ! ] .  Но 
/ 

абсолютная размерность скалярной кривизны п (п _ /) К  равна 

[Г2] ввиду (V. 5.29), а относительная размерность имеет 
то же значение. 

Если .2' - скалярная плотность веса + 1 и абсолютной 
размерности [d1] и Ф тензор (индексы опущены) абсолютной 
размерности [d2] . то из (IV. 6 .6) мы видим. что абсолютная 
размерность производной Лагранжа равна [d1/d2] . Например, 
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мы имеем следующие размерности для YiK и ее произ
водной Лагранжа (ер. (V. 5 .38) ) : 

Абсо,1ютная Относитепьная 

'}/gK [ln-2] [г2] 
Ол:х = У gOлr. [zn] [г2] 

(1 .3) 
о..,,.'· = [ViкГ'· [ln-4] = [ln-2 jt2] [г2) 

gl.x [ z2] [ / ) 

Действительно, согласно (II .  1 2. 20) Vi имеет абсолют
ную размерность [t2n] и относительную размерность [ / ], так 
как компонента У g относительно ортогональной системы 
координат всегда равна + 1 .  

И з  IV . § 5 мы видим, что абсолютные размерности ве
личины и ее производной Ли совпадают. Относительные рэ.з
мерности также равны,  так как величина и ее производная 
Ли имеют одинаковый закон преобразования. 

Ниже мы приводим некоторые примеры размерностей 
механических величин Rз. 

Скорость 

Сила 

Копичество движения 

Момент силы 

Энергия 

Плотность массы 

Плотность потока 
массы 

Абсолютная 

v" : [t-1 ] 
v. : [l2t- 1 1  л 
К''- : [тt-2] 
Кл : [ml2f-2] 

V" = mvx : [тt- 1 ]  
D')(,/... = 2rrxкi;1 : [тt-2 )  

Р :  lml2t-2 1 

µ [k] : [m] 
t,r. = µvi.: : [тt- 1 )  

Относительная 

к'� } : [тzt-2] 
К1 

v11 :  [тu-1 J 
Dhl, Dti : [mlzt-2) 

Р :  lmt2t-2) 

µ [h] : [тl-3} 
vh : [т1-2t-1 ) 

(1.4) 
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2. Абсолютная размерность 
и п остроение rеометричесиого образа 

Абсолютные размерности в некотором смысле проще, чем 
относительные, так как последние содержат мно'жители,  ко
торые возникают только из-за того, что са111а ортогональная 
система координат зависит от выбора единицы длины. Но 
имеется еще и другая причина, которая делает их полез
ными. Абсолютная размерность это размерность геометри
ческого образа и ,  следовательно, она всегда содержит как 
раз те основные единицы, которые необходимы для построе 
ния этого образа. С другой стороны, относительная размер
ность содержит именно те основные единицы , которые необ
ходимы для опреде.1ения ортогональных компонент. Мы да
дим несколько примеров. 

( 1) Пусть vк - скорость жидкости и µ - ее плотность. �t -
есть скалярная плотность веса + 1 .  Ее общая компо
нента µ [х) представляет массу базисного параллелепипеда 
(параллелепипед на базисных векторах ez). а ее ортоrональ -

л. 
ная компонента µ [h] - массу единицы объема. Таким обра
зом . ее абсолютная размерность равна [mj , а относительна11 
размерность равна [тГ3] .  Контраnариантная векторная плот
ность .Vк = µvк есть плотность потока жидкости. Ее гео
метрическим образом является цилиндр с внутренней орие 1 1 -
таuией. Если в любой точке q обозначает массу жидкости ,  
поступившей извне в базисный параллелепипед за единицу 
времени, то уравнение неразрывности для наиболее общего 
случая 

дµVµ + д1/t [x] = q[x] (абс. размерность [тГ1 ] ) (2 . 1 )  

вь: ражает тот факт. что дивергенция плотности потока равна 
сумме двух составляющих: уменьшению плотности массы за 
единицу времени и массы ,  поступившей в базисный паралле
лешшед за единицу времени. В ортогональных координа r <J x  
ураuн�ние имеет вид 

Vi;i + д1µ (hj = q[hj (отн . размерность [mГ3Г1] ). (2 . 2) 
Геометрическим образом vx является цилиндр. через кото
рый протекает в точности единица массы за единицу вре
мени. Гео�1етрическим образом µ является объем, содержа-
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шиn единицу массы. Геометрическим образом q является 
объем. в который поступает единица массы за единицу вре
мени. Следовательно, геометрические образы vк и q могут 
быть построены с помощью основных единиц М и Т. Толь1<0 
единица М необходима для геометрического образа 11. 

(2) Уравнения Максвелла в обычном векторном ана.шзе 
записываются в виде 1) :  

+ � 
(а) V X E + B = O, 

+ 
(Ь) V · B = O, 

� + + 
(с) D - V Х Н = - ра. 

+ (d) V · D = p. 
+ + 

(е) D = eE, 
+ -> (f) В = рН. 

+ + 

(2 . 3) 

где Е - напряженность электрического поля. D - электри-
+ 

ческая индукция, Н -- напряженность ыагнитного поля, 
-> 
В - магнитная индукция. р - плотность электричес1<оrо за-

+ 
ряда, и - скорость движения зарядов, е - диэлектрическая 
постоянная (е = е0 в вакууме), µ - магнитная проницаемость (�t = µ0 в вакууме). Если эти уравнения записать в ортого
нальных компонентах, то мы получим 

(а) 

(Ь) 
(с) 
{d) 
(е) 
(f) 

def 1 д 
д2Ез - дзЕ2 + сд481 = 0, д4 = - -с дt ' 

д1В1 + д2В2 + д383 = О, с def скорость света, 
cд4DI - д2Нз + д3Н2 = - pul ,  
дрt + д2D2 + дз[)З = р. 

D1 = eE1 , 
B1 = �LH1• 

(циклир. по l ,  2 ,  3) . 

(2 . 4) 

1) Эту форму уравнения имеют в электростатичес1шх н элек
тромагнитных единицах и в системе единпц Джорджи, ес.ш этн си
стемы рационализованы (Ф. Д о р г е л о  и С х о у т е н  1946. 1). 
Мы используем здесь сигнатуру - - - в пространстве, соответ
ствующую сигнатуре - - - + в пространстве - времени. 
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-> + -> + 
В уравненттях (2. 3) и (2.4) Е, D, Н и В являются «век-

торами» в смысле гл. ПI, § 4, после введения фундамен
тального тензора и ориентации (ер .  (Ш. 4. 2 1 )  и рис. 1 2) .  

Теперь мы  попытаемся привести уравнения (2 .4) к форме, 
инвариантной относительно аффинных преобрааований. В на
шем распоряжении имеются только следующие аффинные 
инвариантные производные: градиент скаляра или W �скаляра, 
вращение ковариантного q-вектора или W-q-вектора и 
дивергенция контравариантной р-вектор-плотности или 
W-р-вектор-плотности веса + 1. Следовательно, мы ви-+ 
дим из (2.4 а), что Е может быть только ковариантным 

+ 
вектором или W-вектором, а В - только ковариантным би-
вектором или W-бивектором. Но так как электрическое поле 
ю1еет ориентацию вдоль силовых линий, а на вокруг них, 

+ + 
то Е должен быть ковариантным вектором, а В - кова-
риантным бивектором. Это согласуется с (2 .4  Ь). Из (2.4 d) 

+ 
мы видим, что D должен .быть .обычно� контравариантной 
векторной плоскостью или Л-вектор-плотностью веса + 1 ,  
а р - обычной скалярной плотностью или скалярной Л-плот
ностью веса + 1. Но так как электрический заряд не имеет 

+ 
ориентац!fИ :1), D должен быть о0ычной векторной плотностью, 
а р - обычной скалярной .илотпост.ью. Таким образом, из 

� 
(2.4  с) следует, что Н является обычной бивектор-плотностью 
веса + ! .  

У становив это, м ы  приходим к следующей форме урав-
нений (2.4) 2) (ер. гл. I I I ,  рис. 8): 

(а) - д2Ез + дзЕ2 + сд4В2з = О, 
(Ь) д1В2з + д2Вз1 + дзВ12 = О, 
(с) сд4ЕV1 - д2@'812 + дз5В2з = - рu1, 
(d) д1.fl5l + д2.$2 + дз.fl5З = р, (2.5) 
(е) .flJl = - EEI, 
(f) В2з = µе782з 

(циклир. по 1 , 2, 3) 

1) Вращающийся электрон также не имеет ориентации! 
2) Для упрощения записи здесь и далее мы пишем � и qQ 

вместо D и Я. - При.м. перев• 



или 

(а) 

(Ь) 

(с) 

(d) 

(е) 

(f) 
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2 -- с д1сЕь1 + д4Всь = О, 
д1сВьа1 = (}, 

д cz;a + 1 д f/8/Ja Р а 4 с ьо = - с и . 
д/!l5с = р, 

$а = - е lfggaьEь, 

Всь = : gcagbdrfl(Jad Jt g 

(а , Ь, с ,  d = I , 2, 3), 
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(2 . 6) 

которая содержит только аффикно-инвариантные операторы, 
и ,  очевидно, это единственно возможное представление. Так 
как уравнения (2.6) имеют аффинно-инвариантную фо1рму, 
они моrут быть записаны в общих координатах: 

(а) 

(Ь) 

(с) 

(d) 

(е) 

(f) 

дrvBf3aJ = 0, 
д4,$а + .!_ д�\За = _ ..е_ ua. 

с с 

ду95" = р. 
95а = - V ggaf3 Е13. 
!!> �t шдао иу;3 = �r- g..,u.g\Зb'd?V " g  

(а, f\, у. о = 1 .  2, 3). 

(2. 7) 

Если среда не изотропна, вместо уравнений (2-. 7 е, f) мы 
получаем уравнения в виде 

(а) 

(Ь) 
и.· аtз В5 = е Е13. 

в..,;1 = µ..,13аье9'8и.ь. (2.8) 
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где еа!! и µvl'Ja6 - тензорные плотности веса + 1 и - / 
соответственно, являющиеся электромагнитными характери
стиками среды. 

-> ··> -> ->· Геометрическими образами Е, D, Н н В являются 

§ 
с JJ °'  }{ °",8 Lft 8rfi 

Рис. 23. 
-> 

Из этих рисунков также очевидно. что связи между Е 
-> -> -> 

и D и между Н и В могут быть установлены лишь с по-
мощью фундаментального тензора, так как они требуют по
нятия «перпендикулярности». 

-> -> -> -> 
Чтобы найти размерности Е. D, Н и В, мы воспользу

-> 
емся тем обстоятельством, что еЕ есть сила, действующая 
на заряд е. Но относительная размерность силы равна [ тu-2 j .  

-> 
и, следовательно, относительная размерность Е равна 
[ mlГ2q- 1j .  Отсюда ковариантный вектор Е;; имеет абсолют
ную раз:v1ерность [ тz?Г2q-1] или [ht-1q- 1} ,  если через [ /1 )  
обозначить размерность (абсолютную шш относительную) 
кванта. Из (2. 7 а) следует, что Bv;3 имеет абсолютную 
размерность (hq-1) и относите.1ы1ую размерность [hl-2q - 1) = 
= [тГ1q- 1) .  Абсолютная размерность р равна [q ) .  Отсюл.а 
сог лас1ю (2. 7 с) 95а имеет абсолютную размерность [q) и �va -
абсолютную размерность [Г1q]. 

На стр. 1 93 приведена таблица (2.9) размерностей. 
Чтобы доказать. что для построения геометрического 

образа Ei'> с абсолютной размерностью [ hГ1 q-1] необходимы 
лишь единицы кванта, времени и электрического зарнда, 



- 1 Абсолютная , .  Относительная (..> 
\:Q 
?- Электрический заряд Q [q) Q [q) (") " 

Электрическая плотность [q) [ql-3) о 
р р '< ... "' 

[ ht:lq- 1) [hl- It- Iq-1]  = [тtt-2q-I] = Напряженность электрического поля EI\ Еь !"' 
Диэлектрическое смещение �а [q) �а [L-2qJ > t:'J (") о Напряженность магнитного поля Q76'aJ3 [t- lqJ QJ(}ab [l-IгlqJ :::i (5 .,., .М.агнитная индукция Bvl\ [hq- 1) Всь [hl-2q-1J = lтt-lq-1] :i:: > ':Q 
.М.агнитный поток ф [hq-'J  ф [hq- 1) = [ml2t- lq- IJ '1:j > 

[h- 1Г1 tq2] w Диэлектрическая постоянная f, f, [ h- 1Г1 tq2) = {т-1t-3t2q2) :;:: t'!1 'О 
/ hl-1tq-2J :t .М.агнитная проницаемость µ µ / hl-1tq-2J = [ mlq-2) g .,., Тензорная плотность диэлектрической eaf3 [ h-1 tq2] 8аь / h- lt-Itq2) = [т-lz-3t2q2) tr 

проницаемости 

Тензорная плотность магнитной про-
ницаемосrи �t<'>vJ3a 1 htq-2] 

µdcba [hl- 1tq-2] = (mlq-21 

Квант [h] [h) = [ml2t-1] 

-
(2.9) � 
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рассмотрим электрон (с зарядом е), покоящийся в О в поле Er. 
в. газе с частотой излучения v (размерность [Г1] ). Излуче
ние начинается всюду, где энергия электрона равна hv. Если 
приложено медленно меняющееся магнитное поле, то оно не 
изменяет энергии электрона, так как соответствующая сила 
перпендикулярна скорости. Изменяется только путь элек
трона. Следовательно, геометрическим местом точек, в ко
торых возникает излучение, является в точности вторая пло-

е скость ковариантноrо вектора hv Е'?• если первая плоскость 
проходит через О. Это означает, что само излучение изо-

е бражает в пространстве ковариантный вектор hv Er,. 
Из этого вектора .может быть получен Er,. если 
известны единицы кванта, времени и заряда. 

Так как абсоЛютная размерность Bvf3 равна [hq-1] .  нам 
необходимы в этом случае только единицы кванта и элек

трического заряда. На дви-

z 

� 

у жущийся в магнитном поле 
электрон действует сила 

Рис. 24. 

' \ 
� � � 
K = ev X B. (2 . 1 0) 

перпендикулярная векто -
� 

ру v. Если R - кривизна 
траектории, то эта сила 
равна mv2/R. Это означает, 

.z что электрон описывает спи
раль с осью в направле

� 
нии в. 

Пусть· ось спирали сов
падает с осью у. р - ради· 
ус соответствующего ци
линдра, <р - угол меж-

ду v и nлоскостыо х z и М - центр кривизны некоторой 
на оси z. Тогда хорошо известно, точки кривой" лежащей 

что 

R = -Pcos2 ер • (2. l l )  
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Из (2 . Ю) следует, что 
mv2 evB cos cp = �· =  th. v2 с os2 q> · 

р 
• 
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(2. 1 2) 

Отсюда момент количества движения относительно оси у 
, равен 

Bn2 1 ВО .0 def "л2, 
трv cos ер = е f' = - е . · , . "t' :п: (2. 1 3) 

Cor ласно квантовой теории этот момент' количества движения 
должен быть равен произведению ф на h/2-л, где 'Ф - соот
ветствующее квантовое число. Отсюда 

2еВО = фh, (2. 14) 

а это означает, что цилиндр представляет ковариантный век-
2е тор фh Bvf3· Таким образом, движущийся электрон изо-

бражает в пространстве бивектор Ву-;, с точностью 
до множителя, который может быть подсчитан, если 
известны квантовое число движения, единш1,а кванта 
и заряд. 

Если обозначить через [r] размерность сопротивления 
[hq-2] , то абсолютная размерность B:v'P может бь�ть записана 
в виде [rq] , откуда сдедует, что бивектор Ву13 может быть 
построен, если известны единицы сопротивления и заряда. 
Предположим, что мы имеем плоскую катушку, связанну10 
с баллистическим гальванометром. Ориентация. указывающая 
положительный отсчет по гальванометру, превращает эту 
катушку в контравариантный бивектор /113• Скаляр 

.!_ 1а13 В _ площадь катушки 
· 2 а13 - площадь сечения Bal3 плоскостью катушки (2. 1 5) 

является магнитным потоком через катушку. Этот поток поло
жителен, если ориентация faf3 совпадает с ориентацией Bai'>• 
и отрицателен в противоположном · случае. ·Если R - сопро
тивление катушки, N - число витков и / - ток в "атушке, 
то мы имеем R f  1 afJB N 1 (/t . 2 f а!3• (2. 16) 

13* 
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если катушка внезапно удалена из поля: Поэтому ' площадь 
сечения Ba'f> плоскостью катушки равна 

N площадь катушки. 

R f I dt 
Таким образом, этот метод позволяет нам построить сечение 
цилиндра Ba'f> любой плоскостью. Действительно, :для этого 
требуются только единицы сопротивления и злектра
чесиоzо заряда . 

+ + . .  Н и D являются. величин.ами, используемыми для· 1щчи-
слений,  и они не могут быть измерены непосредственно, 
так как на движущийся заряд действуЮт тоЛько. с1Мьi, щши

+ + 
сящие от Е и В. 

-> + 
Следовательно, Н и D всегда должны определяться 

с помощью некоторых непосредственно измеряемых вели-
-> + 

чин, таких, как масса, длина, время, заряд, Е и В с по
+ -> 

следующим подсчетом Н и В по результатам этих измере-
ний. Нес.иотря на это ,  для построения геометрических 

-> + 
образов Н и D требуются только единицы, входящие 
в ах абсолютные разлtе рноста. 

Для построения векторной плотности fl5a (абсолютной 
размерности [q) ) в точке электрического поля конденсатора 
произвольной формы необходимо лишь измерить заряд ЧГ 
конденсатора с помощью баллис:гического гальванометра. 
Силовые линии могут быть тог да опреде.11ены расчетным 
путем, для чего требуется знание только фор.мы конденса
тора, но не его абсолютных размеров. 

Следовательно, никакой единицы длины не требуется. 
Если при этом малая трубка соответствует заряду Л ЧГ, то ее 

1 а;а малый отрезок представляет векторную плотность ЛЧ! .:;,v 
и с тем лучшей точностью, чем меньше Л 'l'. Конечно, для 

+ 
определения о ртоzональных компонент D единица длины 
также необходима, что согласуется с относительной размер

+ 
ностью D [l-2q]. 
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АнаJIОГИЧНО этому для построения геометрического образа 
поля 3IJ8f' заданного тока требуется только единица электри-

ческоrо тока (размерность [Г1q) ), что согласуется с абсо-. - � JllOТИOI размерностью [Г1q] поля Н. 

УПРАЖНЕНИЯ 
VL 1. Обычно температуре приписывается размерность [/]. 

Но тu как температуру можно определить как «тепло на одну 
чаСtRцу.. JUIЯ размерности температуры возможно также выбрать 
звa'lelllle lmPt-21. Проверьте приведенные ниже формулы для раз
мериоств величин из Vll, §§ 1-3. Через [ 0] обозначена размерность темuературы. Мертвые индексы опущены. 

Абсолютная Относительная 

их [ /] {/] 
111.. (/2) [ !] 
Uµ1.. [z21 [/ ]  
j,._ds [/] (l�l 
р'х ds lтt-21  [тu-21 
;Jx1.. (тt-2] (тl- 1t-2) 
iJ111.. du µ1.. lmz2t-2] [т1 - 1г21 
dt [/] [l''J 
(xAµv [тz-2t-2] lтгzг21 
bxAµv [т-1z2t2] (т-1zt2] 
Т, 0 [0] [О) 

s. 11 lmz2г20-1J [ тг 1г20-11 
Q [mz2t-2] [тz-1t-2J 

р [т] [тt-3) 

с u2,-20- 'J u2г "rг11 

УХ},. [Z-21 [/ ]  
«µ1 (z2e- I) 10-11 
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Vl. 2. Проверьте следующие формулы размерностей для величин 
11з VII, § 4 (мертвые индексы опущены): 

Абсолютная Относительная 

hx'A, 
. . µ [тt-2q-IJ [тu-2q-1] 

�Лµ [mz2t-2q-2] (mlзt-2q-2) � [q- 1] (l2q-1) qл 
d"x Лµ [т- It2q] (т-Iz- Ifq) 

Ехл [т - I  t-2t2q?j (т-It-3fq2J 

Рх (q9- Ij (l-2q9-I] 
ех'А,µ [l-2qJ [ l-2qJ � (z2q-I J  [l2q-1] 
gµ'A,x 

VI. 3. Проверьте следующие формулы размерностей для величин 
llЗ Гд. I X. 

Ведичины в трех измерениях: 

Абсолютная Относите.1ьная 

sa [Г l) (tt- IJ 

р [q] [ l-3 qJ 
�t [т] lтz-3) 
;а [l- lqJ [l-3 q] 

li1 diJ [ /] [z?J 
Е dcr [тl?Г3] lmz?Г3l pa diJ [тt-2) [тlt-2\ 
&ia lml2t-31 [тt-3] 

;ra'P lmГ2J lтt- 1t-2\ 
ода (тГ 1) lтz-2t- 1J 

t,. �(}' р [ 1'll2Г2] [ml2t-21 

Q[J. [mz?г'1J [тt-�1 
(а, � = /, 2, 3) 
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Величины в четырех измерениях: 

Абсодютная Относите.чьная 

р 7.х [mt2t- Iq-Il = [hq- I] (тt-Iq-lJ 

,[f'У..'Л. [q) u-2qJ 
:sx [q) rz-3q] 

Ро [/q ) [!-3q) 
4 

[mt2t-2) [mzг2J Кл 
v'<, sx rz-11 [/] 1 1 
kл [т1·1г2 ] [т1-2t-2) 
Jix [тu-2] [т1-2t-2] 

µо [т/) (т/-3) 

#'xl., #'х'А, [тu-21 [тz-1t-2J 
т е 
k [т-111 lт- 11) 

[т-1zзt-21 [т- 1z.зt-2\ 

.561;.. d@ u-1t] [z2tl 

мх d@ [тt- 1) [тlt- 1] 



Vll. ПРИЛОЖЕНИЯ Н ТЕОРИИ УПРУГОСТИ 1) 
1 .  Деформаци и  

Рассмотрим материальную среду, занимающую некоторую 
область обычного пространства, отнесенного к декартовым 
координатам xh (h = 1 .  2, 3) и криволинейным или общим 
прямолинейным координатам sx (х = / ,  2, 3). Пусть частицы 
среды подвергаются малому смещению их, и пусть -ох - инфи
нитезимальный вектор в точке S• фиксированноll в среде. 
Тогда, если (х') - система координат. полученная из (х) 
увлечением по инфинитезимальному вектору их, то коорди-
наты sx' смещенной точки sx и компоненты vx' смещенноrо 
вектора vx имеют в смещенной точке координаты. совпа-
дающие по величине с sx и vx соответственно. Мы знаем. 
что (ер. (IV. 5 .9) ) 

(1 . 1) 

и, с.r1едовательно, смещенный вектор v11. uмеет в tx + п• 
компоненты 

(1.2) 
относительно (х). 

Если вектор vx в sx смещается параллельно 2) в �х + ti;x. · 
то компоненты смещенного вектора равны (ер. V. § 1): 

х гх /.. µ 3 V - µЛV U • (J .  ) 
1) Общие ссьrлки: Ф о й г т  1898� 1 ;  Т е д о н е  1907:1; 6 р 11 .11• 

Л Ю 3 Н 1938. 1 ;  .rJ Я В 1944. 1 ;  К 3 Д И 1 946.2; К р  J Т К 0-В 1949.J; 
М з з о н  1 950. 1 ;  Л а н д а у  и Л и ф ш и ц  1 954. 1 ;  Л у р ь е  1955.1; 
С н е д д о н  и Б е р р и  1958. 1 ;  С е д о в  1962. l. 

2) Так как �1ы работаем в R3• параллельное смещевие имееt 
обычный смысл. 
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Отсюда вариация вектора vx с точки зрения наблюдателя, 
координатная система которого переносится параллельно. 
равна 

v x /.. х х µ /.. µ х dv = 'll д1,tt + Гµлtt v = v Vµtt . ( 1 .4) 

Эту вариацию можно разложить на две составляющие 

·Jvx = vµ gx1.V1µlt/.J + 'Vµ gxЛV(µllt..)" ( 1 .5) 

Первая составляющая представляет вращение, бивектором 
которого является V[µUЛJ· Если вторая составляющая равна 
нулю, то щ1финитезимальная частица материи в �х подвер
гается 'Юлько трансляции на вектор их и вращению без 
деформации. Вторая составляющая представляет чистую 
деформаuИю рез вращения. Поэтому мы называем 

def иµл � + V(µил> или и jt = + дuи11 (j, l = 1 , 2, 3) 1) ( 1 .6) 
тензором дефо р.мацай для сигнатуры + + + 2) .  Каждый 
симметричный тензор может быть разложен на шаровую 
часть, или для краткости скаляр, и девиато р 

иµ/.. = ; llvvg1if.. + ( иµЛ - ; и/gµл) . ( 1 .  7) 

Ска;1яр иvv называется следом или линейным инвариан
том тензора иµл· Для тензора деформаций след равен 
дивергенции ViiUµ или д jиj. След девиатора равен нулю. 
Если rlpи деформации этот скаляр равен нулю, то это озна
чает, что объем инфинитезимальной частицы не изменяется. 

2. Силы и напряжения 
Каждый двумерный элемент. или грань, с внешней ориен

тацией в R:J является ковариантной векторной плотностью 
веса - 1, которую мы можем обозначить fл ds. Здесь 
ds ._,. площадь. а !,., представляет грань единичной п.лощадн. 

' / / 1 )  Компоненты и 1 1 ,  и 1"l часто обозначаются Хх, 2 хУ = 2 YJ(• · · 2) В этой rлаве; начиная с § 2 и дальше, мы используем сиrна-
rу� + + + . 
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Мы будем различять внешнюю и внутреннюю стороны эле
мента, считая. что стрелка ориентации направлена изнутри 
наружу. Тогда при деформации среда с наружной сто-
роны j.,_ ds воздействует с некоторой силой на среду с внут
ренней стороны.  Обозначим эту силу через рх ds, где 
рх - сила на единицу площади. 

Если f л ds, . . .  и fл ds - внешние грани инфинитези-
1 1 

мального тетраэдра, то мы ю�еем тождество 

j,,_ ds = - fл ds - ft.. ds - ft.. ds. 
1 1 2 2 з 3 (2. 1 )  

Если р""- ds, . . . и р""- ds силы, с которыми среда действует 
1 1 

извне :на эти грани. то сумма этих сил равна произведению 
массы тетраэдра на ускорение его центра тяжести. Но так как 
эта масса третьего порядка ма.1ости относительно дифферен
циалов d�""-• .  тогда как силы имеют второй порядок, то мы 
имеем 

px ds = - p""- ds - px ds - px ds. (2. 2) 1 1 .  ? 2 з 3 

Отсюда в силу линейной независимости 1:. ft.. и J;, имеется 
1 2 3 

одна и только одна тензорная плотность 0-xt.. веса +J . кото
рая удовлетворяет уравнениям 1) 

(a = l ,  2, 3). (2 .3) 

Пусть теперь s - замкнутая поверхность, ограничиваю
щая область среды t, xh - радиус-вектор точки в декарто-
вых координатах, J; ds - элемент s, р - массовая плотностr" 
р1' ds - сила, действующая извне на f1 ds, и k,h dt - равно
действующая внешних СИ.'!, действующих на среду в объеме 
элемента dt. Тогда главный вектор сил, действующих н·а 

1) КО\шоненты cJi1,  Gi2 часто обозначаются через ± Х�, ± Ху 
илн ах, 1ху· Употребляются и многие другие обозна•1ения. 
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среду nнутри s. равен l) 

Kh " J ph ds +  J kh dt = J (ihlj1 ds + J kh d-r. (2.4) 

s т s 

П рименяя теорему Стокса, находим 

Kh ..:.. f (д1ам + fih) dt. (2.5) 
т 

Эта сила должна равняться результирующей всех первых 
производных по времени от количества движения в сех частиц 
внутри s. Отсюда 

(2 .6) 

Так как (2.5) и (2 .6) справедливы при любом выборе t, мы 
получаем 

(2.7) 

Но это уравнение имеет инвариантную форму, и ,  следова
тельно, может быть записано в общих координатах 

(2.8) 

Главный момент всех сил относительно начала координат 
равен 

Mhi " 2 J x ll1p11 ds + 2  J xlhfi1J dt _:_ 
s т 

_:_ 2 J x lh(;11 1 f1 ds + 2 J x llif11 dt _:_ 
s т 

•· 2 f (д }Х [lz{JIJ } + x lhfil ) dt _:.. 
т 

..:.. 2 .r (olih) + x lhдjail } + x lhfll ) dt. (2 .9) 

т 

1 ) Эш уравнения справедливы лишь в прямолинейных коорди
натах. В криволинейных координатах они несправедливы, так как, 
вообще говоря, невозможно складыl!Вть векторы в различных точ
ках. Поэтому мы используем знак � (ер. II, § 2). 
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Этот момент должен равняться результирующем всех первых 
произщщных rю времени от момента количества движения 
всех частиu внутри s: 

мы .::. 2 J px lhxil dt. . (2. 1 0) 
't 

Из (2.9) и (2. 1 0) ,  учитывая (2. 7), находим соотношение 

J <Jli!i] d• " о. 
't 

справедливое при Любом выборе •· Отсюда 
0rxi.[ = 0 

(2. 1 1) 

(2 . 1 2) 

во всех точках. Следовательно. <Jхл. - си.1t.метричная тен
зорная плотность веса +1. (iхл. называется тензорной 
плотностью напряжений, а 

def 1 � <JХЛ = Jf g 0ХЛ (2. 1 3) 

- тензором напряжений. При использовании декартовых 
координат разница между тензорами . и тензорными плотно-
стями исчезает. · 

Выражение 
(2. 1 4) 

является силой, приходящейся на единицу объема и поро
ждаемой внутренними силами. В общих координатах Vµoµx 
есть сила. приходящаяся на базисный параллелепипед и по
рождаемая внутренними силами. Она является векторной 
плотностью веса +1 . .  

3. Упругие константы 1) 

Рассмотрим кусок материальной среды, который подвер
гается инфинитезимальной деформации dих, и предположим, 
что тепловые процессы отсутствуют. Тогда энерrия всех 

1) Ср. Ф о й r т  1898. l; Т е  д о н е  l9_o7.l; Л я в  1944.l; М з з о н  1947.4. 
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дейс1вующих сил должна равняться приращению · упругой 
·потенциальной энергии. Согдасно (2.3) это приращение энер-
гии равно 1) 

· 
J p�i duµ ds + J k1t dиµ d-т: = 

$ 1 

f �µ)., � f �µ = о /µ du,,, ds+ k duµ d-т:. 
s 

(3. 1 )  

Отсюда, используя теорему Стокса и соотношения ( 1 . 6) и (2 .8) ,  
находпм выражение 

f [ (V iµ
'·) dил d-т: + oµi dV µи� +  kµ duµ) d-т: = f оµ'/. duµ'J.. d-т: 

1 1 
(3.2) 

для приращения энергии. Это доказывает, что oµ'I. dиµл есть 
п риращение потенциальной энергии в базисном параллелепи
педе , а oij dulj - то же в единице объема. 

При наличии тепловых процессов приращение общей 
энергии в базисном параллелепипеде равно 

где Т - температура, S - энтропия базисного параллелепи
педа и dQ = Т dS - приращение тепловой энергии в базис
ном параллелепипеде. 

1\t\ы предполагаем теперь что: 
( 1 )  среда является однородным кристаллом; 
(2) начальные ок'J.. = О, Uµл = О, Т = То. S = So; 
(3) рассматривается состояние, характеризуемое (}кл, Uµ'J..• 

Т = То+ О. S= So+ ri. где (Jкл, иµ'I.• 0 И 11 (плот
ность) малы ; 

( 4) Q'кл и 0 единственным образом определяются Uµ'J.. и ri 
и наоборот;· 

1) Так как подынтегральные выражения --'- скаляры, это уравне
ние может быть записано в общих координатах. 
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(5) процесс обратим и используются. тольио пряма
линеiiные координаты (или аффинные, или декар
товы), и ,  следовательно, 

d� = аµл dиµл +  To dri 

является полным дифференциалом. 
Так как мы используем только прямолинейные коорди

наты, то уравнения в этом и следующем параграфах спра
ведливы лишь для подобных координат. Исключениями 
являются уравнения, 1юторые имеют инвариантную форму и 
отмечены звездочкой. 

Если <Jx!. и О выражены через llµл и rJ, то мы имеем: 

(а) 

(Ь) 

� дах1. дах,_ dox!. = -д- dllµv + -,- drJ, Uµv 011 
де де dO = -д- dUµv+ -д dYJ. Uµv 11 

(3 .4) 

де Член -д dri в (3 .4Ь) представляет изменение температуры ч 
при постоянных деформациях. Отсюда, если через C(u) (плот-
ность) обозначить теплоемкость единицы массы при постоян
ных деформациях, то 

де dQ д1] dч = рС(и) , 
(3.5) 

И ЭТО выражение при ПОСТОЯННОЙ C(li) ЯВЛЯеТСЯ ПОЛНЫМ дИф· 
ференциалом. 

В качестве первого приближения мы можем теперь пред· 
ПОЛОЖИТЬ , ЧТО даХ1•/дUµv. дохl./д1'] И д0jдllµv В (3 .4) ПОСТОЯН Н Ы  

(закон Гука) и что C(li) - константа (напоминаем, что рас
сматриваются только прямолинейные координаты). В этом 
п риближении d& полный дифференциал тогда и только тогда , 
когда : 

(а) д'iJx'i. Q'alLV 
диµ v = дихl. 

' 
де даХЛ (3.6) 

(Ь) ди
.,,.л 

= (hj" · 
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Если э1и условия выполнены и если мы обозначим: 

(а) 

(Ь) 

то уравнения (3 .4) запишутся в форме: 

(а) �xt. = ;хлµvи _ �,xt. ЛQ (11) µv ' (и) 
' 

0 - т �IV + / ЛQ� 
- - о'У<иРµv -ре · (U) 

(Ь) 

207 

(3 .7) 

(3.8*) 

справедливой для малых деформаций иµv и малого тепло в )ГО 
потока. 

Относительно прямолинейных координат c(�)µv являются 
адиабатичес1Си.ми упруги.ми 1Сонстанта.ми, а - 'У�� 
являются напряжениями на единицу тепла, которые необхо
димы для предотвращения деформации. 

Если выразить и�1t- и '11 через fixл и 0, то мы получим : 

(а) 

(Ь) 

ди � ди dи = �µv dax'- + � d0 µv дах'- де ' 

dri =  �11 , dax'- + � d0. 
дах"' д6 

(3 .9) 

Выражение �� а0 в (3.9Ь) представляет изменение энтропии 

при постоянных напряжениях. Обозначая через с<0> тепло
емкость единицы массы при постоянных напряжениях, имеем 

и выражение 

т дТ} с<а) о де = р . 

� d0 - !!! c<cr) ае - т0 Р 

(3. 1 О) 

(3. 1 1) 

является полным дифференциалом, если ctrf) - константа. 
В качестве первого приближения мы предположим теперь. 

что диµv/ifox\ диµv/д0, д'l']/дах'- и c<cr> - константы. В этом 
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приближении d& полный дифференциал тогда и только 
тоtда, когда 

иµл doµi. + 11 dO 

есть пош1ыfi дифференциал, т. е .  
диµv дик;, 
дохл = даµv , 
д1') дик!. 

да'КЛ =
ае · 

Отсюда, есди мы обозначим: 

(а) 

(Ь) 

�(0) def диµv дик;.. " Ь хлµv-
дохл = даµv ' 

(о) def даµ;.. дri Clµ;.,, -дi)' = 
даµЛ ' 

то уравнения (3.9) запишутся в форме: 

(3. 1 2) 

(3 . 1 3) 

(3. 1 4) 

(3 . 1 5*). 

справедливой для малых деформаций и малых изменений 
температуры. Относительно прямолинейных координат b�/.µv 
являются изотер.мически.ми упруги.ми константа.ми, 
а а�/. являются температурными коэффициентами деформаций 
без напряжений. 

-клµv -(0) Из (3.7а) и (3. 1 4а) мы видим, что C(1J) и Ьхлµv не только 
симметричны по первой и второй парам индексов, но также 
инвариантны относительно перестановки этих пар индексов. 
Отсюда эти величины, если отвлечься от того обстоятель
ства, что они являются плотностями, играют ту же роль для 
симметричных тензоров валентности 2, которую последние 

6 · 7  1 играют для векторов, и, следовательно, имеют 1 . 2 = 2 

независимых компонент. 
Чтобы найти соотношения между c��µv, 'У(и�· c(U) и b�/.µv• 

a�l. с<0>, мы введем величину. обратную c�µv. с помощью 
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ура1щения 

Тогда (3.8а) запишется в виде 
и = Ь(Ч) (Jxl. + b('J.i "xr. ЛQ. 

11v iйitv x1.µv 1 (а) 
Исключая из (3. 1 5*) О, по.1учаем 

�(0) � х/, То (а) (a)� x'f. / (а) Л Uµv = Ь к1.µvО - с(а) аµ\·ах1,О + с<а) a;tv лl,[. р . р 

Из посдедних двух уравнений следует, что: 

(а) 

(Ь) 

ь<ч> -(0) То (о) (а) 
х),µу = Ь xi./t\' - рС(а) а,t\дхл• 

а(О) = oC(a)"fjiЧ) '1-;.1 • •  
µv ' xl.µv l(u) 

Аналогичным образо�1 . запнсывая (3. 1 5*а) в виде 

(ix1. = 'Cxi.µvu - С'хлµ''а<о>о 
(0) µv (0) µv 

(3. 1 6*) 

(3. l 7*) 

(3. 1 8*) 

(3 . 19*) 

(3. 20*) 

с nомощью величины �'ii;µv, обратной b��µv' и исключая ЛQ 
из (3.8*), находим 

(jхл = ;нлµvu _ рС т. "хл"µ"и _ лr �,нло (3. 2 1  *) (Ч) ·µv (и) o r (u) l( tt ) 11v 1--'v(u) l(u)  • 
Из последних двух уравнений следует; что: 

(а) 
(Ь) 

;хлµv = ;н/..µv _ рС Т "x/."µv 
(0) (11) (и) O l(tt) l(tt)' 

лr �,xi. = С'хЛµvа(о) f-1V(u) r(u) (0) µv' 

Из (3. 1 9*Ь) находим 

Отсюда 
nc<o>�,к'J... = �нi.µv

a
(o) 

t' I(u) С (Ч} µv' 

(С(о) С ) хЛ С Т хЛ µv (а) 
Р · - <иJ 'У<и> = Р <и> o'Y(u)'Y(u)aµv ' 

или, используя (3.22*Ь), 
с(а) С С Т µv (а) 1 Т -x/,µv (а) (а) - (и) = \и) o'V(U)aµv = р о С(0) акл.а11v· 

14 я. А. Схоутен 

(3 . 2� �) 

(3 . 23*) 

(3. 24*) 

(3 .25*) 
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-хлµv -ьхлµv Разность между Ь(е) и <ч> очень мала. Например, 
для а-кварца 

а}1> = а��) = 14,3 · 10-5, a�l) = 7,8 . 10-6( l /°K), 

а�> = а�1> = а\�> =  О, (3 .26) 

р = 2,650 кг/.м3, c(cr) = 7,35 . 105 дж/кг. 

Согласно (3. l 9*a) отсюда следует, что различаться могут 
только компоненты Ь111 1 = Ь2222• Ь1122• Ь1 133 = Ь2233 и Ь3333• 
Для значений bhijk, данных Мэзоном 1 )  (в  .м2/ньютон): 

ЪШ1 = 127.9 . 10-13, ьiN2 = - 15,35 . 10-13, 
Ьl�h = - 1 1 ,0 . 10-13, И!йз = 95, б . 10-13, 

(3· 2 7> 

находим 

bi��I = 128,2 • J 0-13, 
Бf?h = - 10.83 . 10-13, 

ь\��2 = - 1s,04 . 10-13, 

bl�k = 95, 7 . 10-13, 
(3 .28) 

По-видимому, разница меньше поrрешнос1и эксперимента. 

4. Диэлентричесиие и п ьеэоэлеитричесние 
константы 2) 

Теперь мы предположим, что имеются также электри
ческое поле Ел и электрическая индукция :JJx. принимающие 
малые значения в течение процесса и равные нулю в на-. -� чальном состоянии. Мы предположим также, что а , 0 и в.,,, 
однозначно определяю1ся Uµл. '1'] и :JJx и наоборот и что 
процессы обратимы. Разницей между cMµv и c(111µv будем 
пренебрегать. 

Приращение полной энергии на базисный параллелепипед 
записывается теперь в виде 

(4. 1) 

1) 1947. 4. 
2) Ср. Ф о й  r т 1898. 1; !{ э д и 1946. 2; М э з о н  1947. 4; 1950. 1. 
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Если -;;.хл, е и Ел выразить через UµЛ• '11 и !JJx, мы получим 

�хл дахЛ , 1 a(jx1, µ if(JXЛ do = -1- dU�tv -т- --µ d95 + --d'I'), ( U�tV дtJP д'I} дЕл дЕл µ дЕл dЕл=-д - dUµv+-µ d95 + -d'I'), (4.2) Uµv дfР дrJ 
ае де µ ае d0 =-д- dUµv+ --µ d9J +- d'l'J. Uµv дtJP 0'1} 

В качестве первого приближения мы можем предположить. 
что все производные, входящие в (4 .2), кроме д0/д'I'), являются 
константами и что теплоемкость С(и, 9)) единицы массы при 
постоянных деформациях и электрической индукции также 
константа. (Напоминаем, что мы используем только прямо
линейные координаты.) Тогда 

де 1 � -- d'YI=  dQ (4 
3) 

дri ·1 рС(и, $) 
• 

есть полный дифференциал. d� является полным дифферен-
циалом тогда и только тогда, когда: 

(а) 

(с) 
(е) 

ifcrx�. даµv дultV = дttX'I. ' 
дахл се д:q-= с'ихл ' дЕл 60 � = дррЛ ' Вводя обозначения: 

(а) 

(Ь) 

(с) 
(d) 
(е) 

14* 

(d) 
(4 .4) 

(4.5) 
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и предiтолаr'ая' выnо·лненными условия · (4 .4), . запишем урав· 
чения (4. 2) в форме: 

(а) 

(Ь) 

(с) ЛQ. 

(4 .6*) 

которая справедлива для малых деформаций, слабых элек· 
трических полей и малых тепловых потоков. Относительно �xл�tv прямолинейных координат С(Ш) - упругие констаН1ы при 
постоянной электрической индукции, k(тi1 µ - адиабатические 
пьезоэлектрические константы, yr:J;) - термоупругие константы 
при постоянной электрической индукции, q';:> - пироэлек· 
т рические константы при постоянных деформациях и ��� 11> -
адиабатические диэлектрические константы при постоянных 
деформациях. 

Если llµ1" 'l"J и gjx выражены через ах\ 0 и Е1 . •  то мы 
имеем: 

В качестве первого приближения мы предположим, что все 
производные, входящие в (4.7) ,  кроме дr�/д0, являются кон
стантами и что теплоемкость c<cr, Е) при постоянных напря
жениях .и электрическом поле 1 акже является константой, 
определяемой соотношением 

Тогда выражение 
т � _ {)c<cr, Е> o ae - r- . 

� d0 = � pC(cr, E) 
д6 Т0 

(4 .8) 

(4.9) 
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есть полный дифференцна.'1. d& будет поли.ым диффер�щциалом 
тог да и только тог да, когда 

(4. 1 0) 
- полныlt дифференциал. В свою очередь для этого необ· 
ходи�ю и достаточно, qтобы: -

(а) 

(с) 

Если эти условия выполнены и если мы обозначим: 

-(Е) uef диµv ди"(J. 
hxt..µv - aaxt.. = до µv , 

'0) л � диµv _ дFJ!f.. • d;tv - дЕ1. - даµv • 

arEJ de t  диµv 
= 

� . 
µv - д0 дcrµv  • 

хЛ def д!ТJ!'К _ д!ТJ!f.. 
e(<J, 0) - дЕ1. - дЕх ' 
-х def д!ТJ!" _ дri 
P<crJ - ()0 - дЕ , х 

то уравнения (4 . 7) принимают форму: 

(а) Uµv = Ь�1µv0хл + J��f..E1. + а��0, 
(Ь) !!JJ" .,--- d�6� "аvл + eta� е)Ел + Р<�>0, 

- (Е)- хЛ - л. (<1 Е) (с) ЛQ = Т0ахла Т0р\0Р1. + Ре ' 0, 

(4. 1 1) 

(4. 1 2) 

(4 . 1 3*) 

которая справедлива для ыа.1ых деформаций, слабых элек
трических полей и малых изменений температуры. Относи-
1ельно прямолинейных координат· Ь:�lfµv - упругие константы 
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( ' 
nри постоянном электрическом поле, J:� л - изотермические 
пьезоэлектрические константы, ау;J - термоупруrие константы 
nри постоянном электрическом поле, е(а� 6) - изотермические 
!nиэлектрические константы при постоянных наnряжениях и 
� :<  р,а1 -· пироэлектрические константы п р и  постоянных на-
пряжениях. 

В вопросах, связанных с колебаниями в кристаллах, мы 
можем предположить, что между соседними элементами 
не имеется теплообмена. Тогда уравнения (4.6*) прини
мают вид: 

(а) ;;хл. - с"'хЛ.µvи h хл. ,,,.;µ v - (!iJJ µv - . .  11,;и • 
(Ь) Ел = - h�.�.llµv + ()�uJ25µ, 

(с) 0 = - Т  �,�1v U - Т  q"'(u)_,;vft O I(!iJJ µv О fL ' 

(4. 1 4*) 

rде индекс 'l'J опущен, так как мы рассматриваем только 
адиабатические процессы. В (4. 1 3*с) мы имеем ЛQ = О, и, 
следовательно, ИЗ ЭТОГО уравнения МОЖНО Найти 0 И ПОД· 
стави1ь в ( 1 4. 1 3*а, Ь). Это приводит к уравнениям: 

"'(Е) "'хЛ. . . Л. (а) Uµv = Ьхл.µvО + driv Ел. 
(Ь) .,:vx = d\,i_xavл + е(а

л�л· 
(4. 1 5*) 

"'(Е) . • 'А. хЛ. "'(Е) в которых Ьхл.µv• dµv и e1ai мало отличаются от Ь хлµv• 
d(6) Д  хд 4 } i•v и Е(а, 6) в ( . 3*). Таким образом, для описания коле-
баний в I<ристаллах должны использоваться уравнения 
(4. 14*а. Ь) и (4. 1 5*), в которые не  входят 0 и 'l'J· 

Чтобы найти соотношение между коэффициентами в (4. 1 4*) 
и (4. 15*), мы введем величину е(и1· обратную ()��· и ()��J. 
обратную eiir1· Тогда (4. 1 4*Ь) и (4. 1 5*Ь) могут быть записаны 
в виде: 

(а) 

(Ь) (4. 1 6) 
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Подставляя эти выражения в (4. 1 4*а) и (4 . 15*а), находи�� 

-хл. (-хл.µv hхл pcrhµv ) hхл. рµЕ а = C(tl') - . .  pe(u) • .  а Uµv - . . pe(u) µ• 

и - (ь,.. <Е> - d· .рА(а)d . . а) а,..хл. +  d" . ЛА(а) uхх µv - хЛ.µv µv t>pa хЛ. µv t>i.x;v • (4. 17*) 

в b,.. (S1) б -хл11v ,..хЛµv б водя теперь величины xл.iiv• о ратную С(.9') , и C(EJ , о -

ратную Б�hv• ыы получаем из (4. 1 4*а) и (4. 1 5*а) 

и из ( 4. 1 7*) и ( 4. 1 8*) следует, что: 

(а) 

(Ь) 

(с) 

(d) 

,..хд.µv ,..хЛ.µv 1 хЛ . pahµv 
С (Е) = C (9J) - tl . .  pe(u) . . (J = 

-хлµv -pxЛ.hµv 
= С (9') - е  . . р• 

ь,..(9}) Ь,..(Е) 
d' .pA(a)d . . а 

x/.µv = хЛµv - ILV l'P(J хл = 

,.. (Е) ,.. . .  р 
= Ьхл.µv - gpµvdxл. • 

,..µ ' def ' ,.. , е х"' _ pµhx"' _ 
d

"ltc хлрv 
- e(uJ • .  р - pv (Е) • 

.... def <а) . . 1• рЛ. ,.. (9J) 
gxµv - j};.xdµv = li . .  хС pic/tv• 

(4. 18") 

(4. 1 9*) 

Подставляя (4. 1 4*а) и (4. 15*а) в (4. 1 6*), мы получаеъ1 

95х 
= (e{;I; + e{u)h�1",pdµ;/) Ел. +  e�:)/i�\ь&��vcrpcr, 

Ел. = (13}�J + 13}:1JdvµP/z:�x) fЬх 
- j}��1dvµ

x
c<�jo-upcr• 

и при учете ( 4. 1 4*Ь) и ( 4. 15*Ь) это дает 

"хл хл +  Xf)hµv d' . Л хЛ. + ,..xµv
d 

. . Л 
'°�О-) = €(и) €(u) . . р µv = e(u) е µv • 

(4.20*} 

(4. 2 1 *) 
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В сокращенных обозначениях ( 4. 1 9* с, d) уравнен 1я ( 4; 1 6*) и (4. 1 8*) п ринимают вид: 

(4.22*) 

Это именно та форма, в которой они обычно используются. 
Приведем сводку результатов: 

(а) 

(Ь) 
(с) 

(d) 

(е) 

(f) 
(g) 
(11) 
(i) 
(j) 
(k) 
(1) 

-xl.µv -хц1v -рхЛ µv 
С (EJ = С {!Лi - е h . . р• 

-хлрсr-(Е) х '· 
С (Е) bpcr11v = A{11Av)• 

-(SJ) -(Е\ - . .  р b xl,pv = bx1.;1v - gиivdx).. • 
-хлрсr-(.0!! х л. 
С (.12)) b pai1v = A(µAv)' 

;µxl. - hxl, ерµ -- . . p (u) -
-xl,pv d' . µ  = С (Е) pv • 

-
d' . l.j)(cr) gX/IV = µv Xh = 

-(9>) рЛ = b pл.µvll . • х• 
exl. _ ех/, + ;x11v d' . >. •(а) - (и) µv • 

хµ (а) Ах e(a)j)µI. = 1" 
(и) (а) , - h''µ 

�Лх = j)l.u 1 g /,vµ • .  х' 
хµ (и) Ах F(u)j)µI. = /, -

5. Кристаллические илассы 1) 

(4.23*) 

Главным свойством кристалла является его инвариант· 
ность относительно конечного числа ортогональных точечных 
преобразований. Эти преобразования образуют конечную 

1) Ср. Ф о й г т  1898. 1 ;  Т е д о н е  1907. 1; Л я в  1944.1; К з д и  1946.2. . . 
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груuцу, группу . кристалла. В ка честве примера ;КОнечно!t 
группы мы рассмотрим группу всех ортоrона.�.ьных· пре - .  
образований в плоскос
ти ху, которые оставля
ют инвариантным квад-
рат .4BCD. Обозначим z4 
вращение на 90° от х 1\ у, z2 вращение, на 
180" и / - тождественное 
преобразонание . Прежде 
вс�го мы имеем преобра-
зования z 4' z� = z 2' 
z� = z4 1 z� = /. Все 
эти преобразования име
ют Л = + l. Отраже
ния Е х относительно оси 
у и Е у относительно 
оси х имеют Л = - 1, и 

у 

--.---- --··1 
1 ' ' 1 

с 

Рнс. 25 

А 

Ll 

то же справедливо для отражений F А относительно диаго
нали BD и F в относител ьно диагонали АС. Приведем табли
цу умноженая 

1 

z2 4 

Е J 

Е . у 

1 

1 

Z4 

z2 4 

з Z4 

Е х 

Еу 

f'
A 

Fв 

Z4 

z2 4 

3 Z4 

1 

р А 

Fв 

Е у 

Е х 

z2 4 zЗ 4 

zЗ 4 1 

1 Z4 

Z4 z2 4 

Еу Fв 

Ех FA 

F· в Е х 

FA ЕУ 

Ед Fв 

Ех ЕУ FA Fв 

Fв FA Е х Е у 

Еу Е х Fв р А 

FA F Еу Е в х (5. l )  
1 z2 4 Z4 zs 

4 

z2 4 1 zЗ 4 Z4 

З. Z4 1 z2 Z4 4 

z4 z:1 </ z2 4 1 
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Эта таблица легко выводится из следующей схемы: 

/: х у х у z2· х у zз. х у 
Z4: 4" 4· х у . у - х. - х - у. - у х, 

х у х у х у х у 
(5. 2) 

Ех: Еу: Рл: Рв: - х  у. х - у .  - у - х. у х. 
Мы видим из таб.JJицы, что восемь преобразований образуют 
группу и что каждое преобразование группы может быть 
получено, например, из z 4 и Е х' или z 4 и Р А' или Е х и Р л· 
Поэтому мы называем z4 и Ех cucmeмoli образующих zруппы 
преоб разованиli. Это не единственная система образующих. 
z 4 и Р А или Е х и Р в также являются системами образующих. 

Было найдено, что для исследования кристаллов D про� 
странстве достаточно рассматривать следующие двадцать одно 
преобразование : 
/: х. у, z -- х. у, z; тождественное преобразование. 

Л = + I. 
х2: х, у, z -- x. - у, - z 

х 3: х. у ,  z -- х ,  1 ' vз - 2 )1 1 -2- Z, 

vз 1 - -y y - 2 z 

х4: Х ,  у ,  Z -> X , Z ,  - у 

1 1 vз 2 Y 1 -.z z. 

vз 1 - -.z Y + 2 z 

циклир. ;  вращения около 
осей х, у и z на 180°, 
1 20°, 90� и 60°. Л=+I.  

S: х . у. z -- у ,  z. х 1 цик11ическая перестановка осей. 
S2: х. у. z -- z. х, у f Л = + l .  
С: х, у ,  z -- - х, - у.  - z;  отражение от начала. Л = - 1 .  
Ех: х, у ,  z -- - х, у, z циклир. ;  отражения о т  плоскостей 

yz. zx и ху. Л = - 1.  
Sx = Exx4 = Cx4 1: х ,  у, z -- - x. z, - у  циклир . ;  враще
ния вокруг осей х, у и z на 90° с последующим отражением 
от плоскости, перпендикулярной оси. д = - 1 .  (5.3) 
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С помощью этих преобразований было показано, что 

существуют ровно 32 различные группы и 32 соответствую
щих им кристаллических класса. Ниже приводится таблица 
всех классов с их группами, заданными системами обра
зующих 1). 

Нумерация классов дана по Фоfiгту, Кэди (в скобках) 
и Шенфлису. Имеются семь систем, четыре из которых со
держат две подсистемы. Для любого свойства, определяе
мого центральной симметрией, преобразование Т эквива
.1ентно СТ. Следовательно, система образующих для таких 
свойств значительно проще. Кристаллические системы разби
ваются при этом на подсистемы. Класс называется анантио
.ttо рфны.ц, если он может содержать кристаллы, переводимые 
друг в друга отражением без вращения. Необходимым и 
достаточным условием является отсутствие в системе обра
зующих преобразований с Л = - 1. Энантиоморфными клас
сами являются: 2, 5, 7, 10, 13, 15, 18, 22, 25, 29 и 32. 

Принцип Н ей.мана связывает кристаллические классы 
с их возможными физическими свойствами. Согласно этому 
принципу симметрия. характеризующая внешний вид кри
сталла, т. е .  система образующих его группы, определяет 
также симметрию всех его физических свойств. Таким образом, 
физическая величина, не обладающая центральной симметрией, 
например вектор, никогда не может принадлежать одинна
дцати классам, группы которых содержат С: 1, 3, 6, 9, 1 2, 
1 4. 1 7, 21.  24, 28, 31 .  Но W-вектор,  обладающий централь
ной симметрией, может принадлежать этим классам, если нет 
других обстоятельств , препятствующих этому. 

Чтобы исследовать, могут ли некоторые величины принад
.11ежать различным классам, мы должны проверить инвариант
ность этих .величин относительно соответствующих преобра
зований (5.3). Например, вектор Vp v2, v3 преобразуется Е х 
в - v1, v2, v3• Следовательно, только вектор О, v2, v3 инва-
риантен относительно Ех. Но W-вектор .;1, .;2, ,;3 преобра-* * * 
зуется в vl' -v2, -v3, откуда инвариантный W-вектор имеет * ВИД v1 , 0, 0. 

1) Преобразования в скобках принадлежат группе, но включе
ние их в систему образующих не явдяется обязательным, так как 

- 1 s s-2s-2s-1s s Z4 = X4Y4X4 ; z =  у х у х у; Z2 = X2Y2· 



Система 
образующих 

Система относительно 
Сист�ма образующих; центрально 

симметричных 
свойств 

1 

{ 1. (2) С1 с } Не преобра-Триклинная 2. (1) с, Не преобразуется зуется 

1 3. (5) C2h С, z;:--C• Е z-Z2, Ez J Моноклинная 4. (4) C1 h  Ez Z2 
5. (3) С2 Z2 

( 6. (8) D2h С, z2, х�=С, z2' Ех 1 z,. х,. ()1) Ромбическая 7. (6) , D2 Z2• Х2• (У2) 
8. (7) C2v z2, Ех [ 9. (20) D" С, Z31 Х2 1 Тригональная 1 10. (18) D3 Z3, Х2 Z3. Х2 

1 1 .  (19) Сзv Z3• Ех 

" 
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{ 12. (17) С3; 
1 

С, Z3 1 
х \ х  } Тригональная П Z3 

13. (16) Сз Z3 х х х х х 

f 14. (15) D4h С, z4, х2==С, z4, Ех 1 х \ '� (12) D, Z4• Х2 1 х ,х х 
Тетрагональная l j Z4, Х1 

16. (14) C4v Z4, Ех х х х ?" 
19. (1 1) D2d SZ' Х2 х х :;.: 'tl = (") ..; > ( 17. (13) c4h С, Z4 1 х х s = l .с: 

Тстраrональн:�я II � 18. (10) С4 Z4 Z4 х х х х х tr1 (") 
t 20. (9) s. 1 � 

sz х х х = J tr1 
;>: � > 

1 

х /  
х (") ! 21. (27) Dм С, ZIJ' Xz (") я: 

22. (24) C6v z6' Х2 х х 
Гексагональная I Zб' Х2 

23. (26) Dв zб, Ех х х х 

( 26. (22) Dзh Z3, Х2• Ez 1 
х х 

1 
' �  



Система 
образующих 

Система относительно 
Систем.а образующих центрально 

симметричных 
свойств 

! 24. (25) C6h С, z6 1 
Гексагональная II 25. (23) С6 zб } Z5 

( 27. (21) Сзh Z3, Ez J 
f 28. (32) oh С, Х4, У4• (z4) f х,. у,, (z,) Кубическая I , , •• (29) о Х4, У4• (z4) 

30. (31) т d Sx. Sy, (Sz) J 
{ 31 . (30) Th С, x.Z, у2• (z2), S } Х2• у2' (z2)• S 

Кубическая П 
32. (28) т Х2, У2• (z2)• S 

"' 
"' 

"' 
"' 

"' 
<.> 
"' .§. "' 
"' о. "" 

" .... :а "' 

" "' 

" "' ... "' 

"' о 
"' "" 

"' "' (!) t:: 

х х 

х 

х 

/7родол:нсение � � 
"' 
"' 
"' <.> 

"' 
"' 
"' 

"' 
"' 

"' о. 
" .... 
" "' 
"' "' ... "' 
"' "' ::;; о 
" "' 
"" "' 
" .о t:: t:: 

х 
х х 

х х 

х 

х 

" 
"' 
"' ... = 
"' ... 
"' � 
"' 
"' .о t: 

х 
х 

х 

х 
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(5.4) 
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Тензор валентности 2 ъюжет быть разложен на симме
тричный тензор и бивектор.  Первый в свою очередь может 
быть разложен на скаляр и девиатор, а бивектор для группы 
вращений и отражений эквивалентен W-вектору. Таким обра
зом, разложение имеет вид 

скаляр + W-вектор + девиатор (9 = 1 + 3 + 5). (5 . 5) 

и все эти составляющие являются центрально-симметричны1ш 
Для W-тензора валентности 2 мы получаем 

W-скаляр + вектор + W-девиатор, (5. 6) 

и ни  одна из этих составляющих не является центрально
симметричной. 

Тензор phlJ валентности 3 содержит тривектор plhlil , ко
Т.)рый эквивалентен W-скаляру, и симметричный тензор P(hti > 
(10 компонент). Из последнего можно образовать вектор 
Ph = P(htl> giJ•  и p<ht}) можно разложить на две составдяющие 

p(hij) = � p<hgil> + [pUzif) _  ip<hgil>] . (5.7) 

Первая имеет три компоненты (вектора Ph), а вторая является 
симметричным тензором без векторной составляющей, имеет 
семь компонент и называется септо ро.м. Если из рыi вычесть 
его скалярную, векторную и септорную составляющие, то 
останется величина Rhti, которая имеет 27- 1 -3-7 = 16 
компонент и удовдетворяет условию 

Отсюда 
RhtJ + Rtlh + Riht = о. (5.8) 

Rhti = ; (R lr111 1 + R lhi! t) + ; (Rh ЫI + Rl !hЛ) ,  (5.9) 

и это уравнение означает, что RhU может быть разложен 
на две составляющие, каждая из которых зависит только 
от R lhil i или Rh ltil . Но так как бивектор эквивалентен 
\V-вектору, R lhil 1 эквивалентен W -тензору валентности 2 
с равной нулю скалярной составляющей. Это значит, что 
RhiJ может быть разложен на две векторные и две W-де
виаторные составляющие. Таким образом, окончате.r�ьное 
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�азложение phll имеет вид 

W-скаляр + 3 вектора + 2 W-девиатора + 

+ септор (27 = 1 + 9 + 10 +  7), - (5. 1 0) 

и все эти с.оставляющие не являются центрально-симметрич� 
ными. Все остальные раз.'!ожения могут быть найдены ана
логичным образом . 

/ 

2 

3 

4 

1 

2 

3 

4 

Ниже приводятся таблицы раз:южений 1) 2) 

Тензор с ва
лентностью· 

не ц.-с. 

ц.-с. 

не ц.-с. 

ц.-с. 

l\7-т-ензuр С B<:l.'ICIПi!OCj.ЫO 

ц.-с. 

не ц.-с; 
ц. -с.  

не ц.-с. 

1 Компо- / С / / Девиа- / 1 ненты каляр Вектор 
тор Септор Нонор 

3 / 

9 1 JW 1 

27 HV 3 2W 1 

81 3 бW б зw 1 

1 Компо- 1 _ 1 / Девиа- 1 1 ненты 

С r; а д я р  Вектор тор 
Септор 

Нонор 
3 JW 

9 JW 1 IW 

27 1 зw 2 JW 

81 зw б бW 3 JW 

(5.1 1) 

(5.12) 

1 )  Нонор есть тензор валентности 4 с девятью компонентами 
не содержащий скалярной, векторной, девиаторной и септорной 
составляющих. Термины девиатор, септор и нонор введены автором 
в )9 14  r., причем последние два - из-за отсутствия лучших вы
ражений. 

2) ;nxµv в пьезомаrнитном эффекте соответствует ;;xµv в пьезо
электрическом эффе1це. 
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Симметричный 
1 

Компо· 
1 1 1 девиа�· 1 1 теизоJ'ос�::леит· ненты Скаляр Вектор тор Септор Но нор 

1 
2 
з 
4 

/ 
2 
3 
4 

не ц.-с. 

ц.-с. 

не ц.-с. 

ц.-с. 

Сим><етричный W-тензор 
с валентностью 

ц.-с. 

не ц.-с. 

ц.-с. 
не ц.-с. 

ckЛµv 
ц.-с. 

;kµv = ;kvµ 
не ц.-с. 

mkµv = ;nkvµ 
ц.-с. 

3 1 
6 1 1 

10 / / 
15 / / / 

1 Компо- 1 1 1 Девиа- / 1 ненты Скал11р Вектор тор Септор Нонор 

3 JW 
6 JW IW 

10 JW I W  
15 IW JW IW 

1 Компо· \ / / Девиа- /  1 ненты Скал11р . Вектор тор Септор Нонор 

21 2 2 1 
18 2 JW 1 

18 2W 1 IW 

(5.13) 

(5.14) 

(5.15) 

Все составляющие центрально-симметричной величины 
являются центрально-симметричными. Все составляющие вели
чины , не обладающей центральной симметрией, также ее 
не и:м:еют 1). 

' )  Общая теория разложения величин развита в Р. К. 1924. 1. 
Более современный подход для ортогональной группы можно найти 
у Л и т т л в у д а 1945. 1. 

15 Я. А. Схоутен 



Преобразование 
1 Не центрально-симметричный 

W-скалярJ Вектор J Симметричный W-тензор 

* * * * * 
Х2 s V1 0 0 Р1 1 Р22 Рзз Р2з о о 

* * * * * 
У2 s 0 Vz 0 Р11  Р22 Рзз о Рз1 о 

" * * * * 
Z2 s 0 0 V3 Р11  Р22 Рзз О о Р12 

* * * * 
Х3, Х4, Х5 s V1 0 0 Р11  Р22 Р22 О о о 

* * * * 
Уз· У4• Ув s 0 Vz 0 Р1 1  Р22 Р1 1  О о о 

* * * * 
Z3, Z4, Z5 s 0 0 V3 Р1 1  Р1 1  Рзз О о о 

* * * * * * * s s V1 V 1 V 1 Р 1 1  Р 1 1  Р1 1 Р2з Р2з Р2з 

с о о о о о о о о о о * * 
E.r=Cx2 о О v2 v3 о о о о Рз1 Р12 

* * 
Еу=Су2 о V1 0 Vз о о о Рzз О Р12 

* * 
Ez=Cz2 о V1 Vz 0 о о о Р2з Рз1 О 

* * * 
S.r=Cx4- 1=E.rx4 о о о о о Р22 -Р22 Р2з о о 

* * * 
Sy=Cy4- 1 = EyY4 о о о о Р11  О -Р1 1  О Рз1 О 

* * * 
Sz=Cz4 - 1=Ezz4 о о о о Р11 -Р1 1  о о О Р12 

Центрально-симметричный 

W-вектор J 
* 
V1 о о 

* 0 Vz 0 
* 0 0 V3 

* 
V1 о о 

* 0 Vz 0 
* 0 0 Vз 

* * * 
V1 V1 V1 * * * 
V1 Vz Vз * 
V1 0 0 

* 0 Vz 0 
* 

о 0 V3 
* V1 0 0 

* 0 V1 0 
* 0 0 V3 

Симметричный тензор 

Pi 1 Р22 Рзз Рzз о о l 
Р11  Р22 Р2э о Рз1 о 

Р1 1  Р22 Рзз о о Р12 

Р1 1 Р22 Р22 о о о Л=+l 

Р1 1  Р22 Р1 1 о о о 

Р11 Р11  Рзз о о о 

Р1 1 Р1 1 Р 1 1  Р2з Рzз Рzз 

Р1 1 Р22 Рзз Р2з Рз1 Р12 

Р1 1  Р22 Рзз Рzз о о 

Р11 Р22 Рзз о Рз1 о 

Р1 1 Р22 Рзз о о Р( [ л�-1 

Р11 Р22 Р22 о о 

Р11 Р22 Р1 1  о о 

Р11  Р1 1  Рзз о о 

(5.16) 
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На стр . 226 приведена таблица W-скаляров, векторов и 

W-векторов, симметричных тензоров и W-тензоров валент
ности 2, инвариантных относительно преобразований (5 .3) .  

С помощью этой таблицы мы находим следующие вели
чины, которые существуют в 32 различных классах (см .  стр. 
228 - 230). 

А налогичньш образом могут быть построены таблицы 
для величин других типов. 

Если в кристалле существует связь между двумя физи
ческими величинами, например температурой и электрическим 
или магнитным полем, электрическим полем и деформацией 
или напряжением и деформацией, то мы называем это 
аффе1'то.м. Если связь между величинами линейна, 10 говорят 
о линейном аффе1'mе. Количественно эффект задается неко
торой величиной, например, в упомянутых случаях (используя 
группу 00, и отождествляя плотности и неплотности) вектор ,  
W-вектор, тензор валентности 3 и тензор валентности 4 
соответственно. Ниже приводится таблица некоторых линей-
1шх эффектов [ (тензор) - обозначает симметричный тензор] .  

Зфф�I(Т Связанные Величина, 
величины связывающая их 

Пироэлектрический Скаляр, вектор Вектор 

Пиромагнитный Скаляр, W-вектор 
W-вектор 

Термоупругий Скаляр, 
(тензор) вал. 2 

(Тензор) вал. 2 

Диэлектрический Вектор, вектор (Тензор) вал. 2 (5 . 1 7)  
Магнитный W-вектор, 

W-вектор 
(Тензор) вал. 2 

Пьезоэлектрический Вектор, Тензор вал. 3. 
(тензор) вал. 2 симметр. по 2 инд. 

Пьезомагнитный W-вектор, W-тензор вал. 3, 
(тензор) вал. 2 симметр. по 2 инд. 

Упругий (Тензор), (Тензор)-( тензор) 
(тензор) вал. 2 вал. 4 

Во всех этих случаях эффект может существовать лишь в 
определенном кристаллическом классе, а именно в том, в кото
ром соответствующая связывающая величина инвариантна 

1 5* 



Класс 

1. (2) 
2. (/) 

3 (5) 
4. (4) 
5. (3) 

6. (8) 
7. (6) 
8. (7) 
9. (20) 

10. (18) 
//. (/9) 

Не центрально-симметричны!\ 

Система ; / W-ска-1 
образующих ляр 

1 
с � -

" - s 

С, Z2 
-

Ех о * 
Z2 s 

С, Zz, Х2 
-

* 
Zz, Х2 s 

Zz, Ех о 

С, Z3, Xz -

* 
Z3, Х2 s 

Z3, Ех о 

Вектор 1 
-

V1 V2 V3 

-

V1 Vz iJ 
0 0 V3 

-

о о о 

0 0 V3 

-

О О О  

0 0 Vз 

Симметричный 
W-тензор : 

- } * * * * * * 
Р 1 1  Р22 Рзз Р2з Рз 1 Р12 

-

о о о 
* * 

о Р2з Рз1 * * * * 
Р 1 1  Р22 Рзз о о Р1 2 

-* " " 
Р 1 1  Р22 Рзз О· " О  о 

о о 
' ·  о о о· Р12 

- J 
" * * 1 

Р1 1 Р 1 1  Рзз о о о } 
о о о о о о J 

Центрально-си -,1метр11•шый 

Система / 1 Симметричн ый 

образующих W-вектор тензор * " * - V 1 Vz 'llз Р 1 1  Р22 Рзз Р2з Рз1 Р12 

Zz 
* 0 0 Vз · Р1 1 Р22 Рзз () О Р1 2 

Z2•· Xz О О О  Р1 1 Pzz Р.зз О О о 

Z3, Х2 о о о Р1 1 Р22 Рзз о о о 

- �  QO 

::: :-
::::3 "" :s: ;;:i о 
� :r: :s: ::t:I 
;:.; 
-! tТ1 о "" . :s: ::: 
"<: • ::3  "" "<: '"1 - �  -! ::: 



12. (17) 

13. (lб) 

U (/5) 

18. (/2) 
16. (14) 
19. (//� 

17. (/3) 

/8. (10) 
20. (9) 

21. (27) 

22. (24) 

23. (26) 

26. (22) 

С, Zз 
Z3 

С, Z4, Х2 

Z4t Ха 

z4, Ех 
Sz• Xz 

С, Z4 

Z4 

Sz 

С, Zб, Х2 
Z5, Х2 
z6, E.r 

Zз, Х2, Ez 

* 
s 0 0 V3 

" s о о о 

о 0 0 Va 
о о о о 

" 
s. 0 0 V3 

о о о о 

" s о о о 

о 0 0 V3 

о О О О  

1 
* " " 1 }  
Pi 1 Р11 Рзз О О О J 

" . . Р1 1 Р11 Раа О О О 

О О О О О О 
* • 
Р1 1  -Р11 О О О О 

1 
* * " 1 
Р 1 1  Р1 1  Рзз О О О 1 
* * * 
Р1 1  -Рн О О О Р12 . 

" " * 
Р1 1  Р11  Рзз О О О 
о о о о о о 

о о о о о о 

Z3 

z •• .Х2 

Z4 

Zв• Xz 

о о о Р1 1 Р1 1 Рзз О О О 

о о о Р1 1 Р1 1 Раа О О О 

* 
0 0 Vз Р 1 1  Р11  Рзз О О О 

О О О 1 Р11 Ри Раз О О О 

ре 
� 
� = .i: trJ () ;о: = m 
� 
� () () 12: 

18 



Не центрально-симметричный 

Класс Система / W-ска-1 
Вектор / Симметричный 

образующих ляр W-тензор 

24. (25) С, 
z6 

- - -" * " * 
25. (23) Z5 s 0 0 V3 Р11 Р1 1 Рзз О О О 
27. (21) Zз, Ez о о о о о о о о о о 

28. (32) С, х4• у4, (z4) - - -* 'Рн :01 1  ;1 1  о о о 29. (29) Х4, У4• (z4) s о о о 

30. (31) SJ(• Sy, (Sz) о о о о о о о о о о 

31. (30) С, Х2• У2• (z2), S - - -" 
32. (28) Х2, У2• (z2), S s о о о Р1 1  ;, ,  P�I о о о 

Продолжение � 
Центрально-симметричный 

Система 1 1 
образующих W-вектор 

} 
1 1 Zв о о о 

1 1 х" y" (z,) о о о 

)х" у" ( z,), S о о о 

Симметричный 
тензор 

Р1 1  Р1 1 Рзз О О О 

Р1 1 Р11 Р11 О О О 

Р1 1 Р1 1  Р1 1 О О О 

(5. 18) 

;::; 
:::! 'О :s: :::i о � t'l1 ::r: :s: );Q 
,:>; 
..; t'l1 о 'О :s: :s: 
� :::! 'О «: '"1 о () ..; :s: 
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относительно группы этого класса. В частности, из табли· 
цы (5. 1 8) следует, что пироэлектрический эффект суще
ствует лишь в 1 0  классах: 2, 4, 5, 8, 1 1 ,  13, 16, 18, 
23, 25, а пиромагнитный эффект только в 5 подсистемах, 
состоящих из 1 3  классов: 1, 2, 3, 4, 5, 12, 13, 17, 18. 20, 
24, 25, 27. Диэлектрический и магнитный эффекты суще· 
ствуют во всех классах. 

Для упругого эффеюа связывающими величинами в адиа-
батичес1шх процессах являются �x�)v и b�iµv (ер. ( 4 . 1 4*), 
( 4 . 1 5*) ), зависимость между к оторыми приведена 
в (4 .23* a-d). Используя группу 00r и отождествляя плот· 
ности и неплотности, мы записываем их в виде chiJk и bhlfk• 
опуская индексы :!15 и Е. Аналогично мы пишем flli и aJl 
для напряжений и деформаций. Далее, представляется не очень 
удобным использование в этой работе четырех индексов. 
Поэтому обычно вводятся сокращенные обозначения. Ком
бинации индексов 1 1 , 22; 33, 23, 3 1 ,  1 2  в ohi и chiJk заме· 
няются на 1 ,  2, 3, 4, 5 ,  6. Тог да flli и chiJk можно запи· 
сать в виде 

оА (А, 8 = 1 ,  , . .  , 6), (5. 1 9) 
слв = сВА; 1 1 = 1 ; 23 = 4; циклир. l ,  2, 3 и 4, 5, 6. 

оА не является вектором, а сАВ не япляется тензором валент
ности 2, так как их компоненты преобразуются более слож· 
ным образом, что легко получить из законов преобразова
ния f11-i и chiJk, Аналогично могут быть введены сокращенные 
обозначения для а 11 и bhijk· Однако мы должны сделать это 

таким образом, чтобы оли л имело то же значение, что и 
hi АЬ hib э о uhi • а (J АВ - то же, что и о hljk' ти условня ВЫПОЛ• 

няются, если мы положим 
U1 = U11 ,  
U4 = 2и2з• 

Ь1111 = Ь11 , Ь22зз = Ь2з• 
2Ь112з = Ь14• 2Ь1131 = b1s• 2Ьш2 = h16• 
4Ь2з2з = Ь 44• 4h2зз1 = Ь 45' 4h2312 = Ь 46• 

циклир. 1 , 2, 3 и 4, 5, 6.  

(5.20) 
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ДействИтельно, тогда мы имеем 

оl1иti = о11и11 + 2о23и23 + циклир. 1, 2. 3 = 
= crlu1 + о4и4 + циклир. 1 ,  2, 3; 4. 5, 6 

(i. j = 1 ,  2, 3). (5 . 2 1) 
Закон преобразования индексов для Uzf и bыJt тот же, что 
и для okl и chlik, за исключением того, что в каждой ком
бинации 23, 3 1 , 12 должен быть добавлен множитель 2. 
Это представляется несколько искусственным, и вообще отно 
сительно сложный закон преобразования оА, сАВ, ив и Ьв.4 
вызывает неудобства. (Никогда не пользуйтесь зтими пре
образованиями, а всегда возвращайтесь обратно к преобра
зованиям с двумя и четырьмя индексами!). Однако сокра
щенные обозначения имеют свои преимущества, и мы должны 
платить за это. 

Чтобы найти допустимые тензор1,1 валентности 4 в 32 
классах, мы выпишем тензоры, инвариантные относительно 
преобразований z2• z3• z4• z6• х2, х4, у2, у4• S, которые 
составляют систему образующих относительно свойств с цен
тральной симметрией 1) . 
Z2: С 1 1  С 1 2  С 1 3  0 0 С1 5  

Z4: С1 1 

С22 С2з 0 0 С25 

С33 0 0 С25 

сбб 

С12 Сt з  0 о С 1 5 

с 1 1  с . 8  О о - C 1 s 
С33 0 о о 

Сн 0 о 
С44 о 

С55 

Z3: С1 1 С 12 С 13 С1 4 - С25 0 

Z5: С1 1  

С1 1 С1з - С11 €25 0 
Сзз 0 0 0 

с •• о С25 
е,. С14 

l 2 (сн - С12) 

С 12  С13 о о о 

С 1 1  С13 о о о 

С33 о о о 

С44 о о 

с44 О 
1 2 (С11 - С1 2) 

1) в силу положительной определенности фундаментального 
тензора безразлично, записываем ли мы индексы как верхние или 
как нижние. В таблицах мы предпочли нижние индексы, так как 
они встречаются. в других публикациях. 
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Х2: С 1 1  С12 С1з С14 0 о Х4: С 1 1  С 1 2· С 1 2  о � о 
С22 С23 С24 0 о С22 С23 С24 о о 

С33 С34 0 о С22 - С24 о о 

С44 0 о С44 о о 

С55 С53 С55 0 
Css С55 

У.2= с1 1  ·с;2 с1'з о С15 о у4: С1 1  С 1 2  С1з о С15 0 
С22 С:�з . 0 . t;2ц. о С22 С12 о о о ·. Сзз 0 . С35 о С1 1 о - С15 0 

С44 0 С45 Сн о о 
. 
С55 ·О С55 о 

Свв Сн 

S: С1 1 С 1 2  С12 С14 С15 С15 
С 1 1 С12 С 1в С14 С15 

С 1 1  С15 С15 С14 
С44 С45 С45 

С44 с,5 
С44 

(5.22) 

Из этих таблиu получаем для одиннадuати подсистем 1) 

Трик.rщн!'!ая, 1, ::: Полная таблица 21  константа 

Моноклинна�. 3, 4, 5; z2: С 1 1  С12 С 1 3  о о С1а 

С22 С23 о о С2в 
С33 о о С33 

Сн С,5 о 

С55 о 

С43 
13 к011стант 

1 ) В первой и во второй системах число констант можно 
было бы уменьшить соответственно с 21 до 18 и с 13 до 12. 
В остальных системах подобное уменьшение невозмощно. 
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Ромбическая, б, 7, 8; z2, х2: С1 1  С1 2 С1з о 
С22 С23 о 

Сзз о 
С44 

Тригональная 1, 9, 10, 11; z3, х2: с1 1  С12 с13 с14 

С 1 1  С13 - С14 
Сзэ 0 

о 
о 
о 
о 
С55 

о 
о 
о 
о 
С44 

Тригональная II, 12, 13; z3: С1 1 С12 С 1 з С 14 - С25 
С1 1 С 1з - С14 С25 

Сзз о о 
С44 о 

С44 

Тетрагональная 1, 
14, 15, 16, 19; Z4, Х2: С1 1 С12 С 1 з  о о 

С1 1 С1э о о 

�ээ о о 
С44 о 

Сн 

о 
о 
о 
о 
о 
Свв 

9 констант 

о 
о 
о 
о 
С1 4 
1 2 (С 1 1 - С1 2) 

6 констант 

о 
о 
о 
С25 
С 1 4  1 2 (С1 1 - С12) 

1 констант 

о 
о 
о 
о 
о 
Свв 

б констант 
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Тетрагональная, II, 17, 18, 20; z,: с1 1 с1 2 с1 3 О о С15 
С11 С 13 0 о - С15 

Гексагональная 1, 21, 22, 23, 26; z6, х2 и 
Гексагональная II ,  24, 25, 27; z6: 

Кубическая I, 28, 29, 30; Х4, У4• (z4) и 

Кубическая II, 31, 32; х2• У2• (z2), S: 

Сзз О о о 
С44 о о 

С44 о 
Свв 

С 1 1 С 1 2 С1 з 0 
С1 1  С 1 з 0 

о 
о 

о 
о 

7 констант 

Сзз 0 0 0 
С44 0 0 

С44 0 
/ 2 (С1 1 - С1 2) 

5 констант 

С1 1 С12 С1 2 0 0 0 
С1 1  С 1 2  0 0 0 

С 1 1  0 0 0 
Сн 0 0 

Сн 0 
С44 

3 l<ОНСТЗНТЫ 
Изотропная среда; группа 00r: С 1 1 С 1 2  С 1 2  о о о 

cx1,µv=ЛgxЛ.gµv+2�tg<x ! µ lgЛ.J v с1 1  с1 2  о о о 

о о о 
1 

2(С1 1-С12) 0 0 
/ 
2 (С1 1-С12) 0 

1 
2(С1 1-С12) 

2 константы 

(5.23) 
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Эти таблицы справедливы для триклинной системы и изо
тропного случая для всех декартовых систем координат, 
выбранных нижеследующим образом относительно кристалло
графических осей: 

моноклинная: ось z совпадает с кристаллографической 
осью, перпендю<улярной остальным осям, а ось х - с одной 
из этих осей; 

1 1 1 1 - - - - -h.....-= - ..... 1 1 1 1 : 1 ).. � -1 
1 

1 1 - - - - + 1 1 1 1 - - - - - ;  

Рис. 26 1). 

ромбическая: оси х, у и z являются кристаллографиче
скими осями; 

· тригональная: ось z имеет трехкратную симметрию, ось х 
совпадает с одной из остальных осей; 

гексагональная: ось z имеет шестикра1ную симметрию, 
ось х совпадает с одной из остальных осей; 

кубическая: оси х, у и z являются кристаллографиче
скими осями. 

1) Рисунок взят из работы Л э к  а, В и Л л а р  д а  и Ф э р  а 1934.2, 
р. 753. 
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В качестве примера мы рассмотри\'{ а-кварц (класс 10). 
Оси для случая правой ориентации показаны на рис. 26. 
Согласно Фойrту, Мээону » Кэди сАВ и Ь Ав имеют сJiедую� 
щие значения в единиuах Джорджи: 

С 1 1  = С22 

Сзз 

С,; = С55 

С12 

С1з = С23 

С1 4 = - С24 = С55 

/ 
. 

С55 = :f (С1 1 - С1 2) 

Ь 1 1  = Ь22 

Ьзз 
Ьн � bss 

.h 12 

Ь1з  = Ь2з 

/ 
h 1 4 = - h2 1 = 2 Ьsв 

ьбв = 2 (h1 1 - h22) 

Фойгт Мэзон 1 Кэдli 

85,46 Вб,05 87.(5) 

105,б2 107,J /07,(7) 

57,/2 58.б5 51,(3) 

7,25 5,05 7.б (2) Х 109 ньютон/.м.2 

14.35 10,45 /5,(/ ) 

16.82 18,25 17.(2) 

39,/0 40,5 39,(9) 

Мэзон Кэди 
/,279 J,2б (9) 

0,956 О,!!1 (/) 

/,978 . 2.00 (5) 

-0.1535 -0.16 (9) Х 10- 11 .м.2/ньютон 

-0.110 -0,/5 (4) 

-0,446 -0,43 (/) 

2,8б5 2,8 (8) ' 

(5.24) 
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6. Пьезоэлентричесний и n ьезомагнитн ы й  эффекты 
Пьезоэлектрический эффект описывается формулами (ер. 

(4. 1 5*), (4.22*), (4 .23*) ) :  

(а) 

(Ь) 
(с) 

(d) 

(е) 

g/< _ ;xµvu - µv• 
:!JJx = dv�x(jvЛ 
(jхл = -еµхлЕµ 

d" "'E Uµv = µv Л 
"'µхЛ "'хЛрv d' .µ е = С (Е) pv · 

1 (нулевое поле), 

(нулевые деформации), (6. 1) 

(нулевые напряжения), 

Используя ортогональные системы координат и отожде
ствляя плотности с обычными тензорами, мы получаем 

(а) 

(Ь) 
(с) 

(d) 

(е) 

Dh = ehiiuli } Dh = di/cril 
otj = - e11LJEh 

d . . hE Uij = lj li 
lh i hijkd . . l е = с  Jk 

(ну левое поле), 

(нулевые деформации), (6 .2) 

(нулевые напряжения), 

(h. l, j, k. l = 1 ,  2 , 3). 

ehil - тензор ,  симметричный по последним двум индексам. 
Следовательно, он имеет 1 8  независимых компонент. Как мы 
уже видели в § 5 ,  он может быть разложен на два век
тора (2 Х 3). один W-девиатор (5) и один септор (7). Так 
как ehlJ не является центрально-симметричным, в нашем 
распоряжении имеется только 2 1 класс: 2, 4, 5, 7, 8, 10, 
1 1 ,  13, 15, 16, 19, 18, 20, 22, 23, 25, 26, 27, 29, 30 и 
32. В этих классах векторные составляющие существуют 
только в 1 0  классах: 2, 4, 5, 8, 1 1 ,  13, 16, 18,  23 и 25, 
а W-девиатор - только в 1 3  классах: 2, 4, 5, 7, 8, 10, 13,  
15,  19, 1 8, 20, 22 и 25 (ер. (5. 1 8) ) .  Так как мы иыеем 
sдесь только таблицу допустимых тензоров до второй ва
лентности и не имееы таблицы для тензоров валентности 3, 
то мы можем лишь утверждать, что пьезоэлектричество 
встречается в некоторых из 1 6  классов: 2, 4, 5, 7, 8, 10, 
1 1, 18, 15, 16,  1 8, 19, 20, 22, 23 и 25. Пять классов: 26, 27, 29, 30 и 32 должны быть еще исследованы. 
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Для пьезомагнитного эффекта мы имеем уравнения, ана
логичные (6.2), содержащие вместо электрических величин 
магнитные. Вместо ehiJ в них входит W-тензор ;iыJ, сим
метричный по последним двум индексам. Эта величина яв
ляется центрально-симметричной и может быть разложена  
на два W-вектора (2  Х 3), один девиатор (5) и один W-сеп
тор (7). Так как существует центральная симметрия, мы 
должны рассмотреть только подсистемы. Во всех системах, 
кроме кубической, существуют или девиатор или W-векторы 
(ер. (5. 1 8) ) . Следовательно, все эти системы являются пьезо
магнитными, и нам остается исследовать лишь кубическую 
систему. 

Мы используем сокращенные обозначения для ehll, ;,ы1 
и di/ 

* * mht = mhl l , 
djh = djjh, 

eh4 = еh2з 
r:ih4 = :ii,h23 
d4h = 2d23h 

·1 циклир. 1 .  2, 3; 4, 5, 6. (6 . 3) 

• 
Чтобы найти возможные формы ehl} и mhll во всех классах, 
мы выпишем значения ehll, инвариантные для преобразова
ний, входящих в (5 .4) :  

z2: Zз: 
о о о е14 e 1s о е 1 1  - е1 1  о ен e1 s - е22 

о о о ez4 e2s о - е22 С22 0 e1 s - е14 - е1 1  

С31 Сз2 езз О о ез6 С31 С31 С33 о о о 

Z4 и z6: Х2: 

о о о ец e1s  о е1 1  е 12  С1з  С 1 4  о о 
о о о С15  - е1 4  о о о о о e2s ез6 

ез1 ез1 С33 0 о о о о о о езs езв 

х.: S: 
е 1 1  С 1 2  С 1 з  0 о о С 1 1  е 12  е1� е 14  e1 s е�в 
о о о rJ С25 е"в е 1з  е 1 1  е12  е1в С 1 4 81 5 
о о о о е2б - e2s е12  С13  е1 1  e i s е1в е1• 
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EI(: Ez: 
о о о о e1s е10 е11 е12 е1з о о е,в 

е21 е22 е2э е2• о о е21 е22 е2з о о е2в 

ез1 ез2 еаз еа• о о о о о еа• езs о 

Sx: Sz: 

о е12 - е12 е1. {j о о о о е1. e1s о 

о о о ·  о 025 е26 о о о - e1s е, , о 

о о о о - е2е е25 ез1 - еа1 О о о еза 
(6.4) 

Из ЗТ}!Х таблиц мы получаем для остающихся 2 1  классов: 

· 2. (1): Полная таблица 

4. (4); Ez: 5. (3); Z2: 

е1 1 е12 е1з О о il10 о о о е1. e,s о 

е21 е22 ' е23 о о е2в о о о е2• e2s о 

о о о ез• езs о ез1 ез2 езз о о езв 

7. (6); Z2, .Х2: 8. (7); z2, Ех: 

о о о ен о о о о о о e, s о 

о о о о e2s о о о о е2• о о 

о о о о о еза ез1 ез2 езз о о о 

10. (18); Z3, .Х2: 1 1. (19); z3, Ех: 

ев - ев О ei. о о о о о о e1s - е22 

о о о о - ei• ·- ен - е22 е22 О е15 о о 

о о о о о о ез1 ез1 езз о о о 

13. (16); ц 
15. ( 12); Z4, .Х2 } : 
22. (24); z6, .х2 

е11 - е1 1  О t'14 e1s - е22 о о о ен о о 

- е22 е22 О eis - е1• - е1 1 о о о о - е14 о 

еа1 еа1 е24 О о о о о о о о о 
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16. (14); Z4, Ех } : 
23. (26); Zв, Ех 

о о о о e1s о 

о о о e1s о о 

ез 1 ез1 езз О о о 

19. ( 1 1 ); Sz, Х2: 
о о о е1 •  о о 

о о о о ен о 

о о о о о ез6 

26. (22); Z3, Х2, Ez: 
е1 1  - е1 1  О о о о 

о о о о о - el l 

о о о о о о 

29. (29); Х4, У4• (Z4): все нули 

18. ( 10); Z4 \ 
25. (23); Zв J :  
о о о е14  e1s  
J о о e1s - ei• 

ез1 ез1 езз о о 

20. (9); Sz: 
о о о е14  . e1 s  
о о о - eis ен 

ез1 - ез�  О .о о 

27. (21 ); Z3, Ez: 
е1 1  - е1 1  О о о 

- е22 е22 О · о о· 

о о о о о 

30. (31 )  Sx, Sy, (Sz) ) • 
32. (28) Х2, У2• (z2). S J • 
о о о еа о 

о о о о е14  
о о о о о 

В классах 26, 27, 30 и 32 ehli является септором. 

241 

о 
о 
о 

о 
о 

езо 

- е22 
-el 1 

о 

о 
о 

ен 
(6.5) 

Относительно всех преобразований с Л = + 1 пьеэомаг-

нитная величина ::Z;в ведет себя так же. как е;в· В силу цен

тральной симметрии �;в только эти преобразования имеют зна-* 
чения. и, значит, имеем следующие возможности для т;в: 

Триклинная, /, 2: Полная таблица 
Моноклинная, 3, 4; 5; z2: 

о о о 
* * 

о т 1 •  m 1s 

о о о 
* * 

о m24 m2s * * * 
о о 

* 
тз1 тз2 тзз тэв 

Ромбическая, 6, 7, 8; z2, х2: 
о о о 

* 
m14  о о 

о о о о 
* 

m2s о 

о о о о о 
• тзв 

16 Я. А. Схоутен 
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Тригональная !, 9, 10, //; z3• х2: 
* * 

о т 1 1  - т 1 1  
* 
m14 о о 

о 
* * 

о о о - m 14 - m14 
о о о о о о 

Тригональная П, 12, 13; z3: 
* * 

о 
* * " 

т1 1  - m 1 1  m 14 m1 s - т22 
* * * * * 

- m22 1n22 о m1s  - m 14 - т1 1  
* * 
тз1 тз1 

* 
ln33 о о о 

Тетрагональная J, /4, 15, 16, 19; Z4, Х2 \ 
Гексагональная J, 21, 22, 23, 26; Z5, Х2 J ;  

о о о 
* 
m14 о о 

о о о о 
* - m 14 о 

о о о о о о 

Тетрагональная Jr, /7, /8, 20; Z4 \ 
Гексагональная 11, 24, 25, 27; z6 i : 

о о 
* " 

о о tn14 m1s 
* * 

о о о о tn15 - m 14 
* * * 

о о о тз1 ln31 ln33 

Кубическая J, 28, 29; 30; Х4, У4• (Z4): все нули 

Кубическая 11, 3/, 32; Х2, У2• (z2). S2: 
о о о 

* 
m14 о о 

о о о о 
* 
m14 о 

о о о о о 
" 
ln 14  

(6.6) 

;,,hil является W-септором в классах 31 и 32. 
В качестве примера пьезоэлектрических констант мы рас-

смотрим а-кварц (класс 10). Согласно Кэди значения е18 и d18 
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в электростатических единицах CGS и единицах Джорджи 
равны: 

е1 1 = - е12 = - е26 = 4,77 · 101 } дина 
е1 4  = - е25 = 1,23 . 104 10-в с ·  вольт · с.м 

= 4,77 . Jr/1/c } ньютон 
, 

= 1,2з . 109/с вольт . .м 

d 1 1 = - d1 2 = - d25 = 6,9 · 10-8 } с.м 

d 14 = - d25 = 2,0 . /0-8 , 10-В С · ВОЛЬm 

= б,9 · 10-2/с } .м 

= 2,0 . Jo-2/c вольт · 

7 .  В олны в однородной анизотропной среде 1) 

Мы воспользуемся декартовыми координатами для вывода 
волнового уравнения в кристаллах. В этой форме теория 
обязана своим происхождением Кристоффелю. Общее урав
нение движения в анизотропной среде в ортогональных коор
динатах имеет вид (ер. (2. 7) ) 

(j, k =  1 ,  2, 3), (7. 1 )  

где uk - вектор смещения. 
Для плоской волны точки с одинаковым смещением 

в любой фиксированный момеН1 времени лежат в параллель
ных плоскостях. Если обозначить расстояние такой плоскости 
от начала через s, а единичный вектор, перпендикулярный пло
скостям и направленный в сторону возрастания s, - через nh, 
ТО МЫ ПОЛУЧИМ 

и отсюда 

� ·k a-ajk 
д .сr1 = n · --1 1 дs • (7.2) 

(7.3) 

1) Ср. К р и с т о ф ф е л ь  1 877. 1 ;  Ф о й г т  1 898. 1 ;  Б р и л л ю з н  
1938.1 ;  л я  в 1944. 1 ;  к э д и 1946.2. 

16* 
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:Учитывая. что процесс адиабатический, и используя ( 1 .6) 
ц (4 .22*d), мы находим 

ifltik ' д hi "k l "k p -- =. n · - (c 1 им - е 1 Е-) = дt2 ' J дs t 
' . 2 

. · _ п п chlik д и1 eiikд Е - i h дs2 - i 1 ·  (7.4) 

Здесь опуще!{ · · индекс (t]) и записаны chlfk, eifk вместо 
�lliik e1ik, как бь1Ло в §§. 5 и 6. Если крИсталлическая 
·пластина используется в' качестве резонатора для контрЬJ1я 
Частоты, то поле Ei Зависит только от времени и в ·каждый 
данный момент· nостоя

.
нно в пространстве� Отсюда ·· 

(7.5) 

Таким образом. если положить uh = uph, где ph � единич
ный вектор в направлении uh, мы получим уравнение 

(7�6) 

дЛя ph и линейное дифференциальное уравнение второго по
рядка в частных производных 

д2и ? д2и (7 7) . дt2 = с� дs2 . . . 
для и. В этих уравнениях с2 является одним из трех соб
ственных значений симметричного тензора 

!_ п п .chiJk р lt J • 
Общее монохроматическое решение (7. 7) частоты v 

имеет вид 

и =  ue2лi (vt- s/ЛJ + ue-2лi <vt- sJI.) + 
1 2 

+ ue2зtl (vl + s,'Л) + ue-2зti (vl+ sfi.-), (7 .8) 
3 4 

где Л = c/v- длина волны, а и. и. и и и - константы 1 ,; 4 
и·нтегрирования. Отсюда видно, · что с есть скорость рас-
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nространения волны в направлении п.11• Первые два члена 
описывают волновое движение в сторону возрастания s, 
а последние два - в противоположном направлении. 

Если все три собственные значения различны. то каждому 
из них принадлежит свой единичный вектор ph и эти век
торы взаимно ортогональны. 

Рассмотрим теперь возможность свободных колебаний 
в пластине, которая вырезана из кристалла и ограничена двумя 
параллельными плоскостями s = О  и s = а, перпендикуляр� 
ными nh. Предположим, что пластина имеет бесконечную 
площадь и что все частицы, находящиеся на равных ра.с
стояниях от плоскости s. = О, движутся одинаково. Гранич
ные плоскости свободны от напряжений, и следовательно, 
согласно (6.2d) 

(7.9) 

Но для свободных колебаний Et = О, откуда ди/дs = О  для 
s = О  и s = а. Вводя эти граничные_ условия в уравнение 

.!!!!:._ = 2яl (- ие2лi (vt- s/'Л.) + ие-2лi (vl- s/'Л.) + 
дs л. 1 2 + ue?лt (vt+ sf'Л.) _ ue-2лi (vt+s/'Л.J), (7 . 10) 

мы получаем 
3 4 

О = (- и  + и) e'lлivt + <и - и) e-2лivt , 1 3 2 4 
о = e2лlvt (- ue-2лiaJ'Л. + ие2лlаf'Л.) + 

1 3 
+ e-2лlvt (ие2лiа/'Л. _ _  це_,.2лlаf'Л.), (7 . 1 1) 

или 

Отсюда 

2 4 

и = и, и = и, 1 3 2 4 
sin 2л f = О. 

2 пс Л = п а, v = 2a ·  
где п - целое число. и решение принимает вид 

и = 2 (ue?лtvt + ue-2лtvt )  cos :т; _!!_ s, J 2 а 

(7. 1 2) 

(7 . 1 3) 

(7 . 1 4) 
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или в другой форме 

и = С1 cos л - t + C2 sш л - t  cos :rt - s, ( пс . пс ) п а а а 
(7 . 1 5) 

где С1• С2 - константы интегрирования. Из (7 . 9) мы видим, 
что возбуждение этого свободного колебания слабым пульси
рующим полем Ei. направленным по nh, возможно тогда и 
только тогда, когда 

d . . h j l _,_ о  n11 ij п р -г (7 . 1 6) 

и частота Е1 равна пс/2а.  Конечно, на практике выражение 
(7 . 16) должно иметь достаточно большое значение, так как 
в наших теоретических рассмотрениях мы пренебрег ли всеми 
видами сопротивления и потерями энергии. 

Для произвольных волн при д1Е1 = О мы получаем 
ИЗ (7. 1), ( 1 . 6) И (4.22 * d) 

д2 h 
и h/jkд д р дt2 = с i Ju k'  (7 . 1 7) 

Это линейное дифференuиальное уравнение в частных произ
водных второго порядка. Мы воспользуемся методом, разви
тым Лоренuом 1) для волновой функuии, удовлетворяющей 
произвольному линейному дифференциальному уравнению 
в частных производных произвольного порядка, и запишем 
решение в виде 

(7 . 1 8) 

Множитель е2лJх выражает волновой характер решения. Его 
частные производные равны 

д1еzл1х = 2лtх,е?лtх, 

д .eZлix = 2лtх .е�лtх, J J 

def 
Х1 = д1Х· 

def 
х1 = д/1.. · 

(7 . 1 9) 

Волновые поверхности, т. е. поверхности одинаковой фазы, 
в любой фиксированный момент времени задаются уравнением 

х = const. (7 .20) 

1) Ср. Ф о к  к е р  1939. 1 ,2. 
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·/ есть вектор, перпендикулярный волновой поверхности. 
длина которого обратна длине волны, т. е. расстоянию между 
дпуыя последовательными волновыми поверхностями с одина
ковой фазой. Отсюда 

(7 .2 1) 

где п11 - единичный вектор, соответствующий х.11• При дви
жении волновой поверхности фаза в некоторой фиксирован
ной точке имеет то же значение, что и при i = О, если х. изменяется на /. Следовательно, X.t есть частота волны v. 

Дифференцируя (7 . 1 8), получаем: 

д1u11 = (дрh + 2лiUhX.t) е2лtх, 

д;иh = ( дjUh - 4л2Uhx.7 + 4лtх.1дрh + 2лiUhд�x.) е2л1х, 

дjuk = (дjUk + 2лlU kX.j) е2лiх, 

дiдJuk = (д1д1И k - 4л2U kXiXJ + 4лiхuдлИ k + 

что дает после подстановки в (7 . 1 7): 

+ 2лiU kXt1> е2лiх, 

(7 .22) 

(а) рд;u11 - 4лpVhx7 = chlfk (д1д1Uk - 4л2Vkx,x1). 
(7 .23) (Ь) 2px.1дp11+pVhдix. = chtfk (2xuдnUk + VkX.11)· 

Мы предположим теперь, что амплитуда U11, частота v, 
длина волны Л и направление п11 слабо изменяются в про
странстве и во времени для смещений порядка Л и времен
_ных интервалоr порядка 1/v. Математически это можно 
выразить неравенствами: 

др11 � u11Х1 • 
др11 � u11Х1· 

д,д р11 � Х1Х1И11, 
д�Uh � xfU11, 

дАИ11 � XtXP11•
. 

дiд;Х � XtXJ• 
дАх. � XtXt• 

дfх � XiXt •  
(7.24) 
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Если эти неравенства выполнены, (7.23а) принимает про
стую форму: 

(7 .25) 

Здесь ph - единичный вектор в направлении иh и с'= Лv. 
Это уравнение устанавливает соотношение между ·направле
нием смещения и нормалью к волновой поверхности. Оно 
совпадает с соотношением (7 .6) для плоских волн. 

Рассмотрим теперь вопрос о переносе энергии волной. 
Сумма кинетической и упругой энергии в объеме 't равна 

Отсюда 

W = f pu,ui d• + f ci1k1 (дju,) (д1иk) d• = 
't .  't 

'{ 

(7.26) 

(7 . 27) 

Первые дnа члена взаимно уничтожаются в силу (7 . 1 7) ,  и, 
следовательно, используя теорему Стокса, мы получаем 

(7 .28) 
s 

где fh - нормаль к границе s. Отсюда находим векторную 
плотность потока энергии 

1 ljkl . � = с иiдlиk. 
Записывая волну в действительной форме 

иh = Aph cos 2лх = А11 cos 2лх. 

мы получаем 

д1и, = (дtА1) cos 2лх - 2лAiv slп 2лх. 

д1иk = (д1Аk) cos 2лх - 2: Аkп1 s iп 2лх. 

(7.29) 

(7 .30) 

(7.3 1) 
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Учитывая (7 .24), мы можем пренебречь первыми 
в правой части уравнений. Тогда 

j v . $ '= 4л2 Т A2cilklpipknl sir2 2л:х. 

: 249 

ч.11�нами 

(7.32) 

В том же приближении из (7 .26) и (7 . 3 1) следует выра
жение для полной энергии в единице объема 

2n2 7ff! = 2л2pvz А2 sin? 2лх + -2- рс2 А2 sin? 2л:х = л 
= 4л2pv2A2 sin2 2лх;. (7 .33) 

Отсюда скорость потока энергии равна 

�h = '&h/lf' , :с chiJkpirtiP!I· (7.34) 

Свертывая с nh, находим 

' 1  
) 

Следовательно, проек-П.ия--v� _на nh равна скорости волны спh. 
е '--

Для плоской волны в направ�ении увеличения s x=ls/Л.+vt. 
" Отсюда средние значения t;/ и IP за время от t = О  до t = v-1 

,Jавны l/v 
ii = v4л� � A2ciik1 p1pkп1.{ s'in? 2л (� + vt) dt = 

о 
= 2л2 � A?ciikl p1pknl, (7.35) 

W = 2л2рv? А2• 
Иrпересно подсчитать t@i и 7fl' для случая свободных 

колебаний пластины, перпендикулярной пh. Из (7 . 1 5) ,  полагая 
для удобства С2 = _о. имеем 

11 С h s ct С h s 
.и . р cos пл а cos пл а ::;:=  ., р �os 21'f А cos 2лvt, 
и, следовательно, 

д1иh = - 2лvС р11 cos 2л � sin 2лvt, 

д h 2n С h . 2 s iu = - т р п1 s1n л т  соs 2mt. 

(7.36) 

(7 .37) 

(7 .38) 
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Отсюда 
2 �,J = \v cilklp1pknzC2 sin 4л �· sin 4лvt, 

7V' = л2v2рС2 ( 1 - cos 4л � cos 4лvt) . (7 .39) 

Среднее значение $1 в этом случае равно нулю, так как 
стоячая волна получается наложением двух бегущих волн 
одинаковой амплитуды и противоположных направлений. Но 
среднее значение 7V' равно л2v2рс2. 

Мы называем плотность 
def 1 "kl � = с 1 p1njpkn1 (7.40) 

ане ргетической функцией, соответствующей двум произ
вольным направлениям nh и ph. Из (7 . 25) мы видим. что эта 
функция принимает экстремальное значение для вариаций ph 
при постоянном nh. Направление ph, принадлежащее такому 
экстремальному значению, является одним из возможных 
направлений вектора смещения для волновой поверхности, 
перпендикулярной nh, а скорость волны, соответствующей 
этому смещению, равна V$/p. 

Мы потребуем теперь, чтобы $ имела экстремальныt 
значения для независимых вариаций nh и ph. Так как эп. 
векторы единичные, то nh dnh = О, ph d Ph = О, и, уравнениs; 
в вариациях имеют вид 

t •kt l 'kl d$ = 2c 1 dp1n1pkn1 + 2c 1 p1 dn1pkn1 = 0, 
nh dnh = О, ph dph = О . С 

Эти уравнения эквивалентны уравнению 

d$ = 2 (c1ikln1pkn1 - chJkl phnJpkn1p1) dp1 + 
+ 2 (ciJklPtPknt - cihktP1UhPkPtnl) dn1 = О (7 . 42) 

без дополнительных условий. Следовательно, $ тог да и 
только тогда имеет экстремум, когда удовлетворяются два 
уравнения: 

(а) $р1 = ciJkln.Jpknl' 
(Ь) $п1 = ciJkl P1Pkn1· 

(7 .43) 
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Первое уравнение совпадает с (7 .25), и, следовательно, 
ph является одним из направлений вектора смещения волновой 
поверхности с нормалью nh. а $ = рс2. Сопоставляя второе 
уравнение с (7 .32), приходим к выводу, что поток энергии 
нормален к волновой поверхности. 

Если направления пh и ph оба удовлетворяют (7 .43), мы 
называем их сопряжениями. Если имеются два сопряженных 
направления и одно из них ортогонально волновой поверх
ности, то оно совпадает с направлением потока энергии , 
а второе - с направлением вектора смещения, и наоборот. 
Для свободных колебаний с направлениями пh и ph $ имеет 
экстремальное значение , равное рс2• 

Если nh = ph, направление nh называется са.мосопря
женным. Необходимым и достаточным условием этого 
является 

(7.44) 

Если в (7 .44) подставить nh = aih + �ih + yih, то мы получим 1 2 3 
три уравнения третьей степени относительно а, �. v и 

с коэффициентами (в сокращенных обозначениях) 

(i: �3: 
vз: 
а2�: 
�2v: v2a: 
ав2: 
�v2: 
'\"(i2: 
aBv: а: �: 
v: 

С 1 1  

С2в 
С35 

3с1 5  

С25 + 2сб4 

С31 + 2С55 

С1 2  + 2с66 

Сзб + 2С45 

3с15  
4С55 + 2с14 - рс2 

о 
о 

С15 

С22 

С34 

С12 + 2С55 

3С24 

С35 + 2С45 

3С2в 

С2з + 2сн 

С1 4  + 2С55 
4С54 + 2с25 

о 
- pcZ 

о 

С1 5 
С24 

С33 

с 1 4  + 2с56 

с23 + 2с44 
3С35 

C2s + 2c54 
3с34 

Сз1 + 2С55 
4с45 + 2Сзв 

о 
о 

- рс2 

(7.45) 

и одно уравнение а2 + �z + у2 = 1 .  Так как для четырех 
неизвестных и меются четыре уравнения, то. вообще говоря, 
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решение существует. Необходимые и достаточные условия 
того, что все решения четвертого уравнения удовлетворяют 
остальным уравнениям: 

Сн = С22 = С33 = С23 + 2С44 = С31 + 2С55 = С12 + 2с66• 
С15 = С16 = С24 = С26 = С34 = С35 = 0, (7.46) 
с25 + 2с64 = О, с36 + 2с45 = О, с14 + 2с56 =О. 
Отсюда таблиuа констант должна· иметь вид 

Сн С11 - 2сбб С1 1  - 2С55 - 2С55 о 
Сн С1 1  -- 2С44 о - 2сб4 

С11 0 0 
С44 С45 

С55 

о 
о 

- 2С45 

С46 

С56 

с66 

(7.47) 

Если с45 = с56 = с64 =·0, то среда принадлежит к ромби
ческой системе и называется с ред ой Гран.а 1). В среде Грина 
для каждой формы волновой поверхности один из возможных 
векторов смещения нормален к поверхности. а два других 
лежат в касательной плоскости. Для продольных волн 
рс2 = с1 1.  Для двух поперечных волн значениями рс2 являются 
два других решения уравнения (ер. (7 .6) ) 

a.2c1 1+�2c66-tv2c5гpc2 (с1 1-Свв) а� 

(с1гс66) �а а2с66+�2с 1 1+ус44-рс2 
(c1 1-Css) ау 

(С1 1-Сн) �у ,,,..." о. 
a2css+�2cн+V2C 1 1-PC2 1 

(7 . 48) 
С помощью элементарных преобразований этого определи
теля легко показать, что они являются решениями уравнения 

' \ сб6+ V2 (-сбб+ с44) -рс2 (C55 - C44) av ? 1 --0 
(сбб - С44) �'\' Css +�2 (- Css+c44) -pc-

или в другой форме 

а2 �2 У2 
д = 

2
= 

2 ' Сн - ре- Css - ре Свв - ре 

J) Ср. Т е  д о н е  1907.1. 

(7 .49) 

(7.50) 
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Это хорошо известные уравнения Френеля. Таким образом, ii среде Грина пьпер�чные волны удовлетворяют уравнениям 
Френеля. Изотропная среда является частным случаем среды 
Грина при с44 = с55 = с66 (ер. (5. 22) ). Отсюда в изотропной 
среде для всех продольных волн рс2 = с11 и для всех попе-
речных волн рс2 = ; (с1 1 -сс12). ' 

В кристалле тригональной системы · 1 , например а-кварце 
( 1  О) или турмалине (Н), уравнения . (7 .45) принимают фор!\fу 
(ер. (5.22) ) :  

с11а + (с31 + 2с44 - с11) ау2 + бс1.р,f)у = рс2а; 

C11f3+ (С31 + 2С44 - Сн) f3Y2 + 3С14У (а.2 - 132) = рс213; 
- с1463 + (с33 - с31 - 2с44) у3 + 3с14а213 + (с31 + 2с44) у =  рс2у; 

a2 + 132+ y2 = l , (7 .5 1 ) 

откуда мы видим, что ось х самосопряженная с рс2 = с11 и ось z самосопряженная с рс2 = с33 1). Имеются также дру-
гие · ре'iUения. ' ·  · 

В кристалле кубической системы уравнения принимают 
форму (ер. (5.22) ) : 

(с11 - с12 - 2с44) а 1 = (рс2 __:_ с12 - 2с44) ci, 
(сн - С12 - 2с44) 133 = (ре-" - С12 - 2с44) f3, 

(с11 - С12 - 2с44) у1 = (рс2 - С12 - 2с44) у 

.с решениями :  

а = J ,  13 = 0, у = О, 

(7.52) 

1rт " rт <l =  V 2 '  13= V 2 '  у = О, 

рс2 = с11 ) } циклир. 
рс2 = � (c1 1+c12+2c44)j а, �. У 

1 / Т , ( Т , f T 9 1 а = у з · f3 = v  з · v = v 3 . рс-=3 (с11 + 2с12 + 4с44)· 
(7.53) 

1) Ср. К о г а  1933.2. 
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Условия самосопряженности осей х, у и z или сопряжен-
ности осей у - х. z - х  и х - у  имеют вид: 

Х: С15 = С15 = 0, 
у: С25 = С24 = 0, 
z : с34 = с35 = 0, 

у, z : С42 = С43 = С45 = С45 = 0, 
Z, Х :  С53 =  С51 = С55 =  С54 = 0, 
Х, у: С61 = Св2 = Сб4 = С55 = 0. 

(7.54) 

Из таблиц (5. 22) мы видим, что существуют следующие 
случаи сопряжения: 

Триклинная, /, 2 . 
Моноклинная, 3, 4, 5 .  

Ромбическая, б, 7, 8 .  

Тригональная 1 ,  9, 10, 11 . 

Тригональная II, 12, 13 

Тетрагональная 1, 14, 15, /б, 19 

Тетрагональная II, 17, 18, 20 . 

Гексагональная, 21-27 

Кубическая, 28-32 

Самосопряженная Сопряженная 
z 

х. у, z у, z; z, x; x, у 
х. z z, х 

z 
х. у, z у, z; z, х; х, у 

z у, z; Z, Х 
х, у. z у, z; z, х; х, у 
х. у, z y, z; z, x; x, y 

(7.55) 

Для произвольной однородной анизотропной среды мы 
полагаем 

Nik _ / chijlгn п - -р h j• 

Тогда каждому направлению пh принадлежат значений с2, 
удовлетворяющие уравнению 

N11  - с2 N12 N1з 
N21 N22 - c2 N23 = 0; N;j = Njt· (7. 56) 
Nз1 Nз2 Nзз - с2 

Это уравнение всегда имеет три положительных решения. 
Если все решения различны, то каждому принадлежит одно 
значение ph. Если имеются два равных решения, то им при
надлежит пучок возможных значений ph, которые все орто-
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гональны ph третьего решения. Наконец, если все решения 
совпадают, то NiJ равен giJ с точностью до скалярного 
множителя и р11 может иметь любое направление. Плоская 
волна, ортогональная пh и имеющая скорость с ,  проходит. 
расстояние от начала координат до точек спh или - спh 
за единицу времени. Точки спh и - спh заполняют паве рх
ность скоростей, которая состоит из трех листов. Пара
метрическое уравнение координат точек поверхности ско
ростей имеет вид 

xh = ± { f clifkп1piпJPk пh, (7.57) 

где р1 - один из возможных единичных векторов смещения, 
принадлежащих пh. Ковариантный вектор, перпендикуляр
ный пh, первая плоскость которого проходит через начало, 
а вторая - через точку спh, записывается в виде 

± 1  
Wh= пh. " / !._ cllikп р .п .р v р / i j k  

(7.58) 

Отсюда (7.58) является параметрическим уравнением (в коор
п.инатах плоскости) поверхности, огибаемой этими плоско-

11ми. Она называется волновой поверхностью, пранадле
ащей началу коо рданат, и состоит также из трех листов. 

тобы найти параметрическое уравнение волновой поверхности 
�11 координатах точек, мы введем в рассмотрение радиус-век

тор тh точек этой поверхности, в которых касательная пло
скость перпендикулярна пh. Эти точки являются пересечением 
плоско,:ти nh/c и ее «соседних» касательных плоскостей. 
Отсюда 

(7.59) 

и, следовательно, 

(7.60) 

где Л-подходящий скалярный множитель. Но мы знаем, что с 
является экстремалью для вариаций ph при постоянных пh, 
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откуда дс/дрi = О и 

_ !.... � + .!._ rh = с дпh · с  
= - !.. . _I . !.... chilkpin ·Pk + .!.. rh= 'лnh, (7.6 1)  с 2с  р J с 

Свертка с nh дает 
Л. = 0, (7.62) 

и, следовательно (ер. (7 .34) ) , 
h де 1 hijk h. r = дпh = Рс с Pinjpk = � · (7.63) 

Таким образом, rh совпадает с вектором скорости потока 
энергии. Это объясняет, почему проекция vh на nh является 

е 
вектором волновой скорости cnh. 

Сформулируем результаты следующим образом. 
Поверхность скоростей является геометрическим 

.местом ко1tцов вектора ·вол1tовой' ско роста, а волновая 
пове рхяость, принадлежащая. началу, является геоме
трическим .местом концов вектора ско роста потока 
з1tергии. 

В среде· Грина лист волновой поверхности, принадлежащи" 
продольным волнам, совпадает с одним из листов поверх 
ности скоростей. в изотропной среде две поверхности совпа· 
дают, и мы имеем две сферы, одну для продольных, а другую 
для поперечных волн. 

8. Кварцев ы й резонатор 1) 
Для стабилизации частоты в электрической цепи обычно 

используются кристаллы. Пластины а-кварца (тр;fгональная 
система, класс 10) часто связываются с цепью таким образом, 
что электрическое поле перпендикулярно пластине. Пластина. 
перпендикулярная оси х, называется х-сечение.м и т. д. 
Из таблиц1?1 (6.5) мы видим, что отличными от нуля констан-

d . .  1 d . . l d" l d" l d . .  2 
d" l  тами являются лишь 1 1  , 22 = - 1 1  , 2з , з1 = - 2з 

и di22 = - dj j 1 • Поэтому пьезоэлектрический эффект 

1) Ср. 1\ э д и 1946.2; М э з о н  1947.4; 1950. l 
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описывается уравнениями (ер. (6. 1  d) ): 

U�1 = dii
1
E1 = d11E1 . 

U22 = - dii
1
E1 = - d1 1E1. 

и33 = 0, 
и2з = d231E1 = � dнЕ1 , 

Uз1 = - d23
1
E2 = - { d14E2, 

и12 = - dii
1
E2 = - d11Ez. 

257 

(8. l) 

Таким образом, поле , параллельное оси z, не может вызвать 
пьезоэ,1ектрическоrо эффекта, по.ле в направлении х поро
ждает деформации и 11 , а22 и а23, а по:1е в направлении у
деформаuии а31 и а12• 

Для х-сечения уравнение для р11 имеет вид 

(8.2) 

где рс2 - одно из решении уравнения 

С11 - рс2 о о 
о С65 - рс2 С56 = 0. (8.3) 
о С56 С55 - рс2 

Первым решением является рс2 = с11 , принад.rwжащее р11 = i". xl xl 1 
Единичные векторы 

pl1 = i11 cos 0J - i11 s in 0а. х2 2 3 
р11 = ih s in  0J + i11 cos Ou 
хз 2 3 

принадлежат другим решениям рс2 и рс2 (рис. 27). 
х2 хЗ 

Из (8. 3) и (8.4) следует, что 

17 Я. А. Схоутеи 

(8.4) 

(8.5) 
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откуда согласно (5.23) 

Уравнение для 
сбв - рс2 О 

0 С22 - рс2 

0 С24 

1 30° 55' (ФоИrт), 

00 = 31° 33' (Кэди), 

31° 30' (Мэзон). 

у-сечения 
о 

t 

Рис. 27. 

(8. 6) 

имеет решения рс2 = с66, рс2, рс2• Соответствующие единич-

ные 
уl у2 уз 

векторы : 
ph =  th, 
yl 1 
plt = tlt cos � - l11 s inqJ. 
у2 2 3 
ph = th sln <р - /h cos fl'· 
уЗ 2 3 

Уравнение для z-сечения 

С55 - рс2 0 

0 С44 - рс2 
о 
о 

tg 2<р = _2_с_24� 
Сн - С22 (8.8) 

С55 = С44• (8. 9) 

о о С33 - рс2 
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имеет решения рс2 = рс2 = с44, рс2 = с33. Соответствующие zI z2 zЗ 
единичные векторы: 

р11 = th cos 'Ф - t11 sln -ф, } zl 1 2 j 
ph = th s in  'Ф + t11 cos 'Ф 'Ф произвольно, 

z2 1 2 p'l = jll, (8. 1 0) zЗ 3 
Волны ,  принадлежащие этим направлениям ph (периоди• 

ческие функции f (t), вообще говоря, различны)� 

х-сечение 

u11 = ih cos � x · f (t), .кI 1 а 

u11 = (ih cos е - /ll sln 0) cos � х . ! (t), .к2 2 о з о а 

uh = (i'1 s in  е + 1'1 cos 0) cos � х . ! (t), хз z о з о а 

у-сече1-1ие 

u11 = i11 cos � у  · f (t), yI 1 а 

uh = (ih cos <р - /h s in  qJ) cos � у  · f (t), yZ 2 3 а 

uh = (ih sin qJ + i11 cos qJ) cos � у ·  f (t), уз 2 з а 

z-сечение 

иh = (ih cos 'Ф - th sin 1�) cos � z • f (t) zl 1 2 а 

uh = (ih s in  'Ф + t'1 cos Ч.1) cos � z • f (t) z2 1 2 а 

h n:rt и = [h cos - z . ! (t) zз 3 а 

li* 

(h = 1, 2, 3). 

(8. 1 1) 
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Наконец, дифференцируя (8. 1 1 ) по х, у и z. мы нахо
дим.  что с этими волнами связаны лишь следующие ком
поненты uij: 

х-сечеюи! у-сечение z-ceiteнue 
1 -я волна U11 U12 U31 •  ll33 
2-я полна ll12• ll31 U22• U23 U31 •  lt33 (8. 1 2) 

3-я волна U12• ll31 ll22• ll23 lt33 

Из (8. l) мы видим, что для х-сечения только первая 
BOJiнa может генерировать пьезоэлектричество. Ддя наиниз

/ шей гармоники требуется поле частоты -2 с. То же имеет 
а xl 

:место дJIЯ у-сечения. Для направления потока энергии имеем; 

х-сечение: i11 для всех волн. 
1 

у-сечение: 1 - я  водна: c66lh + c56ih, 
2 3 

2-я волна: (с22 cos? q> + с44 s in? q> - 2с24 s in qJ cos qJ) l11 + 
2 

+ [с24 cos2 qJ - (с44 + с33) s in  qJ cos qJ] i11• 
3 

3-я волна: (с22 sin2 (jJ + с44 cos2 (jJ + 2с24 s in (jJ cos qJ) th + 
2 

+ 1 с24 s i112 qJ + (с 44 + с33) sin qJ cos qJ] ih. 3 
z-сечение: 1 -я волна: - (c56 + c14) siп 'ljJ cos 'ljJ i11 + 1 
+ (с56 cos2 'Ф + с24 s in2 ·ф) i11 -!- (с55 cos2 'Ф + с44 s in2 'Ф) ih = 

2 3 
= - C14ih s in  21\J + C14lh cos 2Ф +  C44lh, 1 2 3 

2-я во.r1на: (с56 + с14) s in  'Ф cos 'Ф ih + 
1 

+ (с56 s in2 'Ф +  с2.1 cos2 �') ih+ (с55 s in2 'Ф +  с44 cos2 'Ф) ih = 
2 3 

3-я волна: i11• 
3 

= C14ih s in  21\J - C14ih cos 2'Ф + C44lh, 
1 2 3 

(8. 1 3) 
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Так как поток энергии для х-сечення всегда перпенди

кулярен пластине, uаждый из веuто ров ph и р11 является 
х2 х3 

сопряженны.м i11• 1 Для у-сечения пото1< энергии всегда лежи-г 

в шюскости yz. а д.'IЯ z-сечения он перпендикулярен ш1а
стине для третьей волны. 

До сих пор мы предполагали. что пластины имеют бес
конечную площадь. Однако практически пластины должны 
быть ограничены. Рассмот
рим. например, прямоуголь
ное у-сечение с боковыми 
гранями, параллельными 
осям х и z (рис. 28). Ес
ли бы мы попытались воз
будить первую волну по
лем Ei, параллельным оси у, 
то ясно, что нам не удалось 
бы это выполнить в точно
сти. так как в первой вол
не имеется деформация и12 
вдоль всей пластины. Но 
если пластина полностью 
свободна, то на боковых 
гранях и 12 должны равнять
ся нулю. В действительности 
пластина никогда не является 
полностью свободной. Так, 
в окружающем воздухе мо-

z 

1 
1 
1 
1 

,L--;1------

Рис. 28. 

гут возбуждаться звуковые волны или, если пластина защем
лена, звуковые волны будут возбуждаться в материале опоры. 
Это означает, что всегда имеется возможность для возникно-
вения напряжений �hi на боковых гранях. Нам известно, что 

(}ЗI = C55U31 + C56U12• 
(}iz = C55U31 + C66U12• 

(8. 14) 

так как с51' с52, с53, с54, с61 '  с62, с63 и с64 исчезают, и , сле
довательно, и12 индуцирует деформацию и31 па боковых гра
нях. Этот эффект называется .механи1tес1tой связью u12 и и13 
и обусJювливается отличноlt от нуля константой с56• Этим 
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оправдывается название константьt связи для констаН1 , 
не принадлежащих главной диагонали. Теперь весь процесс 
значительно усложняется и может быть точно описан лишь 
с помощью достаточно трудного интегрирования с учетом 
всех граничных условий. Но так как пластина тонкая, легко 
видеть и без интегрирования, что решением должно быть 
колебание, г лавноtl состав.1яющей которого является первая 
волна , а роль дополнительных волн, вызванных граничными 
возмущениями, сводится к удовлетворению граничных уело· 
вий на боковых гранях для и31 и и12• Наиболее важные 
из этих дополнительных волн также можно определить без 
интегрирования. Пластина является у-сечением, но ее воз
можно рассматривать и как достаточно 1 олстое х-сечение 
или z-сечение. Следовательно, в х-сечении и12 и и31 могут 
возбудить вторую и третью волны. Их главные частоты 
из-за толщины пластины слишком малы для возбуждения 

1 полем с частотой -2 с, но некоторые очень высокие гармо-а у! 
вики могут оказа1ься достаточно близкими к этой частоте 
д•lЯ возбуждения. Это весьма вероятно, так как высокие 
гармою ки низкочастотного колебания очень близки друг 
!( другу. То же можно сказа1ь, если рассматривать пластину 
как очень толс1ое z-сечение. Здесь уже tt12 не дае1 эффекта, 
но индуцированная деформация а31 будет возбуждать неко
торые высшие гармоники в плоскости ху. Эти паразитные 
высшие гармоники причиняют много беспокойства. Если 
пластина должна использоваться в !(ачестве резонатора, 
желате.%но иметь одну резонансную частоту без помех. Но 
так как возможны паразитные волны, могут существовать 
несколLIИ близких резонансных частот. Это делает резонатор 
непригодным для практического использования, так как он 
может в процессе рабо1 ы перескакивюь с одной частоты 
на другую. Имеется много способов уменьшения влияния 
паразитных волн, например вращение пластины в собствен· 
ной плоскости, соответствующий выбор длины и ширины, 
скругление граней, правильное закрепление и т. д. Все эти 
методы должны отрабатываться эксперю1ентально, так как 
процессы слишком сложны для точного математического 
описания. Но имеется один источник помех, который можно 
исследова1ь методами математики, и и�1 является константа 
СВЯЗИ с56• 
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Лэ1<, Виллард и Фэр 1) дали два примера очень плохой 

частотной характеристики у-сечения, обусловленной пара
зитными волнами. Они предложили использовать пластину, 
которую можно получить из у-сечения вращением его вокруг 
оси х на угол 0 от z к у, и доказали, что для новой си
стемы х' у' z', полученной вращением, конс1анта с2,5, исче· 
зает, если 0 = 30°55' или - 59°5' (используя значения 
Фойrта). Но это дает в точности направления ph и phl 

Xl х2 

Далее, 1<ак указал ван-Дил 2) ,  это не является случайным, 
так как из (8.3 .4) немедленно следует, что ph и ph r.11авные 

оси эллипса 
xl х2 

(8. 15) 

и что член с у' z1 исчезает, если эти главные оси приняты 
за у' и z'. д,�я этих новых осей таблица констант прини
мает форму 

с 1 · 1 ·  с1 ·2· С l ' З' с1 '4' о о 
С2'2' С2'З' С2•4• о о 

С3•3• С3•4• о о (8 . 1 6) 

С4•4• о о 
cs•s• о 

сб"б' 

причем константы с1 ,5" с1 ,6" с2,5" с3,5" с3,6" с4,5" с4,6, (но 
не с3,4, !) остаются равными нулю. l{онечно, равенства, суще
ствующие между с лв а-кварца, не остаются справедливыми 
ддя с А' 8" Используя эту систему координат, мы получаем 
следующие уравнения для рс2: 

1 ) 1934. 2. 2) 1936. 1. 
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х'-сечение (= х-сечению) 

') С1' 1 ' - ре-
о о 

о сб'б' - рс2 о = 0. 

о о с5':3' - рс2 

у'-сечение 
? 

сб'б' - ре- о о 
о с2'2' - рс2 с2'4' 

= 0, (8. 1 7) 

о с2'4' с4'4 '  - рс2 

z'-сечение 

с5'5' - рс
2 о о 

о с4'4 '  - pcz Сз'4' = 0. 

о Сз'4' сз·з· - рс2 

Направлениями uh являются 

1-я волна 

2-я волна 

3-я волна 

\ х' -сечение 1 

ih 1 '  
[1t 2' 

(8.18) 

у'�сечение z, -сечение 

ih cos q/ -- ih sin .q/ /h cos 'Ф' - ih siп 'Ф' 
2' 3' 2' 3' 
ih sin <р' + ih cos <р' fh sin 'Ф' + ih cos 'Ф' 2' 3' 2' 3'  

(lt = 1 ,  2. 3) 
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причем имеют место следующие деформации: 

х1•сеченис у'-сечение z '-сечение ( =Х-сечение} 

1 -я BOIOia 111 т Ul '2 ' ll3•1 •  
(8.19) 

2-я волна Ul '2' lt2 ·2· iiz ·з· Uz•3• 113'3' 

· 3-я волна U1·з1 1/.2'2' U2'З' 112 ·3• lt3•3• 

Для х-сечения поток энергии направлен перпендику.11ярно 
плас1ине для всех волн. То же справедливо для первой 
волны в у' -сечении и z' -сечении. Для остальных волн 
в у' -сечении или z' -сечении поток энергии лежит в пло· 
скости у' z'. 

у' -сечение называется АС -сечением, а z' -сечеРие -
ВС-сечением. Д.1я АС-сечения важен толшо di"i·

2 '
: 

d . .  2 ' d"2 2 е d"2 Q • о 1 '2' = 12 cos о - 13 cos uo SШ о = 

= - dн cos2 Оо + d14 cos OJ sin Оз = 

= 
{ -5.96 : 00 = 30°55' (Фойrт), 

-5,92, 0а = 3Г30' (Мэзон). 

3' 
Для ВС-сечения важен только di ·3• : 

d . . 3' 
d" 2 . 2 0 + d"2 . о Q 1 '3' = 12 S l !I о 13 SШ i} cos uo = 

= - d11 s in? Оо - d14 s in Oo cos 0J = -- { +о, 700; 00 = �0°55' (Фойгт) . 
+О.703; Оа = 31°30' (.Мэзон). 

(8 .20) 

(8. 2 1 )  

Следовательно, АС-сечение более предпочтите,1ьно с точки 
зрения эффективности. 

Упругие константы явдяются функциями температуры, 
откуда следует, что и частота резонатора есть функция 
температуры. На эту функцию сильно - вш1яют паразитные 
волны. При низких частотах эти волны использовались для 
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достижения малого температурного коэффициента в ограничен
ной области температур. Однако этот способ обладал тем не
достатком, что паразитные волны вызьша.1и разрывы в кривых 
оависимости частоты от температуры и частоты от толщины 
пластины. «На практике пластины подгоняются таким обра
зом, что в частотно-температурной характеристике не имеется 
разрывов в предполагаемой рабочей области, но при высо-
1шх частотах трудно избежать этих разрывов в широкой 
области температур» 1). В резудыате требуется тщательное 
регулирование теыпературы. Пластины с х-сечением имеют 
:много констант связи и пользуются дурной славоti из-м 
плохих частотных характерис'!'ик 2). 

Лэ1,, Виллард и Фэр 1) обнаружи.11и, что температурный 
коэффициент с6,6 , равен нулю для О = 35°15' при 45° С и 
для О = - 49° при 25° С. Эти сечения называются соответ
ственно АТ-сечением и ВТ-сечением. Они настолько близки к АС-сечению и ВС-сечению, что разделяют преимущества 
пос.'!едних, хотя с5'6 ' и не исчезает ПОJIНОСТЬ Ю .  

Пост 3) разреши.1 вопрос, яв.r�яются ли условия для осей 
х', у', z' при 0 = 30°55' и с5 ,6 , = О  связанными со случай-
ными свойствами а-кварца. В кристалле а-кварца класса ( 1 0) 
()СЬ х' самосопряженная и сопряженная осям у' и z'. Для 
произвольных осей х, у, z в любо:.i кристалле условия 
самосопряженности оси х имеют вид 

С16 = О, С15 = о. (8 .22) 

Дополнительными условиями сопряженности оси х осям у 
И Z ЯВЛЯЮ1 СЯ 

С56 = о. С26 = о, С46 = О, С45 = О, С35 = о. (8.23) 

Отсюда таблица констант относительно выбранной 
системы координат, которая не обязательно совпадает с 

1) Л э к, В и л л  а р  д и Ф э р, 1934. 2. 
2) Ср. К э д и 1946. 2, где приведены очень плохие частотные 

кривые, опубликованные Б е д ы  а 11 н о  м в 1937 г. 
3) 1948. 1. 



8, КВАРЦЕВЫЙ РЕЗОНАТОР 267 
1<ристаллоrрафическими осями, имеет с.1едующиИ вид: 

С11 С12 С13 С14 о о 

С22 С23 С24 С25 о 

С33 С34 о С36 (8 .24) 

Сн о о 
С55 о 

свб 

Для у-сечения с боковыми гранями, параллельными осям х 
и z ,  существует волна с ph = th и рс2 = с66, причем с этой 1 
волной ассоциируется только деформация и12• Но и12 меха
нически связана с и33, а эта последняя может вызвать пара· 
зитную волну в пластине (рассматриваемой как z-сечение). 
Аналогичным образом в z-сечении и13 механически связана 
с и22• и последняя вызывает паразитную волну в пластине 
(рассматриваемой как у-сечение). Исчезновение с25 и с36 
является особым свойством а-кварца. 

Пост рассматривает также более специальный случай, 
коr да все три оси являются самосопряженными и взаимно 
сопряженными. Дополнительными условиями являются 

С24 =  О, С34 = 0, (8 . 25) 

и таблица констант принимает вид 

С11 С12 С13 С14 о о 
С22 С23 о С25 о 

С33 о о Сза 
С44 о о (8.26) 

С55 о 

с66 

Мы имеем теперь следующую таблицу направлений смеще� 
ниtl, деформации и значении рс2: 
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х-сечение 

ph = ilz, U1 1• С1 1  1 
Р'1 = ih, U12• Свв 2 
ph = ih, U1з• С55 3 

у-сечение 

ph = [h, Щ1, С5в 1 
ph = lh, U22• С22 2 
Р'1 = ih, U2з• Сн 3 

z-сечен11е 

ph = ih, Uзt• С55 1 
Р'1 = ih, Uз2• Сн 

2 
JJ'1 = ih, Uзз• Сзз 3 

(8.27) 
с механическими связями и23 и и11 , и31 и и22, и12 и и33• Пол
ный поток энергии перпендикулярен пластине. Случай, 
когда с14, с25 и с36 исчезают, представляется очень важным. 
Это имеет ыесто для кристаллографических осей в ромби
ческой системе (7, 8), в тетрагональной систеые 1 (15, 16, 19), 
в гексагональной системе (22, 23, 25, 26, 27) и в кубиче
ской системе (30, 32) 1). Далее, для возбуждения одной из 
поперечных волн необходимы а23, и31 или и12, а это значит, 
что одна из констант 

(8. 28) 

должна быть отдичной от нуля. Это исключает классы 7, 15, 
19, 22, 30 и 32. Для возбуждения продольных волн необ
ходимы и11 , и22 иш1 tt33 и, следовательно, одна из констант 

(8. 29) 

Это исключает те же классы. Таким образом, для пластин, 
параю1ельных двум кристаллографическим осям, остаются 
только ромбический класс 8, тетрагональный класс 16, 
гексагональные классы 23 и 25 с d15, d24 и d33 и гексаго
нальные классы 26 с d1 1  и d26 и 27 с d11• d16• d22 и d26• 
Первые четыре класса предс1авляются превосходными для 
продо.1ьных волн в z-сечении, так как они не имеют каких
либо эффектов связи. При этом возможно. что в одном из 
этих или других классов существует полная сопряженность 
трех осей, не являющихся I<ристадлографическим11. Но мы  
должны помнить, что для практического использования в ка
честве резонатора существенны также многие другие свой-

1) Мы упоминаем тодько пьезоэлектр11чесю1е кдассы. 
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ства, кроме возыожности возбуждения и отсутствия эффек
тов связи. Например, важное значение имеют малый темпе
ратурный коэффициент, механическая прочность, химическая 
стойкость материала. возможность обнаружения или изrо· 
товления чистых кристаллов нужных размеров и т. д. Со· 
здание резонатора является технической проблемой, которая 
не може1 быть решена одними теоретическими исследова
ниями. Они должны быть дополнены большой исследова· 
тельской работой в Лаборатории. 

УПРАЖНЕНИЯ 
VII. 1. Доказать, что 

ЕхХ4 = Сх41, 
u дать наглядное представление преобразованию Sx. 

VII. 2. Доказать тождества в при�1ечаниа на стр. 219. 
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1 .  Голономн ые  системы 

Рассмотрим множество частиц с массами т ,  декартовыми i 
1<оординатами х, у, z и действующие на них силы Х. У, Z. i l l i i i 
При этом будем предполагать, что х, у, z могут быть выt i l 
ражены через п переменных qx, «оординаты системы, и 
время t. Тогда возможны два случая: 

(а) Скле роно.щtая система : х, у, z зависят только от qx i i i 
x = x (qx); циклир. х, у, z. ( 1 . 1 ) l i 

Пример: точка, движущаяся по фиксированной поверх
ности; n = 2. 

(Ь) Реономная система: х. у, z зависят от qx и t i i i 
x = x (qx, t); цш<лир. х, у, z. ( 1 . 2) l i 

Пример: точка, движущаяся по поверхности, которая пре
образуется вq времени по заданному закону; п = 2. В скле
рономном случае кинетическая энергия системы имеет вид 1 • • T = 2 g1.x (qV) qxq'J.., ( 1 .3) 

а в реономном случае 

Т = ; ai..x (qv, t) qxq'J.. + bx (qv, t) qx + c (qv, t). ( 1 .4) 

1) Общие ссылки: У и т т е к е р 1917. 1 ; Б и р к г о ф  1927. 1 ; 
П р  а н  г е 1934.1 ;  С и н  г 1926. 2; 1936. 2 (имеется обширная 
библиография); 1960. 1 ;  Г о л д  с т  е й  н 1957. 1; Л а н д а  у и 
Л и ф ш и ц  1958. 1; Л у р ь е 1961. 3. 
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1, ГОЛОНОМНЫЕ СИСТЕМЫ 

В обоих случаях лешо вывести уравнения 

d дТ дТ - -- - - = Хл. dt дq" дq'/.. 

271 

( 1 . 5) 

Х1, de� 'i'. (Х д1,Х + У  длу + ZдJ.z) ( 1 . 6) 1 1 1 l i  i i  
называются компонентами «обобщенной силы». 

Перемещение dx, dy, dz называется виртуальным 1) l l l 
если оно удовлетворяет условиям движения системы. т. е .  
существуют такие значения dqx и dt. которые, будучи под· 
ставлены в ( 1 . 1 )  ИJIИ ( 1 . 2) ,  дают в точности dx, dy. dz. 

Тогда 
t l 1 

X1. dq'A. = 'i'. (X dx + У dy + Z  dz) ( 1 . 7) t i i i t  i i  
представляет работу, производимую силами Х. У. Z, если t l i 
все частицы подвергаются виртуальному перемещению за ну
левое время. Таким образом, Х1• зависит только от тех сил, 
которые действительно производят работу на перемещении 
этого типа. Все остальные силы, как. например, молекуляр 
ные си.1ы между частицами твердого тела или реакции 
фиксированной или движущейся гладко/:! поверхности. в эту 
зависимость не входят. 

Для сtСлерономной системы мы имеем (ер. V, § 4) 

_t!:_ дТ _ _Е_ _ u q"x + q�u (д g ) q'x  _ _!_ (д g ) q'xq\t -dt дq ').. дq" - ь x'J.. µ xf. 2 J. хµ -
dqx + r�µqP dqµ ьq.х х { х  } 

= g
xi.. dt = gxi.. ([Г ;  Гµ1. = µ').. • (1 . 8) 

откуда 
бqх = хи dt • ( 1 .9) 

Это уравнение означает, что для х'/.. = о  траекториями С В О •  

бодного движения являются геодезические в Х п (qx) с фун· 

1) По поводу этого термина см. также Л у р ь е 1961. 3, 
стр. 27. - Прим. перев. 
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даментальным тензором g лх и что t является каноническим 
параметром на этих геодезических. 

·мы знаем, что 

( 1 . 1  О) 

имеет экстремальное значение на геодезической (ер. V, § 4). 
Но мы знаем также, что и f 1 J ds Tdt = 2 ds dl (1 . 1 1) 

принимает ЭI\стремальное значение. Как разрешить это про
тиворечие? Ответ заключается в том, что при вариации 

J Т dt варьируется только gl.x' но t остается постоянным 
(ер. IV, § 6). Это значит, что вариация производится таким 
образом, что соответствующие точки на соседних траекто
риях достигаются за одинаковое время. Тогда и s и t 
являются каноническими параметрами на геодезической, от
куда согласно (V. 2.9) ds/dt является константой для каж
дой геодезической. Следовате.'!ьно, 

( 1 . 1 2) 

а это до1<азывает, что J Т dt имеет экстремальное значение, 

если его имеет J ds, и наоборот. 

Если траектория обладает тем свойством, что любая 
другая траектория, достаточно близкая к первой в R ( q�). 
всегда остается к ней близкой, то она называется устой
•tивой. Чтобы найти необходимые и достатоЧ!-iые условия 
устойчивости в склерономном случае, мы запишем уравне
ние траектории в· виде 

dqx х • µ • л х 
dГ + Гµ1Л q = Х ( 1 . 1 3) 
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и · рассмотрим перемещение vx de. преобразующее траекто-. 
рию в соседнюю. Для этого мы используем ту же технику, 
что и в V, § 4. Пусть преобразованная кривая умекается 
по - vx de вместе с полями Г�л и хх. Тог да Г�л и Х"" 
преобразуются в Г�;. - DLГ�1. de и хх - DLXx de. Из 
(IV. 5. 1 6) и (V. 1 . 27) имеем 

D Lxx = vµV µХх - xµv µVx. 
и нетрудно показать, что 1) 

D гх V V х + аК . . .  х L µ;. = µ /.'V V iJfti. • 
Это приводит к дифференциальному уравнению 

dqX [ Х ( Х (J · · .У.) ] • µ • i. 
dr +  Гµ;. - VµV;.v + v  Kaµr. de q q = 

( 1 . 1 4) 

( 1 . 1 5) 

= хх - (vµVµXx - XµVµvx) de. ( 1 . 1 6) 

Из ( 1 . 1 3) и ( 1 . 1 6) с:�едует, что 

(ViS 1.vx + v11 Kaiil:) q µ(/  = v11V µХх - XµV µVx ( l  . 1 7) 
или 

qµVµq AV},Vx + vfJKaiiJ:q ftq Л = 
µ х · µ ( · л) х µ х = v �\tX + q V�1q V;.v - Х Vµv • ( 1  . 1 8) 

Отсюда согласно ( 1 . 1 3) 

о о х (J . µ .  1. . . .  х µ х dtdt v + v  q q Кар). = V  VµX . ( l  . 1 9) 

Это дифферен1�иаль11ое уравнение, которому должен 
удовлетворять vx вдоль траектории. Если это уравнение 
имеет решения, остающиеся малыми для всех t, то траек
тория стабильна. 

Совершенно независимо от какой-либо механической 
проблемы возню<ает вопрос, можно ли найти конечное пере
мещение vx de, которое преобразует заданную геодезиче
скую в V,1 в другую геодезическую. Если s исполь 
зуется в качестве параметра первой геодезической, то  ds 

1 ) Ср. Н. М. 1935. 1. 

18 Я. А. Схоутен 
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преобразуется на второй геодезической в (ер .  V. 4. 1 6) ( dq;t б ) 
ds' = 1 + ds ds vµ dP- ds (1 .20) 

с увлечением по - vx de,. Так же как и выше, но прини
мая во внимани� это новое значение ds', можно показать. 
что 

В этом уравнении последний член в левой части обращается 
в нуль, если vx всегда перпендю<улярен геодезической, так 
как в этом случае 

dqµ {) б ( dqµ ) б dqµ J. = -- -- Vµ = - -- V;t - Vµ - -- = 0 - 0  = 0 
ds ds ds ds ds ds 

( 1 . 22) 

( 1 . 2 1) есть известное уравнение Леви-Чивита для «геоде
зического расстояния» (l'ecart geodesique), обобщающее урав
нение Гаусса, которое справедливо только для п = 2. Для 
п = 2 единичный вектор пх, перпендикулярный геодезиче
ской, переносится вдоль нее параллельно. Отсюда бпх = О. 

dqX Таким образо�1. если положить vx = vnx и tx = dS ,  то 
мы по.11учим 
d2v , . .  u :л хк К "t'' .i. х к 
ds2 = - vn i· t п vµi.x = v п t п gl\' ff,g;tJ xJ = - 2 V 

( 1 . 23) 

для поверхностей в обычном просrранстве (сигнатура + ++). 
Это уравнение Гаусса, из которого немедленно следует, что 
на поверхностях с постоянной положительной кривизной за
данная геодезическая иыеет соседнюю геодезическую, но что 
для постоянной отрицательной кривизны это не так. 

Уравнение реоrtо.дной системы ( 1 . 4) может быть запи
сано в виде 

1 . . 
T = 2 g'f'�q"fq'� (rp, ')1 = 0, 1 ,  . . .  , п),  ( 1 . 24) 
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rде 

В этих обозначениях имеем 

def 2 
goo = с. 

275 

(1 .25) 

Если теперь обозначить через gхл обращение gлх и положить 

ГО def О хФ - • 
Г�Ф = � gхЛ (дх.gЛФ + дq,gлх - длgфх.) - Ь�Ь�Х"', 

то последние п уравнений системы 

(1 .27) 

( 1 .28) 

эквивалентны ( l .26), а первое уравнение есть тождество. 
Следовательно, мы построили симметричную связность в 
Х n+I (q"', t) (пространство событий) 2), зависящую от 
а1.х• Ьх, с и Х л. которая преобразует Х n+I в An+l· Гео
дезические этого A n + l• на которых q0 является каноническим 
параметром, называются .мировыми линиями системы в 
пространстве событий 3) .  Если Ап+1 редуuировано относи
телыю кривых с уравнениями qx = const, т. е. если ыы рас
сматриваем каждую из этих кривых как точку в некото
ром х/1 (ер. I ,  § 3), то мы получим Хп (qX), а мировые 

1) В у д  г е й  л е р  1932. 2. Ср. дJlЯ других связностей С и н  г 
1936. 2. 

2) В оригинале - film-space. - Прим. перев. 
3) Отсюда видно, что приведенный метод описания механиче

ской системы в действительности не является ковариантным, так 
как координата q0 имеет выделенный характер. Ковариантная фор· 
мулировка законов механики возможна лишь в теории относитель
ности (см. по этому поводу также упр. VШ. 3 настоящей главы). -
При.м. перев. 

18* 
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линии превращаются в траектории. Если Х1, фиксированы, 
имеются оо2п мировых линий, но если 

q" = f'" (t), о q = t  

является мировой линией, тог да сог дас1ю ( 1 .  28) 

q'Н -- J" (t), о t +  t q = с1 с2, с1 , с2 = cons 

( 1 . 29) 

( 1 . 30) 

- также мировая шшия, принадлежащая той же траектории. 
Это согласуется с числом траекторий (oo2<1i-n). 

2. Неголономн ые координат ы  и нег олономные 
механические систем ы 1) 

Пусть задана zолон,01.tная механическая система. Него
лономные координаты в Х n+l (qк, qO = t) могут быть вве
дены с поыощью формул 

(dq)P = А� dq'P = А� dqк + Ag dq0, 
dq'P = А� (dq)P = АЖ (dq)h + А� (dq)0; 

Det (A�) =!= О  

(Р = О, 1 ,  • . . . n; h =  l ,  . . . , n ;  ср = О, / ,  . . .  , п). (2 . 1) 

Удобно сделать это так, чтобы (dq)O = dq0, т. е. 

А� = О, Ag = l. 
(2.2) 

A?z = O, о А0 = 1. 

Тогда q0 остается голономной, так что мы можем писать 
(dq)0 = dq0 = dq0, и формулы преобразования принимают вид 

(dq)h = А� dqк + Ag dt. 
dqк = А� (dq)'1 + А� dt; Det (А�) =/= 0 

(h = l ,  • .  " n). (2. 3) 

1 )  У и т т е к е р  1917. 1; В р а н с е а н у 1926. 3; Г о р а к  
1928. 1; П р  а н  г е 1934. 1; Н. М. 1935. 1 ;  С и и г 1936. 2. В по
следней: имеется перечень других работ Горака и Врансеану. 
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Объект неrолономности (ер • .  IV, § 7) 

Г\Р - лхФ д Ар �'rq - rq IX ФI 
(р, q, r = O, 1 ,  • • " n ; ')?, "1. = 0, 1 ,  . " , n) (2. 4) 

удовлетворяет условиям 

Q�q = O  (q, r = O, 1 ,  • • .  , п). (2.5) 
Если мы запишем 

VP 
def (dq)P _ Apq' qi _ Apq• х + АР• - ---уг - !f - х О • 

vo = / (р = О. 1 . . . . , n ;  qJ = O, J ,  . .  " п) , (2.6) 
то vP являются неrолономными компонентами вектора обоб
щенной скорости, зависящими от q"' и 1 таким же образом, 
как (dq)P зависят от dq"' и dt. Т является функцией q"', t, • 'К q , и ,  следовательно, может рассматриваться как фушшия 
q"', t, vh: 

Т* (qY., t, v'i) = Т (qx, t, qx). 
Тогда левая часть ( 1 .5) принимает форму 

d дТ дТ d ( дТ" i ) дТ* дТ* дv1 
dt дq " - дq" = dt дvi А" - дq" - дvi дq" = 

t d дТ* 1 дТ* = Ал di дvl - Ai. (дq)i + 
дТ* ( l • µ l\ • µ i i\ + дvt д,А" + q дµАл - q д1,Аµ - д1, Ао1· 

дТ* def A"i 
дТ* . д 

(дq)t дq" , дt = дi (i = l ,  . .  " n) . 

(2 .7) 

(2.8) 

"' . 
Если это выражение свернуть с Aj. обратным Ai. то мы 
получим уравнение 1) 

.!!_ дТ* _ дТ* + 2vh дТ* Q1 · + 2 
дТ* !i = Х · 

dt дvj (дq)j дvi h; дvi OJ J 
(h , i, 1 =  1 ,  . " ,  n), (2.9) 

и все неисчезающие компоненты orq входят в это уравнение. 

1) r а м е JI ь 1904.1. 
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В частном случае, когда А� и Aj не зависят от t и 
когда А3 = О, А� = О: 

(dq)h = А� dqx, 

dqx = А� (dq)'1 (lt = 1 ,  • • .  , n) (2. 1 0) 

все QbJ исчезают, и (2 . 9) приниыает простой вид 

d дТ* дТ* дТ" 1 - -- - -- + 2v11 - Q11J = Х1 
dt дvi (дq)l дv1 

(h, l, j = 1 ,  • •  " n). (2 . 1 1) 

С помощью неголономных координат весьма удобно опи
сывать неголоноhтые механические системы. Если коорди
наты qx должны удовле1ворять некоторым кинематическим 
условияы (связям), которые выражаются п - т обыюювен
ными независимыми уравнениями, связывающими qx и t, то 
п - т qx могут быть исключены, и останется система с т 
степенями свободы. Если система была склерономной, то 
новая система может оказаться реономной, но без каких
Jшбо дополнительных трудностей. Однако возникает совер
шенно другая ситуация, если кинематические связи могут 
быть заданы только с помощью п - т линейно независимых 
JIИнейных соотношении между дифференциалами dqx и dt 

(x = m + l ,  . . " n) (2. 1 2) 

с коэффициентами С� и CJ, зависящими от qx и t. В этом 
случае мы говорим о реоно.мной неголоно.мной системе. 
Ей можно дать следующую геометрическую интерпре1ацию: 
в каждой точке Х n+l (qx, t) фиксировано Em+l• и направле
ние любоИ мировой линии в каждой ее точке принадлежит 
локальному Em+l· В \{ачестве примера упомянем случай 
сферы, катящеИся без скольжения по поверхности, движение 
которой задано (п = 5, т = 3). 

Если исходная система склерономная и если связи таковы, 
что С� не зависят от t и С� = О, то мы имеем сuлероно.м
ную неголономную систему. В этом случае в каждой 
точке Х п (qx) фиксировано Ет• и направление любой траек
тории должно в каждой ее точке принад"1ежать локаль· 
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ному Е111• В качестве примера упомянем случай сферы, ка
тящейся без скольжения по фиксированноИ поверхности 
(n = 5, m = З). 

С по�ющью неrолономных координат можно весьма изящ
ным способом освободиться от излишних уравнении. Чтобы 
сделать это, перенумеруем координаты qx таким образом, 
чтобы dqt, • . .  , dq111 были линейно независимыми относи
тельно п - т соотношений (2. 1 2) 1). Тогда неrолономная си
стема координат определяется следующим образом: 

qO def t (dq)o = dqo = dt, 
qa def b�qa, (dq)a = dqa = б� dqa, 

def 
(dq)x = С� dqx + CJ dt 

(а = 1 ,  " • • т; a = l , . " ,  т; x = m +  1 ,  • • •  , n), (2. 1 3) 

откуда мы видим, что (dq)(P (qJ = О, 1 ,  • .  " n) линеИно не
зависимы. Координа1 ы qo, qa; а =  1 ,  . . .  , т остаются rоло-
1юмными, так как они численно равны qa = t, qa (а = J , 
• • •  , т). Компоненты vЧJ обобщенноИ скорости 

О J а �а • а х Сх • х Сх 'U = , 'U = uaq , 'U = xQ + Q 
(а = 1 , . " ,  т; x = m +  1 , . " ,  n) (2. 1 4) 

принадлежат неrолоноыной системе координат, а для QiФ 
мы имеем 

Q�i = O, 
Qjl = 0, 

(а = 1 ,  • •  " m; 

Q�o = O, 
Qjo = O 

l, j = 1 ,  • • •  , n). 

Условия (2. 1 2) принимают форму 

(dq)x = О  (х = m + 1 ,  • .  " n). 

(2. 1 5) 

(2. 1 6) 

Так как систеыа должна удовлетворять этим условиям, не
обходимо кроме Х1 ввести дополнительную обобщен
ную силу х; (часто называемую подвижной связью). 
которая не должна производить работу на перемещениях, 

1) Ясно, что dt всегда линейно независим относительно них. 
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удовдетворяющих (2. 1 6).  Отсюда 

Х� = О  (а = 1 ,  • . .  , m). (2 . 1 7) 

Уравнения (2.9) теперь записываются в виде 

d дТ" дТ" дТ* t дТ* ; ' 
- -- - --. + 2vh -. Qtij + 2 -. Q0j = Xj + Xj 
dt дvl (дq)l дv' дvt 

(h, i, j =  1 ,  . .  " n). (2. 1 8) 

Согласно (2. 1 5) ,  (2. 1 6) и условию vx = О  первые т уравне· 
ний в (2. 1 8) принимают вид 1) 

.!!:_ д1*  _ дТ* + 2'Vc дТ* gx + 2 дТ* Dx _ Х 
dt дvЬ (дq)Ь дvх c/J дvх •O/J - [J 

(b, c = l ,  . . " m; x = m + t . " " n). (2 . 1 9) 

В этих уравнениях после перrюго дифференцирования мы 
должны положить va = б�q а и v

x = О. Тогда получатся 
точно т дифференциальных уравнений второго порядка от
носительно q"-. Из этих т уравнений и п - т дифференци
ады1ых уравнений первого порядка (2. 1 2) ыы доджны опре
делить q"- в функции от t. 

Остальные п - т уравнений (2 . 18) не явJiяются необхо
димыми дJIЯ процесса интегрирования. То, что они автома
тически отпадают, явJiяется главным достоинством описанного 
выше ыетода. При желании, однако, их можно испо:�ьзовать 
пocJie интегрирования, если нас интересуют компоненты х_; 
подвижной связп. 

8. Приведение уравнени й  Лагранжа и Гамильтона 
и однородному в иду 2) 

В случае потенциальных сил Х, У, Z существует такая i i i 
функция v от q"- и t. что 

Х1, = - д1У· 

1) r а м.е л ь  1904.1 .  
2) Ср. Д и р а к  1933.4; в а н  Д а н  ц и r 1934.5. 

(3. 1 )  
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Более сложным ямяется случаи, когда V зависит от q""-, 1 

• х  и q , а Х 'J.. представим в виде 

d дV дV х> - - -- -- --, - di дq 'J.. дq/.. . 
(3.2) 

В обоих случаях мы можем ввести функцию Лагранжа L. 
опреде.1яемую выражением 

L def Т - V. (3. 3) 

Тогда уравнения движения принш1ают форму 

(3.4) 

известную как уравнение Лагранжа системы. 
Величина 

dcf дL p'J.. = дq '· 
(3.5) 

называется (обобщеннылt) и.1t1�ульсо.,1t, соответствующим ко

ординате qд.. Мы всегда предполагаем, что с/" могут быть 
определены из (3.5) как функции р1_. q""- и t. Фующия Га· 
.миль тона 

может рассматриваться как функция р1_. qr. и t. 
Итак, согласно (3.4 , 5) д! Ы имеем 

дL дL • дL dL = -�- dq1• + --:-х- dq)· + - dt = � ·  � � 

и. следовательно, 

• 'J.. ''J.. дL 
= р, dq + р , dq + - dt, r. "' дt 

(3.6) 

(3.7) 

• • • • дL dH = q1• d p'J.. + p'J.. dq�- - Рл, dqд. - р1• dq?. - 7  dt. (3. 8) 

Но, с другоfl стороны,  мы также имеем 

dH = дН dp'J.. + д';_ dq'J.. + дН dt, (3.9) др,, дq ' дt . . 
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дН • 

(а) дрл = q''. 

(Ь) дН dH 
дt = dГ ·  

дН 
дq'J. = - р". 

дН дL (с) 7 = - 7 · 

(3. 1 0) 

Рп дифференциальных уравнений первого порядка (3. !Оа) 
относительно Pi.• qx эквивалентны п уравнениям Лагранжа 
второго порядка и называются у равнениями Гамильтона 
данноtl системы. (3. I ОЬ) является следствием (3. lOa). Отме
тим. что функция Н никогда не может быть однородной 
nepвofi степени относительно pi.' так как в этом случае • дН L = P,,q" - Рл др}. = О . 

Уравнения Лагранжа (3 .4) являются частным случаем бо· 
лее общих уравнении Лагранжа гп. IV. § 6. Здесь одна пе-
ременная t играет роль С в IV, § 6, и qx должны рассма
триваться как Сt(,аляры в /-пространстве, так как они не 
преобразуются при преобразовании t. До сих пор t вообще 
не подвергадось преобразованию. Но есди преобразовать t 
аналогично sx в IV, § 6, т. е. ввести новую переменную t, 
зависящую 1олько от t, 

t = i (t), t = t (т) , (3 . 1 1 ) 
то, как мы знаем, L приобретает множитель л- 1• где Л = = di/dt. Обозначая преобразованное L через ..?. имеем о 

д'= Lt, 0 def dt t = Тt · (3. 1 2) 
..? является функцией qx, t, qx и /, где о обозначает диф
ференцирование по -r. Так как о о (3 . 1 3) 

эта функция однородна первой степени по qx, t. I<aic 
мы видели в IV, § 6 , уравнение Лагранжа и нвариантно 
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относительно преобразования i ->  ,;, L ->  .!Z'. откуда 

L д.!? - д.!? = 0  (3. 1 4) dт. дq/.. дq'А. • 
Это можно доказать и непосредственно 1). Если уравнение 
Лагранжа относительно L, t записать в виде 

d дL dt _ дL dt _ О  
д dq/.. дq/.. - • (3 . 1 5) 

то из условия L dt = .27 dr: следует, что 

d д.,Я' dт. - д.!?dт. - о  
дdq'· дq'А. - • (3. 1 6) 

а это эквивалентно (3. 1 4). Отметим, что инвариантность ура
внений (3 .4) и (3. 1 4) относительно преобразований qx при 
фиксированном t не имеет ничего общего с инвариантностью 
в смысле IV, § 6 .  

Мы докажем теперь, что кроме (3. 1 4) справедливо таюке 
другое уравнение 

L а2 - д.!Z' = 0. 
dт дt дt 

Если обозначить 

то 

р о def - Н = L - р л/l'А. • qO def t • 

.:? d-i: = L dt = Pi.. dqi.. + p0dq0 = pqi dqt 

(ЧJ = о. J, • •  " п), 
и, следовательно, 

(ЧJ = О, 1, " . , n). 

(3. 1 7) 

(3. 1 8) 

(3. 1 9) 

(3.20) 

Мы уже видели, что .:? однородна первой степени по qQ1. 
Но это не следует из (3.20), так как в этом уравнении 2 
не выражена через qfP и qfP. Из {3.20) можно только заклю
чить, что р Ф' будучи выражены через q'I' и qФ, должны быть 

1) Ср. в а н  Д а н ц и r  1934.5. 
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однородны первой степени по qlP. Но из (3. 1 3), дифферен-
цируя, тотчас получаем 

д.!f = р  
дqfP <р (qJ = O, /, " . , п), (3.2 1) 

оп,уда согласно (3. 1 0  Ь, с) и (3. 1 3) находим д,1я q> = О  

.!!:_ д.!? _ dp0 _ _ dH = _ t dli = t � _ д,!? (3.22) dt дq(} - dt - dt dt дt - дt • 
Объединяя (3. 1 4) и (3. 1 7), мы получаем одн,о родн,ые 

у равн,ения Лаг ран,жа 

(3.23) 

(ер = О, / ,  • • •  , п). 

Эти уравнения инвариантны относительно преобразований 
n +  1 координат q0, q1 , • • •  , q" и параметра t. При преоб
разованиях t .!? преобразуется как скалярная плотность 
веса + 1 в одномерном 1:-пространстве. 

· 
Чтобы привести к однородному виду уравнения Гамиль

тона , мы введем функцию 

q 
= t [Ро+ Н (Рл• q''-. t)] (3.24) 

(ср = О, !, . . .  , п). 

Тогда вместо функции Га�шльтона Н (которая теперь обо
значена - р0) мы получаем соотношение Га.мильтона 

(<р, 'Ф.= 0, /, . .  " п). 

Де�tствителыю, J!fJ можно рассматривать как функцию рФ о и q(J), так как согласно (3.2 1) qfP выражается через Р.р н qlP. 
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Дифференцируя (3.24) и принимая во внимание (3.25), 

мы приходим 1' однородныле уравнения.и Гамильтона: 

д� о 
(а) -- = q(P, 

др(f! 
дr!!(J о 

(Ь) -Ф = - рФ . 
дq 

((р, 'ljJ = O, J ,  • •  " п). 

(3 .26) 

Отметим, что d!-8 никогда не может быть однородной по р f.f!' 
так как тогда согласно (3. 25) д' должна обратиться в нуль : 

д' = - §8 + р qrг = - GJ8 + р ддсJJВ = 0 + 0 = 0. (3. 27) (fl (fl p(fl 

&'8 не является единственной функцией, удовлетворяющей 
(3 . 25) и (3.26). Выесто dJ-{l может быть взята любая F (§67) , 
ест1 только из условия dJ-{! = О следует F (§61) = О  и 
дF - = /. дtJIO 

qrг - произвольные координаты в пространстве событий. 
Если задана мировая линия, проходящая через точку qf.f!, то 

о 
мы знаем в этой точке qf.f! и ,  следовательно, также д' dт: = 
= p'P dq'P и I<овариантный вектор Р.р· Это значит. что каждой 
точке мировой линии принадлежит не только направление, 
но также ковариантный вектор и его п-направление. Обратно, 
если в 1<аждой точке пространства событий задано п-на· 
прав.IJение, т. е .  определен ковариантный вектор ррФ с точ
ностью до произвольного скадярного множителя р, то этот 
множитель может быть найден с помощью (3.25), и t<аждому 
значению р принаддежит проходящая через точку мировая 
линия. Точка с заданным в ней п-направдением называется 
элелtенmоJt. Следовательно, мировая ,тпшия есть посдедова· 
тельность элементов и она опреде.'lяется точкой и напра
влением в ней, но не одним из своих элементов, так как 
каждому из них может принадлежать конечное число миро
вых линий. Если задан элемент и выбрано одно из возмож
ных значений р, то из первого уравнения Гамильтона (3. lOa) 
находится (?·. т. е. направление мировой линии. Тогда второе 
уравнение Гамильтона (3. l ОЬ) дает значение Рл в «следую
щей» точке мировой линии. Таким образом, уравнения 
Гами.Тiьтона описывают процесс, с помощью которого может 
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быть аппроксимирована шаг за шагом мировая линия, если 
выбран достаточно малый шаг. 

Через каждую точку пространства событий проходит ооп 

мировых линий. Следовательно, всего их оо2п, и решение 
задачи должно зависеть от 2п параметров, например значе
ний qx и qx при t = О. В неоднородной постановке решение 
дает qx как функцию t и 2п параметров. Но, используя 
однородный метод, мы получаем п уравнений относительно q'P и 2п параметров, и из них могут быть найдены п q'P как 
функции одного оставшегося q'fi и параметров. 

4. Теория интегрирования 1) 
Если qrr и q'fi - две точки пространства событий, то 

о 
имеется всегда конечное чис.'!о проходящих через них миро
вых линий. На каждой из них ИН1еграл 

о 't: 
R (q'P, Z'fi) = f .:? dт, (ер = О, 1 ,  " • •  п) (4. 1) 

то 
принимает экстремальное значение в соответствии с резуль

о 
татами IV, § 6. R является функцией двух точек и может 
быть названа частным ай!(оналод (special eiconal function). 

v 
Рассмотрим вариацию dq'fl мировой линии между q'fi и q<P. о 

Тогда из (3 . 2 1 ,23) имеем 

(fP = О, J , " . , п) . (4. 2) 

1) Ср. У и т т е к е р 1917. 1. 
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о 

откуда мы еще раз видим, что R принимает экстремальное 
значение. С другой стороны, мы имеем 

о о v о дR v дR v 
dR = - dqrr + - dqrr (<р = О, 1 , • • .  , п). (4.3) дq!JJ дq!JJ о 

Отсюда 
о 

о дR (а) - = Prp• дqff> 
о дR (Ь) дqff> = - grp 

о 
(<р = О, 1, • . .  , п). 

о 

(4 .4) 

Если теперь qfP фиксировано, то R есть функция только q'P, 
о и, следовательно, :мы получаем из соотношения Гамиль

тона (3.25) 
о 

( дR 

eJ8 
дqФ ' q<f!) = 0 (<р, 'Ф = О, 1, • • • • п). (4 .5) 

Уравнение 

( дR 

eJ8 

дqФ , q'P) = о (<р, 'Ф = О , 1 ,  . . . , п), (4 . 6) 

где R обозначает неизвестную функцию q<fi, называется у рав
нением Гамильтона - Яtсоби в пространстве событий. 
Общее ре1иение такого уравнения зависит от произво.'IЬНЫ� 
функций. Частное pelllntae является одним из решении,  

о 
содержащихся в общем решении. R не является ни общим,  
ни частным решением; это решение, зависящее от п + l 
параметров qff> (полное решение). Но мы докажем, что 

о о 
можно по.'lучить любое решение (4. 6) ,  если известно R. 

Пусть R (q'P) - частное решение (4. 6) и q'P - точка, выо 
бранная на Х п • определяемом в пространстве событий урав-
нением 

R (qff>) = c  (rp = O, / ,  . . . , п). (4. 7) 

Тогда д�jД имеет п-направление , касательное к этому Х п •  
Вследствие соотношения (4.6) дФR в qff> является возмож

о 
ным значением РФ· Мировая линия, принадлежащая этому 
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значению и проходящая через q'II, имеет уравнение о 
(ер, -ф, Х = О , 1 ,  . " .  п). (4.8) 

Перемещая q!f! по Х п • мы получаем этим способом конrруэн· о 
uию оо

п 
мировых линий, проходящих через каждую, доста-

точно близкую к Х п точку пространства событий. Из (4 . 8) 
и (4.6) следует, что 

d о дQ!С ( дФR. q'P) Т. дх.R = qФ д(i) дхR = i! (д(i)R) д(i) д,_R = 
д&Ю( дФR. q'P) 

= - -----'-'---'-дq'У. (ер, -ф. х. Ф = О, 1, . . " п). (4 . 9) 

Таким образом, дхR удовлетворяет вдо.1ь мировой линии 
второму уравнению Гамильтона, а это значит, что· соотно
шение РФ = дФR справедливо не только в q'II, но также и о 
в любой точке мировой линии. Следовательно, мы имеем 

дR dR = - dq<r = р'Р dq<r = .27 d-r. дq'Р . 
вдо,1ь этой линии, откуда 

о 't 
R (q<r, qlf!) = f..? dt = R (qlf!) - R (qlfi). о о 'tQ 

( 4. 1 О) 

(4 . 1 1) 

Это доказывает, что R (q'P) известна с точностью до кон
станты, если задано Х п ( 4. 7) и ес.�и известен частный эйко
нал. Тогда можно построить каждое решение (4. 6) ,  выбирая Х п• 
строя мировые линии, принаддежащие всем элементам Х п• 
и, наконец, присоединяя к каждой точке qY., лежащей на 
мировой линии, которая проходит через qY., значение 
о 
R (q'II, q"P) плюс произвольная константа. 

о 

о 

Общее решение (4. 6) является функцией точки и Х11, 
т. е .  оно принимает определенное значение для каждой ком
бинации Х п и точки пространства событий. Это решение 
может быть названо общи.м зй1tонало.ч. Если Х11 выро
ждается в точку, то оно вырождается в частный эйконал. 
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-Таким образом, общий эйконал содержит частный, но необ
· ходи1'ю интегрирование, ес,111 мы хотим получить общий из 
ч астного. 

Если, отправляясь от Хп (4. 7) ,  построить мировые линии, 
то элементы этих мировых линий в каждой из их точек 
касателыш к одному из Х п с уравнениеы ( 4. 7), но при про
извольном с .  Это доказывает предложение: 

Если Jrtьt выберем произвольную 1соигруэн цию 00 11  
последовательностей из CXJ2n последовательностей эле
.ментов в пространстве событий а если существует 
одно Xn, касательное Е11 1соторого в каждой точ1Се 
совпадает с алелtентолt одной аз этих последователь
ностей, то все con+I эле..ttентов этих CXJ11 последова 
тельностей об разуют лtножество со1 Х11• 

Если мы знаем частный эйконал, задача может быть 
решена без интегрирования. Два из 2п + 2 параметров р.� о 
и qfP ыогут быть исключены из уравнений (4 .4Ь) и (3.25) о 
для РФ = РФ• q.P = qФ. Тог да мы получим п уравнений отноо о 
сительно q<P и 2п параметров, из которых могут быть опре
делены . п q<.p как функции оставшейся q<P и параыетров. о 
-однако найти R достаточно трудно,  так как .27 dt не является 
полныы дифференциалом и интегрирование в (4. 1 )  не может 
'быть выполнено. о 

Для нашей цели знание R не является необходимым. 
Нам нужно только решение R уравнения (4. 6) при ус.1Jовии, 
что это решение содержит п параметров CJ...· Если ел. при
нимают все возможные значения, то уравi1ение R = const 
.представ.'!яет в пространстве событий для каждого множества 
этих значений 001 Х п• которым принаддежит одна конгруэн
. ция ооп мировых линий. В конце концов мы получаем таким 
· образом все CXJ2n мировых линий. Чтобы получить рzшение  
_задачи, мы докажем, что дR/дсл. постоянны. Прежде всего 
ыы имеем из (3.26а) 

d дR д2R 0 д2R - дr$0 - - = qfP = = dт дел. дqfP дел. дq<.р дел. др, 
д<Н др(\! 

= дрfР дел 

19 Я. А. Схоутен 

(1р = О, 1 • . . .  , п). (4. 1 2) 
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где Pip дошю1ы рассматриваться как функции q'P и с1, . Далее, Cc:'lfJ = О для каждой точки qf:P и каждого возможного значе-
1шя РФ в этой точке. Отсюда 

"'Ш ' def ил f/v (qfP, С7.) = зru [РФ (q'P, с1.), qfP} = 0 
для любого выбора с1_, и 

.!.!:_ дR - дщ' 
- 0 . di: дел - дел -

(4. 1 3) 

( 4 . 1 4) 
СледоватеJ1ьно, если мы положим 

дR (qfP, с ) де- µ = b1· (= const) (ср = О, J ,  . " , п), (4. 1 5) 
л 

то подучим п уравнениlt относительно q'P и 2п параметров 
t/·, с7 • •  из которых могут быть определены п qff> как функции 
оставшейся qrp и параметров. Это решает задачу. 

Если .!? d't = pr:p dqf{l - полный дифференциал, то для 
нахождения R можно использовать только уравнение (4. 1 0). 
Первый интеграл уравнений (3 . 23) или (3. 26) есть соот· 
ношение между РФ и q(P 

Р(РФ· qfP) = c (coнst) (ер, ф = О, J ,  " . , п), (4 . 1 6) 
�;оторое удовлетворяется всеми решениями (3. 23) или (3 .26). 
Если известны п независ11�1ых первых июеграло-в, из кото· 
рых могут быть определены РФ (принимая во внимание (3.25) ) 
как функции qf{l и п 1<онста1п интегрирования ел . мы полу· 
чаем уравнения вида 

рФ = !Ф (q!V, с1) (fP, ф = О, 1 , . . .  , п), (4 . 1 7) 
11 эти уравнения представляют п + 1 первых интегралов 
частного nида. Из (3 .25) следует , что один из этих интег
ралов зависит от остальных. Если РФ из (4 . 1 7) подставить 
в (4 . 1 0) ,  то мы получим 

dR = !Ф (qip, сл) dqФ ((f!, '\J = O, 1 ,  . • .  , п) . (4. 1 8) 
Это выражение яв;шется полным дифференциалом тог да и 
только тогда, когда 

сх. Ф = о. z . . . .  , п). 

При этом можно показать, что 
д1оfм = 0 

( 4 . 19) 

(4 .20) 
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является следствием 
дr�J�.1 = 0· 

Действительно, из (3.26) и (4. 1 7) мы имеем 
дf 'Х о о дq;f) (! ф• q'P) дQЮ (! ф• q<I') дf ф 
дqro rt»= fx = - дq'Х = дfФ дqх. = 

- оф дfф - q  . % dq (qJ, -ф, х. ro = O, 1, • • • •  п), 

или 
<х = О. 1 . . . .  , п). 

что и доказывает предложение. 
Если мы запишем 

291 

(4. 2 1) 

(4.22) 

(4.23) 

def 
'РФ = РФ - f Ф (q<I', ci...) = О (qJ, 'Ф = О, J ,. " . , п). (4.24) 
то уравнения ( 4 . 1 9) могут быть представлены в виде 

def дq>Х д<рФ д<рх дqJФ ((р ' (j)ф} = - - - -. - = 0  Х др{/) дqФ дq<I' дрrр 
(4.25) 

(ер, 'Ф· х = О. 1 , . . " п), 

и так же, как и выше, можно показать, например, что [q>г qJ<I'] = О  является следствием остальных уравне-ний, ко
торые не содержат qJ1• 

[(/Jx.• с:рФJ называется с1tоб1сой Пуассона двух функций 
<rx и срФ. Говорят, что две функции находятся в инволюции, 
если их скобка Пуассона исчезает. Если система уравнений 
fРФ = О  эквивалентна другой системе 'ФФ = О  и если {{Jф на
ходятся в инволюции, то можно легко показать, что и 'ФФ 
также находятся в инволюции. Относительно уравнений 
<JJФ = О  также говорят, что они находятся в инволюции. 

Условие интегрируемости выражений (4. 1 8) может быть 
теперь сформулировано в более удобной форме. 

Чтобы dR было полным дифференциалом, необхо
димо и достаточно,  чтобы п первых интеzралов с п 
1сонстантама антеzрарованая 

(ер, '/J = O, 1, • . .  , п) (4.26) 
19* 
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были в инволюции, а это будет тогда и только тогда 
когда фунf{ции Рл Nаходятся в инволюции. 

Если это условие выполнено, то функция R (qfP, с1) может 
быть определена с помощью одной квадратуры. 

Приведенный здесь метод интегрирования яв.т�яется при
ложением следующих теорем из теории уравнений в частных 
производных. 

Если система уравнений первого порядка с п + 1 неза
висимыми переменными и одной неизвестной функцией 

. дR ) Рх ( дqФ . qfl! = Сх = const (ер. 'Ф· х = О, 1, . .  " п) ( 4. 27) 

удовлетворяет условию, что функции Рх находятся в инво
люции, и если РФ найдены из вспомогательных уравнений 

Рх (РФ• qfJ>) = cx (ер. 'Ф· Х = О, 1 • • • . , п) (4. 28) 
как функции qfl! и Сх и подставлены в дифференциальную 
форму РФ dqФ, то она является полным дифференциалом и 

R = f РФ dqФ ('Ф = 0, 1 ,  " . , n) (4 .29) 

есть решение (4 .27). зависящее от п + 1 констант сх· 
Действительно, в случае классической механики мы имеем 

уравнение (4.6) ( дR \ 
$8 дqФ • qfl!) = О  (ер, 'Ф = О. 1 ,  . • . • п). (4 .30) 

а также в наиболее благоприятном случае п первых инте
гралов 

(ер. 'Ф = О. 1, • . " п). (4 . 3 1) 
из которых мы видим. что Р1, находятся и инволюции. 
Следовательно, необходимо только доказать. что Fл нахо-
дятся в инволюции с '518 (РФ' qfli). Действительно, мы имеем 
дQ!f дFл д&Ю дFл о дРл о дFл - - - - - = qfli - + p'I' - = 
др'I дq'I' дq(Р дрq> дq'I др'Р 

dF1• dсл 
= ([1 = dт: = 0  (ер = О, 1 ,  . " . п). (4.32) 

Но теперь виден также путь получения решения (4.30), 
которое зависит от п констан1 интегрирования, если первые 
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интегралы неизвестны. Прежде всего мы должны найти 
решение вспомогательного уравнения 

(ер. '� = 0, 1 . .  " .  n). (4.33) 

Тог да . если выбрано некоторое решение Ft> то может быть 
получено решение системы 

(4.34) 

и т. д. Пос.'!е п шагов мы придем к системе в инволюции 
&'{) = 0, Fл = ел, (4.35) 

и из этой системы решение (4.30), зависящее от cJ.., может 
быть найдено с помощью квадратур. Если заранее известны т 
первых интегралов в инволюции, то первые т щагов могут 
быть опущены. Возможен 1 акже случай, когда ддя одной 
из систем известно бо.1ее чем одно решение. Это может 
привести к существенным упрощениям. Полная теория раз
работана С. Ли 1). 

5. Частн ые  случаи перв ых  интегралов 2) 
Может случиться, что функция .!l' не зависит от одно11 о 

из координат, например qn (но может, однако, содержать qn l). 
Тогда согласно (3 .24) &'{) также не зависит от qn. В этом 
случае из однородных уравнений Лагранжа мы находим 

d д.5? о 
- -о = Рп = О, (5. 1) 
dt 01n 

что следует также из второй группы однородных уравнениll 
Гамильтона о д&е 

Pri = - дqп = 0. 

Отсюда мы имеем nервь1й интеград 

(5.2) 

(5.3) 

') Подробное изложение и днтературпые ссы.�кн см. в книго 
С х о у т е н  и К у л к  1949. 1. 

2) Ср. У и т т е к е р  ·1917.1. 
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и если его подставить в остальные уравнения Гам1мьтона, 
то мы получим 

и 

даtе' (р1, qh) ok дatt' (р1, q11) о 
дрk 

= q • 
дqk = - Pk• 

, ,  ,Jz �  k d'!8 (Pi• Ч ) - d'!tJ (Pi •  Сп, q ) 
(h , l, k = О, 1, • " ,  п - J) 

(5.4) 

(l, k = о. 1' " " п - /). (5 .5) 
(5.4) являются уравнениями Гамильтона в Х п• которое воз
никает в резу.r�ьтате редуцирования пространства событии 
относителыю конгруэнции коорюшатных кривых q11, т. е .  
если мы рассматриваем эти кривые как точки Х п •  игнорируя 
координату q11 (ер. 1 , § 3) . Это объясняет, почему в дина
мике координата, не входящая в 2 (хотя ее производная 
может входить в ..?). часто называется «игнорируемой>> . 

Уравнения (5.4) являются однородными уравнениями 
Гам�тьтона некоторой динамическоИ задачи в этом Х п •  а соотw 
uетствующие уравнения Лагранжа имеют вид 

d д.2" д.2" 
--0- - -- = 0. dт дqk дqk 

def о .  о о о (5.6) 
..?' = Ptqi - �' = 2 (qh, qh, qп) - с,1qп 

(h , l, k = о. J, • ' • • п - 1), 

где qn выражены 1<ак функции qh, q11 и с11 с помощью (5.5) 
и (3.2 1). 

Для каждого значения с11 мы имеем теперь в точности оо2(п - 1J мировых ,1иниfi в Х11, откуда всего их оо211-1• Если 

q"' = !"' ('t) (q> = O, ! ,  . .  " п) (5. 7) 
- одна из этих мировых линиft в Х n + l• то уравнения 

(h = O, 1 ,  . " , п - 1) (5.8) 
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0писывают мировую линию в Х п• и из (5.5) следует, что 
уравнения 

(а) q'i = fh (t) (lz = О, 1 ,  • .  " п - 1), 
(5 .9) 

где с - произвольная константа, представляют другую миро
вую линию в Х n+ I• Следовательно, каждой мировой линии 
в Х п принадлежат ool ми-
ровых тший в Х n+l• что Nuj10tf01e /Ш1tии t! %0," 
согласуется с общим коли
чеством oo2n мировых ли
ний в Х n+l• Сверх того, 
мы видим, что две миро
вые линии в Х n+l•  принад
лежащие одной мировой ли
нии в Х п •  при пересечении 
с параметрическими кривы
ми qn отсекают сегменты 
равной «длины» в едини· 
цах qn (рис. 29). 

Процесс интегрирования 
упрощается теперь редук
цией от п + 1 к п. Если ми
ровые линии в Х п известны, 
то мировые линии в Х n+I 
:могут быть найдены посред-

Koo,oluнommll 
к,ou§Nll t/n: 

qA= const, !:=D,J"" ,n-1 

Рис. 29. 

t>твом квадратуры. Для этого Pi должны быть выражены 
через qk и 0t/ с помощью уравнения 

д.,?' Pi = -о-. 
дqt 

(i = о, J ,  " . ' п - /). (5. 1 0) 

После подстановки этих значений и значений qh из (5.9а) 
в (5.5) мы получаем уравнение вида 

(5. 1 1) 

из которого qn может быть найдено квадратурой. 
Если имеется большее число игнорируемых координат, 

например q1, • • •  , qm, то задача сводится к задаче в Xn-m+I• 
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Преобразование .2' в .2'' называется преобразованием 
Рауса - Гельмгольца . 

Может случиться, что q0 = t является игнорируемой коор
динатой. Тогда мы можем также вернуться к неоднородной 

t 

Nи,00Jь1е 17Шtt/U 

трактовке, причем -r = t 
и .2' = L будут зависеть 
только от qк и (zк. Из 
(3. l ОЬ, с) следует, что 
dH/dt = О, т. е. Н = const. 
Так как 

L dt = - Н dt + р 1_ dqi.., 
(5. 1 2) 

вариационное уравнение 11' траекторий принимает те
перь вид 

б J L dt = б  f Рл dq'!. = O. 

(5. 1 3) 

Рис. 30. Это уравнение известно как 
вариационное уравнение 

Мопершои (установлено Эйлером и Лагранжем), или принцип 
наименьшего действия. Действительно, Pi.. dq'!. имеет раз
мерность [тl2Г1] . совпадающую с размерностью действия 
(кванта). Каждой траектории теперь принадлежат 001 :миро
вых линий, которые преобразуются друг в друга транс.11я
цией в !-направлении. 

УПРАЖНЕНИЯ 
VIII.1.  Положение однородной сферы задано координатами х, 

у, z центра и эйлеровыми углами q>, 0, 1jJ, как показано на рис. 31.  
Пусть w1 , w2 и w3 - компоненты угловой скорости относительно 
осей, проходящих через центр параллельно осям х, у, z. Доказать, что 

- е COS (jJ - � Sill 0 s!n q>, . 
W2 = - q> - �  cos О, 
w3 = - 0  sln q> + ф sin 0 cos-(jJ. (la) 
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Положим теперь q1 = х, q2 = у, q3 = z, q4 = ер, q·S = 0, qб = ф 
и введем неголопо�шую систему (h) (h = 1, • • .  , 6): 

ql = Х, q2 = у, q3 = Z, q4 = W 1 ,  q5 = W2, q
•
б = W3. (1�) 

Доказать. что единственными неисчезающими компонентами R.Jt 
являются 4 5 6 / Q.56 = Q64 = Q45 = - 2 · 
и выписать уравнения Лагранжа для неголономной системы 1). 

(ly) 
VШ.2. Если мы наложим на сферу из упр. 1 условие, что 

она движется по плоскости у = - R без скольжения. то име
ются три ·уравнения: 

у = О, x + w3R = 0. (2а) 
z - w1R = 0. 

Голопо�шыми координатами яв· 
JIЯЮТСЯ 

ql = X, q2 = z, q3 = ep, 
q4 = е, qs = Ф· 

(2Ю 
Введем неголономную си

стему qh (h = 1, • . . • 5) 
q ' = x, q2 = z, qз = ер, 

q4 = x+ w3R. q5 = z - rv1R 
(2у) 

и докажем, что ОТЛИЧНЫ от нуля 

Q4 = - cos е cos ер 12 R sin е 
g,4 = cos е cos ер 1s R sin е 

4 / 
035 = - 2  

Q.�2 = 
5 / &!13 = 2 

cos е sin (j) 
R sin 0 

g5 - cos е sin <р 15 -
R sln е 

z 
Рис. 3 1 .  

лишь следующие компоненты �lJ t= 
4 / R.23 = - 2 

Q4 = _ cos е cos ср 
24 R sin е 

Q4 = _ cos е cos ср 45 R sin е (2б) g,5 = - cos е sin <р 
24 R sin е 5 / &!34 = .2 5 cos е sin <р Q.45 = - R sln 0 • 

Выписать уравнения Лагранжа для неголономной системы 2). 
1) Ср. У и т т е к е р  1917. 1, р.44. 
2) Ср. более трудные упражнения У и т т е  к е р  1917.1 ,  р. 214. 
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VIII.3. Уравнения классической электродинамики (ер. VI, § 2) 

или 

� + + -> 
m v = eE + ev X B  (За) 

т.:; = - еЕ1 - еуВ 21 - ezBзt•  цпклир, 1. 2; 3, (3�) 

могут быть выведены из функции Лагранжа 

l · · · е • • • I. = 2 т (х2 + У2 + z2) + с (qi1x + (/12У + fl'зZ) + erp4, (Зу) 

если положить 

Е1 = д4q>1 - д1q>4. 
l В2з = - (д2(/Jз - дз(/J2); с циклир. 1, 2, 3 

(ер. обозначения с Р41 и F23 в IX, § 2). Соответствующая 
Гамильтона имеет вид 

. 1 ( е )2 Н = 2т Р1 -с (/J1 + циклир. - eq>4• 

Приводя к однородной форме сог,qасно VШ, § 3 и полагая 

dt = � Vc2 dt2 - dx2 - dy2 - dz2 ,  

(36) 

функция 

(3t) 

(3�) 

находим выражение для однородной функции Лагранжа ( о обозна
чает дифференцирование по t) О 1 т 02 02 О? е О О О О :? = Lt = -2 о (х + у + z•) + - (q>1X + (/J2Y + <p3Z + (/)4Ci). (ЗЧ) 

t с 

С релятивистской точки зрения (ер. IX, § 4) форма (Зч) неудо
влетворител.ьна, так как первый член в правой части равенства не 
обладает четырехмерной инвариантностью. Но это совершенно 
естественно. так как мы отправлялись от классической механики 11 о 
рассматривали т как константу, а не как т0t, т. е. как функцию 
скорости. Отсюда ясно, что невозможно получить релятивистскую 
форму :? только с помощью формального процесса приведения 
к однородной форые, описанного в VIII, § 3. 

Доказать, что четырехыерная форма .27 
�9 е о о о о ,.!? = - Qmc- + - (f1'1X + СГ2У + <p3Z + q\C/), с 

def 1 v 2 02 02 02 02 
Q = с с t - х - у -z ( = /) 

(30) 

(3�) 
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дает правильное уравнение 11 что четвертое из этих уравнений 
выражает закон сохранения энергии (ер. IX, 4.19Ь). Из этого :? 
мы получаем 

дд' о е р1 = -0- = тх + - <р1; циклир. l ,  2, 3 ,  
дх с 

1 дд' е Р• = - -о- = те + - <f>•· с дt с 

Вывести соотношение Гамильтона 

(Зх) 

(3Л) 

и дополнительно доказать. что 

] 2 1 9 �Co = - 2 Qmoc + 7  тое- = 
=- � тос2 - -2-�-0 [- (Р1 -f  <r1)2 - цикл. + (Р4 - � q>,)2] = О 

7акже является возможной формой соотношения Гамильтона. 
VПI. 4. Если qll' рассматривать как функцип qФ , то р" также 

ямяю:rся функциями qФ. Положив теперь 

- del д дq'Х д дФ = -� + --$ -"'- (ЧJ, ф. х = О. 1, . . .  , п), (4а) дq' дq дq'Х 

доказать, что уравнения Лагранжа (3.23) эквивалентны уравнениям 

Оф -2q дfфPq>J = О  (rp, Ф = О, !, " . , п) 
или 

DLPq> = O  (qJ = О, /, " . , п), (4у) 

где D L - символ производной Ли относительно поля 'qФ/ .fZl). Если 

q<I' - неизвестные функции qФ , то (4у) представляет систему п не• 
зависимых дифференциальных уравнении для п отношенпИ q<I'. 

L) Ср, ван Д а н  ц и г 1934.5, р. 645. 



IX. ТЕОРИЯ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ 1) 
1 .  Введение 

Тензорное исчисление не могло бы существовать в совре · 
менной форме, если бы не бьшо теории относитедьности. 
Связь между этими двумя ветвями математики и физики на
столько обширна, что ее описание могло бы заполнить 
толстый учебник. Поэтому мы должны сделать выбор. После 
необходимых предварительных сведений мы даем в последнем 
параграфе краткое введение в релятивистскую термогидро
дина�;ику, так как этот предмет требует определенных на
выков в тензорном формализме. Изложение целиком основано 
на работе ван Данцига. Хотя аффинно-инвариантная форма 
уравнений электродинамики не была неизвестной предше
ствующим авторам 2),  ван Данциг впервые опубликовал в се
рии работ непротиворечивую теорию относительности. ко
торая не зависит от метрической геометрии .  Посдедние 
публикации этой серии были посвящены термогидродинамике. 
Здесь не представляется возможным дать обзор всей теории в цедО\f. Поэтому мы ограничили себя феноменодогическоИ 
точкой зрения и упростиди исходные предпосылки теории 
таким образом, чтобы оказадось возможным эдементарное 
введение. Недостатком этого метода является то, что от 
первоначальной идеи ван Данцига о независимости метриче
ской геометрии ничего не осталось и большая часть его 
резу:1ьтатов вообще не упоминается. Однако мы надеемся, 

1) Общие ссылки: Э й н ш т е й н  1916. 1 ;  Л а у э  1920.1 ;  П а у л и  
1 921 . l ;  Э д д и н г т о н  1923. 1 ;  Ф о к к е р  1929. 1 ;  ван Д а н ц и г  
1934.3, 4, 5, 6; М а к-В и т т  и 1956. 1 ;  С и н г 1956.2; 1960. 1 ,  3; 
У и л е  р 1960.2; Сб. «Новейшие проблемы гравитации 1961.5; 
П е т р о в 1961.1; Ф о к  1961.2; Л а н д а  у и Л и ф ш и ц  1962.1. 

2) Ср., например, В е й л ь  1921 .2, р. 1 18. 
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что наш последний параграф, воз�южно, написанный слишком в краткой форме, побудит многих читателей ознакомиться 
с очень интересными, хотя и достаточно трудными, ориги· 
нальными работами ван Данцига, Синга и других авторов 1). 

2. Уравнения электродинамики 
в инвариантной четы рехмерной  форме 2) 

Чтобы получить четырехмерную форму уравнений элек· 
тродинамики (VI .2 .5a - f) в вакууме в декартовых коор· 
динатах, мы прежде всего введем следующее изменение 
в обозначениях: 

(а) 

(Ь) 

(с) 

(d) 

def 
x4 = ct, 

def / 
Рм = - Р4ь= - 7 Еь, 

ff4a = - ff a4 def g)a
' 

"а def n а "' def S " U 54 = n  - 7  , t' (а, Ь, с =  1 ,  2 ,  3). 

Тогда мы получим: 

(а) 
(Ь) 
(с) 
(d) 

(е) 

(f) 

д2Р34 + дзР42 + д4Р2з = О, 
д�Р2з +  д2Рз1 + дзР12 = О, 

д4ff41 + д2ff21 + дзff31 = - sl, 
д1ff14 + д2ff24 + дзff34 = - s4, 

ff4l = - f-0CF41 • 

ff23 _ _  l_ p . - µос 23• 
1 eo�to = 2 ;  циклир. 1 ,  2 ,  3. с 

(2 . 1) 

(2 .2) 

1) Ср. для библиографии ван Д а н  ц и r 1940.2; С и н  г 1960. 1 ,  3. 
2) В зтой главе мы используем h, l, j, k, l = 1 ,  . . . 4 для де· 

картовых координат и х, Л, µ, v, р, а, т = /, 2, 3, 4 для общих пря· 
ыолинейных или криволинейных координат в пространстве-времени. 
В пространстве мы используем а, Ь, с, d = 1, . . " 3 для декарто· 
вых координат и а, �. у = !, 2, !! для общих прямолинейных или 
криволинейных координат. 
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Рассмотрим пространство Е4 с координатами х1 = х. х2 = у, х3 = z, х4 = ct и введе�1 в нем фундаментальный тензор g ih (i, h = 1 ,  . . .  , 4) с пространственными компонентами gаь 
(а, Ь =  1 ,  2 ,  3): 

gll = - 1 ,  g22 = - l, gзз= - 1. g44= + 1. (2 . 3) 

Тогда (2.2) принимает вид: 

(а) 
(Ь) 

(с) 

диFи11 =о, 
д q-jh ,,..fz jGТ = -S  • 

сrЫ -. r- hj tk р g def 1 Det (g, �) !· µоСGТ = у g g g jk o г.� 
(2.4) 

Эти уравнения имеют четырехмерную инвариантную форму, 
если Fili рассматривать как ковариантный бивектор в R4, ъ ,,... cfl"'1 -как контравариантную бивектор-плотность и s4 -как 
контравариантную векторную плотность. обе веса + J .  Сле
довательно, они могут быть записаны в общих прямолиней
ных или криволинейных координатах: 

(а) д1µF1.х1 = О, 
(Ь) (2 .5) 
(с) 

+ + А. -> + ,,... + Fµл образован из Е и В, ;у-х - из D и Н и  s"' - из р и и. 

8. Релятивистская иинематииа 

Уравнения (2 .4) инвариантны относительно всех ортого
нальных преобразований х, у, z и ct в R4• Такое преобра
:ювание оставляет инвариантным нулевой конус 

- х2 - у2 - z2 + c2t2 = О. (3. 1) 
Если две полости этого конуса не меняются местами. то оно 
называется преобразование.и Л о ре.чца. Преобразование 
Jiоренца оставляет инвариантной связь между прошедшим и 
будущим. Можно показать, что каждое преобразование Ло
ренца может быть получено обычным вращением или враще
нием с отражением в пространстве с последующим так назы
ваемым специальны.Аt преоб разо!lаF-tием Лоренца, т. е. 
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преобразованием впда: 
х ' = х ch <р - ct sh у, 

у' = у 

z' = z, 

х = х' ch <р + ct' sh qJ, 
у = у', 

z = z'. 

ct' = - х s 11 ер +  ct ch q:>, ct = х' sh <р + ct' ch q>, 
ch2 <р - s!12 <р = 1. 
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(3 . 2) 

Первое преобразование не п редставляет интереса, так как мы 
хорошо знаем, что имеем право переходить от одной покоя
щейся в пространстве ортогональной системы кооординат 

Рис. 32. 
к другой, таt{Же покоящейся. Таким образом. мы должны рас
смотреть толыю специа.rrьное преобразование Лоренца (3. 2) .  

Из рис. 32 ыы видим, что точка, находящаяся в покое 
относите.'!ЫЮ новой систеыы координат, х' = О, имеет ско

slн р рость v = с  -ь- относительно исходной системы коор:�.инат. 
с q> 

Отсюда 
slн p =  V � , 1 - �2 

1 cl1 <р = r , 
" l - �2 (3. 3) 

Из взаимности формул (3 . 2) следует, что точка, находящаяся 
в покое относите.r�ыю первонача,1ьной системы координат. 
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sh ер х = О, имеет скорость - с -h- относительно новой системы с ер 
координат. Но в этой новой системе единицами длины и сХвре
мени являются отрезки ОА и ОВ, отсекаемые двумя еди
ничными гиперболами. Геометрия на (х. сt)-плоскости 
является не обычной, а гео.1tетрией МиниовсJСоzо с фунда
ментальным тензором g11 = - J, g·44 = + J . Линейный э.1с
мент в этой геометрии равен 

с ds = V с2 dt2 - dx2 = с  dt V 1 - 132• (3.4) 
Преобразования (3.2) могут быть теперь записаны в форме: 

, х f3ct х = . • 111 - 132 v 1 - 132 
t' = _ xf3 + t , 

с v 1 - 132 -v 1 132 

х' �ct' Х =  + ---Vl - f32 -V1 - 132 . 
x'f3 t' t =  + ---

с v l - 132 -v 1 132 • 
(3.5) 

Длина и время изыеряются масштабной линейкой и часами .  
Так как уравнения эдектродинамики инвариантны относи
тельно преобразований Лоренца, то эталон длины и часы, 
основанные только на принципах электродинамики, будут 
показывать х и t, если они покоятся в исходной системе, 
и х' и t' , если они покоятся в новой системе. Отсюда , если 
мы производим измерения эле1промаг11итным методом, х' 
и t' являются не то.'П>ко вспомогательными переменными, но 
и действитеJiьной длиной и действительным временем. Рас
смотрим теперь под этим углом зрения точку, движущуюся 
со скоростью и относитедьно исходной системы. Эта точка 
описывает прямую мировую линию ОР (рис. 32) и в момент 
времени 1 ·для (х, t)-наблюдатедя находится в Р с коорди
натами относитеJiьно (х, t) pl = и/с. р-1 = 1 . Координаты Р 
относительно . (х', t') равны . l '  / -} А А j U А р = р - 1' р, = - - 1' • v 1 f\2 )/1 - f\2 у 1 - 132 с -v 1 132 
р4' = - f3 pl + 1 р4 =  v 1 - f\2 . -v 1 - р2 . 

+ 1 
-Vz - �2 

(3.6) 
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Отсюда для (х', t') -наблюдателя (использующего электро
магнитные измерительные инструменты) движущаяся точка 
имеет скорость 

, и/с - �  u - v  и = с --'--�- -
- � (ufc) + l  1 - uvjc2 (3.7) 

Это и есть релятивистский закон с.10жения скоростей .  Ес.�И 
uv � с2, то относительная скорость в координатах (х', t') 
стремится к классическому значению и - v. Но если и =  с, 
то мы  находим и' = с, а это значит, что свет имеет одина
ковую скорость относительно обоих наблюдателей (опыт 
Майкельсона - Морлея). 

Скорость va является трехмерным вектором, но если v < с, последний однозначно опредедяется четырехмерным 
dxh 

единичным вектором его мировой линии v = -d- с компо-
1 с s 

нентами 
vi v1 = ---- , . .  , , 

1 с V1 - �2 
(3.8) 

Этот вектор называется векторо.1t четырех.мерной ско
рости. 

Если стержень длины 1 находится в покое относительно 
(х. t), мировые линии его концов отсекают отрезок ОВ 
на оси х' (рис. 33). Но так как единица д:шны на оси х' 
равна ОА', то с точки зрения (х'. t') -наблюдате.r�я длина 
стержня равна -11-= V 1 - �2• Аналогичным образом, ес,щ с н р  
стержень длины 1 покоится относительно (х', t') ,  то отсе
каемый на оси х отрезок равен ОВ', и, следовате.ТIЬно, д.1ииа 
с точки зрения (х, !)-наблюдателя равна 

ОВ' _ ch rp - sh rp (sl1 rp/cl1 rp) _ _  1 _ _ 1r1 _ д.2 (3 .9) ОА - 1 - ch (р - V t' • 

Отсюда следует, что параш1елспипед, образованный пло
скостями х = О, х = а, у = О, у = Ь, z = O, z = c  и нахо
дящийся в покое относите;�ыю (х, t), виден (х', t') -наблю-
дателем. как параллелепипед с размерами а V 1 - 1)2, Ь, с и 
объемо�1 аЬс V 1 - 1)2• Если этот параллелепипед заполнен 

20 Я. А. Схоуте11 
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э,1ектриqеским зарядом с плотностью р ддя (х , t) -набтода

теJiя, ТО ШIОТНОСТЬ ДJIЯ (х' ,  t')-наб,1юдателя равна p/V 1 - �2• 
Следовательно, заряд, имеющий в некоторой точке п:ют-

ct 

1 

1 10сть р0 (собственную 
плотность) относите.%
но наблюдателя, движуще
гося с той же скоростью, 
будет иметь в этой точке 
плотность 

р = _ Ро (3 . 1 О) v 1 - �2 
относительно на6:1юдате 
ля, имеющего скорость v 
по отношению к заряду. 

о �-- 1 ---
Рнс. 33. 

Пусть (х, t)- наб,1юда 
тель раСПОЛОЖ!l.1 вдоль 
оси х цепочку (э.�ектро
��аrнитных) часов ,  нахо-
дящихся в покое с его 

точки зрения 11 показывающих нулевое время. Пусть (х', !')
наблюдатель сделал то же вдоль оси х1• Тогда (х, t)- часьi 
будут показывать на линии CD время 1 /с, а (х', t')-часы 
будут показывать то же nремя на тшин С1 D' (рис.  33). 
EcJiи тепе рь (х .  !) - наблюдатель видит как (х'" /1)-часы, миро
вая линия 1оторых проходит через О, так и с вои собствен
ные (х , t)-час ы , то он 1 1е обнаружит никакоИ разницы в О, 
так ({а!< н те и другие часы будут 1 10казывать в этой точке 
нулевое время. Но в точке D одни из (х, t) -часов показы
uают время 1 /с, а (х' ,  t') -часы показывают uремя 

.!_ OD _ j_ _I _ _ }_ v--2 с ОС' - с сlн р - с 1 - � · 

Ана.r�огично (х' ,  t1) -наб.1юдате;1ь, r.1ядя на (х, t) -часы,  миро
вая шшия которых проходнт через О, и на свои собственные 
(х' , /1)-часы, не обнаружит разницы в О, но в D' (х, t)- часы 
покажут 

1 OD' 1 r--- - - - t. J А2 
с ос - с t - ... ' 

а (х' ,  t')-часы покажут 1/с. Таким образом, оба набllюдателя 
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обнаружат, что часы другого наблюдателя идут слишком 
медленно в отношении У 1 - �2• 

Однако в описанных опытах с электроыагнитными этало· 
ном и часами пока еще нет никакой теории относительности. 
Утверждение. что уравнения электродинамики в вакуу.�tе инва· 
риантны относительно преобразований Лоренца, не является 
теорией. Оно выражает только хорошо проверенный физи
ческий факт, который был открыт Лоренuом задолго до 
опубликования Эйнштейном его постулатов специальной тео
рии относительности. Но с точки зрения Лоренца х' и t' 
были искусственными вспомогательными переменными ,  а не 
действительным расстоянием или действительным временем. 
Предполагалось, что механические эталоны длины и часы 
удовлетворяют законам классической механики, а классическая 
механика инвариантна не относительно преобразований Ло
ренца, а относительно галилеевой группы, состоящей из вра
щений по1юящейся системы координат и трансляций без уско
рения. Согласно классической механике эта.тюны длины и 
часы будут отличать одну действительную длину и одно 
действительное время от всех искусственных расстояний и 
времен ,  эквивалентных для электромагнитных явлений. Таким 
образом, имеются две возможности. Или существуют два раз• 
личных типа физических явлений: одни, инвариантные отно
сительно группы Лоренца, а другие - относительно гали
леевой группы, и не существует общей инвариантности, или же 
все явления инвариантны относительно группы Лоренца, и 
классическая механика лишь приближенно справедлива для 
скоростей, малых по сравнению со скоростью света с. Именно 
это последнее предположение является постулатом Эйнштейна 
в специальной теории относительности. С тех пор экспери
менты во всех областях физики сделали этот посту лат одним 
из наиболее обоснованных законов физики. 

4. Релятиви стская динамика 
Если мы принимаем этот постулат, то нам необходима 

другая динамика, отличная от классической динамики и содер
жащая ее как предельный случай при v/c � О. Исходным 
пунктом должны, конечно, быть уравнения электродинамики 

20* 

� � � � 
K = eE+ ev X  В, (4. 1) 
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� � 
где е - заряд, v - скорость заряда и К - сила, с которой 
поле действует на заряд. Если мы введем обозначения (2. l в) в уравнения в компонентах 

К1 = еЕI + е (v2ВЗ - vЗВ2); циклир. 1 ,  2, 3,  (4 .2) 

то мы получим соотношения 
К1 = - есР14 - е (v2P12 - v3P31); циклир. 1 ,  2, 3, (4.3) 

которые должны быть составными частями четырехмерного 
инвариантного соотношения. Ясно. что в этом инвариантном 
соотношении вместо va должен появиться vh. Исключая va / 
с помощью (3 .8), находим 

К1 
V

_I __ = ecv2P21 + ecv3P31 + ecv4P41 ;  циклир. 1 ,  2 ,  3. i - в2 / i i 
(4.4) 

Если мы теперь введем К4• положив 

К4 V 1 = ecv1P14 + ecv2P24 + ecv3P34• (4 .5) 
l - B2 ' i i 

то мы получим инвариантное уравнение 

4 

4 h К1 = ecv Ры / (h, i =  1 ,  . . . . 4), 

где К1 - четырехмерный вектор с компонентами 
4 / Кь = Кь 1 / 2 ' r 1 -В 4 / 
К4 = ес�ара4 = - c YJ - �2 Kava = 

(а , Ь = 1 ,  2, 3). 

(4 .6) 

(4.7) 

_,.. -::-
� Kava представляет энергию, отданную полями Е и В и 

а 
приобретенную зарядом е в единицу времени . Следовательно, 
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сами по себе эта энергия, умноженная на 1 /с, и сила Кь не 
являются компонентами четырехмерного вектора, но они 
становятся такоn ыми т1шь после умножения их на 1 / V 1 1)2• 

TaI< l{al{ (4.6) имеет инвариантную форму, оно может быть 
записано в общих прямолинейных или криволинейных ко
ординатах 4 К 'Л. = ecv'{ F 'Х1.· l (4 .8) 

Предположим теперь. что мы  имеем не один заряд. 
а распределение зарядов с плотностью р для наблюдателя, 
относительно которого заряд имеет скорость v. Сида fia. 
действующая на базисный параллелепипед, явдяется вектор
ной плотностью веса + 1 и удовлетворяет уравнениям 

k1 = - pcF14 - p (v2P12 - v3P31); ЦИI<Лир. 1 . 2,  3 , (4.9) 

или согласно (3. 8) и (3 . 10) 

k1 = p0cv11Phl; ЦИКШ!р.  l, 2 ,  3. / 
Теперь мы доджны ввести четвертую компоненту 

k def р "Va р = _ _!_ k va = _!_ � k,ava 4 = ov 1 а1 с а с ,"1; ' 
чтобы получить инвариантные уравнения � h ki = PoCV Ры '  ! 

(4. 10) 

( 4. 1 1) 

(4. 12) 

или в общих прямолинейных или криволинейных координатах 
(4. 1 2а) 

k'Л. - четырехмерная векторная плотность веса + 1, а сk4-
энергия, отданная подем· зарядам в единице объема и за 
единицу времени. Отсюда, в отличие от трехмерной силы Кь• 
трехмерная пдотность силы kь является компонентой четы
рехмерной величины. р0 является четырехмерной с1<алярноit 
плотностью веса + /. Это также следует из (2 . 1 d), если 
мы запишем это уравнение в инвариантной форме 

( 4. 13) 
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или D общих прямолинейных или криволинейных координатах 
"'х 'У. s = p0u , (4 . 1 4) 1 

rде tt""" - четырехмерный оектор скорости заряда . / 
Мы теперь в состоянии получить релятивистское уравне

ние, которое должно заменить уравнение 
d2xa Ka = m --2-dt (4. 15) 

t<лассической механики. Вместо Ка это уравнение должно 
4 

содержать кh. а dt должно быть заменено инвариантным 
диффереициало�t. Единственным инвариантным дифференuиа
;юм теперь является ds. Да,1ее , новое уравнение должно 
сводиться к (4 . 1 5) при (}-= О, т. е. для частицы. находя
щеflся в покое относите.1ьно х, у. z. Рассмотрим четырех
мерное инвариантное уравнение 

4 d2 h . 
Kll х = то --,- , ds· 

( 4 . 1 6) 

где то - подходящий множитель, который должен быть свя
шш определенным образом с массой. Это уравнение распа
дается на 
}�а ка 1 1 d dxa \ = = то - , 

v 1 - �2 v 1 - �2 dt dt v / - �2 
4 / dxa / d с r/(4 = - к ---= то - . 

с Jf / _ �2 а dt }r J _ �2 dt V J _ /)2 
( 4 . 1 7) 

Первое уравнение совпадает с ( 4 . 15) ,  если (} = О  и то = т ,  
а в..торое уравнение при этом обращается в тождество О =  О. 
'Е�ли мы теперь положим 

т = .1-;---;;z . r / - /) 
то (4 . 1 7) может быть записано в форме: 

( ка d d.x"-a) = dt m dt �  

(Ь) 

(4 . 1 8) 

( 4. 1 9) 
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Так как эти уравнения справедливы для систем I<оординат, 
которые покоятся относительно движущейся частицы, то 
в силу их четырехмерной инвариантности они также должны 
быть справедливы для всех систем координат с постоянными 
скоростями. Это доказывает, что (4. 19) являются искомыми 
уравнениями релятивистскоИ механики. m:; есть .масса покоя, 
или собствениая .масса, т. е. масса относительно наблю
датеш1, движущегося с той же скоростью. а т уже не 
является константой и зависит от массы покоя и скорости 
относительно наблюдателя. Как и в классической механике, 
сила есть первая производная по времени от вектора коли
чества движения mva, но мы не можем теперь выносить т 

за знак d/dt. Второе уравнение представляется несколько 
неожиданным. В левой части равенства стоит работа, п роиз
водимая п риложенной силой, но в п равой части стоит не ; mvz, как в классической механике, а тс

'1
. Если v < с, то 

т с2 1 
тс2 = Jf 0 = moc'l + - mv? + . • .  , J - v2/c� 2 

(4. 20) 

а это согласуется с классической формулой с точностью до 
сдагаемого т0с2

• Отсюда мы ·видим, что в массе то всегда 
заключена энергия т0с2• В наше время атомной бомбы это 
широко известно, но в период создания теории относитель
ности это было очень важным открытием. Из факта, что 
т � оо при v � с, немедленно следует, что никакая масса 
не может двигаться со скоростью света относительно любого 
наблюдателя. 

dx1i Четырехмерный вектор то dS называется вet(mo ро.м 
анергии-и.ипульса. Его ортогональные компоненты 

Отсюда 

mv2 = импульс, 

те = 
энергия 

с 
(4 . 2 1 )  

1 . 1 импульс = mva = 2 mc2va = 2 Х (поток энергии). 
с с 
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Если материя распределена непрерывно и ka есть сила 
.на базисный параллелепипед и если µ - плотность массы, а dт. - элемент объема, оба для наблюдатедя, относительно 
которого масса в dт. имеет скорость va, то сог.�1асно (4 . 1 9) 
мы имеем: 

(а) 

(Ь) 

k-a d d a d • = dl iiv i-, 

""' k-a а d d ? � v т. = dl µс- dт. . 
а 

(4. 22) 

Если теперь µ0 - плотность массы и т.0 - объем,  оба отно
ситедьно наблюдателя, движущегося с той же скоростью,  
то мы имеем: 

и, следовательно, 

dт. = d'to У 1 - 132, 
µo d•o = µ dт: У 1 - /)2• 

(4 .23) 

(4.24) 

Это преобразование отличается от преобразования плотности 
заряда (3. 1 0) ,  так как в случае плотности массы имеются 
две различные причины для изменения, во-первых, изменение 
массы и, во-вторых, изменение объема. Вводя µ0 и ds 
в ( 4. 22), получаем 

(4.25) 

или 
(4 . 26) 

Это уравнение может быть записано в другой форме, 
если мы введем симметричную тензорную плотность 

(4. 27) 
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Ее дивергенция равна 

hl hl dx1 dxh dxfz dxl _ 
vig = дig = �to {[S дl {[S + ({S  дiµO {[S -m т 

�h dxh dxi 
= k  + dS  д1µо ([S •  (4.28) 

Можно теперь показать, что второ!t член в правой части ( 4.28) исчезает. Число частиц в элементе объема пропорцио
нально µ0 dт:, откуда для наблюдателя, движущегося с той же 

скоростью, �t0 представляет не только плотность массы ,  но 
также и плотность .материи. Но для покоящегося наблю

дателя dт, = dТ:J -V 1 - 132, и, следовательно для него плот-
dеf ;-v-- -v--HOCTb материи µ" = �to 1 - 132 = µ 1 - 132 отлична от 

плотности массы µ. Так как материя не исчезает, уравнение 
неразрывности должно иметь место именно для этой плот· 
ности материи. Это уравнение имеет вид 

def д 
дt = дt ' 

и это доказывает, что действительно 

(4.29) 

(4. 30) 

Так как это уравнение имеет инвариантную форму. оно мо
жет быть записано в общих прямолинейных или криполиней
ных координатах 

( 4.3 1) 

gхл 
называется тензорной плотностью энергии-и.мпульт 

са .материального континуума. Ее ортогональные 
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rюмпоненты: 

( ) ааЬ d.xa d.xlJ а ·/J 
а � = µo d$ {lS = /tV v , 

d.x4 d.xa 
(Ь) f?4a = :;а4 = µо dS dS = cµva = 

(с) 

= с Х (импульс в единице объема) = 
1 2 а 1 

= - µс v = - Х (потоl\ энергии), (4 .32) с с 
d.x4 dx4 2 Q44 - µ  -- -- - µс т - о ds ds - -

= энергия в единице объема. 

Из (4.32Ь) мы  видим, что в релятивистсl\ой механике не  
только движущаяся масса, но и движущаяся энергия имеет 
импульс. 

В электромагнитном поле cor .1асно (2.4а) мы имеем 

pihдlPJh = _ рlhд1Ры _ plhдпFiJ = - 2plhд1Fы. (4 . 33) 

Отсюда, таl\ 1\ак k,h есть сила, действующая на заряд в ба
зисном параллелепипеде, мы находим согласно (2.4, 4 . 12 ,  1 3) 

- -h ·п kt = cs Fы = - с (д1r!Т1 ) Fы = 
= - с2еа yg (д 1F1h) Fм = 
= - д1с2ео ygplhphl + c2eo y1gpihдiPhi = 

= - д1 (с2ео y{Jplhphl + {- с2ео yg А{ pkhp kh) = 

( crih 1 J crkh ) = - д 1с GТ Р ы + 7 Ai GТ Р kh = 

J . 
= - д1U.i  = - V1t?�t• (4.34) 

е е 
или в общих прямолинейных или криволинейных 1\ООрдинатах 

где 

- µ kл = - VµU .л. 
е 

(4. 35) 

(4 .36) 

называется тензор.ной 
электромагнитного поля. 

плотностью энергии-импульса 
Ее ортогональные компоненты 
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(ер. (2. l Ь, с) ): 
/ ,f/'11 = - crf!/"12F21 - crf!/"13F31 - cff14F41 - 2  сr!Г12Р12 -

е 

315 

/ / 1 / - 2 crfГZЗpzз - 2 cffЗif1з1 - 2  c,JТl4f1н-2 cff24F24-
1 1 - 2 с,JГ34Рм = 2 (- Н1Вt +JРЕР + нзвз) + + ;  (- D1в1 + оzвz + озвз). 

,f/'23 = ,f/'32 = _ c,{}"'2t р13 _ cff24p43 = _ нзвz _ D2Ез = 
е е 

= - -1- взвz - еоЕ2Е3• 
110 

,f/'14 = - crf!/"12p24 _ cJrlзp34 = - !_  нзЕz + !_ нzвз = 
е с с 

= _1_ (В2Е3 - ВЗЕ2) , С/!о ,f/'41 = - crfr42F21 - cff43Fз1 = - соzвз -!- сDзвz = 
е 

= сео (В2ЕЗ - В3Е2) = fl'a. 
е 

gн = с,fГ41р14 + cff4Zp24 + (,,fГ4Зр34 + 
е 

+ { с3'12р12 + { cff2Зp23 + � сg-з1рз1 + 
1 / / 

+ 2 c3"I4F14 + 2 cff2-tpz4+ 2 c3"MPз4 = 

= � (D1в1 + 02в2 + озЕ3> + ; (В1н� + в2н2 + взнз). 
(4. 37) 

cfl'H есть вектор Умова - ПоИтинrа, а ,f/'44 - энергия поля 
е е 

n единице объема. Четвертая компонента векторной плот· 
!!ОСТИ 

(h. l = l ,  2, 3, 4). 

умноженная на - с, равна 

дьс8'ь4 + д//Ч4 = - ck4, 
е е 

(4 . 38) 

(4 .39) 
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а это уравнение имеет форму уравнения неразрывности для 
ЖИДКОСТИ (ер .  (Vl .2 .2) ) 

(4.40) 

rде VЬ-вектор ПОТОКа ПЛОТНОСТИ, µ - ПЛОТНОСТЬ И q-масса, 
поступающая извне D единицу объема за единицу времени. 
Далее, как мы видели, - с]4 есть энергия, полученная по
лем в единице объема и за единицу времени, а g« - плот-

е 
ность энергии. Отсюда сgь4 есть векторная плотность потока 

е 
энергии. Обращаясь теперь к одной из оставшихся ко�шо-
не вт 

(4.4 1) 

мы видим, что это уравнение имеет ту же форму. Сила 
всегда есть первая производная по времени от импульса. и ,  
следовательно, - k1 представляет х-компоненту импульса, 
приобретенного полем в единице объема и за единицу вре-
мени. Соответственно .!... g4i = .!... g14 есть х-компонента ю�-

с е С 

пудьса поля в единице объема, а gьi есть векторная плот
е 

1юсть потока х-компоненты импу:1ьса. Отсюда также сле
дует, что 

1 импульс = 2 Х (поток энергии). 
с 

Из (4.30) и (4. 38) следует, что дJlЯ материаJ1ыюго кон-
тивуума 

vl r ghi+ ,pJ>hi) = о. 
\ m е 

(4.42) 

т. е. дивергенция общей тензорной плотвости энергии-им
пульса материи и подя исчезает. Это уравнение выражает 
за ион сох ранения имп улье а и ане pzuu в специальном 
случае непрерывного распределения материи. Действителыю, 
согJiасно (4.30) и (4.38) импульс и энергия, отданные мате
рией,  приобретаЮтся полем, и юоборот. 
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(4 .42) может быть записано в инвариантной форме 

Vµt/'µx = О, (4 .43) 

rде gхл - полная тензорная плотность энергии-импульса ма
терии и электромагнитного поля. (4.43) справедJIИВО в общих 
прямолинейных или кр:rволинейных координатах. Это урав
нение является мостом к общей теории относительности. 

5. Гравитация  
В классической механике гравитационные силы, действую

щие на точку массы 1 ,  могут быть получены из потенциала Ф 
(ер. VIII. 3. 1 )  

d2xa -2- = gа/JдьФ, (5 . 1) dt 

и этот потенциал удовлетворяет дифференциа.'IЬному урав-
нению 

(5 . 2) 

r де �t - пдотность массы, а 

"У =  6,7 • J0-8 Z-I ot3ce1t-2 (5. 3) 

- ньютоновская гравитационная константа. Основная идея 
общей теории относительности состоит в том . что простран
ство-время есть не R4• а V4 и что масса, на  которую 
действуют только гравитационные силы, всегда движется 
таким образом, что ее мировая линия является геодезической 
в V4• Так как гравитационные СИJIЫ зависят от распределе
ния материи, это возможно лишь в том случае, если фунда• 
ментальный тензор g1_.,,, в V4 целиком зависит от этого рас
пределения. 

Чтобы проверить. сможем ли мы получить уравнение 
(5. 1) классической динамики при малых гравитационных силах 
и малых скоростях, мы предположим, что для некоторой 
системы координат (х) g лх имеют значения. мало отличаю
щиеся от 1 и О: 

о 
gt.x. " gлх + 8лх• (5. 4) 
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Мы предположим также, что скорости масс малы по срав
нению с с и что д i�'Л;.t. малы по сравнению с д /'Лх (у = J ,  
2, 3). Тогда, пренебрегая членами высшего порядка малости, 
мы име.ем 

Г�µ " � gxp ( дµер;. + длерµ - дреµл) (5.5) о 

Подставляя эти· значения в уравнения геодезических 

d26x х df,i. df,µ 
-- = - Глµ -- -- ,  ds2 ds ds 

(а. f3 = ! ,  2, 3). 

(5. 7) 

(5.8) 

/ 
Но это уравнение действительно имеет форму (5. 1) с 2 c2g44 
в качестве потенциала. 

Мы должны теперь найти связь между g лх и распреде
лением ыасс, которая заменит уравнение (5 . 2) классической 
механики. Так как масса есть форма энергии и так как энер
гия и импульс являются компонентами тензорной плотности 
энергии-импульса U'x\ то эта тензорная плотность с обра
щающейся в нуль дивергенцией должна заменить в уравне
ниях плотность массы µ. Таким образом, мы должны искать 
тензорную плотность веса + 1 с исчезающей дивергенцией, 
которая зависит от g лх и его производных до второго по
рядка включительно. Согласно (V. 5.44) простейшей тензор
ной плотностью с этими свойствами является 

(5 . 9) 

�х1: где а. - произвольная 1<0нстанта. Если О · равна с точностью 
до постоянного множителя yggxл, то Vn называется про
странство.�t Эйншmейна.  Можно показать, что в таком 
пространстве скалярная кривизна .постоянна. Констцнта а 
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в (5.9) имеет значение только в исследованиях, связанных 
со  своИствами пространства-времени V4 в це,1ом 1). Это 
показыва�т. что она очень мала и может быть положена 
равноИ нулю, ес,1и мы рассматриваем только движение тeJI 
нашеИ солнечной системы. Тогда мы по.1учим уравнение 

(5. 1  О) 

где k - новая гравитационная постоянная • 
. Чтобы опредетпь эту постоянную, мы предположим, что 

,!J>"й. заданы уравнением ( 4.27). Далее, мы вернемся к слу-
"' о 
чаю (5 .4), I<Orдa gi:к мало отличается от gJ..x и мы имеем 
дeJIO с малыми с1<оростями и малымн производными от е1.х 
n временном направлении. Тогда можно пренебречь всеми 
компонентами f/'лк по сравнению с f/'44 = �tc2• Из (5 . l О) и 
(V. 5. 36) следует, что 

(5 . 1 1 ) 

откуда 

К41 = ---;; P44 - - Pg,1 = --n Р11 = - kµ. 
k (  / ) l k  / 
с· 2 � 2 с• 2 

(5 . 1 2) 

Но, с другои стороны ,  согласно (V. 5. 28) мы имеем 

гх ()ГХ ГР гх Г" К.и = 2д[х 41 4 + ..: [х 1 р 1  41 4 = дх 44 = ду 14 = 

1 1 
= - 2 gv'i'>дvдr>gu= 2 Лg44 (�. У = / ,  2, 3). (5. 1 3) 

Отсюда 

(5 . 1 4) 

и согласно (5 . 2) 

k = 8�" = 8� 6, 7 · 10- 8= 1 .87 · 10-:tr г-1 с м .  (5 . 1 5) 
с с 

1 ) О роли этой константы в космологических проблемах см" 
например, М а к-В 11 т т и, 1956.1 ;  Новейшие проблемы rравитац1ш 
1961.5, стр. 38. - Пр1�.м. перев. 
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Интегрируя (5. 10), возможно найти линейный элемент 
пространства-времени в окрестности мировой .�инии цен
тральной массы, например, Солнца. Так как на других миро
вых линиях материн нет, 01.:н и Клх исчезают во всех точках 
этой мировой линии. Следовательно, пространство-время 
является не  общим V4, а V4 с исчезающим тензором Риччи 
(ер. V, § 5) .  , 

Так как пространство-время в окрестности мировой линии 
Солнца неевклидово, возникают малые отклонения в движе
нии п,1анет и распространении лучей света. В той мере, 
в какой эти отклонения могут бьпь · измерены, они хорошо 
согласуются с астрономическими наб.1юдениями. 

6. Релятивистская г идродинамика 1) 

Рассмотрим материю, состоящую из частиц одинаковых 
размеров и массы, и будем пренебрегать эффектами радиа
ции. Пусть d-т: есть часть пространства, а do - элемент ее 
граничной поверхности. Предполагаем, что dr: мала, но со
держит большое число частиц. Если в некоторый момент 

это число равно №т и если №т =· R d-т:, то с макроскопи

ческой точки зрения R можно рассматривать как плот
ность частиц материи. Если известна скорость va каждой ' . 
частицы, то мы можем подсчитать среднюю скорость uf!. ча-

стиц в d-т: 2). · Тогда R.йа �сть средняя плотность nomo1'a 
частиц. Мы пишем ;! d-т: для полной энергии, кинетической 
и потенциальной, всех частиц в d-т:. Предполагается, что · по
тенциальная энергия зависит · то.'lЬко от координат частиц 
в пространстве и не зависит от их ск·оростей. ;! есть сред
няя анергия в базисно.ч параллелепuпеде. Аналогично 

мы пишем G1ta d-т: для по.1ного имп
.
ульса всех частиц в dt. 

Тогда G1ta есть средний и.мпульс в базиспо.м параллеле-

1) Ср. также С и н  г '1934.7; 1937.3; 1956.2; ван-Д а н  ц и г 1934.3. 
4. 5, 6; 1939.5; 1940.2. . 

; · dиа · · · 
2) Мы пишем здесь и а = dГ, чтобы сохранить то же обозна-

чение, что и в гл. Vll. Тогда иа можно рассматривать как малое 
перемещение. 
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пипеде. Очевидно, 1t и O/'Jta являются скалярной плотностью 
и векторной плотностью, обе веса +1. 

Рассмотрим теперь инфинитезимальный т�траэдр, нахо-
дящийся в покос с гранями J" da, J1, da, !" da и ]13 da, 

1' 1 ,  l 2 " 2 з з 
ориентированными изнутри наружу. Тогда мы имеем тожде
ство (ер. (VII . 2 . 1) )  

- 11\ da = /l'> do + /l'> da + liз da ф = ! ,  2, 3) . (6. 1 )  
1 1 2 2 з 3 

1 2 з 1 
Если обозначить через Е da, Е da, Е da, Е da и ра da. ра d<J, 
2 з 

1 2 3 1 

ра da, ра da поступающие извне через граннnу энергию и . 2 3 
импульс, то изменениями энергии и импу.1ьса в d-r: можно 
п ренебречь, так как онн имеют третий порядок малости отно
сительно дифференциалов координат. Тогда нз закона сохра
нешш энергии и импульса следует, что (ер. (VII .  2 .2) ) 

1 2 з 
- Е da = E  da + E  da + E  da. 

1 2 3 
1 2 3 

- ра da = prJ.da + ра da + ра da (а = 1 ,  2, 3) 
1 2 3 

(6. 2) 

для любого выбора границы. Следовательно (ер . (VII .  2.3) ), 
существует векторная плотность (;"'з такая, что 

(6.3) 

и существует тензорная плотность J'ar;, такая, что 
pa = J'a[3fr, (а, � = !, 2, 3). (6.4) 

?t'J есть средняя плотность потока энергии. Она равна сумме 
энергия Х скорость всех частиц в малом объеме, отнесенной 
к единице объема, и,  следоватсдьно, не равна произведению 
?tua двух средних значений. - J'v.[3 есть средняя плотность 
потока импульса. Она нс равна произведению o41,aU,f1 двух 
средних значений. ра da есть сила, с которой внешняя материя 
действует через jf3 da на материю. находящуюся внутри. 
Здесь имеется сущестпевная разница со случаеы непрерыв-

21 Я. А. Схо}"теu 
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ного распределения материи. Если материя распределена не
прерывно, мы можем перейти к пределу при dt -> О. Тогда 

Й а -> va, (t' ->  µс2, (t'a -> µc2v0 = (t'·va, 
aJta -> µva . J'°''P -> µvav\3 = aJtavf', 

(ер. § 2). Однако в нашем случае dt всегда должно иметь 
ограниченный снизу размер и содержать достаточно большое 
количество частиц. 

До сих пор мы рассматривали границу, находящуюся 
в покое . Рассмотрим теперь границу, точки которой имеют 
скорость wa, зависящую, вообще говоря, от х ,  у и z .  Поток 
энергии и импульса за единицу времени через движущийся 
элемент lr, da в направлении, противоположном его ориента
ции ,  равен 

р
а da = (J'ali + �wB) jf3 da, 

E da = (- {t'':>+ (t'w'P) ff3 da (а, � = 1 , 2, 8). (6 .5) 

Как и ранее , ра da есть сила, с которой материя, находя
щаяся с внешней с1 ороны j'P da, действует на материю, нахо
дящуюся с внутренней стороны Jf3 da. Вместо симметричного 
тензора напряжений J'af3 мы получили тензор напряжений 
J'af> + aJtawf'i, который, вообще говоря, не является симмет
ричным. 

Чтобы записать (6 .5) в четырехмерной инвариантной форме, 
введем в пространстве-времени ортогональные координаты. 

/ Напомним, что pa da dt есть импульс, а 7 Е dсrdt - энергия, 
деленная на с ,  и, следовательно, эти величины могут рас
сматриваться как компоненты вектора энергии-импульса. Ко
вариантная векторная плотность fь da, являющаяся частью 
плоскости с внешней ориентацией, описывает в пространстве
времени за время dt часть Rз и индуцирует в нем внешнюю 
ориентацию. Таким образом, описываемая фигура является 
четырехмерной ковариантной векторной плотностью !il i dю 
в R4· Далее, fь do есть пересечение !il 1 d(J) с пространством, 
откуда 

!il ь dffi = f ь da dt (Ь = l ,  2, 3). (6 .6) 
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Так как направление четырехмерного вектора скорости w1t / 
лежит в .%11 d@, мы имеем 

wa wa --с- .%1 а d@ + .%14 dФ =  -c- fa dcr dt + .%14 dro = О, (6 .7) 

и, следовательно, 
wa -.%14 dU> = - -с- /а do dt (a = l ,  2 , 3). (6 .8) 

Мы использовали здесь обозначение гл. VII для элемента 
поверхности fь do, где do - площадь, измеряемая в .tt2• Но 
в теории относительности длина стержня или площадь в R2 
неодинаковы для наблюдателей с различными скоростями. 
Отсюда, д.�я того чтобы J ь и .CfJ l имели определенный смысл, 
необходимо соглашение относительно способа измерения do 
и dU>. Мы принимаем. что do есть собственная площадь, 
т. е. п.1ощадь, измеренная наблюдателем, находящимся в покое 
относительно поверхностного элемента, а dro измеряется на
блюдателем, мировая линия которого Jiежит в ,%14• Длина 
мировой линии, описываемая некоторой точкой, принадлежа
щей fь do, за время dt, равна 

ds = dt -{1 - ;: • (6. 9) 

Это есть время, измеряемое наблюдателем, находящимся 
в покое относительно элемента поверхности. Оно называется 
собственным временем, и мы имеем 

1 2 d@ = dCJ ds = dcr dt l J - !!!_ • � с2 (6 . 10) 

.Можно избежать затруднений, если всегда использовать 
только выражения fь dCJ и $1 d@ и не употреблять никогда 
отдельно fь и .%11• Тог да не требуется никакого соглашения, 
но смысл будут иметь лишь полные выражения J ь dCJ и .%11 d(i), 
а fь· .%11 do или dщ в отдельности вообще не имеют смысла. 
Ван Данциг следует этому правилу и отмечает то обстоя-
тельство, что смысл имеют только fь do и .%11 d(J), записы� 
вая их в виде /gcr и .%1f">. Это обозначение, конечно, явля
ется очень удобным, так как во многих случаях способ 

2 1 *  
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измерения d<J и d@ не имеет значения, но мы не будем его 
использовать, так как мы хотим иметь в этой главе те же 
обозначения, что и в других. 

Вводя значения (6 .6 ,8) в (6.5) ,  мы получаем в декартовых 
координатах 

ра d<J clt = J'аь ,С,3' ь dы - со41.а .%14 dы, 

1 Е d d 1 <р� 1171 d CL) l с <J f = - 7 ь .7J b  Ы - 6 ,�4 С. @ 

(а . b = l .  2, 3). 

Если м ы теперь положим: 
gаь def - J'ab • 
ga4 dcf caJl,a. 
tf7'4b dcf _!_ 6"'ь 

с • 
def ма d@ = ра d<J dt . 
def / At14 du) = - Е  dcr dt, 

с 

(а, Ь = 1 ,  2 ,  3) . 

то уравнения (6 . 1 1 ) пршш�1ают форму 

Mh d(•) = - fl"11 :7!1 d<o) (!t , i = 1 . . . . . 4). 

(6 . 1 1) 

(6. 1 2) 

(6. 1 3) 

Здесь М1' dco - вектор энергии-импульса . ор гогональные ком
поненты 1юторого предстамяют 1шпу.11ьс и энергию, проте
кающие через fь d<J извне внутрь за вре�ш dt. 

Чтобы определить тепловой поток проводимости через 
элемент поверхности, мы положим wь = flь. Тогда полное 
1<0ш1чество материи, протекающей через fь dcr, равно нулю, 
11 перенос тепла осуществляется только за счет провода
.'4остu, а не за счет t�оuвекцаи. Энергия, проходящая за 
время dt через lь da в направлении, протнвоподожном его 
ориентацни, равна 

(6 . 1 4) 

Но часть этой энергии есть работа, производимая с11,1ой ра d<J 
за время dt. Э rа часть равна · ь ·  · · ь -- paUь (i<J dt = (- J'a Ua - o1taaau ) fь d<J df. (6 . 1 5) 



6. РЕд.ЯТИБИСТСК:А.Я ГИДРОДИНАМИКА 325 

Остающаяся часть 
(- ifь + ifuь + J'аьиа + oЛtatiaii.ь) fь dG dt = 
= (- сt/'4ь + ,f/'14u ь _ gдь ua + � t/'a1 uatiь) fь dG dt (6 . 1 6) 

является потоком тепла за время dt за счет проводимости 
через fь do в направлении, противоположном его ориентации. 
Отсюда векторная плотность потока тепJiа есть 

Qa = ct/'4a _ g44ti a + gьаиь - : gb4 itf'>ua. (6. 1 7) 

Чтобы получить дальнейшие выводы из (6. 1 7) ,  мы вер
немся назад к уравнениям (6.5), которые могут быть теперь 
записаны в nиде 

Сог .1асно теореме Стокса мы имеем 

.{ ра d<J = - .{ ( дьt/'аь - : дьt/'а4 wь) di:, 
(] 't .!_ r Е do = � r (д. f/'4Ь - .!_ д f/'44wЬ) d•. 

с • ' о с ь 
(] 't 

(6. 1 8) 

(6. 1 9) 

Интегралы в левых частях представляют де.11енное на с при
ращение в 't импульса и энергии за единицу времени 

./ ра do = � / ol/ta d,; = .! ( � o4ta) dt + I olfta � d,;, 
(] 't 't 't 

причем 
tl ь dТ d't = дьw d•. (6.2 1) 
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Отсюда 

.{ ра do = j' ( д�/ + '"«iдьOt!ta + Оt!tадьwь) dr = 
(J '( 

= j (д4gа4 + ; дь.б"°а4wЬ) d-т;, 
'( � ./ (f do = � J ( �� + wьдь(f + Сfдьwь) dr = 

(J '( 

(6.22) 

= J (д40'°44 + дьf/'44w'» dr (а, Ь = 1 ,  2,  3). 
'( 

Сравнивая (6. 1 9) и (6.22), мы  видим, что 

д0gаЬ + д4gа4 = О, 
д0$'°4Ь + д4$'°44 = 0 (а, Ь = 1 ,  2, 3), 

(6. 23) 

или 
(h, l = 1 ,  . .  " 4). 

Если имеются внешние воздействия (например, 
нитного поля), то вместо (6 .20) мы получаем 

J pa da + J k0 d-c = � .{ oAia dт, 
(J '( '( 1 r 1 �  1 d 1 с ,  E dcr+ k4 d• = cdi , 

(f dr, 
(J 't '{ 

(6.24) 

электромаr-

(6.25) 

где k,a представляет приращение импульса, а ck4 - прираще
ние энергии в единице объема за единицу времени, обусло
вленные внешними причинами. Тогда вместо (6 .24) мы имеем 

(6.26) 

а это есть уравнение (4.30), которое было выведено ранее 
для специального случая непрерывного распределения ма
терии. 

В (6.22) появляется дифференцирование, которое очень 
часто встречается в исследованиях подобного типа. Удобно 
ввести для него специальный символ. Если f - функция х .  
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у, z и t, то мы пишем 

df def дf +wьд !+fд wь dt - дt ь ь -
= 1' + fдьwь = 7t + дьfwь. 

Тогда ыы всегда имеем 

d df dI (/ dт:) = dТ dт. 

321 

(6.27) 

(6. 28) 

Полагая также wa равным ua, т. е. выбирая граниuу й 
таким образом, что полное количество материи, проходящее 
через каждый ее элеыент, равно нулю, мы получаем, что 
единственной энергией, проходящей через границу, является 
тепло, и общее количество тепла, проходящее через о извне, 
равно (ер .  (6.23) ) 

-/ ii fь dcr = -/ д/jЬ dт = 
а ' 

r ( 4il 44 • /J аЬ • 1 а4 • • ь) = -- . сдьt? - дьt? и + дьt? иа - 7  дьt? иаи d• = 
' 

= I [ а,1?44 + дьt?41и ь + � (д,t?а4) иа _ gаь дьиа + 
' 
1 ( а4) · · ь 1 а4 • · ь 1 а4 · · ь] +с дьt? иаи + с  t? (дьиа) и +с 11' иадьи d1: = 

I ( d.ff'44 1 d.ff'a4 · ь · 1 а4 · Ь · ) = -- +- -- и _ga дьи +-t? и дьи dт: = dt с dt а а с а 
' 

= .! [ :t (8'44 d1:) + � :t (g;a4 dт:) U а+  
' 

+ (-g;аь + � g;а4ць) (дьаа) dт:] = 
= .f [ :t (Cf dт:) + Ua :t (�а d1:) + 

' 
(а , Ь =  1 ,  2 , 3). (6.29) 
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Отсюда, если Q есть тепло в единице объема, этот интеграл 
должен быть равен 

:t .! Q dt = .! :t (Q dt). (6.30) 
't т 

Из ·(6 . 29) и (6.30) следует, что 

d (Q dt) = d (� dt) + itad (CYf!a dt) + 
+ (J'a/J + IJ'ftatiЬ) (дь dua) dt (6. 3 1) 

ИЛИ 

d (� dt) = - uad (G1ta dt) + 

+ (J'аь + G1faaь) (- дь dua) dт + d (Q dt) (6. 32) 

для малого смещения иа. Это уравнение гласит, что прира
щение полной энергии в dт: равно сумме приращения кине
тической энергии материи в dт:, движущейся ка�< цe.rioe 
с импульсом G1ta dт:, приращения потенциальной упругой 
энергии и приращения тепла, обусловленного тепловым по
током извне. Если 1iь = О, мы получаем выражение 

(6.33) 

для приращения упругой энергии в согласии с (VI I .  1 .6) 
(верхний знак) и (VI I .  3 . 2) .  

Q
ь Jь da dt есть тепло, протекающее через fь da за 

время dt. Чтобы получить формулу преобразования для ко
личества тепла. мы будем исходить из (6. 1 i) и воспользуемся 
уравнениями (6 .6 ,  8): 

dQ = QЬ f ь da dt = с№4Ь §1 ь dffi + с№44 Я! 4 d@ + 
a/J · а4 • + №  ua.%1ь dffi + №  иа.%14 d@ =--= 

= c№41.'!i11 dffi + №aiua§li dffi = 
= с  V 1 - р2 (№41и4 + №а1аа) .%1; dffi (а , Ь = 1 ,  2 ,  3), (6 . 34) 1 1 

где ah - четырехмерная скорость, соответствующая tta• и / 2 2 _ · а · 13 С - - и  ua. 
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(h, i = 1 ,  . .  " 4). (6.35) 

Правая часть этого равенства ска:1яр. Следовательно, 

dQ = clQ0 Vl - /)2, (6 . 36) 

где dQ0 - количество тепла с точки зрения наблюдателя, 
движущегося со скоростью йа. Так как d,; = d,;1 V1 - /)2, 
то отсюда следует. что количество тепла в единице объема 
является инвариантом. 

Температура есть тепло, отнесенное к одной частице и 
умноженное на скалярный множитель, зависящий от выбора 
температурной шкааы .  Но д:ш всех наблюдателей среднее 
количество частиц в • одинаково, и это доказывает, что 
законы преобразования dQ и Т 1аюке одинаковы,  т. е .  

Т = Т0 V1 - 1)2• (6.37) 

Отсюда немедленно с.1едует, что энтропия S, определяемая 
выражением dQ dQ() y = -т- = dS, 

о 
(6. 38) 

является инвариантом и что энтропия в единице объема S 
преобразуется следующим образом : 

(6. 39) 

Так как ds = dt V 1 - 1)2, произведение Т0 ds = Т dt есть 
инвариант , и выражение 

h 1 dxh 1 dxh 
Т = kт0 ([S = kТ dГ  

(lz = 1 ,  . . " 4) (6.40) 

(k - постоянная Больцмана) является четырехмерным векто
ром, ве1етором температуры. 

Жидкость называется идеальной, ес.'Iи ра da всегда пер-
пендикулярна fь da, а это будет тогда и только тогда, когда 
(ер. (6.5 ,  1 8) ) 

(6. 4 1) 
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где р - подходящая скалярная плотность. Тогда 
ра da = р [а da. (6.42) 

Если теперь fь da перпендикулярен оси х и имеет ориента
цию такую. что f1 отрицательна, то сила направлена внутрь. 
Тогда р есть давление. 

Если определение идеальной жидкости не должно зави
сеть от выбора системы координат, то (6 . 4 1) и уравнение 
для потока тепла, которое следует из (6 . 1 7) и (6 . 4 1 )  

(6.43) 

должны быть инвариантными. 
ний ghl имеют вид 

Уравнения главных направле-

gы,l - Лghi't = О  (h, l =  1 • . . " 4), (6 . 44) 

а собственные значения являются корнями уравнения 

!... d'"u' с 
.!_ <ff'"u' с 

1 - 1 • - с QI + с  fP44UI -

!_ fl'"u' с 
;+ !_ fl'"u'+ л с 

!.. tl'"ii2 с - !.. Q2 + !_ fl'Hu' -с с 1 - · 
--; ри' 

!_ fl'"u' с 
!_ tl'"u' с 

1 - 1 • - ё Q• + с <ff'«и• - J/'" - 1• 
1 - • 

- ;: ри• 

= 0  

(6. 45) 

или после элементарных преобразований 

i+ л о 
о i+л 
о о 
1 - _ .!_ Q2 - - Ql 
с с 

или 

о 
о 

i+ л. 
1 -

-- QЗ с 

{?14 

f?24 

f?З4 

g44 + .!_ ga4 U _ 'А 
с а 

=о  (6 .46) 

<i+л)2 { (р + Л) (1?44 + � ga4ua - 'А) }+ � f?Ь4Qь = О 

(а ,  Ь = 1 ,  2, 3) . (6.47) 
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Так как это уравнение инвариантно, каждому корню соот
ветствует направление в пространстве-времени. Эти на• 
правления должны иметь физическое значение. В настояще� 
случае единственным инвариантным направлением в про• 
странстве-времени является направление вектора uh. Это 1 
означает, во-первых, что первые три корня должны быть 
равны, а соответствующее R3 должно быть перпендикулярно 
к цh, и, во-вторых, что направление, соответствующее чет-/ 
вертому корню, должно быть направлением цh, Отсюда 1 
Qa = О и gы имеет форму 

Из (6 . 48), (6 . 4 1 )  и (6. 43) следует, что 

и 
а;4а а;44 • а -и' а О Се/ - е/  U - р = 

n = (1 - /)2) ('/! + р). 

(6 . 48) 

(6.49) 

(6.50) 

Следовательно, если (!0 есть средняя энергия в базисном 
параллелепипеде для наблюдателя, движущегося с той же 
скоростью, то мы имеем 

(6. 5 1 )  
и 

(6 .52) 

Жидкость, для которой Qa = О, ван Данциг называет 
совершенно идеальной. Следовательно, релятивистская иде
альная жидкость, как было показано ван Данциrо:м 1), всегда 
является совершенно идеальной. 

УПРАЖНЕН ИЯ 

IX.  1 .  Если пространство Эйнштейна V n•  п > 3, может быть 
конформно преобразовано в Rn (ер. упр. V. 7), то оно является 
пространством постоянной кривизны, т. е. его тензор кривизны 

1) 1939.3, р. 688. 
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имеет вид 

(la) 

Из (la) следует. что /( - константа. !Х. 2. V 4, которое не может быть конформно преобразовано 
в R4 (ер. упр. V. 7), может быть конформно отображено по край
ней мере на одно пространство Эйнштейна, и отображение един
ственно с точностью до изменения масштаба 2). Физически зто оз
начает, что линейный элемент пустой части пространства-времени 
известен, если заданы мировые линии световых лучей 3). 

1 Х. 3. В однородной среде, движущейся с постоянной скоро
стью va относительно прямолинейной системы координат, справед
ливы сJiедующие уравнения: 

.(ОТ l.x - teF l.y.) J"" = О, (;т{х/. _ _!__ plx'-) vitl = о 4). 
µс J 

def .r- хµ i.v IX. 4. Если ..9' = r  g Fx1,Fµvg g (х, ').., µ, v = l, " "  4) рас-
сматривать как функцию gлх• то 

[.2"]х1. = #х'-. 
е 

Доказать. 

1) С х о у т  е н и С т р о й  к 1921"З. 
2) Б р и н к м а н 1923.2. 8) С р. К а с н е  р 1921.4; 1922.2. 
4) П а у л и  19:21. 1 ,  р. 658. 



Х. МАТРИЧНОЕ И С Ч ИСЛЕНИЕ ДИРАКА 1) 
1 .  Введение 

Приложение :матричного исчисления к кваатопой меха
нике вызывает большие трудности в нахождении эффектив
ной системы обозначений величин, так как каждое обозна -
чение должно содержать большое количество информации . 
Наша главная цель в этой главе состоит в том, чтобы ясно 
показать боJiьшие достоинства метода Дирака. П оэтому 
в §§ 2 и 3 мы излагаем тензорное исчисленИе в U11 , 
а в §§ 4 и 5 - матричное исчисление в U,l' основанные на 
классических методах, описанных в I I .  § 3.  После расою
трения алгебры общих векторных множеств оказывается 
возможным показать, что скобочный формализм Дирака есть 
как раз то, что необходимо для целей обозначений. Но для 
того чтобы найти наиболее удовлетворительную систему 
обозначений, необходи?>ю рассмотреть физическую интерпре
тацию и выяс1шть, какие типы величин действительно встре
чаются. Оказывается, что мы должны пметь дело с соооя
ниями и с наблюдаемьши, и д•1Я того чтобы иметь возмож
ность представить каждую ве.11ичину совокупностью чисел, 
необходимо отправляться от полного множества 1<оммути
рующих наблюдаемых и строить множество общих собствен
ных состояний. Все эти собственные состояния могут быть 
обозначены собственными значениями, которым они принад
лежат, и каждо�1у состоянию или наблюдаемой соответствует 
«представление» ,  т. е. множество чисел, ана:югичных орто· 
гональным компонента�� в Ип. Возникает символика. во мно
гом аналогичная матричному исчисJiению в И 11 •  Сверх этого .  

1 )  Общие ссылки: И о р д  а н  1936.4; К р а м е  р с 1937.4; 
Д и р а к  1947.5. 
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ортогональные компоненты тесно связаны с вероятностями 
обнаружения определенных результатов. если наблюдаемая 
измеряется в определенном состоянии. 

Когда задано полное множество коммутирующих наблю
даемых, можно определить функции этих наблюдаемых, ко
торые сами являются наблюдаемыми. Используя эту новую 
концепцию, можно с помощью такой функции однозначно 
фиксировать каждое состояние, и,  как следствие, эти функ
ции могут применяться в качестве обозначений. Пос.1е вве
дения некоторых сокращений этот второй метод немедленно 
приводит к уравнениям, известньш как во,1новые уравнения. 

2 .  Величины второго  рода 
и г ибридн ые величин ы 1) 

Если группа 03 пространства Еп (ер. J, § 1) содержит 
не только действительные, но и комплексные преобразова
ния, то кроме х" мы имеем также ко:-лплексно сопряженные 

с законом преобразования 

-;:; def х х = х  

-хт Х' А _  = А  • х х 

(2. 1) 

(2 .2) 

Используя эти преобразования, мы можем определить век-
1·оры. тензоры и т. д. второго рода, например 

(2.3) 

Так как комплексно сопряженные от компонент любой обыч· 
ной величины (например, Р\) являются компонентами вели
чины второго рода 2). то мы не  ввели что-то действительно 
новое, а только подчеркну,1и тот факт, что эти сопря
женные величины преобразуются по другому закону. Но 
возникает нечто действительно новое, если мы будем 

1) Ср. Н. М. 1935.1 ,
_

р. 8. 

2) Обозначаемые P�'i.' 
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рассматривать величины с индексами обоих родов, напри
мер Q\ с законом преобразования 

QY.· = А�' Ал. QY. • • Л' х Л' . i.  (2 .4) 

Такие величины мы называем гиб ридны.ми величина.ми. 

Комплексно сопряженные компоненты гибридной величины Q\ -х являются компонентами другой гибридной величины Q. Х• на-
зываемой ко.мпле1(сно сопряженной относительно первой 
величины. 

Ко- или контравариантная гибридная величина валент-
ности > 2, например р-Хлµ, не может подвергаться операциям 
симметрирования шш альтернирования, так как р'ХХµ не опре
делены. Но если валентность равна 2, существуют аналоги 
симметричного тензора и бивектора. Мы называем вели-
чину р'Х\ которая удовлетворяет условию 

рУ.л =  р.-:к.. (2 .5) 

врмитовой (сим.метричной) или эрмитовым тензором. 

Аналогично можно определить эр.митов бивектор Qхл 
соотношением 

(2 .6) 

Но так как iQY.i. эрмитово симметричен . достаточно рассма
тривать только симметричный случай. 

Для ко- или контравариантных эрмитовых тензоров имеют 
место нижеследующие теоремы. аналогичные теоремам для 
обычных тензоров валентности 2 (ер. I l .  § 1 0) .  

Если r - ранг Р:;.л. = Р л.У.· координатная система (х) всегда 
может быть выбрана таким образом. что 

1 -1 . Р�, = i +1 . г. . t о. 

х = ''л <:;. s ,  

s < х = Л <:;. r. 
r < x = J.. и х + л . 

(2 .7) 
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или 
i 1 

Р-. = - е�е  -хл ·х i. 
Другая форма этой же теоремы: 
EcJiи r - ранг Р-:;,)., = Р1-:;,., всегда существует преобразо-

тх 
-о ycr р ванне . 1 •• та�<ое, что компоненты Т'. х . л j)cr относительно (х) 

удовлетворяют усJiовиям вида (2 .  7). 
s яв.�яется инвариантом Рr.л и называется индексом. 

Говорят, что P:;;.'J... - положительно определенный, если 
s = О, отрицательно определенный, если s = п, и 
неопределенный, если О <  s < tt. Последовательность 
- - - . . .  + + +  в (2 .8) называется сигнатурой P;_'J.... 
Сигнатура четна, если четно s, и нечетна, если s не-
четно. -1 - - 1_ 

Px'J... p -1.х Если г = tt, то существует обратный тензор = . 
Он имеет тот же индекс и ту же сигнатуру, что и Px'J...' как 
это BllДHO ИЗ формулы 

- !  - -
Pxl.. �ГЛ. = - е е ! ] 
В центро-аффинном Еп эрмитов тензор представляется 

ОДНОЙ из фигур 

которые могут рассматриваться как гиперповерхности в Е211 • 
В последнем 2п незав'иси;.tы.ми координатами могут быть, 
например, действительные и мнимые части хх 1). 
3. Фундаменталь н ы й  тензор. Пространство Un 

Если в Еп задан эрмитов тензор aix = ах� ранга tt, то 
Еп называется И,1' а aix - его фундаментальным тензором. 
Согласно § 2 имеется, по крайней мере, одна координатная 

1) Ср. Н . .М" стр. 64. 
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система (h) (h = 1 ,  . . . , n) с базисньнш векторами 

такая, что 
1 1 

а- = - i-l -l.x }, х 
s s  ;:::tl s+J  n n 

- и + i_ i + i_ i • Л п  Л х 'А. х 
Обратный ему тензор обозначим ах"!: (ер .  I I ,  § 1 2). 

h •Х i • l'A. 

(3. 1 ) 

Фундаментальный тензор устанавливает взаИJ,!НО однознач
ное соответствие между ко- (контра) вариантными векторами 
первого рода и контра- (ко) вариантньши векторами второго 
рода 

(3. 2) 

Так же как и в Rn• соответствующим величинам п риписы
вается одинаковая коренная буква. Таким образо�1. vx и v� 
аналогично w1• и wx являются двумя различными множест
вами компонент одной и той же вет�чины. Но в отличие 
от Rn,  в Un сохраняются два раздичных типа векторов. Их: 
нельзя различить, называя векторами первого и второго рода, 
или с помощью прилагательных ко- и контравариантный. 
Поэтому, предвосхищая здесь § 7 ,  мы  дадим им следующие 
названия, предложенные Дираком для значительно более об
щего случая 1): 

кэт = контравариантный вектор первого рода = кова
риантный вектор второго рода: vx, vx; 

бра = ковариантный вектор первого рода = ко:права-
риантный вектор второго рода: wл., w-к, 

и отметю1, что комплексно сопряженным бра является кэт 
и наоборот. Удобно записывать коренную букву кэт без 
черты, а бра - с чертой. Тогда либо коренная бу1(ва  и 
верхний индекс одновременно и�1еют черту, либо одновре
менно ее не имеют. При поднимании или опускании индексов 
У лr ВОЗНИКает неопредеЛеНl!ОСТЬ, КОТОрую МОЖНО избежать, 
если писать А\ (что неудобно), или принимая правило, no 

1 ) 1947. 5, р. 18 и далее. 
22 Я. А. Схоуте11 
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1<оторому верхIIий индекс является первым, а нижний вторым. 
Тогда 

(3 . 3) 

После введения aix каждой паре J{ЭТ их, vx или 1<аждой 
паре бра (j , v соответствуют число и его 1<омплексно t. л 
сопряженное, так что мы имеем 

U V/... = uxa - v/... = v'-a. -ax = v-ux Л хЛ лх х ' 
(3 .4) 

u v" называется Сl<аля рны.м произведение.м их и vx, взя-J, 
тых в этом порядl<е. При пере.мене поряд1ш произве
дение заменяется комплеl<сно сопряженным. Это про
изведение зависит линейно от второго сомножителя и анти
.r�инейно (т. е. с комплексно сопряженными коэффициентами) 
от первого сомножителя. Скалярное произведение вектора 
на себя называется его нор.иой.  Норма всегда действи
тельна . 

Если скалярное произведение двух векторов равно нулю, 
говорят, что они унитарно ортогональны или просто 
ортогональны, если это не может вызвать недоразумений. 
Вектор с нулевой нормой ортогонален самому себе и на
зывается (унитарно) изотропным веl<торо.м. Все изот
ропные векторы заполняют (унитарный) нулевой конус 
с уравнением 

(3 . 5) 

Если О < s < п, то существуют как векторы, имеющие по
ложительную норму, так и векторы с отрицательной нормой, 
так же как и в Rn· Но если индекс равен О или п,  то 
нулевой конус не существует. Как и в Rn, Ет в Un является И т тогда и только тогда , когда оно не находится в особом 
положении относите.1ьно нулевого конуса. 

Веюор называется единичны/,t вектором (единичный 
t<эт, единичный бра). если его норма равна +z или - 1 .  
О н  остается единичIIым при умножении н а  скаляр вида e1q> 
(фазовый множитель). Очевидно, базисные векторы ix 

t 
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/1 
в (3. 1) являются единичными кэт, а t;.., - единичными бра. 
Они образуют (yflитapflo) ортогональную систему. Орто
гональные системы переводятся друг в друга всеми уни
тарными преобразованиями, т. е .  преобразованиями, оста-
вляющими инвариантным а):;х· И.� является унитарным пре
образованием тогда и только тогда.  когда 

или в другой форме 
(3 .6) 

- - 1 -

uхл = uлх. (3. 7) 
Геометрия в Ип базируется на унитарной группе Oun• 
состоящей из всех унитарных преобразований. 

Если фундаментальный тензор а):;х определенный (s = О  
или s = п), то имеет место следующая теорема для эрмитовых 
тензоров в Un (ер. II, § 1 4) . 

Т е о р е м  а о г л  а в н ы х о с я х э р  м и  т о  в о г о  т е  н 
з о р а. 

Если эрмитов фундаментальный тензор определен
ный и если Т µ;.., - эр.лtитов тензор, то всегда Jtожно 
найти унитарно ортогональную систе.му (h). та1(ую, 
что 

(l. j = 1 ,  • " , n; j + l). (3.8) 

Если фундаментальный тензор не является определенным, 
то теорема о главных осях справедлива лишь для тех тен
зоров. которые не находятся в особом положении относи
те.l!Ьно нулевого конуса (3 . 5) .  

4. Матричное исчисление в Еп и Un 
Можно построить матричное исчисление с сокращенными 

обозначениями в Еп (ер. II .  § 1 3) таким образом, что оно 
будет включать не только величины первого, но также и 
второго рода и гибридные величины. Однако, так как имеются 
четыре типа векторов и шестнадцать типов величин валент
ности 2, такую систему обозначений не приходится рас
сматривать всерьез. Но в И" мы имеем только два типа 
векторов, кэт и бра, и четыре различных типа величин 
валент11ости 2,  которые могут отличаться своей структурой: 

22" 
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кэт-кэт (/х
л
). 1,эт-бра (Р\), бра-кэт (QJ.x) и бра-бра (hлх)· 

}{роме того. компле1\СrЮ сопряженным кэт является бра. и 
это уменьшает до трех число величин, необходимых для целей 
символики. Каждый вектор имеет два типа компонент. 
а каждая DеЛИЧ!НШ валентности 2 - четыре, например fxl •• 
f\. fi·· fx'i.: Но если фундаментальный тензор положи
тельно определеNный и если используются только унитарно 
ортогональные системы координат, то все эти компоненты 
численно равны. 

Как и в I I , § 13, мы испо.'!Ьзуем знак 1 для обозначения 
изоыера. Окажется удобным использовать его также для 
скаляров и Dекторов, хотя изомер скаляра или вектора, 
конечно, совпадает с самой величиной. Посредством - мы 
обозначаем опер::щию образования комплексно сопряженной 
величины, т. е. величины с комплексно сопряженными ком
понентами. Новый знак + может символически обозначать 
комбинацию этих двух (всегда �юммутирующих) операций. 

Скалярное произведение бра u и кэт v записывается 
в tJИде U'U и11и vu. Такпм образом, 

uv = vu = u. vi. = iix·v-, (4. 1 )  л х 

но если мы хотим рассматривать это произведение как ска
J1ярное произведение двух кэт и , v и.тш двух бра и, v, мы 
11спользусм для обозначения умножеН!{Я точку: 

U · V = llV = VU = Vll = V  • ll ,  
(4.2) 

11 • V = UV = VU = VU = V  · tl .  

Записывая произведения без знака , ыы должны следить 
3а тем, чтобы каждь1й кэт-(бра-)множитель справа стоял 
после бра- (кэт-) множителя слева. Следовате.'!Ьно, необходимо 
пом�шть о характере всех рассматриваемых ве.rшчин. Начи
нающий для облегчения запоминания может сначала упо
треблять различные совокупности коренных букв для вели·шн 
разных типов, например р, q. г,  s. t д.'IЯ скаляров. а, Ь, 
с ,  и, v, w для векторов, заглавные буквы для величин 
типа бра-кэт или кэт-бра и /, g, h.  k. l для веJiичин типа 
кэт-!{ЭТ или бра-бра. Однако после приобретения некоторого 
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навыка 1) приходится обходиться без этих приемов, так Kёll{ 
в физике остается �ia,10 произвола для выбора буквсн11ых 
обозначений. Кроме того, как мы увиди :м в да.1ьнейшем 
в матричном исчислении Дирака имеются и другие способi" 
облегчения запоминания, 

Мы имеем следующие правила употребления З!!акоu 1 
- и + в произведениях: 

1 применяется к каждому сомножителю с измене нием и:х 
порядка, например: 1 1 1 

(P.v)1 = vP = vP = Pv, 
1 1 

(PQ)1 = QP. (4.3) 
- 1 1 1 +  , _ -
(uPv) = vPu = vPu = uPv; 

применяется к каждому сомножите,1ю без изменения 
их порядка; 

+ применяется к каждому сомножителю с изменением их порядка, например: 
- + + + 1  _ + + 

(uPQv)+ = vQPu = vQPa, 
+ +  _ +  - 

(hи) + = и/� = и/1 = lz u ,  
-- 1 1  + ! +  -

(lzf и)+ = ufh = ufli = hfu , 
- + + 1 + - + 1 + - --

(P h j a) + = ujliP = ajlzP = Plzf и .  

(4. 4) 

Простота этих правил для 1 и + обусловлена, конечно. 
нашим сог лашснием относитеJiьно применения 1 к ск:lJ!ярам 
и векторам. 

5. Л инейн ы е  операторы 
Имеется два рода линейных операторов: кэт-бра опера

торы T�J... и их комп,1ексно сопряженнь;е бра-кэт операторы 
- ;{  Т . �  . Собственные значения и собственные векторы (кэт и 

1 )  Обычно физики приобретают этот навык значительно быстрее, 
чем чистые ыатематики, возможно, потому, что они стремятся 
к скорейшему подученпю физических резу.1ьтатов и не интересуются 
формальными сторонами этого исчислешш. 
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бра) определяются так же, как и в 1 1 ,  § 1 4. Но здесь нас 
особенно интересует случай, когда эрмитов фундаментальный 
тензор положите.'!Ьно определенный, а оператор эр;щтов, 
:. е .  Т -, является эрмитовым тензором (ер. (2 .5) ) :  µ,. 

+ 
Т = Т. (5 . 1) 

В этом случае собственные значения являются корнями 
уравнения 

(5. 2) 

Если а - собственное значение, то существует кэт vи 
1 

такой, что 
Tv = ov. (5 . 3) 

Применяя оператор +. получаем 

откуда 

+ +  - - 
vT = vT = a V, 

1 

vTv = avv = ovv, 
1 1 

(5 .4) 

(5 .5) 

а это возможно лишь в случае, если а =  а. Следовательно ,  
1 1 

все собственные значения эрмитового оператора действи
тельны. 

Если о и а - два разных собственных значения и v 1 2 1 
и v - соответствующие собственные кэт, то мы имеем 

2 
vTv = avv = avv, (5.6) 
1 2 2 1 2 1 1 2  

а это возможно лишь тогда. когда v и v унитарно орто-

zональны. 
1 2 

Согласно теореме о главных осях существует унитарно 
ортогональная система (h), такая, что 

* 7 h 1 1 ii n 
Txи = T7hl"fJx = Tт1lyJx + · · · + тпn tx lx· <5 · 7) 

откуда мы видим, что все компоненты Т 11, • . .  , Т iin являются 
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собственными значениями. Они не обязательно должны быть 
различными и некоторые из них могут равняться нулю. 
Если Р11 принадлежит совокупности z равных собственных 
значений, например 

(5.8) 
то векторы ix, . . . , {"- порождают Ez. каждый вектор ко-

1 z 
торого является собственным вектором, принадлежащим Р11• 

Так как {"-. . . . . iн образуют унитарно ортогональную си· 
1 z 

стему, это Ez является Uz. Аналогичньщ образом может быть 
найдена совокупность плоских подпространств Иz1, Иz2, . . . . . . (z1 + z2 + . . . = п), ортогональных друг другу. и каж· 
дое из которых принадлежит одному определенному соб· 
ственному значению. Наоборот, если собственноыу зна• 
чению соответствует z-мерное подпространство, то этому 
значению принадлежат в точности z линейно независимых 
собственных кэт (бра). 

Пусть Р и Q-два эрмитовых оператора. Нас интересует, 
будет ли также эрмитовым их произведение. Из 

+ +  
PQ = (PQ)+ = QP = QP (5 .9) 

мы  видим. что необходимое и достаточное условие этого 
состоит в том, что Р и Q ко.ммутируют. 

Для коммутирующих операторов имеет место следующая 
теорема.  

Эр.1щтовы операторы Р. Q . . . . коммутируют тогда 
и толмо тогда .  когда они имеют по крайней мере 
одно общее множество п линейно независимых собст
венных t<Эт (бра). 

д о  к а з а  т е л  ь с т  в о 1) .  
J'Vlы дадим здесь доказательство для двух коммутирующих 

операторов. Обобщение очевидно. Пусть Р и Q коммутируют. 
и пусть v - собственный кэт Q, принадлежащий собст
венному значению µ. Тогда v может быть разложен по 1 

1) Ср. д и р а к  1 947. 5. р. 49. 
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собственным кэт Р. Пусть это разложение имеет вид 

v =-= av + . . . + av, (5. 1 0) 
1 1  z z 

где v, . . . , v - собстnснные кэт Р, принадлежащие собст-1 z 

вен ньщ значения�! '),, . . .  , tv оператора Р. Не уменьшая 1 z 
о5щности , мы можем теперь предположить, что все эmtt 
собствеNные значения разлtины. Тогда мы  имеем 

(Q - /11) (av + . . .  + av) = О, (5. 1 1 ) 1 1  z z 
п для любого выбора а (а = J ,  . . . , z) 

P (Q - µ) av = (Q - µ) Pav = Л (Q - ft) au. (5 . 1 2) 1 а а  J а а  а 1 а а  
О 1·сюда мы видим , что все z кэт (Q - �t) av являю :с !! соб-1 а а  
с rвенными кэт Р. Но тогда (5. 1 1 ) выражает тот факт. что 
сумма z собственных кэт Р, принадлежащих z различным 
собственным значениям, равна нулю. А это возможно лишь 
в том случае, когда каждый из этих собственных кэт равен 
11уто, откуда 

Qv = µv, а 1 а 
(5. 1 3) 

а это означает, что каждый v (а = J ,  . . .  , z) является общюt а 
собстnенным кэт Р и Q. Мы доказа.1н сейчас, что каждый 
собственный кэr Q может быть выражен линейно через 
сон:.1есrные собственные кэт Р и Q. Поэтому, так как Q 
имеет п линейно независимых собственных кэт, должны 
существовать п линейно независиыых общих собственных 
1<эт Р 11 Q. Из (5. 7) немедленно следует, что Р и Q ком
мутируют, если они имеют п линеt1но независимых общих 
собстuе 1 1ных кэт. 

Множество п линейно независимых общих собственных 
У.эт (бра) коммутирующих эрмитовых операторов Р, Q, . . .  
н:шьшается полным .·lиtо:жество.м,  принадлежащим этим 
операторам. Каждый кэт (бра) полного множества принад
:�сжнт одной определенной 1ш�1бинации собственных значений  Р .  Q,  . . . Наоборог, каждой комбинации собственных вна-
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чениЯ Р, Q, . . . принадлежит по !Срайней .Jtepe один кэт 
(бра) полного множества. Как мы увидим в дальнейшем, 
sто важно для обозначения кэт (бра) полного множества. 

Любой оператор Р преобразуется в ТРТ-1 любым другим 
(не обязательно эрмитовым) оператором Т. Если Р - эрми
тов, нас может интересовать, будет ли также эрмитовым 
преобразованный оператор при любом выборе Р. Из ' ( 1· +  + 1 + +  + 1 + 

трт-·  = трт- ) = т- РТ = т- РТ 

следует, что 

+ 

+ + 
ТТР = РТТ. 

(5. 1 4) 

(5 . 1 5) 

Отсюда ТТ коюлутирует с каждым эрмитовым операторо"r 
и, следовательно, с любыы оператором. Но это возможно 

+ 
лишь в том случае, если ТТ равен с точностью до скаляр-
ного множителя тождественному оператору. Этот множитель 
должен быть действительным, так I<ак 

+ + 
ТТ = (ТТ)+. (5. 1 6) 

Отсюда необходимое и достаточное условие заключается 
+ 

в том, что Т-унитариое п реобразование (Т=т-1,  ер.  (3 . 7) ) 
с точностью до скалярного множителя. 

6. Алгебра векторн ы х  множеств 
Рассмотрим м ножество элементов А, В, . . .  , для которых 

определены три операции:  сложение, вычитание и умножение 
на комплексное число. Предположим, что операции удовлет
воряют с.r�едующим усповия�1 :  

А + В = В + А. 
(А +  В) + С =  А +  (В +  С) , 

В = С - А, если А + В = С. 
(а + �) А = аА + !)А, 
а. (А + в) = а.А + аВ, 

а (�А) = (а.В) А. 
1 · А = А. 

(6. 1) 
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Здесь а, fi - комплексные числа. Такое множество может 
быть названо веюпо рным 1), так как множество всех контра
вариантных векторов в Еп удовлетворяет этим условиям. 
Но все тензоры в Еп с одинаковой валентностью и одина
ковым расположением индексов также образуют векторное 
множество. Во всех этих специа,1ьных множествах все эле
менты могут быть линейно выражены через конечное число 
элементов этих множеств. Однако мы не будем делать этого 
предположения относительно рассматриваемых здесь мно
жеств более общего типа. 

Пусть а, Ь, . . . - другое векторное ыножество. Тогда ыы 
можем рассмотреть линейное соответствие между двумя мно
жествами, такое, что каждому элементу А соответствует 
один и только один элемент а :  

а =  F (А), (6. 2) 
и при любом выборе элементов А и В 

F (А + В) = F (А) + Р (В), F (аА) = aF (А). (6 . 3) 
Такое соответствие может быть названо лщ-tейпы.м преоб
разовапие.м типа А �  а. Пусть О (А) - другое линейное 
преобразование типа А �  а. Тогда мы можем определить 
преобразование aF + �О того же типа с помощью уравнения 

(аР + fiO) (A) de! aF (А) + �О (А), (6.4) 
откуда следует, что все такие линейные преобразования об
разуют новое векторное множество. Следовательно, 

Если заданы два ве1tторных .множества А и а ,  то 
все липейные преобразования типа А �  а об разуют 
другое ве1tторпое множество, и это справедливо та1tже 
для всех линейпых преобразований типа а �  А. У.'Л В виде примера мы возьмем все симметричные тензоры h · 
в Е11 в качестве множества А и все векторы wл в качестве 
множества а. Тогда преобразованием типа А � а соответ
ствуют тензоры Рхлµ. симметричные по хЛ,, а преобразова
ниям типа а �  А - тензоры Qхлµ, симметричные по хЛ . 

Очевидно, комплексные числа сами образуют векторное 
множество. 

1) В оригинале vector-like - вектороподобные. Обычно такое 
множество называется линейныы пространством. - Прим. перев. 
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Если для некоторого соответствия 
а = 'F (А) (6.5) 

вместо (6.3) справедливы соотношения 
'F (А + В) = ' F (А) + '  F (B), 'F (aA) = а' F (A) , (6. 6} 

то это соответствие называется антилинейны.м преоб ра
зование)t типа А � а.  Если а '  F + f)' О определяется урав
нением 

(а' F+ f)'G) (А) def а' F (А) + �О (А) = 'F (аА) + 'О (/)А), 
(6.7) 

то антилинейные преобразования образуют другое векторное 
м ножество. 

В частном случае комплексных чисел антилинейное пре
образование задано априори, а именно а � а. Пусть теперь 
а, Ь, . . . - произвольное векторное множество и а, /), . . . -
множество комплексных чисел. Рассмотрим одновременно 
линейные и антилинейные преобразования типа а - а. :Каж
дое из этих преобразований может быть определено за
данием преобразования единицы. Пусть Т1. Т2 и 'Т1. 'Т2 --
преобразования, для которых 

Т1 : 1 - а:, а - аа1 ; 'Т1 : 1 - а1. а - аа1. (6.8) 

Т2 : 1 - а2. а -+ аа2; 'Т2 : 1 - а2. a - aaz. 

Тогда мы имеем мя преобразований 'Л1Т1+Л2Т2 иl/Т1 + J.,,2 'T2. 
где 'А1 и 'А2 - комплексные числа 

'Л1Т1 + Л2Т2 :  1 - л1а1 + Л2а2. 
а - Л1аа1+ 'Л2аа2 = а ('Л1а1 + 'А2а2); (6.9) 

f;т1+Х;т2 :  1 -+ Л1а1+ л2а2• 
а - Л1u.а1 + Л;iia2 =а (Л1а1 + Л2а2). 

Следовательно, существует линейное взаимно однозначное 
соответствие между множеством а ,  Ь, . • . и множеством 
Т1. Т2 . . . . Действительно, Т1 и Т2 могут быть отождест
влены с а1 и а2 и т. д. Но между множеством а ,  Ь, . . .  
и множеством 'Т 1 . 'Т? существует взаимно однозначное ан-
тилинейное соответствие. Мы пишем а для преобразования 
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а � аа и называем а, ь сопряжен ны.ldu а ,  ь . . . .  и на
оборот. Термин кшшлек:_но сопряженный ввод.1ы бы в за
блуждение, так как а и а не могут ск.�адьшаться, и, следо
вательно, а не ыожет быть разложено на действительную и 
мнимую части 1) , Легко проверить, что Ха+ ilь и Ла + µЬ 
являются сопряженными друг другу. 

П одобным же образом, отправляясь от заданного век
торного множества, можно построить целую систему век
торных множеств. Если первое множество является мно
жеством всех контравариантных векторов в Еп, мы находим 
не то.1ько все ковариантные, контравариантные и смешан
ные тензоры первого рода, но и те же ве.�ичины второго 
рода и все гибридные величины. В общеы случае процесс 
совершенно аналогичен данноыу, но является ыенее специа
лизированным, так как теперь мы не предполагаем, что в лю
бщ1 множестве все э.1ементы могут быть выражены линейно 
через конечное чис.10 из них. 

7.  Кэт- и бра-векторы Дирака 2) 
Следуя Дираку. мы буде�f отправляться от не1<0торо1·0 

заданного векторного множества и будем называть его эле
менты кэт-веюпо ра.ии, и.111 просто кат. Эти кэт являются 
пока аналогами не кэт из И п в § 3, а контра- (ко)вариант
ных векторов в Еп. Векторы в Еп могут быть обозначены 
их компонентами, например v". Но это обозначение тесно 
связано с возможностью их тшейного представления через 
конечное число базисных векторов. Так как мы больше не 
сохраняем это предпо:южение. мы  должны искать другоn 
метод обозначения для кэт. Это не явJiяется, однако, про
стым делом в связи с тем, что, как мы увидим позднее, 
обозначение должно содержать определенное количество 
информации. Таким образом, обозначение одной коренной 
буквой, как в матричном исчислении в § 4, не является 
более удовJiетворительным. С.1едовательно, единственный 
выход заключается в том, чтобы сопоставить кэт символ 

1 ) По этой же причине Дирак использует выражение «мнимо 
сопряженный» вместо «комплексно сопряженный:& в аналогичном 
случае ( 1947. 5). 

2) Ср. д и р а к 1947. 5. 
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в виде ящика, n который может быть заложена вся инфор
мация. Но это как раз то, что делает Дирак. Для кэт 011 
записывает ящик в nиде 1 ) с обозначением внутри, состоя
щим из такого количества букв и цифр. которое необходимо 
для представления всей �шфор�1ации. Сог.1асно § 6 из кэт 
и комплексных ч11се.1 может быть построено новое вектор
ное множество. Э:�ементы этого множестnа называются бра
ве1(mо райи или просто бра и обозначаются ящиком в форме 
( i с обозначением внутри .  Они пока соответствуют не бра 
ИЗ и/1 13 § 3. а ко- (контра)вариантным векторам в Еп . 
Согласно § 6 каждому бра (А 1 и кэт 1 В) принадлежит 
одно и только одно комплексное число, которое называется 
скалярны.м произведение.м (А 1 и 1 В) и обозначается бра-t(Эm си .1tволо.м (A IB) 1). Это снимает покрывало 
тайны с .  названий бра и кэт и приятным образом показы
вает, что n математике еще сохранилось некоторое чувство 
ю:мора ! 

Во многих случаях необходимы некоторые ограничения. 
Если мы, например,  возьмем функции переменной х на не
котором отрезке в качестве кэт, то бра являются так назы
ваемые функции интервала (области), т. е .  некоторый 
тип аддитивных функций множества 2) .  Наилучшим обозна
чением для них является рх, где Х - интервал. Задание 
такой функции означает, что каждо1v1у интерnалу Х соот
встстпует число рх, причем, если Х и У не имеют общих 
точек и если Х + У  сеть интервал, состоящий из всех точек , 
принадлежащих или Х или У. то всегда рХ+У = рх + рУ, 
Произnедение бра рх и кэт f (х) является тогда интеграло::v1 

J pdxf (х), (7 . 1 ) 

взятым по некоторому выбранному определенным образом 
интервалу. Следовательно, необходимое ограничение заклю
чается в том, что рассматриваться будут лишь такие функ
ции точки и интервала , для которых существуют эти интег
ралы. 

1) bracket - скобка. Иногда в русской литературе вместо «кэт» 
и «бра» употребдяются соответственно термины «вектор» и «СО· 
вектор». - При.и. перев. 2) Ср. в а и Д а н  ц и r 1936. 3. 
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Каждая интегрируемая функция f (х) может рассматри· 
ваться как функция интервала, так как для каждого интер· 
вала, где f (х) интегрируема, ей соответствует J f (х) dx, 
взятый по этому интервалу. Но не каждой функции интер· 
вала соответствует некоторая функция х. В качестве при· 
мера мы упомянем функцию интервала б (х - а) , опреде· 
ляемую соотношением 

J б (х _ а) dx = { 01 , если интервал 
не 

содержит х = а, 
" " содержит х = а.  

(7.2) 

Эта функция может быть аппроксимирована некоторой функ
цией, принимающей очень большие положительные значения 
в окрестности х = а и значения, близкие к нулю во всех 
остальных точках. Но не существует никакой функции х, 
которая могла бы точно заменить б (х - а) 1). Функция ин
тервала б (х - а) удовлетворяет некоторым элементарным 
соотношениям, например: 

(а) б (- х) = б (х). 
(Ь) хб (х) = 0, 
(с) б (ах) = а-1 б (х) (а > О), 

(d) J б (а - х)dх б (х - Ь) = б (а - Ь), (7 .3) 

(е) / (х) б (х - а) = /  (а) о (х - а), 

(f) J / (х) б (х - а) dx = / (а), 

которые могут быть дОI<азаны 2). Ван Данциг З) вводит 

1) С современной точки зрения о-функция является простей· 
шим (и наиболее важным для приложений) представителем обобщен
ных функций. С р. Г е л ь  ф а  н д и Ш и л  о в 1959. 1. - Прим. перев. 

2) Ср. Д и р а к  1947. 5. 
3) 1936. 3. Эта точка зрения является более общей, так как его 

функции точки определены на общем сепарабельно:11 топологиче-
ском пространстве. Тогда Fx являются абсолютно аддитив1И>1ми 
функциями множества, которые сопоставляют действптедьное или 
комплексное число каждому боредевому подмножеству. 
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функцию точки-интервала, определяему10 соотношением 

и получает 

(а) 

(Ь) 

Е: = { 1 ,  
о. 

уравнения: 

если 
если 

f EiYfy = fx• 

J pdxEl] = р·У., 

х Е Х. 
х [Х, 

f х def f (х), 

(7.4) 

(7.5) 

в точном соответствии с обозначением свертки в тензорно�f 
исчислении. (7 .5 а) заменяет фундаментальное соотношение 
(7.3 f). 

Чтобы привести в соответствие определенные здесь кэт 
и бра с кэт и бра из § 3, мы должны теперь ввести. как 
в § 6, векто�:_н_.!>Iе _множества. соответствующие векторам 
второго рода vx, wл. затем множества, соответствующие 
гибридным величинам Р"'iд., и, наконец, один из элементов 
этого пос.r�еднеrо множества должен быть принят в качестве 
фундаментального тензора. Однако если мы имеем в виду 
построение символического исчисления только для группы Оuц 
с положительно определенным фундаментальным тензором, 
это может быть сделано более простым способом, а именно 
немедленным введением фиксированного взаимно однозн.ач
ного антилинейного соответствия между кэт и бра. Дирак 
использует эту возможность. Он обозначает через (А 1 бра, 
сопряженный кэт 1 А). Таким образом, если 1 А) соответ-
ствует vx, (А 1 соответствует vл = vй"а;:;-:;.. Так как замена 1 ) 
на ( 1 делает это достаточно ясным, нет необходимости 
писать (AI 1) .  Свойства эрмитовости и положительной опре
деленности фундаментального тензора выражаются теперь 
аксиомами: 

(а) (7 .6) 

(Ь) (А / А) = О. если только \ А) = О  (v;..v:l. = O). 

1) Однако здесь имеется возражение, с которым мы встретимся 
в §  12. 
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После этих шагов кэт и бра соответствуют кэт и бра из § 3,  
но оtш являются значительно более общими. Итак мы видим ,  
что, следуя методам § 6, мы по,1учаем сначала четыре рода 
величин, которые затем попарно отождествляются введением 
фундаментадыюго тензора. Испо.11ьзуя метод Дирака, мы сразу 
по.1учаем только два рода величин ,  тогда как фундаменталь
ный тензор вообще не появляется в явно�t виде. 

Длина кэт (бра) может быть теперь определена как ко
рень квадратный из (А 1 А). а ортогональность кэт (бра) -
с помощью уравнения 

(A IB) = 0. (7 .7) 
Приложение метода § 6 к линейным преобразованиш1 

кэт -> кэт или бра � бра приводит к двум раздичным типю1 
линейных операторов: кэт-бра и бра-кэт. Возвращаясь те
перь к обозначениям § 4,  мы можем записать произведение 
типа uTv в следующих формах: 

- 1 1 +  1 _ uTv = vTu = irTu ,  (7 .8) 
откуда мы видим. что это выражение может быть также 

1 
записано с оператором Т типа бра-кэт вместо оператора Т 
типа кэт-бра простым изменение�� порядка сомножителей .  
Это обстоятельство может быть использовано ддя дальней
шего упрощения обозначения, если употреблять только кэт
бра операторы и обозначать их некоторой буквой без ка
ких-дибо скобок. Ниже приводится перечень ряда таких 
произведений . и некоторые соответствующие формы заrшси 
по методу коренных букв и индексов: 

a j A) : ах. Ал. . л 

(В/ а : 81,_а\. 

.ХА . а- -х л • 
(7.9) 

Если задан кэт-бра оператор а, мы можем определить 
оператор fl такой, что 

(7. 10) 
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или в другой записи 

а�Ах = Х �р а'"х = Ал�:_Х� (7. 1 1 ) . л  р . л  л + 
Следовательно, � соответствует а из § 4. Но в исчислении 

+ 1 
Дирака а, т. е. ai.."· никогда не встречается, так как это 
бра-кэт оператор. Отсюда удобно обозначать через а то, + -
что в §  4 обозначалось как а, и называть а сопряженным 1) а. 
Из правила применения операции + к произведениям мы  по
лучаем правило: 

Сопряжение произведения есть произведение сопря
женных со.множителей, взятых в обратно.и по рядке. 

Тождественный оператор,  соответствующий А�. а также 
агх и ах"Л в § 3 теперь является просто числом /. Наконец-то 
здесь появляется фундаментальный тензор ! 

Векторные множества, соответствующие ко- или конт
равариантным тензорам любой заданной валентности, могут 
быть получены по методам § 6. Каждая величина этого типа 
является суммой произведений ко- или контравариантных 
векторов. Следовательно, выражение 

(7 . 1 2) 

и суммы таких выражений могут рассматр:1ваться как сим
.волы элементов ве1пор11ых множеств, соответствующих (кэт)
тензорам валентности и. То же справедливо для бра-векто
ров. Если не возникнут недоразумения, можно использовать 
обозначения 1 А1 • • •  Au)· Это усовершенствование символики 
особенно важно в тех случаях, когда приходится иметь дело 
со сложными динамическими системами, такими ,  как системы 
частиц со статистикой Бозе (соответствующих симметрич
ным тензорам) или со статистикой Ферми (соответствующих 
nоливекторам). 

Собственные значения оператора определяются, как в § 5 .  
Если мы имеем 

a l A) = a' I A) (7. 1 3) 

1 )  Дирак использует выражения «присоединенный» и «комп,1ек
сно сопряженный». Мы предпочитаем использовать термин «ком
плексно сопряженный» только для чисел, а термин «сопряженный» 
для всех остальных объектов. 

23 Я. А. Схоутен 
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для некоторого оператора а, где а' - скаляр ,  то о.' назы
вается правым собственнылt значением а. а 1 А) - соб -
ственны.м кат, принадлежащим этому собственному значе
нию. Левое собственное значение определяется аналоrич-

. ным образом. Если а - эрмитов, т. е. а = а, то (7 . 1 3) мо
жет быть записано в виде 

(А 1 а = а' (А / .  (7 . 1 4) 
Но из (7 . 1 3) и (7. 1 4) следует, что 

(А 1 а j А) = а' = а', (7. 1 5) 
и это доказывает, что каждое собственное значение действи
тельно и одновременно является правым и левым и что 
сопряженный каждого собственного кэт (бра) является соб
ственным бра (кэт), принадлежащим тому ж� собственному 
значению. 

Если а' и а" являются двумя различны.ми собС1венными 
значениями а и 1 А) и 1 В) - принадлежащие им собствен
ные кэт, то мы имеем 

(А 1 а ! В) = а' (А 1 В) = а" (А ! В), (7 . 1 6) 

и, следовательно, 
(А / В) = О. (7 . 1 7) 

Отсюда собственные кат (бра), принадлежащие различ
ны,и собственным значениям эр.читова оператора, 
являются взаимно ортогональны.ми. 

Если 1 А) - собственный кэт, то и произведение 1 А) на 
любой скаляр также является собственным кэ1, принадлежа
щим тому же собственному значению. Это можно использо
вать для нормировю1 собственного кэт (бра) выбором ска
лярного множителя таким образом, чтобы норма принима.�а 
любое подходящее значение r .  Мы называем это «нормиров
кой на r» 1) . r может принимать любое действительное зна
чение, например 1 или оо (некоторого рода). Скалярный 
множитель, необходимый для нормировки кэт (бра), фикси
руется только с точностью до скалярного множителя вида ei!fl 

1) Мы используем термин «нормировка:�> в более общем смысле, 
че�1 Дирак. Его нормировка всегда есть нормировка на единицу. 
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(фазовый .множитель). Но мы предположим, что процесс 
но р.мu ровки включает выбор фазового множителя. 
Таким образом . нор.мированный кэт (бра) полностью 
фиксирован. 

8. Физичесная интерп ретация 1) 
Чтобы понять необходимость дальнейших усовершенство

ваний, мы должны иметь некоторое представление относи
тельно физической интерпретации кэт, бра и линейных опе
раторов. В квантовой механике динамическая система может 
находиться в различных состояниях, и результат измерения 
динамических переменных (например, компонент некоторой 
физической величины) зависит от того, в каком состоянии 
находится система. Однако, в отличие от кдассической меха
ники, если система находится в произвольном состоянии, 
резудьтат измерения не может быть предсказан. Если дина
мическая переменная вообще может быть измерена, возможно 
лишь предсказать :множество ее допустимых значений и для 
каждого из них вероятность того, что оно может быть 
резу ль татом измерения. Посде измерения система как бы 
«перескакивает» в некоторое специальное состояние относи
тельно этой переменной, так как в этом новом состояний ре
зу Льтат второго измерения той же переменной будет всегда 
совпадать с результатом первого измерения. Например, 
в кдассическоИ механике по,11оже1ше точки на оси х задается 
одной динамической переменной х, и количество состояний 
равно количеству возможных значений х. Если точка нахо
дится в состоянии х = 3, то каждое измерение в этом состоя
нии дает с достоверностью результат х = 3. Но в кванто
вой механике существуют другие состояния (и мы знаем,  
как их осуществить), в которых имеется только определенная 
вероятность обнаружить измерением х, например между 3 1 и 3 2 . 

В матричном исчислении каждый линейны!\ оператор 
связан с рядом чисел, его собственными значениями. Динами
ческие переменные всегда действительны, а мы знаем, что эр
митовы операторы имеют только действительные собственные 

• )  См. д и р а к 1947. 5, р. 45 и далее. 
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значения. Отсюда представляется возможным связать каждую 
динамическую переменную с эрмитовым оператором (называе
мым также действuтельны.м оператором) и предположить , что 
резул�,татом измерения (если оно вообще возможно) может 
быть только одно из собственных значений. Это приводит 
к предположению, что каждому состоянию соответствует 
некоторый кэт (и его сопряженный бра), определенный с точ
ностью до скалярного множителя. Так как мы знаем, что 
каждому собственному значению соответствует собственный 
кэт или множество собственных кэт, мы можем ожидать , 
что собственNые состояния, т. е .  состояния, соответствую
щие этим собственным векторам , являются состояниями,  
в которых результато:.1 измерения с достоверностью является 
это собственное значение. Что касается других состояний, 
то необходимо предположить, что их соответствующие кэт 
могут быть выражены линейно через те собственные кэ г, 
чьи собствещше значения могут быть возможными резу ль
татами измерения в этом состоянии. Но так как это спра
ведливо для каждого другого состояния, это значит, что 
оператор должен и.меть достаточное коли'lество соб
ственных кэт, чтобы каждый кэт .мог быть выражен 
в виде их линейной ко.мбинации. Динамическая перемен
ная, соответствующая такому эрмитову оператору, называется 
наблюдаемой. Говорят, что состояния наблюдаемой, а также 
соответствующие кэт (бра) образуют полную систему. 

Как мы видели в § 5, эрмитов оператор в Ип всегда 
имеет в точности п взаимно ортогональных собственных кэт. 
Но в общем · случае число собственных значений может быть 
счетным или несчетно бесконечным и эти значения могут 
быть дискретны.ми, т. е. распределенными дискретно, или 
непрерывными, т. е .  состояниями из всех чисел одного или 
нескольких интервалов. Таким образом, мы имеем следую
щие возможности: 

только дискретные: 
только непрерывные: 
те и другие: 

Если � - эрмитов оператор. мы обозначим дискретные 
собственные значения через �r (r = 1 .  2, . . . ) .  Если по 
какой-либо причине мы будем использовать из непрерьшных 
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собственных значений тодько счетное множество, мы  будем 
обозначать это множество через ;s (s = 1, 2, . . .  ). Нако
нец, каждое из ;', ;", . . .  обозначает действитедьную пере
менную. которая может приню1ать все значения из обдасти 
непрерывных собственных значении 1) . Соответствующие им 
собственные кэт обозначаются ! s') . ! s9d) , /;'с) , / ;"с) , . . . 
Это прю1ер заполнения ящиков информацией по Дираку 2). 

Предподожим теперь, что ; наблюдаемая. Тогда каждый 
кэт / Р) может быть выражен в виде суммы дискретных 
собственных кэт вместе со счетным множеством собственных 
кэт из обдасти непрерывных собственных значений и инте
града от непрерывных собственных кэт. Таким образом, 
имеется уравнение вида 

! Р) =  � c' l s') + � cs l ;sd) + J c (;') j ;'c) d;', (8. 1) 
' s 

где интеграл берется по области. в которой с', с3 и с (s') 
конечны, 1 s') и 1 ;sd) нормированы на 1 . а 1 s' с) нормирован 
некоторым подходящим образом. 

Если два кэт 1 Р) и 1 Q) могут быть оба записаны в виде 
интегралов по области некоторых непрерывных собственных 
значении s'. т. е .  

1 Р) = f; (;') 1 ;'с) d;', 1 Q) = f g (;') 1 s' с) ds'· (8 . 2) 

то мы имеем 
(Р 1 Q) = f f; (;") g (s') (;"с 1 s' с) df,' ds"· (8.3) 

В первом интеграле 

f с с;") с <s') (s" с 1 s' с> d�' р Q (8.4) 

1 s" с) ортогонален 1 s' с) во всей обдасти' к роме точки s" = s'. 
1-1 с и с конечны. Но это значит, что интеграл должен р Q 

1) Здесь мы несколько отходим от Дирака, чтобы прояснить 
ситуацию для начинающего. 2) с и d - здесь не множители, а обозначают соответственно 
снепрерывный» (contlnuous) и «дискретный:. (discrete). 
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раnняп,ся нулю, если (s" cl 6' с) конечно. Но (Р J Q) не может 
всегда равняться нулю, и , следовательно. 1 s с) не может 
быть нормирован на любое конечное число г. Интеграл (8.4) 
может быть записан в виде 

с <s') с <s'> f <s''c 1 s'c) ds"· (8.5) р Q 
а этот интеграл может быть конечным, если только (;"с j 5' с) 
равн� с точностью до скалярного множителя б (s" - ;'). 
Следовательно, конечные скаляры с (s') и с (s') могут быть р Q 
всегда преобразованы таким образом . чтобы 

(s" с 1 s' с) = 6 (s" - s'). (8.6) 

Мы называем это нор.дшров1<ой на 6-фуН!щию. Это бсС!\О
нечная нормировка. но очень специального вида. 

Можно доказать. что разложение (8 . l) единственно, 
если толмо нииаtше два члена ,  входящие в сум.мы, 
не принадлежат одинаtеовому собственному значе
нию 1). Это условие всегда выnо:пrяется, если каждому соб
ственному значению s принадлежит только одно собственное 
состояние (т. е. со1 собственных кэт, 01личающихся только 
скалярным множителем). 

9. Функци и наблюдаем ы х  2) 
Под фующией f (s) наблюдаемой мы понимаем такую 

набдrодаемую, что измерение / (s) в любом состоянии дает 
с достоверностью результат f (;') тогда и только тогда , 
когда измерение ; в том же сос1 оянии дает с достовер
ностью результат ;', где s' теперь обозначает любое соб
ственное значение. Это приводит к математичес1<0}1у опре· 
делению 

1 (s) 1  s'> = / (;") 1 ;'). (9. l )  

1<оторое справеддиво для любого собственного значения ;' 
при условии, что функция / (х) действительного перемен-
1юго х опредемна в области , содержащей все собственные 

1) Ср. Д и р а к 1947. 5. р. 40. 2) Та�1 же р. 41 и дадее. 
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значения �. и что для каждого из этих собственных значе
ний f (х) однозначна. Отсюда мы видим, что значения f (х) 
для х, не являющихся собственными значениями G• не влияют 
на функцию f (s). Можно показать, что сумма и произведе
ние функций от s и функция фушщии от s также являются 
функциями от s· 

Физическая интерпретация результата измерения должна 
быть теперь дополнена выражением для вероятности этого 
результата. Мы предполагае.м,, что для любого состоя
ния 1 Х) действительное число (Х / s 1 Х) представляет 
среднее значение результата измерения � в атом со
стоянии, если только Х нормирован на ! :  (Х 1 Х) = / .  
Это можно выразить другим способо:v�. Пусть бха есть функ
ция х, которая принимает значение 1 при х = а , и значе
ние О при х =!= а. Тогда мы можем построить функцию Ь�а 
наблюдаемой s и скалярной переменной а. Для всех значе
ний х, которые не являются собственными значениями S• 
значения Ьха не влияют на функцию Ь�а· Отсюда, если а не 
является собственным значением ;, мы имеем О�а = О. Если же а 
есть собственное значение ;, то результат измерения б�а 
равен соответственно единице или нулю в зависимости 
от того, совпадает ли состояние с собственным состоянием, 
принадлежащим а, или нет. Теперь, согласно нашему пред
положению, для каждого значения а 

(9.2) 
есть среднее значение результата измерения l>;a в состоя
нии / Х). Р а = О, если а не является собственным значе
нием ;, так как в этом случае Ь�а исчезает. 

Если а - собственное значение ; . которое не принад
лежит области собственных значений, то каждый раз, когда 
измерение s дает а (не а), измерение Ь;а дает единицу (ну.т�ь). 
Если теперь выполнено большое число N измерений s и бi,а 
и если измерение s дает значение а N' раз и другое соб
ственное значение N - N' раз, то измерение б6а дает еди
ницу N' раз и нуль N - N' ра3. Отсюда среднее значение 
Р� = lim 1/; является ·вероятностью того, что s имеет зна-N-'?rо 
чение а в состоянии Х. 

В случае, если а принадлежит области собственных зна
чений, вероятность найти в точности а, конечно, равна 
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нулю. Однако здесь мы интересуемся вероятностью Р (а) d а 
того, что s имеет значение между а и а +  da. При этом Р (а) da 
является функцией интервала. Пусть теперь Е�а есть функ
ция точки-интервала ван Данцига, которая принимает значе
ние 1 ,  если х принадлежит интервалу а и а + da , и равна 
нулю во всех остальных случаях (ер. § 7). Тогда Е�а 
является соответствующей функцией интервала-наблюдаемой 1). 
Если интервал da не содержит собственного значения �. 
мы имеем Ega = О. Но если интервал содержит одно или 
более собственных значений, то результат измерения Ega 
равен соответственно единице или нулю в зависимости 
от того, принадлежат ли состояния собственным значениям 
из интервала или нет. По той же причине, что и выше, 
мы видим, что теперь 

Р (а) da = (Х 1 Eta l Х), (9 .3) 

если только 1 Х) нормирован на единицу. 
Если 1 Х) не нормирован на единицу. Р (а) и Р (а) da 

будут пропорциональны соответственно вероятности того, 
что s имеет значение а и принадлежит интервалу. 

Очевидно, мы имеем 

. {)sa 1 s') = б�·а 1 ;') = { 1 s
o
') для 

ДЛЯ 

s' = a, 
s' =!= а .  

(9.4) 

так как 1 s') является собственным состоянием {)�ф пр:шад
лежащим нулевому собственному значению. Аналогично 

Eda 1 s') = Edt; / s') = { 1 s') . s' Е [а ,  а + da}, 
(9 .5) � � о s' E !a. a + daJ .  

1 0. Представления и матри цы 
Как мы видели в § 5, каждое множество эрмитовых 

операторов в Еп имеет по крайней мере одну полную си
стему общих собственных значений тогда и только тогда, 
когда все операторы коммутируют. Можно показать, что 
это справедливо и в общем случае для наблюдаемых: 

1 ) Здесь мы несколько отходим от Дирака ( 1947.5, р. 48), так 
как он не вводит в ясной форме функции интервала. 
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Мн,ожество н,аблюдае.мых и.меет по крайн,ей .мере 
одн,у полн,ую систему общих собствен,н,ых состоян,ий 
тогда и только тогда , когда н,аблюдае.мые ком.му
тируют 1) . 

Однако для получения представлений этого недостаточно. 
Разложение (8. 1 )  единственно тогда и только тогда, когда 
никакие два члена не принадлежат одному собственному зна
чению, а это можно обеспечить, только предполагая, что 
полная система собственных состояний наблюдаемой такова, 
что каждому собственному значению принадлежит одно и 
только одно собственное состояние. Если наблюдаемая или 
множество коммутирующих наблюдаемых удовлетворяют этому 
условию, то говорят. что они образуют полн,ую систему 
ком.мутирующих н,аблюдае.мых. В общем случае наблю
даемая или система коммутирующих наблюдаемых не обра
зуют полной системы. но имеется весьма важная теорема: 

Каждая совокупн,ость ком.мутирующих наблюдае
мых .может быть  дополнена до полн,ой системы добав
лен,ие.м к н,ей некоторых наблюдаемых 2) .  

Если задана полная система коммутирующих наблюдае
мых, мы называем собственные кэт (бра), принадлежащие 
общим собственным значениям и нормированные подходящим 
образом, системой (всегда ортогональной) базисн,ых кзт 
(бра). Их удобно обозначать с помощью соответствующих 
собственных значений. Пусть 61 • • • •  , Su - полная система 
коммутирующих наблюдаемых и пусть s; . . . . ' s� - собствен
ные значения (дискретные или непрерывные), принадлежащие 
некоторому собственному кэт. Тогда этот кэт (нормированный 
ПОДХОДЯЩИМ образом) будет обозначаться Через 1 s; . . . . , s;,) , 
а сопряженный бра - через (s; . . . .  , s� / · Базисные кэт ана
логичны ортогональным базисным векторам {"' в тензорном l 
исчислении, а системы чисел s; . . . . ' s� служат для того, 
чтобы отличать их от остальных кэт и друг от друга. 
подобно тому как коренная буква i служит для отличия l 
базисных векторов {"' от других векторов и друг от друга. l 

1) Ср. для доказательства Д и р а к Ш47.5, р. 49. 
2) Там же, р. 53 и далее. 
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Однако обозначение наших более общих кэт коренной буквой 
с одним индексом оказалось бы не всегда приемлемым, так 
как часто нам необходимо обозначение, которое ясно показы
вает, к каким собственным значениям принадлежит базисный 
кэт. В этом состоит причина, почему в специальном случае, 
когда рассматриваются только наблюдаемые, а базисные кэт 
определяются полной системой коммутирующих наблюдаемых, 
и когда, сверх того, базисные кэт образуют бесконечное 
счетное или несчетное множество, столь эффективным является 
введение обозначений с ящиками вида ( 1 и 1 ) . в которых 
может содержаться вся эта ценная информация. 

Введя таким образом систему ортогональных базисных кэт 
и их сопряженных бра, мы можем построить о ртоzональное 
представление, т. е .  каждый кэт, бра или линейный опе
ратор могут быть представлены множестволt действи
тельных или комплексных чисел. Для кэт / Р) или бра (Q / 
мы  получаем представления 

( 1 0. 1 )  

а для оператора а - представление 

( 10 .2) 

Чисда в представлении соответствуют ортогональным компо
нентам в И п •  и нет причин, почему мы не могли бы назы
вать их о ртоzональнылtu компонентами относительно 
заданной системы ортогональных базисных кэт. 

Наоборот, мы хотим теперь во_сстановить \ Р). (Q 1 и а, 
если заданы их ортогональные компоненты. Предположим 
сначала. ЧТО имеется только одна наблюдаемая S· образую
щая полную систему. Тогда выражение (8. 1) 

r s 

единственно, если 1 s'). / s8d) и j s�c) нормированы. Предста
вление Р состоит из ортогональных компонент (s' 1 Р) 
и (s' с 1 Р) .  Пусть 1 s') и 1 °f,8d) нормированы на единицу, 
а 1 s' с) - на р-1б, где "р - функци_я s'· s' . называемая весо 
вой функцией представления. Теперь второй член в первой 
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части ( 10 .3) может быть записан в виде 

� С8 1 s"d) = � f С8(}/0 (s8 - s') 1 s' с) d�', ( 10 .4) 
s s 

где а8 - ска.1ярный множитель, такой, что 
as 1 ;sc) = 1  ;sd). ( 1 0. 5) 

Здесь 1 s8d) нормирован на единицу, а 1 s8c) - на 1:г '6. 
Таким образом, Р может быть теперь представлен в виде 

I P) = � c' l s') + f c (�') l �') ds'. (1 0.6) 
r 

rде 1 s') заменяет 1 �'с) и с (s') является уже не обычной 
ограниченной функцией, а суммой обычной - ограниченной 
функции и функцни интервала, связанно!\ с О-функцией. 
Умножая ( 10 .6) на (s' I и р" (s" I ·  мы находим: 

(а) (�' 1 Р) = с'. 
(Ь) р" (s" I Р) = f с <s'> р" (s" I s'> d�' = с  <s"). ( l о. 7) 

и пocJJe подстановки этих значений в ( 10 .6) мы поJJучаем 
выражение IP) через его ортогонаJJьные компоненты 

IP) = �ls') (�' ! Р) + f l s') р' d't,,' (s' I Р). ( 10.8) 
r 

Это можно записать также в виде форму11ы 

� 1 �'> <�' 1  + f l s'> р' dS' <s' I = 1 . ( 10.9) 
r 

Если имеется полная система коммутирующих наблюдае
мых ;1 • • • • • Sa• то мы будем иметь здесь дело со случаем, 
когда s1 • • . .  , Sv имеют только дискретные собственные 
значения, а Sv+I' • • •  , sa - только непрерывные. Тогда общий 
собственный КЭТ 1 S� . . .  S�) МОЖеТ быть нормирован уравнением 
(f: '  " , 1 r:" "") �1 • • • Ga �, • • • �а = 

_ 1 - lл Л Л (t '  � 11  ) -" (• '  "' ") - Р vt·�· • • • U(;' (V. ':>v+ I - �v+l · ' '  u ;и - Gu ' ] 1 v v 
( 10. 1 О) 
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и вместо ( 10 .8) и ( 10.9) мы получаем 

IP> = � J 1 s; . . .  s�> р' 
ds.�+1 " • d;� (s; . . .  s: 1 Р) о 0. 1 1> 

�; . . . \;� 
и 

� J 1 ;� . . .  s�) p' ds�+l " . as� <s; . . .  s� / = I. 0 0. 1 2> 

J • • • •  � · � v 
Из этого уравнения видно. что, используя р'. мы вводим 
некоторый базисный ооъем в пространстве с координатами 
s�+ i· . " .  s�. 

Аналогичным образом может быть рассмотрен общий 
случай, когда все наблюдаемые имеют как дискретные, так 
и непрерывные собственные значения. 

Если имеется только од11а наблюдаемая и число собствен
ных состояний конечно, то ортогональные компоненты опе
ратора ( 1 0 . 2) образуют обычную матрицу. Рассмотрим сначала 
случай ПОJIНОй системы коммутирующих наблюдаемых s1 • • •  " Su 
и счетного числа общих собственных состояний, следова
телыю, только дискретных собственных значений. Тогда орто
гональные компоненты ( 1 0 .2) снова могут рассматриваться 
как элементы матрицы, но уже бесконечной. Если обозначить 
собственные значения через ;1• s? . . . . , то каждый элемен r 
матриuы имеет вид (s' 1 а /  ;s); r, s = 1 .  2, . . . Отсюда сразу 
следует, что sг . . . . Su и все наблюдаемые. являющиеся их 
функuиями, представляются диагональными матрицами, 
т.  е. с отличными от нуля элементами только на r лавноrt 
диагонали. Тождественный оператор представляется единич
ной .матрицей, т. е. диагональной матрицей, элементами 
1\ОТОрОЙ ЯВЛЯЮТСЯ ТОЛЬКО +J. 

Если а - эрмитов, а = а, то 
<t 1 j: 1 1 I ' "  'i: ") <t 11 �" 1 1 1:: 1 t , ) '::!/ ' ' ' 'ои а r:,l ' • ' 'ои = 'oJ ' ' • Su а 'of ' • ' \>и ' ( 1 0. 1 3) 

Отсюда видно, что матрица эрмитова оператора явJ1яется 
эрмитовой матрицей. 

Из ( 1 0. 1 0) при норь�ировке на единицу следует, что 
(s; . . . s� I а� / ;; . . .  s:) = 

=� (s; . "  s� l a / s�' " .  ;;') (s;' " .  ;�' 1 � 1 ;; " . s�). < 1 0. 14) 
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а это значит. что матрица произведения может быть получена 
из матриц сомножителей по обычным правйлам умножения 
матриц. 

Аналогично из выражения 

s: I Р) 
( 1 0. 1 5) 

следует, что если j P) рассматривать как матрицу со счетным 
числом строк и одним столбцом, то имеют место обычные 
правила матричного умножения. 

Рассмотрим теперь более общий случай, когда sl' . . . . Sv 
имеют только дискретные собственные значения, а Gv+ I' • • • 

. . . , Gn - только непрерывные. Снова мы имеем множество 
ортогональных компонент а, но это множество несчетно. 
Тем не менее все множество чисел рассматривается как 
матрица, представляюцая а. Вместо ( 1 0. 1 4) мы получаем 
согласно ( 1 0. 1 2) для р' = 1 

<" , !;1 • • • s� I а� 1 ;; " .  s:) = 

= � f (;; " . s� l a ! s�' 
;; . . .  �� 

'i:"') d'i: lff 
' '  • ""и '::>v + I " '  

в качестве п равила умножения для этих обобщенных матриц. 
Вместо ( 1 0. 1 5) мы находим 

(s; · "  s� l a ! P) = 
= � f (s; . . .  s� 1 a 1 ;; . . .  s:> ds:+1 . . .  ds: (s; . . . ;: 1 Р). 

�; . . . �� 
( 1 0. 1 7) 

откуда видно, что !Р) может рассматриваться как обобщен- ·  
ная матрица с несчетным числом строк и одним столбцом. 

Для а = 51 и р' = 1 мы получаем 
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а это означает, что отличные от нуля элементы расположены 
только на главной диагонали и что эти элементы имеют 
весьма частный вид произведения (и � v) 6-функuий. 

Пусть теперь а есть оператор, коммутирующий с (;1 • Тогда 
согласно ( 10 . 1 6) и ( 1 0. 1 8) мы имеем 

f <!: ' f: ' 1 ... , tJ!I f:lll> d'r-'" d" lllf:ll!J11. '<>J ' ' ' '<>и "" '<>J ' ' ' '<>и '<>v+l • • • Su '<>J u�j\; • · • • • •  6,111 ,116 (6"' 1 - t." 1) . . •  о (t."' - t.") = �v "v v+ -v+ --и -и 

f 'r. '6 " " (f: ' f:"' ) " (� '  •lll) d"fll = '<>1 � '�111 • • • u�' �"' u '<>v+ l - '<>v+l • • • u ';и - Su Sv +l • • • J / v v 

или, используя · свойства О-функций, 

( 1 0.20) 

Но �1 имеет только дискретные собственные значения, 
И, СЛедОВЗТСЛЬНО, (s; . . . S� /a J �; . . .  s;;) ДОЛЖНО иметь В ка
честве множителя 6, -.·. Однако если мы возьмем � , 1 �i"I " .,.  
вместо �1 • те  же  соображения приводят к заключению, что 

(s; . . . �� 1 а ! �; . . . s: )  содержит в качестве множителя 
6 (��+ 1 - 5: .,. 1). Отсюда, если а коммутирует со всеми наблю

даемыми �г . . .  , Su• то все элементы вне главной диагонали 
исчезают, а все элементы на главной диагонали имеют ту же 
епеuиальную структуру, что и у матриu (;1 • • • •  , Su· Все 
матрицы с этой специальной структурой элементов коммути
руют. Коммутация является весьма важным свойством матриц, 
и поэтому для матриu с несчетным числом строк и столбцов 
мы используем термин диагональная .матрица только 
тогда, когда ее элементы имеют эту специальную структуру. 
Недиагональные матрицы с несчетным числом строк и столбцов 
могут обладать тем свойством, что все элементы вне главной 
диагонали исчезают. Они часто встречаются в квантовой меха
нике, но оiш не коммутируют с диагональными матрицами. 
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1 1 .  Вероятности и ортогональные  номn оненты 1) 
Пусть имеется полная систе'ма коммутирующих наблюдае

�шх sг . . . , �и· такая, что первые v имеют только дискретные 
собственные значения, а остальные и - v - только непре
рывные . Нас интересует вероятность того, что резу лыат · 
измерения всех этих наблюдаемых в состоянии I S) есть 
s; . . . .  ' s� для первых v-наблюдаемых и лежит в интервалах 

[• '  1' '  + d� '  l [j: '  " '  + d't ' ] Sv+I' '<>v+ l ,;v+/ J '  · · · ' "'и' '::>и "'и 
для остальных и - v-наблюдаемых. Согласно нашим пред
положениям в § 9 эта вероятность равна 
Р. · · d>: '  1 • . .  dC.' = �1 • . •  !;и "v+ · и 

<s 1 б о Ed;�+ l Eds� 1 S) = 1 �/�� • • • �v;� �v+l • • . �и ' 
ес,1И j S) нормирован на единицу. 

Полагая для удобства и =  2, v = 1 и используя 
при р' = 1 ,  мы получаем согласно (9 .4 ,  5) 

Pt 's' d;; = � f (S 1 о� s· E:;; 1 s;�;) ds; (�;s; 1 S) = 
�1 2 • 1 1 2 't1 

= < s 1 s;�;) <�;s; 1 s> d�; = 1 (s;s; 1 s> 12 d;;. 

( 1 1 . 1 ) 

( 1 0. 1 2) 

( 1 1 . 2) 

Аналогичным образом находим в более общем случае ( 1 1 . 1 )  
Р�� " . ;� d��+ 1 • . .  d�� = i (s; . . . �� 1 s> 12 d;�+i · · · d�� . ( 1 1 . З) 

и это означает, что плотность вероятности результатов изме
рения полной системы наблюдаемых �1 • • • • , �и задается 
квадратами абсолютных значений ортогональных компонент 
состояния относительно полной системы общих собственных 
состояний. 

Ортогона.1ьные компоненты (�; . . .  s� !S) не являются 
обязательно действительными и могут содержать множитель. 
вида e'if' .  Они называются а.нплитуда.ци вероятн ости. 
а этот множитель называется фазовым "нн ожателе,и. Он 
не влияет на вероятность. 

1) См. Д и р а к  1947.5, р. 45 и далее, р. 72 н дадее. 
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Если I S) нормирован не на единицу, а на б, то 
1 (;; . . .  ;� 1 S) 12 d;�+I . . . d;� не являются вероятностями, но 
они пропорциональны вероятностям. В этом случае 

. ортогональные компоненты (;; . . .  ;� 1 S) называются отно
сительны.ми а.мплитуда.ии вероятности. 

Мы часто интересуемся двумя различными представлениями 
. одной и той же динамической системы. Пусть ri1 • • • •  , 'Ylw есть 
другая полная система КОУtмутирующих наблюдаемых (в об
щем случае не коммутирующих с ;), и пусть 'YJI' • • • , 'llx имеют 
только дискретные собственные значения, а ri 1, • • • , ri -х+ w 
только непрерывные. Тогда из ( 1 0. 1 2) и соответствующих 
формул для ri мы получаем уравнения 

(ri; " . rJ� 1 Р) = 
= � f (ч; · · · ч� 1 ;; · . . ��) d;� t l . . • d;� (s; 

s� " .  �� 
(G; " .  ;� 1 Р) = 

�� I P). 
( 1 1 .4) 

= � J (G; · · · �� / 11; · " ri�) dr(нi " . d!}� (ч; " . � 1 Р), 
Т]� • • •  t}� (1 1 .5) 

которые выражают ортогональные компоненты Р относительно 
систем общих собственных состояний наблюдаемых �1' • • • • Gu 
и наблюдаемых Чг . . . , 'llw друг через друга. Мы уже видели 
в § 5, что преобразования, 1юторые переводят полную орто
г ональную систему единичных кэт в другую такую же 
систему, являются унитарными преобразованиями. Здесь мы  
имеем полные системы, состоящие из  бесконечного числа кэт, 
причем кэт, нормированных на б, а не единичных. Тем не 
менее ( 1 1 .4) и ( 1 1 .5) являются унитарными преобразованиями, 
как это видно из соотношения (ер .  (3. 7) и (7 .ба) ) 

(ч; . . .  ч� 1 ;; . " ��) = (s; " . �� 1 ч; " . ч�)· (1 1 .6) 
Коэффициенты (ri; . . .  ri� / ;; . . .  ;�) могут рассматриваться 
как своего рода вероятности. Если все � и '11 имеют только 
дискретные собственные значения, то все собственные кэт 
нормируются на единицу. Тогда (ч; . . .  1'\� 1 s; . . . s�) является 
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одной из ортогональных компонент кэт 1 6; . . .  6�) относи
тельно полной системы общих собственных кэт наблюдаемых "lг . . . , "lw· и ,  таким образом, квадрат ее модуля п редстав
ляет вероятность того, что измерение 'llг . . . , 'l'lw дает 
1']; . . . . , 11�· если это измерение проводится в состоянии 
1 6; . . .  6�). т. е. в состоянии, для которого измерение 6; . . .  6� 
приводит с достоверностью к результату 6; . . . . , 6�· С этой 
точки зрения ( 1 1 . 6) может быть интерпретировано как теорема 
взаимности. 

1 2. Обозначение с п омощью функций 1) 
Мы уже видели в § 9, что функuия полной системы 

коммутирующих наблюдаемых 6г . . .  , 6u есть такое соот
ветствие между общими собственными состояниями и ком
плексными числами, что каждому из э·гпх собственных состоя
ний принадлежит одно и только одно число. Следовательно, 
согласно этому определению представитель (6� . . . 6� 1 Р) 
любого кэт образует функцию от 61 • • • •  , 611 - Обозначим эту 
функцию через 'Ф (6г . .  " 611) или для краткости 'Ф (6): 

( 1 2. 1) 

Тогда мы можем использовать 'Ф (6) для обозначения кэт /Р) 

IP) = l 'Ф (6)). ( 1 2 .2) 

Чтобы понять, что это в действительности означает с точки 
врения тензорного исчисления, п редположим ,  что число общих 
собственных значений равно п и что {� • . . .  , lx ортогональные 1 n 
общие собственные кэт, нормированные на единиuу. Пусть I P) 
есть кэт vx, vx. Тогда его представителем являются орто
гональные компоненты vl. . . .  , vn, которые численно равны 
f.11, . . . . vn. Но функция 'Ф Ш является теперь оператором: 

( 1 2 .3) 

1) См. д и р а к  1947.5, р. 79 и далее. 

24 Я. А. Схоутен 
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Она определяете?. не то,1ько вектором vx, но также и сцсте
:мой операторов, соответствующих s1 ,  • • .  , Su• так как эта 
система полная и единственным образом определяет собствен
ные состояния. соответствующие ix, . . . • ix. 

1 11 
При этой новой символике каждый кэт обозначается 

функцией s1 • • • . • �и· Рассмотрим теперь кэт I P) = l 'Ф Ш) 
и другую функцию f (s) · Мы хотим определить обозначение 
ддя произведения f (s) I P) (обращаем внимание, что f (s) 
наблюдаемая. а не скаляр !). Если s; . . . �:i или, короче, 
s' - общие собственные значения. то мы имеем 

<s' I  1 ю = <s' I 1  <s') ( 1 2 .4) 
и 

(s' 1 1 ш 1  Р) = / <s') (;' i Р) = / <s') 'Ф <s'). ( 1 2 . 5) 
Отсюда 

! ЮI Ф Ш) = l/ Ю 'Ф Ю). ( 1 2 . 6) 

Но это уравнение показывает. что при новых обозначениях 
вертика.1ьная черта излишня и что мы можем писать 

/Р) = Ф (S)). ( 1 2 . 7) 

Теперь мы можем смотреть на 'Ф (s)) как на произведение 
наблюдаемой 'Ф (s) на кэт J) или просто ) . Последний назы
вается стандартным кэт. Очевидно. он всегда принадлежит 
к фиксированной полной системе кт1мутирующих наблюдае
ашх и все представляющие его числа или ортогональные 
компоненты равны + J . В тензорном исчислении он со
ответствует кэт. все tt  ортогональных компонент которого 
раnны J : 

( 1 2 .8) 

Свсрт1'а ( 1 2 .8) с ( 1 2 . 3) дает вектор vx. То же может быть сделано с бра. Если 

(Q I J: ' � ' ) - (t ' � ' ) - (� ') "1 · · · <;и - ер '°"'J' • • • • Su - ер S • ( 1 2 .9) 
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то бра (Q I может быть записан в виде ((Р Ш I или (<JJ (s) 
и может рассматриваться как произведение наблюдаемой <р (s) 
и стандартного бра ( , соответствующего бра 

в тензорном исчислении.  Очевидно, (P I должен соответство
вать (\i) (s) 1) . 

Теперь и кэт и бра обозначаются функциями от s1 • • • • , Su• 
и единственная разница состоит в знаках ) и ( , обозначаю
щих умножение кэт (бра) на любой оператор слева (справа). 
Мы можем часто опускать эти знаки и просто помнить, 
обозначает ли f (s) кэт, бра или оператор. Это именно то, 
что в дейстnительности делали многие авторы со времен 
создания 1шантовой механики. Они работают с некоторым 
эрмитовым оператором, например Н, который является функ
цией систеыы коыыутирующих наблюдаеыых и волновой 
функцией, например ф, тех же наблюдаемых. Эта волно
вая функния может умножаться на Н слева : Нф обозначает 
Н!Ч1) . Тогда сопряженная ф может умножаться только 
справа: \j) Н обозначает (\j) jH. Произведение 'FФ обозначает 
(iFШ !'11Ш)· 

С помощью этих сокращенных обозначений Дирак возвра
щается к привычной форме волновой механики. Но эти сокра
шенные обозначения вводятся теперь 1�е ad hoc 2), а являются 
составной частью теоретически хорошо обоснованного исчи
сления, которое может быть использовано во всех случаях, 
включая и те, в которых чрезмерное сокращение в обозначе
ниях могло бы привести к недоразумениям. С этим послед
ним штрихш1 исчисление Дирака является весьма гибким 
инструментом и прекрасной иллюстрацией утверждения, что 

1) Согласно сокращенным обозначениям, введенным в §  7, Дирак 
пишет (Р 1 для сопряженного 1 Р), нv при новых обозначениях мы 
должны писать (ф 1 для сопряженного 1 ф ) .  Здесь имеется некоторая 
непоследовате.�ьность в обозначении, которую можно было бы 
избежать, только записывая щегда ( PI дJ1я сопряженного 1 Р} не
зависимо от используемого метода обозначения. 

2) То есть не придуманы специально для этого случая. - Прим. 
перев. 

24"' 
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математические методы, которые действительно полезны для 
прикладных целей, не могут быть обнаружены одними 
теоретическими исследованиями, а создаются совместными 
усилиями чистых теоретиков и исследователей, занимающихся 
прикладными вопросами. 

УПРАЖНЕНИЯ 
Х. 1. Если Р и Q - эрмитовы, доказать. что PQ + QP и 

iPQ - iQP также эрмитовы. 
Х. 2. Если И - унитарный оператор. доказать, что 

(Ии) · (Uv) = и · v. (2ci) 
Х. 3. Пусть ; - линейный оператор, т - положительное целое 

число и ;т 1 Р) = О. Доказать, что ; ! Р) = О  1). 
Х. 4. Доказать, что равенство 

_!!:__ ln х = _!_ _ ino (х) dx х 
справедливо для всех действительных значений х 1). Х. 5. Линейный оператор. который коммутирует с . наблюдае
мой �. коммутирует с любой функцией от ; 1) . 

Х. 6. Линейный оператор, который коммутирует с каждой пол
ной системой коммутирующих наблюдаемых, есть функция этих 
наблюдаемых 1 ). 

1) Ср. Д и р а к  1947.5. 



Д О П О Л Н Е Н И Е  
ТЕОРИЯ ДИСЛОКАЦИЙ 

В настоящее время можно считать установленным, что 
многие свойства твердого тела и, в частности прочность, 
пластичность, ползучесть, обусловлены в первую очередь 
дефектами кристаллической решетки, среди которых особенно 
важную роль играют дислокации. Изучение дефектов струк
туры твердого тела развивается в основном в двух напра
влениях: микроскопическом и макроскопическом. К первому 
направлению относятся преимущественно экспериментальные 
работы, в которых выясняется физический механизм явлений 
и дается его качественное объяснение . В работах второго 
направления строится феноменологическая теория среды 
с дефектами на основе континуальной модели .  В связи с этим 
ее часто называют континуальной теорией дислокаций. Uелью 
настоящей работы является краткое изложение математиче 
ских основ этой теории и ее связи с методами тензорного 
анализа. По вопросам физической теории дислокаций мы 
отсылаем читателя к книге Ван Бюрена ( 1 960.4) и к обзору 
В. Л. Инденбома и А. Н. Орлова ( 1 962.3) ,  где имеются 
также многочисленные ссылки на другие работы. 

1 .  Введение 

Дислокации в кристаллической решетке. На рис. 34 
схематически представлены различные типы дефектов кри
сталлической решетки. Дефекты А и В являются моделями 
соответственно межузельноrо атома и вакансии. Общим длп 
них является то, что вызванная ими деформация локализована 
в небольших объемах с характерными размерами порядка 
нескольких межатомных расстояний. Поэтому их естественно 
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называть точечными дефектами. Если эти дефекты распреде
лить по некоторой поверхности, то полученный дефект можно 
классифицировать как поверхностный. Примером такого 
дефекта являются ва1<ансии, распределенные по поверх
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ности CD (на рис .  34 
видно только ее сече 
ние). 
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Совершенно к друго
му типу принадлежат 
дефекты L и М.  Как вид
но. они являются краями 
лишних (или. если угод
но, недостающих) ато�1 -
ных плоскостей. Дефор
мации локализованы в ок
рестности линии, и. 
следовательно, дефекты 
являются линейными. Из 
геометрических сообра
жений очевидно, что эти 

)..-' 1 I 
н 1'-:(' l l � Г  

линии как границы атом-
Рис. 34. пых плоскостей не могут 

оканчиваться внутри кри
сталла. Они либо замкнуты, либо оканчиваются на грани 
це кристалла, либо уходят «на бесконечность» (но возможен 
и более сложный случаи, когда они оканчиваются на другой 
линии того же типа). Однако этим дефекты еще полностью 
не характеризуются. Действительно. замкнутым линейным 
дефектом может быть также цепочка вакансий. 

Рассмотрим произвольный за�1кнутый I<онтур Г, охваты
вающий особую линию L (нормальную к плоскости чертежа) 
и проходящий в «хорошей» (без дефектов) части кристалла 
(рис. 35, а). Попытаемся естественным образом сопоставить 
ему контур Г' в идеальном криста.11ле. Как видно из рис. 35, б.  
контур Г' при этом оказывается разомкнутым. При согласо
ванной ориентации L и Г вектор Ь, соединяющий концы Г', 
однозначно определяется дефектом L и не зависит от выбора Г. 
Наоборот, задание Ь и линии L полностью характеризует 
линейный дефект этого вида. По направлению Ь перпенди-
1<у,1ярен лишним плоскостям, а его величина пропорциональна 
их числу. Г и Ь называются соответственно контуром 
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Бюргерса и векторо:11 Бюргерса, а особая линия L с отличным 
от нуля векторо:11 Бюргерса - дислокацией. Очевидно, для 
замкнутой цепочки вакансий веюор Бюргерса равен нулю. 

Мы можем наглядно представить себе один из возможных 
механизмов образования дислокаций, если предположим, что 

72 !! то .9 8 7 72 11 /[} .9 8 7 
l 73 б 73 fi 

� ,..__ 14 5 74 s 
15 - - ,,,. 15 4 

/ Jt .J 
r 7778 1.9 J 2 Jfi !J .J ---1718 19 -+- ! Z  r' 

а; 6) 
Рис. 35. 

показанное на рис. 34 скопление вакансий по поверхности CD 
захлопнулось. Единственным дефектом в этом случае буде·г 
дислокация, совпадающая с границей CD. В частности, мы 

--
1 1 1 1 1 1 

- - -

Рис. 36. 

можем считать, что L и М являются сечениями одной дисло
кации, образованной таким образом. Другой, более вероят
ный механизм образования дислокаций за счет сил сдвига 
показан на рис. 36. Из этого же рисунка видно, что пере
мещение дислокации в направлении ее вект9ра Бюрrерса, 
или, как rово;:>ят, в ее плоскости скольжения, приводит 
к результирующеыу сдвигу кристал,1Ических блоков на 
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величину Ь. Для получения такого же эффекта равномерным 
сдвигом (без дислокации) потребовались бы силы сдвига на  
несколько порядков большие. Эта схема объясняет, почему 
дислокационный механизм играет столь исключительную роль 
в процессах неупругого деформирования твердых тел. 

Кроме указанных дефектов, в реа.'!Ьном кристалле в стре
чаются и другие типы дефектов, например так называемые 
частичные дислокации, двойникующие дислокации и т.  д. 
По существу они являются уже не линейными, а поверх
ностными дефектами. Мы не будем специально на них оста
навливаться 1) . 

Дислокации в сплошной среде. Легко построить модель 
дислокации в сплошной упругой среде. Проведем в среде 
разрез вдоль некоторой поверхности S, ограниченной кон
туром L, и сдвинем берега разреза на постоянный вектор Ь, 
малый по сравнению с характерным размером контура L. 
Заполним получившийся зазор тем же материалом (или, на
оборот, удалим лишний материал) и произведем столь тща
тельную склейку, что5ы нигде, кроме границы L, не осталось 
никаких следов произведенной операции. Тогда в среде воз
никнет внутреннее напряженное состояние, которое всюду, 
кроме контура L, можно, как обычно, описывать вектором 
смещения и. Пусть Г - произвольный контур. зацепляющийся 
с L. Почти очевидно, что 

f д1,иµ dLл = Ьµ, 
г 

( 1 .  1)  

тогда как для любого контура, не зацепляющегося с L, этот 
интеграл равен нулю. Формулу ( 1 . 1 ) легко получить, если 
взять за основу данную модель дис.'!окации. Но можно, как 
это обычно и делается, принять ( 1 . 1) за определенные дисло
кации: дислока цией называется особая линия в среде, 
обладающая те.м свойство.м ,  что при л:обых внешних 
условиях (силах) интеграл (1 . 1) по любо.му достаточно 
мало.му 1<онтуру Г, зацепляюще.муся с L, и.меет по
стоянное,  отличное от нуля значение. Малость контура 
;щесь нужна для того. чтобы исключить зацепление с другими 

1)  Макроскопическую теорию двойникуюЩJIХ дислокаций см" 
например, в работах И. М. Л и ф ш и ц а  1948.2 и А. М. К о с е в и ч а  
и А. А. П а  с т  у р а  196 1.4. 
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дислокациями, если они имеются. Контур Г и век гор Ь по  
аналогии называют контуром Бюргерса и вектором Бюргерса. 

Данное определение привлекает своей простотой, но  
в то  же  время обладает рядом недостатков. Как видно и з  
самого определения, при наличии дислокаций вектор смеще
ния и уже не является однозначной функцией точки, и, сле
дователыю, его нельзя в этом случае рассматривать. как 
хорошо определенную физическую величину. Здесь ситуация 
совершенно аналогична то�1у, как если бы мы стали опре
делять линейные токи в магнитостатике через циркуляцию 
градиента скалярного магнитного потенциала. Формально это 
допустимо, но вряд ли такое определение можно считать 
физическим. Однако главным недостатком определения является 
невозможность его распространения на случай непрерывного 
распределения дислокаций. Вектор смещения в этом случае 
вообще не определен в области, где плотность дислокаций 
отлична от нуля, аналогично тому, как скалярный потенциал 
не имеет смысла в области, где плотность токов не равна 
нулю. Поэтому в дальнейшем мы дадим другие определе
ния дислокации в сплошной среде, свободные от этих недо
статков. 

Ис точники внутренних напряжений. Станем теперь на 
б олее общую точку зрения и будем рассматривать дислок·ации 
как один из возможных источников внутренних напряжений 
в упругой среде . Изолированную дислокацию L можно оха
рактеризовать следующим образом. Вырежем из среды тонкое 
кольцо Г, охватывающее L, и изолируем его от внешних 
сил. Кольцо тем не менее будет находиться в напряженном 
состоянии. Для того чтобы это обнаружить, сделаем допол
нительный поперечный разрез - концы разреза при этом 
разойдутся на некоторый вектор Ь, но сечения останутся 
параллельными (рис. 37,  а). Если этим свойством обладает 
любое достаточно малое кольцо, охватывающее L, и Ь = const, 
то L . очевидно, можно рассматривать как макромодель физи
ческой дислокации в кристаллической решетке. Развертке 
контура Бюргерса на идеальную решетку соответствует при 
этом перевод кольца Г в ненапряженное (естественное) 
состояние с помощью разреза. Другой возможный источник 
внутренних напряжений показан на рис. 37 ,  б. Здесь уже 
имеет место не только расхождение концов, но и поворот 
сечений на некоторый угол {}. Величины Ь и {}, вообщ� 
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зависящие от Г. могут служить :мерой интенсивности вну
тренних напряжений 1). 

Мы будем рассматривать источники обоих этих типов 
при произвольных законах распределения: объемные, поверх
ностные, линейные и точечные. Среда с подобными источни
ками внутренних напряжений является, по существу, той 

iJ 
" 

а) 6) 
Рис. 37. 

моделью, с которой имеет дело континуальная теория дисло
каций. Излагая в дальнейшем математические основания этой 
модели, мы вынуждены будем ограничиться случаем непо
движных источников. Читателя, интересующегося динамикой 
дислокаций, мы отсылаем к работам А .  М. Косевича 2) .  При 
отборе материала учитывалось также, что ряд вопросов кон
тинуальной теории дислокаций достаточно полно рас.смот
рен в изданном недавно сборнике переводов иностранных 
авторов 3) .  

В заключение несколько слов о математическом аппарате 
теории. Ниже мы попытаемся показать, что методы класси
ческой дифференциальной геометрии удивительным образо�f 
соответствуют физическим представлениям об упругой среде 
с непрерывным распределением источников внутренних напря-

1 ) Разрезание колец действительно используют в лабораторной 
и заводской практике для определения внутренних напряжений. 
При этом обычно в технических условиях на изделия непосред
ственно задаются допустимые величины расхождения концов для 
фиксированных размеров колец. 2) 1962.4, 5. 8) Э ш е л б и  1963.l.  
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женнй. Это поз1юдяет в свою очередь по.1учить наглядную 
физическую интерпретацию таких относительно сложных 
понятий дифференциальной геометрии. как паралле.1ьный 
перенос, нручение, кривизна и т. д. 1). С другой стороны, 
в случае, когда источники распредедены по поnерхностям 
:меньшего числа измерений - а эта ситуация характерна для 
континуалыюИ теории дислокаций, - необходимо сочетание 
классических • методов тензорного анализа с идеюш теорпи 
обобщенных функций. До сих пор этим вопросам не уделя
лось дош1шого внимания. В частности, они почти не затро
нуты и в данной книге. Нам представлялось по.1езны�1 пока
зать на примере континуальной теории дислокаuиИ плодо
тsорность сочетания этих методов. 

2. Геометрия упругой сред ы 
с источнинами внутренних нап ряжений 2). 

К ачест венные характери стики континуума. Прежде 
всего, если мы хотим различать такие среды, как песок и 
металл, мы должны в вести понятие «близости». Физически 
это означает, что две частицы среды, которые были близкими 
в начальном состоянии, будут таковыми и в любом другом 
состоянии. Естественно, что этому требованию удовлетворяет 
упругая деформация среды с криста.мическоtt решеткой и не 
удовлетворяет перемещение песка . N\атематическим эквива
Jiентом понятия близости является предположение, что среда, 
рассматриваемая как множество материа.�ыrых точек, является 
топологическю1 пространством. При это�1 два топологичесю1х 
пространства считаются эквивалентными и не различаются, 
если существует взаимно однозначное и непрерывное пре
образование одного пространства в другое. Такое преобра
зование называется г о .мео.мо pфuзJtOJt 3) .  Можно сказать, что 

1) Отметим, что соответствующая интерпретация п общей теории 
относительности (см. гл. IX)  является значительно более сложной. 

2) Общие ссылки: К о н д о  1955.2; Б и л б и  с сотрудниками 1955.4; 
Э ш е л б и  1963. 1 ;  К р ё н е р  1 958.3; К р ё н е р  и З е г е р  1959.2. 
Там же имеются ссылки на другие работы, примыкающие 1< этому 
направлению. 

3) Точные определения такнх понятий, как rомсо�юрфизм, мноrо
образпе и т. д. и их свойства можно найти, например, в книге 
у и т н и  1957.2. 
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топологическое пространство определено с точностью до 
гомеоморфизма. 

Описание положения материальной среды в пространстве 
практически невозможно без введения системы координат. 
Это, а также и другие соображения заставляют потребовать. 
чтобы по крайней мере в окрестности каждой точки можно 
было ввести систему координат. При этом в общем случае 
необоснованно было бы требовать существ�вания одной 
системы координат для всего пространства , если мы хотим 
рассматривать пространства, топологически не эквивалентные 
евклидову пространству. например сферу. тор и т. д. Иными 
словами, мы предполагаем, что окрестность каждой точки 
среды гомеоморфна п-мерному евклидову пространству (или 
полупространству для среды с краем). Обычно п = 2 или 
п = 3, хотя иногда целесообразно рассматривать случаи п > 3. 

Наконец, если мы хотим рассматривать в среде поли 
достаточно гладких функций (например, дифференцируемых 
или аналитических), то и сама среда должна обладать соот
ветствующей гладкостью.  Наглядно мы можем представлять 
себе это следующим образом: если две кривые (или поверх
ности) в среде имеют касание определенного порядка в на
чальном состоянии, то они имеют его и в любом другом 
состоянии. (Таким свойством, конечно, не обладает среда 
типа глины). Но это возможно только в том случае, если 
допустимыми преобразованиями являются не произвольные 
гомеоморфизмы, а лишь достаточно гладкие - диффеомор
физ;,�ы. Оказывается, что без существенного ограничения 
общности последние можно предполагать аналитическими. 

Все перечисленные выше требования мы можем крат
ко сформулировать в одном постулате: .м.ате риальная 
среда есть дифференцируемое (аналитичесиое) много
образие. 

Внешнее состояние и в нешняя метрика. Будем в даль
нейшем для определенности предполагать. что среда гомео
морфна 3-мерному евклидову пространству Rз и. следо
вательно, является элементарным многообразиеы Х 3 (см . § l 
гл. IV). Обозначим точки среды � и точки пространства х.  
Пусть Ф - некоторое фиксированное гладкое вложение (диф
феоморфизм) среды в Rз 

ф : � � х = ф (�). (2. 1) 
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По предположению, существует обратный диффеоморфизм Ф
-1 

Ф- 1 : х � 6 = Ф- 1 
(х). (2.2) 

Мы будем говорить, что задание Ф определяет внешнее 
(zео.метричесf(,ое) состояние среды. Все характеристики 
среды, которые зависят только от Ф, будем называть внеш
ними (геоJ.tетричесf<,U.Ми) ха раf(,те ристаf(,а.ми или фунf(,
ция.ми внешнего состояния. 

Для фактического задания Ф введем лагранжеву систему 
координат 6", связанную со средой, и эйлерову систему 
координат xi. Тогда 

(2 .3) 
(2 .4) 

где х
1 (sл) - достаточно гладкие функuии с от личным от 

нуля якобианом. 
Определим теперь основную внешнюю характеристику 

среды - внешнюю метра/(, у - как расстояние между точ
ками R3, в которых находятся соответствующие точки среды 
в состоянии ф 

о2 о � Л µ  о i k ds = g,_µ (�) d6 ds = gtk (x) dx dx .  (2.5) 

Здесь g1k - евклидов метрический тензор R3• Если, в част
ности , в качестве х1 взяты декартовы координаты, то 

d�2 = бtk dxl dxk = � (dx1)2. 
i (2.6) 

Таким образом, внешняя метрика d�2 однозначно индуци
руется вложением Ф и имеет различные представления в ла· 
rранжевых и эйлеровых координатах. 

Имеем очевидные соотношения о о дхi дхk 
g,_µ (6) = glk (X (s) )  д6л д6µ • о о д6" д6µ gik (х) = g Лµ (6 (х) ) дхl дхk · 

(2 .7) 

(2.8) 

Легко показать, что справедливо и обратное утверждение: 
задание внешней метрики определяет однозначно Ф с 
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точностью до движения среды как твердого тела. Естественно, 
что вкешняя метрика при этом не может быть задана произ
вольно, а должна удовлетворять уравнению 

Kлµvx {gap) = О, (2.9) 
где К лµ,,х - тензор кривизны Римана - Кристоффеля. 

Внутренняя геометрия. Будем называть внутренними 
характеристика.ми среды те характеристики, которые не 
зависят от вложения Ф. Совокупность всех внутренних 
характеристик определяет внутрен,нее состояние, или 
внутреннюю геометрию среды. К внутренним характери
стикам относятся, в частности, указанные выше качественные 
характеристики: топология, близость, гладкость. Однако всеми 
этими свойствами могут обладать и неупруг11е среды. Попы
таеыся теперь описать те внутренние характеристики, которые 
отличают упругую среду от неупругой. 

Под упругостью обычно подразумевают свойство тела 
восстанавливать свою форму после снятия внешней нагрузки. 
Это физическое свойство позволяет построить внутреннюю 
геометрию среды. Наоборот, постулированпе существования 
внутренней геометрии среды, по-видимому, и является наи
более общим математическим эквивалентом понятия упру
гости. Соответственно неупругие явления (пластичность, пол
зучесть и т. д.) целесообразно определить как изменен�е 
внутренней геометрии.  

При построении внутренней геометрии мы  будем руко
водствоваться следующим принципом. 

Положим для определенности , что на среду не действуют 
внешние силы. Этим фиксируется некоторое в11ешнее состоя
ние среды в целом. Пусть � - точка среды, рассматриваемой 
как многообразие Х 3, и пусть Г - некоторая проходящая 
через нее кривая. Отделим от среды достаточно тонкую 
материальную трубку, содержащую Г, и поместим ее в реаль
ное евклидово пространство R3• Если Г - замкнутая кривая, 
го мы проведем в трубке разрез через точку S· Тогда в силу 
упругих свойств материала трубки она примет в Rз опре
деленную конфигурацию. При наличии разреза концы трубки, 
вообще говоря, разойдутся и повернутся на некоторый угол. 
Если отношение характерного поперечного размера трубки d к ее длине l в Rз мало, то, исходя , из  физических предста
в лений о природе внутренних напряженпй, можно приближенно 
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считать данное состояние не напряженным и тем точнее, чем 
меньше dil. При этом предполагается, что трубка изолиро
вана лишь от силовых воздействий, а все остальные пара· 
метры. характеризующие ее состояние, например температура , 
остаются неизменными. Последнее предположение не является 
существенным и сделано для удобства определения внутрен
них  характеристик среды. 

Будем называть предельное состояние трубки при d/l � О  
естественны.м состоянием среды вдоль кривой Г. Соот
ветствующее вложение Фг в реальное пространство назовем 
канониrtес1<и.м диффео.мо рфизмо.�t кривой Г (с ее ок,рест
ностью) в R3. При заданном Фr определим все внутренние 
геометрические характеристики среды вдоль Г через соот
ветствующие характеристики естественного состояния. Так, 
например. два вектора в точках � и :;1 на кривой Г в Х 3 
будут считаться параллельны.лtи вдоль кривой Г тогда и 
только тогда. когда параллельны их образы ,  индуцированные 
вложением ФГ' в точках х = Фг (G) и х 1 = Фг(:;1); если обра-

зом Г в Rз является прямая, то Г - геодезическая в Хз и т. д. 
Мы можем кратко сформулировать это следующим обра

зом : внутренняя �ео.метрия среды вдоль каждой /(ри 
вой Г индуцируется каноническим диффео.морфиз
мо . .и Г в Rз-

Подчеркнем, что если естественное состояние понимать 
как состояние без внутренних напряжений 1) ,  то оно, вообще 
говоря. не существует для среды в целом, но существует 
для достаточно малой окрестности каждой точки. Таким 
образом, с точки зрения внутренних напряжений нет необхо· 
димости определять естественное состояние вдоль кривой. 
Однако ниже будет показано, что опредедсние естественного 
состояния д,1я окрестности точки было бы связано с потерей 
части информации •О  природе источников внутренних напря
жений. В частности, мы не смог ли бы различать источники, 
показанные на рис. 37, а и 37, б ,  что существенно с точки 
зрения теории дислокаций. Этим объясняется необходимость 
определения естественного состояния как состояния вдоль 
кривоtt. 

1 )  Именно таким образом оно бы.10 определено впервые 
К о н д о  1955.2. 
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Перейдем к конкретному рассмотрению внутренней гео
метрии среды и начнем с одной из наиболее важных струк
тур геометрии - параллельного перенесения. 

Связност ь. Мы отвлечемся сначала от метрических 
свойств Rз и будем рассматривать его как аффинное про
странство Es. Очевидно, введенное выше параллельное пере
несение вдоль кривых является линейным. Будем также пред
полагать, что его можно, как обычно, задать с помощью 
поля геометрического объекта Г�л.. т.  е. аффинной связности . 
Возникает вопрос, насколько однозначно определяется аффин
ная связность, если параллельное перенесение введено ука
занным выше способом. 

Можно показать 1), что Г�л. определен с точностью до 
слагаемого вида А� wл_, где А� - единичный тензор, а wл. - про
извольный ковариантный вектор. Однако, если считать, что 
каноническое вложение Фг индуuирует естественную пара
метризацию вдоль Г (естественным параметром является 
длина Г в R3), то связность определяется одно
значно. 

Кручение и крив изна. Пусть ;х - точка в пространстве 
аффинной связности L11 (§ l гд. V). Проведем через нее 
инфинитезимады1ый контур, ограничивающий двумерную пло
щадку с бивектором dj\'µ. С помощью процесса,  аналогич
ного развертке контура Бюргерса на идеальную решетку, 
можно шаг за шагом развернуть контур с его окрестностью 
на касательное пространство Е11 в точке ;х 2). При этом 
векторы, заданные вдоль контура и паралледьные в смысде 
связности L11, будут в Е11 паралледьными в обычном смысле. 
Наглядно это можно представить себе как обкашу Е11 вдоль 
граничного контура таким образом, что в каждой точке Еп 
касается Ln. 

Будем считать, что направление обкатки согласовано 
с ориентацией d/vµ. Образом граничного контура в Еп 
в общем сдучае будет некоторая незамкнутая кривая. Пусть 
nри этом начальная точка контура переходит в точку ; , 
а конечная - в точку 1; (рис.  38). Вектор л; = '� - ; 

1) Э й  з е н х а  р т  1927.3. �} См. К а р т  а н 1960.5. 
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является, очевидно, аналогом вектора Бюргерса. С точность!(} 
до малых третьего порядка относительно характерного раз-

мера (диаметра) площадки он линейно зависит от dfvµ. Можно 
показать, что коэффиuиентом пропорuиональности служит-

х def ,х х тензор кручения S\,µ = 1 (vµJ• Более точно, если Л� - вектор; 
в Ln, соответствующий л; в Еп, 
то 

(2. 1 0) 

Этим определяется геометричес
кий смысл тешюра кручения. 

Здесь сразу же обращает 
на себя внимание аналогия меж
ду кручением и моделью дисло
кации в сплошной среде. Впер-
вые на это указал Кондо 1), Рис. 38. 

который просто отождествил кру-

·v 

чение с распределенной плотностью дислокаций. Это!t 
точки зрения придерживались также авторы всех последую
щих работ, в которых рассматривалась геометрия среды 
с дислокациями. Однако здесь допущена некоторая неточ
ность. Если кручение вызвано только дислокациями, то его, 
действительно можно интерпретировать как плотность дисло
каций, но в этом случае тензор кручения должен удовле
творять некоторым дополнительным условиям. Это видно 
хотя бы из того обстоятельства, что линии дислокаций, 
по определению, замкнуты и, следовательно, дивергенция 
плотности дислокаций должна равняться нулю. Мы вернемся 
к этому вопросу позднее. 

Как указывалось выше, при развертке контура на Ett 
одновременно происходит отображение в Еп инфинитези
мальной окрестности контура. Этим в свою очередь инду
цируется отображение в Еп векторов, заданных на контуре. 

Пусть vx - вектор, заданный в точке �х. Его образами 
в точках ; и 1; в Еп будут соответственно 'V и 'v (рис. 38). 
При этом в общем случае 'v не совпадает с вектором 'V, 
перенесенным параллельно из ; в 1;. Вектор Лv = 'v - 'V' 

1) 1955.2. 

25 Я. �. Схоутен 
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с точностью до малых третьего порядка относительно диа
метра площадки линейно зависит от vx и d/vµ. Если Лvх _ 
его прообраз в Ln• то (ер. (V. 5. 1 1) )  

л х - - .!..... R · · · xv'- d/vµ V - 2 vµЛ • (2 . 1 1) 

где Rvµ�x - тензор кривизны Ln. Этим определяется геоме
трический смысл тензора кривизны. 

Таким образом, если обозначить ov = Лv + Л§ - полное 
изменение v с учетом переноса его начала, то мы получим 1) 

� х _ 1 (R · . .  х л + 2s· . x) d/vµ uV - - 2 vµЛ V vµ 
• (2. 1 2) 

Так как тензоры кривизны и кручения определяются 
заданием аффинной связности и в то же время имеют большее 
суммарное число функциональных степеней свободы (= числу 
существенных компонент), чем связность, то следует пред
полагать, что они не могут задаваться независимо. Действи
тельно, они удовлетворяют ряду тождеств, из которых важ
нейшими являются 2) 

R1\,µ�l'X = 2V1vSit�J'X - 4S1vµPs�!P'X· 

V1cдvµJ �х = 2S1dJva R;,,1 а�х. 
(2. 1 3) 

(2. 1 4) 

Наоборот, если заданы R�µ�x и S:.,µ х. удовлетворяющие 
(2. 1 4) ,  то этим определяется аффинная связность Г�µ ц Ln 
(по крайней мере локально) 3) .  Иными словами, соотношение 
(2. 1 4) ,  известное как тождество Бианки, является необходи
мым и достаточным условием интегрируемости. 

Мы упростим запись тождеств (2. 1 3), (2 , 1 4) и ряда по
следующих формул, а также лучше поймем их геометриче
ский смысл, если воспользуемся инвариантным дифферен
циальным оператором, введенным Картаном. Пусть Рл1 . • •  лРл -
тензор, альтернированный по р первым индексам, а А обо-

1) Строгое доказательство (2. 12) см" например, в Р. К. 1954.1. 
2) Эти тождества соответствуют (V. 5. 1 9) и (V. 5.25) и пере-

ходят в них при S:_,µ х = О. а) См. Р. К. 1954. l. 
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значает совокупность остальных индексов. Тогда, по опре
делению, 

р 
V[µP1.1 . . .  '·µ) Л = V[µP1.1 " .  Лµ] Л + pS[µ�/1P1 а 1 л2 . • .  Лµ) Л· (2 . 1 5) 
Если записать подробно правую часть, то мы увидим, что 
Sµ(· не действует на альтернированные индексы "л,1 • • •  'Ар. 

р 
В этом состоит формальный смысл оператора V. Для его 
геометрической интерпретации рассмотрим точку s� и содер
жащий ее (р + 1)-мерный инфинитезимальный элемент 'L p+l 
с границей 'Lµ· Пусть df"1 • · • "Р-элемент границы 'LP в точке sx· 
Составим тензор 

ОР (!:х) = df"I . . . Лµр Л '::> ЛJ · · · ЛµЛ• (2. 1 6) 

валентность которого равна суммарной валентности индек
сов Л. Если бы эта валентность была равна нулю, мы  
мог ли  бы  проинтегрировать оР л по 'L р· При валентности, 
отличной от нуля. этот интеграл, вообще говоря, не имеет 
инвариантного смыс.1а , так как тензоры в разных точках Ln 
нельзя складывать. Однако мы можем придать ему инва
риантный смысл, если договоримся параллельно переносить 
оР л в s� по геодезическим и затем уже складывать. Если 
применить к полученному интегралу теорему Стокса и пре
небречь величинами высшего порядка малости относительно 

�х - s�. то мы
. 

получим формулу 1) 

f р df"1 • • •  Лр - f V р djVЛJ • • •  'J..p (2 . 1 7) 1.1 • • • ЛµЛ - [v Л1 • • •  )..р] Л • 

,;р 'tp+l 
р 

иа которой следует, что V можно рассматривать как обоб
щение оператора d!v в Rn· Следует подчеркнуть, что в от
личие от Rn формула (2 . 1 7) в Ln имеет смысл лишь для 
инфинитезимального элемента ,'Lp+I · Если тензор Рл1 • • •  'J..рЛ 
удовлетворяет в точке s� условию 

1) Строгое доказательство см. в Р. К. 1954.1. 
25* 

(2. 1 8) 
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то говорят, что он находится в равновесии в ��· В этом 
случае интеграл (2. 1 7) равен нулю при любом выборе инфи-
нитезимального 'rp+I в ��-

Тождества (2. 1 3) и (2 . 1 4) могут быть теперь записаны 
в виде 2 

R1vµi/ = 2V1vSi,.�1x· 
2 
У'1шRvµ]лх = О . 

(2 . 1 9) 

(2.20) 

Таким образом, тождество Бианки (2 . 20) означает, что 
тензор кривизны находится в равновесии в каждой 1'Очке Ln. 

Мы можем теперь сформулировать условие, которому 
должно удовлетворять кручение, если оно отождествляется 
с шютностью дислокаций. Очевидно, в этом случае мы 
должны положить 

2 
Y'1vSµ,/ = О. 

Соответственно (2 . 1 9) при этом принимает вид 

R . . . % о fvµЛj = • 

(2 . 2 1 )  

(2.22) 

Вернемся теперь к определению аффинной связности на 
материальном многообразии. Из геометрического смысла 
Rvµ�x и Svµx и физической интерпретации параллельного 
перенесения следует возможность их экспериментального 
определения. Для этого в окрестности каждой точки нужно 
вырезать достаточно малые кольца и ,  разрезав их, изме
рить Лv и Л�. После этого можно в принципе проверить, 
выполняется ли условие интегрируемости (2 .20). Мы будем 
предполагать, что это условие выполняется, и, следовательно, 
кривизна и кручение единственным образом определяют аф
финную связность Г�µ на материальном многообразии. По
следнее, таким образом. превращается в пространство аф
финной связности Lз. 

Внутренняя метрика. По определению расстояние между 
соседними точками вдоль некоторой кривой равно расстоя
нию между образами этих точек в естественном состоянии. 
Чтобы не усложнять без нужды нашу модель, мы предпо
ложим, что это расстояние может быть локально задано  
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с помощью (достаточно гладкой) метрической формы 1) 
ds2 = g1.н d�1. d�н. (2. 23) 

Метрический тензор g лх. может быть в принципе измерен 

в каждой точке sн и, с.'1едовате,1ьно, имеет вполне опреде
ленный физический смысл. 

Из того обстоятельства. что метрика и пара.'lлельный 
перенос определяются одним и тем же процессом вложе
ния в R3• следует, что они доJiжн ы  быть согласованы, т. е .  длины векторов и углы между ними при параллельно�� 
перенесении сохраняю1ся. Математически это эквивадентно 
предположению, что Г�µ и g1_.,,, связаны соотношением 

V u - д  g - ГР g - ГР g - 0 tt'°" Лx - µ 1.х µ/. рх µх Лр - • (2.24) 

Некоторые вытекающие отсюда важные физические след
ствия будут рассмотрены ниже. 

Связность, удовлетворяющая (2.24), называется метри
ческой относительно gлн· Таким образом, мы  предпола
гаем,  что Lз является пространством с метрической связностью. 

Произведя циклическую перестановку индексов µ/,;{ 
в (2.24), можно получить два дополнительных уравнения. 
Решая полученную систему относительно Г�1•• находим 

где 
гх { х }+ т · ·" µr. = �tЛ µ1• ' (2 .25) 

(2 . 26) 

(2 . 27) 

Величины { µ�} являются символами Кристоффе,1я, соответ

ствующими g лх (ер. (V. 4. 7) ), а Т ��" - тензор, зависящий 

только от кручения, на который r�" от.1ичается от римано
JЮЙ связности. Поднятие и опускание индексов в (2.27) 

1 )  Более общей модели соответствовада бы так называемая 
финслерова геометрия. 

26 51. А, Схоутен 
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произведено по обычным прави.r�ам относительно g1.x и обрат-
1юго ему gхл. 

Выражение (2.25) показывает, что метрическая связность 
однозначно определяется заданием метрики и кручения. 
Симметрическая составляющая связности Г(11л» определяющая 
геодезические в Lз. вообще говоря, также зависит как от 
метрики, так и от кручения. Нетрудно показать, что для 

того. чтобы ГUiлJ совпадала с { �� } , необходимо и доста

точно ,  чтобы компоненты S1t1.x были антисимметричными 
по всем индексам. В этом случае тензор кручения в Lз экви
валентен скалярной плотности. 

Из определения тензора кривизны 

следует, что в случае метрической связности он может быть 
выражен через g. х' S · ,-х и их производные. Соответствую-1. µ,,, 
щая формула имеет вид 

1 
R\,ii{ = /(\.µ�х + 2Y't,T1i1 / - 2Т[�· / р  (T1iJ �.P. 

где тензор 

к . . .  х 
2д 1 х } + 2 { % l { р } Ч11' = ['' ( р ] Л  [v / p l f  µр, 

(2 .29) 

(2 . 30) 

можно рассматривать как риманов тензор кривизны относи
те.r�ьно g1.x. Используя (2. 29), можно показать, что для мет-
рической связности ковариантные компоненты Rvµ/.x альтер
нированы не только по первой, но  и по второй паре ин-
дексов, т. е .  

R,·11 (1.x) = О. (2 . 3 1) 

Отметим два важных случая. Если кривизна равна нулю. 
то L3 превращается в п ространство абсолютного паралле
лизма - параллельное перенесение не зависит от пути. Вну
тренняя метрика и кручение связаны при этом уравнением 

J 
Kv1i�x = - 2v1,.тµ1 �х + 2Т1v 1 ,; (т µ1 �Р. (2.32) 
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а условие (2 .2 1), как это следует из (2. 20), выполняется 
автоматически. Возможная физическая интерпретация - источ· 
никами внутренних напряжений являются только дислокации. 

Другой предельный случай соответствует равенству нулю 

кручения - дислокации отсутствуют. R�µ;,x совпадает с К�µ�'\ 
и внутренняя геометрия среды становится римановой. 

Снижение валентност и. До сих пор мы не испо,1ьзовал11 
того обстоятельства, что пространство является трехмерньш. 
При его учете воз:vюжны некоторые упрощения в обозначе
ниях и записи формул, а также в интерпретации м11огою1-
дексных величин. Гео:v1етрическиИ смыс,1 величин при этом, 
конечно, не меняется. 

Введем величины,  с которюш в дааьнеИшем нам часто 

придется иметь дело. 
Обобщенный тепзор Нроне/(ера 1) 

(2 .33) 

определен д.1я любого Х п и является а11тнси:vшетр 1 1 ч 1 1 ы ы  как 

по нижним, так и по верхнюt 1 1 1 1 .J.е ксам. Его 1ю�шо11е1 1ты 
равны +1 (-1), ес.1И последовательвость Л,1 • • •  Ар (р -< п) 
является четной (нечетной) перестановкоИ посдедовате.1ьности 
р1 • • •  µР, и равны нулю во всех остальных сдучаях. При 
р = 1 он совпадает с единичным тензоро�1. Пусть Рл1 " . 1�Р -
произвольный тензор. Тогда 

р = _!_ е,1'1 " ' '·рр = _!_ i/'I . . . '-Рр (2 34) 
(µ/ " · µр} р ! �L/ . "  µр Л/ " •  /,р p f  µ/ " . µр ('·/ " ' Лр} ' . 

Имеет место тождество 

(2.35) 

По.1ожим для каждой системы координат 

(2 .36) 

1 ) Следуя общепринятой · традиции, мы рассматриваем б� как 
компоненты единичного тензора, хотя в духе данной книги слс
дова.10 бы писать А�. 

:26* 
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Очевидно. компоненты этих величин в каждой системе ко
ординат равны +J (-J), если 'Л1 • • •  'Ап - четная (нечетная) 
перестановка 1 . . .  tt, и равны нулю во всех остальных 
случаях. Отсюда следует, что они лишь обозначениями отли
чаются от введенных в § 8 гл. II п-вектор-Л-плотностей 

Е '·1 • . • '·п И е�.1 " . 'Ап ' имеющих соответственно веса +I и - 1 .  
Н о  тогда в пространстве с метрикой gxi.. 

* ;,1 " . /,п def / -А.1 . "  'Л.п 
•· def -.Г:- -

Е - yg Е ' Е"·1 " .  '·п = у g Е л1 " . i,п (2 . 37) 

являются W-п-векторами (псевдотензорами). 
тождества (п = 3) 

Справедливы 

'i'/..11-2v;, = ;  1.z1.2v; = е'·1'·2 vµ1µ2 \'µ ;112 1tzµ2 '  
-J,vzv2- � '·''1"2* 

2..,1. е e�·1v2µ = 8 e,,1v21, = uµ · 

(2 . 38) 

(2 . 39) 

Пусть тензор Р. : . ,:µ . : . антисимметричен по индексам ч1 . 
Тогда в Х з ему можно взаимно однозначно сопоставить 
тензорную Л-плотность 

pl . . . .  _ -i.\'llp · . .  
. . .  - 8 " . ч1 " " Р · " · = 2е .  р . " .  " .  \ µ  " . \·lt1. . . . (2.40) 

Ана.10гичные формулы имеют место, если тензор Р антисим
метричен по трем индексам. В Lз с метрикой м ы  можем 
заменить ; на � и сопоставить взаимно однозначно тензору Р 
псевдотензор Р. 

Основное уравнение. Тензор кручения S�"�x антисимме
тричен по Vft , поэтому мы положим 

S-,x _ -тчts . .  х - 8  \'lt . (2. 4 1 ) 

Тензоры Кvµ/,н и Rvµl.x антисимметричны по первой и вто
рой парам индексов. Следовательно, этой же симметрией 
обладает и остальная группа ч,1енов в правой части (2 . 29). 
Введеы 

(2. 42) 

(2. 43) 

(2 .44) 
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Тогда (2.29) запишется в виде 

к'·it = ___ (1i}ft + ч�µ )· (2. 45) 
Мы будем рассматривать (2.45) как основное уравнение 

внутренней геометрии упругой среды, связывающее внутрен
нюю метрику с плотностью источников кривизны и круче
ния. Отметим, что метрика этим уравнением однозначно не 
определяется. Необходимы дополнительные условия, которые 
могут быть получены ш1шь на основе дальнейшей конкре
тизации физической модели среды. 

В дальнейшем мы ограничимся рассмотрением случая,  
когда кривизна и кручение достаточно малы для того, чтобы 
оказался возможным переход к линейной модели. 

Линеаризация. Оператор Rot. Здесь необходимо неко
торое уточнение, так как, не вполне ясно, что такое «малые 
(по сравнению с чем?) кривизна и кручение». В конкретных 
задачах обычно имеются характерные параметры (например,  
характерные размеры области, в которой flR и 'lls отличны 
от нуля), I<оторые позволяют придать этим понятиям опре 
деленный смысл. Однако в ыбор характерных параметров 
существенно связан с постановкой задачи, и при построении 
общей теории же.'!ательно заранее не связывать себя таким 
выбором. Поэтому мы станем на другую точку зрения. 

Предположим сначала, что кручение отсутствует. В этом 
случае тензор кривизны К можно рассматривать как нели
нейный оператор. действующий в линейном пространстве 
симметричных тензоров. Пусть g0 - некоторая точка этого 
пространства, и пусть форма, соответствующая g0, поло
жительна. Тогда оператор К заведомо определен в окрес г 
ности точки g 0 и ставит в соответствие каждой точке этой 
окрестности четырехвалентный (или двухва.1ентный при п = 3) 
тензор кривизны .  Мы можем опреде.'!ить для этого опера
тора дифференциал К' в точке g0 

K (g + th) - K (g ) К' (g0, h) = J i m  0 �t 0 • (2. 46) 
t 40J 

Очевидно, этим соотношением определяется инвариантный 
лш-r.Р.йный оператор К'. порождаемый К и вообще зависящий 
от g0• Для его фактического вычисления можно использо
вать любую систему координат. В частности. если К (g0) = О� 
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т. е. g0 - еnюшдов тензор, естественно воспользоваться 
дскартовоt! (относительно g 0) системой координат. Легко 
показать , что общиt! вид К' в это�1 случае не зависит от 
выбора g0• Вычисление К' (g) сводится к подстановке 
g. = б, µ + flz , 1 в (2 .30) при учете (2.26) и отбрасыванию ЦI ,.. r.f 
нелинейных по t членов. При п = 3 можно понизить валент
ность !(' согласно (2.42). Получающийся в результате линей
ный оператор будем обозначать символом Rot 1) .  В декар
товых координатах его представление имеет вид (р , q - сим
метричные тензоры) 

(2 .47) 

От.11етим важнейшие сrюйства этого оператора. Из (2 .47) 
следует, что его можно записать также в виде 

Rot = rot (rot)', (2 .48) 

r де rot - обычныt! ротор, а штрих обозначает транспониро
вание. Именно в такой форме этот оператор впервые ввеJI 
в теорию упругости Ю. А. l{рутков 2). Приложение его 
к теории дислокаций в основном принадлежит l{ренеру 3).  
Естественно расширить область определения оператора и 
считать, что (2.47) определяет его действие также на асим
метричных тензорах. Леrко видеть , что Rot коммутирует 
с оператором транспонирования и,  с.1едовательно, с опера
торами симметрирования и алыернирования. Очевидны также 
соотношения 

div Rot = О , Rot grad = Rot (grad)' = О. 

Если определить оператор def на векторных полях 

р = def и·. р - д и i.µ - (1. itJ' 
то из (2.49) с.11едует важное тождество 

Rot def = О. 

(2. 49) 

(2 .50) 

(2.5 1 )  

1 )  Целесообразность такого обозначения станет очевидной 
из дальнейшего. Подчеркнем, что введенный здесь оператор не имеет 
отношения к оператору Rot гл. IV. 

2) 1949.2. 8) 1958.3. К р  е 11 е р  обозначает его символом lnk. 
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Ниже будет показано, что оператор Rot имеет для полей 
тензороо второй валентности в некотором смысле то же зна
чение, что и оператор rot для векторных полей. По-види
мому, целесообразно назьшать его двоiiНЫАt рото ро.и (биро
то ром), а те11зорное no.�e, представю.юе в в11де Rot q -
бивих ревьtАt .  Соотоетственно тензорные поля вида grad а 
или def и, rде и - вектор, можно было бы назвать потен 
циальными. 

Перейдем к линеаризации rJs· Рассматриоая его ка1{ опе
ратор (но уже на S и g), мы можем аналогично предыду
щему сопоставить ему линейный оператор, который будем 
обозначать тем же символо:-1. Опуская выкладки,  приведем 
окончательное выражение в декартовой системе I<Оордина г 

11lcr = � е П'ftдv (6�S\ - 2S�µ). (2.52) 

В дальнейшем мы будем работать, как правило, в декартовой 
системе координат и дJIЯ упрощения записи не будем раз
JIИчать плотности и ска,1яры.  В связи с этим в (2 .52) опу
щен знак ,__, . 

Наконец, представим в11утрен11юю метрику в виде 

(2 .53) 

Тогда основное уравнение (2.45) в прямых обозначениях 
принимает форму 

Rot h = - (11R + 11s)· (2.54) 
Тождество Биашш (2.20) теперь записывается в виде 

(2.55) 

Его можно получить непосредственно, сравнивая (2.49), (2 .52) и (2 .54) .  Линеаризованное тождество (2 . 1 9) таI<же проще 
всего получить, альтернируя (2 .54) и учитывая свойства Rot 
и симметрию h 

Ч�ltl + 11�µ] = 0, 11�.µ] = ; еЛµр дvS:p• (2 ,56) 

Если кручение вызвано дислокациями, то из (2 .2 1 )  следует 

(2 .57) 
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Отметим. что проведенную линеаризаuию можно интер· 
претировать как переход на полевую точку зрения. Действи· 
тельно, ничто теперь не мешает нам считать среду евклидо
вым Rз. отнесенным к «хорошей» декартовой системе 
координат, а h, s и т. д. - тензорными полями D этом Rз. 
С другой стороны. геометрический подход имел несомненное 
эвристическое значение, и мы можем сохранить все пре
имущества геометрической интерпретаuии введенных величин 
и операторов. 

Упругая деформация. Упругую деформаuию среды е1.µ 
це,1есообразно определить как меру уклонения внутренней 
метрики от внешней. Рассмотрим сначала общий случай не
линеаризованной модели и положим, по определению 1). 

(2 .58) 

Соответственно мы можем говорить о деформированном 
состоянии среды, понимая его как разность внешнего и 
внутреннего состояний. 

При заданной внутренней метрике деформаuия е�.µ не может 
быть произвольной, а должна удовлетворять уравнению (2 .9) 

после подстановки в него g[11 = g1.µ + 2елµ· Это уравнение 
является обобщением известного условия совместности Сен
Венана и выясняет его геометрический с�шсл. 

Если предположить. что естественное состояние Ф0 суще
ствует для среды в uелом. то в этом состоянии внутренняя 
метрика совпадает с внешней и, следовательно, является 
евклидовой. Выбрав тогда соответствующим образом лагран
жеву систему 1<оординат, мы можем положить 

di = 61.µ d�"' d�µ. 
Зададим внешнее состояние Ф уравнением 2) 

Ф: х1 = 6�.�i... + ut (�"'). 

(2.59) 

(2.60) 

Вектор и1 можно интерпретировать как смещение при переходе 
от Ф0 к Ф. Учатывая (2. 7), находим для внешней метрики 

1 )  К о н д о 1955.2. 2) Точнее здесь было бы писать не Ь�, а Ai (см. П, § 3). 
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в состоянии Ф выражение 

fti,µ = 1\µ + 2д(Лиµ) + ( дА.иµ) (дµиv} (2.61) 

Подставляя в (2.58), получаем известное в классическо� 
теории упругости выражение е через и. В линейной теории: 
упругости оно принимает вид 

елµ = д(лиµ)• или е = def u. (2.62) 

Уравнение совместности (2.9) в этом случае также принимает 
обычную форму. 

Вернемся к линеаризованной модели упругой среды 
с источниками внутренних напряжений. Легко видеть, чrо 
уравнение (2.54) может быть теперь записано в виде 

R.ot е = '11· (2 .63) 

где 'l'J = 'llR+ 'lls характеризует суммарную плотность источ
ников внутренних напряжений. В континуальной теории 
дислокаций '11 часто называют несовместностью. Из (2.56) 
и (2.49) следует, что 

'r\1,µ = 'l'J�t\ дi.,ЧЛµ = 0. (2.64) 
Напряжения. Поскольку мы ограничиваемся рассмотре

нием малых деформаций,  естественно обычным образом ввести 
напряжения, связав их законом Гука с дефор�1ациями 
(см. гл. VII) 

а{:} Са/\Лµ С- aji 0 = t\µ • елµ = Лµа/1° • 
са/11.µс- - A(aAfl) i.µ V(> - IJy Up • 

иди в прямых обозначениях 
о = Се, е = Со. 

(2 .65) 

(2 . 66) 
Полная система уравнений. В зависимости от того, 

какие имеются источники напряжений - внутренние или внеш
ние, мы будем различать внутреннее и внешнее напряжен
ное состояния. Из п редыдущего следует. что полная си
стема уравнений, определяющая внутренние напряжения 
(деформации), имеет вид 

Rot e = ri. о = Се, div o = O, (2.67) 
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или в напряжениях 
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Rof Са = 11, div cr = О. 

Аналогично для внешних напряжений (деформаций) 

Rot e = O, cr = Ce, div cr = - q, 

nли в напряжениях 

Rot ёcr = O, div <J = - q, . 

(2 .68) 

(2 .69) 

(2 . 70) 

где q - плотность внешних сил. Ниже будет показано, что 
уравнения (2'.68) и (2. 70) при наложении допошштельных 
граничных условий однозначно опреде.1яют внутренние и соот
ветственно внешние напряжения. В силу линейности модели 
общий, случай получится наложением. 

Отметим одно важное обстоятельство . Если задана сум
марная плотность источников внутренних напряжений '11 и 
известно, что q = О, то, решая (2.68), мы получим полную 
ннформацию о внутреннем напряженном состоянии среды. 
Однако при этом мы, вообще говоря, не знаем, какого рода 
�1сточники -- кручения или кривизны - вызвали это состояние, 
и ,  следователыю, не сможем однозначно предсказать резуль
таты эксперимента по расхождению концов трубок. Внутрен
няя метрика также опреде,1ена лишь с точностью до слагае
мого вида def и. Таким образом, формулировка задачи 
в виде (2.68) связана с потерей определенной информааии о внутреннем состоянии среды. 

Если мы не хотим усложнять модель, но в то же время 
желаем сохранить информацию об источню<ах внутренних 
напряжений, то вместо '11 следует писать 'llR + '11s • как это 
было в (2.54). Что касается внутренней метрики, то для ее 
однозначного определения (если это вообще представляет 
какой-либо интерес) достаточно зафиксировать начальное 
внешнее состояние, относительно которого определяется 
деформация. 

Следующим нашим шагом будет рассмотрение векторных 
rюлей с особенностями. Оказывается, их структура во многом 
аналогична структуре тензорных полей в теории дислокаций 
и в то же время значительно проще. 
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З. Векторн ые  п оля с особенностями  

Обобщенные функции. Классический анализ, имеющий 
дело с функциями точки ,  не вполне адекватен физической 
теории поля, в которой рассматриваются обычно величины, 
усредненные по некоторой области. Более адекватный аппа
рат дается развитой в последние годы теорией обобщенных 
функций. Эта теория изложена в монографии И. М. Гель
фанда и Г. Е.�,Шилова 1), к которой мы и отсылаем читателя 
за всеми подробностями. Здесь мы ограничимся основными 
определениями. 

Пусть х (х1, • • •  , хп) - точка центро-евклидоnа про
странства Rп· Скалярная или тензорная функция точки <р (х) 
называется финатной, есш1 она обращается в нуль вне 
некоторой ограниченной области. Бесконечно дифференци
руемая финитная функция {/) (х) называется основной фун1с� 
цией, а совокупность всех основных функций, образующая, 
'Очевидно, линейное пространство, называется основньцr. 
пространство;.t К. Говорят, что последовательность основ
ных функций <pv (х) (v = 1 ,  2 ,  • • .  ) стремится !С нулю 
в пространстве К. если все эти функции обращаются 
в нуль вне одной и той же ограниченной области и раnно
мерно сходятся к ну.�ю вместе со своими производньн11И 
любого порядка. 

Задание линейного непрерывного фун1Сционала f на 
пространстве К означает, что указано правило, по которому 
каждой <р Е К сопоставляется вещественное число (/, qJ), 
причем выполнены следующие условия: 

а) для любых вещественных чисел а, 13 и любых <р, 'Ф Е К 
справедливо равенство (/, aqJ + 1311') = а (/, qJ) + 13 (/, 'Ф) 
(линейность /); 

б) если (j)v -+ О в К. то и числа (/. <pv) -+  О (непре• 
рывность /). 

Пусть f (х) - обычная локально интегрируемая функция 2). 

1 )  1959. 1. Основные сведения излаrают.ся также в последней 
главе учебника математиqеской физики под ред. Н. С. Кошля
кова, 1962. 

2) То есть существует интеграл от 1 f (х) [ по любой конечной 
области. 
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Можно сопоставить en функционал / по правилу 

(/, ер) = J / (x) fp (x) dx, (3. 1 )  
rде интеграл берется по всему пространству. Очевидно, 
/ линеен и непрерывен. Наоборот, можно покааать, что сово
купность значений (/, ер) на всех ср Е К однозначно опре
деляет / (х) (с точностью до аначений на множестве меры 
нуль). В этом смысле можно отождествить f с / (х). Следо
ватеJ1ьно, каждую локально интегрируемую функцию можно 
рассматривать как функционал на К. Но обратное неспра
ведливо, т. е. не каждому функционалу можно сопоставить 
функцию точки. Простейшим и в то же время весьма важным 
примером является функционал 6, определяемый правилом 

(6, f/J) = f/J (О). (3 . 2) 
Леrко покааать, что не существует обычной функции, кото
рая бы ему соответствовала. Тем не менее в силу традиции 
ero нааывают 6-функцией и обозначают 6 (х). Допуская 
некоторую вольность обозначений, (3 .2) записывают в виде 
(ер. (Х. 7 . 3) ) 

J 6 (х) f1J (х) dx = ср (О) . (3 . 3) 

Вообще любой непрерывный линейный функционал f на 
основном пространстве нааывают обобщенной фующией и 
обозначают f (х). Обобщенные функции, которым соответ
ствуют обычные функции, нааываются регулярны.ми, все 
остальные - сингулярными. Для сингу.'lярной f (х) не имеет 
смысла говорить о ее аначении в точке. 

Говорят, что обобщенная функция f (х) равна нулю 
в окрестности U точки х. если для любой ср Е К. отличной 
от нуля только в U. (/, ср) = О. Так ,  6 (х) равна нулю 
в достаточно малой окрестности любой точки х#О. Допуская 
некоторую вольность, иногда говорят, что «Ь-функция 
равна нулю во всех точках, кроме точки х = О, где она 
равна бесконечности>>. Если f (х) не равна нулю ни в какой 
окрестности точки х0, то х0 называется существенной точкой 
для f (х). Совокупность всех существенных точек называется 
носителем f (х). Так, носителем 6 (х) является одна точка 
х = О. Обобщенную функцию с ограниченным носите.'lем 
называют финитной. 

-
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Для обобщенных фующий / (х) естественным образом 
определяются сложение и умножение на число. Можно опре
делить также произведение / (х) на бесконечно дифферен
цируемую фушщию а (х). если заметить. что а (х) q> (х) Е К. 
если f{J (х) Е К. Тог да а/ определяется равенством 

(а/. rp) = (/. aq>). (3.4) 
На этом принципе переброски операции на основную функцию 
основывается определение всех линейных операций над 
обобщенными функция�ш. В то же в ремя нелинейные операции, 
например произведение обобщенных функций, вообще говоря, 
не определены. 

Важнейшим свойством обобщенных функций является то. 
'ITO они имеют производные любых порядков, которые также 
являются обобщенными функциями. Если / (х) соответствует 
обычная дифференцируемая функция, то для ее производной 
дvf (х) == J: v (х) с помощью интегрирования по частям на
ходим 

J !. v (х) q> (х) dx = - J / (х) ер, v (х) dx. (3.5) 

Это свойство кJiадется в основу общего определения произ 
водных обобщенных фун1щий 

(/, v1 • • •  "т' ЧJ) = (-/)111 (/. fJJ, v1 • • •  vm)· (3. 6) 

В частности . для производных 6 (х) имеем 

J 6, \' i . . .  "т (х) ер (х) dx = (- l)m ЧJ, у1 " .  ''т (О). (3 . 7) 

Лег1<0 видеть, что производные 6 (х). как и сама 6 (х) , 
имеют носителем точку х = О. Имеет место теорема: всякая 
обобщенная фушщия, носителем которой является одна точка 
(х = О) ,  представима в виде линейной ко�1бинации 6 (х) и ее 
производных. 

Наконец. отметим. что, кроме обобщенных функций на 
основном пространстве К. рассматриваются обобщенные 
функции и на других основных пространствах. Естественно, 
что они будут обладать при этом рядом новых свойств. 
13 дальнейшем, ес.1и не оговорено противное, обобщенные 
функции будут предполагаться заданными на пространстве к. 
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Свертка. Пусть / (х) и g (х) - абсолютно интегрируемые 
функции точки. Тогда функция k (х), определяемая равенством 

def J k (х) = / (х) * g (х) = / (х - х0) g (х0) dx0, (3.8) 

называется (интегральной) свертuой / (х) и g (х). Ей 
можно сопоставить обобщенную функцию 

(h (x), <р (х) ) =  J{J f (x - x0) g (x0) dx0 } q> (x) dx = 

= J J f (х) g (у) <р (х + у) dx dy = 
= (/ (х), (g (у), <р (х + у) ) ). (3. 9) 

Свертuу обобщенных фунuций f и g естест13енно опре· 
делить формулой 

(/ * g. <р) = (/ (х), (g (у), <р (х + у) ) ). (3. 1 О) 

Однако эдесь возникает осложнение, связанное с те��. что 
<р (х + у) - уже не финитная функция в пространстве пере
менных х, у и, следовательно, не является основной функ
цией. Тем не менее (3. 1 0) можно принять за определение 
свертки, если наложить на f и g некоторые ограничения. 
В частности, оказывается, что это определение имеет смысл, 
если хотя бы одна из обобщенных функций f и g является 
финитной. В дальнейшем ыы будем всегда предпо,1агать это 
условие выполненным. 

Легко показать, что с13ертка коммутативна и ассоциа
тивна, т. е .  

(3. 1 1) 
Пусть D - проиэвольныtt линейный дифференциальный 

оператор с постоянны.ми коэффициентами. Доказывается 
следующее важ1-1ейшее свойство свертки 

D (f * g) = Df * g = f * Dg. (3. 1 2) 
Благодаря этому своf!ству свертка играет исключительную 
роль при решении дифференциальных уравнений с постоян· 
ными коэффициентами. 

С помощью свертки можно естественным образом сопо· 
ставить кажд,ой обычной абсолютно интегрируемой функции 
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или финитной обобщенной функции h (х) линейный непре
рывный оператор Н 

(3. 1 3) 
Функция h (х) называется в этом случае яд ром оператора Н. 
Рассмотрим, в частности, некоторые операторы, связанные 
с б (х) и ее производными. 

Легко видеть, что б (х) является ядром тождественного 
оператора Е (ер. (Х.7 . 3) )  

Ef = b * f· (3. 1 4) 

Отметим, что это свойство б (х) можно было бы положить 
в основу ее определения. Сдвинутая б-фунrщия б (х + ;) 
является ядром оператора сдвига Т � 

Т�/ (х) = Ь (х + s) * / (х) = / (x + s)· (3. 1 5) 

Наконец, ядром дифференциального оператора с постоянными 
1<оэффициентами D является Db. Действительно, 

(3. 1 6) 

Тензор Грина. Пусть D - линейный дифференциальныtt 
оператор с постоянными коэффициентами, переводящий про
странство обобщенных вектор-функций в себя. Рассмотрим 
уравнения 

D'· µ /
л. 

. ��w = . (3. 1 7) 

Напоминаем, что эдесь и в дальнейшем. если не оговорено 
противное, система координат всегда де�<артова. 

Будем предполагать, что существует тензор G�v (х), удо
влетворяющий уравнению 

1 µ л. л. def л. D:µO.v (х) = ev (х), ev (х) =Ьvб (х). (3 . 1 8) 

Тогда решение (3. 1 7) можно представить в виде 

Wµ= G�v * /v 
(если существует свертка). Действительно, 

Dл. µ Di. Оµ /v л. /v /л. .µW = .µ .v * =ev * = • 
(3. 19) 

(3.20) 
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Очевидно, тен3ор O�v определен с точностью до произволь-
11ого решения однородного уравнения. Если наложить на O�v 
соответствующие условия при х � со, то этим можно опре
делить его одно3начно. Тем же условиям будет тогда удо
влетворять wr1 , определяемое (3. 1 9). Обычно такими условиями 
являются обращение в нуль решения или его производных 
до нужного порядка при х -)о со. O�v называется в этом 
случае тензором. Грина оператора D\t (для бесконечной 
области). Он 3аведомо существует, если оператор D�µ элт1-
птического типа. 

В качестве примера рассмотрим оператор Лапласа в Rз: 
.,, л .,, o�t 

z ..,,t Dµ = бµ . v = - -4- uv · nr 
(3.2 1 )  

В данном случае возможно не1<0торое упрощение записи, 
если учесть, что оператор, по существу, является скалярным -
на каждую компоненту он действует не3авис11мо. Следова
тельно, мы можем писать 

1 Лw'· = J'", Л0 = 6 (х), 0 = - -� - ·  w'' = O * f'-, (3 .22) тЛГ 

где О - фуюсция Грина оператора Лап:1аса. Однако в общем 
случае приходится иметь дело с тензором Грина. 

Операторы проектирования. В приложениях важную 
роль играет разложение векторных или тензорных полей на 
инвариантные составляющие. Мы покажем это на примере 
сдедующих 3адач. 

Пусть требуется определить статическое ыагнитное поле в 
неограниченной анизотропной среде И3 условий (ер. (VI.  2 . 3) )  

дiд'- = 0, t'Л.хvд.,,.Нv = Р, B'Л. = µ'-vHv· (3 .23) 
Уравнения типа первых двух в дальнейшем удобно будет 
записывать в форые 

diVJ, В�· = 0, rot1·VHv = j'·. 
Аналогичная задача для ЭJ1ектростатики имеет вид 

div1. D'- = р. rot'-v Е,, = О, D1• = t'-vEv• 

(3.24) 

(3.25) 
Мы увидим, что обе эти 3адачи являются частными случаями 
более общей задачи, 1<0торая сейчас будет рассмотрена. 



ДОПОЛНЕНИЕ 

Будем отправляться· от алг�браического тотмства 
Ла х�ха хЛха evµ = Vv\Jµ - IJµIJV• 

405 

(3. 26) 

Свернем обе его части с ё�сgдРдл. где С - произвольный 
nостоянныtt тензор. Учитывая �2 .38), получаем операторное 
тождество 

где 

-а- -- --а -v - ра С13Л = grad13 div - С13 rot,,11 rot , (3.27) 

(3.28) 

а операторы grad, div и rot отличаются от обычных заменой дл. - -µ -л л. на дл. = Сл. д11. Если, в частности, С11 = 611 ,  то (3.27) совпа-
дает с известным тождеством векторного анализа (в прямых 
обозначениях) 

Л = grad div _:. rot rot. (3.29) 

Предположим теперь, что ё имеет обратный тензор С, -1, v л. т. е. CvCµ = 6µ. Тогда 

Л = grad div - rot rot. (3.30) 

Свертывая (3.30) слева и справа соответственно с ё и С, 
получаем второе тождество 

Л = grad div - ё rot rot С. (3 .3 1)  

Пусть О- функция Грина скалярного оператора Л, т. е. 

Лй = 6 (х) (3. 32) 

(ее конкретное выражение будет получено ниже). Тогда для 
любого векторного поля w, исчезающего на бесконечности, 
справедливо представление 

w = O * Лw 

или, учитывая (3.30) и (3.3 1) ,  

w = О* grad div ёw - iJ * rot rot w, 
w = О *  grad div w - O * ёrot rot Cw. 

27 5!. А.  Схоутен 

(3 .33) 

(3 .34) 

(3.35) 
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Эти представления дают решение задачи о нахождении 
векторного поля w, исчезающего на бесконечности, если 
заданы 

p1 = div C·ш, q1 = rot w (3. 36) 
или 

p2 = div -ш. q2 = rot Cw. (3. 37) 

в частности, для задач (3 .23) и (3.25) находим 
слv = f,tлv. 
ё'·'' 1.v = f. . 

H = - O* rot j; (3. 38) 
Е =  О * grad p. (3. 39) 

Отметим, что случаи, когда заданы rot C1w и div C2w, за
.ме;юИ переменных Wz = C1w или w2 = C2w сводится соот
ветственно к (3. 36) или (3.37). 

Представления (3. 34) и (3.35) можно интерпретировать 
как однозначные разложения векторного поля w, исчезающего 
на бесконечности, на потенциальную и вихревую состав,1яю
щие в ан11зотропнои среде. Взяв, например, за основу (3.35) ,  
мы можем положить 

где 
(3.40) 

'Ulz = о *  grad div ·ш, W2 = - а * ё rot rot Cw. (3 . 4 1 ) 

Удобно ввести специальные операторы, осуществляющие 
разложение (3.40). Оператор Р, определенный на линейном 
пространстве, называется оператором проеuтирования. 
если РР = Р. Зададим на пространстве обобщенных вектор
фу11кциИ, исчезающих на бесконечности, операторы проекти
рования П и 0, определив их условиями 

rot CП = O, div 0 = 0  (П + 0 = Е), (3.42) 

где Е - тождественный оператор. Корректность определения 
следует из однозначности разложения (3.40). Из (3. 4 1 )  после 
несложных преобразований находим явные выражения д.т�я 
ядер л�; (х) и �� (х) операторов П и 8: 

').. -i. - ').. ')..µ -р-Лv = д дvО, �v = f.vpдµд О. 
л� (х) + �� (х) = е� (х). 

(3 .4�{) 
(3.44) 
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Обобщенные функции л� (х) и \)-� (х) можно рассматри
вать как результат применения операторов П и 0 к ядру 
тождественного оператора е� (х). Как ядра операторов они 
совпадают с ядром тождественного оператора на соответ
ствующих подпространствах, опредедяемых П и 0, 110 как 
обобщенные функции существенно отличаются от е� (х). Дей
ствительно, их носитель совпадает со всем пространством, 
тогда как носителем е� (х) является точка х = О. Ниже будет 
показано, что л� (х) и �.� (х) можно интерпретировать как 
поля диполя и элементарного вихря. 

Потенциальная и вихревая составляющие w, удовлетво
ряющие (3.40),  могут быть теперь nредс1авлены в виде 

или 
W1 = Пw, w2 = 0w (3. 45) 

/., Л, V /, АЛ, V W J = Лv * W , W2 = v·v * W • (3 . 46) 
Нам осталось вычислить фушщ11ю Грина д для опера

тора Л. С этой целью в уравнении (3.32) подвергнем пере• 
менную х невырожденному аффинному преобразованию А1 
х' = Ах : х1'' = А�, х\ 1 А 1 def 1 Det (А}.') 1 =f= О, (3 .47) 
такому. что в новых переменных х1: 

Имеем 

- /"'µ ' ' Л = б д1: дµ' = Л . 

- -л;1 1:µ' л. ;1 Л = С  дл,дµ = 6 А1: Аµ·дi,дµ, 

(3 . 48) 

(3 . 49) 
где л}.. - матрица обратного преобразования. Отсюда 

с1-;1 = ь1:µ'л}..л�" I A I =  -V1 c 1-1• (3. 50) 
Непосредственно проверяется , что 

- - 1 Л,' µ' С1,;1== Слµ = 61:µ •Ал А;1 . (3 . 5 1 )  
Таким образом, в новых переменных (3 .32) принимает вид 

Л'О (х') = б (л-1х'). (3 .52) 

Из опредеJiения Ь (х) с,1едуст 
J 6 (x) cp (x) dx=qi (0)= J 6(A-1x }p(A - 1x ') I A J - 1 dx'. (3 .53) 

27* 
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Обозначим '\' ( х ') = 1 А / - I <р (А - I х '). (3.54) 
Тогда 

J б (А-1х') 11> (х 1) dх1 = I A I  '/J (O), . (3 .55) 

и. следовательно, 
(3.56) 

Подставляя в (3 .52) и учитывая (3.50), находим 

о (х') = - _1 , r (х') = V /CI  �л·µ·х),,' хµ' .  (3 .57) 
4лr (х') 

Возвращаясь к исходной переменной и принимая во внима
ние (3.5 1) ,  окончательно получаем 

О (х) = - 1 , (3 . 58) 
4nr (х) 

r (х) = V1c 1 СлµхЛх��. (3 .50) 

Если с� = о�. ТО это выражение совпадает с (3.22). Из (3 .59) 
следует. что приведенные выкладки имеют смысл лишь в слу
чае, когда форма Ci.µx1·xµ положительна. 

Подведем итог. Нахождение векторного поля из ус,1ови1t 
типа (3. 36) или (3 .37), а также разложение его на потен
циальную и вихревую составляющие в анизотропной среде 
несущественно отличаются от аналогичных задач в изотроп
ной среде. Поэтому в дальнейшем все форму.11ы будут при
водиться для изотропной среды. Для перехода к анизотроп-
ному случаю достаточно заменить r � r. а также ввести 
операторы с чертой в формулах типа (3.38). Позднее мы 
увидим, что в случае тензорных полей учет анизотропии 
связан с б6льшими трудностями. 

Мультиполи. Пусть G (х) - аналитическая функция. За
пишем в тензорной символике ее разложение в ряд Тейлора 
в окрестности точки х: 
O (x + 5) = 0 (x) + �v

10, v1 (x) + ;1 5vi5v20, v1v2 (x) +  
00 = ," P''J . . . Vт (!:) а , (х) (3 .60) � ':> 1 \j " • Vm ' 

т=О 
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где 
(3.61) 

Применим это разложение к l> (х + s): 

6 (х + �) = � pvi . " vm (s) б, v1 . . .  vm (х). (3.62) 
т 

Его нужно понимать в том смысле, что свертка Ь (х + �) * О (х) 
дает ряд (3.60). Более точно это означает, что мы рассма
триваем {} (х + s) уже не на основном пространстве к. а на 
основном пространстве аналитических функции. Обратим вни
мание на то, что в правую часть (3.62) , в отличие от левой, 
переменные х и s входят не симметрично. 

Пусть теперь q (х) - финитная обобщенная функция на 
пространстве К. Имеем тождество 

q (х + s) = {} (х + s) � q (6). (3.63) 
где сверт1<а происходит по S· Подставим сюда формально 
разложение (3.62). Тогда получим 

q (x + s) = � q(m) (x, s). т 
q(m) (х 1') = (-J)m Qvl . . . vm (1:) {} (х) ' '::> 1' ' VJ • .  • \'m ' 

Q''I . . .  vm (s) = (-l)m pv1 . . .  vrn Ш * q (s) = 
= f Р\'1 · · · ''т (so - ;) q (so) dso. 

(3.64) 

(3.65) 

(3.66) 

q(rn} (х, s) называется .мультиполе.м m-zo порядиа, 
Qv1 · · · vrn (s) - .1.tо.меито.м .мультиполя, а ряд (3.64) - раз
ложение.м по .мультиполя.м. По традиции второй член ряда 
называют диполе.м, третий член - ивадруполе.м и т. д. 

Выясним, какой смысл можно придать знаку = в (3 .64). 
Д,1я этого рассмотрим свертку w = О * q. Имеем 

w <x + s) = о <х + s) � q (IO = 
= � О, ''1 . . .  vm (х) pv1 . . . "т (s) � q (s) = 

т 
= ,.., (-l)m Q"I . " Vm ('t) О , , (х). ..:;.,i '::> • ' I · · · 'т т 

(3 .67) 
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С другой стороны, если использовать разложение (3.64), 
х 

w (x + 5) = о (х) ·� q (x + s) = 
= О (х) ; � (-l)m Qv1 · • • Vm (t) б, v1 . • .  vm (х) = 

т 
= � (-J)m QVJ . " Vm (s) О, VJ • • • Vm (Х), (3.68) 

т 
Таким образом, мы можем придать разложению (3.64) 

следуiо-щий смысл: свертка левой и правой частей (3.64) 
с любой аналитлческой функцией дает одинаковый результат. 

Для приложений, однако, характерна несколько иная си
туация. Роль q (x) играют обычно источники поля. распре
деленные в некоторой ограниченной области и. а а (х) 
является функцией (или тензором) Грина оператора D и. сле
довательно. имеет особенность в точке х = О. В связи с этю1 
решение уравнения Dw = q, вообще говоря, не будет со
впадать с решеmiем ,  соответствующим замене q его разло
жением по мультиполям. Но при этом существенно, что если 
s Е U, то вне U эти решения совпадают. Поэтому, если нас 
интересует поле на некотором расстоянии от источников. мы 
можем заменить последние рядом по мультиполям и исполь
зовать для w выражение (3.68). 

Рассмотрим подробнее свойства разложения (3 .64). За
менив х -+ х - 6, перепишем его в виде 

q (х) = � (-J)m Qv1 . "  vm (s) б, ''1 " . vm (х - s)· (3 .69) 
т 

Мультиполи сосредоточены в точке х = S• относительно 1ю· 
торой вычисляются также моменты Qv1 · · · vm (s)· Можно по
казать, что первый отличный от нуля момент не зависит от 
выбора точки приведения S• тогда как все остальные от нее 
зависят. Ряд (3.69) является в некотором смысле антиподом 
ряда (3.60). Последний сходится тем лучше. чем б.'!иже 
точ1<а s к точке х. Сходимость же ряда (3.69) определяется 
сходимостью ряда 

w (х) = � (-J)m QVf " . Vm ю О, VJ . • •  Vm (х - s)· (3. 70) 
т 

Она тем лучше. чем дальше точка наблюдения х от точкп 
приведения s· 
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В дальнейшем мы  будем, как это обычно принято, пс
мещать начало координат в точку приведения �· Тогда иэ 
(3.66) и (3 .6 1 )  находим 

Qvl . "  vm = J p\'J . . . v111 (х) q (х) dx = 

= _!,J х''1 • • •  xvmq (x) dx . (3 . 7 1 )  
т .  

В частности, если 
q (x) = � Qi'J (X - Xa) (3. 72) 

а 
(например, заряды Qa, сосредоточенные в точках ха), то 

Q v1 . . . ''т - _z_ � Q х''1 · ... '
'т -- т ! � а а • • • ·" а ' 

а 
(3 .  /3) 

Если q и w - тензоры, то во всех выражениях нужно 
добавить соответствующие инде1<сы. Та1' длsr векторных 
полей 

qл (х) = � (-/)111 Qi.v1 " . >'т () 
. , 

(
х) � ' VJ · · · "rn ' 

rn 
wit (х) = ,, (-/)т Q'·'' J • • •  \'111 01• (х) . � . f.�, V] • • •  Vm т 

(3. 7 4) 
3 н1етнм, что тензор Qf..v 1 " · vт си�н1етричен по индексам 
\'1 • • • \'т· 

Рассмотрим теперь связь потенциальных и вихревых полей 
с разложениями источников по му.'!ьтиподям. 

Пусть u - потенциальное поле в нзQтропной среде, т. е . 
div u = р, rot u = О. (3 . 75) 

Предположим, что р финитна , и разложи:.1 ее по муJrьтиполям 

р (х) = � (-/)111 MVJ . " Vmь, VJ" •  v111 (Х). (3. 76) т 
Тогда из общей формулы (ер. (3 . 39) )  

и1, (х) = а *  дµр = о. µ *  р (о = --1-) 
4л,r 

(3. 77) 
с.1едует представление Uµ в виде суммы полей му.тrьтипо.1ей 
Uj.I; (х) = � U�n) (х) = � (-/)m MVJ • "  Vто, itVJ . .  .' \1m (х). (3. 78) 

т т 
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В частности, поле диполя с моментом мv в точ1<е х = О 
(ер .  (3.43) )  

иµ. (х) = иi{> (х) = - М"О, iiv (х) = - М\,п� (х). (3 . 79) 
Пусть v - вихревое поле в изотропной среде, т. е. 

div v = О, rot v = q (div q = О). (3.80) 

Считая, что q финитна, запишем ее разложение по мульти
полям в виде (3. 7 4). В силу линеRноn независимости членов 
ряда из условия div q = О  следует 

(3.8 ! )  
откуда 

(3.82) 

Можно показать, что общее представление для моментов 
Q'l..v1 " · "т , удовлетворяющих (3.82), имеет вид 

Q'/.. = о. Q''V] . . .  Vm = e'·v (VJ м� v2 " . "т) (т > О), (3.83) 

где М"1 • • ·  "111 - тензор, симметричный по v1 • • •  'Vm • Равен
ство нулю Q'l.. можно также получить непосредственно из (3 .7 1 ) :  

Q1' = J q1- dx = J (q'l.. + x1'дvqv) dx = J дv (x'l..qv) dx. (3.84) 

Преобразуя последний интеграл в поверхностный и учитывая 
финитность q, получаем требуемый результат. 

После подстановки (3.83) разложение для q�- принимает вид 

(3.85) 

Первый член соответствует алементарно.му вuхрю (или 
элементарному току) в точке х = О с .мо.ментоАt М11 

(3.86) 

В векторных обозначениях для элементарного вихря 11 его 
момента имеем 
q = rot МЬ (х) = - [М grad Ь (х)], М = {-J [rq] dx. (3.87) 
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Согласно (3.38) решение системы (3.80) можно предста
вить в форме 

(0=--1 ) . 
4:ir. (3.88) 

Допуская некоторую вольность в обозначениях, мы будем в ана· 
логичных формулах перебрасывать оператор rotf1л = е1,vлдv 
на скалярный сомножитель свертки. Тогда 

vµ = Zµл * ql., Zµ1. = - rofµл О. (3 .89) 
Введенный здесь антисимыетричный тензор Zµл можно интер
претировать как тепзор Грина оператора rot на под
пространстве вихревых векторных полей. В отличие 
от обычного тензора Грина, определяемого (3. 1 8), z,1л удов
летворяет уравнениям (ер. (3.43) ) 

(3.90) 
Здесь в правой части первого уравнения вместо ядра тожде
ственного оператора стоит ядро оператора проектирования 0,  
который совпадает с тождественным на подпространстIJе IJИX· 
ревых векторов. 

Для поля элеыентарного вихря имеем 
Vµ = Zµл * rotлv М vO (х) = М v rot'·v Zµ1. (3. 9 1 )  

или, учитывая (3.90), 
(3.92) 

После подстановки выражения для О получаем хорошо из
вестную в гидродинамике и магнитостатике формулу 

1 t [М grad r] v = 4п ro 
r2 (3.93) 

Формулы (3. 79) и (3.92) позволяют интерпретировать 
л:� (х) и -6-� (х) как поля диполя и элементарного внхря. Из 
этих же формул следует 

Vµ - Uµ = Mv (-6-� + л�) = Mve� = МµО (х). (3.94) 
Таюfм образом, если элементарный вихрь и диполь со

средоточены в одной точке и имеют равные моменты, то 
их поля совпадают всюду, кроме особой точки, где они 
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отличаются на Мµо (х). Будем называть такие поля э1tвива
лентны.ми. В курсах электродинамики поля элементарных 
токов и соответствующих им магнитных диполей обычно не 
различают, что допустимо при рассмотрении изолированных 
особенностей. Однако при переходе к распреде.11енной плотности 
токов или диполей это различие становится существенным, 
так как при интегрировании по области члены вида Мµо (х) 
дают конечный вк.11ад. Как мы увидим ниже, ана.11оrичная си
туация имеет место в теории дислокаций. 

В-Функци и  и операторы, связанные с поверхнос тям и 1 ). 
Мы рассмотрели поля особенностей, сосредоточенных в точке. 
Но нам придется также иметь дело с особенностями ,  
сосредоточенными на  линии, поверхности или в области 
В частности, дислокация является особой линией. В 
связи с этим мы разовьем аппарат, который позво.11ит 
единообразным методом решать задачи для любых особен
ностеtt. 

Пусть L - некоторая кривая в Rз· Обобщенная функ
ция о (L) на основном пространстве К определяется соотно-
шением f o (L) cp (x) dx = J cp (xL) dL. (3. 95) 

L 

Аналогично для поверхности S и области V определяются 
o (S) и o (V): 

f o (S) cp (x) dx = f q; (xs) dS, 
s 

f o(V) q> (х) dx = f q> (Xv) dV. 
v 

Справедливо представление 

о (L) = J о (х - х L) dL, 
L 

(3.96) 

(3.97) 

1) См. также И. М. Г е л ь ф а н д  и Г. Е. Ш и л о в 1959. 1 ,  
гл. Ш, где рассматриваются обобщенные функции, связанные с по
верхностями. Однако следует отметить, что они, вообще говоря, 
не совпадают с вводrтмыми ннже Ь-функциями. 
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которое нужно понимать в том смысле, что J dx<p (х) J б (х - xL) dL = 

L 
= J dL J б (x - xL) <p (x) dx = J <p (xi) dL. (3 .98) 

Аналогично 
L L 

{) (S) = J {) (х - Xs) dS, б (V) = J б (х - xv) dV . (3.99) 
s v 

Пусть , например, L - ось х3, а S- плоскость х1х2• 
Тог да 6 (L) и ()  (S) можно представить как прямое произведение 1) 
одномерных 6-функциD и функций, тождественно равных 
единице: 

о (L) =о (х1) Х о  (х2) Х 1 (х3), о (S) = 1 (х1, х2) Х о  (х3). 
(3 . 1 00) 

J 6 (L) dS = J 6 (х1) Х о (х2) Х 1 (О) dx1 dx2 = J ,  
s 
f б (S) dL= f 1 (0, О) Х б (х3) dхз = /. 
L 

Отсюда следует, что мы можем положить 
о (L) о (S) = 6 (х1) Х 6 (х2) Х о  (х3) = о  (х). 

(3. 1 о 1) 

(3. 1 02) 
Легко видеть, что (3. 1 02) не зависит от конкретного 

вида L и S, если только они пересекаются в одной точке 
х = О. Поэтому в общем случае, если кривая L пересекает 
поверхность S в одной точке х = х0, мы полагаем 2) 

б (L) б (S) =б (х -хо)· (3. 1 03) 
Для ограниченных L, S и V 
J 6 (L) dx = l, J 6 (S) dx = s, J б (V) dx =v. (3. 1 04) 

где l, s и v - соответственно длина, площадь и объем. 

1 )  См. И. М. Г е л ь ф а н д  и Г. Е. Ш и л о в  1959. 1 ,  стр. 1 31. 
2) Строгое доказательство аналогичных соотношений см. в книге 

де Р а м  а 1955. 3, гл. VI. 



416 ДОПОЛНЕНИЕ 

Если V стягивается к точке х0, то 

o (V) � VO (X - Хо), l im .l. о (V) = о  (х - Хо). V-+xo fJ 
(3 . 1  о.'5) 

Аналогичные предельные формулы имеют место д.1я о (S) 
и о (L). 

Наряду со скалярными мы будем рассматривать вектор
ные 6-фушщии 6 (С) и o (S"), опредмив их для ориенти
рованных L и S соотношениями 

f o (C)q; (х) dx = f q> (х L) dC (dC = Л" dL). 
L 

(3. 1 06) f o (S")q; (x) dx = f qJ (x8) dS" (dS" = n" dS), 
s 

где 'А" (х L) и п v (х8) - соответственно единичный касатель
ный вектор к L и нормаль к S. 

Для ограниченных L и S 

(3. l 07) 

где l\' и s" - векторные длина и площадь. Очевидно, для 
замкнутых L и S они равны ну.1ю. 

Легко видеть, что если L и S пересекаются в одной 
точке х = х0, то 

o (Lv) o (s�') = ± О (Х - Хо) (3. l 08) 

в зависимости от того, согласованы их ориентации или нет. 
Действительно, деформируя L и S, мы можем превратить 
их в прямую и плоскость с постоянными единичными век
торами Л и n и свести задачу к (3 . 1 03). 

Производные о-функций определяются обычным образом, 
например 

J о, µ (s") ср (х) dx = - J ЧJ, µ {xs) dS". 
s 

(3. 1 09) 

Рассмотрим теперь операторы, определяемые поверхно
стями. Сопоставим каждой основной функции qJ (х) функ
цию f (х): 

/ (х) = J qJ (х - х L) dL. (3. 1 1 0) 
L 
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Этиы на пространстве К задается линеttныfi оператор, одно
значно определяемый кривой L. Будем обозначать его (L) и 
писать 

(L) q; =  J cp (x - xL) dL. 
L . 

(3 . 1 1 1 ) 

Если кривая L ограничена. то определение естественным 
образом распространяется на обобщенные функции. Если L 
не ограничена, то ему во всяком случае можно придать смысл 
для финитных обобщенных функций. 

Аналогичным образом определяются (S) и (V). Все эти опе
раторы имеют простой геометрический смысд. После соот
ветствующей нормировки они могут быть истолкованы как 
операторы усреднения по .1инии, поверхности или 0611асти. 

Форму.1ы, анадоrичные (3. 1 1 1 ), определяют операторы 
во всех тех случаях, коr да · имеют смысл соответствующие 
интегралы. Однако этим накладывается не всегда оправданное 
ограничение на класс тех фигур, которым можно сопоставить 
оператор. В частности, естественно расширить определение 
оператора таким образом, чтобы его можно было сопоставить 
такой важной фигуре, как точка . Положим, по определению ,  
что началу координат х = О соответствует тождественный 
оператор Е, а точке х = � - оператор сдвига Т�. Тогда · мы 
можем сказать, что каждой «достаточно хорошей» фигуре F 
однозначно сопоставляется оператор ( Р). 

Ранее мы видели , ЧТО ядрами Е и т� являются о (х) и 6 (х+�). Аналогично этому ядрами других операторов являются 
введенные выше о-функции , например 

ер (х) * о  (S) = J ер (х - Xo) f'> (So) dxo = 

= J ер (х - Хо) dxo J о (хо - xs) dS = 
s 

= J dS J cp (x - xo) O (xa - Xs) dxo = 
s 

= f cp (x - xs) dS = (S) cp (x). 
s 

(3. 1 1 2) 
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Наряду со скалярными операторами будем рассматриnать 
векторные операторы 

(L")cp (x) =  J cp (x - xL) dC = cp (x) * b (C). 
L 

(3 . 1 1 3) 
(S"')cp(x) =  J cp (x - xs) dSv = cp (x) * ь (sv). 

s 
Вообще р-мерноfi ориентированной поверхности S в Rn 

можно однозначно сопоставить {) (svi " '  vp) и тензорный 

оператор (Sv1 • · ·  vp) 
J {) (svi " '  ''р) (р (х) dx = J ер (х s) dSv1 · " vP, (3. 1 1 4) 

s 

(SVJ " . VP)rp (х) = f ер (х - х s) dSVJ " . Vp = ер (х) * {) (svz . . .  VP). 
s 

(3. 1 1 5) 

При р = п (р = О) операторы вырождаются в скалярные 
(псевдоскалярные). 

Определения естественно распространяются на произ· 
водные от операторов, например 

Важное значение имеют формулы Стокса для операторов . 
Пусть V - область в Rз с границеlt S (ориентации согла
сованы) .  Тогда для тензора р (индексы опускаем) имеем 

J Ь, л (V) р (х) dx = - J д1.Р (xv) dV = 

Отсюда 

v 

= - J p (x8) dSi. = - J b (S1J p (x) dx. 
s 

(3 . 1 1 7) 

(3. 1 1 8) 

или в прямых обозначениях 

grad {) (V) = - Ь  (S), grad (V) = - (S). (3 . 1 1 9) 
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Следовательно, для замкнутой поверхности S 
rot 6 (S) = О, rot (S) = О. (3. 1 20) 

Пусть теперь S - двумерная поверхность и L - ее гра
ница (ориентации согласованы). Тогда из формул 

J e•.µv6, µ (S1.) р (х) dx = - J el.µvдµp (х8) dSл = 

следует 

s 
= - J p (xL) dLv = - J b (L") p (x) dx (3. 1 2 1) 

L 
(3 . 1 22) 

или в прямых обозначениях 
rot 6 (S) = 6 (L), rot (S) = (L). (3. 1 23) 

Отсюда для замкнутого контура L 
div 6 (L) = О, div (L) = О. (3. 1 24) 

Наконец, для ориентированной кривой L с начальной 
точкой � и конечной � имеем 

Пусп, теперь задан ориентированный контур L и на нем 
некоторая скалярная или тензорная функция f (х L). Тогда 
соответствующие 6-функция и оператор с весом f (х L) опре
деляются формулами 

J (f (xL) b (L) ) q; (x) dx = J q; (xL) f (xL) dL, (3. 1 26) 
L 

(f (xL) L) q; (x) = J q; (x - xL) f (xL) dL. (3. 1 27) L 
Аналогично определяются остальные 6-функции и операторы 
с весом. 

Производные определяются обычным образом перебро
ской операции на q; (х). В тех случаях, когда это не может 
вызвать недоразумения, мы будем опускать скобки в 
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выражениях для 6-функции с весом и писать, например. 
rotµ" Мл (xL) 6 (L). 

Легко видеть. что имеют место соотношения 
!:> (C) = Лv (xL) 6 (L), 6 (Sv) = nv (x8) 6 (S), (3. 1 28) 

r де /. v и п v - соответственно единичный касательный вектор 
и нормаль. 

Отметим. что форму.'lЬI типа Стокса, вообще говоря, не 
распространяются на 6-функции и операторы с весом. 

Поля Произвольно распределенных диполей и вихрей. 
Плотности диполя и элементарного вихря с моментами М\'• 
сосредоточенных в точке х = О. как мы видели, можно 
п редставить соответственно в виде 

р (х) = - дv М vb (х), q" (х) = rot"v М v6 (х). (3. 1 29) 
Аналогично для произвольного распределения диполей и 
вихрей удобно ввести представления 

р (х) = - дvµv (х), q" (х) = rot'·vµv (х), (3. 1 30) 
где µv (х) - плотность .моментов соответственно диполей 
и вихрей. В частности. для распределений в области V, по 
поверхности S и по лишш L имеем 

µv (х) = Mv (xv) Ь (V), 
µv (х) = М v (xs) Ь (S), 
µv (х) = Mv (XL) Ь (!,), 

(3. 1 3 1 )  
(3. 1 32) 
(3. 1 33) 

где Mv (xv). Mv (xs) и Mv (xL) - соответственно объемная. 
поверхностная и линей1и�я -Плотности моментов. 

Важными случаями распределения по S и L являются 
такие распределения, при которых Mv направлены по нор
мали к S и по касательной к L. В этих случаях мы будем 
писать 

µv (х) = М (xs) Ь (Sv), 

µv (х) = М (XL) Ь (L\.) 
(3. 1 34) 
(3. 1 35) 

и называть М (х8) и М (xL) соответственно сuалярной по
верхностной и линейной плотностью моментов. Обычно, 
1<оrда говорят, что моменты распредеJ1ены по S или L с по
стоянной плотностью. подразумевают под этим, что М = const. 
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Для полей произвольно распределенных диполей и вих
рей согласно (3. 77) и (3.89) имеем 

Uµ (х) = дµО * р, Vµ (х) = Zµ1, * q"'. (3. 1 36) 
Подставляя сюда (3 . 1 30) и учитывая, что 

дµдv О =  л� (х), rot"'v Zµл = {}� (х) (3 . 1 37)' 
(ер .  ( 3 .43) и (3 .90) ) , находим простые выражения для полей 
через плотности моментов 

или 
u = - Пµ, v = 0�t. 

(3. 1 38) 

(3. 1 39) 
Таким образом, поля диполей и вихрей являются соот

ветственно потенциальной (с обратным знаком) и вихr;евой 
составляющими плотности моментов. Как следствие, отсюда 
сразу получаем (ер .  (3. 94) ) 

v -·u = µ. (3. 1 40) 
Ранее мы назвали потенциальное и вихревое поля экви

валентными, если они отличаются лишь в одной точке на 
Mvo (х). Расширим это понятие и будем говорить, что v 
и u L-аuвивалентны, если они отличаются на плотность. 
моментов р.. сосредоточенную на L. Аналогично определим 
S- и V-аuвивалентные поля. Из предыдущего следует, что 
каждому вихревому полю можно однозначно сопоставить. 
эквивалентное потенциальное поле с той же плотностью мо
ментов и наоборот. 

Рассмотрим подробнее некоторые распределения момен
тов и соответствующие им поля. Пусть в области V с гра
ницей S задано распределение моментов с постоянной объем
ной плотностью Mv· Тогда 

иµ (х) = - л� * Mvo (V) = - (V) Мvл�. 
или, учитывая (3. 1 37) и (3. 1 1 8), 

иµ (х) = дµО * Mvo (Sv) = (Sv) МvдµО. 

(3. 1 4 1) 

(3. 1 42) 
Если интерпретировать Mv как момент электрических дипо
лей и положить р (xs) = Mvnv (xs), то (ер. (3. 1 28) ) 

иµ (х) = дµО * р (xs) 6 (S) = (р (xs) S) дµО. (3. 1 43) 
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т. е .  u можно рассматривать как поле нескомпенсированных 
электрических зарядов на S с поверхностной плотностью р (х s)· Аналогичным образом легко показать, что 

Vµ (х) = Zµл. * Qл. (xs) б (S) = (Qл. (xs) S) Zµл.. (3 . 1 44) 

где QA (xs) = еЛ.vр Mvnp (xs) можно интерпретировать как 
нескомпенсированный поверхностный ток. Учитывая (3 . 89), 
<}:о,:н1улу (3 . 1 44) можно записать в виде 

1 r [Mn] v = -4 rot -- dS. Jt • r s 
(3 . 1 45) 

Пусть теперь S - поверхность с граничным контуром L, 
на которой задано распределение моментов с постоянной 
скалярной плотностью М. Тогда 

Vµ (х) = Zµл. * rotл.v Мб (Sv), 
или, принимая во внимание (3. 122), 

vµ (х) = Zµл. * Мб (Lл.) = M(L л.)Zµл.· 

(3 . 1 46) 

(3 . 1 47) 

Таким образом, распределение токов с постоянной скалярной 
плотностью по S равносильно линейному току с контуром L, 
что физически совершенно очевидно - токи на поверхности 
взаюшо компенсируются, за исключением граничного тока. 
Если Р - поверхность , пересекающая L в одной точке, то 
для потока плотности тока qЛ. через Р, учитывая (3. 1 08), 
имеем 

f qЛ dРл. = М  f б (Lл.) dРл. = ± М, 
F F 

(3. 1 48) 

т. е. М является линейной плотностью тока на L (силой 
тока). Одновременно мы получили физическую интерпретацию 
формулы (3 . 108). Что касается потенциального поля для дан
ного распределения моментов , то оно имеет вид 

иµ (х) = - Мл:� * б (Sv) = - M(Sv)n�. (3. 1 49) 

Очевидным следствием является: поле вихря с контуром L 
и линейной плотностью М и поле диполей, распределенных с постоянной скалярной плотностью М по произвольной 
поверхности S, . опи.рающейся на · L, S-эквИвалентны ,  т. е. 
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<>тличаются на М6 (Sµ) (эквивалентность магнитного листка и 
линейного тока !). 

Рассмотрим, наконец, распределение моментов с постоян
ной линейной плотностью по замкнутому контуру L 

(3. 1 50) 

Из свойства 6 (L) (3 . 1 24) и формул (3 . 1 39) немедленно 
следует 

'Vv (х) = µv (х) = М6 (Lv), иv (х) = О. (3. 1 5 1) 

Мы !>fОЖем наглядно интерпретировать это следующим обра
зом. Диполи вдоль L взаимно компенсируются, а вихревое 
поле можно рассматривать как поле бесконечно тонкого 
соленоида. Как известно, оно равно нулю вне соленоида. 

4, Внутренние нап ряжения 
в упругой среде 

Тензоры Грина теории упругости. Пусть qP (х) - плот
ность объемных сил, которую мы будем рассматривать как 
обобщенную финитную вектор-функцию. Тогда тензоры. 
Грина для смещений Иµр (х) и напряжений О��р (х) 
в неограниченной упругой среде определяются соотноше-
ни я ми 

(4 . 1) 

где иµ и аа!3 - исчезающие на бесконечности смещения и 
напряжения, вызванные этими силами. Имеем 

,.,al\ _ Са{3Лµд U _ Са{3Лµд U qP v - л µ - л µр * 

• 
откуда находим связь между О��Р и Иµр 

О��р = СаВЛµИµр, Л· 
Из уравнений (2 .69) и (4 . 1) следует 

оа!3 р а . . p, l\ * q = - q . 
Учитывая (4.3), находим уравнение для Иµр 

Саf3l.µИµр, 1\Л (х) = - 6g6 (x). 

(4.2) 

(4.3) 

(4.4) 

(4.5) 
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Для его решения воспользуемся преобразованием Фурье 1). 
Имеем (здесь k · х обозначает kлх'') 

1 1 -и (х) = -- И (k) eik ·x dk µр (2:rt)з µр • 
Uµp (k) = J Иµр (х) e- lk ·x dx, 

lkлUµp (k) = J длИµр (х) e- lk ·x dx, 

J 6 (х) e- 1k ·x dx = 1 .  

(4.6) 

(4 .7) 

(4.8) 

(4.9) 

Используя эти соотношения, получаем алгебраическое 
уравнение для Фурье-образа тензора Грина Uµp 

ca.f';л.µkлk13Uµp (k) = 6g. (4. 1 0) 

Решив его относительно О µр. мы сведем задачу к нахожде
нию обратного преобразования Фурье по формуле (4.6). 
В работе И. М. Лифшица и Л. Н. Розенцвейга 2) было по
казано, что нахождение Иµр (х) в конечном счете сводится 
к нахождению корней некоторого алгебраического уравнения 
шестой степени, коэффициенты которого зависят от са.f3Лµ. 
В ряде случаев (изотропная среда, гексагональная симметрия, 
слабая анизотропия) корни этого уравнения находятся в явном 
виде, в остальных случаях его приходится решать численно. 
Мы приведем здесь решение для изотропной среды, которое 
в этом случае легко получить непосредственно 3). 

Для изотропной среды (ер. (VII .  5.23) ) 

Са.(3Лµ = Ма[36Лµ + µ (6аЛб(3µ + 6аµ{)f3Л), (4. 1 1) 
и уравнение ( 4. 1 О) принимает вид (k2 = kлk") 

а. µ - аµ 2- а (Л. + µ) k  k Иµр + µ6 k Иµр = 6р. ( 4. 1 2) 
Свертывая его с ka, находим 

µ - 1 kp k Иµр = 
k2 • (4. 1 3) л + 2µ 

1 ) О преобразовании Фурье для обобщенных функций см. 
И. М. Г е л ь  ф а  н д и Г. Е. Ш и л о в 1959. l, гл. Н. 

2) 1947. 7. Э) Л е й б  ф р  и д 1953. 3. 
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Подставляя в (4. 1 2), получаем выражение для Uµp 

Отсюда 

� z [ z л + µ k�Л) ] Иµр (k) = - 2 Ьµр - ---4- • 
�1 k л + 2µ k 
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( 4. 1 4) 

/ [ r z л + µ j" k k .  ] '  
Ищ) (х) = --з- l'>µp -2 eik ·x dk - -- 11 / e'k ·x dk • 

(2n) µ • k л + 2�t k 
(4. 1 5) 

Для вычисления интегралов подвергнем преобразованию 
Фурье известное тождество 

Учитывая, что д,_ = iki,. находим 

откуда 
k4r (k) = - вл. 

r (х) = _ _!_ J _!_ eik · r dk. 
n2 k4 

( 4 . 1 6) 

(4 . 1 7) 

( 4. 1 8) 

Дифференцируя ПО Хµ 
И Хр 

И СВерТЫВаЯ результат С f:}1P, 
получаем искомые выражения для интегралов 

r = - � eik ·x dk 
1 f k k • f1P л2 k4 ' 

xltP 2 / f J lk u r, 11p == - = - - е ' " dk. 
r n2 k2 

Подстановка в (4 . 1 5) дает окончательное выражение z [ 2 л + µ ] Иµр (х) = Вщt 7 Ьµр - л + 2µ '· µр • 
(4 . 1 9) 

(4.20) 

В дальнейшем тензоры Грина И11р и О�13Р для nроизволь 
ной анизотропной неограниченной среды считаются извест
н ыми. 

Операторы проектирования. Как показал Крёнер 1), сим• 
метричный двухвалентный тензор А. исчезающий на бесконеч
ности, может быть однозначно разложен на потенциальную 

1) 1958. 3. 
28 Я. Л. Схоутен 
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составляющую А� и бивихревую составляющую А� 
А АО С = 1 + А2, 

Rot A� = О -> А� = def Ь, 
div А�= О -> Ag = Rot B. 

(4 . 2 1) 

Здесь Ь и В - соответственно вектор и симметричный двух
валентный тензор, играющие роль потенциалов. При этом 
для однозначного опреде.�ения В на него можно на.'Iожить 
дополнительное условие div В = О. Однако Кр�нер не дал 
алгоритма, с помощью которого можно было бы найти по
тенциалы Ь и В и фактически осуществить данное разложе
ние. Ниже приводится решение как этой, так и более общей 
задачи о разложении тензорного поля на инвариантные со
ставляющие 1). 

Разложение (4.2 1 )  удобно сформулировать в терминах 
операторов проектирования. Введем на линейном пространстве 
тензоров А операторы проектирования П0 и' 0°, определив 
их соотношенияыи 

(4 .22) 

где Е - тождественный оператор. Тогда все пространство 
разлагается в прямую сумму двух подпространств потен
циальных и бивихревых тензоров 

о по о Ai = А = л: * А, 

о ео а ?  А2 = А = u  * А · (4 .23) 

Здесь пР и {}О - обобщенные 1'ензор-функции че'!'вертой валент
ности, являющиеся ядрами операторов П0 и 0?. 

Таким образом, задача заключается в нахождении явных 
выражений для П0 и 0°, или, что то же, для лР и {}О. 

Запишем алгебраическое '!'Ождество (ер . (3.26) ) 

(4 .24) 

1) И. А. 1\ у н и  н 1964. 1 .  
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д д 
Uf µz 

Свертывая его с л1 1,2д· д , получаем операторн'ое 10-
ждество 
ап1 аzЛ2 rчµ2 

ef31µ1ei32ri2д1.11.2д -
а1 а2 2 а1а2 ( а1 а2 а2 а1) = б13/>в2Л + д131132д - Л б131дi32д + <>1)2дi3i • (4.25) 

Вспоминая определение (2 .4 7) оператора Rot и учиты" 
вая (2 .38) и (2 .50), мы можем после несложных преобра�0� 

ваний записать окончательно (4. 25) в виде 

Л2 = def (2Л - grad div) div + Rot Rot. 

Это тождество является аналогом (3 .29). 
Введем для удобства записи формул тензор 

а1а2 а1 а2 Rм,2 = r (х) б131<>1з2 
и п рименим обе части тождества (4.26) к выраженuю 

1 ala2 - 8Jt Rf31f32 * Аа1а2• 

Учитывая ( 4. 1 6), получаем для А представление 

А = - -8
1 

def (2Л -grad div) div R * А -Jt 
1 - BJt Rot Rot R * А. 

Легко видеть , что обобщенные тензор-функции 

лР = - -8
1 def (2Л -grad div) div R. Jt 

�0 = - :Jt Rot Rot R 

(4 .26) 

(4.27) 

(4.2.8) 

(4 . 29) 

(4.30) 

являются ядрами операторов проектирования по и tP, что 
и решает задачу о разложении тензорного поля на потен
циальную и бивихревую составляющие. Одновременно мы  по
лучи.11и выражения для векторного и тензорного потенциалов 

2 8 *  

Ь = ;Jt * (grad div - 2Л) div А,  

r 

В
= - Bn * Rot A, div B = O. 

(4.3 1) 
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Рассмотрим теперь разложение более общего вида . учиты
вающее тензор упругих констант. Положим 

А = А1+ А2. 

или в терминах операторов проектирования 

А1 = ПА = .rt *  А. А2 =  0А = {} * А, 
Rot G'll = O, div 9 = 0, П+ 0 = Е. 

(4 .32) 

(4 . 33) 

Здесь С - тензор, обратный тензору упругих констант С. 
Мы можем интерпретировать это разложение следующим 

образом. Пусть А - тензор напряжений. Тогда А1 - со
ставляющая напряжений, вызванная объемными силами , т. е .  
решение системы (2. 70) , а А2 - внутренние напряжения, т .  е .  
решение системы (2.68). Разложение (4 .2 1 )  можно рассма
тривать как частный случай данного, если положить 

(4. 34) 

Легко проверить, что одно из возможных представлений 
для П и 0 дается выражениями 

П = - О *  div, 0 = Е + О *  div, (4 . 35) 

где О - определенный выше тензор Грина теории упругости. 
Другое представление будет построено ниже. 

Тензор Грина для внутренних напряжений. При опре
делении тензора Грина для системы (2. 68) необходимо учиты
вать, что правая часть первого уравнения удовлетворяет до
nо.1!-lительному условию div У) =  О. С аналогичной ситуацией 
мы уже встречались при определении тензора Грина для 
вихревого поля. 

Представим решение (2.68) в виде 

(4 .36) 

Очевидно. тензор Грина z��I.µ (х) должен удовлетворять вто
рому уравнению системы. В правой части первого уравнения 
для Z должно стоять ядро оператора . который совпадает 
с тождественным на подпространстве бивихревых тензоров 
и дивергенция которого равна нулю. Но этими свойствами 
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как раз и обладает 0°. Такиы образом (ер. (3.90) ) . 
div Z = О, Rot CZ = -д-0• 

Покажем. что имеет место операторное тождество 

0 = 0С0°ё. 
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(4 .37) 

(4 . 38) 
Для его доказательства, прежде всего, замечаем, что дивер
генция обеих частей равна нулю в силу (4.33). С другой 
стороны, из (4.22) и (4.33) следует, что 

Rot 0° = Rot, Rot с0 = Rot С. ( 4.39) 

Применяя теперь к обеим частям (4. 38) оператор Rot С и 
учитывая (4.39), получаем тождество. Но если результаты 
применения операторов div и Rot ё к двум тензорам, обра
щающимся в нуль на бесконечности, совпадают, то совпадают 
и сами тензоры, так как их разность есть исчезающее на бес
конечности решение однородных уравнений теории упругости. 
А это и доказывает (4.38) .  

Итак. для внутренних напряжений а имеем 

(J = 0а = есе0са = 
= - -81 (С + О *  div С) (Rot Rot R * Са). л: ( 4.40) 

Здесь использовано ( 4 .35). После очевидных преобразований 
находим 

о = --81 (С Rot R +  О *  div C Rot R) * Rot ёa. (4.4 1 )  n 
Отсюда получаем явное выражение для тензора Грина вну
тренних напряжений 

Z (х) = - :л: [С Rot R (х) + О  (х) * divC Rot R (х) ] ,  (4.42) 

а следовательно, и решение системы (2.68) для неограничен
ной анизотропной среды 1). 

Непосредственной проверкой можно убедиться, что Z 
удовлетворяет уравнениям (4.37) .  Легко также видеть, что 
при Х -'>  со Z ,._, г-1• 

1) Система (2.68) для неограниченной изотропной среды была 
решена другим методом К р  ё н е  р о м  1958. 3. 
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Общая задача о нахождении тензора напряжений в не
ограниченной анизотропной среде при наличии внешних и 
внутренних источников напряжений формулируется следую· 
щим образом: требуется найти симметричный тензор о при 
условии о (оо) = О, если заданы 

div o = - q, Rot ёo = t} (4 .43) 

Решение записывается в виде 

a = O * q + Z н 1. (4.44) 

В частном случае, коrда С удовлетворяет (4 . 34), из (4 .29) 
и ( 4.30) следует 

00 (х) = :n def (grad div - 2Л) R (х), (4 .45) 

zo (х) = - 81 Rot R (х). ( 4.46) л: 

Распишем в компонентах (4 .44), подставив в неrо q и ч 
из (4. 43). Имеем 

af3 aaf3 Р'' + zai3 R tЛµс-сrт _ov 
О = - , .р * 0, v • .  /./t * 0 O''t • •  pvo· = 

[ Oaf3 + c-crt R tЛµzaf3 J pv = - . .  (р, v) • .  pv О crt . , /  .. 11 * О  • 
Сравнивая с (4. 33), находим 

Л��рv (Х) = - Q�� (р, V) (Х), 
���rv (х) = ё�:rv Rot��z�r:лµ (х). 

(4. 47) 

(4.48) 
(4 .49) 

Силовые и бивихревые мультиполи. Пусть qР (х)- плот· 
ность объемных сил, отличная от нуля в ограниченной области, 
и пусть ее разложение по мультиполям имеет вид 

qP (x) =  � (-l)"' QPVJ " .  "тб, v1 . " vт (х). (4.50) т 

Тогда для соответствующих смещений и напряжений 

и (х) = � (-l)т Qr:>vi " . "тu . (х) /t ."'-1 µр, VJ " , "iт • 
т 

o«f3 (х) = � (-l)т QPvi ". "то«f3 (х). ."'-1 • .  р, VJ " ,  Vm т 

имеем 

(4.5 1) 

(4.52) 

Рассмотрим подробнее диполь с моментом QPv. Пусть, 
например,  Q11 :;::::: М, а все остальные компоненты равны нулю. 
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Легко видеть, что такой диполь ыожно интерпретировать I<aI< 
пару СИЛ с компонентами е м .  о. о) и (- f  М; О, о) . 

сосредоточе1шых соответственно в точках xz (у , О , О) и 

х2 (-]- ,  О, О) . Точнее, такой паре сил будет соответ
ствовать ряд (4 .50), в котором первым отличным от нуля 
членом является данный диполь, а следующий отличный от 
нуля член имеет порядок е/. Следовательно, диполь является 
предельным образом такой пары при е � О, или, что то же, 
при достаточном удалении точки наблюдения х. В связи 
с этой интерпретацией данный диполь называется центром 
растяжения. Аналогичный смысл имеют диполи с отJшч
ными от ну ля моментами Q22 = М и QЗЗ = А1. Наложение 
этих диполей дает центр расширения с отличными от нуля 
моментами Qll = Q22 = QЗЗ = М. 

Подобным образом диполь с отличными от нуля момен
тами Ql2 = Q21 = М интерпретируется как центр сдвига, 
и с моментами Q12 = - Q21 = М - как центр вращения. 
Общий случай получается наложением. 

Перейдем к разложению в ряд по мультиполям плотности 
источншюв внутренних напряжений 'l'J'';t (х) , которую будем 
предполагать финитной. Имеем 

'l'}?.;t (Х) = � (-J)m H1.µV/ "' Vm{), VJ • • •  Vm (Х).  (4.53) 
т 

Условие div ч = О в силу линейной независимости членов 
ряда дает (ер. (3.82) )  

нлµ = о, нл (µV/ " . Vm) = о (т > О). (4.54) 

Учитывая, что нлµv� симметричен по первой паре индек
сов и согласно ( 4 .54) антисимметричен по второй, находим 

нлµv1 = - Hi.vzµ = - нvzЛ;i = нv1µi,, = Hµv1i,, = 

= - Hµi.vz = - H'J.µv1 = 0. (4 .55) 

Отсюда легко показывается, что раз.11ожение (4 .53) имеет 
вид (ер. (3.85) )  

(4.56) 
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rде 

(4. 57) 

Первый член разложения ( 4.56) можно назвать злелtента р
ным двойнылt вихрем с моментом MPv. Ниже мы интер
претируем его в терминах дислокаций. 

Для напряжений, обусловленных силовым диполем с сим
метричным моментом Qpv и элементарным двойным вихрем 
с моментом Mpv. соответственно нмеем 

0.af} (Х) = - Q��p * дyQPV6 (Х) = - QPV Q�� (р, v) (Х), ( 4 .58) 

oail (х) = Z��,,�t * Rot��Mpv6 (х) = мрv Rot��Z��1.µ (х). (4.59) 

Учитывая ( 4.48) и ( 4.49), получаем (ер. (3 . 79) и (3. 92) ) 

оа'� (х) = Qpvл��pv (х). 
<Jа:З (х) = мcrтCa/vita13pv (х). 

(4.60) 

(4 . 6 1) 

Отсюда следует, что элементарный двойной вихрь с мо

ментом мcri эквивалентен силово�1у диполю с моментом 

QPV = - MO'TC0/v, - ИХ ПОЛЯ НаПрЯЖеНИЙ ОТЛИЧаЮТСЯ 

на Qpv6 (x). 
Характеристики распределения дислокаций и с иловых 

диполей. Выше было введено кручение Sµv в качестве гео
метрической характеристики внутреннего напряженного со
стояния (наряду с кривизной) и указана возможность его 
экспериментального определения. Таки�1 образом, кручение 
следует рассматривать как измеримую физическую величину. 
Там же было показано, что кручение является континуаль
ной моде 1IЬЮ дислокаций при дополнительном условии 
д1,Sµv = О. Чтобы подчеркнуть это. введем для данного слу
чая спеuиальное обозначение 

(4 .62) 
и будем, по определению, называть aµv (х) плотностью 
дислока ций. 



ДОПОЛН!:НШ! 433 

Второй хара1перистикой распределения дислокаuпй 
является плотность источнU1сов внутренних напря:J1се

ний типа дислокаций, и.11и дислокационная несовдtест-

ность '11�· определяемая выражением (2.52), где индекс S 
с .1едует ва�нтить на (а) . Из (2.56) и (4.62) следует симме 
тричность чi;i)· Лешо также показать. что (2 .52) в данно�t 

с:1учае можно представить в виде 

( 4 .  63) 
Таким образом, задание ai1v однозначно определяет ч{�)· 

а следовательно, и внутренние напряжения аа�. Однако обрат
ное неверно. Задание аа� однозначно определяе·r riici) (при 
отсутствии источников типа I<ривизны), но aitv однозначно 
этим не определяется. Чтобы выяснить степень произво.1а 
в задании aµv,  положим aµv = a�v + a�v. где а�v - какое-
нибудь частное решение (4. 63), а a�v - общее решение соот· 
ветствующего однородного уравнения. Из фор:.1уJ1ы 

(4 .64 )  

следует, что можно положить a�v = rot�epv. С другой сто
роны, Jiегко показать , что a�v = дvvµ - д1,:r/'6vµ, где vµ 
произвольный вектор. Полагая vtt = rot� иР + дµq>. div" иР = О, 
получаем окончатеJiьно следующее представление для ai1v: 

aµv = rot��P'', 

�pv = epv + д(ptt\') + Epxvдxq> (diVp иР = 0). (4 .65) 

Итак, задание внутренней деформации е определяет а 
с точностью до rot (def и + @), где и - произвольный вихре 
вой вектор,  а @ - произвольный вихревой антисимметричный 
тензор. ПосJiедний, как нетрудно впдеть. представим в виде 
(t)P\I = ePXVдxq>. где q> - ПрОИЗВОJ!ЫIЫЙ скаJiяр. 

Наконец, мы в ведем третью, пoжaJiytt, наиболее удобаую 
дJIЯ приJiожений характеристику распределения дислокаций. 
Положим 

(4 . 66) 
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тде 11rv (х) - некоторая rео�1етрическая характеристика рас· 
пределения дисло1<аций, не зависящая otn упругих по
стоянных. Очевидно, µPv опреде.1ена с точностью до дpwv, 
rде wv - произвольный векrор. По соображениям, которые 
станут ясны из дальнейшего, назовеы µPv плотностыо .мо
.JJtентов дислокаций. Имеем 

(4 .67) 

Отсюда видно, что антисию1етричная составляющая µfrvJ не 
влияет на 11tJ). а следовательно, и на ePv (но не на aµv 1). 

Пусть L - некоторый замкнутый или уходящий на беско
нечность контур, ограничивающий поверхность S, и пусть 
bv - постоянный вектор. ·Выражение 

aµv (х) = bvб (Lµ) (4 .68) 

JJ силу (3 . 1 24) можно рассматривать как плотность некото
рого распределения дислокаций . .  Проведем произвольную 
поверхность Р, пересекающую L в одной точке, и рассмот
рим поток aµv через Р. Учитывая (3. l 08), получаем 

J ofV (Xp) dPµ = bv f o (e) dF1i
�
= ± bv , (4.69) 

F F 
rде знак + или - берется в зависимости от того, совпа
дают или не совпадают ориентации L и Р. 

Так как этот лоток не зависит от выбора Р, пересекаю
щей L, и равен нулю, если Р не пересекает L, то мы при
ходим к выводу, что (4 .68) является плотностью, соответ
ствующей одиночной дислокации с контуром L и вектором 
Бюрrерса bv. С другой стороны, учитывая (3. 1 22), имееи 

(4.70) 

и, следовательно, aµv можно также интерпретировать как 
распределение дислокаций по поверхности S с постоянным 
вектором Бюргерса bv и поверхностной плотностью моыен

тов Mpv (Xs) = bvnp (Xs) (ер. распределение вихрей ПО S 
с постоянной скалярной плотностью моментов). Величина 

µPV (х) = bvб(Sf>) = 1ИРV (Xs) б (S) (4. 7 1 )  
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является плотностью моментов щrслокациtt, соотв�тствующей 
распределениям (4 .70) или (4.68). 

Мы можем, естествешю, обобщить это на случай произ· 
вольного распределения дислокациlt. Пусть. например, дисло· 
кации распределены в некоторой области V. Тогда характе· 
ристиками распределения являются плотности 

�Lpv (х) = Mpv (xv) 6 (V), 
a1�v (х) = rot�Mpv (xv) 6 (V). 
'fJ�a) (х) = Rot��M(DV> (xv) б (V), 

(4. 72) 

(4 .73) 
(4. 74) 

rде MPv (xv) - об'Оемная плотность мо�1ентов дислокаций. 
При распреде.т�ении дислокаций по поверхности S или 

контуру L следует соответственно заменить 6 (V) на 6 (S) 
или {) (L), а Mpv (xv) - на поверхностную Mpv (xs) или 
дuнейную мv (х L) плотности моментов дислокаций. 

В предельно�� случае але.лtептарноli дисло1Сацuи, кото
рую можно получить, например, стягиванием поверхности S 
в (4.70) в точку хо или, что то же, достаточным удалением 
точки наблюдения х. выражение для µР" принимает вид 

µPV (х) = МР\' (хо) {) (х - Хо). мрv (хо) =  bVsP, (4.75) 
где sР - векторная площадь S (ер. (3. 1 07) ). 

Аналогичными характеристиками распределения с1�:ювыJС 
диполей в области V являются 

qP (х) = - д..,Q
pv (xv) 6 (V), 

qfN (х) = QP" (xv) {) (V) , 
(4 . 76) 

(4 . 77) 

где qP (х) - плотность диполей, qP" (x) - плоmflость .м о ·  

.ментов дuполей и Qpv (xv) - об11емная плотность момен· 
тов. При распределении диполей по S или L следует соот
ветственно заменить {) (V) на {) (S) и:ш Ь (L), а Qrv (xv) - на 
поверхностную Qpv (xs) или линейную Qpv (xL) плотности 
моментов диполей. 

Наконец, если задано дискретное распределение дисдока
ций или моментов и 111ы хотим усреднить его по некоторой 
характерной области V, то для этого нужно применить 
к данному распределению оператор v -

1 (V), где v - объе�1 
области. 
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Сравним характеристики распредедения дисдокаций и ди
.подей, предполагая все остальные характеристики среды 
фиксированными. Плотность дислокаций aµv содержит пол
ную - достаточную и необходимую - информацию о дисло
кациях как физическом объекте, но с точки зрения внутрен
них напряжений содержит изJJишнюю информацию. Дислока
ционная несовместность Ч:� содержит полную - достаточную 
и необходимую - информацию о внутренних напряжениях, 
вызванных дислокациями, но часть информации о самих дис
локациях в ней потеряна. Плотность моментов µPv содержит 
поJ1ную информацию о дислокациях, но опредедена с точ-
ностью до дpvv, где vv - произвольный вектор. По отноше
нию к внутренним напряжениям µPv определена с точностью 
до def v + @, где ro - произвольный антисимметричный тен -
зор. Плотность силовых диполей qP содержит полную - до
статочную и необходимую - информацию о силовых диполях 
как источниках напряжений, но часть информации о распре
де.r�ении диполей потеряна. Плотность моментов диполей qPv 
содержит полную информацию о распределении диполей, но 
по отношению к напряжениям определена с точностью до 
произвольного тензора pPv, у довдетворяющего условию 
divvprv = 0. 

Поля дислокаций и силовых диполей. Есди распреде
ление дислокаций задано с помощью aµv (х) или чtJ) (х). то 
из (4.36) для внутренних напряжений имеем 

оа1'\х) = z��/.µ * ч1сi! = z��/.µ ноt�"аµ) v. ( 4. 78) 

В при,1ожениях часто удобно задавать распределение дисло
каций с помощью плотности мо��ентов дислокаций µrv (х), 
которая непосредственно связывается с другими параметрами 
задачи. Тогда, учитывая (4 .49), находим (ер. также (4.6 1 )  и 
(3. 1 38)) a[i ( ) zaf3 R /.µ (pv) лal:I crv О'Т о х = " лµ • otp\· �t = v "pv * . . cr'tµ • (4 .79) 

Аналогично для напряжений / oaf3 . вызванных силовыми 
диполями с симметричной плотностью моментов qrw = q·\·p 
и плотностью qP = - дvqrv, учитывая (4. 48), получаем (ер. 
также (4 .60) и (3. 1 38)) 

1 а(3 аа11 р а[3 (N о (х) = "р * q = л . .  pv * q • (4 .80) 
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Сопоставим распределению дислокации с плотностью мо
ментов µPv распределение силовых диполей с дуальной сим
метричной шютностью моментов qrv с помощью соотношений 

(4 .8 1 )  

Тогда для соответствующих напряжений нз  (4. 79) и (4 .80) 
следует (ер. (3 . 1 39)) 

'о = IIq. а = - 0q, (4. 82) 

т .  е. поле 'о силовых диполей и поле а дислокаций 
являются с оответственно  составляющей типа внеtиних 
напряжений и составляющей типа внутренних напря
жений (с об ратным зна1со.м) дуальной плотности .мо
ментов. 

Как следствие отсюда получаем важные соотношения 
(ер .  (3. 1 40)) 

'a - a = q, a = 'a - q = 'a + C�i. (4.83) 

Обобщая отношение эквивалентности. введенное выше 
для случая векторных полей, будем называть эквивалент
ными поля внешних и внутренних напряжений, удовлетво
ряющие условиям вида (4 .83), где q (х) - финитная обобщен 
ная тензор-функция. 

По существу. мы доказали следующее соотноtиение э1сви
валентности: тсаждой задаче (линейной) 1'онтинуальной 
теории дислокаций с заданной плотностью молtентов ii 
можно однозначно сопоставить задачу тслассической 
теории упругости с дуальной плотностыо лtо.ментов 
силовых диполей q. причелt соответствующие напря
жения  будут этсвивалентными 1). С точностью до анти
симметричной составляющей µ!Pvl , которая не влияет на на
пряжения, это соответствие будет взаимно однозначным. 

Преобразуем ныражение для 'а.  уч:пывая (4 . 3) и (4 . 8 1 )  

'aaf3 - - асФ .. (>\! ·- са13Л;t д д и CP\"(J т -- . .  р, v "'  q - 1. v p;t * �tar -
Cai>i.11 д (acrr ) = /, . .  ;t * Р·ат · (4.84) 

1) Мы доказади соотношение эквивалентности для неограничен
ной анизотропной среды (см. также К р  о у п а  1962 r. 7). С помощью 
фор}1улы Грина его ыожно обобщить на случай граничных задач. 
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Сраnнивая с (4 .2) ,  приходю1 к выводу, что вектор 

Uµ = о�.1;. * µа, = Иµр * 
q
p (

q
P = - дvqPV) (4 .85) 

является с�1ещением, соответствующим дуальной плотноспr 
моментов диполей qPv . Так как в области, где плотность 
моментов днслокаций µPv равна нулю, оа13 совпадает с 'ааВ ,  
то  в этой и только в этой области иµ можно рассматривать 
как векторный потенциал (вообще говоря, не однозначный), 
через который по обычным формулам (локально) выражаются 
eaf3 и о«В . С этой оговоркой, если угодно, его можно ин
терпретировать как поле сJ.tещений, вызванное данньоt 
распределением дuслока Ций. 

Рассмотрим теперь некоторые примеры дуальных момен
тов и эквивалентных полей. 

Как следует ИЗ (4 . 75) ,  момент эле�1ентарной дислокации мрv 
рав�н bvsp. В изотропной среде, учитывая (4. 1 1), для момента 
дуального диполя находим 

(4 .86) 

В частности, если S - плоская площадка и вектор Бюргерса 
ей параллелен (b6s6 = О), то момент соответствует центру 
сдвига в плоскости S. Если вектор Бюргерса нормален пло
щадке (призматическая дислокация), то момент соответствует 
комбинации центра расширения и центра растяжения в на
правлении нормали. Соответствующее поле напряжений 'о 
дается формулой (4.58).  

Пусть дислокации распределены с поверхностной плот
ностью Mpv (х8) по поверхности S с границей L, и пусть 
Qpv (х 8) - дуальная поверхностная плотность моментов дипо
лей. Тогда для соответствующих напряжений имеем 

1 Оа(3 = - Q��p, v * Q
pv (Х s) б (S) = - (QPV (Х s) S) Q��p, v• ( 4 .87) 

01113 = Rot��Z�лµ * мрv (Xs)б (S) = (мРV (xs) S) Rot��z��-�i· 
(4.88) 

Согласно (4.83) их разность равна Qpv (х8) б (S), т. е. осо· 
бенности, сосредоточенной на S. 

Если мrv (xs) = ьvпр (Xs) и ,  С.'Jедовательно. µPV задается 
( 4. 7 1  ), то это распределение соответствует одиночной дис-
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локации с шютностью ( 4. 68). Из (4. 78) следует, что соот
ветствующее поле напряжений имеет вид 1) 

о«13 = Z��лii * rot<" 1 v 1bv� (L !Ч) = - bv (Ll11 ) roe·> v Z�л�t =-
(4.89) 

Оно имеет особенность только на контуре L. Напротив. поле 
напряжений дуальных моментов 

'а«13 = ЬоС':НfУ'." (Sr) if�p. v = ЬоСотрv f о��р. v (х - Xs) dSr (4 .90) 
s 

имеет особенность на S. Его ие.1ьзя выразить в виде инте
грала по L. 

Из ( 4. 135) находим поле смещений одиночной дислокации 

ltµ = bo(St) о:.� = Ьо f o�.�t (х - Xs) dSt. 
s 

(4.9 1 )  

После подстановки сюда выражения для o:.�L в изотропной 
среде и несложных преобразований легко получить известную 
формулу Бюргерса 2), которую обычно трактуют как выра
жение для смещений одиночной дислокации. Точнее было бы 
считать , что она дает смещения, соответствующие дуальной 
плотности силовых диполей, распределенных по S. 

Пусть теперь дислокации распределены в области V 
с границей S с постоянной объемной плотностью моментов 
Mf>v (xv)· Тогда плотность дислокаций, учитывая (3. 1 1 8), 
можно представить в виде 

a�iv (х) = rot�Mpv б (V) = - е11тр Mi>v б (S1), (4.92) 

т. е .  это распределение в точности равносильно соответ
ствующему распределению нескомпенсированных дпслокациft 
на S (ер.  с аналогичным распределением токов). 

1) Для изотропной среды представление cr qерез интеграл по 
контуру было получено П и  ч е м  и К е л е р о м  1950.1 .  См. также 
статью де Внта в книге Э щ е л б и  1963.1 .  

2 )  См" напримеµ, статью де Вита в книге Э щ е л  б н 1963;1 
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В заключение отметим, что ес.'!и дуальная плотность мо
ментов q удовлетворяет условия�t div q = О  или Rot Cq = О, 
то иэ (4.82) следует, что в этих случаях соответственно 
'а = О, a = - q или 'a = q, а = О. Это позволяет непосред
ственно строить различные примеры дис.10кационных полей. 

Задачи со сферической и цилиндрической симметрией. 
В качестве иллюстрации общей теории рассмотрим некото
рые простые задачи, решение которых может быть получено 
прямым путем. 

Начнем со случая сферической симметрии. Пусть область V 
есть шар, ограниченный сферой S радиуса R. Легко видеть, 
что в сферических координатах r,  {)-, f!J 

б (V) = O (R - r), б (S) = б (r - R). (4 . 93 )  

где е (r) - функция единичного скачка: е (r) = l при r > о 
и 0 (r) = 0  при r < О. 

Для простоты ограничимся рассмотрением тензоров с от
личными от нуля компонентами А" == А,, А(}(} = Аср.:р== А_,. 
Тогда компоненты дислокационной несовместности 'l'j (r), 
определяемой выражением (4 .67), в сферических координатах 
запишутся в виде 1) 

11, = � [�t� + : (i!(} - 11,)] . 
11(} = ; [(r�tt1)" - µ;J . (4.94) 

Легко проверить, что условие 

div 'l'j = O, или 'l'J; + ; (11, - 11it) = O, (4.95) 

выполняется тождественно. Таким образом, 'l'j имеет одну 
существенную компоненту 'l'j,. через которую 'l1t1 выражается 
с помощью (4 .95). 

Уравнения (2. 67) д.'!я изотропной среды принимают вид 

� е� +  � (e(} - e,) = 'l'J,, a; + f (a, - ott) = O, 
о, =  (Л + 2µ) е, + 2/"е", а" = 'Л.е, + 2 (/.. + µ) е". 

(4.96) 

1 )  Общее представдение оператора Rot в сферических и цилин
дрИ'1еских координатах см. в книге А. И. Л у р ь е 1955.1. 
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Пусть на сфере S задано распределение дислокаций 
с вектором Бюргерса, направленным по радиусу и ра�ным 
по величине Ь = const. Тогда для плотности моментов из 
общей формулы 

(4 .97) 

учитывая ( 4.93). находим 

µ, = М (r - R). µtt = О. (4.98) 

Подставляя в (4.94). получаем выражение для существенной 
компоненты '1') 

2Ь 
't1r = - R2 l>(r - R). 

Решение (4.96) имеет вид 

а = 4µ (ЗЛ + 2µ) .!!_ [0 (R - r) + R3 0 (r - R)] ' З (Л. + 2µ) R r3 ' 

4µ (3Л. + 2µ) Ь [ R1 ] al'f = з о. + 2�t) R 0 (R - r) - 2rз O (r - R) . 

(4 .99) 

(4 . 1 00) 

Данную задачу естественно интерпретировать следующим 
образом. В сферическую полость радиуса R вставляется шар 
из того же материала с радиальным зазором (или натягом) Ь 
и производится спайка. Если вместо спайки на границе при
ложить двойной силовой слой, то согласно соотношению экви
валентности соответствующие напряжения отличаются на ду
альную плотность моментов (ер. ( 4.83)) 

q, = - (А. +  2µ) M (r - R). q0 = - 'АЬО (r - R). (4. 1 0 1 )  

Другую возмож�.ую интерпретацию м ы  получим, если 
рассмотрим распределение температуры Т по закону 

Т (г) = ToO (R - r) (То = coпst). (4 . 1 02) 

Легко показать. что распределению температуры с произ
вольным законом Т (х) соответствует несовместность типа 
кривизны 

. (4. 1 03) 

29 5!. А. Схоутсн 
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где v - коэффициент температурного расширения. Тогда для 
распределения (4 . 102) 

:2vт0 'rJ, = - /Г б (r - R).  (4. 1 04) 

Сравнивая с (4 . 99),  заключаеы, что с точки зрения внутрен
них напряжений это распределение теыпературы в точности 
равносильно распределению дислокаций с вектором Бюргерса 
b = vT0R. 

При R � О  предельным образом (единичной) сферической 
дислокации является точечный источник с плотностями 1) 

б (r) р, = --2 '  2лr р." = О; б (r) "(} = --' nr4 • 
Соответствующие напряжения имеют вид 

(4. 1 05) 

о, =  21t [(31. + 2�t) е и + � (8Л. + 4µ) б (r) ] ' 
3л (Л +21t) r1 3 r2 

(4. 1 06) 

о = - lt [<ю.+ 2 ) 0 (_r) _ !_ (3/. - 2u) -б (r) ] · " 3;r, (J, + 2р) µ r8 3 ' r2 

Пусть теперь 

t�1 = - ае (R - r) (а = const). (4. 1 07) 

Этой несовместности, например, соответстnует распределение 
температуры 

( 
r2 

\ aN.2 
T (r) = To 1 - Rf} O (R - r), Т0 = 4у · (4. 1 08) 

Решение имеет вид 

µ (3Л + 21t) [ БR2 3 ? O (R ) ' 2R> О (  R)] о, = lб(Л. + 2Р) 
а ( - r-) - r  -т -;:г  r - , 

(4 . 1 09) 

otr = ii�� t;�� а [ (5R2 - 6r2) О (R - r) -- �: � (r - R)] . 

1) Пространственной б (х) соответствует (2лr2)- 1 б (r). 
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В зак.1ючение рассмотрим распределение дислокаций по 

поперхности цилиндра радиуса р = R с вектором Бюргерса Ь = const, направленным по радиусу р. Соответствующие 
выражения для отличных от нуля компонент р, и 'У) имеют 13Ид 

µР = Ьё (р - R).  'l'Jz = - � o' (p - R). (4. 1 1 0) 

а напряжения записываются следующим образом: 

- 2�t (Л + �t) !!_. [е (R. - ) + R2 0 ( - R)] оп - Л + 2ri R Р р2 Р • 

- 2rt (Л + �t) ь [в (R - ) - R2 0 ( - R)] o<j) - л + 21t R Р р2 Р · (4 . 1 1 1 ) 

При R -> О получаем в пределе линейный источник 

с напряжениями · µ = б (р) ' 
Р пр 

2 б (р) 'Y) = - -z п Рз 

0 = �t (Л + µ) [ 20 (р) + б (р) ] ' 
Р n (Л+2µ) р2 р 

0 = - µ (Л + µ) [ 20 (р) _ б (р) ] · 'Р п (Л + 2�t) р2 р 

(4 . 1 1 2) 

(4. 1 1 3) 
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- сабытий 275 
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Пространство унимодулярное 1 6  
- центра-аффинное 16, 162 
- эквиаффинное 16 
flрямая линия 20 
Псевдоскаляр 53 
Псевдотензор 53 
Пуассона скобка 29 1 
Пьезомагнитный эффект 239 
Пьезоэлектрические константы 

2 14 
Пьезоэлектрический эффект 238 

Разложение р-вектора на листы 
46 

Размерность геометрического об-
раза 184 

- оболочки 27 
- физическ9го объекта 185 
Рауса - Гельмгольца преобразо· 

вание 296 
Редукция 2 1 ,  22, 1 63 
Релятивистская гидродинамика 

320 � динамика 307 
- кинематика 302 
Реономная голономная система 

270 
- неголономная система 278 
Риччи тензор 146 

Самосопряженное направление 
251 

Свертка 30, 1 64 
- интегральная 402 
Связывающая ведичина 34, 1 6 1  
Септор 223 
Сигнатура 59, 1 66, 336 
Симметрирование 37, 1 64 
Симметрированное произведение 

1 65 
Симметричный тензор 38, 42, 1 64 
Система образующих группы 2 1 8  
Скаляр 25, 1 64 
Скалярная кривизна 147 
Скалярное произведение 87, 338, 

349 
Склерономная голономная систе· 

ма 27 1 
- неголономная система 278 
След 20 1 
Собственное значение 69, 1 67, 

354 

Собственное подпространство 1 62 - состояние 356 
Собственный вектор 69, 1 57 
- кэт ( бра) 342, 354 
Соотношение эквивалентности 437 
<;::спряженное направление 25 1 _ 
Состояния системы 355 
Сохранения импульса и энергии 

закон 3 1 6  
Средняя плотность потока им· 

пульса 32 1 
- - - часгиu 3·20 
- - - энергии 32 1 
- - энергии 320 
Стандартный кэт 370 
Стокса теорема, формулы 103, 

1 06- 1 12, 1 72, 418 

Температуры вектор 329 
Тензор 34, 164 
- антисимметричный 35, 38, 42, 

1 64 
- двухвалентный 56, 1 65 
- - обратный 1 4, 35, 1 66 
- - разложение 223 
- - ранг 57, 1 66 
- - симметричный 58 
- - -, индекс 58, 336 
- - -, канонические фор:11ы 58 
- - - неопределенный 59 
- - - отрицательно опреде· 

ленный 59, 336 
- - - положительно опреде

ленный 59, 336 
- - -, собственное значенне 

69, 1 67 
- - - собственный вектор 69, 

1 67 
' 

- - -, теорема С• главных осях 
70, 167 

- - - фундаментальный 6 1 ,  
1 62 

- единичный 35, 93, 167 
- ковариантный 34 
- контравариантный 34 
- симметричный 37, 41 
Тензора альтернирование 38, 1 64 
- изомер 37, 164 
- симметрирование 37, 1 64 
- µ-оболочка 39, 165 
- х-ранг 39, 165 
Тензоров свертка 36, 1 64 
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Тензорово сложение 36, 1 64 
- умножение 36, 1 64 
Тождества для тензора кривизны 

1 45, 1 77, 386 
Точка 90 
Трансляция 1 9  

Увлечение координатной систе· 
мы 1 13 

Угол 62, 1 70 
Упругие константы 207-1 0  
Устой<�ивая траектория 273 

Фазовый множитель 338, 367 
Ферми статистика 353 
Физическая величина 183 
Физический объект 183 
Финитная функция 399 
Френе.1я уравнение 253 
Фунда�1ентальный тензор 6 1 ,  1 62, 

1 70 
- - эрмитов 336 ФУНКЦИИ в инволюции 29 1 -" набтодаемых 358 
Функция интервала (области) 

349 

Четырехмерной скорости вектор 
305, 3 1 0  

lllapoвaя часть тензора 20 1 

Эйконал 286, 288 
Эйнштейна правило 1 3  
- пространство 3 1 8  
Эквивалентные поля 4 1 4, 42 1 ,  

437 
Эквискалярные Х п - 1  9i} 
Элемент м ировой линии 285 
Элементарная дкслокацня 435 
Элементарные делители 58 
Элементарный вихрь 4 1 2  
- двойной вихрь 432 
Энантноморфные классы 2 1 9  
Энергетическая фушщия 250 
Энергии-импульса вектор 3 1 1 
- - тензорная шютность 3 1 3  
Эрмитов бивектор 335 
- тензор 335 
- -, теорема о главных осях 3.39 
Эффект юшейный 227 

Ядро оператора 403 

п-вектор 47 
р-вектор 42 
р-направление 1 9, 1 63 
W-р-вектор 53 
W-скаляр 53 
W-тензор 53, 1 64 
х-сечение 256 
Л-плотность 49, 1 64 
«'>-функция 350, 400 - сдвцнутая 403 
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Равенства def 13 ;  * 31; h 151  
Единичный тензор и символы 

Кр?некера А� 35, 93. 167; 
А� t3, :Ю· 161,  162; А�, 14; ' 
Ах1 . . • хР 34· ьх бh ьк' 30 к1 . " кр • /,• i '  л • 
93, 391 ; /1 . "  Лр 391. µJ " .  µр 

Фундаментальный тензор . .  gхл, 
gЛх 61 ,  1 62, 170; �х 336. 

Определители Л = Det (А�') 13; · g = 1 Det (gлv..) 1 65, 70. 
Симметрирование и альтерниро

вание р(" 1 · · · "'р) 37; p["z · · · "'р} 
38. 

Транспонирование и эрмитово 
1 

сопряжение Р 67, 17 1 ,  341 ;  
+ р 341. 

'К 'К 
Базисные векторы е , е. 28, 93; 

h Л л 
ih. i; 62. 
t � 

Плотности и W-величины р 49; � * р 52; р 53. 
Антисимметричные 

(У..) 
величины 

е Л1 " . "п 48; 

391; 

Неголономные координаты (d�)h 

121, 1 75; Q.j/ 122, 175. 
Группы 03 13, 161 ;  Оьо • Geq• Osa 

16. 168; oor• oro 17, 168; oun 
339. 

Пространства. многообразие Ап 
129, 176; Еп 14, 161; Ln 126; 
Rп 17. 162; Ип 336; Vп 134. 
162; Хп 91 ,  161 .  

Коэффициенты связности и сим
волы Кристоффеля Г�л· Гµ = = Г�х 127, 175; { :л. } 135, 177. 

Кривизна и кручение R�µ"x 143, 
177, 386; Rµ1, 146, 178; KvµЛv.. 
145, 177; Кµ;,; К 146, 178; sµ·,,x 
129, 176, 385. 

v 
Вариация d 1 18, 1 74. 
Дифференциалы D 98, 100. 172; 

б 126. 1 76. 
Операторы дv.. 162; \7µ 128, 176; 

р \7µ 151;  v2 152; \7 387; Div 101, 
1 72; div 102, 172; Grad 98, 172; 
Rot 100, 172; Rot 394; def 394; rot 102, 1 72; Pot 154, 180; D L 
1 15, 172; [L]  1 18, 174; (S) 417; (s'·) 418. 

Скобки Пуас.::она [qJ, "ф] 291 
б-функции б (х) 350, 400; б (S) 414; 

о (S") 416. 
Интегральная свертка  f * g 402. 
Кэт, бра и скалярное произведе

ние 1 }. ( 1. ( 1 ) 349. 
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