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Предисловие 

Данное учебное пособие представляет собой обработанный курс лек-
ций по теории ядра, читаемый студентам теоретикам 8 семестра МИФИ. 
Курс был разработан И.С. Шапиро и читался им в течение 1967 − 1984 гг. 
Далее курс читался мною, однако все изменения, вносимые в курс, обсу-
ждались с ним вплоть до его болезни. 

Поскольку у значительной части студентов-теоретиков МИФИ в 
дальнейшем интересы находятся вне области ядерной физики, то при соз-
дании курса И.С. Шапиро включил в него те избранные вопросы ядерной 
физики, которые имеют общетеоретическое значения и не входят в иные 
курсы. Этим и определяется содержание данного курса. И.С. Шапиро не-
однократно высказывал пожелания включить в курс уравнения Фаддеева 
и глауберовское или эйкональное приближение в теории рассеяния. Одна-
ко это не было сделано из-за нехватки лекционного времени. По этой 
причине, включая И.С. Шапиро в соавторы, я подчеркиваю связь данного 
учебного пособия с его идеями. 

Ввиду того, что настоящий курс читается после курса квантовой тео-
рии поля (7-8 семестр) многие вопросы, которые рассматриваются там, 
используются в данном курсе без подробного обсуждения (дискретные 
преобразования C,P,T, унитарность S-матрицы, и т.д.). 

В заключение хочу подчеркнуть, что все недостатки данного издания 
полностью лежат на мне. 

В.А. Хангулян 



ВВЕДЕНИЕ 

1. Общие замечания 

Современная теоретическая ядерная физика возникла в 1932 г., 
когда Дж. Чедвиком был экспериментально обнаружен нейтрон. В 
том же году В. Гейзенберг и Д. Иваненко независимо друг от друга 
высказали предположение, что атомные ядра состоят из нейтронов 
и протонов. В работе В. Гейзенберга была введена зарядовая пере-
менная, в зависимости от которой некая частица, названная нукло-
ном, может быть либо протоном, либо нейтроном. Таким образом, 
согласно В. Гейзенбергу ядро состоит из A нуклонов. Число A на-
зывается массовым числом. Каждое ядро характеризуется зарядом 
Ze (где e − заряд протона). Число Z − атомный номер, т. е. число 
протонов в ядре. Атомный номер характеризует химические свой-
ства вещества. Следующей характеристикой ядра является его мас-
са М. Отношение массы ядра к массе протона весьма близко к це-
лому числу, которое и есть массовое число A. 

В настоящее время атомный номер Z принимает значения от 
нуля (нейтрон) до 112. В то же время массовое число A меняется от 
единицы (нейтрон, протон) до 261 (ядро с атомным номером 107). 
Ядра с 92>Z  в природе не встречаются и получаются искусст-
венно либо на нейтронных пучках из реактора (ядра с Z до 100), 
либо на пучках тяжелых ионов (ядра с Z > 100). В частности, эле-
мент с Z = 107 получен на пучке ионов хрома 54

24Cr , который падал 

на мишень из висмута 209
83Bi . В результате ядерной реакции 

n2ABiCr 261
107

209
83

54
24 +→+  получался элемент с Z=107 и массовым 

числом 261 с вылетом двух нейтронов. 
Поскольку отношение кинетической энергии нуклона в ядре к 

энергии покоя нуклона  
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где 
mc

=  − комптоновская длина волны нуклона, а R  − радиус 

ядра ( 1/3
0 ,R r A= где см10)4,12,1( 13

0
−⋅÷=r ), поэтому релятиви-



стскими эффектами можно пренебречь. Следовательно, задача о 
нахождении характеристик ядра, состоящего из A нуклонов, или 
задача об описании ядерной реакции (в частности, реакции синтеза 
трансурановых элементов), в которой участвуют A нуклонов, сво-
дится к решению нерелятивистского уравнения Шредингера для 
системы A частиц: 

1 1

2
2

1 1
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 (В.2) 

где ( , , )i i i ir r t= μ  − пространственные, спиновые и изоспиновые ко-
ординаты i -го нуклона. Отклонение от этой простой протон-
нейтронной модели, связанные с составной природой нуклонов и 
кварк-глюоной плазмой невелики (порядка %21− ). В частности, 
находясь внутри ядра, нуклон может деформироваться или поляри-
зоваться и уже не будет представлять собой физический нуклон, а 
будет вести себя как некоторая суперпозиция состояний N , 

πN , и т. д. В первом приближении спектр возбужденных состоя-
ний нуклона можно аппроксимировать Δ -изобарой. Вклад этих 
ненуклонных степеней свободы мал, так как нуклоны в ядрах слабо 
связаны, и вероятность найти нуклонный резонанс в ядре мала. По-
этому простая протон-нейтронная модель хорошо работает при 
низких энергиях. 

Следовательно, для ответа на большинство вопросов, возни-
кающих в ядерной физике, необходимо решить уравнение Шре-
дингера (В.2). Для его решения необходимо два пункта: 

1) знание конкретного вида ядерной потенциальной энергии 
для записи самого уравнения Шредингера; 

2) нужны методы, которые позволили, хотя бы приблизи-
тельно решить уравнение Шредингера для A тел. 

Рассмотрению этих двух вопросов будет посвящен данный 
курс. 
 
 



2. Характеристика ядерных сил 
 
Рассмотрим вид ядерной потенциальной энергии, действитель-

ная форма которой точно не известна. Точный ядерный потенциал 
возникает в результате цветного взаимодействия между составны-
ми частицами (кварки и глюоны), которые образуют нуклоны, не 
обладающие цветом. Теория ядерных сил на основе кварковых 
представлений до сих пор не построена. То взаимодействие, кото-
рое вводится в уравнение Шредингера, является бесцветным и рас-
сматривается как косвенное проявления основного цветного взаи-
модействия. Здесь имеется полная аналогия с силами Ван-дер-
Ваальса, действующими между электронейтральными атомами и 
молекулами, но возникающими за счет электромагнитного взаимо-
действия составных частиц атомов и молекул. 

 Будем предполагать, что в ядерном потенциале многочастич-
ные силы несущественны, и ими можно пренебречь. Иными слова-
ми, силы, действующие на нуклон, не обязательно совпадают с 
векторной суммой элементарных двухнуклонных сил, но могут со-
держать члены, которые возникают только в присутствии третьей, 
четвертой и т.д. частиц, и характерны только для систем из трех, 
четырех и т.д. нуклонов. Такие силы называются многочастичны-
ми. Следовательно, пренебрегая этими силами, ядерный потенциал 
для A нуклонов имеет вид 

1
1

A A

A ij i j
i j j

V ( r ,....,r ) V ( r ,r ).
< =

= ∑∑  (В.3) 

Таким образом, в этом предположении потенциал уравнения 
(В.2) полностью определяется двухчастичным нуклон-нуклонным 
потенциалом. При выборе нуклон-нуклонного потенциала будем 
придерживаться феноменологической точки зрения, т.е. потребуем, 
чтобы двухчастичный нуклон-нуклонный потенциал удовлетвори-
тельно согласовывался с данными по рассеянию двух нуклонов, 
давал правильные характеристики дейтрона и правильно воспроиз-
водил эффекты насыщения. 

Прежде всего, оценим радиус действия ядерных сил. Согласно 
специальной теории относительности не может существовать 
взаимодействие, которое мгновенно передавалось бы на расстоя-
ние. В частности, взаимодействие между двумя электронами пере-
дается фотоном, и он некоторое время находится в пути между 



электронами. Именно безмассовость фотона приводит к кулонов-
скому закону r/1 . В 1935г. Х. Юкава предположил, что силы меж-
ду двумя нуклонами аналогичны электромагнитным, но осуществ-
ляются за счет обмена мезонами, которые имеют массу покоя 2cμ . 
Рассмотрим процесс обмена мезоном между двумя нуклонами (рис. 
1). Будем рассматривать этот процесс в Ц-системе сталкивающихся 
нуклонов, где ′=′= 2211 , ЕЕЕЕ , тогда до испускания мезона энер-
гия системы двух нуклонов равна 

21 ЕЕЕ += , а после испускания ме-
зона π++=′ EEEE 21 , т.е. энергия не 
сохраняется на величину π=Δ EE . 
Это возможно в течение времени tΔ  
(соотношение неопределенности):  

π
=Δ Et ,    

и поэтому расстояние, на которое 
может распространиться такой виртуальный мезон (точнееπ - ме-
зон): 

см103,1
μμ

13
2

−
π

π

⋅===≤=Δ=
cc

c
E
ctcr   

где π  − комптоновская длина волны π - мезона. Таким образом, 
расстояние, на которое может быть передано взаимодействие меж-
ду нуклонами легчайшим мезоном (π -мезоном) не может превы-
шать комптоновскую длину волны π -мезоном. 

Получим в рамках модели Х. Юкавы радиальную зависимость 
нуклон-нуклонного потенциала )(rV . С этой целью вспомним, что 
лагранжиан взаимодействующих спинорного (нуклонного) и псев-
доскалярного (пионого) полей имеет вид 

0 0 5( ) ( ) ( )+= ψ + ϕ − ψγ ψ ϕ + ϕL L L g ,  (В.4) 
где  0 0( ), ( )ψ ϕL L  − лагранжианы свободных спинорного и псевдо-
скалярного полей. Этот лагранжиан приводит к уравнению Клей-
на−Гордона с источником [7] 

2
5( ) ( , )x t g+μ ϕ = − ψγ ψ )*   (В.5) 

′
1Е  

2Е  

′
2Е  

1Е  
Рис. 1



(здесь i
i≡ ∂ ∂ , а μ  − масса частицы). В правой части этого уравне-

ния стоит источник псевдоскалярного поля подобно тому, как в 
уравнении Максвелла  

( ) 4 ,k kA x j= − π    
ток kj  является источником вектор-потенциала электромагнитного 
поля kA . 

Будем искать стационарное решение уравнения (В.5), т.е. 
( , ) ( )x t xϕ = ϕ . Кроме того, предположим, что источник псевдоска-

лярного поля бесконечно тяжелый и находится в начале координат, 
т.е. 5 ( )g g xψγ ψ→ δ , тогда уравнение (В.5) примет вид 

2 2( ) ( ) ( )x g x∇ −μ ϕ = δ . (В.6) 
Решение этого уравнения имеет вид  

( )
rex g

r

−μ

ϕ = . (В.7) 

Таким образом, комптоновская длина волны пиона характери-
зует экспоненциальное затухание потенциала (В.7), который назы-
вается потенциалом Юкавы. Потенциал Юкавы определяет ради-
альную зависимость ядерных сил. 

 

 

 

 

 

 

 
)* В этой и последующих формулах релятивистской квантовой теории это-

го пособия 1==ñ . 
 
 



Глава 1. ОБЩАЯ СТРУКТУРА ГАМИЛЬТОНИАНА ДВУХ 
НУКЛОНОВ 

 
1.1. Спиновая структура потенциала взаимодействия 

двух нуклонов 
 

Необходимо построить потенциал взаимодействия двух нукло-
нов − частиц со спинами .2/1  Такой потенциал, в общем случае, 
может зависеть от координат нуклонов 21,rr , их скоростей или им-

пульсов 21, pp , а также от их спинов 21, SS , т.е.  

1 2 1 2 1 2( , , , , , ).V V r r p p S S=  (1.1) 
Начнем рассмотрение со спиновой зависимости потенциала. 

Волновая функция двух невзаимодействующих частиц представля-
ется в виде прямого произведения волновой функции каждой час-
тицы [5] 

1 2 1 2ѓ Кѓ Кѓ Кѓ К(1,2) (1) (2)Ψ = ψ ⊗ψ  (1.2) 
(если частицы бесспиновые, то имеет место обычное произведе-
ние), где 1 2,μ μ  − проекции спинов частиц 1 и 2 на ось 3 соответст-
венно. Волновая функция 

1 2
(1,2)μ μΨ  имеет размерность 

1 2(2 1)(2 1)j j+ +  (где 1j , и 2j  спины частиц 1 и 2 соответственно). 
Поэтому в случае двух нуклонов )2/1( 21 == jj  функция 

1 2
(1,2)μ μΨ  должна быть в нерелятивистском приближении 4-

рядным столбцом, а 
1
(1)μψ  и 

2
(2)μψ  обычными спинорами. 

Если теперь две частицы взаимодействуют, то волновая функ-
ция, вообще говоря, не распадается на прямое произведение, одна-
ко число компонент волновой функции не меняется и в случае двух 
взаимодействующих нуклонов. Волновая функция двух нуклонов 
должна быть 4-рядным столбцом. В соответствии с этим гамильто-
ниан двух взаимодействующих нуклонов и, соответственно, их по-
тенциальная энергия должны быть матрицами 44×  в спиновом 
пространстве. 

Матрица 44×  содержит 16 элементов, поэтому необходимо по-
строить 16 независимых матриц в спиновом пространстве. Обо-
значим через )1(

iS  и )2(
iS  спиновые матрицы первого и второго 



нуклона. Как хорошо известно, квадрат каждой из этих матриц, ко-
торые связанны с матрицами Паули iσ , равен 

2( ) 3 / 4, ( 1,2),kS k= =    
а их коммутаторы определяются соотношением 

( ) ( ) ( )[ ] .k k k
i j ijl lS S i S= ε   

Следовательно, каждая из матриц )(k
iS  (где 3,2,1=i , 2,1=k ) 

может входить только один раз в сконструированные 44×  матри-
цы в спиновом пространстве. После сказанного сконструировать 16 
независимых матриц 44×  легко, а именно 

1) I  − единичная матрица 44× , 
2) )2()1( IS ⊗  − три матрицы 44× , получаемые в результате 

прямого перемножения спиновых матриц )1(S  первого нуклона на 
единичную матрицу 2 2×  в спиновом пространстве второго ну-
клона – (2) ,I  

3) )2()1( SI ⊗  − три матрицы 44× , получаемые с использовани-

ем матриц )2(S  и (1)I , 
4) )2()1(

ji SS ⊗  − девять матриц 44× , получаемые в результате 

прямого перемножения матриц (1)
iS  на (2)

jS . 
Все перечисленные выше матрицы 44×  независимы по по-

строению и, следовательно, любую матрицу 44×  можно разло-
жить по этим матрицам. Преобразуем эти матрицы. Во-первых, 
вместо шести матриц )2()1( IS ⊗ , )2()1( SI ⊗  введем суммарный 
спин системы и разность спинов нуклонов 

)2()1()2()1( SIISS ⊗+⊗=  (1.3) 
и 

)2()1()2()1( SIIS ⊗−′⊗=Σ  (1.4) 
Во-вторых, тензор второго ранга )2()1(

ji SS ⊗  разложим на не-
приводимые величины  

а) скаляр  
(1) (2) ,S S⊗  (1.5) 



б) антисимметричный тензор второго ранга 
)2()1()2()1(

ijji SSSS ⊗−⊗ , который в результате свертки с тензором 

ijkε  дает вектор  
(1) (2)[ ],S S⊗  (1.6) 

в) симметричный тензор второго ранга со шпуром равным нулю  
(1) (2) (1) (2) (1) (2)1 1( ) ( ) .

2 3ij i j j i ijS S S S S S S≡ ⊗ + ⊗ − ⊗ δ  (1.7) 

Полученные 16 матриц 44×  (единичная матрица и спиновые 
матрицы (1.3), (1.4), (1.5), (1.6), (1.7)) независимы, и любую матри-
цу 44× , в частности, и потенциальную энергию взаимодействия 
двух нуклонов можно разложить по этим матрицам в спиновом 
пространстве. 

Потенциальная энергия двух взаимодействующих нуклонов 
должна быть инвариантной относительно: 

а) пространственных трансляций (из-за однородности простран-
ства),  

б) преобразований Галилея (из-за принципа относительности), 
в) вращений (из-за изотропии пространства). 
Рассмотрим требование инвариантности относительно трансля-

ций в пространстве. С этой целью перейдем от радиусов 1r  и 2r  к 
радиусу-вектору центра инерции R  и относительному радиусу r : 

1 2 1 2
1 ( ), .
2

R r r r r r= + = −    

Тогда для удовлетворения требованию однородности пространства 
потенциальная энергия должна зависеть только от относительного 
радиуса r . 

Требование инвариантности относительно преобразований Га-
лилея означает эквивалентность инерциальных систем отсчета. В 
соответствии с этим потенциальная энергия должна быть инвари-
антна относительно этих преобразований. Это означает, что потен-
циальная энергия должна зависеть от вектора относительной ско-
рости 21 vvv −= , которая  инвариантна относительно преобразо-
ваний Галилея. В случае, если предполагать, что m  масса нукло-
на 1 2( )m m m= = , то потенциальная энергия зависит от относи-
тельного импульса p mv= . Если же )( 21 mm ≠ , то 



p
mm
mmp

m
mp

mm
p

m
pvv

21

21
2

2

1
1

12

2

1

1
21 )(1 +

=−=−=−    

где )( 21 ppp =−=  − импульс в Ц-системе. 
Таким образом, получили два вектора r  и p , из которых можно 

построить: 
а) три скаляра  

2 2, ,( )r p rp , (1.8) 
б) три вектора 

, ,[ ]r p rp , (1.9) 
в) три тензора второго ранга со шпуром, равным нулю 

21 ,
3ij i j ijr rr r= − δ  (110а) 

21 ,
3ij i j ijp p p p= − δ  (1.10б) 

ijijjiij prprprX δ−+= )(
2
1)(

3
1  (1.10в) 

Для построения скалярных матриц 44× , которые инвариантны 
относительно вращений (т.е. учет изотропии пространства), необ-
ходимо свернуть тензоры, построенные из спиновых матриц ((1.3), 
(1.4), (1.5), (1.6), (1.7)) с тензорами, построенными из векторов ir  и 

ip  ((1.8), (1.9), (1.10)). Умножая каждую из этих комбинаций на 
некоторую функцию ( )kV r , получим наиболее общую форму спи-
новой структуры потенциала взаимодействия двух частиц со спи-
нами 2/1  

2
0 1 1 2 2 1 2 3 1 2( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )V r V r V r S S V r S S p V r S S rp= + + + +

 (1.11) 
4 5 6 7 8

9 10 1 2 11 1 2 12 1 2

13 14 15

( )( ) ( )( ) ( )( [ ]) ( )( ) ( )( )

( )( [ ]) ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ][ ]
( ) ( ) ( ) .ij ij ij ij ij ij

V r Sr V r Sp V r S rp V r r V r p

V r rp V r S S r V r S S p V r S S rp
V r S r V r S p V r S X

+ + + + Σ + Σ +

+ Σ + + + +
+ + +

 

В выражении (1.11) (и далее) опущен знак прямого произведе-
ния в произведениях матриц. Например, в произведении 

)2()1( SS ⊗ , которое в дальнейшем записывается в виде 1 2S S . В со-

ответствии с этим в прямых произведениях )2()1( IS ⊗ , )2()1( SI ⊗  



опускаются единичные матрицы, как это делается обычно. Это не 
вызывает недоразумений, так как операторы с индексом k  

)2,1( =k  действуют на соответствующие переменные.  
Величины )(rVk , вообще говоря, могут быть функциями всех 

трех скаляров 2 2, ,( )r p rp . Однако требование сохранения уравне-
ния Шредингера как динамического уравнения для ядерных про-
цессов ограничивает гамильтониан квадратом оператора импульса. 
Поэтому в выражении (1.11) величины )(rVk  зависят лишь от r .  

В случае взаимодействия двух нуклонов эксперимент показыва-
ет, что имеются дополнительные требования инвариантности. Га-
мильтониан должен быть инвариантен относительно инверсии про-
странства: 

, ,r r r t t t′ ′→ = − → =    (1.12) 
и обращения времени  

, .r r r t t t′ ′→ = → = −    (1.13) 
Следовательно, и потенциал )(rV  должен быть инвариантен отно-
сительно этих преобразований. 

Рассмотрим, как ведет себя волновая функция двух нуклонов 
при инверсии пространства. Напомним, что волновая функция од-
ного нуклона при инверсии пространства преобразуется следую-
щим образом [6]: 

( , ) ( , ) ( ) ( , ),px t x t U x t′ ′μ μ μμ μ′ ′ ′ψ → ψ = ψ   (1.14) 

где унитарный оператор pU  является произведением оператора Î , 
который действует только на координаты волновой функции  

),(),(ˆ trFtrFI −=     (1.15) 
и оператора 

g pt I= η ,     (1.16) 
который действует на спиновую волновую функцию нуклона. В 
выражении (1.16) I  – единичная матрица. Эти два оператора ком-
мутируют между собой. Соответственно, волновая функция двух 
нуклонов, компоненты которой определяются равенством 

1 2 1 2
(1,2) (1) (2)μ μ μ μΨ = ψ ψ , при инверсии пространства преобразуется 

следующим образом: 



1 2 1 2 1 1 1 2 2 2

1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2,

(1,2) (1) (2) ( (1)) (1)( (2))

( (1)) ( (2)) (1) (2) ( (1) (2)) .
p p

p p p p

U U

U U U U
′ ′ ′ ′μ μ μ μ μ μ μ μ μ μ

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′μ μ μ μ μ μ μ μ μ μ μ μ

′ ′Ψ →ψ ψ = ψ ψ =

ψ ψ = ⊗ ψ ψ
 

Таким образом, матрица (1,2)pU , преобразующая волновую 
функцию двух нуклонов при инверсии пространства, является пря-
мым произведением матриц (1)pU  и (2)pU  

(1,2) (1) (2).p p pU U U= ⊗    (1.17) 
Как известно, при унитарном преобразовании волновой функ-

ции (1.14), операторы физических величин преобразуются сле-
дующим образом 

p pA A U A U .+′→ =     (1.18) 
Следовательно, инвариантность потенциальной энергии относи-
тельно инверсии пространства выражается условием 

( ) ( ) ( ) ( ),p pV r V r U V r U V r+′ ′→ = =   (1.19) 
где оператор pU  определяется выражением (1.17). Поскольку 

функции )(rVk  )15,....0( =k  зависят от 2r  и, следовательно, инва-
риантны относительно инверсии пространства, то поведение по-
тенциала определяется скалярными величинами, сконструирован-
ными из спиновых матриц ((1.3), (1.4), (1.5), (1.6), (1.7)) и тензоров 
((1.8), (1.9), (1.10)).  Рассмотрим, как они ведут себя при таком пре-
образовании. Легко убедиться, что каждая скалярная величина в 
результате инверсии пространства умножается либо на +1, либо 
на 1− , т.е. 

,p p pZ Z U ZU Z+′→ = = η    (1.20) 
где Z  – какая-либо скалярная величина, а 1pη = ± . В результате 

получим, что величины )( 21SS , 2
21 )( pSS , ))(( 21 prSS , ])[( prS , 

])[( prΣ , ]][[ 21 prSS , ijijrS , ijij pS , ijij XS  при инверсии пространст-

ва умножаются на 1pη = + , а величины )( rS , )( pS , )( rΣ , )( pΣ , 

rSS ][ 21 , 1 2[ ]S S p  на 1pη = − . 
Таким образом, шесть величин не инвариантны относительно 

инверсии пространства, и они не могут входить в потенциальную 
энергию, т.е. 



4 5 7 8 10 11( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0.V r V r V r V r V r V r= = = = = =  (1.21) 
Поэтому потенциальная энергия принимает вид: 

2
0 1 1 2 2 1 2

3 1 2 6 9

12 1 2 13 14

15

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( )( )( ) ( )( [ ]) ( )( [ ])

( )[ ][ ] ( ) ( )

( ) .
ij ij ij ij

ij ij

V r V r V r S S V r S S p

V r S S rp V r S rp V r rp

V r S S rp V r S r V r S p

V r S X

= + + +

+ + + Σ +

+ + + +

+

 (1.22) 

Рассмотрим обращение времени. При обращении времени вол-
новая функция частицы преобразуется по антиунитарному закону 
[6]: 

*( , ) ( , ) ( ) ( , ),tx t x t U x t′ ′μ μ μμ μ′ ′ψ →ψ = ψ −   (1.23) 
где оператор tU  имеет вид 

2exp( ),tU iI= − π    (1.24) 
а 2I  – генератор группы вращений. В случае нуклонов, частиц со 

спином 2/1 , 2 2
1
2

I = σ , следовательно,  

2tU i= − σ     (1.25) 
Соответственно, волновая функция двух нуклонов, являющаяся 

прямым произведением нуклонных волновых функций, при обра-
щении времени преобразуется следующим образом: 

1 2 1 2 1 2

1 1 1 2 2 2

1 1 2 2 1 2

1 2 1 2 1 2

(1) * (2) *

(1) (2) * *

(1) (2) *
,

(1,2) (1,2) (1) (2)

( ) (1)( ) (2)

( ) ( ) (1) (2)

( ) )) ( (1) (2)) .

t t

t t

t t

U U

U U

U U

μ μ μ μ μ μ

′ ′ ′ ′μ μ μ μ μ μ

′ ′ ′ ′μ μ μ μ μ μ

′ ′ ′ ′μ μ μ μ μ μ

Ψ → Ψ = ψ ψ =

= ψ ψ =

= ψ ψ =

= ⊗ ψ ψ

  (1.26) 

Из цепочки равенств (1.26) следует, что при обращении времени 
волновая функция двух нуклонов преобразуется с помощью матри-
цы 

(1) (2)
2 2(1,2) .tU i i= σ ⊗ σ     (1.27) 

Следовательно, любой оператор A , в частности, и потенциальная 
энергия, при таком преобразовании волновой функции должен 
преобразовываться по закону [6]: 

1.T
t tA A U A U =→ =     (1.28) 



Требование инвариантности гамильтониана двух нуклонов от-
носительно обращения времени означает следующее условие на 
потенциальную энергию: 

1( ) ( ) ( ) ( ),T
t tV r V r U V r U V r−→ = =    (1.29) 

где оператор tU  определяется выражением (1.27). Поскольку 

функции )(rVk  ( 0,..,15)k =  зависят от 2r  и, следовательно, инва-
риантны относительно обращения времени, то рассмотрим, как ве-
дут себя скалярные величины, составленные из спиновых матриц 
((1.3), (1.4), (1.5), (1.6), (1.7)) и тензоров ((1.8), (1.9), (1.10)) при та-
ком преобразовании. Легко убедиться, что каждая скалярная вели-
чина в результате обращения времени умножается либо на +1, либо 
на 1− . Действительно, в качестве примера рассмотрим преобразо-
вание матрицы )2()1( SS ⊗  при обращении времени: 

(1) (2) (1) (2)

(1) (2) (1) (2) (1) (2)
2 2 2 2

(1) (2) (1) (2) (1) (2)
2 2 2 2

(1) (1) (1) (2) (2) (2) (1) (2)
2 2 2 2

(1) (2)

( ) ( )

( )( ) ( )

( )( )( )

( ) ( ) (( ) ( ))

( )

T

T T

T T

S S S S

i i S S i i

i i S S i i

i S i i S i S S

S S

+

+

⊗ → ⊗ =

= σ ⊗ σ ⊗ σ ⊗ σ =

= σ ⊗ σ ⊗ σ ⊗ σ =

= σ σ ⊗ σ σ = − ⊗ − =

= ⊗ (1) (2)( ),T S S= η ⊗

(1.30) 

т.е. для величины )( )2()1( SS ⊗  1Tη = + . 
Проведя аналогичные вычисления со всеми 44×  матрицами, 

входящими в потенциальную энергию взаимодействия двух нукло-
нов (1.22), получим, что три матрицы ))(( 21 prSS , ]][[ 21 prSS , ijij XS  

приобретают 1Tη = − , в то время как все остальные приобретают 
1Tη = + . При получении этого результата необходимо учитывать, 

что при обращении времени вектор r  не меняется, а оператор им-
пульса преобразуется по закону: 

.T
t tp p U p U p+→ = = −     

Поэтому требование инвариантности потенциальной энергии 
относительно обращения времени, а следовательно, и инвариант-
ности гамильтониана двух нуклонов относительно этого преобра-
зования, приводит к следующим условиям: 

8 12 15( ) ( ) ( ) 0.V r V r V r= = =   (1.31) 



Таким образом, потенциальная энергия, инвариантная относитель-
но инверсии пространства и обращения времени, имеет вид: 

2
0 1 1 2 2 1 2

6 9 13 14

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( )( [ ]) ( )( [ ]) ( ) ( ) .ij ij ij ij

V r V r V r S S V r S S p

V r S rp V r rp V r S r V r S p

= + + +

+ + Σ + +
 (1.32) 

В п. 1.3 будет показано, что нуклоны имеют зарядовую пере-
менную, которая определяет, является нуклон протоном или ней-
троном. В соответствии с этим, два нуклона можно рассматривать 
как два тождественных фермиона. Следовательно, гамильтониан, а 
соответственно, и потенциальная энергия должны быть симмет-
ричны относительно перестановки 1 и 2, т.е. 

(1,2) (2,1).H H=     (1.33) 
Единственным членом в потенциальной энергии двух нуклонов, 
который не удовлетворяет этому требованию, это – член, содержа-
щий Σ , т.е. ])[)((9 prrV Σ , поскольку при перестановке частиц 1 и 2 
Σ  меняет знак. В соответствии с этим потребуем, чтобы 

9 ( ) 0.V r =     (1.34) 
Таким образом, требования инвариантности потенциальной 

энергии взаимодействия двух нуклонов относительно инверсии 
пространства, обращения времени и перестановки двух частиц ос-
тавляют в ней из 16 членов только шесть, и потенциальную энер-
гию можно записать в виде: 

2
0 1 1 2 2 1 2

6 13 14

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( )( [ ]) ( ) ( ) .ij ij ij ij

V r V r V r S S V r S S p

V r S rp V r S r V r S p

= + + +

+ + +
  (1.35) 

В заключение этого параграфа получим спиновую структуру 
потенциала взаимодействия частицы со спином нуль с частицей со 
спином 2/1 . Для получения этого потенциала положим в выраже-
ние (1.35) 02 =S , тогда в выражении для потенциала отличными от 
нуля остаются лишь два члена, и потенциал принимает вид 

0( ) ( ) ( )( [ ]).LSV r V r V r rp= + σ   (1.36) 

В выражение (1.36) учтено, что в этом случае 1
2

S = σ . Это вы-

ражение легко понять. Действительно, такой потенциал должен 
быть 22×  матрицей и может зависеть от 1 2 1 2, , , , (1 / 2)r r p p S = σ . 
Требование однородности пространства и принципа относительно-



сти приводят к ограничению: в потенциал могут входить лишь от-
носительный радиус r  и относительная скорость v , которая связа-
на с импульсом p . Кроме того, из векторов r  и p  можно сконст-
руировать еще один вектор ][ pr . Следовательно, для удовлетворе-
ния требованию изотропии пространства необходимо свернуть три 
указанных вектора с матрицей σ . В результате получим четыре 

22×  матрицы: I  – единичная матрица и матрицы 
( ),( ),( [ ])r p rpσ σ σ . Поэтому потенциал должен иметь вид: 

0 1 2( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( [ ]).LSV r V r V r r V p V r rp= + σ + σ + σ    
Однако, как было показано выше, требование инвариантности от-
носительно инверсии пространства приводит к условию 

1 2( ) ( ) 0,V r V r= =      
поскольку матрицы ( ),( )r pσ σ  меняют знак при инверсии про-
странства. Тогда полученный потенциал сводится к выражению 
(1.36). Отметим, что требование инвариантности относительно об-
ращения времени никаких новых ограничений не накладывает, по-
скольку потенциал (1.36) автоматически ему удовлетворяет. 

1.2. Интегралы движения гамильтониана двух  
взаимодействующих нуклонов 

 
В предыдущем параграфе была получена потенциальная энергия 

взаимодействия двух нуклонов, которая содержала шесть членов. 
Рассмотрим каждый из этих членов. 

Первый член в выражении (1.35), содержащий )(0 rV , – обычный 
центральный потенциал, независящий от спина. Он хорошо извес-
тен из курса квантовой механики. 

Второй член ))(( 211 SSrV  – спин-спиновые силы. Это централь-
ные силы, зависящие от взаимной ориентации спинов взаимодей-
ствующих нуклонов. В дальнейшем вместо потенциала )(1 rV  бу-
дем писать )(rVS , отмечая его зависимость от взаимной ориента-
ции спинов. Преобразуем спиновую часть потенциала. Используя 
(1.3), можно написать: 



2 (1) (2) (1) (2) 2 (1) (2) 2

(1) (2) 2 (1) (2) (1) (2)

(1) (2) (1) (2) (1) 2 (2) (1) (2) 2
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( ) ( )
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+ ⊗ ⊗ = ⊗ + ⊗ +

+ ⊗ = ⊗ + ⊗

  

Следовательно, имеем: 

4
3

2
1)( 2

21 −= SSS     (1.37) 

Соответственно, спин-спиновый член в потенциальной энергии 
двух нуклонов примет вид:  

)
4
3

2
1)(( 2 −SrVS     (1.38) 

Поэтому центральные силы между двумя нуклонами различны, ес-
ли система находится либо в триплетном )1( =S , либо в синглет-
ном )0( =S  состояниях 

2
0

1 3( ) ( ) ( )( )
2 4SV r V r V r S= + − =     

⎪
⎪
⎩
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⎨
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=
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4
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),()(
4
1)(

синг0

трип0

rVrVrV

rVrVrV

S

S
   (1.39) 

где )(трип rV  и )(синг rV  – центральные потенциалы в триплетном и 
синглетном состояниях соответственно. 

Перейдем к рассмотрению пятого члена в выражении (1.35). Ис-
пользуя соотношения (1.7) и (1.10а), определяющие ijS  и ijr  соот-
ветственно, легко получить: 

2
(1) (2) (1) (2)

13 13

2

13 1 2 1 2 12

( ) ( )(( )( ) ( ))
3

?( ) (3( )( ) ( )) ( ) .
12

ij ij

T

rV r S r V r S r S r S S

rV r n n V r S

= − =

= σ σ − σ σ =
 (1.40) 

В последнем равенстве цепочки (1.40) введены следующие обозна-
чения: 



)(
12

)(),())((3ˆ
13

2

212112 rVrrVnnS T ≡σσ−σσ≡  (1.41) 

Эти силы в потенциале взаимодействия двух нуклонов называ-
ются тензорными. Они являются нецентральными. Действительно, 
воспользуемся соотношением (1.3), которое представим в виде 

1 2
1 ( ).
2

S = σ + σ     (1.42) 

Умножив это соотношение на единичный вектор n  (где /n r r= ), 
и возведя затем его в квадрат, получим  

2
1 2

1( ) (1 ( )( )),
2

Sn n n= + σ σ      

откуда следует 
2

1 2( )( ) 2( ) 1.n n Snσ σ = −    (1.43) 
С другой стороны, из соотношения (1.37) следует, что 

2
1 2( ) 2 3.Sσ σ = −     (1.44) 

Подставляя (1.43) и (1.44) в (1.40), получим для тензорных сил сле-
дующее выражение: 

2 2
13( ) ( )(6( ) 2 ).ij ij TV r S r V r Sn S= −    (1.45) 

Из этого соотношения видно, что тензорные силы зависят от 
ориентации полного спина системы двух нуклонов S  относитель-
но единичного вектора n , который определяется относительным 
радиусом r , т.е. от угла θ  между этими векторами. 

Объединяя выражения (1.39) и (1.45) получим потенциал ну-
клон-нуклонного взаимодействия ( )V r  в виде 

).2)(6)(()
4
3

2
1)(()(

ˆ)())(()()(~

222
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TS

TS
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=++=
(1.46) 

 Три члена, входящие в потенциал (1.46), исчерпывают все силы 
между двумя нуклонами независящие от скорости. 

Перейдем к рассмотрению сил, которые зависят от скорости. 
Член потенциальной энергии 6 ( )( [ ])V r S rp  можно представить в 
виде 

6 ( )( [ ]) ( )( ).LSV r S rp V r Sl=    (1.47) 



В выражении (1.47) введен орбитальный момент ][ prl =  и обо-
значена функция 6 ( )V r  как ( )LSV r . Этот член называется спин-
орбитальным взаимодействием двух нуклонов или спин-
орбитальными силами. Он зависит от взаимной ориентации полно-
го спина системы S  и его относительного орбитального момента 
l . Как известно [6], спин-орбитальное взаимодействие можно рас-
сматривать как взаимодействие магнитного момента нуклона с 
магнитным полем в сопутствующей системе, т.е. в системе, дви-
жущейся с нуклоном. 

Член 2
3 1 2( )( )V r S S p  в потенциальной энергии взаимодействия 

двух нуклонов описывает центральные спин-спиновые силы, зави-
сящие от скорости. Используя соотношение (1.37) и обозначая 
функцию 3( )V r  как ( )SV r′ , представим его в виде 

2 2 2
3 1 2

1 3( )( ) ( )( ) .
2 4SV r S S p V r S p′= −   (1.48) 

Член 14 ( ) ij ijV r S p  в потенциальной энергии взаимодействия двух 
нуклонов описывает тензорные силы, зависящие от скорости. Ана-
логично обычным тензорным силам, используя соотношения (1.7) 
и (1.10б), этот член можно представить в виде 

,ˆ)()( )(
1214

p
Tijij SrVpSrV ′=    (1.49) 

где введены обозначения 
,)())((3ˆ 2

2121
)(

12 pppS p σσ−σσ≡   (1.50) 

14
1( ) ( ).

12TV r V r′ ≡    (1.51) 

Для оператора )(
12

ˆ pS  можно получить выражение через полный 

спин системы так же, как для оператора 12Ŝ . Используя выражение 
для полного спина системы (1.3) легко показать, что 

.2)(6ˆ 222)(
12 pSpSS p −=   (1.52)  

Окончательно потенциальная энергия взаимодействия двух ну-
клонов запишется в виде: 
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(1.53) 
В соответствии с этим гамильтониан системы двух нуклонов за-

пишется в виде 
2 2

2

1
( ),

2 i
i

H V r
m =

= − ∇ +∑    (1.54) 

где ( )V r  определяется соотношением (1.53). Кроме того, в (1.54) 
предполагается, что .p nm m m= =  Рассмотрим интегралы движения 
этого гамильтониана. В соответствии с требованиями, заложенны-
ми при построении потенциала взаимодействия двух нуклонов, 
этот гамильтониан, кроме закона сохранения энергии и импульса, 
инвариантен относительно вращения в пространстве, т.е. сохраня-
ется полный момент количества движения. Таким образом, гамиль-
тониан H  коммутирует с компонентами ,( )iJ J l S= +  и его квад-
ратом: 

2[ , ] 0, ( 1,2,3), 0.iH J i HJ⎡ ⎤= = =⎣ ⎦    (1.55) 

Однако, кроме указанных выше интегралов движения, имеется 
еще один интеграл движения – сохраняется суммарный спин сис-
темы двух нуклонов: 

2[ , ] 0.H S =     (1.56) 
При этом величина 2l  не сохраняется, т.е. 

2[ , ] 0.H l ≠     (1.57) 
Действительно, из выражений (1.45) и (1.62) следует, что 

,0],ˆ[],ˆ[ 2)(
12

2
12 == SSSS p    (1.58) 

поэтому, учитывая, что 2S  коммутирует с iS , имеет место соотно-
шение (1.56). Однако легко проверить, что  



,0],ˆ[ 2
12 ≠lS      

поэтому 2l  не является интегралом движения. Отметим, что суще-
ствование дополнительного интеграла движения у гамильтониана 
двух взаимодействующих нуклонов связано с двумя условиями: 

 а) рассматриваются частицы со спином 1/ 2  и 
 б) частицы тождественны, ибо коммутатор Σ  с 2S  отличен от 

нуля: 
2[ , ] 0.SΣ ≠       

Следовательно, присутствие члена 9 ( )( [ ])V r rpΣ  в потенциальной 
энергии привело бы к нарушению соотношения (1.56). 

Отметим, что требование инвариантности гамильтониан отно-
сительно инверсии пространства приводит к сохранению четности, 
т.е. оператор четности P  коммутирует с H : 

[ , ] 0H P =     (1.59) 
Таким образом, волновая функция двух нуклонов обладает сле-

дующими квантовыми числами: полным угловым моментом (или 
спином систем) J , его проекцией на ось 3 3J , суммарным спином 
двух нуклонов S , который принимает значения 0, 1, и четность 
системы π . 

В качестве примера, рассмотрим связанное состояние двух ну-
клонов. Нейтрон и протон образуют связанное состояние – дей-
трон. Основное состояние дейтрона характеризуется спином, рав-
ным единице, и положительной четностью, т.е. 1+  состояние. По-
скольку, как упоминалось выше, система двух нуклонов характери-
зуется также суммарным спином, то при заданных J  и S  значения 
орбитального момента l  определяются неравенствами 

J S l J S− ≤ ≤ +       
Следовательно, если 0S = , то 1J l= = . Однако, поскольку ша-

ровая функция ( )lmY n , описывающая движение с орбитальным мо-
ментом l , при инверсии пространства приобретает множитель 
( 1)l− , то состояние с орбитальным моментом 1l =  нечетно (внут-
ренняя четность нейтрона и протона одинакова). Поэтому дейтрон 
может находиться только в состоянии с 1S =  и, следовательно, 

0l =  или 2 и, соответственно, волновая функция дейтрона являет-
ся суперпозицией состояний с 0l =  и 2: 



3 3
0,2

.JJ S l JJ S l
l

cπ π
=

Ψ = ψ∑      

В заключение отметим, что спин-спиновые силы и тензорные 
силы, зависящие от скорости, обычно не рассматриваются, т.е. по-
лагают 

( ) ( ) 0.S TV r V r′ ′= =      
Это вызвано тем обстоятельством, что в мезонной теории ядер-

ных сил в рамках OBEP (One Boson Exchange Potential – потенциал 
однобозонного обмена), когда ядерные силы описываются обменом 
шестью мезонами (двумя скалярными ( 0 1,σ σ ), двумя псевдоска-
лярными ( ,π η ) и двумя векторными ( ,ρ ω )), силы, зависящие от 
скорости, возникают лишь от обмена векторными мезонами. Одна-
ко масса векторных мезонов равна 770 и 780МэВ , поэтому ком-
птоновская длина волны таких мезонов близка к комптоновской 
длине волны протона: 

pс
≈

μ
=      

На таких расстояниях понятие потенциала теряет силу, и нере-
лятивистское приближение уже неприменимо. Однако следует 
подчеркнуть, что учет векторных бозонов приводит к отталкива-
тельному кору на малых расстояниях в ядерных силах, без чего не-
возможно объяснить устойчивость ядерных систем. 
 
 

1.3. Изотопический спин. Зарядовая независимость 
ядерных сил 

  
Несмотря на то, что протон обладает зарядом, а нейтрон нет, 

свойства нейтрона и протона одинаковы. Масса протона 
МэВ00028,027231,938 ±=pm  масса нейтрона 

±= 56563,939nm МэВ00028,0 , так что МэВ293,1=− pn mm . Спин и 

четность протона и нейтрона одинаковы и равны (1 / 2)+  и, соответ-
ственно, они подчиняются статистике Ферми–Дирака. Поэтому В. 
Гейзенберг в своей работе 1932 г. предложил рассматривать ней-
трон и протон как почти вырожденное состояние одной частицы – 
нуклона. Таким образом, делается предположение, что различия 



между нейтроном и протоном играют второстепенную роль в фор-
мировании сильного взаимодействия. 

В соответствии с этим нуклон может существовать в двух со-
стояниях: нейтронном и протонном. Следовательно, волновая 
функция нуклона зависит от некоторой переменной, которая при-
нимает два значения. Это зарядовая переменная, которую обозна-
чают через 3t . При этом, если 3 1 / 2,t = +  то нуклон находится в 
протонном состоянии, а если 3 1 / 2,t = − то в нейтронном. Поэтому 
можно утверждать, что волновая функция нуклона зависит от  пяти 
переменных: пространственных r , спиновой μ  и зарядовой (или 
изоспиновой) 3t .  

Зарядовая переменная, так же как и спиновая переменная, для 
нуклона принимает два значения, поэтому по аналогии со спином 
волновая функция нуклона записывается в виде столбца, содержа-
щего две компоненты: 

,p
N

n

ψ⎛ ⎞
Ψ = ⎜ ⎟

ψ⎝ ⎠
    (1.60) 

где pψ  и nψ  – в нерелятивистском приближении двухкомпонент-
ные функции, описывающие протон и нейтрон соответственно. В 
частности, если нуклон находится в протонном состоянии, то  
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если же в нейтронном, то 
0 0

.
1N n

n

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
Ψ = = ψ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ψ ⎝ ⎠⎝ ⎠

     

Зарядовую переменную обычно называют изоспином, и можно 
сказать, что волновая функция нуклона есть прямое произведение 
спиновой функции на изоспиновую: 

3
.N tμΨ = ψ ⊗χ     (1.61) 

Следовательно, в нерелятивистском приближении волновая 
функция нуклона – 4-компонентный столбец. Приведем волновую 
функцию протона в состоянии с проекцией на ось 3 1 / 2μ = ± : 
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и волновую функцию нейтрона в состоянии с 1 / 2μ = ± : 
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В релятивистском случае, когда волновая функция частицы со 
спином 1 / 2  является биспинором Дирака, волновая функция ну-
клона – 8-компонентный столбец. 

Так же, как и в нерелятивистской квантовой механике, где лю-
бые операторы в спиновом пространстве (в случае частиц со спи-
ном 1 / 2 ) записываются через единичную матрицу и матрицы Пау-
ли, в пространстве изотопического спина, в котором изменяется 
зарядовая переменная, имеется всего четыре независимых линей-
ных оператора:  

1 0
0 1

e ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 1
0 1
1 0
⎛ ⎞

τ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 2
0

0
i

i
−⎛ ⎞

τ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 3
1 0
0 1
⎛ ⎞

τ = ⎜ ⎟−⎝ ⎠
. (1.62) 

Следовательно, имеется группа из четырех линейных операторов, 
обладающая следующим свойством: сами эти операторы и их ли-
нейные комбинации представляют все возможные линейные опера-
торы в рассматриваемом изоспиновом пространстве.  

Рассмотрим несколько примеров. Оператор 1τ  переводит про-
тонное состояние нуклона в нейтронное и наоборот:  

1
1 0
0 1
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

τ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

,      1
0 1
1 0
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

τ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

.    

Введем операторы:  

1 2
1 ( ),
2

i±τ = τ ± τ     (1.63) 

т.е. 



0 1
0 0+
⎛ ⎞

τ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

,       
0 0

.
1 0−
⎛ ⎞

τ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

    

Оператор +τ  переводит нейтронное состояние в протонное, а опе-
ратор −τ  – протонное состояние в нейтронное:  

p n−τ = ,         ,n p+τ =    (1.64) 
где введены обозначения: 

1
0

p ⎛ ⎞
≡ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

      и      
0

.
1

n ⎛ ⎞
≡ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

   (1.65) 

Отметим, что  
0,p+τ =             0.n−τ =    (1.66) 

Введем операторы проектирования протонного и нейтронного 
состояния. Оператор проектирования протонного состояния pP , 
действуя на протонное состояние, оставляет его неизменным, а 
нейтронное обращает в нуль, т.е. 

pP p p= ,            0pP n =    (1.67) 
и, соответственно, действие оператора проектирования нейтронно-
го состояния nP  определяется как 

0nP p = ,             nP n n= .   (1.68) 
Эти операторы имеют вид 

( )3
1 01 1
0 02pP ⎛ ⎞

= + τ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

,     ( )3

0 01 1 .
0 12nP ⎛ ⎞

= − τ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (1.69) 

В частности, если имеется волновая функция нуклона NΨ  (1.60), 
то 

1
0p N pP ⎛ ⎞

Ψ = ψ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

,      
0
1n N nP ⎛ ⎞

Ψ = ψ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

.    

Используя операторы pP  и nP , можно записать гамильтониан 
нуклона так, чтобы он правильно действовал вне зависимости от 
того, является эта функция нейтронной или протонной. Действи-
тельно, пусть гамильтониан протона имеет вид 

2

( ),
2p p

p

pH U r
m

= +      

а гамильтониан нейтрона 



2

( ),
2n n

n

pH U r
m

= +      

где ( )pU r  и ( )nU r  – потенциальная энергия протона и нейтрона 
соответственно. Тогда искомый гамильтониан имеет вид 

3
1 1( ) ( ) .
2 2p p n n p n p nH H P H P H H H H= + = + + − τ  (1.70) 

Этот гамильтониан действительно удовлетворяет тем требова-
ниям, которые сформулированы выше, поскольку 

1 0
( )( )

0 1

1 0
,

0 1

N p p n n p n

p p n n

H H P H P

H H

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
Ψ = + ψ +ψ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= ψ + ψ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

   

т.е. правильный гамильтониан. 
Можно ввести оператор заряда нуклона, который запишется в 

виде 

3
1 (1 ),
2pq eP e= = + τ    (1.71) 

тогда 
q p e p= ,            0.q n =     

Таким образом, из чисто формального рассмотрения можно 
прийти к выводу, что нуклон обладает изотопическим спином t  
равным 1 / 2 . Компоненты вектора t  в изотопическом пространст-
ве определяются операторами  

1
2i it = τ            ( 1,2,3).i =    (1.72) 

Оператор квадрата изотопического спина 2t  равен 
2 3 ,

4
t I=     (1.73) 

где I  – единичная матрица. В соответствии с общими правилами 
можно написать  

2 , 0it t⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ,     ,i j ijk kt t i t⎡ ⎤ = ε⎣ ⎦     ( 1,2,3).i =   (1.74) 

Построенные выше волновые функции, описывающие зарядо-
вую переменную нуклона (1.60), являются собственными функ-



циями операторов 2t  и 3t  соответствующими собственным значе-
ниям 1 / 2t =  и 3 1 / 2t = ±  соответственно для протона и нейтрона, 
т.е.  

1
1 / 2, 1 / 2

0
p ⎛ ⎞

= + = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

,    
0

1 / 2, 1 / 2 .
1

n ⎛ ⎞
= − = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
(1.75) 

Перейдем к рассмотрению системы двух нуклонов, координаты 
которых обозначаются ( , , )i i ir tμ  1,2i =  для первого и второго ну-
клона соответственно. Обозначим волновую функцию двух нукло-
нов через 1 1 1 2 2 2( , , ; , , )r t r tΨ μ μ . Два нуклона могут находиться в че-
тырех зарядовых состояниях, так как прямое произведение двух 
изоспиновых волновых функций нуклонов дает 4-компонентную 
величину. Этими состояниями являются 1 2 ,p p  1 2p n , 1 2n p , 

1 2n n . Тогда волновую функцию двух нуклонов можно предста-
вить в виде суперпозиции 

1 1 1 2 2 2 1 2 1 1 1 2 2

1 2 2 1 1 2 2 1 2 3 1 1 2 2

1 2 4 1 1 2 2

( , , ; , , ) ( , ; , )

( , ; , ) ( , ; , )

( , ; , )

r t r t p p r r

n n r r p n r r

n p r r

Ψ μ μ = Ψ μ μ +

+ Ψ μ μ + Ψ μ μ +

+ Ψ μ μ

 (1.76) 

Волновая функция двух нуклонов согласно принципу Паули 
должна быть антисимметричной относительно перестановки час-
тиц, т.е. 

1 1 1 2 2 2 2 2 2 1 1 1

2 1 1 2 2 1 1 2 1 2 2 2 1 1

2 1 3 2 2 1 1 2 1 4 2 2 1 1

( , , ; , , ) ( , , ; , , )
( , ; , ) ( , ; , )

( , ; , ) ( , ; , ).

r t r t r t r t
p p r r n n r r

p n r r n p r r

Ψ μ μ = −Ψ μ μ =

= − Ψ μ μ − Ψ μ μ −

− Ψ μ μ − Ψ μ μ

 (1.77) 

Приравнивая это выражение для волновой функции двух нукло-
нов к выражению (1.76), получаем: 

1 1 1 2 2 1 2 2 1 1( , ; , ) ( , ; , )r r r rΨ μ μ = −Ψ μ μ    (1.78а) 
для зарядового состояния 1 2p p , 

2 1 1 2 2 2 2 2 1 1( , ; , ) ( , ; , )r r r rΨ μ μ = −Ψ μ μ    (1.78б) 
для зарядового состояния 1 2n n , 

3 1 1 2 2 4 2 2 1 1( , ; , ) ( , ; , )r r r rΨ μ μ = −Ψ μ μ   (1.78в) 
для зарядового состояния 1 2p n , 



4 1 1 2 2 3 2 2 1 1( , ; , ) ( , ; , )r r r rΨ μ μ = −Ψ μ μ    (1.78г) 
для зарядового состояния 1 2n p . Из соотношений (1.78а) и 
(1.78б) видно, что если зарядовые состояния являются состояниями 
двух протонов или двух нейтронов, то спиново-координатные вол-
новые функции антисимметричны, как и должно быть для двух то-
ждественных фермионов. Однако для состояний 1 2p n  и 1 2n p  
такого утверждения сделать нельзя. Чтобы устранить это, введем 
волновые функции следующего вида 

( )

( )

1 1 2 2 3 1 1 2 2 4 1 1 2 2

1 1 2 2 3 1 1 2 2 4 1 1 2 2

1( , ; , ) ( , ; , ) ( , ; , ) ,
2

1( , ; , ) ( , ; , ) ( , ; , ) ,
2

a

s

r r r r r r

r r r r r r

Ψ μ μ = Ψ μ μ +Ψ μ μ

Ψ μ μ = Ψ μ μ −Ψ μ μ
 (1.78д) 

при этом  
1 1 2 2 2 2 1 1

1 1 2 2 2 2 1 1

( , ; , ) ( , ; , ),
( , ; , ) ( , ; , ).

a a

s s

r r r r
r r r r

Ψ μ μ = −Ψ μ μ
Ψ μ μ = Ψ μ μ

   (1.78е) 

Выражая 3Ψ  и 4Ψ  через aΨ  и sΨ : 

( )3 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2
1( , ; , ) ( , ; , ) ( , ; , ) ,
2 a sr r r r r rΨ μ μ = Ψ μ μ +Ψ μ μ    

( )4 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2
1( , ; , ) ( , ; , ) ( , ; , )
2 a sr r r r r rΨ μ μ = Ψ μ μ −Ψ μ μ    

и подставляя их в волновую функцию двух нуклонов, получим для 
1 1 1 2 2 2( , , ; , , )r t r tΨ μ μ  следующее выражение 

( )

( )

1 1 1 2 2 2

1 2 1 1 1 2 2 1 2 2 1 1 2 2

1 2 1 2 1 1 2 2

1 2 1 2 1 1 2 2

( , , ; , , )
( , ; , ) ( , ; , )

1 ( , ; , )
2

1 ( , ; , ).
2

a

s

r t r t
p p r r n n r r

p n n p r r

p n n p r r

Ψ μ μ =

Ψ μ μ + Ψ μ μ +

+ + Ψ μ μ +

+ − Ψ μ μ

 (1.79) 

В этой записи координатно-спиновые волновые функции 
1 2, , aΨ Ψ Ψ  антисимметричные и умножаются на симметричные 

изоспиновые волновые функции, в то время как sΨ  – симметрич-
на, и умножается на антисимметричную изоспиновую волновую 



функцию. В случае, когда изоспиновые функции двух нуклонов 
описываются выражениями 1 2p p , 1 2n n , 1 2p n  и 1 2n p , 
зарядовые состояния двух нуклонов характеризуются собственны-
ми значениями: (1)

3
1

2t = + , (2)
3

1
2t = + ; (1)

3
1

2t = − , (2)
3

1
2t = − ; 

(1)
3

1
2t = + , (2)

3
1

2t = − ; (1)
3

1
2t = − , (2)

3
1

2t = +  соответственно. В вы-

ражении (1.79) изоспиновые волновые функции  характеризуются 
суммарным изоспином T  двух нуклонов  и его проекцией 3T . При 
этом получили изотриплет 

 Q  3T  T  

1 2p p  +2 1 1 

)(
2

1
2121 pnnp + +1 0 1 

1 2n n  0 -1 1 
и изосинглет 

)(
2

1
2121 pnnp − +1 0 0 

В этом случае оператор заряда двух нуклонов Q  равен 
2 2

( ) ( )
3 3

1 1

1(1 ) (1 ),
2 2

i i

i i

eQ e
= =

= + τ = + τ∑ ∑   (1.80) 

где e  – заряд протона. Подействовав этим оператором на состоя-
ние 3,T T , получим, что заряд системы двух нуклонов  

3(1 ),Q e T= +    (1.81) 
где 3 1,0.T = ±  

Обобщая выше изложенное, можно сказать, что сложение изо-
спина совершенно аналогично сложению обычного спина. Следо-
вательно, для системы из A  нуклонов оператор изоспина имеет вид 

( )

1

1 ,
2

A
i

i

T
=

= τ∑    (1.82) 

а его собственные значения равны 2 ( 1)T T T= + , где 0 / 2T A≤ ≤ . 
Для каждого значения T  существует 2 1T +  значений 3T , которые 
являются целыми или полуцелыми числами в интервале: 



3 .T T T− ≤ ≤    (1.83) 
Поскольку собственные значения оператора проекции спина на 

ось 3 для нейтрона и протона равны 1 / 2−  и 1 / 2+ , то собственные 
значения оператора 3T  системы из A  нуклонов равны 

( )
3 3

1

1 ( ),
2

A
i

i
T t Z N

=

= = −∑    (1.84) 

где Z  – число протонов, а N  – число нейтронов. В соответствии с 
этим оператор заряда Q  имеет вид: 

( )
3 3

1
(1 ) ( ),

2 2

A
i

I

e AQ e T
=

= + τ = +∑   (1.85) 

а его собственные значения равны Ze , т.е. получили правильный 
заряд ядра. 

Введем гамильтонианы , , ,pp nn a sH H H H , которые описывают 
систему двух протонов, двух нейтронов, систему протон-нейтрон в 
антисимметричном состоянии и систему протон-нейтрон в симмет-
ричном состоянии соответственно. Введем также операторы проек-
тирования, , , ,pp nn a sP P P P , которые оставляют неизменным одно за-
рядовое состояние двух нуклонов, а остальные приравнивают к ну-
лю. В соответствии с этим имеем 

1 2 1 2

(1) (2)
3 3

,

1 (1 )(1 )
4

pp

pp

P p p p p

P

=

= + τ + τ
    (1.86а)  

для системы двух протонов; 
1 2 1 2

(1) (2)
3 3

,
1 (1 )(1 )
4

nn

nn

P n n n n

P

=

= − τ − τ
    (1.86б) 

для системы двух нейтронов; 

1 2 1 2 1 2 1 2

(1) (2) (1) (2) (1) (2)
1 1 2 2 3 3

1 1( ) ( ),
2 2
1 (1 )
4

a

a

P p n n p p n n p

P

+ = +

= + τ τ + τ τ − τ τ
 (1.86в) 

для системы протон-нейтрон в антисимметричном состоянии; 



1 2 1 2 1 2 1 2

(1) (2)

1 1( ) ( ),
2 2
1 (1 )
4

s

s

P p n n p p n n p

P

− = −

= − τ τ
 (1.86г) 

для системы протон-нейтрон в симметричном состоянии.  
Можно ввести также как в случае одного нуклона (1.70), пра-

вильный гамильтониан двух нуклонов: 
.pp pp nn nn a a s sH H P H P H P H P= + + +   (1.87) 

Сформулируем еще один физический принцип – зарядовую не-
зависимость ядерных сил: силы, действующие между двумя нукло-
нами, не зависят от 3T , а определяются только T , т.е. 

.pp nn aH H H= =     (1.88) 
Таким образом, силы между двумя протонами, двумя нейтрона-

ми и протоном и нейтроном в состоянии с 1T =  равны. Следова-
тельно, гамильтониан взаимодействия двух нуклонов имеет вид: 

( ) .a pp nn a s sH H P P P H P= + + +    (1.89) 
Поскольку  

(1) (2)1 (3 ),
4pp nn aP P P+ + = + τ τ    (1.90) 

учитывая соотношение (1.86г), окончательно получим для гамиль-
тониана двух нуклонов выражение 

(1) (2)1 1(3 ) ( ) .
4 4a s a sH H H H H= + + − τ τ   (1.91) 

В соответствии с этим потенциальная энергия двух нуклонов 
должна иметь вид 

(0) (1) (1) (2)( ) ( ) ( ) ,V r V r V r= + τ τ   (1.92) 
где  

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )
0 1 2 12

2 ( )
1 2 12

( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )

k k

k k k

k k
S T

p
LS S T

V r V r V r S S V r S

V r Sl V r S S p V r S

= + + +

′ ′+ + +
 (1.93) 

при этом 0,1k = .  
Таким образом, гамильтониан взаимодействия двух нуклонов  

2 2
2

1

( )
2 i

i

H V r
m =

= − ∇ +∑ ,   (1.94) 



где m  – масса нуклона, а ( )V r  – потенциальная энергия, опреде-
ляемая выражением (1.93), коммутирует с компонентами iT  сум-
марного изотопического спина двух нуклонов:  

2
( )

1

1
2

k
i i

k
T

=

= τ∑     (1.95) 

и, соответственно, с 2T , т.е.  
[ ] 2, 0, , 0.iH T H T⎡ ⎤= =⎣ ⎦    (1.96) 

Это означает, что гамильтониан двух нуклонов (1.94) инвариан-
тен относительно вращений в изотопическом пространстве. Дейст-
вительно, оператор вращения в изотопическом пространстве во-
круг оси n  на угол θ  записывается как 

( ) exp( )nU iTnθ = − θ     (1.97) 
и, соответственно,  

[ ], ( ) 0.nH U θ =     (1.98) 
Таким образом, зарядовая независимость ядерных сил означает 

инвариантность гамильтониана двух нуклонов относительно вра-
щений в изотопическом пространстве. 

Отметим, что принцип зарядовой независимости ядерных сил – 
приближенный принцип. Он применим лишь к сильным взаимо-
действиям. В случае электромагнитных и слабых взаимодействий 
он нарушается. Включение электромагнитных взаимодействий 
приводит к поправкам двух типов: учет разности масс pm  и nm , а 
также в потенциальной энергии появляется кулоновское взаимо-
действие протонов.  

Рассмотрим поправки, возникающие в кинетической энергии. С 
учетом разности масс протона и нейтрона оператор кинетической 
энергии двух нуклонов запишется как 
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Кулоновское взаимодействие действует между двумя протона-
ми, следовательно, в случае взаимодействия двух нуклонов ее 
можно представить: 

)21(
4

)( )2(
3

)1(
33

22

кул ττ++== T
r

eP
r
erV pp  (1.100) 

где ppP  определяется выражением (1.86а), а 3T  - оператор проекции 
третьей компоненты изоспина двух нуклонов (1.82).  

Слкдовательно, с учетом поправок на электромагнитное взаи-
модействие, гамильтониан двух взаимодействующих нуклонов 
можно представить в виде 

0 ,H H H ′= +     (1.101) 
где  
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В выражении (1.101а) ( )V r  ядерный потенциал взаимодействия 
двух нуклонов (1.92). Потенциал 0H  коммутирует с 2T  и iT  
( 1,2,3i = ). Следовательно, он инвариантен относительно вращений 
в изотопическом пространстве. В гамильтониане H ′  имеется вы-
деленное направление 3T , и поэтому он не коммутирует с 1T  и 2T : 

[ ], 0, 1,2.iH T i′ ≠ =      
Однако он коммутирует с 3T  

[ ]3, 0.H T′ =       
Значит, 3T  коммутирует с H . Коммутацию 3T  с H  легко понять. 
Действительно, оператор 3T  связан с оператором заряда Q  (1.58), 
поэтому сохранение заряда эквивалентно коммутации 3T  и .H  

Таким образом, включение электромагнитного взаимодействия 
приводит к появлению члена H ′ , который не коммутирует 2T  и, 
следовательно, 2T  не является точным квантовым числом для сис-
темы двух нуклонов. Однако следует отметить, что, во-первых, ес-
ли 2 0e →  и 0n pm m− → , то 2T  становится точным квантовым 



числом; во-вторых, нарушение 2T  связано с H ′ , который содер-
жит два члена. Однако эти два члена входят в H ′  с разными знака-
ми и, следовательно, в результате эффект  компенсируется. Для 
оценки эффекта нарушения изотопического спина кулоновским 
взаимодействием сравним кулоновскую энергию с потенциалом 
Юкавы (В.7), т.е. 

( )2 2

2 2

/ 1~ .
( / ) 137r

e r e
g e r g e−μ =      

Поэтому эффекты кулоновского взаимодействия могут про-
явиться в тяжелых ядрах, в то время как в нуклон-нуклонных взаи-
модействиях они малы. 

В заключение этого параграфа построим гамильтониан A  взаи-
модействующих нуклонов. В соответствии сказанному выше, опе-
ратор кинетической энергии A  нуклонов можно записать как 
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Потенциальная энергия состоит из двух членов. Ядерной потен-
циальной энергии 

1

( ) ( ),
A

ij
i j

V r V r
< =

= ∑     (1.103) 

где ( )ijV r  – потенциальная энергия взаимодействия двух нуклонов 
(1.92), и кулоновской энергии взаимодействия протонов: 
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Тогда гамильтониан A  взаимодействующих нуклонов запишет-
ся в виде 

0 ,H H H ′= +     (1.105) 
где  
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Член 0H  гамильтониана (1.105) инвариантен относительно враще-
ния в изотопическом пространстве и, следовательно, коммутирует 
с ( 1,2,3)iT i =  и 2T . В то же время в H ′ , который имеет вид  
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имеется выделенное направление (ось 3). Следовательно, присутст-
вие слагаемого H ′  в гамильтониане H  приводит к неинвариант-
ности гамильтониана относительно вращений в изотопическом 
пространстве. При этом H  и 3T коммутируют. 
 
 

Контрольные вопросы к главе 1 
 

1. Вычислить радиус сил, зависящих от скорости. 
2. Пусть гамильтониан взаимодействия частицы со спином 1 / 2  с 

частицей со спином нуль инвариантен относительно обращения времени, 
но не инвариантен относительно инверсии пространства. Написать потен-
циальную энергию взаимодействия таких частиц. 

3.Перечислить интегралы движения системы частиц, рассмотренных 
в вопросе 2. 

4. Пусть гамильтониан взаимодействия двух тождественных частиц 
со спинами 1 / 2  инвариантен относительно обращения времени, но не 
инвариантен относительно инверсии пространства. Написать  потенци-
альную энергию их взаимодействия. 

5. Перечислить интегралы движения системы частиц, рассмотренных 
в вопросе 4. 
 
 

Глава 2. ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ДВУХ НУКЛОНОВ 
 

2.1. Классификация состояний системы двух нуклонов 
 

В предыдущей главе было показано, что система двух нуклонов 
обладает следующими интегралами движения: J  – момент количе-
ства движения (спин системы), 3J  – его проекция на ось 3, S  – 



суммарный спиновой момент, π  – четность системы, T  – изотопи-
ческий спин системы, 3T  – его проекция. При этом суммарный 
спиновой момент системы 1,0S = , и спиновая волновая функция 
системы симметрична ( 1S = ), или антисимметрична ( 0S = ). В со-
ответствии с этим при данном моменте количества движения J  
(спине системы двух нуклонов) и данном суммарном спиновом 
моменте системы двух нуклонов S  угловой момент l  лежит в пре-
делах 

.J S l J S− ≤ ≤ +     (2.1) 
Аналогично, полный изотопический спин двух нуклонов T  ра-

вен либо нулю, либо единице. В случае 1T =  изоспиновая волно-
вая функция симметрична, а при 0T =  – антисимметрична. 

Полная волновая функция системы двух нуклонов является 
прямым произведением координатной, спиновой и изоспиновой 
волновых функций:  

1 2(1,2) ( , ) (1,2) (1,2).S Tx xΨ = ϕ χ ⊗χ    (2.2) 
С другой стороны, полная волновая функция двух нуклонов, как 

любая волновая функция двух тождественных фермионов, должна 
быть антисимметричной. Следовательно, если координатная вол-
новая функция 1 2( , )x xϕ  симметрична, тогда если спиновая волно-
вая функция симметрична ( 1)S = , то изоспиновая – антисиммет-
рична ( 0)T = , и наоборот. В случае, если координатная волновая 
функция антисимметрична, то она должна умножаться либо на 
симметричные спиновые и изоспиновые волновые функции 
( 1, 1)S T= = , либо на антисимметричные спиновые и изоспиновые 
волновые функции ( 0, 0)S T= = . Поскольку симметрия коорди-
натной волновой функции определяется относительным орбиталь-
ным моментом и равна ( 1)l−  и поскольку допустимые значения l  
определяются соотношением (2.1), возможны следующие состоя-
ния двух нуклонов, которые приведены в табл. 2.1. 

Таблица 2.1 
Классификация состояний двух нуклонов для 0,1,2J =  

T=0 T=1 
J 

0S =  1S =  0S =  1S =  
0 - - 1

0S  3
0P  



1 1
1P  3 3

1 1S D+  - 3
1P  

2 - 3
2D  1

2D  3 3
2 2P F+  

2.2 Дейтрон как чистое S-состояние 

Как уже упоминалось, система из нейтрона и протона может на-
ходиться в связанном состоянии. Связанное состояние нейтрона и 
протона называется дейтроном, который является простейшим 
атомным ядром. 

Важнейшей характеристикой дейтрона является его энергия свя-
зи, которая определяется как разность масс, образующих его час-
тиц и дейтрона: 

МэВ003,0226,2 ±=−+=ε dnp mmm  (2.3) 
Другой важнейшей характеристикой дейтрона является его спин 

и четность. Спин дейтрона равен единице, а четность положитель-
на, т.е. основное состояние дейтрона есть состояние 1+ . 

Дейтрон обладает магнитным и электрическим квадрупольным 
моментом. Его магнитный момент, измеренный в ядерных магне-
тонах, 

0,8574.dμ =      
Эта величина близка к сумме магнитных моментов протона и 

нейтрона, которые в ядерных магнетонах равны  
2,79270pμ =              -1,91316.nμ =    

Электрический квадрупольный момент дейтрона  
227 см1082,2 −⋅=Q      

Эта величина мала по сравнению с поперечным размером сис-
темы. Действительно, если считать, что размер системы определя-

ется радиусом ядерных сил, т.е. 
c

r
π

π μ
==0 , то поперечные раз-

меры дейтрона имеют порядок 22622
00 см103,6 −

π ⋅≈π≈π≈ rQ . Сле-
довательно, 2

0/ 5 10Q Q −≈ ⋅ . 
Рассмотрение этих экспериментальных фактов приводит к сле-

дующим выводам. Во-первых, поскольку не существует связанных 
состояний двух нейтронов (бинейтрона) и двух протонов (бипрото-



на), то изотопический спин дейтрона равен нулю ( 0T = ) и, следо-
вательно, его изотопическая волновая функция антисимметрична:  

0 1 2 1 2
1 ( )
2T p n n p=χ = − .   (2.4) 

В соответствии с этим спиново-координатная волновая функция 
дейтрона должна быть симметричной. 

Во-вторых, малость электрического квадрупольного момента 
дейтрона и приближенная аддитивность магнитных моментов про-
тона и нейтрона в дейтроне означают, что основное состояние дей-
трона сферически симметрично. Согласно квантовой механике, это 
возможно в том случае, если взаимодействие центрально. Поэтому 
в первом приближении будем считать, что ядерное взаимодействие 
между протоном и нейтроном в дейтроне центральное. 

В предыдущей главе был получен потенциал нуклон-
нуклонного взаимодействия (1.92), который записывался в виде:  

))(()()( )2()1()1()0( ττ+= rVrVrV ,   (2.5) 
где ( ) ( )kV r  (k=0,1) определяется выражением (1.93). В дальней-
шем, как упоминалось на с. 26, спин-спиновые и тензорные силы, 
зависящие от скорости, рассматриваться не будут. Следовательно, 
каждый из потенциалов (0) ( )V r  и (1) ( )V r  содержит два централь-
ных потенциала: потенциал 0 ( )V r  и спин-спиновый потенциал 

( )SV r , а также тензорный потенциал ( )TV r  и спин-орбитальный 
потенциал ( )LSV r . В соответствии с этим потенциал взаимодейст-
вия двух нуклонов при данном изотопическом спине T  примет вид 

).))(()((ˆ))()((

)))(()(())()(()(
)1()0(

12
)1()0(

21
)1()0()1(

0
)0(

0
)(

SLrVrVSrVrV

SSrVrVrVrVrV

LSLSTT

SS
T
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 (2.6) 

где γ  определяется значением T  и принимает значение либо -3, 
либо +1 в зависимости от того находится система двух нуклонов в 
изотриплетном или в изосинглетном состоянии, поскольку 

⎩
⎨
⎧

=+
=−

=−+=ττ
1T  при1
0Tпри3

3)1(2)2()1( TT     

Таким образом, центральный потенциал, который описывает 
систему нейтрон-протон в изосинглетном состоянии, имеет вид 

( 0) ( 0) ( 0)
0 1 2( ) ( ) ( )( ),T T T

SV r V r V r S S= = == +   (2.7) 



где ( 0)
0 ( )TV r=  и ( 0) ( )T

SV r=  определяются соотношениями  
( 0) (0) (1)

0 0 0
( 0) (0) (1)

( ) 3 ( ),

( ) 3 ( ).

T

T
S S S

V V r V r

V V r V r

=

=

= −

= −
   (2.7а) 

Из табл. 2.1 следует, что при изотопическом спине системы рав-
ном нулю S -состояние может присутствовать, если система ней-
трон-протон находятся в триплетном спиновом состоянии ( 1)S = . 
При этом орбитальный момент относительного движения равен 
либо нулю, либо двум ( 0,2)L = , а спин и четность равны 1+ , так 
как четность такой системы есть l)1(− . Следовательно, централь-
ный потенциал, описывающий взаимодействие нейтрона и протона 
в основном состоянии дейтрона, имеет вид 

)()(
4
1)()( )0()0(

0
)1,0( rUrVrVrV T

S
TST ≡+= ====   (2.8) 

где ( 0)
0 ( )TV r=  и ( 0) ( )T

SV r=  определяются соотношением (2.7а). При 
получении потенциала ( )U r  использовалось соотношение (1.39). 

Следовательно, для описания свойств дейтрона необходимо ис-
пользовать решение уравнения Шредингера: 

2
2 ( ) ( ) 0.

2 dU r E r
⎛ ⎞
− ∇ + − Ψ =⎜ ⎟μ⎝ ⎠

   (2.9) 

Учитывая, что для описания дейтрона оставлена только S -волна, 
будем искать его волновую функцию в виде 

00
( ) ( )( ) ( ) .

4d
u r u rr Y n

r r
Ψ = =

π
  (2.10) 

Тогда для радиальной волновой функции основного состояния 
( )u r  получим уравнение 

2

2 2 ( ( ) ) ( ) 0.d u m U r u r
dr

− + ε =    (2.11) 

В выражение (2.11) подставлена приведенная масса двух нукло-
нов m)2/1(=μ  (где m  - масса нуклона), а также энергия основного 
состояния дейтрона ε−=0E . При этом радиальная волновая функ-
ция ( )u r  должна удовлетворять следующим граничным условиям: 

(0) ( ) 0.u u= ∞ =    (2.12) 



Ядерное взаимодействие двух нуклонов характеризуется радиу-
сом 0r , т.е. при 0r r> , ( ) 0U r = . Следовательно, в этой области 
уравнение (2.11) примет вид 

2
2

2 0,T
d u u
dr

− α =    (2.13) 

где  
2

2 .T
mε

α ≡     (2.13а) 

Тогда при 0r r>  решение уравнения (2.13) с учетом граничных ус-
ловий (2.12) имеет вид: 

rTCeru α−=)(         ( 0r r> ).  (2.14) 
Волновая функция и ее производная должны быть непрерывны-

ми. Значит, решение уравнения (2.13), описывающее волновую 
функцию во внешней области ( 0r r> ), должно быть сшито с реше-
нием уравнения (2.11) во внутренней области ( 0rr ≤ ). Это означает 
равенство логарифмических производных при 0r r= . Логарифми-
ческая производная во внешней области равна: 

T
rr

u
α−=

′

= 0
внеш

внеш

u
   (2.15) 

Следовательно, из-за непрерывности логарифмической произ-
водной для волновой функции во внутренней области имеем: 

T

rr
u
u

α−=
′

= 0
внут

внут    (2.15а) 

Однако логарифмическая производная волновой функции во внут-
ренней области при 0r r=  определяется потенциальной энергией 

( )U r  и, таким образом, является основным параметром, характери-
зующим систему нейтрон-протон (Г. Бете, Р. Пайерлс 1937 г.). 

Волновая функция основного состояния дейтрона вне области 
действия ядерных сил убывает по экспоненциальному закону. Сле-
довательно, величину Tα/1 можно рассматривать как параметр, 
характеризующий пространственные размеры дейтрона, т.е. радиус 
дейтрона равен TdR α= /1 . Сравним эту величину с радиусом дей-
ствия ядерных сил 0r : 
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   (2.16) 

В этой оценке учтено, что cr ππ μ=≈ /0  (где πμ  – масса пиона). 
Видно, что радиус дейтрона dR  заметно превосходит 0r  радиус 
действия ядерных сил. Таким образом, можно сказать, что дейтрон 
слабосвязанная система, в которой нейтрон и протон значительную 
часть времени проводит вне области действия ядерных сил. 

Поскольку радиальная зависимость волновой функции дейтрона 
вне области действия ядерных сил ( 0r r> ) полностью определяется 
заданием энергии связи ε  или параметром Tα , то, учитывая слабо-
связаность дейтрона, возникает возможность построить прибли-
женную волновую функцию основного состояния дейтрона в при-
ближении нулевого радиуса действия сил. Эта волновая функция 
совершенно не зависит от вида ядерного потенциала и имеет вид 

0( 0).
2

T r
T

d
e r

r

−αα
Ψ = →

π
  (2.17) 

Нормировочная константа этой волновой функции выбирается из 
условия 

2 3 1.d d rΨ =∫    (2.17а) 

Пусть ядерный потенциал ( )U r  имеет форму прямоугольной 
ямы радиуса 0r  и глубиной 0U , т.е. 

⎩
⎨
⎧

>
≤−

=
,rrпри,0
,rrпри,

)(
0

00U
rU    (2.18) 

тогда во внутренней области радиальное уравнение Шредингера 
запишется как 

2

02 2 ( ) 0,d u m U u
dr

+ − ε =    (2.19) 

а его решение имеет вид 
0( ) sin ,u r C k r=     (2.20) 

где  

0 0
1 ( ).k m U= − ε     (2.20а) 



Соответственно, логарифмическая производная волновой функ-
ции дейтрона во внутренней области равна 

),(ctg 000
внут

внут

0

rkk
u
u

rr

=
′

=

   (2.21) 

и, приравнивая ее к логарифмической производной во внешней об-
ласти, получим 

0 0 0
1ctg( ) ,T

d

k k r
R

= −α = −    (2.22) 

тогда 

1
R
r-)ctg(

d

0
0000 <<=rkrk    (2.23) 

При написании последнего неравенства в выражении (2.23) учтено 
соотношение (2.16). Тогда немедленно имеем 

0 0 .
2

k r π
=      

Подставляя в это соотношение выражение 0k  (2.20а) и пренебрегая 
ε  по сравнению с 0U , получим 

2 2

0 2
0

.
4

U
mr
π

=    (2.24) 

Таким образом, получили связь между глубиной и шириной ямы. 
Если принять, что ширина ямы см104.1 13

0
−

π
π ⋅≈μ=≈ cr , то 

МэВ500 ≈U . Следовательно, глубина ямы 0U  много больше энер-
гии связи дейтрона ε , и поэтому сделанное выше предположение о 
пренебрежении ε  по сравнению с 0U законно.  

Этот результат можно получить более наглядно. Поскольку в 
основном состоянии функция ( )u r  не имеет нулей (за исключени-
ем 0)0( =u ), то в области 00 rr ≤<  может укладываться не более 
половины длины волны. С другой стороны, для возможности 
сшивки решения внутри ямы с экспоненциально затухающим ре-
шением (2.14) вне ямы необходимо, чтобы в области 00 rr ≤<  ук-
ладывалось не менее четверти длины волны. Следовательно, для 0r  
имеем неравенства: 



0
0 0

1 2 1 2( ) ( ).
4 2

r
k k
π π

≤ ≤      

Тогда, пренебрегая в определении 0k  (2.20а) энергией связи дей-
трона по сравнению с глубиной ямы, имеем 

m
rU

m

22
2

00

22

4
π

≤≤
π    (2.25) 

Эта оценка совпадает с ранее приведенной оценкой.  
В заключение покажем, что у дейтрона нет возбужденных со-

стояний. Действительно, рассмотрим случай, когда возбужденное 
состояние имеет орбитальный момент, равный нулю, т.е. l 0= . В 
этом случае радиальная волновая функция должна иметь нуль в 
области 00 rr ≤< . Это означает, что в этой области должно укла-
дываться более трех четвертей длины волны, т.е. 

0
3 3 2( ) .
4 4

r
k
π

= ≤      

Тогда, пренебрегая энергией связи в возбужденном состоянии по 
сравнению с 0U , имеем следующее соотношение 

2 2
2

0 0
9 .

4
U r

m
π

≥     (2.26) 

Это соотношение противоречит соотношению (2.25), что означает, 
что такого возбужденного состояния не существует. 

Рассмотрим случай возбужденного состояния с орбитальным 
моментом, не равным нулю ( 0≠l ). В этом случае появляется до-

полнительная энергия, равная 2

2 )1(
mr

ll + . Оценить эту энергию 

можно, заменив в ней r на радиус дейтрона, т.е. на 2
1

Tα
. Тогда 

получим для энергии возбуждения величину 

.)1()1( 22

ε+=
α+

=′ ll
m

llE T    (2.27) 

В последнем равенстве цепочки (2.27) использовано соотношение 
(2.13а). Таким образом, уже при 1l = , ε=′ 2E . Это означает, что 
возбужденный уровень E′  в непрерывном спектре. 

Следует отметить, что сделанный вывод об отсутствии возбуж-
денных состояний у дейтрона основан на предположении о цен-



тральном характере ядерных сил. Однако, как показано в первой 
главе, ядерные силы не являются центральными, ибо они содержат 
тензорный потенциал. 
 

2.3. Рассеяние нейтрона на протоне. 
Синглетное состояние дейтрона 

 
Изучение рассеяния нейтрона на протоне является другим важ-

ным источником получения сведений о взаимодействии нейтрона и 
протона. Будем рассматривать рассеяние нейтронов на протонах, 
когда длина волны нейтрона в системе покоя центра инерции зна-
чительно больше радиуса действия ядерных сил, т.е. 0rn >> . По-
скольку волновой вектор нейтрона в системе координат, где поко-
ится центр инерции сталкивающихся частиц, равен 

,
2

ЛmEmEk ==   (2.28) 

где E  – энергия относительного движения нейтрона и протона в Ц-
системе, а ЛE  – энергия нейтрона в Л-системе, где до столкновения 
протон покоился, Следовательно, 

0.n r
cmE π

π

= > = =
μ

   (2.29) 

Поэтому, учитывая, что см104.1 13
0

−⋅=r , получим для энергии E  
следующее неравенство: 

МэВ20
22

=
μ

< π

m
cE    (2.30) 

В дальнейшем будем предполагать, что нейтроны в Л-системе 
имеют энергию меньше МэВ)10(МэВ10 Л <E .  

Покажем, что для таких нейтронов имеет место S -рассеяние, 
т.е. в разложении амплитуды рассеяния по парциальным волнам 

∑ θ+=θ
∞

=0
)(cos)()12(),(

l
ll Pkflkf   (2.31) 

все члены, кроме первого с 0l = , равны нулю. Напомним, что в 
выражении (2.31) ( )lf k  – парциальная амплитуда, ( )lP z  – полино-
мы Лежандра ( cos )z θ= , а θ  – угол рассеяния: 



cos .kr
kr

θ =     (2.31а) 

С этой целью оценим параметр соударения b . В классической 
механике b  равен: 

,Lb
mv∞

=       

где L  – относительный момент количества движения сталкиваю-
щихся частиц, а ∞v  – их относительная скорость на бесконечном 
расстоянии между ними. Учитывая, что в квазиклассическом при-
ближении lL = , то можно написать, что lb =  (где 

∞
= mv  – 

длина волны). Ясно, что взаимодействие между частицами может 
произойти, если параметр соударения не превышает радиуса дейст-
вия ядерных сил, т.е. 0b r π< = , тогда 

0 1.rl π< = <    (2.32) 

Учитывая соотношение (2.29), из соотношения (2.32) следует, что 
0l =  и имеет место S -рассеяние. 
Следовательно, возникает задача о рассеянии нейтрона на про-

тоне с орбитальным моментом 0l = . Будем исходить из уравнения 
Шредингера (2.9) с потенциалом, определенным соотношением 
(2.8):  

2

( ( )) ( ) ( ),U r u r Eu r
m

− + =    (2.33) 

где энергия сталкивающихся частиц положительна и равна 
2 2

.kE
m

=       

Волновая функция )(rΨ  на бесконечности )( ∞→r  удовлетворяет 
граничному условию 

( , )( ) .ikr ikr
k

f kr e e
r
θ

Ψ = +    (2.34) 

Амплитуда рассеяния ( , )f k θ , определяющаяся выражением 
(2.31), связана с сечением рассеяния соотношением 

2 2
0( . ) ( ) .d f k d f k dσ θ ο ο= =   (2.35) 



В последнем равенстве соотношений (2.35) учтено, что рассматри-
вается S -рассеяние. Следовательно, необходимо найти 0 ( )f k .  

Для нахождения 0 ( )f k  разложим )(rkΨ  по полиномам Лежан-
дра: 

0

( ) (2 1) ( ) ( ),l lk
l

r l r P z
∞

=

Ψ = + ψ∑    

где ( )l rψ  – волновая функция с относительным орбитальным мо-
ментом l . Подставляя это разложение и разложение амплитуды 
рассеяния по парциальным амплитудам (2.31) в соотношение 
(2.34), а также учитывая разложение плоской волны по сфериче-
ским волнам 

0
(2 1) ( ) (cos )

∞

=

= + θ∑ikr l
l l

l
e i l j kr P     

(где ( )lj kr  – сферическая функция Бесселя), получим граничное 
условие для волновой функции с относительным орбитальным мо-
ментом l , которое запишется в виде 

( )( ) ( ) .l ikrl
l l

f kr i j kr e
r

= +ψ    (2.36) 

Поскольку в случае рассеяния нейтронов с энергией 
МэВ01л <E  возможно только S -рассеяние, то рассмотрим 0 ( )rψ . 

Так как 0 ( )j kr  определяется соотношением 

0
sin( ) ,krj kr

kr
=      

то учетом, что 0( ) ( )u r r rψ= , получим для радиальной волновой 
функции S -волны следующее граничное условие 

0 0
sin( ) ( ) ( ) .ikrkru r r r f k e

k
ψ= = +   (2.37) 

Логарифмическая производная радиальной волновой функции в 
точке )0( 00 →= rrr , т.е. в приближении нулевого радиуса действия 
сил, имеет вид 

0 0

0

0 0 0

0( 0) 0
0

0

cos ( ) 1 ( ) ( ).sin ( )( )

ikr

T
ikrr r r

r

u kr ikf k e ikf k F kkru f kf k e
k

= →

→

′ + +
= = =

+
(2.38) 



Логарифмическая производная ( )TF k  является функцией k . Одна-
ко, поскольку энергия налетающих нейтронов мала по сравнению с 
глубиной потенциальной ямы, т.е. ( )E U r<< , то в уравнении 
Шредингера (2.33) можно пренебречь энергией и рассматривать 
уравнение с нулевой энергией: 

2 2

2

( ) ( ) ( ) 0.d u r U r u r
m dr

− + =    (2.39) 

В этом случае ( )TF k  становится некоторой константой (0)TF . С 
другой стороны, уравнение (2.39) совпадает с уравнением, описы-
вающим связанное состояние нейтрона и протона, если в нем пре-
небречь энергией связи ε  по сравнению с потенциалом. В случае 
связанного состояния, как было показано в предыдущем параграфе, 
логарифмическая производная является константой, которая опре-
деляется энергией связи дейтрона ε  и равна Tα− . В связи с этим 
положим: 

TTF α−=)0(    (2.40) 
Тогда нулевая парциальная амплитуда запишется: 

( )
0 .T

T

if
k iα

=
−

    (2.41) 

Отметим, что полученная амплитуда рассеяния имеет полюс в 
комплексной плоскости k . Этот полюс лежит на мнимой оси в 
верхней полуплоскости k  (рис. 2.1). Это есть следствие общего 
утверждения. Далее будет показано, что парциальная амплитуда 
рассеяния должна иметь полюса, которые определяются связанны-

ми состояниями в данном по-
тенциале, и они должны ле-
жать в верхней полуплоскости 
k  на мнимой оси. Индекс «T » 
у амплитуды рассеяния означа-
ет, что она определяется по-
тенциалом ( )U r . Именно, этот 
потенциал определяет энергию 
связи и, соответственно, лога-
рифмическую производную 

Tα− , характеризующую ней-
Рис. 2.1 



трон и протон в связанном состоянии (дейтроне). 
Используя соотношение (2.35), получим дифференциальное се-

чение рассеяния нейтронов на протонах в триплетном состоянии 
( 1S = ) и с изоспином равным нулю ( 0T = ): 

2

2 2

1 ,T
T

dd d
k m E

ο
σ = ο =

+ α + ε
  (2.42) 

где ε  – энергия связи дейтрона. Тогда полное сечение рассеяния в 
данном состоянии равно 

24 .
( )T m E
π

σ =
+ ε

   (2.42а) 

Соответственно, при нулевой энергии налетающего нейтрона име-
ем 

барн2,0см10201
4

2262
2

2

=⋅==
α

=
ε

=
π

σ −
d

T

T R
m

. (2.43) 

Эксперимент же дает для сечения рассеяния неполяризованных 
нейтронов на неполяризованных протонах при нулевой энергии 
следующее значение: 

барн)02,044,20(экс ±=σ    (2.44) 
или  

барн.63,1
4

=
π

σT    (2.44а) 

Чем вызвано такое расхождение? В основном состоянии дей-
трона система нейтрон-протон, как уже упоминалось, находится в 
состоянии с 0=T  и 1=S . Однако при 0E >  и 0l =  система ней-
трон-протон может находиться также и в состоянии с 1T =  и 

0S =  (см. табл. 2 1). Поэтому рассеяние нейтрона происходит как 
в триплетном ( 1)S = , так и в синглетном ( 0)S =  состояниях. Сле-
довательно, сечение, измеряемое на эксперименте, является усред-
ненным по спиновым состояниям сечением рассеяния, и оно опре-
деляется соотношением 

1 3 ,
4 4S Tσ σ σ= +     (2.45) 

где Sσ  – сечение рассеяния в синглетном состоянии. При получе-
нии соотношения (2.45) предполагается, что падающий нейтрон-



ный пучок и протонная мишень неполяризованны, поэтому все 
спиновые состояния равновероятны. 

Следовательно, необходимо рассмотреть рассеяние нейтрона на 
протоне, когда потенциал взаимодействия двух нуклонов имеет вид 
(2.6): 

( 1, 0) ( 1) ( 1)
0

3( ) ( ) ( ) ( ),
4

T S T T
SV r V r V r U r= = = = ′= − ≡   (2.46) 

где  
( 1) (0) (1)

0 0 0
( 1) (0) (1)

( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ).

T

T
S S S

V r V r V r

V r V r V r

=

=

= +

= +
   (2.46а) 

В соответствии с этим необходимо найти решение уравнения 
Шредингера 

2 2

2 ( ) ( ) ( )d u U r u r Eu r
m dr

′− + =    (2.47) 

с граничным условием (2.34) на волновую функцию при r →∞ . 
Аналогично рассмотрению уравнения (2.33), можно получить гра-
ничное условие на радиальную волновую функцию, описывающую 
движение с орбитальным моментом 0l = : 

( )
0

sin( ) ,S ikrkru r f e
k

= +    (2.48) 

где ( )
0

sf  – синглетная парциальная амплитуда рассеяния с 0l =  
нейтрона на протоне в потенциале ( )U r′ , т.е. в состоянии с 1T =  и 

0S = . Следует отметить, что связанных состояний с такими кван-
товыми числами нет, следовательно, имеет место неравенство 

( ) ( ) .U r U r′ <     (2.49) 
Логарифмическая производная радиальной волновой функции в 

приближении нулевого радиуса действия сил в таком состоянии 
равна 

0 0

( )
0

( )
0( 0)

( ) 1 ( ).
( )

S

SS
r r r

u r ikf F k
u r f→ =

′ +
= =    (2.50) 

Так же как и в случае триплетного состояния, пользуясь малостью 
энергии E  по сравнению с потенциальной энергией ( )U r′ , можно 
перейти от уравнения (2.47) к рассмотрению уравнения Шрединге-
ра с нулевой энергией: 



2 2

2 ( ) ( ) 0.d u U r u r
m dr

′− + =    (2.51) 

Значит, логарифмическая производная ( )SF k  заменится на некото-
рую константу: 

(0) .S SF = −α    (2.52) 
Однако, учитывая неравенство (2.49), при переходе от потен-

циала ( )U r  к потенциалу ( )U r′  эта константа может изменить знак. 
Поэтому в отличие от рассеяния в триплетном состоянии, когда в 
системе нейтрон-протон имеется связанное состояние и TF α−=)0(  
отрицательна, константа (0)SF  может оказаться положительной, 
т.е. величина Sα  отрицательна.  

Из соотношения (2.50) следует, что амплитуда рассеяния в 
синглетном состоянии имеет вид 

( )
0 .S

S

if
k iα

=
−

   (2.53) 

В этом случае полюс амплитуды ( )
0

Sf  может лежать на мнимой оси 
в нижней полуплоскости комплексной плоскости k  (рис. 2.1). Знак 

Sα  экспериментально определяется из рассеяния нейтрона на мо-
лекулярном водороде, и он отрицателен. Такие состояния называ-
ются виртуальными состояниями или вигнеровскими резонансами. 
В следующем параграфе будет показано, как из рассеяния нейтрона 
на молекулярном водороде можно определить знак Sα . 

Используя соотношение (2.53), можно написать сечение рассея-
ния нейтрона на протоне в синглетном состоянии: 

2

2 2

1 .S
S

dd
k m E

ο
σ = =

′+ α + ε
   (2.54) 

Здесь по аналогии с рассеянием в триплетном состоянии, введена 
некоторая энергия ′ε , которая связана с Sα  соотношением 

2
2 .S

m ′ε
α =     (2.55) 

Эта величина называется виртуальным или вигнеровским уров-
нем. Говорят, что дейтрон имеет синглетное состояние. Определим 
величину этого уровня. Сечение рассеяния нейтрона на протоне в 
синглетном состоянии при нулевой энергии запишется: 



2

2

44( 0) .S
S

E
m

π π
σ = = =

′α ε
   (2.56) 

Используя соотношения (2.43), (2.45) и (2.56) получим значение 
энергии ′ε . Она оказывается равной кэВ72 . Следовательно, у дей-
трона имеется синглетное состояние с энергией ′ε , лежащее в не-
прерывном спектре. 

Введем понятие длины рассеяния. По определению длина рас-
сеяния a  равна амплитуде рассеяния при нулевой энергии взятой с 
обратным знаком: 

( ) ( )00 0
lim ( ) lim ( ) ,
k k

a f k f k
→ →

= − = −   (2.57) 

В последнем равенстве данной цепочки равенств учтено, что при 
малых энергиях имеет место S -рассеяние.  

Следуя этому определению в случае нуклон-нуклонного рассея-
ния можно ввести синглетную ( Sa ) и триплетную ( Ta ) длины рас-
сеяния. Используя определение длины рассеяния и соотношение 
(2.41), получим для триплетной длины рассеяния значение: 

131 4,4 10 ñìT d
T

a R −= = = ⋅
α

  (2.58) 

В то время как эксперимент дает для триплетной длины рассеяния 
значение 

см10)01,042,5()( 13
экс

−⋅±=Ta   (2.58а) 
Знак триплетной длины рассеяния положительный. 

Совершенно аналогично получаем для синглетонй длины рас-
сеяния: 

см1024 13−⋅=Sa    (2.59) 
В то же время эксперимент дает для синглетонй длины рассеяния 
значение 

см10)01,071,23()( 13
экс

−⋅±−=Sa   (2.59а) 
Подчеркнем, что из рассеяния нейтрона на протоне нельзя опреде-
лить знак синглетной длины рассеяния. 

Покажем, что если длина рассеяния положительна, то в таком 
потенциале возможно связанное состояние, если же длина рассея-
ния отрицательна, то связанного состояния в потенциале нет. Дей-
ствительно, рассмотрим радиальное уравнение Шредингера при 



нулевой энергии вне области действия потенциала, т.е. когда 0r r> , 
где 0r  – радиус потенциальной ямы. Оно имеет вид 

2

2

( ) 0.d u r
dr

=     (2.60) 

Решением этого уравнения является прямая линия 
( ) ( ).u r r C r a= α +β = −    (2.61) 

В выражении (2.61) константа a  является длиной рассеяния. 
Действительно, запишем логарифмическую производную волновой 
функции (2.61) при нулевом радиусе действия сил 0 0( ( 0))r r r= → : 

0 0( 0)

( ) 1 .
( ) r r r

u r
u r a= →

′
= −    (2.61а) 

Сравнивая это выражение с соотношениями (2.59), (2.50) и (2.58), 
(2.38) видим, что a  – длина рассеяния. 
 

 
Рис. 2.2 

 
Решение (2.61) в плоскости ( , )u r  является прямой линией, ко-

торая пересекает ось r  в точке a . Эта линия, которая является 
волновой функцией вне области действия сил, должна сшиваться с 
волновой функцией во внутренней области (функция и ее произ-
водная непрерывны). Поэтому эта прямая должна быть касательной 
к волновой функции во внутренней области при 0r r<  в точке 

0r r= . На рис. 2.2 показана зависимость радиальной волновой 
функции ( )u r  при нулевой энергии в случае положительной (а) и 
отрицательной (б) длины рассеяния (где 0r  – радиус потенциала). 
Из рис. 2.2,а видно, что в этом случае волновую функцию во внут-
ренней области, т.е. функцию и ее производную, можно непрерыв-

а б 



но сшить с экспоненциально затухающим решением во внешней 
области, соответствующим связанному состоянию (пунктирная 
кривая на рисунке). При этом следует отметить, что поведение 
волновой функции основного состояния в области 0r r<  почти не 
зависит от энергии, поэтому оно такое же, как в случае, если энер-
гия связи невелика. Следовательно, в случае положительной длины 
рассеяния связанное состояние возможно. В случае отрицательной 
длины рассеяния (рис. 2.2,б) волновая функция во внутренней об-
ласти ( 0r r< ) не может быть сшита непрерывно в точек 0r r=  с 
экспоненциально затухающим решением, поэтому связанное со-
стояние в этом случае невозможно. 

Длина рассеяния выражается через фазу 0δ . При 0l =  радиаль-
ное волновое уравнение вне области действия потенциала имеет 
вид 

2
2

2 0,d u k u
dr

+ =    (2.62) 

где  
2 .mEk =      

Общее решение этого уравнения при положительной энергии запи-
сывается как 

0( ) sin( ).u r C kr= + δ    (2.63) 
Значит, логарифмическая производная волновой функции (2.63) 

в точке 0r r=  в приближении нулевого радиуса действия сил имеет 
вид 

0 0

0
( 0)

( ) ctg .
( ) r r r

u r k
u r = →

′
= δ    (2.64) 

Сравнивая это выражение с соотношением (2.61а), имеем 
0

0

tglim .
k

a
k→

δ⎛ ⎞= − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

    (2.65) 

Легко показать, что в правой части соотношения (2.65) стоит 
нулевая парциальная амплитуда. Как хорошо известно из кванто-
вой механики, парциальная амплитуда связана с фазой 0δ  соотно-
шением 



02

0
1,

2

ief
ik

δ −
=      

откуда следует соотношение 

0
0

1 .
(ctg )

f
k i

=
δ −

    (2.66) 

Поэтому имеет место 
0

00 0

tglim lim
k k

f a
k→ →

δ⎛ ⎞= = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

.   (2.67) 

Из рассмотрения рассеяния нейтронов с энергией МэВ10л <E  
на протонах следует, что в потенциале нуклон-нуклонного взаимо-
действия играют существенную роль центральные спин-спиновые 
силы. Эта зависимость от спин-спиновых сил приводит к различ-
ным потенциалам для синглетного и триплетного состояний. Кроме 
того, определена величина синглетной длины рассеяния. Однако ее 
знак определить из экспериментов по рассеянию нейтронов на про-
тонах нельзя. Было показано, что в случае отрицательной длины 
рассеяния невозможно связанное состояние в потенциале. В сле-
дующем параграфе покажем, как из экспериментов по рассеянию 
нейтронов на молекулярном водороде можно определить знак 
синглетной длины рассеяния. Она отрицательна. Синглетное со-
стояние дейтрона – виртуальный уровень. 

 
 

2.4. Рассеяние нейтрона на орто- и параводороде 
 
Для определения знака синглетной длины рассеяния рассмотрим 

рассеяние нейтрона на молекуле водорода. В природе существуют 
две модификации водорода: параводород и ортоводород. В параво-
дороде спины протонов антипараллельны, и суммарный спин двух 
протонов равен нулю ( 0)I = . В то время как в ортоводороде спины 
протонов параллельны и, соответственно, суммарный спин двух 
протонов равен единице ( 1)I = . Изучение рассеяния нейтронов на 
пара- и ортоводороде позволяет определить знак синглетной длины 
рассеяния. 

Однако, прежде чем рассматривать рассеяние нейтронов на мо-
лекуле водорода обобщим некоторые формулы теории рассеяния 
на случай столкновения двух частиц со спинами. Пусть налетаю-



щая частица имеет спин 1j , а мишень – 2j . Тогда волновая функ-
ция всей системы является прямым произведением волновых 
функций налетающей частицы и мишени: 

1 1 2 2ö

ö 1 1 2 2

( ) ( )

,
j jR r

p p j j
μ μΨ = ψ ⊗ψ ⊗χ ⊗χ =

= ⊗ ⊗ μ ⊗ μ
  (2.68) 

где цR  – радиус центра масс, r  – относительный радиус, 

( ), 1,2i ij iμ =  – спины и их проекции на ось 3 падающей частицы и 
мишени соответственно, а цp  и p  – импульсы центра масс и отно-
сительного движения. Волновая функция (2.68) – столбец размер-
ностью 1 2(2 1)(2 1)j j+ + . Следует напомнить, что имеется два орто-
нормированных базиса, по которым можно разложить любое спи-
новое состояние сталкивающихся частиц. Эти базисы можно ха-
рактеризовать двумя квантовыми числами либо 1, 2μ μ  (где 1 2,μ μ  – 
проекции спинов частиц на ось 3), либо ,j μ  (где j  изменяется от 

1 2j j−  до 1 2j j+ , а μ  от j−  до j ). Эти два базиса связаны соотно-
шением 

1 2 2

1 2

1 2 .j
j jj C μ
μ μ

μ μ

μ = μ μ∑     

Отметим, что любое спиновое состояние двух сталкивающихся 
частиц χ  можно характеризовать коэффициентами разложения 

либо 
1 2

cμ μ , либо jc μ  по этим базисным состояниям: 

1 2

1 2

1 2 j
j

c c jμ μ μ
μ μ μ

χ = μ μ = μ∑ ∑ .  (2.69) 

Так же как и в случае бесспиновых частиц, граничное условие 
на волновую функцию в случае частиц со спином должно иметь 
вид 

( , ) ,
ikr

ikr ee
r

′Ψ = ζ + ζ θ ϕ    (2.70) 

где ζ  и ( , )′ζ θ ϕ  – спиновые функции, описывающие спиновые со-
стояния частиц до и после рассеяния. Если разложить эти спиновые 
волновые функции по какому-либо полному ортонормированному 
базису, граничное условие на волновую функцию запишется как 



1 1( , )
,

( , )

ikr
ikr

g g

c c
ee
r

c c

′⎛ ⎞ ⎛ θ ϕ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟Ψ = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ θ ϕ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  (2.70а) 

где 1 2(2 1)(2 1)g j j= + + , а ζχ= +
ρρc  и ),(),( ϕθζ′χ=ϕθ′ +

ρρc  – коэф-
фициенты разложения функций ζ  и ( , )′ζ θ ϕ  по полному ортонор-
мированному базису ρχ . Пусть начальное спиновое состояние 
нормировано на единицу, т.е. 

2

1

1.
g

cρ
ρ=

=∑     (2.71) 

Тогда конечное состояние нормировано так, что величина 
2

2

( , )c
r

ρ′ θ ϕ
      

является плотностью рассеянных частиц в спиновом состоянии ρ . 
Следовательно, коэффициенты ( , )cρ′ θ ϕ  связаны с дифференциаль-
ным сечением рассеяния соотношением 

2

1

( , ) .
g

d c dρ
ρ=

′σ θ ϕ = ο∑    (2.72) 

Рассмотрим частный случай. Пусть начальное состояние являет-
ся одним из базисных состояний iχ , а конечное состояние ( , )′ζ θ ϕ  
разложим в сумму по базисным состояниям 

1

( , ) ( , ) ,
g

if f
f

F
=

′ζ θ ϕ = θ ϕ χ∑    (2.73) 

где индекс i  в коэффициенте разложения ( , )ifF θ ϕ  конечного спи-
нового состояния по базовым состояниям указывает, что начальное 
состояние является базисным. В этом случае граничное условие 
(2.70) на волновую функцию примет вид 

1

( , ) .
ikrg

ikr
i ij f

f

ee F
r=

Ψ = χ + θ ϕ χ∑    (2.70б) 

Коэффициенты ( , )ifF θ ϕ  разложения конечного спинового со-
стояния по базису представляют собой элементы матрицы рассея-
ния ( , )F θ ϕ , зависящей от направления рассеяния. Очевидно, что 



дифференциальное сечение рассеяния из состояния i  в состоя-
ние f  равно: 

2
( , ) ( , ) .if ifd Fσ θ ϕ = θ ϕ    (2.74) 

Тогда сечение рассеяния в случае неполяризованных частиц полу-
чается в результате усреднения по начальным и суммирования по 
конечным спиновым состояниям: 

2

, 1 , 1

*

, 1 , 1

1

1 1( , ) ( , ) ( , )

1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )

1 1( ( , ) ( , )) ( ( , ) ( , )) ,

g g

if if
i f i f

g g

if if fi if
i f i f

g

ff
f

d d F d
g g

F F d F F d
g g

F F d Sp F F d
g g

= =

+

= =

+ +

=

σ θ ϕ = σ θ ϕ = θ ϕ ο =

= θ ϕ θ ϕ ο = θ ϕ θ ϕ ο =

= θ ϕ θ ϕ ο = θ ϕ θ ϕ ο

∑ ∑

∑ ∑

∑

 (2.75) 

где g определяется соотношением (2.70а). Последние равенства в 
цепочке соотношений (2.75) используют то обстоятельство, что 
суммирование проводится по полному ортонормированному бази-
су. При этом таким базисом может служить любой из указанных 
выше базисов. Окончательно для сечения рассеяния неполяризо-
ванных частиц получим выражение 

0 1 2

1 ( ( , ) ( , )).
(2 1)(1 1)

d Sp F F
d j j

+σ⎛ ⎞ = θ ϕ θ ϕ⎜ ⎟ο + +⎝ ⎠
 (2.76) 

В выражении (2.76) индекс 0 в левой стороне равенства указывает 
на то, что это – сечение неполяризованных частиц. 

Перейдем к рассмотрению рассеяния нейтрона на молекуле во-
дорода. Будем рассматривать нейтроны с такой энергией, чтобы 
длина волны его была больше расстояния между протонами в мо-
лекуле водорода, т.е. см)1075,0( 8−⋅=> ddn . В этом случае рас-
сеяние нейтрона происходит когерентно, и имеют место интерфе-
ренционные явления, которые позволяют определить знак Sa  (или 

Sα ). Из соотношения n d>  немедленно следует, что энергия 
нейтрона определяется условием 

эВ01.02
2

≈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
< mc

d
E p

n    (2.77) 



где p  – комптоновская длина волны протона. Нейтроны с энер-

гией эВ1055,0 3−⋅÷  называются тепловыми. 
При таких энергиях нейтрон не может возбудить ротационные 

уровни молекулы водорода, т.е. в этих условиях происходит лишь 
упругое рассеяние. Это упругое рассеяние нейтрона на пара- и ор-
товодороде различно, так как взаимодействие нейтрона и протона 
зависит от взаимной ориентации их спинов.  

Следует подчеркнуть, что вращательное квантовое число основ-
ного состояния параводорода равно нулю ( 0I = ), в то время как 
для ортоводорода равно единице ( 1I = ). В соответствии с этим, 
несмотря на то, что переход параводорода в ортоводород невозмо-
жен, обратный процесс, т.е. переход ортоводорода в параводород, 
возможен, когда нейтрон получает энергию в результате такого 
перехода. Таким неупругим процессом будем пренебрегать. 

Запишем амплитуду рассеяния нейтрона на протоне в произ-
вольном спиновом состоянии. С этой целью введем операторы про-
ектирования TP  и SP , которые выделяют триплетное и синглетное 
спиновое состояние соответственно, т.е.  

, 0,
0, ,

T T T T S

S T S S S

P P
P P
χ = χ χ =
χ = χ = χ

   (2.78) 

где Tχ  и Sχ  – триплетная (симметричная) и синглетная  (антисим-
метричная) спиновые волновые функции соответственно. Операто-
ры проектирования записываются как 

3 1
, ,

4 4
p n p n

T SP P
+ σ σ − σ σ

= =    (2.79) 

где nσ  и pσ  – матрицы Паули, описывающие операторы спина 
нейтрона и протона соответственно.  

Тогда амплитуду рассеяния нейтрона на протоне в произволь-
ном спиновом состоянии можно представить в виде 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 0 0 0

1 1(3 )
4 4

( ),

T S T S T S
T S p n

p n

F P f P f f f f f

a b

= + = + + − σ σ =

= + σ σ
(2.79) 

где введены обозначения: 

 ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 0

1 1(3 ), ( ),
4 4

T S T Sa f f b f f≡ + ≡ −  (2.79а) 



а ( )
0

Sf  и ( )
0

Tf  – амплитуды рассеяния нейтрона на протоне в синг-
летном (2.53) и триплетном (2.41) состоянии соответственно. 

Используя амплитуду (2.79), амплитуду рассеяния нейтрона на 
молекуле водорода можно представить в виде суммы амплитуд 
рассеяния нейтрона на каждом из протонов, входящих в молекулу 
водорода: 

1 2

1 2

1 2 ( ) ( )

2 ( ( )),
p n p n

n p p

F F F a b a b

a b

= + = + σ σ + + σ σ =

= + σ σ + σ
 (2.80) 

где 
1pσ  и 

2pσ  – спиновые операторы первого и второго протона 
молекулы водорода. Введем в это соотношение оператор спина мо-
лекулы водорода S : 

1 2

1 ( ).
2 p pS = σ + σ    (2.81) 

Тогда амплитуду рассеяния нейтрона на молекуле водорода можно 
представить в виде 

2 2 ( ).nF a b S= + σ     (2.82) 
Подставляя данную амплитуду в выражение (2.76), запишем се-

чение рассеяния неполяризованного нейтрона на молекуле водоро-
да: 

20

1 ( ),
2(2 1)H

d Sp F F
d I

+σ⎛ ⎞ =⎜ ⎟ο +⎝ ⎠
   (2.83) 

где 
2HI  – спин молекулы водорода (для параводорода 

2HI =0, для 
ортоводорода 

2HI =1). Проведя вычисление шпура, получим выра-
жение сечения рассеяния нейтрона на молекуле водорода оконча-
тельно в виде 

2 2

2 2

0

4 4 ( 1) .H H
d a I I b
d
σ⎛ ⎞ = + +⎜ ⎟ο⎝ ⎠

   (2.84) 

Следовательно, для параводорода имеем 
2

пара,0
4 a

d
d

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ο
σ     (2.85) 

и, соответственно, 
.16 2

пара aπ=σ    (2.85а) 
В случае же ортоводорода имеем 
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орто,0
84 ba

d
d

+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ο
σ    (2.86) 

и, соответственно, 
22

орто 3216 ba π+π=σ    (2.86а) 
Из соотношений (2.85а) и (2.86а) имеем 

2)(
0

)(
0

2
параорто 232 sT ffb −π=π=σ−σ   (2.87) 

Используя определение длины рассеяния (2.57) и введя синглет-
ную (2.59) и триплетную (2.58) длину рассеяния, получим из соот-
ношения (2.87) следующее равенство: 

2
параорто 2 ST aa −π=σ−σ    (2.88) 

Из выражения (2.88) видно, что, измеряя на эксперименте сече-
ние рассеяния нейтрона на пара- и ортоводороде, можно опреде-
лить величину T Sa a−  и, соответственно, их относительные знаки. 
Оказывается, что у Ta  и Sa  разные знаки, т.е. состояние 1

0S  явля-
ется виртуальным уровнем или резонансом Вигнера. 

 
 

2.5. Дейтрон как смесь S- и D-состояний. 
Структура волновой функции дейтрона 

 
Рассматривая выше дейтрон, мы предполагали, что силы, дейст-

вующие между нейтроном и протоном, являются центральными, 
зависящими от спина. В этом случае орбитальный момент относи-
тельного движения является хорошим квантовым числом и равен 
нулю ( 0l = ). Следовательно, дейтрон – сферически симметричная 
система. Однако, как известно из теории поля, у сферически сим-
метричной системы квадрупольный момент равен нулю, т.е. 0Q ≡ . 
Эксперимент же дает маленькую, но отличную от нуля величину. 
Кроме того, в случае сферически симметричного состояния для 
магнитного момента дейтрона имеется соотношение d p nμ = μ +μ . 
Оно также не согласуется с экспериментом. Наличие у дейтрона 
квадрупольного момента и разница между магнитным моментом 
дейтрона и суммой магнитных моментов нейтрона и протона ука-
зывают на нецентральный характер ядерных сил. В первой главе 



было показано, что силы между нейтроном и протоном содержат 
тензорные силы, которые не являются центральными, а значит, ор-
битальный момент относительного движения не является кванто-
вым числом такой системы. Поэтому для описания квадрупольного 
и магнитного моментов дейтрона необходимо учитывать тензорные 
силы. Поскольку изотопический спин дейтрона равен нулю, и он 
находится в триплетном спиновом состоянии, то потенциал, опи-
сывающий взаимодействие нейтрона и протона в дейтроне, запи-
шем как 

,ˆ)()( 12
)1,0( SrUrUV T

ST +===    (2.89) 
где ( )U r  определяется соотношением (2.8), а ( )TU r  – тензорный 
потенциал. Учитывая, что дейтрон находится в состоянии с изо-
спином, равным нулю, согласно (2.6) тензорный потенциал запи-
шется: 

(0) (1)( ) ( ) 3 ( ),T T TU r V r V r= −      
где )()0( rVT  и )()1( rVT  – тензорные потенциалы, входящие в потен-
циалы )()0( rV  и )()1( rV  соответственно (1.93). 

Следовательно, для описания свойств дейтрона необходимо по-
лучить решение уравнения Шредингера, описывающее дейтрон: 

.0)(]ˆ)()([ 12
2

2

=Ψ−++∇− rESrUrU
m dT   (2.90) 

В случае нецентрального взаимодействия, как указывалось выше 
(см. п. 1.2), гамильтониан не коммутирует с оператором 2l , по-
скольку [ ] 0ˆ, 12

2 ≠Sl . Следовательно, орбитальный момент не явля-
ется квантовым числом такой системы и в соответствии с этим (п. 
2.1) дейтрон должен быть смесью S - и D -состояний, т.е. его вол-
новая функция записывается как 

( ) ( ) ( ).d S Dr r rΨ = Ψ +Ψ    (2.91) 
Учитывая, что нейтрон и протон в дейтроне находятся в три-

плетном спиновом состоянии, S - и D -волновые части волновой 
функции дейтрона запишем в виде: 

1
1 1

1 ,00 1 00
1

( )( ( )) ( )M M
S

u rr C Y n
r

+

μ μ
μ=−

Ψ = χ∑    (2.91а) 

и 



1 1
1 ,2 1 2

,

( )( ( )) ( ).M M
D m m

m

w rr C Y n
r μ μ

μ

Ψ = χ∑   (2.91б) 

В выражениях (2.91а) и (2.91б) 1μχ  – триплетная спиновая функция 
нейтрона и протона, ( )lmY n  – шаровые функции, описывающие их 
орбитальный момент, ,

JM
S lmC μ  – коэффициенты Клебша–Гордона 

( JM  – спин дейтрона и его проекция, Sμ  – суммарный спиновый 
момент и его проекция, lm  – орбитальный момент и его проекция), 
а ( )u r  и ( )w r  – радиальные функции S - и D -состояний. 

Введем спин-угловые функции S - и D - состояний: 
1 1

1, 1 , 1
,

( ) ( ),M M
S l lm lm

m

n C Y n= μ μ
μ

ψ = χ∑    (2.92) 

где 0l =  для S- и 2l =  для D-состояний. Тогда волновая функция 
дейтрона запишется как 

1 1 1
1, 0 1, 2

( ) ( )( ) ( ) ( ).M M M
d S l S l

u r w rr n n
r r= = = =Ψ = ψ + ψ   (2.93) 

Покажем, что спин-угловая часть D -состояния дейтрона связа-
на со спин-угловой частью S -состояния соотношением: 

)(ˆ)( 00112
1

2,1 nYSCn M
M

lS χ=ψ ==    (2.94) 
где C  – некоторая константа. Действительно, спиновая функция 
нейтрон-протонной системы в триплетном состоянии 1Mχ при вра-
щениях преобразуется по представлению группы вращений 

(1) ( )D g , в то время как оператор 12Ŝ  – скаляр относительно враще-
ний, Значит, величина MS 112

ˆ χ  при вращениях преобразуется по 
представлению (1) ( )D g  группы вращений. С другой стороны, по 
такому же представлению группы вращений преобразуется и 
функция 1

1, 2 ( )M
S l n= =ψ . Покажем теперь, что функция )(ˆ

00112 nYSC Mχ  
описывает D -волну. С этой целью воспользуемся тем, что если 
некоторая функция углов ( , )F θ ϕ , умноженная на lr  (где l  – целое 
число), удовлетворяет уравнению Лапласа, то она описывает волну 
с орбитальным моментом l , т.е. покажем, что  

.0)ˆ( 112
2 =χΔ MSr     (2.95) 



Действительно, учитывая определение 12Ŝ  (1.41), можно напи-
сать:  

,0))()()(3(

))())((3()ˆ(

1
2

2121

121
2

21112
2

=Δ−
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∂
∂
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∂
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Mlk
ji
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M
ji

ijM
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rrr
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χσσσσδ

χσσσσδχ

  

поскольку 

( )k l ik jl il jk
i j

r r
r r
∂ ∂

= δ δ + δ δ
∂ ∂

    

и 
2( ) 6.rΔ =       

Таким образом, соотношение (2.95), а соответственно, и соотноше-
ние (2.94) доказаны.  

Величины 1
1, 2 ( )M

S l n= =ψ  ортонормированны. Действительно, имеем 
1

1

1 1 1 1

1 1

1

1

11
1, 2 1, 2

11
1 ,2 1 ,2 1 1 2 2

,

11
1 ,2 1 ,2

( ) ( )

( ) ( )

.
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S l S l
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m m m m

m m

MM
m m MM

m

n n d

C C Y n Y n d

C C

+
= = = =

+ ∗
μ μ μ μ

μ μ

μ μ
μ

ψ ψ ο =

= χ χ ο =

= = δ

∫

∑ ∫

∑

  

Это условие ортонормированности 1
1, 2 ( )M

S l n= =ψ  легко позволяет оп-
ределять нормировочную константу C  в соотношении (2.94): 

.)(ˆˆ
11

2
00112121

2
MMMM dnYSSC δ=οχ∫χ ++   (2.96) 

Учитывая эрмитовость оператора 12Ŝ , имеем 

122112

21212121

2
212121

2
121212

ˆ28)(2ˆ26

))()((3))()((3
)())()()((9ˆˆˆ

SS

nnnn
nnnnSSS

−=σσ+−=

=σσσσ−σσσσ−
−σσ+σσσσ==+

 (2.96а) 

В предпоследнем равенстве данной цепочки равенств учтены сле-
дующие соотношения: 



1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2
2

1 2 1 2

( )( )( )( ) 1,
( )( )( ) ( )( )( )

1 ( ) ( )( ),

( ) 3 2( ).

n n n n
n n n n

n n

σ σ σ σ =
σ σ σ σ = σ σ σ σ =
= − σ σ + σ σ

σ σ = − σ σ

   

При получении последнего равенства цепочки равенств (2.96а) уч-
тено, что нейтрон и протон в дейтроне находятся в триплетном 
спиновом состоянии, поэтому 1 2( ) 1σ σ = . 

Следовательно, соотношение (2.96) можно представить в виде: 

{ }
,8ˆ

2
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ˆ28
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1111
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2
1121
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112111
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MMMM
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⎧ οχχ
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∫ ∫
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++

 (2.97) 

так как имеет место соотношение: 
.0ˆ

11121 =οχχ∫ + dS MM     (2.97а) 

Равенство (2.97а) следует из соотношения (1.45): 
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При написании данной цепочки равенств, использовались соотно-
шения: 

1 1

2
1 1 1 1

4 , 2 .
3i j ij M M M Mn n d S+ +π

ο = δ χ χ = χ χ∫     

Окончательно, из соотношения (2.97) следует, что нормировоч-
ная константа C  равна 

1 .
8

C =       

Тогда волновую функцию дейтрона с учетом S - и D -состояний 
можно записать в виде: 

)(ˆ)(
8

1)()( 00112 nYS
r
rw

r
rur Md χ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+=Ψ .  (2.98) 

Эта волновая функция называется функцией Рарита и Швингера.  
Волновая функция дейтрона нормирована условием 



2 3 1.d d rΨ =∫       

Подставляя в это соотношение функцию Рарита и Швингера (2.98) 
и учитывая ортонормируемость спин-угловых функций S - и D -
состояний, которая следует из равенства (2.97а), получим, что ра-
диальные волновые функции ( )u r  и ( )w r  удовлетворяют условию 

2 2

0
( ( ) ( ) ) 1.u r w r dr

∞
+ =∫    (2.99) 

Величины 2

0
( )Sp u r dr

∞
= ∫  и 2

0
( )Dp w r dr

∞
= ∫  можно тракто-

вать как вероятность находиться дейтрону в S - и D -состояниях 
соответственно. При этом соотношение (2.99) означает 

1.S Dp p+ =    (2.99а) 
Подставляя функцию Рарита и Швингера (2.98) в уравнение 

Шредингера (2.90), получим систему связанных дифференциаль-
ных уравнений для радиальных функций ( )u r  и ( )w r : 

2

2 2 2

2

2 2 2 2

( ( ) ) 8 ( ) ,

6 ( ( ) 2 ( ) ) 8 ( ) .

T

T

d u m mU r E u U r w
dr
d w m mw U r U r E w U r u
dr r

⎧
− − =⎪⎪

⎨
⎪ − − − − =⎪⎩

 (2.100) 

При получении данной системы уравнений необходимо учиты-
вать соотношение (2.96а) для 2

12Ŝ , а так же ортонормируемость 
спин-угловых функций S - и D -состояний. 

В систему уравнений (2.100) входят два потенциала: централь-
ный потенциал, зависящий от спинов ( )U r  (нейтрон и протон на-
ходятся в триплетном спиновом состоянии), и тензорный потенци-
ал ( )TU r . Даже в простейшем случае, когда потенциалы заданы в 
виде прямоугольных ям, решение системы (2.100) зависит от четы-
рех параметров: глубины центрального потенциала 0U , глубины 
тензорного потенциала ( )

0
TU  и  радиусов действия центрального и 

тензорного потенциалов 0r  и Tr  соответственно. Найти аналитиче-
ское решение даже в этом простом случае не удается. 

Из соотношений (2.100) видно, что вне области действия сил, 
т.е. при 0rr >>  и Tr , эта система уравнений для радиальных волно-
вых функций распадается на два независимых уравнения: 



2

2 2 0d u mE u
dr

− =     (2.100а) 

для функции ( )u r  и 
2

2 2 2

6 0d w mEw w
dr r

− − =    (2.100б) 

для функции w . Учитывая, что E = −ε  (где ε  – энергия связи дей-
трона), и введя параметр Tα  (2.13а), уравнения (2.100а) и (2.100б) 
примут вид: 

2
2

2 0T
d u u
dr

+ α =     (2.101) 

и 
2

2
2 2

6 0.T
d w w w
dr r

− + α =    (2.102) 

Уравнение (2.101) рассматривалось выше в п. 2.2 и его решение 
имеет вид 

( ) .T ru r Ce−α=    (2.103) 
Получим решение уравнения (2.102). При r →∞  это уравнение 

запишется в виде 
2

2
2 0.T

d w w
dr

+ α =      

Поскольку в пределе больших r  оно должно быть затухающим, 
так как рассматривается связанное состояние дейтрона, то необхо-
димо взять решение: 

~ ,T rw e−α       
т.е. решение уравнения (2.101) следует искать в виде 

( ) ( ) .T rw r f r e−α=      
При этом функция ( )f r  удовлетворяет уравнению 

2

2 2

62 0.T
d f df f
dr dr r

− α − =      

Обезразмерим переменную r , введя новую переменную x : 
,Tx r= α       

тогда функция ( )f x  удовлетворяет уравнению 
2

2 2

62 0.d f df f
dx dx x

− − =    (2.104) 



Решение этого уравнения будем искать в виде ряда 

( ) .k
k

k n

f x a x
∞

=

= ∑     (2.105) 

Подставляя этот ряд в уравнение (2.104), получим соотношение 

{ }2 1 2( 1) 2 6 0.k k k
k k k

k n

a k k x a kx a x
∞

− − −

=

− − − =∑     

Из этого выражения следует рекуррентное соотношение между ka  
и 1ka −  при k n≠ : 

1( 1) 2 ( 1) 6 0k k ka k k a k a−− − − − =     
или  

1
2 .

( 1) 6k k
ka a

k k+ =
+ −

   (2.106) 

В случае, если k n= , получим соотношение, определяющее 
первый член ряда. Оно имеет вид: 

( ( 1) 6) 0.na n n − − =      
Откуда следует, что n  может принимать два значения: либо 

2n = − , либо 3n = . Из этих двух значений n  допустимо лишь пер-
вое, т.е. 2n = − . Действительно, решение ( )w r , описывающее свя-
занное состояние нейтрона и протона, т.е. дейтрон, вне области 
действия ядерных сил, должно быть экспоненциально затухающим. 
Следовательно, ряд (2.105) должен обрываться. Из соотношения 
(2.106) следует, что обрыв ряда происходит лишь при 2n = − , по-
скольку все коэффициенты 0ka ≡  с 1k ≥ . Из всего сказанного сле-
дует: 

2 2

1 1 1( ) ( ).
3

f x a
x x−= + +      

Тогда радиальная волновая функция D -состояния дейтрона имеет 
вид 

2

3 3( ) (1 ) .
( )

T r

T T

w r C e
r r

−α= + +
α α

  (2.107) 

Таким образом, асимптотические выражения для радиальных 
волновых функций, описывающих дейтрон в S - и D -состояниях, 
описываются выражениями (2.103) и (2.107) соответственно. В 



этих выражениях Tα  определяется соотношением (2.13а), C  и C  – 
нормировочные коэффициенты. 

Отметим, что выражение для радиальной волновой функции S -
состояния (2.103) справедливо на расстояниях r , превосходящих 
как 0r , так и Tr , в то время как асимптотическое выражение для 

( )w r  (2.107) справедливо при Tr r> . Действительно, при получе-
нии уравнения (2.102) необходимо пренебречь членами, содержа-
щими потенциал ( )TU r , поскольку членом ( ) ( )U r w r  можно пре-
небречь уже при Tr r> , так как он мал по сравнению с центробеж-
ной энергией. В то время как при получении уравнения (2.101) не-
обходимо отбросить члены, содержащие как потенциал ( )U r , так и 
потенциал ( )TU r . 

Отметим, что при малых ( 0)r r →  радиальные волновые функ-
ции ( )u r  и ( )w r  ведут себя по-разному: 

3( ) ~ , ( ) ~ ( 0).u r r w r r r →     
Поэтому функция ( )w r  имеет резкий максимум при Trr ≈ . Дейст-
вительно, из выражения (2.107) для ( )w r  видно, что в области 

1 /T Tr r< < α  она ведет себя как ( )21 / T rα  (где 1T rα < ). Следова-
тельно, интеграл, определяющий вес D -состояния дейтрона Dp , 
сидит на расстояниях .~ Trr  
 

2.6. Магнитный момент дейтрона 
 
Как упоминалось выше, дейтрон обладает магнитным момен-

том. Вычислим его. Магнитный момент, создаваемый нуклонами в 
ядре, складывается из собственного магнитного момента нуклона и 
его орбитального момента, обусловленного движением заряженной 
частицы, когда нуклон является протоном. Таким образом, магнит-
ный момент дейтрона dμ  можно представить как 

,d n p lμ = μ + μ + μ    (2.108) 
где pμ  – вектор собственного магнитного момента протона, lμ  – 
вектор его орбитального магнитного момента, а nμ  – вектор собст-
венного магнитного момента нейтрона. 



Согласно классической электродинамике магнитный момент, 
возникающий из-за движения заряженной частицы (протона), оп-
ределяется выражением 

,
2 2l p p p p

p

e er v r p
c m c
⎡ ⎤ ⎡ ⎤μ = =⎣ ⎦ ⎣ ⎦   (2.109) 

где pr  – радиус-вектор протона, pv  – его скорость, p p pp m v=  – им-
пульс протона, а e  – его заряд. Введем момент количества движе-
ния протона, измеренный в единицах : 

,p p pr p l⎡ ⎤ =⎣ ⎦    (2.110) 

тогда вектор орбитального магнитного момента протона запишется 
в виде 

.
2 я pp

p
l ll

cm
e

μ==μ   (2.111) 

Величина 1-24
я Гсэрг10051.5

22
⋅⋅===μ −
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e
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pp
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ядерным магнетоном. Он меньше магнетона Бора (
2B

e

e
m c

μ = ) в 

e

p

m
m

 раз (где em  – масса электрона). Обычно магнитные моменты 

ядерных частиц измеряются в ядерных магнетонах. 
Таким образом, в ядерных магнетонах вектор орбитального 

магнитного момента заряженной частицы (протона) пропорциона-
лен его орбитальному моменту (2.111). Для обобщения данной 
формулы на квантовую механику введем оператор вектора орби-
тального магнитного момента протона lμ̂  и оператор вектора ор-

битального момента количества движения pl̂ . Эти два оператора 
связаны соотношением 

.ˆˆ
я pl lμ=μ     (2.112) 

Обобщая это соотношение, запишем связь между оператором 
спина нуклона и оператором его собственного магнитного момента 
в виде 



,ˆˆ

,ˆˆ

я

я

nnn

ppp

Sg

Sg

μ=μ

μ=μ
   (2.113) 

где pg  и ng  – гиромагнитное отношение для протона и нейтрона 
соответственно. Вообще, гиромагнитные отношения pg  и ng  не 
равны единице, так в случае электрона, 2eg = . Как следует из со-
отношения (2.111), гиромагнитное отношение для оператора орби-
тального магнитного момента lμ̂  равно единице. В соответствии с 
выше сказанным оператор магнитного момента дейтрона можно 
записать в виде 

.ˆˆˆˆ
яя pnnpяpd lSgSg μ+μ+μ=μ   (2.114) 

С другой стороны, оператор магнитного момента дейтрона можно 

выразить через его спин dĴ : 

ddd Jg ˆˆ
яμ=μ .   (2.114а) 

Обычно приводящийся в таблицах магнитный момент частицы 
определяется как среднее значение оператора 3μ̂  в состоянии с 
максимальным значением проекции спина на ось 3 и выражается в 
ядерных магнетонах. Следовательно, для магнитного момента дей-
трона можно записать 

,857,01)ˆ(1 3 =====μ dddd gMJMg   (2.115) 

в то время как для нейтрона и протона имеем соответственно: 

.793,2
2
12/1)ˆ(2/1

,913,1
2
12/1)ˆ(2/1

3

3

===μ=μ=μ

−===μ=μ=μ

pppppp

nnnnnn

gSg

gSg
 (2.116) 

Оператор момента импульса протона pl̂  выражается через ра-
диус-вектор протона и его импульс. В дальнейшем при вычислении 
магнитного момента дейтрона необходимо провести усреднение по 
волновой функции дейтрона с 1M = . Однако волновая функция 
дейтрона зависит от радиуса-вектора взаимного расстояния 

p nr r r= − . Поэтому необходимо момент импульса протона выра-



зить через орбитальный момент импульса относительного движе-
ния. Следовательно, необходимо выразить через радиус-вектор r  и 
p  орбитальный момент количества движения протона. Так как  в 
Ц-системе имеет место 

0,

,
p p n n

p n

m r m r

r r r

+ =

= −
      

то 
1 .
2

n
p

p n

mr r r
m m

= =
+

     

В последнем равенстве данной цепочки равенств положили, что 
n pm m m= =  (где m  – масса нуклона). В соответствии с этим име-

ем 
.p np p p= − =      

Следовательно, момент импульса протона в дейтроне можно запи-
сать через орбитальный момент импульса относительного движе-
ния 

.ˆ
2
1ˆ ll p =     (2.117) 

После всего сказанного выше, для оператора магнитного момен-
та дейтрона, используя равенства (2.114), (2.114а), и (2.117), можно 
записать 

,ˆ
2
1ˆˆˆ

яяяя lSgSgJg nnppdd μ+μ+μ=μ    

откуда имеем 

.ˆ
2
1ˆˆˆ lSgSgJg nnppdd ++=    (2.118) 

Преобразуем это выражение. С этой целью введем в него сум-
марный спин протона и нейтрона p nS S S= +  и его разность 

p nS SΣ = − , тогда соотношение (2.118) запишется как 

.ˆ
2
1ˆ)(

2
1ˆ)(

2
1ˆ lggSggJg npnpdd +Σ−++=     

Умножим скалярно это соотношение на Ĵ , и получим 
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1)ˆˆ)((

2
1)ˆˆ)((

2
1ˆ 2 JlJggJSggJg dnpdnpdd +Σ+++=   

Учитывая, что lSJd
ˆˆˆ += , соотношение (2.118) можно представить 

в виде 
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  (2.119) 

Для вычисления магнитного момента дейтрона возьмем матрич-
ный элемент от этого операторного равенства между волновыми 
функциями дейтрона ( )d rΨ  (2.91) , тогда левая часть запишется 
как 

ddddddd gJJgJg μ==+=ΨΨ 22)1(ˆ 2 .    

Так как спин дейтрона равен единице, а так же учтено соотношение 
(2.115). Следовательно, после усреднения соотношение (2.119) 
примет вид 
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+ΨΨ+++ΨΨ+=μ

(2.120) 

Рассмотрим правую часть этого соотношения. Спин-
координатная часть волновой функции дейтрона должна быть сим-
метрична относительно перестановки нейтрона и протона, по-
скольку изотопический спин дейтрона равен нулю. Это означает, 
что  

0ˆˆˆˆ =ΨΣΨ=ΨΣΨ dddd lS .  (2.121) 

Действительно, симметрия спин-координатной волновой функ-
ции дейтрона ( )d rΨ  относительно перестановки нейтрона и про-



тона означает, что при замене pn ↔  или, что тоже самое, при за-
мене r r→−  имеем: 

( ) ( ),d dr rΨ = Ψ −      

в то время как операторы ŜΣ̂  и l̂Σ̂  антисимметричны относитель-
но такой перестановки. Это и приводит к соотношению (2.121). 

Кроме того, как показано в п. 1.2, оператор суммарного спина 
двух нуклонов коммутирует с гамильтонианом H  и, следователь-
но, эта величина – квантовое число. В дейтоне она равна 1S = , по-
этому: 

2)1(ˆ 2 =+=ΨΨ SSS dd    (2.122) 

Рассмотрим второй член правой стороны равенства (2.120), 

Учитывая соотношение lSJd
ˆˆˆ += , можно записать 

).ˆˆ(2ˆˆˆ 222 lSlSJd ++=      
Усредняя это операторное соотношение по волновой функции дей-
трона, можно получить: 

.ˆˆ)1()1(
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22

222

dddd

dddddddd

llSSJJ

lSJlS

ΨΨ−=ΨΨ−+−+=

=ΨΨ−ΨΨ−ΨΨ=ΨΨ
 (2.123) 

При написании этой цепочки равенств учтено, что 1dS J= = .  
Тогда, подставляя соотношения (2.123),(2.122) и (2.121) в равен-

ство (2.120) и учитывая определение магнитного момента протона 
и нейтрона (2.116), получим выражение для магнитного момента 
дейтрона в следующем виде: 

.ˆ)
2
1(

4
1 2

ddnpnpd l ΨΨμ−μ−+μ+μ=μ   (2.124) 

Рассмотрим матричный элемент dd l ΨΨ 2ˆ . Если дейтонная 

волновая функция является чистым S -состоянием, т.е. d SΨ = Ψ , то  

.0ˆ 2 =ΨΨ SS l      



Следовательно, 
.d p nμ = μ + μ     (2.125) 

Однако, при учете D -состояния в дейтроне, т.е. когда 
d S DΨ = Ψ +Ψ , имеем 

.66ˆ

ˆˆ

2

22

DDDDD

DDSDSDS
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ll

=ΨΨ=ΨΨ=

=ΨΨ+Ψ=Ψ+ΨΨ+Ψ
   

При написании этой цепочки равенств учитывалось, что 

.0ˆ,6ˆ 22 =ΨΨ=Ψ SDD ll     
Таким образом, для магнитного момента дейтрона с учетом D -

волны окончательно получаем следующее выражение: 
3 1 .
2 2d p n p n Dp⎛ ⎞μ = μ +μ + −μ −μ⎜ ⎟
⎝ ⎠

   (2.126) 

Зная экспериментальные значения магнитного момента дейтро-
на и магнитных моментов нейтрона и протона, можно оценить 
вклад D -волны в дейтрон: 

24 10 .
1 1 )
2 2

d p n
D

p n

p −μ −μ −μ
= ≈ ⋅

⎛ ⎞−μ −μ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (2.127) 

Таким образом, экспериментальные данные по магнитному мо-
менту дейтрона указывают, что вклад D -волны в волновую  функ-
цию дейтрона составляет 4%. 

 
 

2.7. Электрический квадрупольный момент дейтрона 
 

Другой характеристикой электрических свойств ядра является 
электрический квадрупольный момент. Как известно из теории по-
ля, тензор квадрупольного момента определяется как 

2(3 ),ik i k ikQ e r r rα α α α
α

= − δ∑    (2.128) 

где суммирование проводится по всем заряженным частицам, а eα  
– их заряды. В случае, если все заряженные частицы имеют один и 
тот же заряд e , как в случае ядра, то 



2(3 ).ik i k ikQ e r r rα α α
α

= − δ∑    (2.128а) 

Обычно квадрупольный момент ядра измеряется в 
барнах ( 224- см10барн1 = ). Для этого в определении квадрупольно-
го момента опускается множитель e , а расстояние измеряется в 

см10 12− , т.е. он определяется выражением 
2(3 ).ik i k ikQ r r rα α α

α

= − δ∑    (2.128б) 

Тогда компонента 
2 2

33 (3 ),Q z rα α
α

= −∑       

где сумма берется по всем заряженным частицам, связана с формой 
ядра. Если тело вытянуто вдоль оси 3, то 33 0Q > , т.е. среднее зна-
чение квадрата координаты z  больше среднего значения квадрата 
радиуса. Если же тело сплюснуто, то 33 0Q < . 

В случае, когда распределение заряда непрерывно и характери-
зуется плотностью ( )rρ , квадрупольный момент определяется как 

2 3( )(3 ) .ik i k ikQ r rr r d r= ρ − δ∫   (2.129) 

В соответствии с этим в случае квантово-механических систем, 
описываемых волновой функцией ( )rψ , электрический квадру-
польный момент такой системы записывается как 

2 3( )(3 ) ( ) .ik i k ikQ r rr r r d r∗= ψ − δ ψ∫   (2.130) 

Квадрупольный момент, подобно магнитному моменту, можно 
связать с вектором спина, так как имеется всего одна векторная ха-
рактеристика ядра – вектор спина J . Для нахождения этой связи 
воспользуемся следующими свойствами квадрупольного момента. 
Во-первых, тензор квадрупольного момента – симметричный тен-
зор второго ранга ( )ik kiQ Q= . Во-вторых, шпур тензора ikQ  равен 
нулю ( 0)ikSpQ = . Тогда, построив из вектора J  симметричный 
тензор второго ранга со шпуром, равным нулю, можно написать 
для оператора квадрупольного момента следующее выражение 

),ˆ
3
2ˆˆˆˆ(ˆ 2

ijijjiij JJJJJAQ δ−+=   (2.131) 

где A  – некоторая константа. 



Обычно квадрупольный момент Q , приводимый в таблицах, 
определяется как среднее значение оператора 33Q  по состояниям с 
максимальной проекцией спина на ось 3 3( )J J= , т.е. 

.,ˆ, 3333 JJJQJJJQ ===   (2.132) 

Используя это соотношение и выражение для оператора квадру-
польного момента (2.131), получим 

)12(
3
2.ˆ

3
2ˆ2(. 3

22
33 −==−== JAJJJJJJJJJAQ   (2.133) 

Из этого соотношения следует, что 0Q ≡ , если 0J =  или 1 / 2 , т.е. 
ядра со спином нуль или 1 / 2  не могут иметь электрического квад-
рупольного момента. Наконец, из соотношения (2.132) имеем 

3 ,
2 (2 1)

QA
J J

=
−

     

и, следовательно, оператор тензора электрического квадрупольного 
момента ядра записывается в виде 
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2ˆˆˆˆ(

)12(2
3ˆ 2

ijijjiij JJJJJ
JJ
QQ δ−+
−

=   (2.134) 

Теперь перейдем к вычислению электрического квадрупольного 
момента дейтрона. Поскольку спин дейтрона равен единице, то он 
может обладать электрическим квадрупольным моментом. Как ука-
зывалось выше, эксперимент дает значение 

=⋅= − 227см1082,2Q барн1082,2 3−⋅ . Оператор электрического квад-
рупольного момента дейтрона записывается в виде 

2
, ,3 ,ik p i p k p ikQ r r r= − δ   (2.135) 

где pr  – радиус-вектор протона. Введя в это выражение относи-
тельный радиус-вектор p nr r r= − , который согласно предыдущему 
параграфу связан с радиусом-вектором протона соотношением 

1
2pr r= , можно записать тензор квадрупольного момента дейтрона 

в виде 
21 (3 ).

4ik i k ikQ r r r= − δ   (2.135а) 



В соответствии с этим, оператор 33Q  можно записать как 

2 2 2 2
33

1 1(3 ) (3cos 1)
4 4

Q z r r= − = θ −  (2.136) 

или, введя шаровую функцию  
2

20
5( , ) (3cos 1),

16
Y θ ϕ = θ −

π
   

получим для 33Q  следующее выражение: 

2
33 20 ( , ).

5
Q r Yπ

= θ ϕ    (2.136а) 

Следовательно, электрический квадрупольный момент дейтрона 
определяется выражением 

1 2 1
20 ( , ) ,

5
M M
d dQ r Y= =π

= Ψ θ ϕ Ψ   (2.137) 

где 1M
d
=Ψ  – волновая функция дейтрона с проекцией спина на ось 3 

равной единице. 
Как было показано в п. 2.5, волновая функция дейтрона является 

суперпозицией S - и D -состояний и определяется выражением 
(2.91). Если предположить, что дейтрон описывается лишь S -
состоянием, т.е. положить в соотношении (2.137) d SΨ =Ψ , то для 
электрического квадрупольного момента получим: 

1 2 1
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1( ) ( ) 0
5 4

M M
S SQ r Y

u r dr d Y n

= =

∞ +

π
= Ψ θ ϕ Ψ =

π
= ο χ χ =

π∫ ∫
  (2.138) 

из-за ортогональности шаровых функций 20 ( )Y n  и 00 ( )Y n . В выра-
жении (2.138) 1μχ  – триплетная спиновая волновая функция двух 
нуклонов.  

Таким образом, сам факт существования электрического квад-
рупольного момента дейтрона указывает на существование в дей-
троне D -волны. Следует напомнить, что магнитный момент дей-
трона получается из-за наличия магнитных моментов у нейтрона и 
протона и равняется их сумме при 0l = , в то время как при 

0 0l Q= ≡ . 



Пусть волновая функция дейтрона является суперпозицией S - и 
D -состояний, т.е. ( ) ( ) ( )d S Dr r rΨ =Ψ +Ψ , тогда квадрупольный 
момент дейтрона запишется как 
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}
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1 2 1 1 2 1
20 20

1 2 1
20

( , )
5

( , ) ( , )

( , ) .

M M
S S

M M M M
D S S D

M M
D D

Q r Y

r Y r Y

r Y

= =

= = = =

= =

π
= Ψ θ ϕ Ψ +

+ Ψ θ ϕ Ψ + Ψ θ ϕ Ψ +

+ Ψ θ ϕ Ψ

 (2.138) 

Первое слагаемое, как было показано выше, равно нулю из-за 
сферической симметрии волновой функции ( )S rΨ . Последним 
слагаемым можно пренебречь, так как из вычисления магнитного 
момента дейтрона следовало, что присутствие D -волны в дейтроне 
мало – порядка 4%, поэтому этот член мал по сравнению с двумя 
другими. Следовательно, квадрупольный момент можно предста-
вить в виде 

}{ 1 2 1 1 2 1
20 20( , ) ( , )

5
M M M M
D S S DQ r Y r Y= = = =π

= Ψ θ ϕ Ψ + Ψ θ ϕ Ψ .   

Оператор электрического квадрупольного момента эрмитов, как 
любой оператор физической величины, поэтому можно написать 

1 2 1 1 2 1
20 20( , ) ( , ) .M M M M

D S S Dr Y r Y= = = =Ψ θ ϕ Ψ = Ψ θ ϕ Ψ    

Таким образом, окончательно для электрического квадрупольного 
момента получаем выражение 

1 2 1
202 ( , ) .

5
M M
S DQ r Y= =π

= Ψ θ ϕ Ψ    (2.139) 

Подставляя в это выражение волновые функции S - и D -состояний 
дейтрона (2.91а) и (2.91б), получим 

2 1,1 1,1
1, 0 20 1, 20

2 ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ).
5 S l S lQ r u r w r dr d n Y n n

∞ +
= = = =

π
= ο ψ ψ∫ ∫    

Рассмотрим интегрирование по телесному углу. Подставляя в 
этот интеграл выражение для спин-угловых волновых функций S - 
и D -состояний дейтрона и проведя интегрирование, получим 
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При написании этой цепочки равенств учитывалась ортогональ-
ность спиновых и шаровых функций: 

1,1 1, 1

20 2 0

,

( ) ( ) ,m md Y n Y n

+
μ μχ χ = δ

ο = δ∫
    

а также численное значение коэффициента Клебша–Гордона: 
11
11,20

1 .
10

C =      

Окончательно для электрического квадрупольного момента по-
лучим выражение 

2

0

1 ( ) ( ) .
5 2

Q r u r w r dr
∞

= ∫    (2.140) 

Так как под знак интеграла входит 2r , то область малых значе-
ний r  вносит малый вклад в интеграл, поэтому для оценки квадру-
польного момента дейтрона можно для радиальных волновых 
функций ( )u r  и ( )w r  воспользоваться асимптотическими выраже-
ниями (2.103) и (2.107) соответственно. Кроме того, учитывая, что 
в ( )u r  и ( )w r  входит одна и та же затухающая экспонента, запи-
шем: 

( ) ( ).w r au r=      
Тогда квадрупольный момент дейтрона можно представить в виде: 

2 ,
5 2

aQ r=    (2.141) 

где 2r  – среднее значение квадрата радиуса в S -состоянии дей-

трона: 
2 2 2 2

20

1 1( ) .
2 2 d

T

r r u r dr R
∞

= = =
α∫     

В этом выражении Tα  определяется соотношением (2.13а), а dR  
– радиус дейтрона. Таким образом, электрический квадрупольный 
момент дейтрона запишется в виде: 



2

.
10 2

dRQ a=    (2.141а) 

Если в выражение (2.141а) подставить радиус дейтрона 
см102.4 13−⋅=dR , а для квадрупольного момента Q  использовать 

экспериментальное значение, то можно найти величину a . Она ока-
зывается равной 0,24, т.е. вклад D -волны оказывается около 6%. 
 
 
 
 
 
 

Контрольные вопросы к главе 2 
 

1. Написать волновую функцию непрерывного спектра с импульсом 
k  системы нейтрон-протон в приближении нулевого радиуса действия 
сил в триплетном спиновом состоянии. 

2. Показать, что написанная в первом вопросе функция ортогональна 
к волновой функции дейтрона в приближении нулевого радиуса действия 
сил (2.17). 

3. Может ли длина рассеяния ( )a  быть положительной и 0a r< , где 

0r  – радиус потенциала? Привести пример такого потенциала. 
 
 

Глава 3. ИНВАРИАНТНЫЕ АМПЛИТУДЫ 
 

3.1. Определение инвариантных амплитуд 
 

В п. 2.4 при рассмотрении рассеяния нейтрона на молекуляр-
ном водороде в амплитуде рассеяния нейрона на протоне выделя-
лись спиновые переменные, и амплитуда записывалась в виде: 

.p nF a b= + σ σ     (3.1) 
В этом выражении величины a  и b  являются функциями импульса 
k , и вся информация о динамике процесса рассеяния содержится в 
функциях ( )a k  и ( )b k . При получении выражения (3.1) рассматри-
вались лишь малые энергии. Попытаемся обобщить выражение 
(3.1) на произвольные нерелятивистские энергии. 



Рассмотрим трансформационные свойства амплитуды рассея-
ния. Как известно [7], S -матрицу можно представить в виде 

1 ,S iT= +     (3.2) 
где T-матрица несет всю информацию о процессе рассеяния. Выде-
лим из T-матрицы закон сохранения 4-импульса и запишем ее в 
виде 

4 (4)(2 ) ( ),i fT M p p= π δ −    (3.3) 
где ip  и fp  – 4-импульсы начального и конечного состояния, а M  
– амплитуда рассеяния. 

В релятивистском случае амплитуда рассеяния M , входящая в 
выражение (3.3), связана с инвариантной амплитудой F  соотно-
шением 

1 22 2 ......2 ,if n ifF E E E M=    (3.4) 
где ( 1,2,...., )kE k n=  энергии частиц, участвующих в процесс 
i f→  ( i  – начальное состояние, а f  – конечное). Амплитуда F , 
как показано в квантовой теории поля, инвариантна относительно 
собственных преобразований Лоренца, т.е. 

,if i fF F ′ ′=     (3.5) 
где штрихованные и нештрихованные индексы относятся к разным 
системам отсчета. Каждый индекс обозначает совокупность им-
пульсов и  спиновых переменных частиц в начальном и конечном 
состоянии. 

В нерелятивистском случае энергия частиц ),...,1( nimE ii =≈ , 
где im  – массы, участвующих в процессе частиц. Следовательно, в 
нерелятивистской теории связь между амплитудами ifF  и ifM  сле-
дующая: 

1 22 2 ...2 .if n ifF m m m M=    (3.6) 
Поэтому в нерелятивистской теории должны быть инвариантны 
относительно вращений и преобразований Галилея как амплитуда 

ifM , так и амплитуда ifF . Как уже упоминалось, под индексами i  и 
f подразумевается совокупность импульсов частиц и их спиновые 
переменные в начальном и конечном состоянии соответственно.  

В нерелятивистской теории можно рассматривать в качестве 
спиновой переменной проекцию спина на произвольную ось. Тогда 



каждая частица характеризуется импульсом и проекцией спина на 
выделенное направление μ . В частности, для процесса, в котором 
участвуют n  частиц (1 2 3 4 ... n+ → + + + ) под i  подразумевается 
совокупность ( 1 1 2 2, , ,p pμ μ ), а под f  – ( 3 3 4 4, , , ,..., ,n np p pμ μ μ ). 

Однако такая характеристика спинового состояния частицы не 
является ковариантной, поскольку в другой системе отсчета имеем 

( )1 1 2 2, , ,i p p′ ′ ′ ′ ′= μ μ  и 3 3 4 4( , , , ,..., , )n nf p p p′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= μ μ μ . И, если известно, 
как преобразуется ip  при переходе из одной системы отсчета к 
другой, то о преобразовании iμ  ничего сказать нельзя. Это связано 
с тем, что если jμχ  – собственная функция оператора проекции на 
ось 3, то после поворота jμχ  уже не является собственной функци-
ей оператора проекции спина на ось 3. Действительно, пусть jμχ  – 
собственная функция оператора 3S : 

3 .j jS μ μχ = μχ     (3.7) 
При вращении системы отсчета jμχ  преобразуется по представле-
нию группы вращения веса j , где j  – спин частицы, т.е. jμχ  пе-
рейдет в jμ′χ : 

( ) ( ) .j
j j jD gμ μ μ′χ → χ = χ     (3.8) 

При этом ( ) ( )jD g  определяется соотношением 
( ) ( )( ) ( , ) exp{ },j jD g D n iSn= ω = − ω   (3.8а) 

где n  – единичный вектор, направленный по оси вращения, а ω  
угол поворота. Функция jμ′χ  не является собственной функцией 

оператора 3S , так как 3S  не коммутирует с ( ) ( , )jD n ω . 
Для описания спинового состояния частицы зададим ее спино-

вую волновую функцию jχ  (где j  – спин частицы), которую мож-
но разложить по собственным функциям оператора проекции спина 
на произвольную ось: 

( ) .
j

j j j
j

ρ
ρ=−

χ = χ ρ χ∑     (3.9) 



В этом разложении ( )jχ ρ  – амплитуда вероятности для различных 
значений проекций μ  на выбранную ось для частицы, которая опи-
сывается спиновой волновой функцией jχ . Они являются «компо-
нентами» спиновой волновой функции 

{ }
( )

( ), ,..., .
( )

j

j j

j

j

j j
j−

χ +⎛ ⎞
⎜ ⎟

χ = = χ ρ ρ = − +⎜ ⎟
⎜ ⎟χ −⎝ ⎠

  (3.10) 

Если спиновая волновая функция jχ  является также собственной 
функцией оператора проекции спина на выбранную ось 3 с собст-
венным значением μ , т.е. 

3 ,j jS μ μχ = μχ      
то амплитуда вероятности ( )jμχ ρ  определяется соотношением 

( ) .jμ μρχ ρ = δ    (3.11) 
Действительно, тогда спиновая волновая функция jμχ определяется 
одной компонентой: 

( ) .
j

j j j j
j

μ μ ρ μ
ρ=−

χ = χ ρ χ = χ∑      

Из выше изложенного следует, что задание компонент ( )jχ ρ  
спиновой волновой функции jχ  является общим случаем описания 
частиц со спином. Следовательно, можно задать начальное состоя-
ние системы спиновыми волновыми функциями и импульсами, т.е. 

1 2( (1), (2), , )i p p= χ χ , которое в другой системе отсчета примет вид 

1 2( (1), (2), , )i p p′ ′ ′ ′ ′= χ χ . При этом хорошо известен закон преобразо-
вания спиновых волновых функций при вращении. При преобразо-
ваниях 

i i ik kr r R r′→ =      
(где R  – ортогональная матрица) спиновые волновые функции jχ  
преобразуются согласно соотношению (3.8), которое в компонен-
тах запишется как 

( )( ) ( ) ( ) ( ),
j

j
j j j

j
D g′ρρ

′ρ =−

′ ′χ ρ → χ ρ = χ ρ∑   (3.12) 



где ( ) ( )jD g  - матрица неприводимого представления группы вра-
щений веса j . Следовательно, зная компоненты спиновой волно-
вой функции в старой нештрихованной системе отсчета, можно 
найти их в новой штрихованной системе отсчета. Такое описание 
спиновых состояний частиц является ковариантным и, соответст-
венно, ковариантным является начальное состояние i . В соответ-
ствии со всем сказанным выше, конечное состояние f  будем зада-
вать как 3( (3),..., ( ), ,..., )nf n p p= χ χ , которое при вращениях пере-
ходит в 3( (3),..., ( ), ,..., )nf n p p′ ′ ′ ′ ′= χ χ . 

Отметим,что при преобразованиях Галилея, когда 

0 ,
,

r r r V t
t t t

′→ = +
′→ =

    (3.13) 

где 0V  – скорость движения новой системы отсчета относительно 
исходной, спиновые волновые функции не меняются. В то время 
как, закон преобразования импульса определяется изменением ско-
рости 0v v v V′→ = + . 

Требование инвариантности амплитуды рассеяния (3.5) означа-
ет, что амплитуда M  в двух разных системах отсчета связана со-
отношением 

1 1( (1),..., ( ), ,..., ) ( (1),..., ( ), ,..., )n nM n p p M n p p′ ′ ′ ′χ χ = χ χ  (3.14) 
В силу принципа суперпозиции в квантовой теории амплитуда 

M  должна быть линейной по каждой из спиновых волновых 
функций ( ) ( 1,..., )i i nχ = . Однако, кроме спиновых волновых 
функций ( ) ( 1,..., )i i nχ = , имеются еще и эрмитовски сопряженные 
функции ( ) ( 1,..., )i i n+χ = . Условимся, что частицам в конечном 
состоянии соответствуют ( )i+χ  ( 3,...,i n= ), в то время как части-
цам в начальном состоянии ставится в соответствие ( )iχ  ( 1,2)i = . 
Это соглашение следует из того, что если происходит процесс 
1 2 1 2+ → + , когда состояние налетающих частиц не меняется, то 
S -матрица равна единичной: S I= . Тогда в S -матрицу должны 
входить инварианты (1) (1)+χ χ  и (2) (2)+χ χ , и если все функции 
нормированы на единицу, то получаем правильный результат. Сле-
довательно, для удовлетворения условия (3.14) необходимо скон-
струировать из спиновых функций частиц и их импульсов инвари-



анты относительно вращений и преобразований Галилея. Такие 
инварианты можно представить в следующем виде: 

1 2

1 2 3 1 21 2

, ,..., * *
1 2 3 1, 2, ,. ,...,

,
( ) ( ) ( ) ( )... ( ) ... ,n

n nn

i i i
j j j j n i i n i

i
C k p p pρ ρ ρ

ρ

χ ρ χ ρ χ ρ χ ρ∑ (3.15) 

где ( )
ij iχ ρ  – компоненты спиновой волновой функции i -й части-

цы, , kk ip  – компоненты импульса k -й частицы, а 1 2

1 2

, ,...,
. ,..., ( )n

n

i i iC kρ ρ ρ  – не-

которые числовые коэффициенты. Вообще говоря, можно постро-
ить не один такой инвариант, а несколько. Разные инварианты ну-
меруются переменной k . Каждый такой инвариант должен входить 
со своей весовой функцией, которая является инвариантом относи-
тельно вращений и преобразований Галилея. Обозначим эту функ-
цию через kΓ . Эти весовые функции и называются инвариантными 
амплитудами. Тогда амплитуду рассеяния M  можно записать в 
виде 

1 2

1 2 3 1 21 2

,

, ,..., * *
1 2 3 1, 2, ,. ,...,

,

( , )

( ) ( ) ( ) ( )... ( ) ... .n

n nn

k ij ij
k

i i i
j j j j n i i n i

i

M s t

C k p p pρ ρ ρ
ρ

= Γ ×

× χ ρ χ ρ χ ρ χ ρ

∑

∑
 (3.16) 

Рассмотрим свойства инвариантных амплитуд. Поскольку спи-
новые волновые функции в амплитуду рассеяния M  в силу прин-
ципа суперпозиции могут входить линейно, то инвариантные ам-
плитуды могут зависеть только от импульсов частиц, участвующих 
в процессе. В силу инвариантности этих амплитуд они могут зави-
сеть от инвариантов, составленных из импульсов частиц. Их число, 
как известно из релятивистской квантовой теории, равно 3 10n − , 
где n  – число участвующих в процессе частиц. В релятивистской 
теории в качестве таких переменных выбирают 2( )ij i js p p= +  и 

2( )ij i jt p p= − , где ip  и jp  – 4-импульсы частиц i  и j  соответст-
венно. В нерелятивистской теории в качестве таких переменных 
можно выбрать: 

2 2

2 2

( ) 2( )( ) ( ) ,

( ) 2( )( ) ( ) ,
ij ij i j i j i j i j

ij ij i j i j i j i j

s s m m m m E E p p

t t m m m m E E p p

= − + = + + − +

= − − = − − − −
 (3.17) 

где , ,i i im E p  – масса, кинетическая энергия и импульс i -й частицы 
соответственно. Переменные ijs  и ijt  инвариантны как относитель-



но вращений, так и относительно преобразований Галилея. Дейст-
вительно, если выразить эти переменные через скорости i -й и j -й 
частиц получим 

2 2( ) , ( ) .ij i j i j ij i j i js m m v v t m m v v= − = − −   (3.18) 
Откуда немедленно следуют свойства инвариантности этих пере-
менных. Таким образом, построено разложение амплитуды ifM  по 
инвариантным амплитудам. 

Выясним, сколько инвариантных амплитуд описывают рас-
сматриваемый процесс 1 2 3 ... n+ → + + . Пусть i -я частица имеет 
спин ij , т.е. в процессе участвуют частицы со спинами 1 2, ,..., nj j j . 
Будем рассматривать этот процесс в некоторой системе отсчета, в 
которой имеется выделенная ось, и i -я частица имеет проекцию iμ  
на эту ось. Тогда амплитуда ifM  в данной системе отсчета харак-
теризуется проекциями спинов частиц на эту ось, т.е. 

1 2 3( , )( ... )n
M μ μ μ μ . 

Так как имеется 1 2(2 1)(2 1).....(2 1)nj j j+ + +  различных комбинаций 
значений проекций спинов на эту ось, то при фиксированных им-
пульсах начальных и конечных частиц имеется всего 

1 2(2 1)(2 1).....(2 1)nj j j+ + +  различных амплитуд. Следовательно, 
число инвариантных амплитуд kN  не может превышать этого чис-
ла, т.е.  

0 1 2(2 1)(2 1)...(2 1).k nN N j j j≤ = + + +   (3.19) 
Реально число kN  оказывается как правило меньше этого числа 

0N . В частности, для реакции 1 2 3 4+ → +  при правильном выборе 
спиновых переменных оно оказывается вдвое меньше . 

Перейдем к рассмотрению конкретных процессов. 
 
 
3.2. Разложение по инвариантным амплитудам амплитуды  

упругого рассеяния частицы со спином 1/2 
на частице со спином нуль 

 
Рассмотрим простейший процесс – упругое рассеяние частицы 

со спином 1 / 2  на частице со спином нуль. Примером такого про-
цесса может служить рассеяние нейтрона на четно-четном ядре, 



например на α -частице ( 4He ) или на ядре 16O . Как показано в 
предыдущем параграфе, для получения разложения амплитуды 

ifM  этого процесса по инвариантным амплитудам необходимо по-

строить инварианты из спиновых волновых функций (1)χ  и (3)+χ  
и импульсов частиц 1 2 3 4, , ,p p p p . 

Поскольку амплитуда ifM  должна быть инвариантна относи-
тельно преобразований Галилея, то в ifM  могут входить только 
относительные скорости. Введем относительные скорости в на-
чальном и конечном состоянии: 

1 2
1 2

1 2 12

3 4
3 4

3 4 34

,

,

p p pv v
m m m
p p pv v
m m m

− = − =

′
− = − =

   (3.20) 

где , ,i i im v p  – масса, скорость, импульс i -й частицы соответствен-
но, p  и p′  – импульс частиц в Ц-системе в начальном и конечном 
состоянии, а ikm  – приведенная масса частиц l  и k : 

.i k
ik

i k

m mm
m m

=
+

     

Следовательно, импульсы p  и p′  инвариантны относительно пре-
образований Галилея. 

Из векторов p  и p′  сконструируем два единичных вектора m  
и l : 

, .p p p pm l
p p p p

′ ′+ −
= =

′ ′+ −
   (3.21) 

В случае упругого рассеяния эти два вектора ортогональны. Дейст-
вительно, в этом случае 34 12m m=  и из закона сохранения энергии 
следует, что 2 2p p′= , значит: 

2 2

( ) 0.p pml
p p p p

′−
= =

′ ′+ −
   (3.21а) 

Кроме этих двух единичных векторов можно построить еще один 
единичный вектор n , перпендикулярный к плоскости реакции, т.е. 



к векторам p  и p′ , следовательно, ортогональный к двум единич-
ным векторам m  и l : 

[ ] .
[ ]
ppn
pp
′

=
′

     (3.22) 

Таким образом, сконструирована тройка взаимноортогональных 
единичных векторов , ,m l n  инвариантных относительно преобра-
зований Галилея. 

Из спиновых волновых функций (1)χ  и (3)+χ , которые в слу-
чае частиц со спином 1 / 2  являются спинорами, можно построить 
инвариант как относительно преобразований Галилея, так и отно-
сительно вращений (3) (1)+χ χ . Действительно, спиновые волновые 
функции не меняются при преобразованиях Галилея, поэтому по-
строенная величина инвариантна относительно их. При вращениях 
спиноры χ  и +χ  преобразуются следующим образом: 

(1/2) (1/2)( ) , ( ( ) ) ,D g D g+ + +′′χ→ χ = χ χ →χ = χ    
следовательно, величина +χ χ  при вращениях преобразуется как 

( )

(1/2) (1/2)

(1/2) (1/2)

( ( ) ) ( )

( ) ,

D g D g

D g D g
+

+ + +

+ +

′ ′χ χ→ χ χ = χ χ =

= χ χ = χ χ
    

где в последнем равенстве данной цепочки учтена унитарность 
(1/2) ( )D g , т.е. 

1(1/2) (1/2)( ) ( )D g D g
+ −

= . Таким образом, величина 

3 1

1/2
*

1/2
(3) (1) ( ) ( )j j

+

ρ=−

χ χ = χ ρ χ ρ∑   (3.23) 

является инвариантом относительно вращений и преобразований 
Галилея. 

Из спиноров (1)χ  и (3)+χ , как известно из курса квантовой ме-
ханики, можно построить вектор, инвариантный относительно пре-
образований Галилея: 

3 1

1/2
*

, 1/2
(3) (1) ( ) ( ).j j

+
′ρρ

′ρ ρ =−

′χ σχ = χ ρ σ χ ρ∑   (3.24) 

Инвариантность этого вектора относительно преобразований Гали-
лея следует из инвариантности спиновых волновых функций отно-
сительно этих преобразований. Тогда, умножив этот вектор на три 



взаимно ортогональных инвариантных относительно преобразова-
ний Галилея вектора , ,m l n , получим три величины 

(3)( ) (1), (3)( ) (1), (3)( ,) (1)m l n+ + +χ σ χ χ σ χ χ σ χ , которые инвариантны 
как относительно преобразований Галилея, так и вращений. 

Таким образом, имеется всего четыре инварианта, поэтому ам-
плитуду рассеяния частицы со спином 1 / 2  на частице со спином 
нуль следует записывать в виде  

( , ) (3) (1) ( , ) (3)( ) (1)

( , ) (3)( ) (1) ( , ) (3)( ) (1),

M A s t B s t n

C s t m D s t l

+ +

+ +

= χ χ + χ σ χ +

+ χ σ χ + χ σ χ
 (3.25) 

где ( , ), ( , ), ( , )A s t B s t C s t  и ( , )D s t  – инвариантные амплитуды, ко-
торые так же, как и любой процесс 2 2→ , зависят от двух инвари-
антных переменных s  и t : 

2
1 2 1 2 1 2

2
1 3 1 3 1 3

2( )( ) ( ) ,

2( )( ) ( ) .

s m m E E p p

t m m E E p p

= + + − +

= − − − −
  (3.26) 

Потребуем, чтобы амплитуда M  была также инвариантна от-
носительно инверсии пространства, так как в сильных взаимодей-
ствиях сохраняется четность. При инверсии пространства, когда 

,r r r t t t′ ′→ = − → =  спиновая волновая функция и операторы 
преобразуются с помощью унитарной матрицы pU . В случае час-
тиц со спином 1 / 2  преобразование спинора χ  и матрицы σ  опре-
деляется соотношениями [6]:  

,

,
p p

p p

U

U U +

′χ → χ = χ = η χ

σ→ σ = σ
   (3.27) 

где  
1 0

,
0 1p pU ⎛ ⎞

= η ⎜ ⎟
⎝ ⎠

    (3.27а) 

а величина p iη = ± . Следовательно, вектор (3) (1)+χ σχ  инвариант-
ный при преобразованиях Галилея, инвариантен также относитель-
но инверсии пространства 

(3) (1) (3) (1) (3) (1).+ + +′ ′ ′χ σχ → χ σ χ = χ σχ   (3.28) 



В то же время  при преобразовании инверсии пространства им-
пульсы p  и p′  меняют знак. Значит, единичные векторы m  и l  
меняют знак при инверсии пространства: 

, ,m m m l l l′ ′→ = − → =−   (3.29) 
а единичный вектор n  знак не меняет: 

.n n n′→ =      (3.29а) 
Таким образом, из соотношений (3.28) и (3.29) следует, что ин-

варианты относительно преобразований Галилея и вращений 
(3)( ) (1)m+χ σ χ  и (3)( ) (1)l+χ σ χ  при инверсии пространства меняют 

знак: 
(3)( ) (1) (3)( ) (1) (3)( ) (1),

(3)( ) (1) (3)( ) (1) (3)( ) (1),

m m m

l l l

+ + +

+ + +

′ ′ ′ ′χ σ χ → χ σ χ = −χ σ χ

′ ′ ′ ′χ σ χ → χ σ χ = −χ σ χ
 (3.30) 

а инвариант (3)( ,) (1)n+χ σ χ  не меняет знака при инверсии про-
странства: 

(3)( ,) (1) (3)( ) (1) (3)( ,) (1).n n n+ + +′ ′ ′ ′χ σ χ → χ σ χ =χ σ χ  (3.31) 
Используя соотношения (3.27), можно показать, что инвариант 

(3) (1)+χ χ  также не меняет знак, т.е. 
(3) (1) (3) (1) (3) (1).+ + +′ ′χ χ → χ χ = χ χ   (3.32) 

Требованию, чтобы амплитуда рассеяния была инвариантна отно-
сительно инверсии пространства, можно удовлетворить, если по-
ложить 

( , ) ( , ) 0.C s t D s t= =    (3.33) 
Следовательно, амплитуда рассеяния частицы со спином 1 / 2  

на частице со спином нуль при учете закона сохранения четности 
(инвариантность амплитуды рассеяния относительно инверсии 
пространства) содержит только две инвариантные амплитуды 

( , )A s t  и ( , )B s t  и, соответственно, имеет вид 
( , ) (3) (1) ( , ) (3)( ) (1).M A s t B s t n+ += χ χ + χ σ χ  (3.34) 

Следует отметить, что полученная амплитуда рассеяния M  
(3.34) инвариантна также и относительно обращения времени. Дей-
ствительно, при обращении времени, когда r r r′→ = , а время 
t t t′→ = − , спиновая волновая функция и операторы преобразуют-
ся по антиунитарному закону [6]: 



*,

.
t

T
t t

U

A A U A U +

′χ→ χ = χ

→ =
    (3.35) 

где TA  – транспонированный оператор, а матрица tU  для частиц 
со спином 1 / 2  имеет вид: 

2 2exp .
2t
iU iπ⎧ ⎫= − σ = − σ⎨ ⎬

⎩ ⎭
   (3.35а) 

Следовательно, при обращении времени матрицы σ  меняет знак: 

2 2 .Ti iσ→ σ = − σ σ σ = −σ      
При обращении времени импульс также меняет знак, при этом на-
чальное и конечное состояния меняются местами, т.е. pp ′↔ , по-
этому единичный вектор n  при обращении времени меняет знак:  

.n n n→ = −      
Следовательно, матрица ( )nσ  при обращении времени не меняет 
знак: 

( ) ( ) ( ) ( ).T
t tn n U n U n+σ → σ = σ = σ    (3.36) 

Тогда преобразование инварианта  (3)( ) (1)n+χ σ χ  при обращении 
времени определяется следующей цепочкой: 

2 2

(3)( ) (1) (1)( ) (3)

(1) ( ) *(3) (1)( ) *(3)

(3)( ) (1).

T T T

n n

n n

n

+ +

+

χ σ χ → χ σ χ =

= χ σ σ σ χ = χ σ χ =

= χ σ χ

   

При написании этой цепочки равенств используются соотнлшения 
(3.35), (3.35а) и (3.36). Следовательно эта величина инвариантна 
относительно обращения времени. 

Совершенно аналогично можно показать, что величина  
(3) (1)+χ χ  при обращении времени не меняется. Следовательно, ам-

плитуда M  (3.34) инвариантна относительно обращения времени, 
и никакие новые ограничения на вид амплитуды рассеяния требо-
вание инвариантности относительно обращения времени не накла-
дывает. 

Пусть в рассматриваемой системе отсчета имеется выделенное 
направление, т.е. ось 3. Тогда падающий и выходящий из реакции 
пучки частиц можно характеризовать проекцией спина на эту ось, 
т.е. спиноры (1)χ  и (3)χ  являются собственными функциями опе-



ратора 3S  с собственным значением μ . Следовательно, амплитуду 
рассеяния можно характеризовать проекциями 1μ  и 3μ , и она име-
ет вид  

3 1 3 3 1 1 3 3 1 1
( , ) ( , ) ( ) .j j j jM A s t B s t n+ +

μ μ μ μ μ μ= χ χ + χ σ χ   (3.37) 
Учитывая соотношение (3.11), можно записать 

3 3 1 1 3 3 1 1 3 1

1/2
*

1/2
( ) ( )j j j j

+
μ μ μ μ μ μ

ρ=−

χ χ = χ ρ χ ρ = δ∑     

и  

3 3 1 1 3 3 1 1 3 1

1/2
*

, 1/2
( ) ( )( ) ( ) ( ) .j j j jn n n+

′μ μ μ ρρ μ μ μ
′ρ ρ =−

′χ σ χ = χ ρ σ χ ρ = σ∑   

Следовательно, амплитуду рассеяния 
3 1

Mμ μ  можно представить в 
виде 

3 1 3 1 3 1
( , ) ( , )( ) .M A s t B s t nμ μ μ μ μ μ= δ + σ   (3.38) 

Наконец, амплитуду упругого рассеяния частицы со спином 1 / 2  на 
частице со спином нуль можно представить в виде матрицы 
2 2× ,которая записывается  

( , ) ( , )( ),M A s t I B s t n= + σ    (3.38а) 
т.е. она содержит единичную матрицу и матрицу ( )nσ . 

В п. 2.1 было показано, что спиновая структура потенциала 
взаимодействия ядерных частиц со спинами нуль и 1 / 2  имеет вид 
(1.36) 

0( ) ( ) ( )( ),LSV r V r V r Sl= +    (3.39) 

где l  – орбитальный относительный момент 1 [ ]l rp= . Второй 

член в потенциале (3.39) описывает спин-орбитальное взаимодей-
ствие. Покажем, что наличие в потенциале спин-орбитального 
взаимодействия приводит к амплитуде рассеяния M  (3.38). Дейст-
вительно, в борновском приближении амплитуда рассеяния опре-
деляется выражением 

312
02 ( ( ) ( )( ))

2

f ip r p ri i

LS
mM e V r V r Sl e d r

−
= − +

π ∫  .  



где fp  и ip  – импульсы частицы в конечном и начальном состоя-
нии, соответственно, а 12m  – приведенная масса сталкивающихся 
частиц. Тогда эту амплитуду рассеяния можно записать в виде: 

312
2( ) ( ( ) ),

2

f ip r p ri i

LS
mM A q S e V r le d r

−
= + −

π ∫    

где f iq p p= − , а ( )A q  определяется выражением 

312
02( ) ( )

2

qrimA q e V r d r
−

= −
π ∫ .    

Рассмотрим второй член амплитуды M . Поскольку имеет ме-
сто соотношение 

,][1)(1ˆ1 1111

11

rpi

k

rpi

nmkmn

rpi

nmkmn

rpi

k eprepreprel =ε=ε=   

то амплитуду рассеяния можно представить в виде 

312
3( ) ( ) ( ) ( ) .

2

qri
k kmn i n m LS

mM A q S p e r V r d r
−

= + − ε
π ∫    

Рассмотрим интеграл, входящий в это выражение. Поскольку 
он параметрически зависит от единственного вектора q , то можно 
записать 

3( ) ( ),
qri

m LS me r V r d r q C q
−

=∫     

где  

3
2

1( ) ( ) ( ) .
qri

LSC q e qr V r d r
q

−
= ∫     

Тогда амплитуда рассеяния запишется как 
12

3( ) ( )( [ ]) ( )
2 i
mM A q S qp C q= + −
π

.    

Учитывая определение q  и введя единичный вектор перпендику-
лярный плоскости реакции 

[ ]
,

[ ]
f i

f i

p p
n

p p
=      

получим для амплитуды рассеяния частицы со спином нуль на час-
тице со спином 1 / 2  в борновском приближении следующее выра-
жение: 



2 2( ) ( )( ).M A q B q n= + σ      
Видно, что )(~)( 22 qCqB . Следовательно, если ( ) 0LSV r ≡ , т.е. 
спин-орбитальным взаимодействием можно пренебречь, то 

2( ) 0B q ≡ . Тогда  амплитуда упругого рассеяния частицы со спи-
ном нуль на частице со спином 1 / 2  не содержит члена с матрицей 
( )nσ . Таким образом, наличие в ядерном взаимодействии спин-
орбитальных сил приводит к указанному члену.  
 
 

3.3. Разложение по инвариантным амплитудам  
амплитуды упругого рассеяния нуклона на нуклоне 

 
Рассмотрим амплитуду упругого рассеяния нуклона на нукло-

не, т.е. частицы со спином 1 / 2  на частице со спином 1 / 2 . Такой 
процесс характеризуется четырьмя спиновыми волновыми функ-
циями (1), (2), (3), (4)+ +χ χ χ χ , а также четырьмя импульсами частиц 

1 2 3 4, , ,p p p p . Так же, как и в случае рассеяния частицы со спином 
1 / 2  на частице со спином нуль, построим из импульсов частиц три 
инвариантных относительно преобразований Галилея и ортонор-
мированных единичных вектора , ,m l n  (3.21) (3.22): 

[ ], , .
[ ]

p p p p ppm l n
p p p p pp

′ ′ ′+ −
= = =

′ ′ ′+ −
   

Так же, как и в предыдущем параграфе, из спиновых волновых 
функций четырех нуклонов можно построить два скаляра (3) (1)+χ χ  
и (4) (2)+χ χ , а также два вектора 1(3) (1)+χ σ χ  и 2(4) (2)+χ σ χ . Мат-
рицы Паули 1σ  и 2σ  действуют на спиновые функции первого и 
второго нуклона соответственно. Вообще говоря, можно построить 
еще два скаляра (4) (1), (3) (2)+ +χ χ χ χ  и два вектора 

1 2(4) (1), (3) (2)+ +χ σ χ χ σ χ . Однако они не независимы, в частности, 
можно показать, что имеет место соотношение: 

1 2

( (4) (1))( (3) (2)) ( (3) (1))( (4) (2))

( (3) (1))( (4) (2)),

+ + + +

+ +

χ χ χ χ = α χ χ χ χ +

+β χ σ χ χ σ χ
  



где α  и β  – некоторые числовые коэффициенты, которые выра-
жаются через 9 j -коэффициенты Вигнера. Это будет видно из рас-
смотрения, проведенного в п. 3.5. 

Построенные выше скаляры и векторы принадлежат спиновому 
пространству каждой из частиц. Из этих двух независимых скаля-
ров и двух независимых векторов можно сконструировать  в 4-
мерном спиновом пространстве двух нуклонов следующие инвари-
антные относительно преобразований Галилея величины: 

а) Скаляр  
( (4) (3)) ( (2) (1)) ( (4) (2)) ( (3) (1))

( (4) (2))( (3) (1))

I+ + + +

+ +

χ ⊗χ χ ⊗χ = χ χ ⊗ χ χ =

= χ χ χ χ
(3.40) 

в последнем равенстве данной цепочки учтено, что оба сомножите-
ля являются обычными числами, поэтому знак прямого произведе-
ния опущен. В этом выражении I  – единичная матрица размерно-
сти 4 4×  ( (1) (2)I I I= ⊗ , где (1)I  и (2)I  – единичные 2 2×  матрицы, 
действующие в спиновом пространстве первого и второго нуклона, 
соответственно);  

б) два вектора 
(2)

1
(2)

1

1

( (4) (3))( )( (2) (1))

( (4) (2)) ( (3) (1))

( (4) (2))( (3) (1))

I

I

+ +

+ +

+ +

χ ⊗χ ⊗σ χ ⊗χ =

= χ χ ⊗ χ σ χ =

= χ χ χ σ χ

  (3.41а) 

и 
(1)

2
(1)

2

2

( (4) (3))( )( (2) (1))

( (4) (2)) ( (3) (1))

( (4) (2))( (3) (1));

I

I

+ +

+ +

+ +

χ ⊗χ σ ⊗ χ ⊗χ =

= χ σ χ ⊗ χ χ =

= χ σ χ χ χ

  (3.41а) 

в) тензор второго ранга 

2, 1,

2, 1,

2, 1,

( (4) (3))( )( (2) (1))

( (4) (2)) ( (3) (1))

( (4) (2))( (3) (1)).

i j

i j

i j

+ +

+ +

+ +

χ ⊗χ σ ⊗σ χ ⊗χ =

= χ σ χ ⊗ χ σ χ =

= χ σ χ χ σ χ

  (3.42) 

Преобразуем построенные выше величины. Во-первых, вместо 
двух построенных выше векторов (3.41) введем два других вектора 
– сумму и разность выписанных векторов: 



(2) (1)
1 2

(2) (1)
1 2

( (4) (3))( )( (2) (1)),

( (4) (3))( )( (2) (1)).

I I

I I

+ +

+ +

χ ⊗χ ⊗σ + σ ⊗ χ ⊗χ

χ ⊗χ ⊗σ −σ ⊗ χ ⊗χ
 (3.42) 

Во-вторых, тензор второго ранга совершенно так же, как это было 
сделано в гл.1, разложим на неприводимые ковариантные величи-
ны, т.е. на  

а) скаляр: 

2 1( (4) (3))( )( (2) (1)),+ +χ ⊗χ σ ⊗σ χ ⊗χ   (3.43) 
б) антисимметричный тензор второго ранга  

2, 1, 2, 1,( (4) (3))( )( (2) (1)),i j j i
+ +χ ⊗χ σ ⊗σ −σ ⊗σ χ ⊗χ   

который эквивалентен дуальному вектору 

2 1( (4) (3))[ ]( (2) (1)),+ +χ ⊗χ σ ⊗σ χ ⊗χ    (3.44) 
в) симметричный тензор второго ранга со шпуром, равным ну-

лю: 
( (4) (3)) ( (2) (1)),ijS+ +χ ⊗χ χ ⊗χ    (3.45) 

где  

2, 1, 2, 1, 2 1
2 ( ).
3ij i j j i ijS ≡ σ ⊗σ + σ ⊗σ − δ σ ⊗σ  (3.45а) 

Таким образом, из спиновых волновых функций построили два 
скаляра (3.40) и (3.43), три вектора (3.42) и (3.44) и симметричный 
тензор второго ранга со шпуром, равным нулю (3.45). Всего 16 ве-
личин. 

Все построенные выше величины, как из импульсов частиц, так 
и из их спиновых волновых функций инвариантны относительно 
преобразований Галилея. Следовательно, для построения инвари-
антов относительно вращения необходимо свернуть величину, по-
строенную из импульсов, с соответствующей величиной, постро-
енной из спиновых волновых функций. Поэтому необходимо по-
строить тензоры второго ранга из трех ортонормированных еди-
ничных векторов , ,m l n . Эти тензоры будут сворачиваться с сим-
метричным тензором второго ранга со шпуром, равным нулю, по-
строенным из спиновых волновых функций. Всего из указанных 
выше векторов можно построить шесть симметричных векторов 
второго ранга: 

, , , , , .i j i j i j i j j i i j j i i j j im m l l n n m l m l l n l n m n m n+ + +   (3.46) 



Однако среди этих шести тензоров не все независимы. Действи-
тельно, вектор n  пропорционален вектору [ ]pp′  ( ~ [ ]n pp′ ), следо-
вательно, для тензора второго ранга можно написать 

~ .i j ikl jmn k l m nln n p p p p′ ′ε ε     
Тогда, воспользовавшись хорошо известным соотношением  

n ,
ikl jmn ij km nl im kn li in ki lm

ij kn lm im kj l in km lj

ε ε = δ δ δ + δ δ δ + δ δ δ −

−δ δ δ − δ δ δ − δ δ δ
   

можно свести данный тензор к другим тензорам. Таким образом, 
имеется всего пять независимых симметричных тензоров второго 
ранга. 

После всего сказанного легко написать 16 инвариантов относи-
тельно преобразований Галилея и вращений, составленных из им-
пульсов частиц и их спиновых волновых функций. Они приведены 
в табл. 3.1. 

Необходимо отметить, что в этой таблицы и далее, так же как и 
в гл. 1, опущен знак прямого произведения, и в соответствии с 
этим, в прямых произведениях (1)

2 Iσ ⊗  и (2)
1I ⊗σ  опускается еди-

ничная матрица. Это не вызывает недоразумений. Действительно, 
рассмотрим второй инвариант из табл. 3.1. Он определяется выра-
жением (3.43): 

2 1

2 1 2 1

( (4) (3))( )( (2) (1))

( (4) (2)) ( (3) (1)) ( (4) (2))( (3) (1)).

+ +

+ + + +

χ ⊗χ σ ⊗σ χ ⊗χ =

= χ σ χ ⊗ χ σ χ = χ σ χ χ σ χ
 

С другой стороны, при записи, когда опущен знак прямого произ-
ведения, как это сделано в табл. 3.1, необходимо учитывать, что 
оператор 2σ  действует на спиноры (2)χ  и (4)+χ , а оператор 1σ  – 
на спиноры (1)χ  и (2)+χ , тогда можно написать: 

 
Таблица 3.1   

   
N             Инвариант 

pη  Tη  

1 (4) (3) (2) (1)+ +χ χ χ χ  +1 +1 

2 
2 1(4) (3)( ) (2) (1)+ +χ χ σ σ χ χ  +1 +1 

3 
2 1(4) (3)( ) (2) (1)m+ +χ χ σ + σ χ χ  -1  



4 
2 1(4) (3)( ) (2) (1)l+ +χ χ σ + σ χ χ  -1  

5 
2 1(4) (3)( ) (2) (1)n+ +χ χ σ + σ χ χ  +1 +1 

6 
2 1(4) (3)( ) (2) (1)m+ +χ χ σ −σ χ χ  -1  

7 
2 1(4) (3)( ) (2) (1)l+ +χ χ σ −σ χ χ  -1  

8 
2 1(4) (3)( ) (2) (1)n+ +χ χ σ −σ χ χ  +1 +1 

9 
2 1(4) (3)[ ] (2) (1)m+ +χ χ σ σ χ χ  -1  

10 
2 1(4) (3)[ ] (2) (1)l+ +χ χ σ σ χ χ  -1  

11 
2 1(4) (3)[ ] (2) (1)n+ +χ χ σ σ χ χ  +1 -1 

12 (4) (3) (2) (1)ij i jS l l+ +χ χ χ χ  +1 +1 

13 (4) (3) (2) (1)ij i jS m m+ +χ χ χ χ  +1 +1 

14 (4) (3) ( ) (2) (1)ij i j j iS l m l m+ +χ χ + χ χ  +1 -1 

15 (4) (3) ( ) (2) (1)ij i j j iS l n l n+ +χ χ + χ χ  -1  

16 (4) (3) ( ) (2) (1)ij i j j iS n m n m+ +χ χ + χ χ  -1  

  

2 1 2 1(4) (3)( ) (2) (1) ( (4) (2))( (3) (1)).+ + + +χ χ σ σ χ χ = χ σ χ χ σ χ    
Результативно эти два выражения совпадают. Однако если запи-
сать матрицу рассеяния нуклона на нуклоне, то она должна быть 
матрицей 4 4× , следовательно, 2 1( )σ σ  надо понимать как прямое 
произведение. 

Таким образом, разложение амплитуды рассеяния частицы со 
спином 1 / 2  на частице со спином 1 / 2  должно содержать 16 инва-
риантных амплитуд, зависящих от двух инвариантных переменных 
s  и t , которые определяются равенствами (3.26). Однако при рас-
смотрении рассеяния нуклона на нуклоне необходимо учитывать 
закон сохранения четности в сильных взаимодействиях. Это озна-
чает, что  амплитуда рассеяния должна быть инвариантна относи-
тельно инверсии пространства, т.е. когда, ,r r r′→ = −  а .t t t′→ =  
Инвариантные амплитуды при инверсии пространства не меняют-
ся, так как переменные s  и t  не меняются при таком преобразова-
нии. Следовательно, для ответа на этот вопрос необходимо рас-
смотреть, как преобразуются при инверсии пространства инвари-



анты, выписанные в табл. 3.1. Как уже упоминалось в п. 3.2, им-
пульсы частиц при инверсии пространства  меняют знак. Поэтому 
единичные векторы m  и l  меняют знак (3.39), а единичный вектор 
n  знак не меняет (3.39а). Значит, при инверсии пространства пять 
независимых тензоров второго ранга преобразуются следующим 
образом: 

, ,

,

( ),

i j i j i j i j i j i j

i j j i i j j i i j j i

i j j i i j j i i j j i

m m m m m m l l l l l l

l m l m l m l m l m l m

l n l n l n l n l n l n

′ ′ ′ ′→ = → =

′ ′ ′ ′+ → + = +

′ ′ ′ ′+ → + = − +

   

( ).i j j i i j j i i j jm n m n m n m n m n m n′ ′ ′ ′+ → + = − +   
Спиновые операторы 1σ  и 2σ  при инверсии пространства не 

меняются. Используя матрицу преобразования спиновых волновых 
функций gt  (1.16), легко убедится, что в результате инверсии про-
странства (преобразования (1.18)) спиновые матрицы, входящие в 
инварианты табл. 3.1, не меняются. Напомним, что прямое произ-
ведение двух единичных матриц дает единичную матрицу. В ре-
зультате каждый из инвариантов табл. 3.1 при инверсии простран-
ства умножится на множитель Pη , который равен либо 1+ , либо 

1− . Значения Pη  приведены в третьем столбце таблицы. Видно, 
что восемь инвариантов меняют знак при инверсии пространства. 
Следовательно, чтобы удовлетворить закону сохранения четности, 
т.е. требованию инвариантности амплитуды M  относительно ин-
версии пространства эти инварианты не должны входить в разло-
жение амплитуды M  по инвариантным амплитудам, Таким обра-
зом, разложение амплитуды M  можно представить в виде: 



2 1

2 1

2 1

2 1

( , ) (4) (3) (2) (1)

( , ) (4) (3)( ) (2) (1)

( , ) (4) (3)( ) (2) (1)

( , ) (4) (3)( ) (2) (1)

( , ) (4) (3)[ ] (2) (1)

( , ) (4) (3

M a s t I

b s t

c s t n

d s t n

e s t n

f s t

+ +

+ +

+ +

+ +

+ +

+ +

= χ χ χ χ +

+ χ χ σ σ χ χ +

+ χ χ σ + σ χ χ +

+ χ χ σ − σ χ χ +

+ χ χ σ σ χ χ +

+ χ χ ) (2) (1)

( , ) (4) (3) (2) (1)

( , ) (4) (3) ( ) (2) (1),

ij i j

ij i j

ij i j j i

S l l

g s t S m m

h s t S l m l m

+ +

+ +

χ χ +

+ χ χ χ χ +

+ χ χ + χ χ

 (3.47) 

где , , , , , , ,a b c d e f g h  – инвариантные амплитуды, зависящие от 
двух переменных, как для всякого процесса 2 2→ . 

Пусть так же, как в предыдущем случае, спиновые состояния 
падающих и выходящих из реакции частиц характкризуются в не-
которой системе отсчета проекциями на выделенную ось, т.е. спи-
новые функции ( )iχ  ( 1,2,3,4)i =  являются собственными функ-
циями оператора 3S  и соответствуют собственному значению 

, 1,2,3,4i iμ = . В соответствии этим амплитуду упругого рассеяния 
можно также характеризовать в этой системе отсчета проекциями 
спинов частиц на ось 3. Учитывая определение прямого произведе-
ния двух матриц 

2 1 2 1 2 1 12 1 , 2 1( ) ( ) ( ) ,′ ′ ′ ′ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρσ ⊗σ ≡ σ σ     
а также определения спиновой волновой функции двух нуклонов 

2 1 2 1 2 1 2 2 1 12 1 , ,( ) ( ) ( ) ,μ μ ρ ρ μ μ μ ρ μ ρχ ⊗χ = χ ρ χ ρ = δ δ    
амплитуду рассеяния M  в этом случае можно представить в виде 

4 3 2 1 4 2 3 1 ,4 3 2 1

4 3 2 1 4 3 2 1

4 3 2 1 4 3 2 1

, 2 1

1 2 , 1 2 ,

2 1 , 2 1 ,

2

( , ) ( , )( )

( , )(( ) ) ( , )(( ) )

( , )([ ] ) ( , )(( )( ))

( , )((

M a s t b s t

c s t n d s t n

e s t n f s t l l

g s t m

μ μ μ μμ μ μ μ μ μ μ μ

μ μ μ μ μ μ μ μ

μ μ μ μ μ μ μ μ

= δ δ + σ σ +

+ σ + σ + σ − σ +

+ σ σ + σ σ +

+ σ
4 3 2 1

4 3 2 1

1 ,

2 1 2 1 ,

)( ))

( , )(( )( ) ( )( )) .

m

h s t l m m l
μ μ μ μ

μ μ μ μ

σ +

+ σ σ + σ σ

 (3.48) 



Следовательно, амплитуду упругого рассеяния нуклона на нуклоне 
можно представить в виде матрицы 4 4× , и ее разложение по инва-
риантным амплитудам имеет вид: 

2 1 1 2

1 2 2. 1

2 1 2 1

2 1 2 1

( , ) ( , )( ) ( , )(( ) )
( , )(( ) ) ( , )([. ] )

( , )(( )( )) ( , )(( )( ))

( , )(( )( ) ( )( )).

M a s t b s t c s t n
d s t n e s t n

f s t l l g s t m m

h s t l m m l

= + σ σ + σ + σ +

+ σ − σ + σ σ +

+ σ σ + σ σ +

+ σ σ + σ σ

 (3.48а) 

Отметим, что в этом выражении произведение матриц 1σ  и 2σ  яв-
ляется прямым произведением матриц и, соответственно, любая 
спиновая матрица, стоящая в правой стороне равенства, является 
матрицей 4 4× , включая единичную матрицу, стоящую у инвари-
антной амплитуды ( , )a s t . 

Потребуем, чтобы амплитуда M  была инвариантна относи-
тельно обращения времени. Как упоминалось в п. 3.2, при обраще-
нии времени импульсы меняют знак, т.е. p p→−  и p p′ ′→ − , а 
также происходит замена начального состояния конечным и наобо-
рот )( pp ′↔ . Соответственно, единичные векторы , ,m l n  при об-
ращении времени преобразуются следующим образом: 

, ,m m l l n n→− → →− . 
Учитывая закон преобразования прямого произведения двух 

спиновых матриц (1.30) при обращении времени, легко найти, что 
каждый из инвариантов, построенный из спиновых матриц и им-
пульсов, при обращении времени умножится на множитель tη , ко-
торый равняется либо 1+ , либо 1− . В табл. 3.1 в четвертом столбце 
приведены значения множителя tη  для инвариантов. Видно, что 
инварианты 2 1([ ] )nσ σ  и 2 1 2 1(( )( ) ( )( ))l m m lσ σ + σ σ  умножаются на 

1− , и, следовательно, для удовлетвореня требованию инвариантно-
сти амплитуды рассеяния M  относительно обращения времени 
необходимо потребовать, чтобы 

( , ) ( , ) 0.e s t h s t= =     (3.49) 
Таким образом, амплитуда M , удовлетворяющая требованию 

инвариантности относительно инверсии пространства и обращения 
времени, должна иметь вид 



2 1 1 2

1 2 2 1

2 1

( , ) ( , )( ) ( , )(( ) )

( , )(( ) ) ( , )(( )( ))
( , )(( )( )).

M a s t b s t c s t n

d s t n f s t l l
g s t m m

= + σ σ + σ + σ +

+ σ − σ + σ σ +

+ σ σ

 (3.50) 

Пусть рассеиваются тождественные частицы. Тогда амплитуда 
M  должна быть симметрична относительно перестановки 1 2↔ . 
Такая перестановка означает, что 1 2σ ↔ σ , а импульсы p  и p′  пе-
реходят в p−  и p′− . Это соответствует следующему преобразова-
нию единичных векторов , ,m l n : 

, , .m m l l n n→ − → − →      
При таком преобразовании операторов спина и единичных векто-
ров , ,m l n  меняет знак лишь один инвариант, а именно 1 2( )nσ −σ , 
поэтому для тождественных частиц необходимо положить  

( , ) 0.d s t =     (3.51) 
Таким образом, амплитуда рассеяния двух нуклонов, M инва-

риантная относительно преобразований Галилея, вращения, преоб-
разования инверсии, обращения времени и симметричная относи-
тельно перестановки 21↔ , определяется пятью инвариантными 
амплитудами, и ее разложение по этим амплитудам имеет вид 

2 1 1 2

2 1 2 1

( , ) ( , )( ) ( , )(( ) )

( , )(( )( )) ( , )(( )( )),

M a s t b s t c s t n

f s t l l g s t m m

= + σ σ + σ + σ +

+ σ σ + σ σ
 (3.52) 

где , , , ,a b c f g  – инвариантные амплитуды, зависящие от инвари-
антных переменных s  и t . 

В случае NN -взаимодействия  имеется дополнительная инва-
риантность – принцип зарядовой независимости ядерных сил. Как 
показано в п. 1.3, согласно этому принципу, гамильтониан двух 
нуклонов, а следовательно, и амплитуда рассеяния M  инвариантна 
относительно вращений в изотопическом пространстве. Там же 
было показано, что в изотопическом пространстве двух нуклонов 
можно построить два инварианта I  и 2 1( )τ τ , где 1τ  и 2τ  – матрицы 
Паули в изотопическом пространстве каждого из нуклонов, а, I  – 
единичная матрица. В соответствии с этим амплитуду рассеяния 
нуклона на нуклоне M  можно представить в виде 

0 1 2 1( ).M M I M= + τ τ    (3.53) 



В этом выражении амплитуды 0M  и 1M определяются соотноше-
нием (3.52) с инвариантными амплитудами 0 0 0 0 0, , , ,a b c f g  и 

1 1 1 1 1, , , ,a b c f g  соответственно. 
 
 
3.4. Разложение амплитуды треххвостки по инвариантным 

амплитудам 
 
В данном параграфе рассмотрим выделение кинематической 

зависимости амплитуды распада частицы 1 на частицы 2  и 3 , т.е. 
процесса 1 2 3→ + . Такой процесс называется треххвосткой, так 
как в процессе участвуют три частицы. Пусть каждая из частиц 
имеет спин ( 1,2,3)ij i = , и спиновые состояния частиц описывают-
ся спиновыми волновыми функциями ( 1,2,3)

ij
iχ = , которые инва-

риантны относительно преобразований Галилея. Как упоминалось 
ранее, в соответствии с принципом суперпозиции элементы матри-
цы рассеяния M  должны быть линейны по спиновым функциям. 
Следовательно, в амплитуду M  должны входить 

1j
χ  и 

2 3
,j j

+ +χ χ  со-
гласно условию, что конечным частицам соответствуют эрмитов-
ски сопряженные спиновые функции. 

В нашем распоряжении имеются скорости трех частиц 1 2 3, ,v v v . 
Из них можно построить единичный вектор 23n , инвариантный от-
носительно преобразований Галилея, где 

.i k
ik

i k

v vn
v v
−

=
−

    (3.54) 

Вектор 23n  можно записать через галилеев инвариантный импульс 
p  частиц 2  и 3  в их Ц-системе: 

2 3
23 23

2 3
, ( ).p p pn p m

p m m
= κ = = −   (3.54а) 

Таким образом, задача о выделении инвариантных амплитуд в 
треххвостке сводится к построению всех независимых инвариантов 
относительно преобразований Галилея и вращений  из вектора 23n  
и спиновых функций. 



Как и ранее, будем характеризовать спиновые состояния частиц 
их спиновыми волновыми функциями 

ij
χ  и, соответственно, их 

компонентами { ( ), ,... }j j jχ ρ ρ = − +  (3.9), (3.10), (3.11). 
Сконструируем соответствующие инварианты. С этой целью 

построим спиновую волновую функцию системы двух частиц 2  и 
3 , которую обозначим через 

23
(2,3)jχ ,из спиновых функций час-

тиц 2 и 3 . Эта функция является собственной функцией оператора 
2

2 3( )S S+ , которая соответствует собственному значению 23j : 

23 23

2
2 3 23 23( ) ( 1) .j jS S j j+ χ = + χ   (3.55) 

Она содержит 23(2 1)j +  компоненту: 

{ }23 23 23 23 23 23(2,3) (2,3; ) ,...., ,j j j jχ = χ ρ ρ = − +   (3.56) 

где компоненты 
23 23(2,3; )jχ ρ  определяются с помощью  коэффи-

циентов Клебша–Гордана  и имеют вид 
23 23

23 2 32 2 3 3

2 3

23 2 3(2,3; ) ( ) ( ).j
j j jj jC ρ

ρ ρ
ρ ρ

χ ρ = χ ρ χ ρ∑   (3.56а) 

Таких спиновых функций можно построить несколько с разными 
значениями 23j . При этом 23j  меняются в пределах 

2 3 23 2 3j j j j j− ≤ ≤ + . Отметим, что построенные выше спиновые 
функции не являются собственными функциями оператора 

2 3( )zS S+ . 
Следующим шагом будет построение собственный функции 

оператора 2( )S l+ , соответствующей собственному значению 1j : 

1 1

2
1 1( ) ( ;2,3) ( 1) ( ;2,3),j jS l j j+ χ κ = + χ κ   (3.57) 

где 2 3S S S= +  – оператор суммарного спина частиц 2и 3 , а l  – 
оператор относительного орбитального момента частиц 2  и 3 . 
Спин-угловая  волновая функция 

1
( ;2,3)jχ κ  имеет 1(2 1)j +  компо-

ненту: 

{ }
1 1 1 1 1 1( ;2,3) ( ;2,3; ), ,..., ,j j j jχ κ = χ κ ρ ρ = − +  (3.58) 

где компоненты спин-угловой волновой функции 
1 1( ;2,3; )jχ κ ρ  оп-

ределяются соотношением: 



23 231 1

1 2 323 23 2 2 3 3

2 3 23

1 2 3( ;2,3; ) ( ) ( ) ( ).jj
j j j lmj lm j j

m
C C Yρρ

ρ ρ ρ
ρ ρ ρ

χ κ ρ = χ ρ χ ρ κ∑  (3.58а) 

В выражении (3.58а) входит шаровая функция ( )lmY κ , которая опи-
сывает относительный орбитальный момент частиц 2  и 3  и явля-
ется собственной функцией оператора 2l : 

2 ( ) ( 1) ( ).lm lml Y l l Yκ = + κ      
Отметим, что построенная таким образом функция 

1
( ;2,3)jχ κ  не 

является собственной функцией оператора проекции на некоторую 
ось ( )zS l+ . 

Спин-угловая функция 
1
( ;2,3)jχ κ  обладает такими же транс-

формационными свойствами, что и функция частицы со спином 1j , 
т.е. 

{ }
1 1 1 1 1 1( ), ,..., .j j j jχ = χ ρ ρ = − +    (3.59) 

Произведение эрмитовски сопряженной спин-угловой функции 

1
( ;2,3)jχ κ  на спиновую функцию 

1j
χ  является инвариантом как 

относительно преобразования Галилея, так и относительно враще-
ний. Таким образом, из спиновых волновых функций частиц 1,2,3  
и их импульсов сконструированы инварианты 

1

1 1 1 1

1 1

*
1 1( ;2,3) ( ;2,3; ) ( )

j

j j j j
j

+
+

ρ =−

χ κ χ = χ κ ρ χ ρ∑ .  (3.60) 

Каждый такой инвариант характеризуется двумя числами 23j  и l . 
Число инвариантов определяется тем, какие значения принимают 
эти числа. Из построения инвариантов видно, что 23j  и l  могут 
изменяться в следующих пределах: 

2 3 23 2 3

23 1 23 1

,

.

j j j j j

j j l j j

− ≤ ≤ +

− ≤ ≤ +
   (3.61) 

Для построения разложения амплитуды распада частицы 1 на 
2  и 3 , т.е. треххвостки, по инвариантным амплитудам необходимо 
умножить каждый инвариант на свою весовую функцию, которая 
является инвариантной амплитудой (их еще для процессов распада 
называют форм-факторами): 



1

1 1

23 1 1

*
23 1 1( , ) ( ;2,3; ) ( ).

j

j j
j l j

M j l
+

ρ =−

= Γ χ κ ρ χ ρ∑ ∑   (3.62) 

Используя определение спин-угловых функций 
1
( ;2,3)jχ κ  (3.58а), 

это разложение можно представить в виде 

 23

23 231 1

2 3 123 23 2 2 3 3

1 2 3 23

23

* * *
2 3 1

( , )

( ) ( ) ( ) ( ).
j l

jj
j j j lmj lm j j

m

M j l

C C Yρρ
ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ

= Γ ×

× χ ρ χ ρ χ ρ κ

∑

∑
(3.63) 

При написании выражения (3.63) учтено, что коэффициенты Клеб-
ша–Гордана действительны. Следует отметить, что если частицы 
1,2,3  – реальные, т.е. 2 2 ( 1,2,3)i ip m i= = , то амплитуды 23( , )j lΓ  
являются константами. 

Пусть спиновые волновые функции частиц являются собствен-
ными функциями оператора проекции спина на некоторое направ-
ление (ось 3) в некоторой системе отсчета, т.е. спиновые функции 
характеризуются проекцией спина iμ : 

3 ( 1,2,3),
i i i ij i jS iμ μχ = μ χ =      

тогда амплитуду процесса M  также можно характеризовать про-
екциями спинов частиц на выделенное направление. В соответст-
вии с этим, используя (3.11), амплитуду M  можно представить как 

23 23 1 1

1 2 3 2 2 3 3 23 23

23 23

*
, 23( , ) ( ).j j

lmj j j lm
J L m

M j l C C Yμ μ
μ μ μ μ μ μ

μ

= Γ κ∑ ∑   (3.64) 

В этом случае построенная выше спиновая волновая функция 

23
(2,3)jχ  (3.55) является также собственной функцией оператора 

2 3( )zS S+  и соответствует собственному значению 23 2 3μ = μ + μ , 
т.е. 

23 23 23 232 3 23( ) (2,3) (2,3).z j jS S μ μ+ χ = μ χ   (3.65) 

Следовательно, спиновая волновая функция 
23 23

(2,3)j μχ  в соответ-
ствии с (3.56а) имеет одну компоненту и записывается в виде 

23 23

23 23 23 232 2 3 323(2,3; ) .j
j j jC μ
μ ρ μμ μχ ρ = δ   (3.66) 

Соответственно, спин-угловая функция 
1
( ;2,3)jχ κ  (3.58) опре-

деляется компонентами 
1 1( ;2,3; )jχ κ ρ , которые можно представить 

в виде 



23 231 1

1 23 23 2 2 3 31( ;2,3; ) ( ),jj
j lmj lm j j

m
C C Yμρ

μ μ μχ κ ρ = κ∑   (3.67) 

а компонента с 1 1ρ = μ  в соответствии с (3.67) запишется как 
23 231 1

1 1 2323 23 1 23 2 2 3 31( ;2,3; ) ( ).jj
j lJ l j jC C Yμμ

μ −μμ μ −μ μ μχ κ μ = κ  (3.68) 

Рассмотрим построенные выше инварианты 
1 1
( ;2,3)j j

+χ κ χ  
(3.60). Их можно записать в виде: 

1 1

23 231 1

2 3 123 23 2 2 3 3

1 2 3 23

* * *
2 3 1

( ;2,3)

( ) ( ) ( ) ( ).

j j

jj
j j j lmj lm j j

m
C C Y

+

ρρ
ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ

χ κ χ =

⎧ ⎫⎪ ⎪= χ ρ χ ρ χ ρ κ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑
 (3.69) 

Введем величину lmT Δ , которую определим соотношением 
23 231 1

2 3 123 23 2 2 3 3

1 2 3 23

* *
2 3 1( ) ( ) ( ).jj

lm j j jj lm j jT C C ρρΔ
ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ

≡ χ ρ χ ρ χ ρ∑  (3.70) 

Эта величина называется спин-тензором. Она преобразуется как 
шаровой (2 1)l + -вектор. Однако этот шаровой вектор построен из 
спиновых функций. Верхний индекс у спин-тензора Δ  обозначает 
дополнительные величины, характеризующие этот спин-тензор. В 
случае треххвостки имеется всего одна такая величина 23j . Тогда 
построенные инварианты можно записать как 

23

1 1

*( ;2,3) ( )j
j j lm lm

m
T Y+χ κ χ = κ∑ .  (3.71) 

Следовательно, можно сказать, что для построения инвариантов 
необходимо построить из спиновых волновых функций частиц 
спин–тензор, который преобразуется как (2 1)l + -шаровой вектор, 
Затем, из импульсов, участвующих в процессе частиц, построить 
инвариантные относительно преобразований Галилея единичны 
вектора ijn  (3.54), из которых сконструировать (2 1)l + -шаровой 

вектор, который обозначим через lm
δΦ . Верхние индексы δ  опреде-

ляют величины, характеризующие этот шаровой вектор. Отметим, 
что этот шаровой вектор должен строиться из независимых еди-
ничных векторов ijn . В случае треххвостки lm

δΦ  определяется ша-

ровой функцией 23( )lmY n  и не зависит от индексов δ . Тогда ска-
лярное произведение спин–тензора lmT Δ  на шаровой вектор lm

δΦ , т.е. 



величина *( )lm lm ij
m

T nΔ δΦ∑ , является инвариантом как относительно 

преобразований Галилея, так и относительно вращений. Следова-
тельно, разложение амплитуды M  по инвариантным амплитудам  
можно представить в виде 

*( , , ) ( ).lm lm ij
l m

M f l T nΔ δ

Δδ

= Δ δ Φ∑ ∑    (3.72) 

Предложенная процедура – общий рецепт построения разложе-
ния амплитуды M  по инвариантным амплитудам. Величины 

( , , )f lΔ δ  являются инвариантными амплитудами. Они зависят от 
(3 10)n −  инвариантных переменных ijs  и ijt  (3.17).  

Если предположить, что процесс 1 2 3 4 ... n+ → + + +  рассмат-
ривается в некоторой определенной системе отсчета, а спиновые 
состояния частиц в этой системе отсчета характеризуются проек-
циями спина iμ  на выделенную ось 3 , то разложение амплитуды 
M  по инвариантным амплитудам запишется в виде 

1 2 3 , ...1 2 3

*
, ... ( , , ) ( ) ( ).

n nlm lm ij
l m

M f l T n
μ μ μ μ

Δ δ
μ μ μ μ

Δδ

= Δ δ Φ∑ ∑   (3.72а) 

Этим методом в следующем параграфе будет построено разло-
жение по инвариантным  амплитудам амплитуды M  произвольной 
реакции 1 2 3 4+ → + , которая носит название четыреххвостки. 

Рассмотрим амплитуду треххвостки M  (3.63) и выясним, 
сколько форм-факторов (или инвариантных амплитуд) может вхо-
дить в ее разложение. Пусть 2 3j j≤ . Это не накладывает никаких 
ограничений на амплитуду треххвостки. Рассмотрим три случая: 

32123132231 в),б),)а jjjjjjjjjjj +≤≤−≤+−≤    
Рассмотрим случай а). Из соотношений (3.61) следует, что  

23 3 2 3 2 3 2, 1,...j j j j j j j= − − + +     
Следовательно, 23j  может принимать всего 2(2 1)j +  значение. Со-
ответственно, l  равно 

23 1 23 1 23 1, 1,..., ,l j j j j j j= − − + +     
т.е. может принимать всего 1(2 1)j +  значение, т.е. число инвари-
антных амплитуд, которые определяются числами 23j  и l , равно в 
этом случае аN : 

)12)(12( 21а ++= jjN    (3.73а) 



Рассмотрим случай б). Так же как и в предыдущем случае, из 
соотношений (3.61) следует, что 23j  может принимать 2(2 1)j +  
значение: 

23 3 2 3 2 3 2, 1,... .j j j j j j j= − − + +     
Соответственно, при данном значении 23j  l  принимает 23(2 1)j +  
значение: 

1 23 1 23 1 23, 1,...,l j j j j j j= − − + + .    
Таким образом, число инвариантных амплитуд при данном  

значении 23j меняется от 3 2 2(2( ) 1)(2 1)j j j− + + , если 23 3 2j j j= − , 
до 3 2 2(2( ) 1)(2 1)j j j+ + + , если 23 3 2j j j= + . Следовательно, число 
инвариантных амплитуд в этом случае равно 

)12)(12( 32б ++= jjN    (3.73б) 
В случае в) разделим интервал изменения значений 23j  на два 

интервала. В первом 23j  меняется от 3 2j j−  до 1j  

23 3 2( ,j j j= − 3 2 11,..., )j j j− +  и содержит n  значений  23j  (где 

1 2 3 1n j j j= + − + ). В этом случае l  принимает следующие значе-
ния 1 23 1 23 1 23, 1,...,l j j j j j j= − − + + . Соответственно, число незави-
симых пар 23 ,j l  в этом интервале равно 

1 1 2 3 1 2 3( 1)( . 1).N j j j j j j= − + + + − +    
Во втором интервале 23j  принимает значения: 23 1 3 21,...,j j j j= + + . 
Число различных значений 23j  в этом интервале равно 22 1j n+ − . 
В этом интервале изменения 23j  l  принимает следующие значе-
ния: 23 1 23 1,...,l j j j j= − +  и число их различных значений равно 

1(2 1)j + . Следовательно, число различных пар 23 ,j l  в этом интер-
вале равно 

2 1 2 1 3(2 1)( )N j j j j= + − + .    
Тогда число различных пар 23 ,j l  в третьем случае определяется 
выражением: 

).1)(1(
))(2(

321321

312121в

+−+++−+
++−+=+=

jjjjjj
jjjjNNN

 (3.73в) 

Соотношения (3.73а), (3.73б), (3.73в) определяют число незави-
симых форм-факторов (или инвариантных амплитуд) в разложении 
амплитуды треххвостки по инвариантным амплитудам при произ-



вольных значениях спинов частиц 1 2 3, ,j j j . Следует отметить, что 
во всех трех случаях число инвариантных амплитуд меньше числа 

0N  (3.19), где 0 1 2 3(2 1)(2 1)(2 1)N j j j= + + + . 
Рассмотрим, какие ограничения на инвариантные амплитуды 

треххвостки накладывает сохранение четности. С этой целью рас-
смотрим, как преобразуется амплитуда треххвостки M  при инвер-
сии пространства, т.е. при преобразовании r r r′→ = − , t t t′→ = . 
При таком преобразовании импульсы частиц меняют знак, поэтому 
p p→−  (где 2 3p p p= = − ). Соответственно, единичный вектор κ  

(3.54а) при инверсии пространства также меняет знак, т.е. κ→ −κ . 
В то время как спиновые волновые функции при инверсии про-
странства преобразуются  с помощью матрицы Pt :  

,j j P jt′χ → χ = χ    (3.74) 

где Pt  – матрица неприводимого представления ортогональной 
группы (3)O  [5], т.е. (3)Pt O∈ , которая имеет вид: 

.Pt I= π     (3.74а) 
В выражении (3.74а) I  – единичная матрица, а π  – внутренняя 
четность частиц 1π = ±  для частиц с целым спином и iπ = ±  для 
частиц с полуцелым спином. 

Учитывая соотношение для шаровых функций: 
23

23 23
( ) ( 1) ( ),l

l m l mY Y−κ = − κ      
а также закон преобразования спиновых волновых функций (3.74) 
при инверсии пространства, можно показать, что при инверсии 
пространства инвариант 

1 1
( ;2,3)j j

+χ κ χ  (3.60) преобразуется сле-
дующим образом: 

23

1 1 1 11 2 3( ;2,3) ( 1) ( ;2,3) .l
j j j j
+ +χ κ χ → − π π π χ κ χ    

Поскольку инвариантные амплитуды треххвостки для реальных 
процессов константы, то для удовлетворения требованию инвари-
антности амплитуды треххвостки M  относительно инверсии про-
странства необходимо потребовать, чтобы при этом не менялись 
инварианты, т.е. 

23
1 2 3( 1) 1.l− π π π =    (3.75) 



Произведение внутренних четностей частиц 1 2 3π π π , которое в 
дальнейшем будет обозначаться через π , т.е. 1 2 3π ≡ π π π , равно 1± , 
поэтому условие (3.75) запишется как 

23( 1)l− = π .    (3.76) 
Если 1π = + , то этому условию удовлетворяют 23l четные, сле-

довательно, все форм-факторы с нечетными 23l  должны обращать-
ся в нуль, и наоборот, если 1π = − , то отличны от нуля все форм-
факторы с нечетными 23l , в то время как форм-факторы с четными 

23l  равны нулю. В соответствии с этим условием, число форм-
факторов N , которое определяется соотношениями (3.73) при раз-
личных значениях 1 2 3, ,j j j , сокращается. Совершенно аналогично 
тому, как вычислялось полное число N  форм-факторов, можно 
получить, что число форм-факторов с учетом сохранения четности 
равно 

1 ,
2

N Nπ =      (3.77) 

если N  – четное число, и  
1 2 3

1 ( ( 1) ),
2

j j jN N + +
π = + π −    (3.77а) 

если N  – нечетное число. 
Рассмотрим, какие ограничения на форм-факторы треххвостки 

накладывает условие, когда частицы 2  и 3  тождественны. В этом 
случае амплитуда треххвостки M  должна быть либо симметрич-
ной относительно перестановки частиц 2  и 3 , т.е. 32 ↔ , если они 
бозоны, либо антисимметричной, если 2  и 3  фермионы. В случае 
перестановки частиц 2  и 3  коэффициент Клебша–Гордана 23 23

2 2 3 3

j
j jC μ
μ μ  

переходит в 23 23

3 3 2 2

j
j jC μ
μ μ . Используя симметрию коэффициентов Клеб-

ша–Гордана, можно написать следующую цепочку равенств: 
23 23 23 23 23 232 3 23

2 2 3 3 3 3 2 2 2 2 3 3

23 232 23

2 2 3 3

3

2

( 1)

( 1) .

j j jj j j
j j j j j j

jj j
j j

C C C

C

μ μ μ− +
μ μ μ μ μ μ

μ+
μ μ

→ = − =

= −
  (3.78) 

В последнем равенстве данной цепочки учтено, что частицы 2  и 3  
тождественны. 



Кроме того, перестановка частиц 2  и 3  меняет знак импульса 
p  (3.54а). Следовательно, единичный вектор κ  переходит в −κ . 
Тогда имеем следующую цепочку:  

23

23 23 23
( ) ( ) ( 1) ( ).l

l m l m l mY Y Yκ → −κ = − κ   (3.79) 

Используя два последних соотношения (3.78) и (3.79) можно 
показать, что при перестановке частиц  2  и 3  инвариант 

1 1
( ;2,3)j j

+χ κ χ  (3.60) преобразуется следующим образом: 
2 23 23

1 1 1 1

2( ;2,3) ( 1) ( ;2,3) .j j l
j j j j

+ ++ +χ κ χ → − χ κ χ    
Тогда поскольку инвариантные амплитуды треххвостки для ре-

альных процессов константы, а амплитуда треххвостки при пере-
становке частиц 2  и 3  должна приобретать знак 22( 1) j− , который 
равен 1+  для бозонов и 1−  для фермионов, т.е. 

22( 1) ,jM M M′→ = −    (3.80) 
то в разложении треххвостки по инвариантным амплитудам выжи-
вают лишь те форм-факторы, для которых выполнено условие 

2 23 23 22 2( 1) ( 1) .j j l j+ +− = −    (3.81) 
Остальные форм-факторы должны зануляться. Условие (3.81) мож-
но представить в виде: 

23 23( 1) ( 1) ,j l− = − = π    (3.82) 
где в последнем равенстве данного соотношения  использовано ус-
ловие (3.76), которое связано с инвариантностью M  относительно 
инверсии пространства. Условие (3.82) также сокращает число 
форм-факторов. 

Рассмотрим два примера применения общих соотношений, по-
лученных в этом параграфе, к конкретным распадам. В первом 
примере рассмотрим распад частицы со спином 1 / 2  на две части-
цы со спинами 1 / 2  и нуль, а внутренняя четность частиц такова, 
что 1 2 3 1π = π π π = − . В соответствии с соотношениями (3.61) 

23 1 / 2j = , а 23 0,1l = . Условие (3.76) из двух значений 23l  выбирает 

23 1l = . Следовательно, амплитуда распада M  определяется одним 
форм-фактором 23 23( 1 / 2, 1)j lΓ = =  и согласно выражению (3.64) 
имеет вид 



23 1

1 2 2 23

23

1/2 1/2 *
, 11/2 00 1/2 1(1 / 2,1) ( ),mm

m
M C C Yμ μ

μ μ μ μ
μ

= Γ κ∑     

или, учитывая, что 23

2 232

1/2
1/2 00C μ

μ μμ = δ , имеем для амплитуды M  сле-
дующее выражение: 

1

1 2 2

1/2 *
, 11/2 1(1 / 2,1) ( ).mm

m
M C Yμ

μ μ μ= Γ κ∑    (3.83) 

Для коэффициента Клебша–Гордана имеет место соотношение 
1

1 22

1/2
1/2

1 ( ) ,
3 mlmC μ

μ μμ = σ     

где 0, 1m = ± , а mσ  связаны с матрицами Паули 1 2 3, ,σ σ σ  соотно-
шениями 

1 1 2 1 1 2 0 3
1 1( ), ( ), .
2 2

i i+ −σ = − σ + σ σ = σ − σ σ = σ    

Соответственно, шаровую функцию 1 ( )mY κ  можно представить как 

1
3( ) ,

4m mY κ = κ
π

     

где 0, 1m = ± , а mκ  определяется соотношениями 

1 1 2 1 1 2 0 3
1 1( ), ( ), .
2 2

i i+ −κ = − κ + κ κ = κ − κ κ = κ    

Тогда легко показать, что имеет место соотношение 
1

1 22

1/2 *
11/2 1

1( ) ( ) .
4mm

m
C Yμ

μ μμ κ = σκ
π

∑     

Следовательно, амплитуду распада M  можно записать в виде 

1 2 1 2,
1 (1 / 2,1)( )
4

Mμ μ μ μ= Γ σκ
π

   (3.84) 

или в матричном виде 
1 (1 / 2,1)( ).
4

M = Γ σκ
π

   (3.84а) 

Во втором примере частица со спином нуль 1( 0)j =  распадает-
ся на две тождественные частицы со спинами 2 31 / 2 ( 1 / 2)j j= = , а 
внутренняя четность частиц такова, что π  положительна, т.е. 

1π = + . В соответствии с соотношениями (3.61) 23j  может прини-
мать значения 0,1. Такие же значения принимает и 23l , т.е. 



23 0,1l = . Условие (3.76) из двух значений 23l  выбирает 23 0l = . То-
гда условие (3.82), которое следует из тождественности частиц 2  и 
3, выбирает значение 23 0j = . Таким образом, разложение амплиту-
ды M  по инвариантным амплитудам содержит один форм-фактор 

23 23( 0, 0)j lΓ = = . В соответствии с выражением (3.64) для ампли-
туды M имеем 

2 3 2 3

00 00 *
1/2 1/2 0000 00( ).M C C Yμ μ μ μ= κ     

Учитывая, что 00
0000C =1, а 

2

2 3 2 3

1
00 2
1/2 1/2 ,

1 ( 1) ,
2

C
−μ

μ μ μ −μ= − δ     

окончательно получим для амплитуды распада M  следующее вы-
ражение: 

2

2 3 2 3

1
2

,
(0,0) ( 1) .
8

M
−μ

μ μ μ −μ
Γ

= − δ
π

   (3.85) 

3.5. Разложение амплитуды произвольной  
четыреххвостки по инвариантным амплитудам 

 
Рассмотрим произвольную ядерную реакцию, у которой в на-

чале и в конце две частицы, т.е. четыреххвостку 1 2 3 4+ → + . В 
описание этого процесса входят четыре спиновые волновые функ-
ции участвующих в реакции частиц, ( ) ( 1,2,3,4)

ij
i iχ =  и импульсы 

этих частиц ( 1,2,3,4)ip i = . Задача состоит в построении разложе-
ния амплитуды этой реакции M  по инвариантным амплитудам. 
Для этого согласно предыдущему параграфу (с. 116,117), из спино-
вых волновых функций необходимо построить спин-тензор, кото-
рый при вращениях ведет себя как (2 1)L + -шаровой вектор. Затем 
из импульсов частиц необходимо построить (2 1)L + -шаровой век-
тор. Перемножив их скалярно, получим необходимые инварианты, 
по которым можно произвести разложение амплитуды четыреххво-
стки по инвариантным амплитудам (3.72). 

Построим из импульсов частиц (2 1)L + -шаровой вектор LM
δΦ . 

Вначале из импульсов начальных и конечных частиц построим два 
вектора p  и p′ , которые инвариантны относительно преобразова-
ний Галилея: 



31 2 4
12 34

1 2 3 4
, ,pp p pp m p m

m m m m
⎛ ⎞⎛ ⎞

′= − = −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  (3.86) 

где 12m  и 34m  – приведенные массы частиц 1,2  и 3,4  соответст-
венно. Отметим, что в Ц-системе частиц 1,2  1 2p p p= = −  и, соот-
ветственно, 3 4p p p′ = = −  в Ц-системе частиц 3,4 . Из этих векто-
ров построим два единичных вектора κ  и ′κ : 

, .p p
p p

′
′κ = κ =

′
    (3.87) 

Тогда, построив из единичных векторов κ  и ′κ  шаровые функции 

1 1
( )l mY κ  и 

2 2
( )l mY ′κ , легко написать требуемый (2 1)L + -шаровой 

вектор LM
δΦ : 

1 2

1 1 2 2 1 1 2 2

1 2

( ) ( ).l l LM
LM l m l m l m l m

m m
C Y Y ′Φ = κ κ∑    (3.88) 

Из этого выражения следует, что шаровой вектор LM
δΦ  определяет-

ся двумя числами 1l  и 2l , т.е. 1 2,l lδ ≡ . При этом коэффициент 
Клебша–Гордана накладывает на L  ограничения  

1 2 1 2.l l L l l− ≤ ≤ +     (3.88а) 
Условие (3.88а) не ограничивает сумму 1 2l l+  сверху, Следова-

тельно, существует бесконечное число пар 1 2( , )l l , которые удовле-
творяют этому условию, Поэтому возникает вопрос: как выбрать 1l  
и 2l , чтобы (2 1)L + -шаровые векторы 1 2l l

LMΦ  были линейно-
независимы, поскольку для построения инвариантов типа (3.72) 
только такие шаровые векторы нужны? С этой целью можно огра-
ничиться рассмотрением лишь (2 1)L + -шаровых векторов 1 2l l

LMΦ , у 
которых 1 2l l L+ =  или 1 2 1l l L+ = + . Именно эти (2 1)L + -шаровые 
векторы 1 2l l

LMΦ  или тензоры независимы. Действительно, при фик-
сированных значениях суммы 1 2l l+  все (2 1)L + -шаровые векторы 

1 2l l
LMΦ , отвечающие разным парам 1 2( , )l l , независимы, так как неза-

висимы шаровые функции с разными 1l  и 2l . Нет линейной зави-
симости и среди тензоров с разнящкй на единицу суммой 1 2l l+ , 
так как при инверсии пространства  



1 2 1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( 1) ( , ),l l l l l l l l
LM LM LM

+′ ′ ′Φ κ κ →Φ −κ −κ = − Φ κ κ    
т.е. имеют разную четность.  

Поскольку число линейно независимых (2 1)L + -шаровых век-
торов должно равняться размерности тензора (2 1)L + , то (2 1)L + -
шаровые векторы 1 2 ( , )l l

LM ′Φ κ κ  с 1 2l l L+ =  и 1 2 1l l L+ = +  образуют 
полную систему линейно независимых векторов. Действительно, 
число независимых (2 1)L + -шаровых векторов 1 2l l

LMΦ  равно 1L + , 
если 1 2l l L+ = , поскольку имеется 1L +  пар чисел 1 2( , )l l : 
( ,0),( 1,1),...,(0, )L L L− , а число независимых 1 2l l

LMΦ  равно L , если 

1 2 1l l L+ = + , ибо пара чисел 1 2( , )l l  может принимать значе-
ния: ( ,1),( 1,2),..., (1, )L L L− . Таким образом, их оказывается 2 1L + . 
Следовательно, все остальные тензоры (или  (2 1)L + -шаровые век-
торы) являются их линейными комбинациями со скалярными ко-
эффициентами типа nconst( )′κκ . 

Этот результат можно пояснить по-другому. Известно, что лю-
бой вектор в трехмерном пространстве можно разложить по трем 
заданным некомпланарным векторам, например по векторам 

, , [ ] / [ ]n′ ′ ′κ κ = κκ κκ . Следовательно, все независимые (2 1)L + -

шаровые векторы 1 2 ( , )l l
LM ′Φ κ κ  можно построить из трех выписан-

ных выше векторов.  
Известно также, что представления группы вращения веса L  

реализуются полностью симметричными тензорами L -го ранга со 
шпуром, равным нулю. Такой тензор ранга L , элементы которого 
построены из векторов , ,...,k m l , обозначается символом 
{ } ..., ,..., ij kk m l . Например, тензор второго ранга, построенный из 

векторов ,n m , имеет вид 

{ } 2, ( ) ,
3i j j i ijijn m n m n m nm= + − δ     

а тензор третьего ранга, построенный их векторов , ,m l n , имеет 
вид 



{ }
2 2( )( ) ( )(
5 5

2) ( )( ).
5

i j k j k i k i j j i k i k jijk

k j i ij k jk i ki j ij k

jk i ki j ij k jk i ki j

mnl m l n m l n m l n m l n m l n

m l n ml n n n mn l

l l nl m m m

= + + + + +

+ − δ + δ + δ − δ +

+δ + δ − δ + δ + δ

  

Кроме того, если какой-либо вектор входит в этот тензор k  раз, то 
это обозначается символом [ ]k . Например:  

{ } [ ] [ ]{ }3 2mmmnll m l n=     

Из имеющихся в нашем распоряжении независимых векторов 
, , n′κ κ  необходимо построить полностью симметричные тензоры 

ранга L . При этом вектор n  может входить лишь один раз. Дейст-
вительно, если вектор n  входит два раза, то, учитывая соотноше-
ние 

2

~ (

)

(1 ( ) ) ( ) ( )( ),

i k ijl j l kmn m n ik jm nl im jn lk

in jk lm im jk nl ik jn lm in jm lk j l m

ik i k i k i k i k

n n ′ ′ε κ κ ε κ κ = δ δ δ + δ δ δ +

′ ′δ δ δ − δ δ δ − δ δ δ − δ δ δ κ κ κ κ =

′ ′ ′ ′ ′ ′− κκ δ − κ κ + κ κ + κκ κ κ + κ κ

  

можно показать, что тензоры, содержащие произведение i kn n , вы-
ражаются через тензоры, содержащие только векторы κ  и ′κ . Сле-
довательно, независимых полностью симметричных тензоров ранга 
L  можно построить 2 1L + . Они имеют вид 

[ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ }1 1, ,..., , ,L L l L− −′ ′ ′κ κ κ κ κ κ   (3.89) 

всего 1L +  тензоров, а также L  тензоров, содержащих вектор n : 

[ ]{ } [ ]{ } [ ]{ }1 2 1, ,..., .L L Ln n n− − −′ ′κ κ κ κ   (3.89а) 

Их линейными комбинациями являются (2 1)L + -шаровые векторы 
1 2l l
LMΦ , причем условию 1 2l l L+ =  соответствуют тензоры типа 

(3.89), а условию 1 2 1l l L+ = +  - тензоры типа (3.89а). 
Для построения инвариантов относительно преобразований Га-

лилея и вращений необходимо построить спин-тензоры LMT Δ  (3.70). 
Их необходимо сконструировать из спиновых волновых функций 
начальных частиц 

1 2
,j jχ χ и эрмитовски-сопряженных спиновых 



волновых функций конечных частиц 
3 4
,j j

+ +χ χ . Введя спины входно-

го 12j  и выходного 34j  каналов, LMT Δ  можно записать в следующем 
виде 

12 34

34 3412 12 12 12

1 2 3 41 1 2 2 3 3 4 4 34 34

1 2 3 4
12 34

1 2 3 4( ) ( ) ( ) ( ) .

j j
LM

jj j
j j j jj j j j j LM

T

C C Cρρ ρ+ +
ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ
ρ ρ

=

= χ ρ χ ρ χ ρ χ ρ∑  (3.90) 

Роль Δ  в этом выражении выполняют спины входного и выходно-
го каналов 12 34,j j . При написании третьего коэффициента Клеб-
ша–Гордана в выражении (3.90) учтено, что 12 34j j

LMT  строится из 
спиновых волновых функций начальных частиц и эрмитовски-
сопряженных спиновых волновых функций конечных частиц. Из 
построения спин-тензора 12 34j j

LMT  следует, что спины входного и 
выходного каналов 12 34,j j  и величина L  ограничиваются соотно-
шениями: 

1 2 12 1 2 3 4 34 3 4

12 34 12 34

, ,

.

j j j j j j j j j j

j j L j j

− ≤ ≤ + − ≤ ≤ +

− ≤ ≤ +
 (3.91) 

Согласно изложенному выше рецепту построения инвариантов 
перемножим скалярно спин-тензор 12 34j j

LMT  на (2 1)L + -шаровые 
векторы 1 2l l

LMΦ , т.е. 12 34 1 2 * ( , )j j l l
LM LM

M
T ′Φ κ κ∑ , тогда разложение амплиту-

ды произвольной четыреххвостки M  по инвариантным амплиту-
дам можно записать в виде 

12 34 1 2

12 34 1 2

*
12 34 1 2( , , , , ) ( , ),j j l l

LM LM
j j Ll l M

M f j j L l l T ′= Φ κ κ∑ ∑   (3.92) 

где – 12 34 1 2( , , , , )f j j L l l  инвариантные амплитуды, которые являют-
ся функциями двух инвариантных переменных ,s t . Используя вы-
ражения для спин-тензора 12 34j j

LMT  (3.90) и для (2 1)L + -шаровых 
векторов 1 2l l

LMΦ  (3.88), запишем окончательное разложение ампли-
туды произвольной реакции 1 2 3 4+ → +  по инвариантным ампли-
тудам в виде 



12 34 1 2

34 3412 12 12 12

1 1 2 2 1 1 2 21 1 2 2 3 3 4 4 34 34

1 2 3 4
12 34 1 2

1 2 3 4

12 34 1 2

* *

* *
1 2 3 4

( , , , , )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ).

j j Ll l

jj j LM
l m l m l m l mj j j j j LM

Mm m

j j j j

M f j j L l l

C C C C Y Yρρ ρ
ρ ρ ρ ρ ρ
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Пусть в некоторой системе отсчета имеется выделенное на-
правление ось 3 , и спиновые волновые функции являются собст-
венными функциями оператора проекции спина на эту ось с собст-
венным значением ( 1,2,3,4)i iμ = , т.е. спиновые функции имеют 
вид 

i ij μχ . Тогда и амплитуда произвольной четыреххвостки будет 
описываться в этой системе отсчета проекциями спина 

( 1,2,3,4)i iμ = . Используя выражение (3.11), амплитуду произ-
вольной четыреххвостки в этом случае можно представить в виде 

1 2 3 4

12 34 1 2

34 3412 12 12 12

1 1 2 2 1 1 2 21 1 2 2 3 3 4 4 34 34

12 34
1 2

, 12 34 1 2

* *

( , , , , )

( ) ( ),
j j Ll l

jj j LM
l m l m l m l mj j j j j LM

Mm m

M f j j L l l

C C C C Y Y

μ μ μ μ

μμ μ
μ μ μ μ μ

μ μ

= ×

′× κ κ

∑

∑ (3.93а) 

где 12μ  и 34μ  являются собственными значениями операторов 

1 2( )zS S+  и 3 4( )zS S+  соответственно. 
Подсчитаем число инвариантных амплитуд, входящих в разло-

жение (3.93). Учитывая, что числа 12 34, ,L j j лежат в интервалах, 
определяемых соотношениями (3.91), можно  число инвариантных 
амплитуд N определить как 

3 4 12 341 2

1 2 3 4 12 34

(2 1).
j j j jj j

j j j j j j
N L

+ ++

− − −

= +∑ ∑ ∑    (3.94) 

При написании этого выражения учтено, что при данном L  можно 
построить 2 1L +  шаровых векторов 1 2l l

LMΦ . Поскольку  
12 34

12 34

12 34(2 1) (2 1)(2 1),
j j

j j
L j j

+

−

+ = + +∑     

то легко получить выражение для числа инвариантных амплитуд 



3 41 2

1 2 3 4

12 34

1 2 3 4

(2 1) (2 1)

(2 1)(2 1)(2 1)(2 1).

j jj j

j j j j
N j j

j j j j

++

− −

= + + =

= + + + +

∑ ∑   (3.95) 

Рассмотрим, к каким ограничениям приводит требование инва-
риантности амплитуды реакции относительно инверсии простран-
ства, т.е. закон сохранения четности в сильных взаимодействиях. 
Как уже упоминалось, при инверсии пространства импульсы ме-
няют свое направление, следовательно, единичные векторы κ  и ′κ  
также меняют свое направление. Тогда при инверсии пространства 
(2 1)L + -шаровые векторы 1 2l l

LMΦ  преобразуются следующим обра-
зом: 

1 2 1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( 1) ( , )l l l l l l l l
LM LM LM

+′ ′ ′Φ κ κ →Φ −κ −κ = − Φ κ κ    
С другой стороны, при преобразовании инверсии пространства 

спиновые волновые функции умножаются на внутреннюю четность 
частиц )4,3,2,1( =π ii . Следовательно, спин-тензор 12 34j j

LMT  при ин-
версии умножается на произведение внутренних четностей частиц, 
участвующих в реакции, т.е. 

12 34 12 34 12 34
1 2 3 4 ,j j j j j j

LM LM LMT T T→π π π π = π     
где введено обозначение 1 2 3 4π ≡ π π π π . Учитывая, что при инверсии 
пространства инвариантные амплитуды 12 34 1 2( , , , , )f j j L l l , завися-
щие от ,s t , не меняются, можно показать, что каждый член разло-
жения амплитуды M  по инвариантным амплитудам умножается на 
множитель 1 2( 1)l l+− π . Тогда для удовлетворения требованию закона 
сохранения четности необходимо обнулить те инвариантные ам-
плитуды, которые не удовлетворяют требованию: 

1 2( 1) 1.l l+− π =     (3.96) 
Следовательно, если четность π  положительна, т.е. 1π = + , то 

число ( )N L  инвариантных амплитуд при заданном значении L , 
которые удовлетворяют этому условию, равно 

⎩
⎨
⎧

+
=

.нечетноесли,1
,четноесли,

)(
LL
LL

LN   (3.97а) 

Если же четность π  отрицательна, т.е. 1π = − , то ( )N L  равно: 



⎩
⎨
⎧ +

=
нечетноесли,
четно,если,1

)(
LL
LL

LN   (3.97б) 

Эти соотношения являются следствием того, что при заданном L  
шаровые векторы 1 2l l

LMΦ  независимы, если сумма 1 2l l+  равна либо 
L , либо 1L + .  

Таким образом, число инвариантных амплитуд с учетом закона 
сохранения четности Nπ  равно: 

3 4 12 341 2

1 2 3 4 12 34

( ).
j j j jj j

j j j j j j
N N L

+ ++

π
− − −

= ∑ ∑ ∑      

Подставляя в это соотношение выражения для ( )N L , и проведя 
вычисления, получим окончательно: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−π+
=

+++
π

.нечетноеесли],)1([
2
1

,четноеесли,
2
1

4321 NN

NN
N

jjjj
 (3.98) 

Отметим, что обращение времени не дает дополнительных ог-
раничений на амплитуду реакции, а связывает амплитуды прямого 
и обратного процессов. В случае упругого рассеяния возникают 
ограничения. В частности, для рассеяния частицы со спином 1 / 2  
на частице со спином 1 / 2  они рассматривались в п. 3.2. 

Преобразуем полученные выше (2 1)L + -шаровые векторы 
1 2l l
LMΦ . С этой целью от пары чисел 1 2( , )l l , определяющих шаровой 

вектор 1 2l l
LMΦ , перейдем к другой паре чисел ( , )r λ , которая является 

полусуммой и полуразностью чисел 1l  и 2l : 

1 2 2 1
1 1( ), ( ).
2 2

r l l l l= + λ = −    (3.99) 

Тогда шаровой вектор 1 2l l
LMΦ  будет определяться парой чисел ( , )r λ  

и его можно представить в виде 

1 2 1 2

1 2

( ) ( ).r LM
LM r m r m r m r m

m m
C Y Yλ

−λ +λ −λ +λ ′Φ = κ κ∑   (3.100) 

Из соотношения (3.99) следует, что r  может принимать два значе-
ния: 



1 1 ( 1).
2 2

r L r L= = +   (3.101) 

Введенные выше шаровые векторы r
LM
λΦ , которые характери-

зуются парой чисел ( , )r λ , удобны, когда учитываются ограниче-
ния, связанные с законом сохранения четности. В этом случае r  
принимает одно значение. Используя соотношения (3.97а) и 
(3.97б), можно написать, что если четность π  положительна, 
т.е. 1π = + , то 

⎪
⎪
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если же четность π  отрицательна, т.е. 1π = − , то 

⎪
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Следовательно, инвариантные амплитуды в этом случае опре-
деляются спинами входного и выходного каналов и числами L  и 
λ , т.е. 12 34( , , , )f j j L λ . Тогда разложение амплитуды четыреххвост-
ки M  по инвариантным амплитудам запишется как 

1 2 3 4

12 34

, 12 34( , , , )
j j L

M f j j Lμ μ μ μ
λ

= λ ×∑   (3.103) 

34 3412 12 12 12

1 2 1 21 1 2 2 3 3 4 4 34 34

12 34 1 2

* *( ) ( ).jj j LM
r m r m r m r mj j j j j LM

Mm m
C C C C Y Yμμ μ

−λ +λ −λ +λμ μ μ μ μ
μ μ

′× κ κ∑   

При этом λ  – пробегает все целые значения, если r - целое, и все 
полуцелые значения, если r  – полуцелое, при которых 

, ,r r L− λ + λ  образуют треугольник. 
В некоторых случаях, для четыреххвостки оказывается удоб-

ным представление перекрестного канала, когда при построении 
спин-тензора LMT Δ  объединяются спины входящих и выходящих 
частиц. В частности, такое представление удобно в случае упругого 
рассеяния, когда начальные частицы тождественны конечным. 
Вследствие этого, матрицы *

LM LMT Δ δΦ  в перекрестном канале можно 
рассматривать как прямое произведение операторов, действующих 



на спиновые переменные сталкивающихся частиц. Спин-тензор 

LMT Δ  в перекрестном канале записывается следующим образом: 
13 24

1 1 2 2

13 13 24 24 1 3 2 43 3 13 13 4 4 24 24

* *
1 3 2 4( ) ( ) ( ) ( ).

j j
LM

j j LM
j j j j j jj j j j

T

C C Cρ ρ
ρ ρρ ρ ρ ρ

=

= χ ρ χ ρ χ ρ χ ρ∑ (3.104) 

Этот спин-тензор задается двумя величинами, 13j  и 24j . При этом 

13 24, ,j j L  изменяются в следующих пределах: 

1 3 13 1 3 2 4 24 2 4

13 24 13 24

, ,

.

j j j j j j j j j j

j j L j j

− ≤ ≤ + − ≤ ≤ +

− ≤ ≤ +
 (3.105) 

После всего сказанного, легко написать разложение амплитуды 
произвольной четыеххвостки M  по инвариантным амплитудам в 
перекрестном канале: 

1 2 3 4

13 24

3 31 1

13 13 24 24 1 2 1 23 3 13 13 4 4 24 24

13 24
1 2

, 13 24

* *
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′× κ κ

∑

∑   

Эта амплитуда записана в системе отсчета, в которой имеется не-
которая выделенная ось и ( 1,2,3,4)i iμ =  проекции спинов, участ-
вующих в реакции частиц на эту ось. 

Инвариантные амплитуды в перекрестном канале 
13 24( , , , )f j j L λ  выражаются в виде линейной комбинации инвари-

антных амплитуд во входном и выходном каналах 12 34( , , , )f j j L λ  с 
помошью 9 j -коэффициентов Вигнера: 

12 34

1
13 24 13 24 3 4

1 3 13

34 12 12 34 12 34

2 4 24

( , , , ) (2 1)(2 1)[(2 1)(2 1)(2 1)]

(2 1) 2 1 ( , , , ).
j j

f j j L j j j j L
j j j

j j j j L f j j L
j j j

−λ = + + + + + ×

⎧ ⎫
⎪ ⎪× + + λ⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑
 

Методом, использованным в этом параграфе, можно построить 
разложение  по инвариантным амплитудам амплитуды произволь-
ной реакции 1 2 3 4 ... n+ → + + + . 

 
 

Контрольные вопросы к главе 3 



 
1. Написать амплитуду рассеяния частицы со спином 1 / 2  на частице 

со спином нуль, которая инвариантна относительно обращения времени, 
но не инвариантна относительно инверсии пространства. 

2. Написать амплитуду рассеяния частицы со спином 1 / 2  на частице 
со спином 1 / 2 , которая инвариантна относительно обращения времени, 
но не инвариантна относительно инверсии пространства. 
 
 

Глава 4. ПОЛЯРИЗАЦИОННЫЕ ЭФФЕКТЫ В УПРУГОМ 
РАССЕЯНИИ. ПОЛНЫЙ ОПЫТ 

 
4.1. Общие замечания. Постановка задачи 

 
В предыдущей главе было показано, что амплитуду упругого 

рассеяния нейтрона (частица со спином 1 / 2 ) на любом четно-
четном ядре (частица со спином нуль – 164 O,He и т.д.) можно пред-
ставить в виде 

( , ) ( , ) ,M A s t B s t n= + σ    (4.1) 
где ( , )A s t  и ( , )B s t  – инвариантные амплитуды, в общем случае, 
являющиеся комплексными функциями двух инвариантных пере-
менных s  и t , ( 1,2,3)i iσ =  – матрицы Паули, а n  – единичный 
вектор, перпендикулярный к плоскости реакции: 

[ ] ,
[ ]
ppn
pp
′

=
′

     (4.2) 

где p  и p′  – импульсы частицы в Ц-системе до и после столкно-
вения, соответственно. 

Инвариантные функции ( , )A s t  и ( , )B s t  – комплексные функ-
ции, и их можно представить в виде 

( , ) , ( , ) .i iA s t ae B s t beϕ ψ= =    (4.3) 
Таким образом, имеются всего четыре действительные функ-

ции, зависящие от двух инвариантных переменных s  и t . Возни-
кает вопрос: сколько экспериментов надо провести для полного 
восстановления амплитуды M  (5.1), учитывая, что в каждом экс-
перименте измеряется одна действительная функция? Другими 
словами: сколько действительных функций имеют физический 



смысл? Таких функций три. Действительно, общая фаза волновой 
функции и, следовательно, амплитуды рассеяния не имеют физиче-
ского смысла. Следовательно, она не может определяться из экспе-
римента. Поэтому из эксперимента должны определяться три дей-
ствительные величины: модули инвариантных амплитуд a  и b , а 
также относительная фаза ψ −ϕ . Эти величины являются функ-
циями двух инвариантных переменных s  и t . 

Под полным опытом понимается такая совокупность экспери-
ментов, которая позволяет восстановить три выше упомянутые 
действительные функции двух инвариантных переменных s  и t , 
т.е. функции , ,a b ψ −ϕ . 

В п. 2.4 было показано, что сечение упругого рассеяния частиц 
со спином определяется выражением (2.76). Применяя это соотно-
шение к упругому рассеянию частицы со спином 1 / 2  на частице со 
спином нуль, имеем 

2 2

0

1 ( ) ,
2

d Sp M M a b
d

+σ⎛ ⎞ = = +⎜ ⎟ο⎝ ⎠
   (4.4) 

где 
0

d
d
σ⎛ ⎞

⎜ ⎟ο⎝ ⎠
 обозначает сечение упругого рассеяния неполяризован-

ных в начальном состоянии частиц  и когда в конце не интересуют-
ся спиновыми состояниями частиц. При написании этого соотно-
шения использовалось выражение для амплитуды (4.1). В сечение 

0

d
d
σ⎛ ⎞

⎜ ⎟ο⎝ ⎠
 входит сумма квадратов модулей инвариантных амплитуд, 

поэтому для восстановления амплитуды рассеяния нужны допол-
нительные эксперименты. 

 
 

4.2. Вектор поляризации. Спиновая матрица плотности 
частиц со спином 1/2 

 
Дополнительной экспериментальной характеристикой частицы, 

обладающей спином, служит вектор поляризации. По определе-
нию, компоненты вектора поляризации определяются как среднее 
значение соответствующих компонент спина: 



2 .P S=     (4.5) 

Учитывая, что оператор спина частицы со спином 1 / 2  S  выража-

ется через матрицы σ  1( )
2

S = σ , имеем 

.P = σ     (4.5а) 
Пусть пучок частиц со спином 1 / 2  находится в чистом спино-

вом состоянии, которое описывается спиновой волновой функцией 
1

2
,

χ⎛ ⎞
χ = χ = ⎜ ⎟χ⎝ ⎠

    (4.6) 

где компоненты спиновой волновой функции 1 2,χ χ  комплексны. 
Следовательно, спиновая функция χ  (4.6) определяется четырьмя 
действительными величинами. Однако полная фаза волновой 
функции не имеет физического смысла, и поэтому она может быть 
произвольной. Выберем ее таким образом, чтобы компонента 1χ  
была действительной. Кроме того, условие нормировки спиновой 
волновой функции требует, чтобы 

2 2
1 2 1.χ + χ =     (4.7) 

Следовательно, спиновая волновая функция частицы со спином 
1 / 2  в самом общем случае определяется двумя действительными 
параметрами, и ее можно представить в виде 

cos
2 .

sin
2

ie δ

θ⎛ ⎞
⎜ ⎟

χ = χ = ⎜ ⎟
θ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

   (4.8) 

Тогда компоненты вектора поляризации частицы со спином 
1 / 2  в чистом состоянии согласно (4.5а) определяются как 

.i iP = χ σ χ     (4.9) 
Используя спиновую волновую функцию χ  (4.8) и определение 
матриц Паули, легко вычислить компоненты вектора поляризации: 



1 1

2 2

2 2
3 3

sin cos ,

sin sin ,

cos sin cos .
2 2

P

P

P

= χ σ χ = θ δ

= χ σ χ = θ δ

θ θ
= χ σ χ = − = θ

  (4.10) 

Отметим, что третья компонента вектора поляризации равна разно-
сти вероятности частице иметь проекцию спина на ось 3  1 / 2± , 
т.е. заселенность этих состояний. Действительно: 

2 2
2 22 2 1 2

3 1 2 2 2
1 2

cos sin
2 2

( 1 / 2) ( 1 / 2),

P

W W

χ − χθ θ
= − = χ − χ = =

χ + χ

= + − −

 (4.11) 

где через ( 1 / 2)W ±  обозначена вероятность иметь частице проек-
цию спина на ось 3 1 / 2± . Соответственно: 

2 2
1 2

2 2 2 2
1 2 1 2

( 1 / 2) , ( 1 / 2) .W W
χ χ

+ = − =
χ + χ χ + χ

  (4.12) 

Из соотношений (4.10) следует, что  
1

2 2 2 2
1 2 3( ) 1.P P P P= + + =    (4.13) 

Таким образом, для любого чистого состояния пучка вектор 
поляризации имеет единичную длину. Параметры θ  и δ  можно 
рассматривать как полярные углы, определяющие направление 
вектора P , причем θ  – угол между P  и осью 3 , а относительная 
фаза δ  – азимутальный угол вектора P . В частности, если ввести 
новую систему координат с осью 3′ , которая параллельна вектору 
P , то, выбирая ось 3′  в качестве оси квантования, получим в новой 
системе координат 

1 2 30, 0, 1,P P P′ ′ ′= = =    (4.14) 
т.е. все частицы обладают спином вверх относительно оси 3′ . 

Пользуясь выражением для спиновой волновой функции (4.8) и 
выражением для вектора поляризации (4.10), можно построить в 
явном виде спиновые функции для любого чистого состояния и 
найти соответствующий вектор поляризации P . В частности, рас-
смотрим пучки спиновых состояний, которые определяются одним 



и тем же углом 90θ = , а азимутальный угол δ  равен 
0,90 ,180 ,270 . Спиновые функции и вектор поляризации P  таких 
состояний приведены в табл. 4.1. Все эти четыре спиновых состоя-
ния могут быть построены как суперпозиция двух состояний 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+

1
0

1/2-и
0
1

2/1    (4.15) 

 
Таблица 4.1 

№     ,θ δ  Спиновые волновые 
функции 

Вектор поляриза-
ции 

1 90 , 0θ = δ =  11
12
⎛ ⎞

χ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
P  параллелен оси 
1 

2 90 ,θ = δ = π  11
12

⎛ ⎞
χ = ⎜ ⎟−⎝ ⎠

 
P  антипараллелен 
оси 1 

3 90 , 90θ = δ =  11
2 i
⎛ ⎞

χ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
P  параллелен оси 
2  

4 90 , 270θ = δ =  11
2 i
⎛ ⎞

χ = ⎜ ⎟−⎝ ⎠
 

P  антипараллелен 
оси 2  

 
с одинаковыми по величине коэффициентами 1χ  и 2χ : 

1 2
1 ,
2

χ = χ =     (4.16) 

но разными относительными фазами, так как 90θ =  одинаково для 
всех состояний, в то время как δ  различно. Отметим, что вектор 
поляризации лежит в плоскости, перпендикулярной к оси 3 , оди-
наков по величине, однако имеет разное направление. 

Кроме указанного выше чистого спинового состояния пучка, 
можно построить другое смешанное спиновое состояния пучка. 
Примером такого состояния может служить следующая ситуация. 
Пусть два пучка частиц, приготовлены независимо. Один из пучков 
находится в чистом состоянии  

1
1 / 2 ,

0
⎛ ⎞

+ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

   (4.17а) 



а другой пучок в чистом состоянии 
0

1 / 2 .
1
⎛ ⎞

− = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

   (4.17б) 

Под словами «независимо» в этом случае подразумевается, что ме-
жду пучками отсутствует какое либо фазовое соотношение. Пусть в 
первом пучке 1N  частиц, а во втором 2N  частиц. 

Возникает вопрос: как описать состояние объеденного пучка 
частиц? Очевидно, что такое состояние невозможно описать с по-
мощью вектора состояния  χ . Действительно, смесь нельзя пред-
ставить в виде линейной комбинации состояний 1 / 2+  и 1 / 2− , 
соответствующих каждому из состояний пучка. Чтобы построить 
такую линейную комбинацию, как было показано выше (см. табл. 
4.1), необходимы величины коэффициентов 1χ  и 2χ  и их относи-

тельная фаза δ . При этом 2
1χ  и 2

2χ  вероятности обнаружить 
частицу в состоянии 1 / 2+  и 1 / 2−  в объединенном пучке из-
вестны: 

2 21 2
1 1 2 2, ,N NW W

N N
χ = = χ = =   (4.17) 

где 
1 2.N N N= +      

Однако существенный момент состоит в том, что оба пучка приго-
товлены независимо, т.е. не существует определенного фазового 
соотношения, а без определенного значения относительной фазы 
нельзя написать вектор состояния χ  объединенного пучка. 

Следовательно, смесь следует описывать, точно указывая спо-
соб ее приготовления. В рассматриваемом случае известно, что 1N  
частиц приготовлено в состоянии 1 / 2+ , а 2N  частиц в состоянии 

1 / 2− , совершенно независимо друг от друга. Вот вся информа-
ция, которая известна. 

Вычислим для объединенного пучка вектор поляризации. Век-
тор поляризации для объединенного пучка можно определить как 
статистическое среднее по двум независимым пучкам: 

1 21 / 2 1 / 2 1 / 2 1 / 2 .i i iP W W= + σ + + − σ −  (4.18) 



Тогда для объединенного пучка имеем 
1 2

1 2 3 1 2
1 2

0, 0, .N NP P P W W
N N

−
= = = − =

+
  (4.19) 

Отметим, что длина вектора поляризации меньше единицы и про-
порциональна разности заселенности двух состояний 1 / 2+  и 

1 / 2− , что является обобщением результата для чистого состоя-
ния (4.11).  

Этот результат обобщается на произвольный случай. Пусть 
объединенный пучок приготавливается смешиванием aN  частиц в 
состоянии aχ  и bN  частиц в состоянии bχ . Тогда компонента 
вектора поляризации определяется усреднением по независимо 
приготовленным пучкам: 

( ) ( ) ,a b
i a a i a b b i b a i b iP W W W P W P= χ σ χ + χ σ χ = +  (4.20) 

где 1,2,3,i =  aW  и bW  определяются равенствами 

, ,a b
a b

a b a b

N NW W
N N N N

= =
+ +

  (4.20а) 

а  
( ) ( ), .a b

i a i a i b i bP P= χ σ χ = χ σ χ  (4.20б) 
В векторной форме соотношение (4.20) имеет вид: 

( ) ( ) .a b
a bP W P W P= +    (4.21) 

При этом в соответствии с тем, что aχ  и bχ  – чистые состояния, 
имеем 

( ) ( ) 1.a bP P= =    (4.21а) 

Из выражения (4.21) следует, что величина вектора поляриза-
ции объединенного пучка меньше единицы. Действительно, можно 
написать: 

2 ( ) ( ) 2 2 2 ( ) ( )

2 2 2

( ) 2

2 ( ) 1.

a b a b
a b a b a b

a b a b a b

P W P W P W W W W P P

W W W W W W

= + = + + ≤

≤ + + = + =
  

Таким образом, вектор поляризации объединенного пучка P  удов-
летворяет неравенству 

1.P ≤     (4.22) 



Равенство 1P =  имеет место в том случае, если ( ) ( ) 1a bP P = , т.е. 

когда оба пучка имеют одинаковые векторы поляризации. Это оз-
начает, что оба пучка, входящие в объединенный пучок, находятся 
в одинаковых спиновых состояниях, следовательно, и объединен-
ный пучок находится в чистом спиновом состоянии. 

Таким образом, длина вектора поляризации ограничена нера-
венствами: 

0 1.P≤ ≤     (4.23) 

Максимально возможное значение 1P =  достигается тогда и 

только тогда, когда рассматриваемый пучок находится в чистом 
состоянии. Смесь всегда характеризуется вектором поляризации, 
длина которого меньше единицы.  Используется следующая тер-
минология. Если состояние пучка характеризуется вектором поля-
ризации с 0P > , пучок называется поляризованным. В случае, ко-

гда состояние пучка характеризуется вектором поляризации с 
0P = , то пучок называется неполяризованным. Если пучок опи-

сывается вектором состояния χ , т.е. вектор поляризации равен 

единице 1P = , то такой пучок называется полностью поляризо-

ванным. 
На любой вопрос, касающийся поведения чистого или смешан-

ного состояний, можно ответить, указав состояния, присутствую-
щие в смеси, и их статистический вес iW . Однако есть другой бо-
лее удобный метод описания чистых и смешанных спиновых со-
стояний. Рассмотрим этот альтернативный метод.  

Пусть рассматриваемый пучок содержит aN  частиц в состоя-
нии aχ  и bN  частиц в состоянии bχ . Введем для описания объ-
единенного пучка оператор плотности или статистический опера-
тор, который определяется выражением 

,a a a b b b a a a b b bW W W W+ +ρ = χ χ + χ χ = χ χ + χ χ  (4.24) 
где  

, .a b
a b

a b a b

N NW W
N N N N

= =
+ +

  (4.24а) 



Этот оператор описывает способ приготовления и тем самым со-
держит всю информацию о пучке, т.е. оператор плотности полно-
стью определяет пучок. В случае чистого состояния пучка оператор 
плотности имеет вид 

.a a a a
+ρ = χ χ = χ χ    (4.25) 

Запишем оператор плотности в матричном виде. С этой целью 
выберем набор базисных состояний 

1/2 1/21 / 2 , 1 / 2 ,+ −χ = + χ = −   (4.26) 
и разложим векторы состояния aχ  и bχ  по этому базису: 

( )
( ) ( )

( )

( )
( ) ( )

( )

1 / 2 1 / 2 ,

1 / 2 1 / 2 ,

+
+ −

−

+
+ −

−

⎛ ⎞
χ = χ = + + − = ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞

χ = χ = + + − = ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

a
a a

a a a

b
b b

b b b

c
c c

c

c
c c

c

 (4.27а) 

где ( ) ( ) ( ) ( ), ; ,a a b bc c c c+ − + −  – компоненты спиновых волновых функций 
,a bχ χ  соответственно. Тогда можно написать: 

( )
( )

( )* ( )* ( )* ( )*

( )* ( )* ( )* ( )*

1 / 2 1 / 2 , ,

1 / 2 1 / 2 , .

+
+ − + −

+
+ − + −

χ = χ = + + − =

χ = χ = + + − =

a a a a
a a

b b b b
b b

c c c c

c c c c
(4.27б) 

Учитывая, что из выражений (4.27) следуют следующие соот-
ношения: 

( )
( ) ( ) ( )* ( ) ( )*

( )* ( )*
( ) ( )* ( ) ( )*( )

,
a a a a a

a a
a a a a a a a aa

c c c c c
c c

c c c cc
+ + + + −+

+ −
− + − −−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
χ χ = χ χ = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
  

и совершенно аналогично 
( ) ( )* ( ) ( )*

( ) ( )* ( ) ( )*
,

b b b b

b b b b b b b b

c c c c

c c c c
+ + + −+

− + − −

⎛ ⎞
χ χ = χ χ = ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
   

можно записать матрицу плотности ρ  в виде 
2 2( ) ( ) ( ) ( )* ( ) ( )*

2 2( ) ( )* ( ) ( )* ( ) ( )
.

a b a a b b
a b a b

a a b b a b
a b a b

W c W c W c c W c c

W c c W c c W c W c

+ + + − + −

− + − + − −

⎛ ⎞+ +⎜ ⎟ρ = ⎜ ⎟
⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

 (4.28) 



Полученное выражение называется матрицей плотности в 
{ }1 / 2± -представлении, поскольку в качестве базисных векторов 

выбраны состояния 1 / 2± . 
Диагональные элементы матрицы плотности 

2 2( ) ( )a b
a bW c W c± ±+  имеют непосредственный физический смысл. 

Действительно, aW  – вероятность нахождения частицы пучка в со-
стоянии aχ , а вероятность того, что в состоянии aχ  частица 

имеет проекцию 1 / 2± , равна 
2( )ac± . Поэтому 

2( )a
aW c±  – вероят-

ность обнаружить частицу в объединенном пучке в состоянии aχ  

с проекцией 1 / 2± . Соответственно, 
2( )b

bW c±  – вероятность обна-

ружить частицу в объединенном пучке в состоянии bχ  с проекци-
ей 1 / 2± . Следовательно, диагональные матричные элементы дают 
полную вероятность того, что частица будет обнаружена в соответ-
ствующем базисном состоянии 1 / 2± . 

Рассмотрим шпур матрицы плотности: 
2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) 1.

a b a b
a b a b

a a b b
a b a b

Sp W c W c W c W c

W c c W c c W W

+ + − −

+ − + −

ρ = + + + =

+ + + = + =
 (4.29) 

При написании этой цепочки равенств учтено, что имеют место 
соотношения 

2 2( ) ( ) 1, , .i ic c i a b+ −+ = =      

Рассмотрим несколько примеров спиновой матрицы плотности. 
Пусть имеется смесь, которая содержит N+  частиц в состоянии 

1
1 / 2

0
⎛ ⎞

+ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 и N−  частиц в состоянии 
0

1 / 2
1
⎛ ⎞

− = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, приготовлен-

ных независимо. Тогда объединенный пучок описывается матрицей 
плотности 

0
1 / 2 1/ 2 1/ 2 1 / 2 .

0
+

+ −
−

⎛ ⎞
ρ = + + + − − = ⎜ ⎟

⎝ ⎠

W
W W

W
 (4.30) 



Пусть объединенный пучок неполяризованный, т.е. вектор по-
ляризации равен нулю, 0P = . Тогда согласно соотношению (4.24а) 

N N+ −=  и, соответственно, 1
2

W W+ −= = . Следовательно, матрица 

плотности для неполяризованного пучка записывается как 
1 01 1 ,
0 12 2

I
⎛ ⎞

ρ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

   (4.31) 

где I  - единичная матрица. Соответственно, матричные элементы 
матрицы плотности имеют вид 

1 .
2

ρ = δij ij     (4.31а) 

В качестве второго примера рассмотрим матрицу плотности 
чистого состояния. Используя спиновую волновую функцию (4.6), 
ее можно представить: 

2 *
1 1 2

2*
1 2 2

.
⎛ ⎞χ χ χ
⎜ ⎟ρ =
⎜ ⎟χ χ χ⎝ ⎠

    (4.32) 

Тогда, учитывая соотношение (4.8), 2 2 * *
1 2 1 2 1 2, , ,χ χ χ χ χ χ  можно 

представить в виде 
2 22 2

1 2

* *
1 2 1 2

cos , sin ,
2 2

sin cos , sin cos .
2 2 2 2

i ie eδ − δ

θ θ
χ = χ =

θ θ θ θ
χ χ = χ χ =

 (4.32а) 

Проведя элементарные вычисления, матрицу плотности ρ  
(4.32) можно записать в виде 

1 cos sin (cos sin )1 .
sin (cos sin ) 1 cos2

i
i

+ θ θ δ − δ⎛ ⎞
ρ = ⎜ ⎟θ δ − δ − θ⎝ ⎠

  (4.33) 

Если ввести в это выражение компоненты вектора поляризации P , 
которые определяются соотношениями (4.10), получим для спино-
вой матрицы плотности частиц со спином 1 / 2  следующее выраже-
ние: 

3 1 2

1 3

11 1 (1 ),
12 2

P P iP
P

P iP P
+ −⎛ ⎞

ρ = = + σ⎜ ⎟+ −⎝ ⎠
  (4.33а) 



где 1 2 3, ,σ σ σ  – матрицы Паули. Следовательно, матрица плотности 
пучка частиц со спином 1 / 2 , находящегося в чистом состоянии, 
которое описывается вектором состояния χ , полностью опреде-
ляется вектором поляризации P . 

Рассмотрим спиновую матрицу плотности чистого состояния, 
когда вектор поляризации направлен по оси 3 , т.е. 

1 2 30, 1P P P= = = . В этом случае матрица плотности запишется как 

3
1 01 (1 ) .
0 02
⎛ ⎞

ρ = + σ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

   (4.33б) 

Можно показать, что спиновая матрица плотности пучка час-
тиц со спином 1 / 2  в смешанном состоянии имеет вид (4.33а). Од-
нако в этом случае вектор поляризации определяется не соотноше-
ниями (4.9), а выражением (4.21), т.е. 

,i i
i

P W P= ∑     (4.34) 

где суммирование идет по пучкам частиц, обладающими вектором 
состояния iχ , а iW  их статистический вес в объединенном пучке. 

Спиновая матрица плотности пучка частиц со спином 1 / 2  име-
ет три независимых параметра. Действительно, спиновая матрица 
плотности – комплексная матрица второго порядка, поэтому она 
определяется четырьмя комплексными или восемью действитель-
ными параметрами. Из определения спиновой матрицы плотности 
(4.33) видно, что она эрмитова. Это означает, что диагональные 
элементы матрицы действительны, т.е, имеем два дополнительных 
условия (мнимые части равны нулю) на элементы матрицы плотно-
сти. Кроме того, недиагональные элементы комплексно сопряжен-
ные, т.е. рваны их реальные части, а мнимые части отличаются на 
( 1)− . Это еще два дополнительных условия. Таким образом, эрми-
товость спиновой матрицы плотности пучка частиц со спином 1 / 2  
на восемь ее действительных параметров налагает четыре дополни-
тельных условия. Следовательно, независимых остаются четыре. 
Однако условие равенства единице шпура спиновой матрицы 
плотности (4.29) дает еще одно дополнительное условие, и незави-
симых действительных параметра остается всего три. 

Таким образом, вектор поляризации, который определяется 
тремя действительными параметрами, полностью определяет спи-



новую матрицу плотности произвольного пучка частиц со спином 
1 / 2 . 

В случае чистого спинового состояния пучка было показано, 
что вектор поляризации определяется двумя действительными па-
раметрами θ  и δ  (4.10), или, другими словами, на три компоненты 
вектора поляризации наложено дополнительное условие равенства 
единицы его длины (4.13). Следовательно, в случае чистых спино-
вых состояний должно иметь место еще одно условие на спиновую 
матрицу плотности ρ . Получим его. С этой целью рассмотрим  

2 2 2

2

1 1(1 ) (1 2( ) ( ) )
4 4

1 1(1 2( ) ) (1 ( )) .
4 2

ρ = + σ = + σ + σ =

= + σ + = + σ = ρ

P P P

P P P
   

В последнем равенстве данной цепочки равенств учтено, что в чис-
том состоянии 2 1P =  (4.13). Поэтому в случае чистых спиновых 
состояний спиновая матрица плотности определяется двумя дейст-
вительными параметрами и условие 2 1P =  эквивалентно условию:  

2 .ρ = ρ     (4.35) 
Рассмотрим, как изменяется в процессе рассеяния спиновая 

матрица плотности. С этой целью рассмотрим спиновую матрицу 
плотности чистого состояния (4.25). Как хорошо известно [7], S -
матрица переводит вектор состояния системы из начального (при 
t = −∞ ) в конечное состояние (при t = +∞ ): 

.iff S i=      
В соответствии с этим спиновая матрица плотности конечного со 
стояния пучка запишется как 

,f f f if i i if if i ifS S S S+ +ρ = χ χ = χ χ = ρ   (4.36) 

где iρ  – спиновая матрица плотности начального пучка. Используя 
связь S -матрицы с амплитудой рассеяния M  [7], можно опреде-
лить спиновую матрицу плотности конечного состояния как 

.+ρ = ρf iM M    (4.37) 
Пусть начальный пучок неполяризованный, т.е. его спиновая 

матрица плотности определяется соотношением (4.31), тогда спи-
новая матрица плотности конечного состояния имеет вид 



1 .
2f MM +ρ =    (4.38) 

Следовательно, согласно соотношению (2.76) сечение рассеяния 
неполяризованного пучка частиц со спином 1 / 2  на ядре со спином 
нуль равно шпуру матрицы плотности fρ : 

0

1 ( ).
2

+σ⎛ ⎞ = ρ =⎜ ⎟ο⎝ ⎠
f

d Sp Sp MM
d

  (4.39) 

Таким образом, нормировка спиновой матрицы плотности конеч-
ного состояния выбрана так, чтобы шпур матрицы плотности ко-
нечного состояния определял сечение рассеяние. 

Используя амплитуду рассеяния частицы со спином 1 / 2  на 
частице со спином нуль (4.1), получим спиновую матрицу плотно-
сти конечного пучка в случае, когда рассеивается неполяризован-
ный пучок частиц со спином 1 / 2  на мишени со спином нуль: 

* *

*
2 2

2 2
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 (4.40) 

Из выражения (4.40) следует, что в результате рассеяния полу-
чается поляризованный пучок частиц со спином 1 / 2 , и его вектор 
поляризации определяется (4.33а) как 

*

2 2 2 2
2 Re 2 cos( ) .f

AB abP n n
a b a b

ϕ−ψ
= =

+ +
  (4.41)  

При написании последнего равенства использованы соотношения 
(4.3).  

Вектор поляризации конечного пучка направлен по вектору n , 
т.е. перпендикулярно к плоскости реакции. Это легко понять. Дей-
ствительно, вектор поляризации определяется как среднее значение 
спина (4.5), т.е. f f fP = χ σ χ , следовательно, он является псев-

довектором. В п. 3.2 были введены три ортогональных единичных 
вектора ,m l  (3.21) и n  (3.22). Из них единственным псевдовекто-
ром является n , и по нему должен быть направлен вектор поляри-
зации.  



 Отметим, что величина вектора поляризации пропорциональна 
модулю инвариантной амплитуды ( , )B s t . С другой стороны, инва-
риантная амплитуда ( , )B s t  отлична от нуля лишь при наличии 
спин-орбитального взаимодействия (см. п. 3.2). Следовательно, 
возникновение поляризации в упругом рассеянии нейтрона на чет-
но-четном ядре указывает на сильную спин-орбитальную связь в 
сильных взаимодействиях. 

 
 

4.3. Восстановление из эксперимента амплитуды 
упругого рассеяния частицы со спином 1/2 на  

частице со спином нуль 
 
В предыдущем параграфе была получена новая характеристика 

упругого рассеяния – вектор поляризации конечных частиц 
( , )fP E θ , где E  – энергия налетающих частиц, а θ  – угол рассея-

ния. Если сечение рассеяния в случае неполяризованного пучка 
определялось лишь модулями инвариантных амплитуд a  и b , то в 
величину вектора поляризации входит косинус относительной фа-
зы ψ −ϕ . Следовательно, для восстановления амплитуды упругого 
рассеяния частицы со спином 1 / 2  на частице со спином нуль из 
экспериментальных данных необходим еще один эксперимент, со-
держащий указанные три величины. 

С этой целью рассмотрим упругое рассеяние поляризованного 
пучка частиц со спином 1 / 2  на мишени со спином нуль. Пусть на-
чальная поляризация пучка определяется вектором поляризации 

0P , тогда его спиновая матрица плотности должна иметь вид 
(4.33а): 

0
1 (1 ).
2i Pρ = + σ     (4.42) 

Следовательно, спиновая матрица плотности рассеянных частиц со 
спином 1 / 2  определится выражением (4.37) 

0
1 (1 ) ,
2f M P M +ρ = + σ    (4.43) 

где M  – амплитуда упругого рассеяния, определяемая выражением 
(4.1). Подставляя амплитуду рассеяния M  в выражение (4.43), по-



лучим после тривиальных вычислений следующее выражение для 
матрицы плотности конечных частиц: 
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  (4.44) 

При получении этого выражения необходимо использовать соот-
ношение 

0 0 0( )( )( ) 2( )( ) ( ).n P n P n n Pσ σ σ = σ − σ    
Как ранее упоминалось, матрица плотности конечного состоя-

ния нормирована таким образом, чтобы ее шпур давал сечение рас-
сеяния. Следовательно, сечение рассеяния поляризованного пучка 
частиц со спином 1 / 2  на мишени со спином нуль равно 

.f
d Sp
d
σ⎛ ⎞ = ρ⎜ ⎟ο⎝ ⎠

   (4.45) 

Используя выражение для матрицы плотности конечного состояния 
(4.44) и учитывая, что шпур матриц Паули равен нулю, получим 
сечение рассеяния поляризованного пучка частиц со спином 1 / 2  
на мишени со спином нуль: 

0
0

(1 ).d d AP
d d
σ σ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ο ο⎝ ⎠ ⎝ ⎠

   (4.46) 

Видно, что сечение рассеяния поляризованного пучка на мишени 
выражается через сечение рассеяния неполяризованного пучка на 

той же мишени 
0

d
d
σ⎛ ⎞

⎜ ⎟ο⎝ ⎠
, определяемое выражением (4.4). Однако в 

сечение рассеяния d
d
σ⎛ ⎞

⎜ ⎟ο⎝ ⎠
 входит также вектор A , который называ-

ется вектором азимутальной асимметрии и определяется соотно-
шением 

2 2
2 cos( ) .abA n

a b
ϕ −ψ

=
+

   (4.47) 



Рассмотрим физический смысл вектора азимутальной асиммет-
рии. С этой целью рассмотрим эксперимент по детектированию 
частиц после рассеяния (рис. 4.1). Пусть вектор поляризации на-
чального пучка 0P  перпендикулярен к плоскости реакции и его на-

правление определяется еди-
ничным вектором μ , который 
направлен вверх от этой плос-
кости, т.е. 0 0P P= μ . Пусть па-
дающая частица рассеивается 
на угол θ , и рассеянные части-
цы детектируются двумя де-
текторами, расположенными 
справа и слева по отношению к 
направлению падающего пучка 

под углом θ . Все импульсы ,i fp p  и fp′ лежат в одной плоскости 
(где ip  – импульс падающей частицы, а fp  и fp′  – импульсы рас-
сеянной частицы, регистрируемые правым и левым детектором со-
ответственно). Тогда единичный вектор ~ [ ]i fn p p  направлен про-
тив вектора μ , поэтому ( ) 1nμ = − , а ~ [ ]i fn p p′ ′  по вектору μ  и 
( ) 1n′μ = . В соответствии с этим, учитывая (4.46), сечение рассея-
ния, измеряемое левым детектором, равно 
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а сечение рассеяния, измеряемое правым детектором, равно 
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Эти два сечения различны, т.е. в случае рассеяния поляризо-
ванного пучка частиц со спином 1 / 2  на мишени со спином нуль 
сечение рассеяния не обладает азимутальной симметрией относи-
тельно направления падающего пучка частиц. Для определения 
этого различия вводят величину л.прε , которая называется лево-
правой асимметрией и определяется выражением 

Рис. 4.1 
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   (4.49) 

Подставляя в это соотношение выражения для 
л
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ο
σ

d
d  (4.48а) и 
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d
d  (4.48б), получим лево-правую асимметрию в случае рас-

сеяния частицы со спином 1 / 2  на частице со спином нуль: 
.0л.пр AP=ε    (4.50) 

Таким образом, в случае наличия у падающего пучка частиц 
поляризации, вектор которой перпендикулярен плоскости реакции, 
в сечении рассеяния возникает лево-правая асимметрия, которая 
пропорциональна величине вектора азимутальной асимметрии. 

Пусть теперь вектор поляризации начального пучка 0P  имеет 
произвольное направление, определяемое единичным вектором μ . 
Тогда разложим вектор μ  на компоненты ⊥μ  и пμ , т.е. 

,пμ+μ=μ ⊥    (4.50) 
где двумерный вектор ⊥μ  лежит в плоскости, перпендикулярной к 
падающему пучку, а компонента пμ  направлена вдоль падающего 
пучка. Тогда скалярное произведение единичных векторов n  и n′  
с единичным вектором μ  определяется соотношениями: 

( ) ( ) cos ,
( ) ( ) cos .

⊥

⊥

μ = μ = ϕ
′ ′μ = μ = − ϕ

n n
n n

     

Следовательно, в этом случае величина лево-правой асимметрии 
зависит от азимутального угла ϕ  вокруг направления падающего 
пучка частиц и определяется выражением 

.cos0л.пр ϕ=ε AP     (4.51) 
Из соотношений (4.41) и (4.47) видно, что вектор поляризации 

fP  конечного пучка частиц, если падает неполяризованный  пучок 

частиц со спином1/ 2 , равен вектору азимутальной асимметрии A  



в случае, когда измеряется сечение рассеяния частиц со спином 
1 / 2  и начальной поляризацией 0P  на мишени со спином нуль, т.е. 

.fP A=     (4.52) 
Это равенство является следствием общего утверждения, носящего 
название первой теоремы Вольфенштейна и Ашкина. Эта теорема 
утверждает, что равенство (4.52) выполняется при рассеянии час-
тицы со спином 1 / 2  на ядрах с произвольным спином. Доказатель-
ство теоремы основано на требовании инвариантности амплитуды 
рассеяния M  относительно вращений, инверсии пространства и 
обращения времени. 

Следовательно, измерение сечения рассеяния поляризованного 
пучка частиц со спином 1 / 2  на мишени со спином нуль не дает 
новой информации для восстановления амплитуды рассеяния M . 
Однако равенство (4.52) позволяет экспериментально измерить ве-
личину вектора поляризации fP , возникающую при рассеянии не-
поляризованного пучка частиц на мишени.  

Рассмотрим эксперимент по двойному рассеянию. Пусть па-
дающий неполяризованный пучок нейтронов рассеивается дважды 
на двух одинаковых мишенях. В результате первого рассеяния на 
угол θ  у нейтронного пучка возникает поляризация fP , опреде-
ляемая выражением (4.41). Полученный в результате первого рас-
сеяния, поляризованный пучок нейтронов вторично рассеивается 
на такой же мишени, и измеряется сечение рассеивания под тем же 
самым углом θ . В этом рассеянии, поскольку падающий пучок 
нейтронов поляризован, возникает лево-правая асимметрия, кото-
рая имеет вид 

.л.пр fPA=ε    (4.53) 
Учитывая, что оба рассеяния упругие и происходят на один и тот 
же угол θ , согласно теореме Вольфенштейна и Ашкина можно за-
писать 

,2
л.пр fP=ε     (4.54) 

т.е. величина вектора поляризации пучка нейтронов, возникающая 
в результате первого рассеяния, равна 

.л.прε=fP    (4.54а) 



Таким образом, для восстановления амплитуды упругого рас-
сеяния M  частицы со спином 1 / 2  на частице со спином нуль не-
обходимо иметь начальный поляризованный пучок частиц и в ре-
зультате рассеяния измерять поляризацию конечного пучка частиц. 
С этой целью рассмотрим полностью поляризованный падающий 
пучок частиц в состоянии 1 / 2+ , т.е. его вектор поляризации ра-
вен единице и направлен вдоль оси 3 , т.е. 1 2 0,P P= =  3 1P = . В 
этом случае спиновая матрица плотности падающего пучка частиц 
определяется выражением (4.33б). Тогда матрицу плотности ко-
нечного пучка, которая определяется соотношением (4.44), можно 
записать в виде 
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 (4.55) 

Выпишем матричные элементы данной матрицы плотности, пред-
ставив ее в виде 
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Рассмотрим величину δ . Она дает вероятность нахождения 
частицы после рассеяния в состоянии 1 / 2− , в то время как до 
рассеяния все частицы находились в состоянии 1 / 2+ . Эта веро-

ятность максимальна, когда 2
3 0n = , т.е. ось 3  лежит в плоскости 

реакции, так как вектор n  перпендикулярен к ней. Пусть ось 3  на-
правлена по падающему пучку, тогда  

2

2 2
2 .δ =
+
b

a b
   (4.57) 

Матрица плотности рассеянного пучка нормирована так, чтобы 
ее шпур давал сечение рассеяния. Следовательно, коэффициент δ  
определяет сечение рассеяния с переворотом спина, так как на-
чальный пучок был полностью поляризованный и его вектор со-
стояния имел вид 1 / 2+ . Такое сечение называется спин-

флиповым сечением, которое будем обозначать как 
1 1,
2 2

d
d + −

σ⎛ ⎞
⎜ ⎟ο⎝ ⎠

. Оно 

имеет вид 
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    (4.58) 

Таким образом, получен третий эксперимент, который позволя-
ет полностью восстановить амплитуду упругого рассеяния M  час-
тицы со спином 1 / 2  на частице со спином нуль. 

Возникает вопрос: как провести измерение спин-флипового се-
чения? Оно измеряется в экспериментах по тройному рассеянию. 
Действительно, в первом рассеянии возникает поляризованный пу-
чок частиц со спином 1 / 2 . С помощью магнитного поля из него 
выделяют компоненту, находящуюся в состоянии 1 / 2+ . Такой 
пучок полностью поляризован. Во втором рассеянии полностью 
поляризованный пучок рассеивается, в результате чего происходит 
изменение его поляризации, и появляется компонента пучка в со-
стоянии 1 / 2− . Третье рассеяние служит анализатором поляриза-
ционного состояния конечного пучка и, следовательно, измеряет 
спин-флиповое сечение. 



Таким образом, для восстановления амплитуды упругого рас-
сеяния частицы со спином 1 / 2  на частице со спином нуль необхо-
димо провести три эксперимента. Этими экспериментами являют-
ся: 

а) измерение сечения неполяризованного пучка 
2 2

0
,d a b

d
σ⎛ ⎞ = +⎜ ⎟ο⎝ ⎠

    (4.59а) 

б) измерение величины вектора поляризации конечного пучка в 
случае, когда начальный пучок неполяризованный (двойное рас-
сеяние): 

2 2
2 cos( ) ,f

abP
a b

ϕ −ψ
==

+
   (4.59б) 

в) измерение спин-флипового сечения в тройном рассеянии: 
2

1 1,
2 2

.d b
d + −

σ⎛ ⎞ =⎜ ⎟ο⎝ ⎠
   (4.59в) 

Измерение этих трех величин, проводимое во всей области измене-
ния их переменных, позволяет восстановить амплитуду упругого 
рассеяния. 

В заключение рассмотрим вопрос о восстановлении амплитуды 
упругого нуклон-нуклонного рассеяния. В соответствии с выраже-
нием (3.52) такая амплитуда содержит пять инвариантных ампли-
туд , , , ,a b c f g . Следовательно, подлежат экспериментальному оп-
ределению девять функций двух переменных: модули этих ампли-
туд и четыре относительные фазы. Программа определения этих 
величин сформулирована. Она включает эксперименты, в которых 
участвуют поляризованные начальные пучки и поляризованные 
мишени. Кроме того, измеряется поляризация конечного пучка и 
мишени. В результате экспериментального осуществления этой 
программы удалось восстановить амплитуду упругого NN-
рассеяния до 600 Мэв.. 

 
 

Контрольные вопросы к главе 4 
 

1.Сколько независимых параметров содержит спиновая матрица 
плотности частицы со спином 1 и с 0m ≠ . 



2. Имеется система из двух невзаимодействующих частиц со спинами 
1 / 2 . Написать ее спиновую матрицу плотности. 
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