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Четно-нечетный эффект и спаривание тождественных нуклонов
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Энергии отделения 
нейтрона и протона в 
изотопах Sb

Проявление 
корреляций нуклонов в 
зависимостях энергий 
отделения нейтрона в 
изотопах (Z = const) и 
изотонах (N = const)

Ishkhanov et al. Chinese Phys C 2019 
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Четно-нечетный эффект и спаривание тождественных нуклонов
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=  2Δn
(3)(N – 1, Z)= Sn (N,Z) – Sn (N – 1,Z)   

= B (N,Z) – 2B (N – 1,Z) + B (N – 2,Z) =    

Snn (N,Z) – 2Sn (N – 1,Z) =   Δnn ( N, Z ) =

Bohr, Mottelson 1969  

Δn
(3) ( N, Z ) =

Δn
(4) ( N, Z ) = [ ]1 2 ( , ) ( 1, ) ( 1, )

4 n n nS N Z S N Z S N Z− − − +

Δn
(5) ( N, Z ) = [ ]1 ( 2) 3 ( 1) 3 ( ) ( 1)

8 n n n nS N S N S N S N+ − + + − −

Madland, Nix 1988;     Moller, Nix 1992

[ ]1 ( 1, ) ( , )
2 n nS N Z S N Z+ −

N, Z ≠ 8, 20, 28, 50, 82…
N≠Z

By definition:
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Δn
(3) ( Nodd, Z ) < Δn

(4) ( Nodd, Z )

Values of Δn
(3) ( N ) at odd values 

of N can be associated with the 
pairing effect

Δn
(3) ( Nodd, Z ) < Δn

(3) ( Neven, Z )
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Четно-нечетный эффект и спаривание тождественных нуклонов

Satula, Dobaczewski, Nazarewicz 1998



Seniority model
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Seniority model
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(3)2 ( ) ( )n nnG N N= ∆ −∆
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∆ =  Ω =
 Ω+ = +

(3)2 ( )
,   2

,    2 1

n N
G G N n
G N n

∆ =  Ω+ =
 Ω = +

(4) (5)2 ( ) 2 ( )
2n n
GN N G∆ = ∆ = Ω+

Sn (N,Z) – Sn (N – 1,Z):   Δnn ( N, Z ) =

2Δn
(3) ( N, Z ) = Sn (N,Z) – Sn (N + 1,Z):   Bohr, Mottelson 1969  

By definition:
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Четно-нечетный эффект и спаривание тождественных нуклонов



20Ca

d3/2 f7/2 p3/2

f5/2

Оценка эффекта спаривания: ∆𝑛𝑛𝑛𝑛 ,∆𝑛𝑛𝑛𝑛
(3), ∆𝑛𝑛𝑛𝑛

(4)

50Sn

d5/2 g7/2 s1/2 d3/2 h11/2 f7/2

82Pb

h9/2 i13/2 p3/2 f5/2 p1/2 g9/2

Ishkhanov et al. Chinese Physics C 2017
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Четно-нечетный эффект и спаривание тождественных нуклонов
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Оценка эффекта спаривания: ∆𝑛𝑛𝑛𝑛
(4)

Четно-нечетный эффект и спаривание тождественных нуклонов

SHF SLy4 SHF SLy4

exp exp
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Нейтрон-протонные корреляции

π

I’

I0



12T.Tretyakova SINP MSU, May 2023

Нейтрон-протонные корреляции

Shell model (Zeldes, Nucl. Phys. 1958)

АМЕ2020
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Δnp ( N, Z ) = Snp(N,Z) − Sp(N−1,Z) − Sn(N,Z−1) =
= B(N,Z) − B(N −1,Z) − B(N,Z−1) + B(N −1,Z−1)=
= Sn(N,Z) − Sn(N,Z−1) = Sp(N,Z) − Sp(N−1,Z) = 

Нейтрон-протонные корреляции

T.Tretyakova SINP MSU, May 2023

Δ𝑛𝑛𝑝𝑝

MeV

𝛿𝛿𝑉𝑉𝑛𝑛𝑝𝑝

𝛿𝛿𝑉𝑉𝑛𝑛𝑝𝑝 = �𝐼𝐼
′ + 𝐼𝐼0, (𝑜𝑜𝑜𝑜)
𝐼𝐼0 (𝑒𝑒𝑒𝑒, 𝑜𝑜𝑒𝑒, 𝑒𝑒𝑜𝑜)

А

А

MeV

Ishkhanov et al. Chinese Phys C 2019 
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∆𝑛𝑛𝑝𝑝
(6,𝑝𝑝)

MeV

А

Нейтрон-протонные корреляции

Ishkhanov et al. Chinese Phys C 2019 

Энергия Вигнера

𝐸𝐸𝑊𝑊 = 𝑊𝑊
𝑁𝑁 − 𝑍𝑍
𝐴𝐴

+ 𝑑𝑑 , 𝑊𝑊 = 30 МэВ

𝑑𝑑 = �
1
𝐴𝐴

, 𝑁𝑁 = 𝑍𝑍, 𝑜𝑜𝑜𝑜
0 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑒𝑒𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑒𝑒



∆𝑛𝑛𝑛𝑛
4 (𝑁𝑁)

𝛿𝛿𝑒𝑒𝑛𝑛 (𝑁𝑁)

∆𝑝𝑝𝑝𝑝
4 (𝑍𝑍)

𝛿𝛿𝑒𝑒
𝑝𝑝 (𝑍𝑍)

Для ∆𝑝𝑝𝑝𝑝
4 (𝑍𝑍)

и 𝛿𝛿𝑒𝑒 (𝑍𝑍)
выделены
точки:
Z < 8, N < 8
Z = маг.ч.
Z+1 = маг.ч.
Z = N
Z+1 = N

Аналогично 
для 
нейтронов 

[Bohr A., Mottelson 
B.R. // Nuclear 
Structure, v. 1, 
Benjamin, N.Y., 
1969.]

М
эВ

М
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Аппроксимации массовых соотношений

Ishkhanov et al. Chinese Phys C 2017 



**Moller P., Nix J.R. 1992

24 � 𝐴𝐴−1/2 **

∆𝒏𝒏𝒏𝒏
𝟒𝟒 𝑨𝑨 & ∆𝒑𝒑𝒑𝒑

𝟒𝟒 𝑨𝑨 ≈ (10,9 ± 0,3) � 𝐴𝐴−(0,34±0,01)

M
eV

𝜎𝜎 = 0,59 MeV

𝜎𝜎 = 0,52 MeV

9,8 � 𝐴𝐴−1/3 *
𝜎𝜎 = 0,54 MeV

*S. Hilaire 2002, 

𝜹𝜹𝒆𝒆𝒏𝒏(𝑨𝑨) ≈ (32,3 ± 2,1) � 𝐴𝐴−(0,90±0,02)

𝛿𝛿𝑒𝑒
𝑝𝑝(𝐴𝐴) ≈ (14,9 ± 0,6) � 𝐴𝐴−(0,52±0,01)

𝜎𝜎 = 0,30 MeV

𝜎𝜎 = 0,39 MeV

𝐺𝐺𝑛𝑛 ≈ 25/𝐴𝐴*

𝐺𝐺𝑝𝑝 ≈ 17/𝐴𝐴**

** Bohr A., Mottelson B.R. Nuclear Structure, 1969.

* P. Vogel, B. Jonson, P.G. Hansen. 1984

M
eV

Аппроксимации массовых соотношений

Ishkhanov et al. Chinese Phys C 2017



нейтроны протоны

𝜋𝜋 𝐴𝐴 = 𝐶𝐶/𝐴𝐴1/3 10,21(6) 11,52(6)

𝑑𝑑 𝐴𝐴 = 𝐶𝐶/𝐴𝐴 −30,3(6) −67,6(8)

𝐼𝐼𝐼 𝐼𝐼0

𝐶𝐶/𝐴𝐴 29.6(4) 39,9(3)

𝐶𝐶/𝐴𝐴2/3 6.72(8) 8,87(7)

𝐶𝐶/𝐴𝐴1/3 1.38(2) 1,79(2)

𝐶𝐶 𝒃𝒃
𝜋𝜋𝑛𝑛 8,7(5) −0,30(1)

𝜋𝜋𝑝𝑝 11,6(5) −0,34(1)

𝑑𝑑𝑛𝑛 44(5) −1,09(3)

𝑑𝑑𝑝𝑝 18(1) −0,70(2)

𝐼𝐼𝐼 8,0(8) −0,70(2)
𝐼𝐼0 20(1) −0,84(1)

Аппроксимация 𝐶𝐶 � 𝐴𝐴−𝑏𝑏 Аппроксимации 𝐶𝐶 � 𝐴𝐴−𝑛𝑛/3
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Аппроксимации массовых соотношений

Спаривание по 
полученным аппрокс.:
∆𝑛𝑛= 5,11 � 𝐴𝐴−1/3,
∆𝑝𝑝= 5,74 � 𝐴𝐴−1/3,
∆𝑛𝑛𝑝𝑝= 7,04 � 𝐴𝐴−2/3

Ishkhanov et al. Chinese Phys C 2019 
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Метод локальных массовых соотношений

Соотношения Гарви-Келсона (1966)

GKT : −B(N+2,Z−2)+B(N,Z)−B(N,Z−1)+B(N+1,Z−2)−B(N+1,Z)+B(N+2,Z−1) = 0

GKL: −B(N+2,Z)+B(N,Z−2)−B(N+1,Z−2)+B(N+2,Z−1)−B(N,Z−1)+B(N+1,Z) = 0

N = Z
Magic nucl

А > 40 GKT

σ = 286.7 кэВ

σ = 200.7 кэВ

GKL

𝐺𝐺𝐾𝐾𝑇𝑇 = Δ𝑛𝑛𝑝𝑝 𝑁𝑁 + 2,𝑍𝑍 − 1 −
−Δ𝑛𝑛𝑝𝑝 𝑁𝑁 + 1,𝑍𝑍 = 0

𝐺𝐺𝐾𝐾𝐿𝐿 = Δ𝑛𝑛𝑝𝑝 𝑁𝑁 + 1,𝑍𝑍 − 1 −
−Δ𝑛𝑛𝑝𝑝 𝑁𝑁 + 2,𝑍𝑍 = 0
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Метод локальных массовых соотношений

Соотношения Гарви-Келсона (1966)

GKT : −B(N+2,Z−2)+B(N,Z)−B(N,Z−1)+B(N+1,Z−2)−B(N+1,Z)+B(N+2,Z−1) = 0

GKL: −B(N+2,Z)+B(N,Z−2)−B(N+1,Z−2)+B(N+2,Z−1)−B(N,Z−1)+B(N+1,Z) = 0

N = Z
Magic nucl

А > 40 GKT

σ = 286.7 кэВ

σ = 200.7 кэВ

GKL

Формула Коулмана-Глэшоу (1961)

∆m1 = ∆m4,

∆m5 = ∆m2,

∆m3 = ∆m6.

m1 + m5 + m3 = m4 + m2 + m6



Метод локальных массовых соотношений

N

𝐵𝐵𝑝𝑝𝑝𝑝𝑒𝑒𝑝𝑝 𝑍𝑍,𝑁𝑁 − 1 =
= 𝐵𝐵 𝑍𝑍,𝑁𝑁 − 𝐵𝐵 𝑍𝑍 − 1,𝑁𝑁 + 𝐵𝐵 𝑍𝑍 − 1,𝑁𝑁 − 1 − Δ𝑛𝑛𝑝𝑝𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑍𝑍,𝑁𝑁

Предсказываемая энергия связи (1 из 4 возможных формул):

Эксперимент
1 шаг
2 шаг
3 шаг

ZИтерационные 
вычисления:

Энергия связи такого ядра может 
быть выражена из двух 
различных 𝛥𝛥𝑛𝑛𝑝𝑝 => используется 
усреднение

Δ𝑛𝑛𝑝𝑝 𝑍𝑍,𝑁𝑁 = 𝑆𝑆𝑝𝑝 𝑍𝑍,𝑁𝑁 − 𝑆𝑆𝑝𝑝 𝑍𝑍,𝑁𝑁 − 1 =
= [𝐵𝐵(𝑍𝑍,𝑁𝑁) − 𝐵𝐵(𝑍𝑍,𝑁𝑁 − 1 )] − [𝐵𝐵(𝑍𝑍 − 1,𝑁𝑁) − 𝐵𝐵(𝑍𝑍 − 1,𝑁𝑁 − 1)]

Массовое соотношение, описывающее np-корреляции:

Z

N

[J. Janecke, H. Behrens // Phys. Rev. C 1974]

[Kravtsov V.A. Sov. Phys. JETP. 1959]

E.V. Vladimirova, et al Int. Jour. of Modern Phys. E, 2021



α-decay
fission 
β+-decay, e-capture

Mass

Main decay modes:

Experimental data:

Предсказания в области сверхтяжелых ядер 

∆𝒏𝒏𝒑𝒑𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄 𝑨𝑨 = 𝑪𝑪𝟏𝟏 + 𝑪𝑪𝟐𝟐 � 𝑨𝑨𝜸𝜸

A even A odd
C1, MeV −0,031 ± 0,083 0,116 ± 0,005
C2, MeV 106,599 ± 16,646 –

γ –1 –
RMSD, keV 153 111

Δ𝑛𝑛𝑝𝑝 𝐴𝐴 − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒
Δ𝑛𝑛𝑝𝑝 𝐴𝐴 − 𝑜𝑜𝑑𝑑𝑑𝑑

E.V. Vladimirova, et al Int. Jour. of Modern Phys. E, 2021



Предсказания в области сверхтяжелых ядер 

— Результат
● АМЕ2016 эксперимент
○ АМЕ2016 оценка
○ FRDM оценка

Оценка точности
𝐵𝐵𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝐵𝐵𝑒𝑒𝑒𝑒𝑝𝑝

Оценка точности
𝑄𝑄𝛼𝛼𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑄𝑄𝛼𝛼𝑒𝑒𝑒𝑒𝑝𝑝

𝜎𝜎 = 145,5 кэВ
σ% ≈ 3%

𝜎𝜎 = 137,4 кэВ
σ% ≈ 0,01%

𝜎𝜎 = 83,3 кэВ
σ% ≈ 1,5%

𝜎𝜎 = 89,9 кэВ
σ% ≈ 0,005%

● 1 шаг
● 2, 3, 4
● 5, 6, 7, 8

E.V. Vladimirova, et al Int. Jour. of Modern Phys. E, 2021
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Предсказания границ существования ядер

∆𝒏𝒏𝒑𝒑𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄 𝑨𝑨 = 𝑪𝑪𝟏𝟏 + 𝑪𝑪𝟐𝟐 � 𝑨𝑨𝜸𝜸

Отклонение предсказаний энергий связи 
для новых ядер в АМЕ2020

Владимирова Е.В., и др
Известия РАН. Серия физическая, 2022



Предсказания границ существования ядер

Результат
На основе АМЕ 2016

Экспериментальные данные
АМЕ 2016

Прочие работы
АМЕ 2016 (оценки)
FRDM 2012

 Метод корректно воспроизводит 
магические особенности

Линия отделения нейтронов:
 Для Z < 50 – шаги до 26
 Для Z > 50 – шаги до 36

Локализация области существования по Sp, Spp, Sn, Snn

finite-range liquid-drop model

Z = 106

N = 157

Vladimirova, Simonov, Tretyakova AIP Conference Proceedings 2021 
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0+

0+,2+,4+,6+ 6+

4+

2+

No pairing Seniority δ-function
G. Racah 1952 M. G. Mayer 1950

T.Tretyakova SINP MSU, May 2023

Мультиплет основного состояния

𝐽𝐽 = 𝑗𝑗 + 𝑗𝑗 =
7
2

+
7
2

= 0, 2, 4, 6

Два тождественных нуклона сверх замкнутого остова в состоянии j=7/2:

GΩ = Δnn ( N, Z )
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Мультиплет основного состояния

Приближение δ-потенциала ),(),( 21021 rrVrrV 

−−= δ
2 2

0

(2 1)1 , 0, 1, ,
(2 1) ( 1)1 1 0

2 2 1, 1, 0, .

J

jj j J при T S odd JE j J J
E

при T S even J

 +  + = =∆   = + +  ∆ −   = =

2014 Ишханов Б.С., Степанов  М.Е., Третьякова Т.Ю.
Вестник Московского университета
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Мультиплет основного состояния

2014 Ишханов Б.С., Степанов  М.Е., Третьякова Т.Ю.
Вестник Московского университета
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Eexp (MeV)

Ecalc (MeV)

y = Ax

y = x

Δ(5)

J>0 J=max
Pairing A σ A σ
Δnn, Δpp 0.991 0.621 1.163 0.560

2Δn
(3), 2Δp

(3) 0.751 0.902 0.849 0.608
2Δn

(4), 2Δp
(4) 0.863 0.647 0.991 0.278

2Δn
(5), 2Δp

(5) 0.871 0.634 1.004 0.246

j = 7/2: 42-46Ca, 42-56Ti, 46-54Cr, 58Cr, 50Fe, 
54Fe, 134Sn, 134Te

j = 9/2: 76Ni, 82Zr, 92Mo, 98Cd, 210-214Pb, 
210-212Po, 216-218Po, 212-214Rn, 214-

216Ra, 216-218Th

j = 11/2: 122-130Sn, 148Dy

j = 13/2: 184-194Pb

L. Imasheva et al, PEPAN, 48 (2017) 
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j=9/2

T.Tretyakova SINP MSU, May 2023

Спектры для j = 9/2

∑ ∆=∆ −

1

1
,};

2

11
1

J
J

NN
J EsJjjJsjE

Для сеньорити s > 2 расчет мультиплетов производится с использованием генеалогических 
коэффициентов (coefficients of fractional parentage, CFP) sJjjJsj NN };11

1−

Bayman, Lande. NP 77 (1966) 1
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Спектры для j = 9/2

Изотопы никеля (Z = 28) Изотоны N=50

Sidorov S., Zhulyaeva D.,Tretyakova T.,
Chinese Physics C 46 (2022) 074102



T.Tretyakova SINP MSU, May 2023 33

Спектры для j = 9/2

Sidorov S., Zhulyaeva D.,Tretyakova T.,
Chinese Physics C 46 (2022) 074102

Сеньорити 2
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Спектры для j = 9/2

Сеньорити 3

Sidorov et al Chinese Physics C 2022
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Спектры для j = 9/2

Сеньорити 3

Sidorov et al Chinese Physics C 2022
Escuderos, Zamick 2006
Степанов и др. 2018
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Спектры для j = 9/2

Сеньорити 4

Sidorov et al Chinese Physics C 2022
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Спектры для j = 9/2

Sidorov et al Chinese Physics C 2022
Rowe, Rosensteel 2001
Степанов и др. 2018
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Спектры для j = 9/2

Спектры сеньорити 𝜈𝜈 = 4 в 
зависимости от энергии 
состояния 2+в спектре 𝜈𝜈 = 2.



Результаты

1. Проведен анализ существующих в литературе и предложены новые массовые соотношения
для описания парных корреляций нуклонов.

2. На основе современных экспериментальных данных получены новые аппроксимации оценок
парной энергии тождественных нуклонов и нейтрон-протонных корреляций. Полученные
аппроксимации позволяют эффективно описывать отдельные вклады в энергию спаривания.

3. С использованием массовых соотношений для np-корреляций получены новые предсказания
энергий связи неизвестных ядер в области нейтронизбыточных и сверхтяжелых элементов

4. Впервые показано, что расщепление мультиплета основного состояния с сеньорити 2
определяется величиной энергии спаривания нуклонов и может быть получено с
использованием масс близлежащих ядер.

5. В приближении δ-сил проведен расчет спектров низколежащих состояний для
нейтронизбыточных изотопов никеля и изотонов N = 50, в том числе для сеньорити 3.
Показана зависимость нарушения порядка уровней в мультиплете с высокими значениями
сеньорити от вклада дальнодействующих корреляций.
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