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Â Ìîñêâå â Ðîññèéñêîì óíèâåðñèòåòå äðóæáû íàðîäîâ ñ 15 ïî 18 äåêàáðÿ 2014
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íå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ;
- Ñâîéñòâà ïëîòíîñòåé ñòàöèîíàðíûõ ðàñïðåäåëåíèé äèôôóçèé íà ìíîãîîáðà-

çèÿõ;
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ÐÀÍ), Ì.Ñ., Þ.Å. Ãëèêëèõ (ÂîðÃÓ), Ñ.È. Êàáàíèõèí (ÍÃÓ), À.È. Êèðèëëîâ (ÐÔ-
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À.Ê. Ïîãðåáêîâ (ÌÈ ÐÀÍ), Å.Ñ. Ïîëîâèíêèí (ÌÔÒÈ), È.Ã. Ïîñïåëîâ (ÂÖ ÐÀÍ),
À.À. Ðîìàíþõà (ÈÂÌ ÐÀÍ), Â.Ì. Ñàâ÷èí (ÐÓÄÍ), À.Ã. Ñåðãååâ (ÌÈ ÐÀÍ), À.Ë.
Ñêóáà÷åâñêèé (ÐÓÄÍ), À.À. Ñëàâíîâ (ÌÈ ÐÀÍ), Î.Ã. Ñìîëÿíîâ (ÌÃÓ), Í.Â. Ñìî-
ðîäèíà (ÑÏáÃÓ), Â.Ä. Ñòåïàíîâ (ÐÓÄÍ), Â.Ô. Òèøêèí (ÈÏÌ ÐÀÍ), Â.Í. ×óáàðèêîâ
(ÌÃÓ), À.Á. Øàáàò (ÈÒÔ), Å.Ò. Øàâãóëèäçå (ÌÃÓ), Ñ.Â. Øàïîøíèêîâ (ÌÃÓ), À.Í.
Øèðÿåâ (ÌÈ ÐÀÍ), À.Ã. ßãîëà (ÌÃÓ) è äðóãèå.

Â õîäå êîíôåðåíöèè ñäåëàíû è îáñóæäåíû ïëåíàðíûå äîêëàäû è äîêëàäû íà
ñëåäóþùèõ ñåìè ñåêöèÿõ:

- Áåñêîíå÷íîìåðíûé àíàëèç è ñòîõàñòèêà
- Ãåîìåòðè÷åñêèå, òîïîëîãè÷åñêèå è êîìáèíàòîðíûå ñòðóêòóðû íà ìíîãîîáðà-

çèÿõ
- Íåëîêàëüíûå çàäà÷è.
- Íåêîððåêòíûå çàäà÷è.
- Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà.
- Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
- Ïðèëîæåíèÿ ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè.
Ïàðàëëåëüíî è â ñâÿçè ñ êîíôåðåíöèåé ¾Áåñêîíå÷íîìåðíûé àíàëèç, ñòîõà-

ñòèêà, ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå: íîâûå çàäà÷è è ìåòîäû¿ â ÐÓÄÍ ïðîøëà
ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî è åñòåñòâåííîíàó÷íîãî
îáðàçîâàíèÿ¿. Åå îñíîâíàÿ öåëü � ñïîñîáñòâîâàòü ðåøåíèþ ôóíäàìåíòàëüíûõ ïðî-
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áëåì òåîðèè è ìåòîäèêè ïðåïîäàâàíèÿ äëÿ ðåàëèçàöèè Êîíöåïöèè ðàçâèòèÿ ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ â Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè, óòâåðæäåííîé Ïðàâèòåëüñòâîì
Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè 24 äåêàáðÿ 2013 ãîäà.

Îðãàíèçàòîðû êîíôåðåíöèè: Ðîññèéñêèé óíèâåðñèòåò äðóæáû íàðîäîâ
(ÐÓÄÍ), Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé èíñòèòóò ðàäèîòåõíèêè, ýëåêòðîíèêè è àâ-
òîìàòèêè (òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò) (ÌÈÐÝÀ), Íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêèé ñîâåò ïî ìà-
òåìàòèêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÔ (ÍÌÑ), Öåíòð ñîâðåìåííîãî îáðà-
çîâàíèÿ (ÖÑÎ)

Äëÿ âûñòóïëåíèÿ ñ äîêëàäàìè è îðãàíèçàöèè äèñêóññèé áûëè ïðèãëàøåíû
Â.Â. Àôàíàñüåâ (ßÃÏÓ), È.È. Áàâðèí (ÌÏÃÓ), Ì.Ì.Ìêðò÷ÿí (Ìèíèñòåðñòâî îá-
ðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÀ), Í.Õ. Ðîçîâ (ÌÃÓ), Â.Ñ. Ñåíàøåíêî (ÐÓÄÍ), À.Ë. Ñåì¼íîâ
(ÌÏÃÓ), Â.Ì. Ôèëèïïîâ (ÐÓÄÍ), è äð.

Â õîäå êîíôåðåíöèè ñäåëàíû è îáñóæäåíû ïëåíàðíûå äîêëàäû è äîêëàäû íà
ñëåäóþùèõ òðåõ ñåêöèÿõ:

- Ïóòè ïîâûøåíèÿ ìîòèâàöèè ê èçó÷åíèþ ìàòåìàòèêè è åñòåñòâåííûõ íàóê â
ñîâðåìåííîì îáùåñòâå

- Ðàçâèòèå ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîãî åñòåñòâîçíàíèÿ
- Ïðîáëåìû ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè â øêîëå è âóçå
Èòîãè êîíôåðåíöèé áóäóò ñïîñîáñòâîâàòü äàëüíåéøåìó ðàçâèòèþ ìàòåìàòè-

êè êàê íàóêè, ìàòåìàòè÷åñêèõ è ïåäàãîãè÷åñêèõ íàó÷íûõ øêîë, ñîâåðøåíñòâîâàíèþ
ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ â ñðåäíåé øêîëå è âóçàõ.

Îðãêîìèòåò

The international conference ¾In�nite dimensional analysis, stochastics,
mathematical modeling: new problems and methods¿ took place in Russian University
of People Friendship (Moscow) on December 15-18, 2014.

The conference is organized by Russian University of People Friendship, Moscow
State Institute of Radio technique, Electronics and Automatics (Technical University)
and Centre of Modern Education. The conference is supported by the RFBR grant � 14-
01-20380.

The conference is expected to help in solving the following fundamental [problems
- Mathematical description of complex systems:
- Classi�cation of nonlocal equations including the stochastic ones;
- Existence and unity of solutions of nonlocal stochastic equations;
- Conditions of absolute continuity pf distributions on in�nite-dimensional spaces.;
- Properties of stationary distributions of di�usions in manifolds;
- Solutions of the inverse problems of mathematical physics

and others..
Together with the conference took place the conference on ¾The problems

of mathematical natural science education¿. The conference is organized by Russian
University of People Friendship, Moscow State Institute of Radiotechnique, Scienti�c
and Methodic Council of the Russian Ministry of Science and Education, Electronics
and Automatics (Technical University) and Centre of Modern Education. The aim of the
conference is to help in realization of the Conception of development of mathematical
education in Russian Federation.

Organizing Committee
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Ââåäåíèå

Â êëàññè÷åñêîé ðàáîòå [1], îïóáëèêîâàííîé â 1931 ãîäó, À.Í. Êîëìîãîðîâ äàë
îïðåäåëåíèå òîãî, ÷òî ñåé÷àñ íàçûâàåòñÿ äèôôóçèîííûì ïðîöåññîì, åãî ìàòðèöåé
äèôôóçèè A = σ2 è êîýôôèöèåíòîì ñíîñà b, à òàêæå ñôîðìóëèðîâàë ñëåäóþùóþ
ïðîáëåìó:

Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ äëÿ îòîáðàæåíèé A è b ìîæíî óêàçàòü äèôôóçèîííûé
ïðîöåññ ξ, äëÿ êîòîðîãî îíè ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòîì ñíîñà è ìàòðèöåé äèôôóçèè?
Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ýòîò ïðîöåññ ξ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûìè äàííûìè?

Ýòà ïðîáëåìà áûëà ñôîðìóëèðîâàíà Êîëìîãîðîâûì â òåðìèíàõ âûâåäåííûõ
èì óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, íàçûâàþùèõñÿ òåïåðü
óðàâíåíèÿìè Ôîêêåðà � Ïëàíêà � Êîëìîãîðîâà è îáñóæäàåìûõ íèæå, ãäå áóäóò òàê-
æå âîñïðîèçâåäåíû òî÷íûå ôîðìóëèðîâêè ïðîáëåì Êîëìîãîðîâà èç ðàáîòû [1] è äâóõ
åãî ïîñëåäóþùèõ ðàáîò [2] è [3] (âñå îíè âêëþ÷åíû â èçáðàííûå òðóäû [4]). Êðàòêèå
ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ïðîáëåì Êîëìîãîðîâà èç ðàáîò [1] � [3] òàêîâû.

• Ñóùåñòâîâàíèå äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà ñ äàííûìè êîýôôèöèåíòàìè äèô-
ôóçèè A è ñíîñà b.

• Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé óðàâíåíèé Ôîêêåðà � Ïëàíêà �
Êîëìîãîðîâà îòíîñèòåëüíî âåðîÿòíîñòíûõ ìåð.

• Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ñòàöèîíàðíûõ ðàñïðåäåëåíèé äèôôóçèîí-
íûõ ïðîöåññîâ è èõ ýðãîäè÷åñêèå ñâîéñòâà. ßâíîå íàõîæäåíèå ñòàöèîíàðíûõ ðàñïðå-
äåëåíèé äëÿ ñíîñîâ ãðàäèåíòíîãî âèäà ïðè A = I, ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, ò.å.
âèäà b = ∇Ψ.
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Â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ ïðîáëåìû Êîëìîãîðîâà åñòåñòâåííûì îáðàçîì
äîïîëíèëèñü åùå öåëûì ðÿäîì âîïðîñîâ, î êîòîðûõ áóäåò ñêàçàíî íèæå.

Çàìåòíûé âêëàä â èçó÷åíèå îáðàçîâàâøåãîñÿ øèðîêîãî êðóãà ïðîáëåì âíåñëè
ìíîãèå êðóïíûå ó÷åíûå, ñðåäè êîòîðûõ Ó. Ôåëëåð, Ê. Èòî, Å.Á. Äûíêèí, Þ. Ìîçåð,
Ð.Ç. Õàñüìèíñêèé, Ë. Õ¼ðìàíäåð, Î.À. Îëåéíèê, Ð. Âàðàäàí, Ä. Ñòðóê, Ï. Ìàëëÿâýí,
Í.Â. Êðûëîâ. Òåì íå ìåíåå ðÿä áàçîâûõ ïðîáëåì äàæå ñ âåñüìà ýëåìåíòàðíûìè
ôîðìóëèðîâêàìè îñòàþòñÿ îòêðûòûìè.

Äàëåå ìû ðàçúÿñíèì ñóòü îñíîâíûõ ïðîáëåì Êîëìîãîðîâà è èõ ñîâðåìåííîå
çíà÷åíèå, îïèøåì èñòîðèþ ïîèñêà èõ ðåøåíèé è èçëîæèì âàæíåéøèå äîñòèãíóòûå
ðåçóëüòàòû. Ïîñêîëüêó ïîäðîáíàÿ áèáëèîãðàôèÿ ïðèâåäåíà â êíèãå [5], òî ìû îãðà-
íè÷èìñÿ ëèøü ñàìûìè íåîáõîäèìûìè ññûëêàìè.

Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî âåñüìà ñóùåñòâåííûå îòëè÷èÿ ïðîáëåì äàííîãî íàïðàâ-
ëåíèÿ îò êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ òåîðèè óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ñîñòîÿò â
òîì, ÷òî

1) ïî ñâîåé ñóòè óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà � Ïëàíêà � Êîëìîãîðîâà ÿâëÿþòñÿ óðàâ-
íåíèÿìè îòíîñèòåëüíî ìåð, à íå îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé (÷òî îñîáî ïðîÿâëÿåòñÿ â
áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå); ïðè ýòîì äàæå åñëè êîíå÷íîìåðíîå ðåøåíèå èìååò ïëîò-
íîñòü, òî íå íàêëàäûâàåòñÿ òðàäèöèîííûõ äëÿ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé
îãðàíè÷åíèé òèïà îöåíîê ðîñòà;

2) ðåøåíèÿ îïðåäåëåíû âî âñåì ïðîñòðàíñòâå ò.å. íåò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé;
3) äîïóñêàþòñÿ î÷åíü ñëàáûå îãðàíè÷åíèÿ íà ãëàäêîñòü è ðîñò êîýôôèöèåí-

òîâ, â ðÿäå áàçîâûõ çàäà÷ âîîáùå íåò íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé, ïîýòîìó êëàññè÷åñêèå
ðåçóëüòàòû ïðèìåíèìû òîëüêî â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ.

1. Ìàðêîâñêèå è äèôôóçèîííûå ïðîöåññû

Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì X òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé íåêîòîðîé ñè-
ñòåìû. Âàðèàíòû åå ýâîëþöèè ïðåäñòàâëÿþòñÿ êðèâûìè t ∈ I 7→ X , ãäå I = [0,∞)
èëè I = Z+ = {0, 1, 2, . . . }. Äîïóñòèì, ÷òî èçâåñòíî, â êàêèõ ñîñòîÿíèÿõ íàõîäèëàñü
ñèñòåìà ïðè t ≤ T , Ñïðàøèâàåòñÿ, ÷òî ìîæíî ñêàçàòü î åå ñîñòîÿíèÿõ ïðè t > T? Ýòî,
êîíå÷íî, çàäà÷à ïðîãíîçà. Åñëè ýâîëþöèÿ ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíû-
ìè óðàâíåíèÿìè ñ óñòîé÷èâûìè ðåøåíèÿìè, òî ïðîãíîç îäíîçíà÷åí è îïðåäåëÿåòñÿ
ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè

dx

dt
= f(t, x), x(t0) = x0.

Ýâîëþöèÿ òàêîé ñèñòåìû àáñîëþòíî ïðåäñêàçóåìà. Íî â æèçíè ãîðàçäî ÷àùå âñòðå-
÷àþòñÿ äðóãèå ñèñòåìû, ýâîëþöèÿ êîòîðûõ íå ìîæåò áûòü òî÷íî ïðåäñêàçàíà. Äëÿ
íèõ íàèáîëåå àäåêâàòíûé ñïîñîá îïèñàíèÿ ýâîëþöèè ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè âåðîÿò-
íîñòåé îáíàðóæåíèÿ ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè t â ñîñòîÿíèè B, åñëè â ïðåäûäóùèé
ìîìåíò âðåìåíè s ñèñòåìà íàõîäèëàñü â ñîñòîÿíèè A. Îáîçíà÷èì òàêóþ âåðîÿòíîñòü
ñèìâîëîì P (s,A, t,B). Îíà íàçûâàåòñÿ ïåðåõîäíîé âåðîÿòíîñòüþ.

Âìåñòî îïèñàíèÿ ýâîëþöèè ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè P (s,A, t, dx) = δx(t)(dx), ãäå x(t) �
ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, êîòîðàÿ â ìîìåíò âðåìåíè s íàõîäèëàñü â ñîñòîÿíèè A, è δa �
ìåðà Äèðàêà, ñîñðåäîòî÷åííàÿ â òî÷êå a. Åñëè ýâîëþöèÿ ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíûì âêëþ÷åíèåì, òî P (s,A, t, dx) � ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå â íåêî-
òîðîé êîìïàêòíîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé X .

Ýâîëþöèÿ, îïèñûâàåìàÿ âåðîÿòíîñòÿìè P (s,A, t,B), íàçûâàåòñÿ ìàðêîâñêèì
ïðîöåññîì. Ñàìî ñîáîé ðàçóìååòñÿ, ÷òî ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ s, t è A âåðíî ñîîòíî-

12



Ïëåíàðíûå äîêëàäû

øåíèå
P (s,A, t,X ) = 1.

Êðîìå òîãî, ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ s, t, u è A äîëæíà áûòü ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà
ïîëíîé âåðîÿòíîñòè

P (s,A, u,B) =

∫
X
P (t, x, u,B)P (s,A, t, dx). (1)

Ýòî ñîîòíîøåíèå â òåîðèè ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ è â ôèçèêå îáëàäàåò öåëûì ðÿ-
äîì íàèìåíîâàíèé: óðàâíåíèå ×ýïìåíà � Êîëìîãîðîâà, óðàâíåíèå Ñìîëóõîâñêîãî,
óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà � Ñìîëóõîâñêîãî è äð.

Îäíîðîäíûì íàçûâàåòñÿ ìàðêîâñêèé ïðîöåññ, äëÿ êîòîðîãî ïåðåõîäíûå âåðî-
ÿòíîñòè P (s, ·, t, ·) çàâèñÿò ëèøü îò ðàçíîñòè t− s. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü (ïðè âåñüìà øèðîêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îá èçìåðèìîñòè) ñåìåéñòâî ìåð P (t, x,A),
ïîðîæäàþùåå òàê íàçûâàåìóþ ïåðåõîäíóþ ïîëóãðóïïó

Ttf(x) =

∫
X
f(y)P (t, x, dy)

íà ïðîñòðàíñòâå îãðàíè÷åííûõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé. Ïðè íàäëåæàùèõ óñëîâèÿõ ýòà
ïîëóãðóïïà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

d

dt
Ttf = LTtf, (2)

ãäå îïåðàòîð L (íà íåêîòîðîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ) íàçûâàåòñÿ ãåíåðàòîðîì ïðîöåñ-
ñà.

Ìàðêîâñêèé ïðîöåññ â Rd íàçûâàåòñÿ äèôôóçèîííûì (ñì. [6]), åñëè åãî ïåðå-
õîäíûå âåðîÿòíîñòè óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì òðåì óñëîâèÿì:

äëÿ âñÿêîãî ε > 0 âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

lim
t′↓t

1

t′ − t

∫
min |yi−xi|>ε

P (t, x, t′, dy) = 0; (3)

lim
t′↓t

1

t′ − t

∫
max |yi−xi|<ε

(yj − xj)P (t, x, t′, dy) = bj(t, x); (4)

lim
t′↓t

1

t′ − t

∫
max |yi−xi|<ε

(yj − xj)(yk − xk)P (t, x, t′, dy) = ajk(t, x). (5)

Âåêòîðíîå ïîëå b(t, x) = {b1(t, x), b2(t, x), . . . , bd(t, x)} íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåí-
òîì ñíîñà, ìàòðèöà A(t, x) =

(
aij(t, x)

)
� ìàòðèöåé äèôôóçèè.

Åñëè êîýôôèöèåíòû A è b íå çàâèñÿò îò t, òî äèôôóçèîííûé ïðîöåññ îäíî-
ðîäåí. Ãåíåðàòîðîì îäíîðîäíîãî äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèé
îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà

1

2
aij∂xi∂xjf + bi∂xif.

Äàëåå ìû íå áóäåì ïèñàòü ìíîæèòåëü 1/2 â óðàâíåíèÿõ, ñ÷èòàÿ, ÷òî îí âêëþ÷åí â
ìàòðèöó A.

Òàêèì îáðàçîì, ïåðâàÿ èç êîëìîãîðîâñêèõ ïðîáëåì êàñàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà, äëÿ êîòîðîãî çàäàííûå îòîáðàæåíèÿ A è b ÿâëÿþòñÿ ìàò-
ðèöåé äèôôóçèè è êîýôôèöèåíòîì ñíîñà ñîîòâåòñòâåííî. Îòìåòèì, ÷òî â [1] èñïîëü-
çóþòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûå îáîçíà÷åíèÿ: ñíîñ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç A, à ìàòðèöà äèô-
ôóçèè ÷åðåç B2. Ïðè öèòèðîâàíèè ìû áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ íàøèõ îáîçíà÷åíèé.
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Çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ
(è ìíîãîîáðàçèé) ìîæíî îïðåäåëÿòü èõ ïëîòíîñòÿìè îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà.
Â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ àíàëîãîâ ìåðû Ëåáåãà íåò. Êàê æå îïðåäåëÿòü
çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ òàêèõ ïðîñòðàíñòâ? Ïðîáëåìà, ñôîðìó-
ëèðîâàííàÿ Êîëìîãîðîâûì, ïîäñêàçûâàåò âàðèàíò îòâåòà: ýòè ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî
îïðåäåëÿòü îòîáðàæåíèÿìè A è b.

Â òðèäöàòûå ãîäû ïðîøëîãî âåêà ýòî ôóíäàìåíòàëüíîå çíà÷åíèå ïðîáëåìû
Êîëìîãîðîâà íå ìîãëî áûòü âîñïðèíÿòî. Íóæíî áûëî, ÷òîáû ðàçâèëàñü ïîòðåáíîñòü
â ìåòîäàõ èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû, ò.å. ïîòðåá-
íîñòü â áåñêîíå÷íîìåðíîì àíàëèçå. Ìû òåïåðü âèäèì, ÷òî èíôîðìàöèÿ, íàïðèìåð,
î êâàíòîâûõ ñèñòåìàõ èìååòñÿ â ôîðìå îòîáðàæåíèé, à ìîäåëè êâàíòîâûõ ñèñòåì
îïðåäåëÿþòñÿ ìåðàìè. Ïîýòîìó êàíîíè÷åñêèì ñïîñîáîì ðàçâèòèÿ êâàíòîâîé òåîðèè
ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ìåð ïî çàäàííûì îòîáðàæåíèÿì òèïà A è b, ò.å. ðåøåíèå ïðîáëå-
ìû Êîëìîãîðîâà â ðàçíûõ êîíêðåòíûõ ñëó÷àÿõ, òî÷íåå � áåñêîíå÷íîìåðíîãî àíàëîãà
ýòîé ïðîáëåìû. Îá ýòîì àíàëîãå ðå÷ü ïîéäåò ïîçæå, à ñåé÷àñ ìû èçëîæèì íåêîòîðûå
ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê èñõîäíîé ïîñòàíîâêå ïðîáëåìû. Îíè èíòåðåñíû íå òîëüêî
ñàìè ïî ñåáå, íî è ïîòîìó, ÷òî ñëóæàò îñíîâîé äëÿ áåñêîíå÷íîìåðíûõ îáîáùåíèé.

2. Êàê ðåøàòü ïåðâóþ ïðîáëåìó Êîëìîãîðîâà?

Åñòü äâà ñïîñîáà. Ïåðâûé, ïðåäëîæåííûé ñàìèì Êîëìîãîðîâûì � ðåøàòü
óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Îñíîâíàÿ ÷àñòü íàøåãî îáçîðà êà-
ñàåòñÿ èìåííî ýòîãî. Âòîðîé � ðåøàòü ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå Èòî; îá ýòîì áóäåò
ëèøü êðàòêèé êîììåíòàðèé.

2.1. Óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà � Ïëàíêà � Êîëìîãîðîâà
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé äèôôóçèè

P (s, x, t, E) àáñîëþòíî íåïðåðûâíû îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà â Rd. Ýòî çíà÷èò, ÷òî
ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ p(s, x, t, y) òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ s ≤ t èç (0, T ), äëÿ êàæäîãî
x ∈ Rn è âñÿêîãî èçìåðèìîãî ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâà E ⊂ Rn ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

P (s, x, t, E) =

∫
E

p(s, x, t, y)dy.

Â ðàáîòå [1] Êîëìîãîðîâ äîêàçàë, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ èç ôîðìóë
(1) è (3)�(5) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ p(s, x, t, y) óäîâëåòâîðÿåò äâóì óðàâíåíèÿì

∂

∂s
p(s, x, t, y) = −ajk(s, x)

∂2

∂xj∂xk
p(s, x, t, y)− bj(s, x)

∂

∂xj
p(s, x, t, y), (6)

∂

∂t
p(s, x, t, y) = − ∂2

∂yj∂yk

(
ajk(t, y)p(s, x, t, y)

)
+

∂

∂yj

(
bj(t, y)p(s, x, t, y)

)
. (7)

Óðàâíåíèå (7) íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì óðàâíåíèåì Êîëìîãîðîâà (ñàì Êîëìîãî-
ðîâ íàçûâàë åãî ïåðâûì óðàâíåíèåì). Â íåì àðãóìåíòû t è y ôóíêöèè p(s, x, t, y)
ôèêñèðîâàíû. Îòìåòèì, ÷òî ïåðâîå óðàâíåíèå åñòü â òî÷íîñòè óðàâíåíèå (2) äëÿ
ãåíåðàòîðà ïîëóãðóïïû (â ñëó÷àå îäíîðîäíîãî ïðîöåññà).

Óðàâíåíèå (8) íàçûâàåòñÿ ïðÿìûì óðàâíåíèåì Êîëìîãîðîâà (âòîðûì óðàâíå-
íèåì ïî òåðìèíîëîãèè Êîëìîãîðîâà) èëè óðàâíåíèåì Ôîêêåðà � Ïëàíêà � Êîëìîãî-
ðîâà. Â íåì àðãóìåíòû s è x ôóíêöèè p(s, x, t, y) ôèêñèðîâàíû.

Ïðè íàïèñàíèè ñòàòüè [1] Êîëìîãîðîâ íå çíàë, ÷òî óðàâíåíèå (8) óæå èññëå-
äîâàëîñü ðàíåå â ôèçè÷åñêîé ëèòåðàòóðå, â ÷àñòíîñòè Ôîêêåðîì è Ïëàíêîì, íî â
ñòàòüå [2] îí äåëàåò îá ýòîì ñîîòâåòñòâóþùåå ïðèìå÷àíèå.
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Ïðîöèòèðóåì òåïåðü ñàìîãî Êîëìîãîðîâà èç [1] (ñ óïîìÿíóòûìè èçìåíåíèÿìè
îáîçíà÷åíèé), ïîÿñíèâ, ÷òî (133) � ïðÿìîå óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà, (86) � óðàâíåíèå
×ýïìåíà � Êîëìîãîðîâà (1), (143) îçíà÷àåò, ÷òî íà÷àëüíîå óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ ìåðîé
Äèðàêà â òî÷êå x, (85) è (142) � óñëîâèÿ òîãî, ÷òî ðå÷ü èäåò î âåðîÿòíîñòíûõ ìåðàõ:

Îñíîâíîé âîïðîñ îòíîñèòåëüíî îäíîçíà÷íîñòè ðåøåíèé ñîñòîèò â ñëåäóþ-
ùåì: ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ïðè çàäàííûõ s è x ìîæåò
ñóùåñòâîâàòü ëèøü åäèíñòâåííàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ f(s, x, t, y) ïåðåìåí-
íûõ t, y, îïðåäåëåííàÿ äëÿ âñåõ çíà÷åíèé y è t > s è óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ
(133) è óñëîâèÿì (142)�(143)? Â íåêîòîðûõ âàæíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ íà ýòîò âî-
ïðîñ ìîæåò áûòü äàí ïîëîæèòåëüíûé îòâåò; òàêèìè ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, âñå
ñëó÷àè, ðàññìàòðèâàåìûå â áëèæàéøèõ äâóõ ïàðàãðàôàõ.

Ïóñòü òåïåðü ôóíêöèè b(t, y) è A(t, y) áóäóò íàì çàäàíû íàïåðåä; ìîæ-
íî ïîñòàâèòü âîïðîñ î òîì, ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ
f(s, x, t, y), êîòîðàÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, óäîâëåòâîðÿëà áû óðàâíåíèÿì (85) è (86)
(êàê áûëî âûÿñíåíî â � 11, ýòè òðåáîâàíèÿ íåîáõîäèìû äëÿ òîãî, ÷òîáû f(s, x, t, y)
ìîãëà îïðåäåëÿòü ñòîõàñòè÷åñêóþ ñõåìó), à ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñëå ïðåäåëüíûõ
ïåðåõîäîâ ïî ôîðìóëàì (122) è (124) ïðèâîäèëà áû ê ýòèì çàäàííûì ôóíêöèÿì
b(t, y) è A(t, y).

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîäîáíîé çàäà÷è ìîæíî, íàïðèìåð, ñïåðâà îïðåäåëèòü êàêîå-
ëèáî íåîòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå íàøåãî âòîðîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (133),
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (142)�(143), à çàòåì èññëåäîâàòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îíî äåé-
ñòâèòåëüíî ðåøåíèåì íàøåé çàäà÷è. Ïðè ýòîì âîçíèêàþò ñëåäóþùèå äâà îáùèõ
âîïðîñà:

1. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâóåò òàêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (133)?
2. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ýòî ðåøåíèå äåéñòâèòåëü-

íî óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì (85) è (86)?
Ñóùåñòâóþò âñå îñíîâàíèÿ ïîëàãàòü, ÷òî ýòè óñëîâèÿ èìåþò äîñòàòî÷íî

îáùèé õàðàêòåð.
Â áîëåå èíâàðèàíòíûõ îáîçíà÷åíèÿõ ïðÿìîå óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà ìîæíî

çàïèñàòü òàê.
Ðàññìîòðèì îïåðàòîð

LA,bϕ(t, x) = aij(t, x)∂xi∂xjϕ(t, x) + bi(t, x)∂xiϕ(t, x),

ãäå èñïîëüçóåòñÿ òåíçîðíîå ïðàâèëî ñóììèðîâàíèÿ ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì,
ïðè÷åì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè aij è bi ÿâëÿþòñÿ áîðåëåâñêèìè íà (0, T )×Rd,
ìàòðèöà A(t, x) = (aij(t, x))i,j≤d íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îãðàíè÷åííàÿ ìåðà µ íà (0, T )× Rd (âîçìîæíî, çíàêîïå-
ðåìåííàÿ) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ôîêêåðà � Ïëàíêà � Êîëìîãîðîâà

∂tµ = L∗A,bµ,

åñëè êîýôôèöèåíòû aij è bi íà êàæäîì êîìïàêòå èíòåãðèðóåìû îòíîñèòåëüíî ïîëíîé
âàðèàöèè |µ| ìåðû µ è äëÿ êàæäîé ôóíêöèè ϕ ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì â (0, T )×Rd

âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ∫
(0,T )×Rd

[∂tϕ+ LA,bϕ] dµ = 0.

Ýòî ìîæíî çàïèñàòü êàê ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî â ñìûñëå îáîáùåííûõ ôóíêöèé:

∂tµ = ∂xi∂xj(a
ijµ)− ∂xi(biµ).
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Íàêîíåö, åñëè µ çàäàåòñÿ ïëîòíîñòüþ, ò.å. µ = %(t, x) dt dx, òî ïðèõîäèì ê ñëåäóþùå-
ìó óðàâíåíèþ íà ïëîòíîñòü (îïÿòü ïîíèìàåìîìó â ñìûñëå îáîáùåííûõ ôóíêöèé):

∂t% = ∂xi∂xj(a
ij%)− ∂xi(bi%).

Íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà � Ïëàíêà � Êîëìîãîðîâà ââîäèòñÿ
â òîì ñëó÷àå, êîãäà ðåøåíèÿ ïðåäñòàâèìû â âèäå

µ = µt dt,

ãäå µt � îãðàíè÷åííàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà íà Rd. Ýòà çàïèñü îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âñÿêîé
îãðàíè÷åííîé áîðåëåâñêîé ôóíêöèè ψ íà (0, T )× Rd âåðíî ðàâåíñòâî∫

ψ dµ =

∫ T

0

∫
Rd
ψ(t, x)µt(dx) dt.

Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå çàâåäîìî âîçìîæíî ïðè íàëè÷èè ïëîòíîñòè. Ðåøåíèå íàçûâà-
åòñÿ âåðîÿòíîñòíûì, åñëè ïî÷òè âñå ìåðû µt � âåðîÿòíîñòíûå.

Äëÿ ðåøåíèé âèäà µ = µt dt íà÷àëüíîå óñëîâèå ν ïîíèìàåòñÿ êàê îãðàíè÷åííàÿ
ìåðà ν íà Rd, äëÿ êîòîðîé ïðè âñåõ ϕ ∈ C∞0 (Rd) âåðíî òîæäåñòâî∫

Rd
ϕ(x)µt(dx)−

∫
Rd
ϕ(x) ν(dx) =

∫ t

0

∫
Rd
ϕ(x)µt(dx) dt.

Ïðè øèðîêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ ýòî ñâîäèòñÿ ê òîìó,
÷òî

lim
t→0

∫
Rd
ϕ(x)µt(dx) =

∫
Rd
ϕ(x) ν(dx).

Â ñëó÷àå êîýôôèöèåíòîâ A è b, íå çàâèñÿùèõ îò t, ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòàöèî-
íàðíîå óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà (èëè ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Ôîêêåðà � Ïëàíêà �
Êîëìîãîðîâà)

L∗A,bµ = 0

îòíîñèòåëüíî îãðàíè÷åííûõ ìåð µ íà Rd. Îíî ïîíèìàåòñÿ êàê òîæäåñòâî∫
Rd
LA,bϕdµ = 0, ϕ ∈ C∞0 (Rd).

Â ñìûñëå îáîáùåííûõ ôóíêöèé åãî ìîæíî çàïèñàòü êàê

∂xi∂xj(a
ijµ)− ∂xi(biµ) = 0,

à ïðè íàëè÷èè ïëîòíîñòè % ìåðû µ êàê

∂xi∂xj(a
ij%)− ∂xi(bi%) = 0.

Åñëè A = I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, òî ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

∆%− div (%b) = 0.

Ñòàöèîíàðíîìó óðàâíåíèþ óäîâëåòâîðÿåò èíâàðèàíòíàÿ ìåðà äèôôóçèè, åñëè
îíà ñóùåñòâóåò. Íàïîìíèì, ÷òî â ñëó÷àå îäíîðîäíîãî ïðîöåññà ìåðà µ íàçûâàåòñÿ
èíâàðèàíòíîé èëè ñòàöèîíàðíîé, åñëè∫

Rd
Ttf(x)µ(dx) =

∫
Rd
f(x)µ(dx), f ∈ C∞0 (Rd),
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ãäå {Tt} � ïåðåõîäíàÿ ïîëóãðóïïà.
Ïðè ðàññìîòðåíèè ïëîòíîñòåé ðåøåíèé íà Rd óäîáíî èñïîëüçîâàòü êëàññû

Ñîáîëåâà W p,1(Rd), ñîñòîÿùèå èç ôóíêöèé f ∈ Lp(Rd), èìåþùèõ îáîáùåííûå ïåðâûå
ïðîèçâîäíûå èç Lp(Rd). Ëîêàëüíûé êëàññ Ñîáîëåâà W p,1 ñîñòîèò èç ôóíêöèé f , äëÿ
êîòîðûõ ζf ∈ W p,1(Rd) äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè ζ ∈ C∞0 (Rd). Íàïîìíèì, ÷òî ïî òåîðåìå
âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà ôóíêöèÿ êëàññà W p,1 ïðè p > d èìååò íåïðåðûâíóþ âåðñèþ.

Â óêàçàííîì ïðåäñòàâëåíèè óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà � Ïëàíêà � Êîëìîãîðîâà èìå-
þò ñìûñë â âåñüìà øèðîêîé îáùíîñòè íà âåñüìà îáùèõ ïðîñòðàíñòâàõ: ñêàæåì, äëÿ
çàäàíèÿ ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ äîñòàòî÷íî èìåòü îïåðàòîð L íà íåêîòîðîì êëàññå
èçìåðèìûõ ôóíêöèé íà èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå. Â ÷àñòíîñòè, åñòåñòâåííî ïîÿâëÿ-
þòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíûå óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà � Ïëàíêà � Êîëìîãîðîâà. Äëÿ óïðîùå-
íèÿ ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà

L∗µ = 0 (8)

îòíîñèòåëüíî áîðåëåâñêîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû µ íà ïðîñòðàíñòâå R∞ âñåõ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé. Ïóñòü äàíû ÷èñëà αn > 0 è áîðåëåâñêèå ôóíêöèè bi íà R∞. Ðàññìîòðèì
îïåðàòîð

Lf =
∞∑
n=1

(αn∂
2
xnf + bn∂xnf)

íà ãëàäêèõ ôóíêöèÿõ f îò êîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ. Ïóñòü ôóíêöèè bi èíòåãðè-
ðóåìû îòíîñèòåëüíî µ. Óêàçàííîå óðàâíåíèå ïîíèìàåòñÿ êàê òîæäåñòâî∫

Lf(x)µ(dx) = 0

äëÿ âñåõ ôóíêöèé f îò êîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ, èìåþùèõ îãðàíè÷åííûå ïðîèç-
âîäíûå âñåõ ïîðÿäêîâ. Äëÿ êàæäîé òàêîé ôóíêöèè Lf îêàçûâàåòñÿ ëèøü êîíå÷íîé
ñóììîé, òàê ÷òî èíòåãðàë èìååò ñìûñë. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïðîåêöèÿ µn ìåðû
µ íà Rn óäîâëåòâîðÿåò êîíå÷íîìåðíîìó óðàâíåíèþ ñòàöèîíàðíîìó óðàâíåíèþ Êîë-
ìîãîðîâà L∗An,bnµn = 0 ñ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé An, èìåþùåé íà äèàãîíàëè ÷èñëà
α1, . . . , αn, è ñíîñîì bn = (b1

n, . . . , b
n
n), êîìïîíåíòà bjn êîòîðîãî åñòü óñëîâíîå ìàòåìàòè-

÷åñêîå îæèäàíèå bj îòíîñèòåëüíî σ-àëãåáðû, ïîðîæäåííîé ïåðâûìè n êîîðäèíàòàìè.
Èç ñâîéñòâ óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ âûòåêàåò, ÷òî bjn ∈ L1(µn), îäíàêî
íèêàêèõ ñâîéñòâ òèïà íåïðåðûâíîñòè èëè ãëàäêîñòè bjn íåëüçÿ ãàðàíòèðîâàòü, äàæå
åñëè bj áûëè î÷åíü õîðîøèìè ôóíêöèÿìè (ñêàæåì, ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè îò êîíå÷-
íîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ, íî â ÷èñëå, áîëüøåì n). Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ìîòèâèðóåò
èçó÷åíèå êîíå÷íîìåðíûõ óðàâíåíèé Ôîêêåðà � Ïëàíêà � Êîëìîãîðîâà ñ íåãëàäêèìè
êîýôôèöèåíòàìè.

Â ðàáîòå [2] Êîëìîãîðîâ îáðàòèëñÿ ê óñëîâèÿì åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé ïðÿ-
ìîãî óðàâíåíèÿ ñ çàäàííûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì è óñòàíîâèë, ÷òî åäèíñòâåííîñòü
èìååò ìåñòî â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè êîýôôèöèåíòàìè íà êîì-
ïàêòíîì ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè (ïîñòàíîâêà çàäà÷ íà ìíîãîîáðàçèÿõ ñîâåðøåííî
àíàëîãè÷íà). Â ðàáîòå [3] îí èññëåäîâàë ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ, ò.å. ðåøåíèÿ, íå
çàâèñÿùèå îò t. Ïîñòàâëåííûé èì âîïðîñ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê: êîãäà äèôôó-
çèÿ ñ îáðàùåííûì âðåìåíåì ξT−t ïîä÷èíÿåòñÿ èñõîäíîìó óðàâíåíèþ? Àíàëèòè÷åñêè
ýòî ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó î ñèììåòðèè îïåðàòîðà LA,b â ïðîñòðàíñòâå L2 îòíîñèòåëüíî
èíâàðèàíòíîé ìåðû.

Îáû÷íî äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû Êîëìîãîðîâà ñâÿçü p(s, x, t, y) ñ îòîáðàæåíè-
ÿìè A è b, âûðàæåííàÿ ôîðìóëàìè (3), (4) è (5), ðàçðûâàåòñÿ. Êîýôôèöèåíòû ajk è
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bj â ðàâåíñòâàõ (7) è (8) ñ÷èòàþòñÿ çàäàííûìè, à ôóíêöèÿ p(s, x, t, y) � ïîäëåæàùåé
îïðåäåëåíèþ êàê ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (7) è (8). Ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ íå òîëüêî
óñòàíîâèòü ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ p(s, x, t, y), íî è äîêàçàòü, ÷òî ïåðåõîäíûå âåðîÿò-
íîñòè ñâÿçàíû ñ çàäàííûìè A è b ôîðìóëàìè (3), (4) è (5). Â êíèãàõ Ñòðóêà è Âàðà-
äàíà [7] (ñì. òàêæå ñòàòüþ [8]) è Ïîðòåíêî, Ñêîðîõîäà Øóðåíêîâà [6] áûëî ïîêàçàíî,
÷òî èç-çà ýòîãî çàäà÷à íåñêîëüêî óïðîùàåòñÿ. Áûëî ïðåäëîæåíî íà÷àòü ñ îáðàòíîãî
óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà (7) ñ îãðàíè÷åííûìè è íåïðåðûâíûìè ïî Ã�åëüäåðó êîýôôè-
öèåíòàìè. Ïðåäïîëàãàëîñü åùå, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A îòäåëåíû îò
íóëÿ (âûðîæäåííûé ñëó÷àé òàêæå èññëåäîâàí â [7]). Òåîðèÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé, èçëîæåííàÿ â [9], óòâåðæäàåò, ÷òî óðàâíåíèå (7) ñ òàêèìè êîýôôèöèåíòàìè
èìååò åäèíñòâåííîå íåîòðèöàòåëüíîå ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå p(s, x, t, y). Ïîëó÷åí-
íûå ïëîòíîñòè îïðåäåëÿþò ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíè óäîâëå-
òâîðÿþò óñëîâèÿì äèôôóçèîííîñòè (3)�(5). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîáëåìà Êîëìîãîðîâà
ðåøåíà. Ôóíêöèÿ p(s, x, t, y) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïðÿìîãî óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà (8),
ïîñêîëüêó îíî ñëåäóåò èç óñëîâèé (3)�(5). Èòàê, ÷åðåç íåñêîëüêî äåñÿòèëåòèé ïîñëå
âûõîäà ñòàòüè Êîëìîãîðîâà áûëî íàéäåíî ïåðâîå äîñòàòî÷íî îáùåå ðåøåíèå ïîñòàâ-
ëåííîé â íåé ïðîáëåìû, ïðè÷åì ïðè æåñòêèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà êîýôôèöèåíòû ñíîñà
è äèôôóçèè.

Îãðàíè÷åííîñòü êîýôôèöèåíòà ñíîñà � äåéñòâèòåëüíî î÷åíü æåñòêîå óñëîâèå.
Åìó íå óäîâëåòâîðÿþò êîýôôèöèåíòû ñíîñà ìíîãèõ äèôôóçèé, íà÷èíàÿ ñ êëàññè÷å-
ñêîãî ïðîöåññà Îðíøòåéíà � Óëåíáåêà, ó êîòîðîãî êîýôôèöèåíò ñíîñà � ëèíåéíàÿ
ôóíêöèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [1] Êîëìîãîðîâ íà÷èíàë ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé èì ïðî-
áëåìû ñ ïðÿìîãî óðàâíåíèÿ (8), à íå ñ îáðàòíîãî. Ïðè ýòîì Êîëìîãîðîâ èñïîëüçîâàë
íå òåîðèþ óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà (åå òîãäà íå ñóùåñòâîâàëî), à ñëåäóþùåå
ïðåîáðàçîâàíèå âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé:

s′ = ϕ(s), t′ = ϕ(t), x′ = ψ(s, x), y′ = ψ(t, e),

Â íîâûõ ïåðåìåííûõ

p(s, x, t, y) =
∂ψ(t, y)

∂y
p′(s′, x′, t′, y′),

b′(t′, y′) =
[∂2ψ(t, y)

∂y2
a(t, y) +

∂ψ(t, y)

∂y
b(t, y) +

∂ψ(t, y)

∂t

]/dϕ(t)

dt
,

a′(t′, y′) =

[
∂ψ(t, y)

∂y

]2

a(t, y)
/dϕ(t)

dt
.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñ ïîìîùüþ (çàâèñÿùåãî îò âðåìåíè) ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò ìîæ-
íî ñäåëàòü ìàòðèöó äèôôóçèé åäèíè÷íîé è êîýôôèöèåíòîì ñíîñà, ðàâíûì íóëþ.
Èíûìè ñëîâàìè, ïðÿìîå óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà ïðåâðàùàåòñÿ â êëàññè÷åñêîå óðàâ-
íåíèå äèôôóçèè. Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ
ïåðåõîäíîé âåðîÿòíîñòè âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà. Êîëìîãîðîâ íàøåë íåñêîëüêî ðåøå-
íèé ïîñòàâëåííîé èì ïðîáëåìû êàê îáðàçîâ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà. Ïîçäíåå òàêîé
ïîäõîä ïîëó÷èë ðàçâèòèå â òàê íàçûâàåìîì èñ÷èñëåíèè Ìàëëÿâýíà.

2.2. Ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå Èòî
Â 1942 ãîäó Èòî [10] ïðåäëîæèë èíîå, íåæåëè Êîëìîãîðîâ, îïðåäåëåíèå äèô-

ôóçèîííîãî ïðîöåññà è ðàçâèë íîâûé ïîäõîä ê îïèñàíèþ äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ.
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Ïóñòü çàäàíû êîýôôèöèåíòû ajk(t, x) è bj(t, x). Ôîðìóëà (5) ïîêàçûâàåò, ÷òî
ìàòðèöà ajk(t, x) ñèììåòðè÷íà è åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íåîòðèöàòåëüíû. Ïîýòîìó
ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A(t, x) èìååò âèä

A(t, x) = σ(t, x)∗σ(t, x). (9)

Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà σ(t, x) îïðåäåëåíà íåîäíîçíà÷íî. Äëÿ ëþáîé óíèòàðíîé ìàòðè-
öû U(t, x) ìàòðèöà U(t, x)σ(t, x) îïðåäåëÿåò ïî ôîðìóëå (14) òó æå ìàòðèöó äèôôó-
çèè A(t, x), ÷òî è ìàòðèöà σ(t, x). Êîíå÷íî, íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà σ îïðåäåëÿåòñÿ
óæå îäíîçíà÷íî.

Èòî ââåë ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

ξ(t) = ξ(0) +

∫ t

0

b(s, ξ(s))ds+

∫ t

0

σ(s, ξ(s))dw(s), (10)

íîñÿùåå ñ òåõ ïîð åãî èìÿ, äàâ åìó ñòðîãóþ èíòåðïðåòàöèþ â âèäå íåêîòîðîãî èí-
òåãðàëüíîãî òîæäåñòâà. Â (15) ôèãóðèðóåò âèíåðîâñêèé ïðîöåññ w(·). Ãëàâíàÿ òðóä-
íîñòü, êîòîðóþ ïðèøëîñü ïðåîäîëåâàòü Èòî çàêëþ÷àëàñü â èíòåðïðåòàöèè èíòåãðàëà
ïî dw.

Åñëè ìàòðèöà äèôôóçèè åäèíè÷íà èëè ñòàëà åäèíè÷íîé ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ
ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, óðàâíåíèå Èòî óïðîùàåòñÿ è ïðèíèìàåò âèä

ξ(t) = ξ(0) +

∫ t

0

b(t, ξ(s))ds+ w(t). (11)

Ýòî ñòàíäàðòíîå íåëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå. Ïî êðàéíåé ìåðå, äëÿ ëèïøè-
öåâûõ êîýôôèöèåíòîâ îíî îáëàäàåò åäèíñòâåííûì îáû÷íûì ðåøåíèåì (îäíàêî ëèøü
ñîâñåì íåäàâíî Äýâè [11] óäàëîñü ðåøèòü äîëãî ñòîÿâøóþ ïðîáëåìó î åäèíñòâåííî-
ñòè îáû÷íîãî ðåøåíèÿ ýòîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïðè ïî÷òè âñåõ òðàåêòîðèÿõ
â ñëó÷àå îãðàíè÷åííîãî b; íåñêîëüêî óïðîùåííîå, íî âñå åùå âåñüìà òðóäíîå äîêàçà-
òåëüñòâî äàíî â [12]).

Â (15) (è â (16)) âèíåðîâñêèé ïðîöåññ ñ÷èòàåòñÿ çàäàííûì, à ðåøåíèåì ïðî-
áëåìû Êîëìîãîðîâà ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññ ξ. Ñòðîãî ãîâîðÿ, ýòî áîëüøå, ÷åì òðåáóåòñÿ.
Ïîýòîìó òàêîå ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ ñèëüíûì. Òðåáóåòñÿ íåñêîëüêî èíîå: íàéòè ïðî-
öåññû ξ(·) è w(·), ñâÿçàííûå ðàâåíñòâîì (15) èëè (16). Òàêîå ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ
ñëàáûì. Îíî ñóùåñòâóåò ïðè áîëåå ñëàáûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà êîýôôèöèåíòû b(t, ξ(t))
è σ(t, ξ(t)), ñì. [13].

Â ïåðâûõ è ñòàâøèõ óæå êëàññè÷åñêèìè òåîðåìàõ î ñóùåñòâîâàíèè è åäèí-
ñòâåííîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Èòî ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî êîýôôèöèåíòû ëèïøèöåâû,
à ñëåäîâàòåëüíî, ðàñòóò íå áûñòðåå |x|. Òàêîå îãðàíè÷åíèå ðîñòà èñêëþ÷àåò ìíîãèå
èíòåðåñíûå ñëó÷àè.

Ð.Ç. Õàñüìèíñêèé [14] ðàçâèë òåîðèþ óðàâíåíèé Èòî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà êî-
ýôôèöèåíòû ëèøü ëîêàëüíî ëèïøèöåâû, íî ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò òàê íàçûâàåìàÿ
ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà.

Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî êîýôôèöèåíòû A è b, íå çàâèñÿùèå
îò t.

3. Ôóíêöèè Ëÿïóíîâà

Ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà íàçûâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ V ∈ C2(Rd), òàêàÿ,
÷òî

lim
|x|→∞

V (x) =∞.
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Èñïîëüçîâàíèå ôóíêöèé Ëÿïóíîâà ñîñòîèò â òîì, ÷òî âìåñòî îãðàíè÷åíèé íà ðîñò
êîýôôèöèåíòîâ ñ ïîìîùüþ íîðìû èñïîëüçóþòñÿ íåðàâåíñòâà

• LA,bV ≤ cV � äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ äèôôóçèè, à òàêæå åäèíñòâåííîñòè âåðî-
ÿòíîñòíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Ôîêêåðà � Ïëàíêà � Êîëìîãîðîâà;

• LA,bV ≤ −1 âíå êîìïàêòà � äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ñòàöèî-
íàðíûõ ðåøåíèé.

Êîíå÷íî, êðîìå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà íóæíû åùå íåêîòîðûå óñëîâèÿ íà êîýôôè-
öèåíòû. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ äîñòàòî÷íî íåïðåðûâíîñòè, ïðè÷åì â ñëó÷àå ëîêàëüíî
ëèïøèöåâîé ìàòðèöû A õâàòèò è ëîêàëüíîé îãðàíè÷åííîñòè ñíîñà b, à äëÿ åäèí-
ñòâåííîñòè â ñëó÷àå ëîêàëüíî ëèïøèöåâîé ìàòðèöû A è ëîêàëüíîé îãðàíè÷åííîñòè b
äîñòàòî÷íî íåâûðîæäåííîñòè A.

Áîëüøèíñòâî èç ïðåäëîæåííûõ äî ñèõ ïîð îãðàíè÷åíèé íà ðîñò êîýôôèöèåí-
òîâ, èñïîëüçîâàííûõ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé, ìîæíî ñôîðìóëè-
ðîâàòü ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà. Ïîýòîìó èñïîëüçîâàíèå ôóíêöèé
Ëÿïóíîâà â èññëåäîâàíèÿõ ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå îáùèì ìå-
òîäîì.

Ìåòîä Õàñüìèíñêîãî ïîçâîëèë ïîëó÷èòü øèðîêèå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàç-
ðåøèìîñòè ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé Èòî â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, à òåì
ñàìûì è ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèé Ôîêêåðà � Ïëàíêà � Êîëìîãîðîâà.

Ïðèâåäåì îäèí èç îñíîâíûõ ïîëîæèòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ, äàþùèé îòâåò íà
âîïðîñû Êîëìîãîðîâà ïðè øèðîêèõ óñëîâèÿõ (ñì. [5] è [15]).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ìàòðèöà äèôôóçèè A ëîêàëüíî ëèïøèöåâà è íåâûðîæäå-
íà, ñíîñ b èçìåðèì ïî Áîðåëþ è ëîêàëüíî îãðàíè÷åí.

(i) Ïóñòü ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà V , äëÿ êîòîðîé LA,bV ≤ cV . Òîãäà
äëÿ âñÿêîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû ν íà Rd ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå âåðîÿòíîñò-
íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà � Ïëàíêà � Êîëìîãîðîâà ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì ν.
Ïðè ýòîì ýòî ðåøåíèå çàäàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé ïëîòíîñòüþ %, êîòîðàÿ ëîêàëüíî
ã�åëüäåðîâà â (0, T )×Rd, à ôóíêöèè x 7→ %(t, x) ïðè ïî÷òè âñåõ t âõîäÿò â ëîêàëüíûé
êëàññ Ñîáîëåâà W p,1 ïðè âñåõ êîíå÷íûõ p.

(ii) Ïðè óêàçàííûõ óñëîâèÿõ èìååòñÿ åäèíñòâåííûé äèôôóçèîííûé ïðîöåññ ñ
ìàòðèöåé äèôôóçèè 2A è ñíîñîì b.

(iii) Ïóñòü ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà V , äëÿ êîòîðîé LA,bV ≤ −1 âíå
íåêîòîðîãî êîìïàêòà. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå âåðîÿòíîñòíîå ðåøåíèå µ
ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ L∗A,bµ = 0, ïðè÷åì ýòî ðåøåíèå çàäàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé
ïëîòíîñòüþ %, âõîäÿùåé â ëîêàëüíûé êëàññ Ñîáîëåâà W p,1 ïðè âñåõ êîíå÷íûõ p.
Êðîìå òîãî, ìåðà µ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé èíâàðèàíòíîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé
óïîìÿíóòîãî â (ii) ïðîöåññà.

Ïîëåçíûì ïðàêòè÷åñêèì ñëåäñòâèåì ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðè
A = I è îöåíêå

|b(x)| ≤ C + C|x| ln(1 + |x|)

îíè îáåñïå÷èâàþò ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî âåðîÿòíîñòíîãî ðåøåíèÿ ïàðàáîëè-
÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (ñ ëþáûì âåðîÿòíîñòíûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì) è åäèíñòâåííîñòü
(íî íå ñóùåñòâîâàíèå) âåðîÿòíîñòíîãî ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ.

Â ñèòóàöèè (iii) ìåðó µ âîññòàíàâëèâàòü ìîæíî òàê: äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà
îò îãðàíè÷åííîé áîðåëåâñêîé ôóíêöèè ψ ïî ìåðå µ íàäî ìîäåëèðîâàòü äèôôóçèþ
ξt èç (ii), íàõîäèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå Eψ(ξt) è ïåðåõîäèòü ê ïðåäåëó ïðè
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t→∞. Ïðè áîëåå òî÷íîé èíôîðìàöèè î ôóíêöèè Ëÿïóíîâà çäåñü ìîæåò áûòü äàæå
ïîëó÷åíà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè.

×òî áóäåò, åñëè îòêàçàòüñÿ îò óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ôóíêöèè Ëÿïóíîâà?
Â ýòîì ñëó÷àå ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü âåðîÿòíîñòíûõ ðåøåíèé ïàðàáîëè÷åñêî-

ãî óðàâíåíèÿ, à âåðîÿòíîñòíîå ðåøåíèå ìîæåò îêàçàòüñÿ íååäèíñòâåííûì. Äëÿ d ≥ 3
ïðèìåðû èìåþòñÿ â [5] (ñì. òàêæå ïðèìåð íèæå) äàæå äëÿ A = I è ãëàäêîãî b(x),
îöåíèâàåìîãî ÷åðåç |x| ln2(1 + |x|). Äëÿ d = 1, 2 òàêèõ ïðèìåðîâ íåò.

Â ñëó÷àå íååäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ óðàâíåíèå ×ýïìå-
íà � Êîëìîãîðîâà (1) (à â ñëó÷àå åäèíñòâåííîñòè ýòî óðàâíåíèå âûïîëíåíî).

Êðîìå òîãî, ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü íåíóëåâûõ ðåøåíèé ñòàöèîíàðíîãî óðàâ-
íåíèÿ (ñêàæåì, äëÿ b = 0). Îäíàêî åñòü ïðèìåðû (ñì. [5]), êîãäà èìååòñÿ åäèíñòâåííîå
âåðîÿòíîñòíîå ðåøåíèå ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ è áåç íàëè÷èÿ ôóíêöèé Ëÿïóíîâà.
Âñå æå íåêîòîðîå óñëîâèå îáðàùåíèÿ òåîðåìû Õàñüìèíñêîãî åñòü (ñì. ïðåäëîæåíèå
5.3.10 â [5]).

Òåîðåìà 2. Åñëè ôóíêöèè aij/(1+|x|2) è bi/(1+|x|) îãðàíè÷åíû, ïðè÷åì ñóùå-
ñòâóåò âåðîÿòíîñòíîå ðåøåíèå µ ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ L∗A,bµ = 0, òî íàéäåòñÿ
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà V ñ ïåðâûìè ïðîèçâîäíûìè, ëå-
æàùèìè âî âñåõ ëîêàëüíûõ êëàññàõ Ñîáîëåâà W p,1, äëÿ êîòîðîé lim

|x|→∞
V (x) = +∞,

lim
|x|→∞

LA,bV (x) = −∞. Â ÷àñòíîñòè, ðåøåíèå µ åäèíñòâåííî.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ åäèíñòâåííîñòè ñòàöèîíàðíîãî âåðîÿòíîñòíîãî ðåøåíèÿ òàê-
æå äîñòàòî÷íî óñëîâèÿ LA,bV ≤ cV ñî ñòðåìÿùåéñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèåé Ëÿ-
ïóíîâà, íî ýòî óñëîâèå íå îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ðåøåíèé.

Äëÿ d = 1 ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå èìååò íå áîëåå îäíîãî âåðîÿòíîñòíîãî ðå-
øåíèÿ íåçàâèñèìî îò ôóíêöèé Ëÿïóíîâà, íî äëÿ d > 1 ýòî íå òàê äàæå äëÿ A = I è
ãëàäêîãî b. Áîëåå òîãî, ïðèìåðû íååäèíñòâåííîñòè ïîñòðîåíû äàæå ñ ãðàäèåíòíûìè
ñíîñàìè. Âî âñåõ òàêèõ ïðèìåðàõ èìååòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
âåðîÿòíîñòíûõ ðåøåíèé. Íåèçâåñòíî, âñåãäà ëè òàê îáñòîèò äåëî â ñëó÷àå íååäèí-
ñòâåííîñòè.

Îòìåòèì îäíî âàæíîå îáñòîÿòåëüñòâî, ñâÿçûâàþùåå ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå
Êîëìîãîðîâà ñ ïàðàáîëè÷åñêèì. Ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå èìååò âåðîÿòíîñòíîå ðåøå-
íèå ïðè çíà÷èòåëüíî ìåíåå øèðîêèõ óñëîâèÿõ, ÷åì ïàðàáîëè÷åñêîå (íàïðèìåð, åãî
íåò äëÿ íóëåâîãî ñíîñà, êîãäà ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðåêðàñíî ðàçðåøèìî). Îä-
íàêî åñëè èìååòñÿ âåðîÿòíîñòíîå ðåøåíèå µ ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ L∗A,bµ = 0, òî
(ïðè íàøèõ îáû÷íûõ ëîêàëüíûõ óñëîâèÿõ îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ) â ïðîñòðàí-
ñòâå L1(µ) ñóùåñòâóåò ñèëüíî íåïðåðûâíàÿ ïîëóãðóïïà ñóáìàðêîâñêèõ îïåðàòîðîâ Tt,
ãåíåðàòîð êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ LA,b íà êëàññå C∞0 . Òàêàÿ ïîëóãðóïïà íååäèíñòâåííà,
íî âîçìîæåí ñëåäóþùèé åå âûáîð, îáîçíà÷àåìûé ÷åðåç T µt : äëÿ f ∈ C∞0 ôóíêöèÿ
T µt f ñòðîèòñÿ êàê ïðåäåë ðåøåíèé çàäà÷ Êîøè äëÿ îïåðàòîðà LA,b íà ðàñøèðÿþùèõ-
ñÿ øàðàõ ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè è íà÷àëüíûì óñëîâèåì f . Ïðè íàëè÷èè
ôóíêöèè Ëÿïóíîâà òàêàÿ ñóáìàðêîâñêàÿ ïîëóãðóïïà åäèíñòâåííà, ïðè÷åì ìåðà µ
èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî íåå.

Â îáùåì ñëó÷àå ìåðà µ íå îáÿçàíà áûòü èíâàðèàíòíîé. Äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì
èíâàðèàíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòü îáðàçà LA,b − I íà C∞0 â L1(µ). Èçâåñòíî òàêæå
äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íåèíâàðèàíòíîñòè â òåðìèíàõ àíòè-ôóíêöèé Ëÿïóíîâà (ñì. [5],
ñ. 310), äëÿ óïðîùåíèÿ ïðèâîäèìîå â ñëó÷àå A = I: åñëè åñòü îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ
u ∈ C2(Rd) è ÷èñëî α > 0 òàêèå, ÷òî u > 0 è LA,̂bu ≥ αu, ãäå b̂ = 2∇%/% − b, òî µ
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íå èíâàðèàíòíà äëÿ ïîëóãðóïïû {T µt }t≥0. Ýòî æå âåðíî ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷åííîé
ôóíêöèè w ∈ C2(Rd) è ÷èñëà α > 0, äëÿ êîòîðûõ w > 0 è LA,bw ≥ αw.

Ïðèìåð 1. Ñóùåñòâóåò ãëàäêîå ïîëå b0 â R3, äëÿ êîòîðîãî ïðè A = I çà-
äà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà � Ïëàíêà � Êîëìîãîðîâà èìååò äâà ðàçëè÷íûõ
âåðîÿòíîñòíûõ ðåøåíèÿ. Ïîñòðîåíèå ïðîâåäåì â äâà ýòàïà.

1. Ïóñòü b0(x) = −2x − 6ex
2
, L = L1,b0 . Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âåðîÿòíîñòíàÿ

ìåðà ν = π−1/2e−x
2
dx ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ L∗ν = 0, îáðàç L− I íå ïëîòåí

â L1(ν), ïðè÷åì íåò çíàêîïåðåìåííûõ ðåøåíèé è ν � åäèíñòâåííîå âåðîÿòíîñòíîå
ðåøåíèå. Ïóñòü

u(x) =

∫ x

−∞
e−s

2

ds.

Òîãäà èìååì L1,̂bu ≥ u, ãäå b̂(x) = −2x+ 6ex
2
; êàê óêàçàíî âûøå, ìåðà ν íå ÿâëÿåòñÿ

èíâàðèàíòíîé äëÿ ïîëóãðóïïû {T νt }t≥0, ñëåäîâàòåëüíî, îáðàç L−I íå ïëîòåí â L1(ν).
Ýòà ìåðà ëèøü ñóáèíâàðèàíòíà.

2. Ïóñòü òåïåðü C(y) =
(
C1(y), C2(y)

)
� ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå íà R2, äëÿ

êîòîðîãî åñòü äâà ðàçëè÷íûõ âåðîÿòíîñòíûõ ðåøåíèÿ σ1 è σ2 óðàâíåíèÿ L∗I,Cσ = 0.
Êàê îòìå÷åíî âûøå, òàêèå ïîëÿ åñòü. Ïîëîæèì

µ1
t ≡ ν ⊗ σ1, µ2

t = (ν − T ∗t ν)⊗ (σ2 − σ1) + ν ⊗ σ1,

ãäå ìåðà T ∗t ν çàäàíà òàê:∫
f d(T ∗t ν) =

∫
T νt f dν, f ∈ C∞0 .

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî µ1
t è µ

2
t � âåðîÿòíîñòíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè

∂tµ = L∗I,bµ, µ|t=0 = ν ⊗ σ1,

ãäå b(x, y) =
(
b0(x), C1(y), C2(y)

)
, x ∈ R, y ∈ R2.

Èìååòñÿ ìíîãî ðàáîò ïî áåñêîíå÷íîìåðíûì îáîáùåíèÿì ðåçóëüòàòîâ Õàñüìèí-
ñêîãî (ñì. ññûëêè â [5]), â ÷àñòíîñòè â [16] � [20] òàêîå îáîáùåíèå áûëî èñïîëüçîâàíî
äëÿ ðåøåíèÿ îäíîé çàäà÷è, î êîòîðîé ïîéäåò ðå÷ü â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå. Ñïå-
öèôèêà áåñêîíå÷íîìåðíîãî ñëó÷àÿ îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà íå ïðåäêîìïàêòíû.

Ñëó÷àé ãðàäèåíòíîãî ñíîñà, ðàññìîòðåííûé Êîëìîãîðîâûì â [3], èìååò îñîáîå
çíà÷åíèå äëÿ ôèçèêè. Åìó ïîñâÿùåí ñëåäóþùèé ðàçäåë.

4. Ëîãàðèôìè÷åñêèé ãðàäèåíò ìåðû

Äëÿ âåðîÿòíîñòíîé ìåðû µ íà Rd ñ ïëîòíîñòüþ %, îáëàäàþùåé ñîáîëåâñêèì
ãðàäèåíòîì ∇%, ëîãàðèôìè÷åñêèé ãðàäèåíò çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

β =
∇%
%
,

ïðè÷åì íà ìíîæåñòâå {% = 0} ïîëàãàþò β = 0.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äàæå â ñëó÷àå ãëàäêîé ïëîòíîñòè â îáùåì ñëó÷àå ìåðà íå

âîññòàíàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî ïî åå ëîãàðèôìè÷åñêîìó ãðàäèåíòó. Íàïðèìåð, èñ-
ïîëüçóÿ ñòàíäàðòíóþ ïëîòíîñòü %0(x) = (2π)−1/2e−x

2/2, ìîæíî çàäàòü äâå ðàçíûå
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âåðîÿòíîñòíûå ìåðû ñ îäèíàêîâûì ëîãàðèôìè÷åñêèì ãðàäèåíòîì −x + 2/x: îäíà
çàäàíà ïëîòíîñòüþ %1(x) = x2%0(x), à âòîðàÿ � ïëîòíîñòüþ %1(x)/2 íà (−∞, 0] è
ïëîòíîñòüþ 3%1(x)/2 íà (0,+∞).

Îäíàêî äëÿ ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûõ ïî Ëåáåãó ëîãàðèôìè÷åñêèõ ãðàäèåíòîâ
óæå åñòü åäèíñòâåííîñòü. Äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì åäèíñòâåííîñòè ÿâëÿåòñÿ è ëîêàëü-
íàÿ èíòåãðèðóåìîñòü exp(ε|β|) ïðè êàêîì-ëèáî ε > 0 îòíîñèòåëüíî õîòÿ áû îäíîé
âåðîÿòíîñòíîé ìåðû ñ òàêèì ëîãàðèôìè÷åñêèì ãðàäèåíòîì.

Îòûñêàíèå ìåðû ïî åå ëîãàðèôìè÷åñêîìó ãðàäèåíòó ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñò-
íûé ñëó÷àé ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà:

∆µ− div (βµ) = 0.

Ýòî ñëåäóåò èç ôîðìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì äëÿ ϕ ∈ C∞0 (Rd):∫
Rd

∆ϕ% dx = −
∫
Rd
〈∇%,∇ϕ〉 dx = −

∫
Rd
〈β,∇ϕ〉 % dx.

Âàæíîé îñîáåííîñòüþ óêàçàííîãî ñïåöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ îêàçûâàåòñÿ òî,
÷òî îïåðàòîð LI,β ñèììåòðè÷åí íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ C∞0 (Rd) â ãèëüáåðòîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå L2(µ). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âåðíî è îáðàòíîå: åñëè µ � âåðîÿòíîñòíîå ðåøåíèå
ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ L∗I,bµ = 0 ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûì îòíîñèòåëüíî µ áîðå-
ëåâñêèì ñíîñîì b, ïðè÷åì îïåðàòîð LI,b ñèììåòðè÷åí íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ C∞0 (Rd)
â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2(µ), ò.å.∫

Rd
LI,bϕψ dµ =

∫
Rd
ϕLI,bψ dµ,

òî ìåðà µ îáëàäàåò ïëîòíîñòüþ èç ëîêàëüíîãî ñîáîëåâñêîãî êëàññà è b åñòü åå ëîãà-
ðèôìè÷åñêèé ãðàäèåíò. Ôàêòè÷åñêè ýòî è åñòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñòàòüè Êîëìîãî-
ðîâà [3].

Çàìå÷àòåëüíûì îáðàçîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîíÿòèå ëîãàðèôìè÷åñêîãî ãðàäè-
åíòà èìååò åñòåñòâåííûé áåñêîíå÷íîìåðíûé àíàëîã, õîòÿ è áåç àïåëëÿöèè ê ïëîòíî-
ñòÿì ââèäó îòñóòñòâèÿ àíàëîãà ìåðû Ëåáåãà.

Ñ.Â. Ôîìèíûì (ñì. [21]) áûëà ââåäåíà ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì äëÿ
ìåðû µ íà áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå X:∫

X

∂hf(x)µ(dx) = −
∫
X

f(x)βh(x)µ(dx), (12)

ãäå h � âåêòîð èç X. Ôóíêöèÿ βh(x) íàçûâàåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé ìåðû
µ ïî íàïðàâëåíèþ h. Îíà ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ Ðàäîíà � Íèêîäèìà ïðîèçâîäíîé µh
ìåðû µ ïî íàïðàâëåíèþ h îòíîñèòåëüíî ìåðû µ. Çäåñü óæå îòíþäü íå äëÿ âñÿêî-
ãî âåêòîðà h èìååòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ. Ïðîñòðàíñòâî òàêèõ âåêòîðîâ
ìîæåò áûòü âñþäó ïëîòíûì, íî íå ìîæåò ñîâïàäàòü ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì.

Èìååòñÿ è åñòåñòâåííûé àíàëîã âåêòîðíîé ëîãàðèôìè÷åñêîãî ãðàäèåíòà. Ýòîò
îáúåêò áûë ââåäåí è èññëåäîâàí â ðàáîòàõ [22], [23]. Äëÿ åãî çàäàíèÿ òðåáóåòñÿ íàëè-
÷èå ïëîòíî âëîæåííîãî â X ñåïàðàáåëüíîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H. Ýòî âëîæå-
íèå ïîçâîëÿåò êàæäîìó íåïðåðûâíîìó ëèíåéíîìó ôóíêöèîíàëó l íà X ñîïîñòàâèòü
åäèíñòâåííûé âåêòîð h = j(l) ∈ H, äëÿ êîòîðîãî l(k) = (h, k)H äëÿ âñåõ k ∈ H.
Íàïðèìåð, åñëè X = R∞ � ñ÷åòíàÿ ñòåïåíü ïðÿìîé è H = l2, òî ôóíêöèîíàëó
x 7→ c1x1 + · · ·+ cnxn ñîïîñòàâëÿåòñÿ âåêòîð (c1, . . . , cn, 0, 0, . . .).
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Áîðåëåâñêîå îòîáðàæåíèå β : X → X íàçûâàåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêèì ãðàäèåí-
òîì ìåðû µ, åñëè äëÿ êàæäîãî íåïðåðûâíîãî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà l íà X âåðíà
ôîðìóëà ∫

X

∂j(l)f(x)µ(dx) = −
∫
X

f(x)〈l, β(x)〉µ(dx),

èíà÷å ãîâîðÿ, βj(l) = 〈l, β(x)〉.
Óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ó ìåðû ñóùåñòâóåò ëîãàðèôìè÷åñêèé ãðàäèåíò, ïðèâå-

äåíû, íàïðèìåð, â [24]. Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåðà µ íà R∞, ðàâíàÿ ïðîèçâåäåíèþ
âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà ïðÿìûõ ñ ïëîòíîñòÿìè pn(xn), òî äëÿ H = l2 â êà÷åñòâå ëîãà-
ðèôìè÷åñêîãî ãðàäèåíòà ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå β(x) = (p′n(xn)/pn(xn))∞n=1.

Åñëè ìåðà µ íà R∞ (íåîáÿçàòåëüíî òàêîãî âèäà) èìååò ëîãàðèôìè÷åñêèé ãðà-
äèåíò β = (βn)∞n=1, òî íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî, êàê è â Rn, îíà óäîâëåòâî-
ðÿåò ñòàöèîíàðíîìó óðàâíåíèþ Êîëìîãîðîâà (8) ñ îïåðàòîðîì L, â êîòîðîì αn = 1
è bn = βn.

Â.È. Àâåðáóõ, Î.Ã. Ñìîëÿíîâ è Ñ.Â. Ôîìèí â èçâåñòíîé ñòàòüå [21] ïèñàëè:
¾èíòåðåñíî áûëî áû óêàçàòü (íåîáõîäèìûå èëè äîñòàòî÷íûå) óñëîâèÿ òîãî, ÷òî äàí-
íàÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ íà X åñòü ïëîòíîñòü ïðîèçâîäíîé êàêîé-íèáóäü ìåðû
ïðè êàêîì-íèáóäü íåíóëåâîì ïðèðàùåíèè¿. Ïîñòàíîâêà òàêîé ïðîáëåìû ïðèãëàøàëà
ê ñîçäàíèþ íîâîãî ðàçäåëà áåñêîíå÷íîìåðíîãî àíàëèçà, äîïîëíÿþùåãî äèôôåðåíöè-
àëüíîå èñ÷èñëåíèå ìåð ïîäîáíî òîìó, êàê â êëàññè÷åñêîì àíàëèçå òåîðèÿ ïåðâîîá-
ðàçíûõ äîïîëíÿåò äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå ôóíêöèé è ôîðì.

Â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå ïðè íàëè÷èè ñîáîëåâñêîé ïëîòíîñòè % ìåðû µ ðàâåí-
ñòâî (12) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

βh(x) =
∂

∂h
ln %(x).

Ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ íàçâàíèå ôóíêöèè βh(x).
Î÷åâèäíî, ÷òî % (ïðè íåêîòîðûõ òåõíè÷åñêèõ óñëîâèÿõ) óäîâëåòâîðÿåò ëèíåé-

íîìó óðàâíåíèþ
∂%(x)

∂h
= βh(x)%(x)

Îíî èìååò ðåøåíèå
%(αh+ r) = C(r) e

∫ α
0 βh(th+r)dt, (13)

ãäå r � ýëåìåíò ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, äîïîëíÿþùåãî îäíîìåðíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî, ñîäåðæàùåãî h.

ßñíî, ÷òî òàêèå âûðàæåíèÿ â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìàëî èíôîðìàòèâ-
íû, à â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íåâîçìîæíû. Ïîýòîìó ôîðìóëèðîâêó ïðî-
áëåìû Àâåðáóõà, Ñìîëÿíîâà è Ôîìèíà íóæíî èçìåíèòü. Â ðàáîòàõ Êèðèëëîâà [16] �
[20] ýòî áûëî ñäåëàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðåäëàãàåòñÿ âîññòàíàâëèâàòü ìåðó µ ïî
âñåìó åå ëîãàðèôìè÷åñêîìó ãðàäèåíòó. Êàê îáúÿñíåíî âûøå, â êîíå÷íîìåðíîì ñëó-
÷àå ýòî ñîîòâåòñòâóåò íàõîæäåíèþ ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà,
ñèììåòðèçóþùåãî çàäàííûé îïåðàòîð.

Èñõîäíàÿ ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû Àâåðáóõà, Ñìîëÿíîâà è Ôîìèíà çàìåíÿåòñÿ
òàêîé: óêàçàòü íåîáõîäèìûå èëè äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîãî, ÷òî äàííîå îòîáðà-
æåíèå åñòü ëîãàðèôìè÷åñêèé ãðàäèåíò êàêîé-íèáóäü ìåðû.

Îòìåòèì, ÷òî ýòà çàäà÷à âïîëíå íåòðèâèàëüíà óæå â äâóìåðíîì ñëó÷àå (â îä-
íîìåðíîì îòâåò äàåòñÿ óêàçàííûìè âûøå ÿâíûìè ôîðìóëàìè). Äàæå ñàìî ñóùåñòâî-
âàíèå ðåøåíèé � íåïðîñòîé âîïðîñ. Íàïðèìåð, äëÿ âåñüìà ãëàäêîãî òîæäåñòâåííî
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íóëåâîãî îòîáðàæåíèÿ âåðîÿòíîñòíûõ ðåøåíèé íåò! Ïðåäïîëîæèì äëÿ óïðîùåíèÿ,
÷òî ðå÷ü èäåò î ãëàäêèõ ñíîñàõ íà Rd. Òîãäà åñëè b åñòü ëîãàðèôìè÷åñêèé ãðàäèåíò
âåðîÿòíîñòíîé ìåðû µ, òî b åñòü ãðàäèåíòíîå ïîëå, ò.å. èìååò âèä b = ∇V , ãäå V
� ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ (à èìåííî, V � ëîãàðèôì ïëîòíîñòè). Ïóñòü òåïåðü çàðàíåå íå
äàíî, ÷òî b åñòü ëîãàðèôìè÷åñêèé ãðàäèåíò, íî èçâåñòíî, ÷òî ýòî ãðàäèåíò ãëàäêîé
ôóíêöèè, ïðè÷åì ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå âåðîÿòíîñòíîå ðåøåíèå ñòàöèîíàðíîãî óðàâ-
íåíèÿ Êîëìîãîðîâà ñ äàííûì ñíîñîì. Îáÿçàòåëüíî ëè ýòî ðåøåíèå èìååò ïëîòíîñòü
âèäà ceV ? Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íå âñåãäà! Ïðèìåð òàêîãî ðîäà áûë óêàçàí â [25], ãäå
áûëî ïîêàçàíî òàêæå, ÷òî îòâåò îêàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì ïðè äîïîëíèòåëüíîì
óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ ôóíêöèè Ëÿïóíîâà.

5. Ïî÷åìó âàæíî óìåòü âîññòàíàâëèâàòü ìåðó ïî åå ëîãàðèôìè÷åñêîìó
ãðàäèåíòó?

Íà ïðîñòðàíñòâàõ áåñêîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè ïðàêòè÷åñêè íåò äðóãèõ ñïîñîáîâ
îïðåäåëèòü ìåðó, ÷åì ñ ïîìîùüþ ëîãàðèôìè÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ. Çäåñü ìû êðàòêî
îáúÿñíèì, êàê çàäà÷à î âîññòàíîâëåíèè ìåðû ïî åå ëîãàðèôìè÷åñêîìó ãðàäèåíòó
îêàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé äëÿ âàæíåéøèõ ðàçäåëîâ êâàíòîâîé ôèçèêè.

Íà÷íåì ñ âåðîÿòíîñòíîé èíòåðïðåòàöèè êâàíòîâîé òåîðèè. Ðåøåíèå ψ(t, x)
óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà

i~
∂

∂t
ψ(t, x) = − ~2

2m
∆ψ(t, x) + V (x)ψ(t, x) (14)

èìååò òàêóþ âåðîÿòíîñòíóþ èíòåðïðåòàöèþ: |ψ(t, x)|2 åñòü ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ x â ìîìåíò âðåìåíè t. Ýòî ïîñòóëàò Ì. Áîðíà, çà êîòîðûé åìó áûëà
ïðèñóæäåíà Íîáåëåâñêàÿ ïðåìèÿ 1954 ãîäà.

Ïåðâîå óðàâíåíèå Øð�åäèíãåðà äëÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé ñèñòåì ñ áåñêîíå÷íûì
÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû áûëî ïðåäëîæåíî â ñòàòüå Â. Ãåéçåíáåðãà è Â. Ïàóëè, îïóá-
ëèêîâàííîé â 1929 ãîäó. Ìàòåìàòè÷åñêîìó èññëåäîâàíèþ òàêèõ óðàâíåíèé ïîñâÿùåíî
ìíîãî ðàáîò (ñì., íàïðèìåð, [26] � [29]), õîòÿ óäîâëåòâîðèòåëüíîé îáùåé òåîðèè ïîêà
íåò.

Íî êàêîâà âåðîÿòíîñòíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ðåøåíèé áåñêîíå÷íîìåðíîãî àíàëîãà
óðàâíåíèÿ Øð�åäèíãåðà (14)?

Â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ïîñòóëàò Áîðíà è òàê: îòîá-
ðàæåíèå grad ln |ψ(t, x)|2 åñòü ëîãàðèôìè÷åñêèé ãðàäèåíò âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ x â ìîìåíò âðåìåíè t. Â òàêîé ôîðìå ïîñòóëàò Áîðíà èìååò ñìûñë è â áåñêî-
íå÷íîìåðíîì ñëó÷àå. Íî ÷òîáû íàõîäèòü ñàìî âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå, íóæíî
óìåòü âîññòàíàâëèâàòü ìåðó ïî åå ëîãàðèôìè÷åñêîìó ãðàäèåíòó.

Çäåñü âîçíèêàåò òàê íàçûâàÿ âòîðàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàäà÷à êàíîíè÷åñêîãî
êâàíòîâàíèÿ.

Â óðàâíåíèè (14) âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ψ(t, x) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L2(Rd).
Åñëè ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé ðåàëèçîâàíî êàê L2(Rd, %(x)dx), òî óðàâíåíèå Øð�åäèí-
ãåðà èìååò âèä

i~
∂

∂t
ϕ(t, x) = − ~2

2m

[
∆ϕ(t, x) +

1

2
∇ ln %(x) · ∇ϕ(t, x)

]
+W (x)ψ(t, x). (15)

Çàìåòèì, ÷òî â (15) è (13) âõîäèò íå ïëîòíîñòü %, à åå ëîãàðèôìè÷åñêèé ãðà-
äèåíò β(x) = ∇ ln %(x). Ïðè ýòîì ñîîòíîøåíèå (13) íàâîäèò íà ìûñëü ïîèñêàòü òàêîå
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îòîáðàæåíèå β(x), äëÿ êîòîðîãî W (x) = 0, ò.å. ðåøèòü óðàâíåíèå

− ~2

4m

[
div β(x) +

1

2
|β(x)|2

]
+ V (x) = 0 (16)

Ýòî � ïåðâàÿ èç äâóõ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷ êàíîíè÷åñêîãî êâàíòîâàíèÿ, ïîñòàâëåí-
íûõ è èññëåäîâàííûõ â öèêëå ðàáîò Êèðèëëîâà [16].

Åñëè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (16) íàéäåíî ïî êðàéíåé ìåðå êàê íåêîòîðûé ñõî-
äÿùèéñÿ ïðîöåññ, òî âîçíèêàåò âòîðàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàäà÷à êàíîíè÷åñêîãî êâàí-
òîâàíèÿ: íàéòè âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó µ, ëîãàðèôìè÷åñêèé ãðàäèåíò êîòîðîé ðàâåí
β.

Ìåðà µ íàçûâàåòñÿ âàêóóìíîé. Îíà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò ìîäåëü. Íàïðèìåð,
ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì Äèðèõëå ñ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé∫

X

〈∇ψ(x),∇ψ(x)〉µ(dx).

Ñâÿçü ìåð, ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è êâàíòîâîé òåîðèè ïîäðîáíî îïèñàíà â [19].

6. Êàê âîññòàíàâëèâàòü ìåðó ïî åå ëîãàðèôìè÷åñêîìó ãðàäèåíòó?

Â ñòàòüÿõ Êèðèëëîâà [16] � [20] ïðåäñòàâëåíû ïåðâûå ðåøåíèÿ çàäà÷è î âîñ-
ñòàíîâëåíèè ìåðû ïî åå ëîãàðèôìè÷åñêîìó ãðàäèåíòó äëÿ ìåð íà ëèíåéíûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ êîíå÷íîé è áåñêîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè.

Èäåÿ òàêîâà: èñêàòü èíâàðèàíòíûå ìåðû äëÿ äèôôóçèé, îïðåäåëÿåìûõ ñòî-
õàñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì

dξ(t) = K̂2β(ξ(t))dt+
√

2K̂dw(t). (17)

Çäåñü K̂ � íåêîòîðûé ïîñòîÿííûé îïåðàòîð. Åãî ìîæíî è íóæíî ïîäáèðàòü, ÷òî-
áû óëó÷øèòü ïîâåäåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (17). Êîíå÷íî, ïîäõîä îñíîâàí èìåííî
íà òîì, ÷òî ìåðà ñ çàäàííûì ëîãàðèôìè÷åñêèì ãðàäèåíòîì è â áåñêîíå÷íîìåðíîì
ñëó÷àå áóäåò ðåøåíèåì ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà. Òîò ôàêò, ÷òî äèô-
ôóçèÿ ñóùåñòâóåò, åñëè óæå åñòü ìåðà ñ äàííûì ëîãàðèôìè÷åñêèì ãðàäèåíòîì, áûë
óñòàíîâëåí â [23]. Îäíàêî âîïðîñ î êîíñòðóêòèâíîì ñïîñîáå íàõîæäåíèÿ ñàìîé ìåðû
µ ïî óðàâíåíèþ â ýòèõ ðàáîòàõ íå ïîäíèìàëñÿ.

Èòàê, çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè ìåðû ïî åå ëîãàðèôìè÷åñêîìó ãðàäèåíòó ÿâëÿ-
åòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïðîáëåìû Êîëìîãîðîâà, íî ñëó÷àåì îñîáûì.

Òðåáóåòñÿ íå òîëüêî âûÿñíèòü, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâóåò äèôôóçè-
îííûé ïðîöåññ ñ êîýôôèöèåíòîì ñíîñà b(t, x) = K̂2β(x) è ìàòðèöåé äèôôóçèè
a(t, x) = 2K̂2. Íóæíî åùå âûÿñíèòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ

1) ýòîò äèôôóçèîííûé ïðîöåññ èìååò ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå;
2) ýòî ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèðóåìî;
3) ëîãàðèôìè÷åñêèé ãðàäèåíò ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâåí äàííîìó β,

ôèãóðèðóþùåìó â êîýôôèöèåíòå ñíîñà b(t, x) = K̂2β(x).
Âñå ýòè óñëîâèÿ áûëè íàéäåíû. Âìåñòå ñ òåì âûÿâèëèñü èíòåðåñíûå ñâÿçè

ïðîáëåì Êîëìîãîðîâà ñ òåîðèåé ìåðû.

7. Ïîñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû

Èññëåäîâàíèå ïîñòàâëåííûõ Êîëìîãîðîâûì ïðîáëåì ïðèâåëî êî ìíîãèì äðó-
ãèì èíòåðåñíûì çàäà÷àì. Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå èç íèõ.
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• Êàêîâû ëîêàëüíûå è ãëîáàëüíûå ñâîéñòâà ðåøåíèé ïàðàáîëè÷åñêèõ è ñòàöè-
îíàðíûõ óðàâíåíèé Ôîêêåðà � Ïëàíêà � Êîëìîãîðîâà? Êàêîâî ïîâåäåíèå ïëîòíîñòåé
ðåøåíèé íà áåñêîíå÷íîñòè?

• Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà êîýôôèöèåíòû ðåøåíèå â êëàññå âåðîÿòíîñòíûõ ìåð
îáëàäàåò íåïðåðûâíîé è ïîëîæèòåëüíîé ïëîòíîñòüþ?

• ×òî èçìåíèòñÿ ïðè ðàñøèðåíèè êëàññà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé äî ìíîæåñòâà
âñåõ îãðàíè÷åííûõ çíàêîïåðåìåííûõ ìåð?

Àíàëîãè÷íûå ïðîáëåìû âîçíèêëè è â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå. Ê òàêèì ïðî-
áëåìàì ñâîäÿòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûå çàäà÷è êâàíòîâîé òåîðèè è ñòàòèñòè÷åñêîé ôè-
çèêè.

Ïðè èçó÷åíèè ýòèõ çàäà÷ áûëè íàéäåíû øèðîêèå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è
åäèíñòâåííîñòè (ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ) ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Êîë-
ìîãîðîâà â êëàññå ïëîòíîñòåé, èíòåãðèðóåìûõ íà Rd. Â ÷àñòíîñòè, áûëî óñòàíîâëåíî,
÷òî ïðè A = I äëÿ åäèíñòâåííîñòè âåðîÿòíîãî ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ôóíêöèÿ
〈b(x), x〉 ðîñëà íå áûñòðåå, ÷åì |x|2 ln |x|, à äëÿ åäèíñòâåííîñòè èíòåãðèðóåìîãî ðåøå-
íèÿ � óáûâàëà íå áûñòðåå −|x|2 ln |x|, ïðè÷åì ýòè îöåíêè íåóëó÷øàåìû.

Êðîìå òîãî, íàéäåíû óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ íóëåé ïëîòíîñòåé ðåøåíèé è íàéäå-
íû íèæíèå îöåíêè ïëîòíîñòåé â ñëó÷àå ñèíãóëÿðíîãî (ëîêàëüíî íåîãðàíè÷åííîãî è
íåèíòåãðèðóåìîãî ïî ìåðå Ëåáåãà) êîýôôèöèåíòà ñíîñà. Ýòè óñëîâèÿ ñôîðìóëèðî-
âàíû â òåðìèíàõ ëîêàëüíîé èíòåãðèðóåìîñòè ïî ðåøåíèþ íåêîòîðûõ ôóíêöèé (òèïà
ýêñïîíåíòû) îò êîýôôèöèåíòà ñíîñà è â êëàññå òàêîãî ðîäà óñëîâèé îïòèìàëüíû.
Ïîëó÷åíû âåðõíèå è íèæíèå îöåíêè ïëîòíîñòåé ðåøåíèé ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ
Êîëìîãîðîâà â Rd ñ ñóùåñòâåííî íåîãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ è ññûëêè ìîæíî íàéòè â êíèãå [5] (ñì
òàêæå [31] � [34]). Îáçîð î âûðîæäåííûõ óðàâíåíèÿõ äàí â [35].

Â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé, îñíîâû êîòîðîãî áû-
ëè çàëîæåíû â [16], ïîçæå äîïîëíèëîñü åùå äâóìÿ ïîäõîäàìè. Â îäíîì èç íèõ ìåðà
âîññòàíàâëèâàëàñü ïî ëîãàðèôìè÷åñêîìó ãðàäèåíòó êàê ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ìåð íà ïðîñòðàíñòâàõ âñå áîëüøåé ðàçìåðíîñòè. Íèêàêèõ óðàâíåíèé ïðè
ýòîì ðåøàòü íå òðåáîâàëîñü (ñì. [19], [20], à òàêæå [24]). Âòîðîå íàïðàâëåíèå îïèñàíî
â çàêëþ÷èòåëüíîé ãëàâå êíèãè [5]. Îíî îñíîâàíî íà ïðÿìîì óðàâíåíèè Êîëìîãîðîâà è
îñîáåííî íà åãî ñòàöèîíàðíîì âàðèàíòå, ïðè÷åì ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåò ðåçóëüòàòû
òåîðèè ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Îáùèì äëÿ âñåõ
ðåçóëüòàòîâ ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ôóíêöèé Ëÿïóíîâà. Ïðè èññëåäîâàíèè ïðîöåñ-
ñîâ â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ âûÿñíèëîñü, ÷òî ïðÿìîå óðàâíåíèå Êîëìîãî-
ðîâà áîëüøå ïðèãîäíî äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû Êîëìîãîðîâà è äðóãèõ çàäà÷ î ìåðàõ,
÷åì îáðàòíîå.

8. Îòêðûòûå ïðîáëåìû

Äàæå â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå îñòàþòñÿ îòêðûòûå âîïðîñû, íåïîñðåäñòâåííî
ñâÿçàííûå ñ èñõîäíûìè ïîñòàíîâêàìè ñàìîãî Êîëìîãîðîâà (ïåðâûé ïîñòàâëåí åùå â
[1], [2]) è ïðèòîì èìåþùèå ýëåìåíòàðíûå ôîðìóëèðîâêè.

1. Âåðíî ëè, ÷òî â ñëó÷àå d = 1 ïðè A = 1 è ãëàäêîì b ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâ-
íåíèå Ôîêêåðà � Ïëàíêà � Êîëìîãîðîâà èìååò åäèíñòâåííîå âåðîÿòíîñòíîå ðåøåíèå
äëÿ âñÿêîãî íà÷àëüíîãî âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ? Ñóùåñòâóþò ëè ïðèìåðû
íååäèíñòâåííîñòè â ñëó÷àå d = 2? Íàïîìíèì, ÷òî òàêèå ïðèìåðû åñòü ïðè d > 2.

2. Ìîæåò ëè ñèìïëåêñ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñòàöèîíàðíîìó
óðàâíåíèþ Êîëìîãîðîâà c A = I è ãëàäêèì b áûòü êîíå÷íîìåðíûì, íî îòëè÷íûì îò
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òî÷êè? Íàïîìíèì, ÷òî ïðè d = 1 îí íå ìîæåò ñîäåðæàòü áîëåå îäíîé òî÷êè, à ïðè
d > 1 åñòü ïðèìåðû áåñêîíå÷íîìåðíûõ ñèìïëåêñ âåðîÿòíîñòíûõ ðåøåíèé.

3. Ìîæåò ëè ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà c A = Id è ãëàäêèì b èìåòü
íåíóëåâîå çíàêîïåðåìåííîå ðåøåíèå, íî íå èìåòü âåðîÿòíîñòíûõ ðåøåíèé? Ïðè d = 1
òàêîå íåâîçìîæíî.

4. Ïóñòü A = I è ñíîñ b áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåì, ïðè÷åì ñóùåñòâóåò
ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà V ∈ C2(Rd), äëÿ êîòîðîé lim

|x|→∞
V (x) = +∞ è LA,bV (x) ≤ −1 âíå

íåêîòîðîãî øàðà. Îáÿçàòåëüíî ëè íàéäåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà W ∈ C2(Rd),
÷òî lim

|x|→∞
W (x) = +∞ è lim

|x|→∞
LA,bW (x) = −∞?

5. Ïóñòü A = I è ñíîñ b áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåì, ïðè÷åì ñóùåñòâóåò
âåðîÿòíîñòíîå ðåøåíèå % dx ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà L∗A,bµ = 0, äëÿ
êîòîðîãî |b| ∈ L1(% dx), ò.å. ôóíêöèÿ |b|% èíòåãðèðóåìà ïî Rd. Âåðíî ëè, ÷òî ôóíêöèÿ
|∇%| èíòåãðèðóåìà? Èìååòñÿ ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå áëèçêîé çàäà÷è: åñëè ôóíêöèÿ
|b|2% èíòåãðèðóåìà, òî èíòåãðèðóåìà è |∇%|2/%, îòêóäà ñëåäóåò è èíòåãðèðóåìîñòü
ôóíêöèè |∇%|.

Ñðàâíèòåëüíî ìàëî èññëåäîâàíû âîïðîñû åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèé
Ôîêêåðà � Ïëàíêà � Êîëìîãîðîâà (â òîì ÷èñëå ñòàöèîíàðíûõ) äëÿ íåãëàäêèõ (ñêà-
æåì, ëèøü íåïðåðûâíûõ) ìàòðèö äèôôóçèè èëè âûðîæäàþùèõñÿ ìàòðèö äèôôóçèè.
Îäíàêî ìîæíî ïðèçíàòü, ÷òî â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå èñõîäíûå çàäà÷è Êîëìîãîðî-
âà â îñíîâíîì ðåøåíû â ñëó÷àå íåâûðîæäåííûõ è äîñòàòî÷íî ðåãóëÿðíûõ ìàòðèö
äèôôóçèè. Ñîâåðøåííî èíàÿ ñèòóàöèÿ â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå. Çäåñü äàæå äëÿ
äîâîëüíî ñïåöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ñêàæåì, ñòîõàñòè÷åñêèõ àíàëîãîâ óðàâíåíèé Íà-
âüå � Ñòîêñà) èçâåñòíî ñðàâíèòåëüíî ìàëî. Óïîìÿíåì íåñêîëüêî îòêðûòûõ âîïðîñîâ
ïðî îáùèå óðàâíåíèÿ íà áåñêîíå÷íîìåðíîì ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå. Äëÿ óïðîùåíèÿ ðàññìîòðèì ëèøü ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà íà ïðî-
ñòðàíñòâå l2, çàäàííîå îïåðàòîðîì âèäà

Lf =
∞∑
n=1

(αn∂
2
xnf + bn∂xnf)

íà ãëàäêèõ ôóíêöèÿõ îò êîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ. Ïóñòü αn > 0 è
∑∞

n=1 αn <∞,
b = (bn) : l2 → l2 � îãðàíè÷åííîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Êàê è âûøå â ñëó÷àå R∞,
ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà

L∗µ = 0

îòíîñèòåëüíî áîðåëåâñêîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû µ íà l2 ïîíèìàåòñÿ êàê òîæäåñòâî∫
Lf(x)µ(dx) = 0

äëÿ âñåõ ôóíêöèé f îò êîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ, èìåþùèõ îãðàíè÷åííûå ïðî-
èçâîäíûå âñåõ ïîðÿäêîâ.

6. Ïóñòü îãðàíè÷åííîå b áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìî ïî Ôðåøå, èìååò îãðà-
íè÷åííûå ïðîèçâîäíûå âñåõ ïîðÿäêîâ è îãðàíè÷åííûé íîñèòåëü. Âåðíî ëè, ÷òî âñÿêîå
âåðîÿòíîñòíîå ðåøåíèå µ óðàâíåíèÿ L∗µ = 0 ïîëîæèòåëüíî íà âñåõ øàðàõ?

7. Åäèíñòâåííî ëè âåðîÿòíîñòíîå ðåøåíèå ïðè óêàçàííûõ óñëîâèÿõ?
Âèäèìî, îòâåò íà ïîñëåäíèé âîïðîñ îòðèöàòåëåí. Âî âñÿêîì ñëó÷àå, åñëè íå

òðåáîâàòü îãðàíè÷åííîñòè íîñèòåëÿ b, òî èçâåñòíû êîíòðïðèìåðû äàæå ñ íåïðåðûâ-
íûì ëèíåéíûì îïåðàòîðîì b.

28



Ïëåíàðíûå äîêëàäû

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðî-
åêò N 14-11-00196).
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Àííîòàöèÿ: Îáñóæäàåòñÿ ðîëü Ìîñêîâñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà â
ðàçâèòèè ìàòåìàòèêè â Ðîññèè, à òàêæå â ñòàíîâëåíèè îòå÷åñòâåííîãî ìàòåìàòè-
÷åñêîãî ñîîáùåñòâà. Îñîáî îòìå÷àåòñÿ îáùåñòâåííûé õàðàêòåð ýòîé îðãàíèçàöèè,
ïîçâîëèâøèé åé äàæå â ñîâåòñêèé ïåðèîä âåñòè ïîëèòèêó äî èçâåñòíîé ñòåïåíè íåçà-
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THE MOSCOW MATHEMATICAL SOCIETY IN THE LIFE OF
DOMESTIC MATHEMATICAL COMMUNITY (TO THE 150

ANNIVERSARY OF SOCIETY)

Abstract: We discuss the role of the Moscow Mathematical Society in the
development of mathematics in Russia, as well as in the development of national
mathematical community.We emphasize the public nature of this organization, which
made it possible for the Society even during the Soviet period to conduct a policy to a
certain extent independent of the party and government authorities.

Keywords: Moscow university, Mathematical sbornik, Russian mathematical
community

Ïåðâàÿ ïîïûòêà îðãàíèçàöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà â Ìîñêâå áûëà ïðåä-
ïðèíÿòà ãðóïïîé ïðåïîäàâàòåëåé è ñòóäåíòîâ óíèâåðñèòåòà åùå â 1810 ã. [1, ñ. 316;
2]. Îäíàêî ïðîñóùåñòâîâàëî îíî íåäîëãî: òîãäàøíÿÿ ïåðâîïðåñòîëüíàÿ åùå íå îáëà-
äàëà äîñòàòî÷íûì êîëè÷åñòâîì àêòèâíûõ ïðîôåññèîíàëüíûõ ìàòåìàòèêîâ, ñïîñîá-
íûõ ïîääåðæèâàòü åãî íîðìàëüíóþ äåÿòåëüíîñòü. Íåîáõîäèìûå äëÿ ýòîãî óñëîâèÿ
ñëîæèëèñü ëèøü ê 1860-ì ãã., êîãäà â Ìîñêâå ñôîðìèðîâàëñÿ ìàòåìàòè÷åñêèé öåíòð
åâðîïåéñêîãî óðîâíÿ. Åãî ñîçäàíèþ ñïîñîáñòâîâàëà ñàìà àòìîñôåðà, öàðèâøàÿ â ðîñ-
ñèéñêîì îáùåñòâå òîãî âðåìåíè � â ïåðèîä ñóäüáîíîñíûõ ïðåîáðàçîâàíèé â ñîöèàëü-
íîé æèçíè, ñëó÷èâøèõñÿ â Ðîññèè ïîñëå âîñøåñòâèÿ íà òðîí â 1855 ã. Àëåêñàíäðà II.
Ñàìîé èçâåñòíîé èç òîãäàøíèõ ðåôîðì ñòàëà îòìåíà â 1861 ã. êðåïîñòíîãî ïðàâà.

Èç ïðåîáðàçîâàíèé, èìåâøèõ ïðÿìîå îòíîøåíèå ê ðàññìàòðèâàåìîìó íàìè
âîïðîñó, íàçîâåì ôóíäàìåíòàëüíûå èçìåíåíèÿ â îðãàíèçàöèè ñèñòåìû íàðîäíîãî îá-
ðàçîâàíèÿ, â ÷àñòíîñòè, îáðàçîâàíèÿ âûñøåãî. Ïðèíÿòûé â 1863 ã. íîâûé óíèâåðñè-
òåòñêèé óñòàâ óâåëè÷èë â óíèâåðñèòåòàõ ÷èñëî ïîçèöèé äëÿ ïðåäñòàâèòåëåé ìàòåìà-
òè÷åñêèõ íàóê , à òàêæå ñîäåðæàë ðåêîìåíäàöèè îá ó÷ðåæäåíèè ïðè óíèâåðñèòåòàõ
íàó÷íûõ îáùåñòâ.

Â ýòîé àòìîñôåðå â 1864 ã. ïðè Ìîñêîâñêîì óíèâåðñèòåòå áûëî ñîçäàíî Ìà-
òåìàòè÷åñêîå îáùåñòâî. Ïåðâîå åãî çàñåäàíèå áûëî ñîáðàíî 15(27) ñåíòÿáðÿ íà êâàð-
òèðå ïðîôåññîðà Í.Ä. Áðàøìàíà, ñîñòîÿâøåãî â òî âðåìÿ íà ïåíñèè è ïî ñîñòîÿíèþ
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çäîðîâüÿ óæå íå èìåâøåãî âîçìîæíîñòè ïîñåùàòü óíèâåðñèòåò. Îí æå áûë èçáðàí
åãî ïðåçèäåíòîì. Âèöå-ïðåçèäåíòîì îáùåñòâà ñòàë À.Þ. Äàâèäîâ, à ñåêðåòàðåì Â.ß.
Öèíãåð. Ïåðâîíà÷àëüíî îáùåñòâî ñîñòîÿëî èç 14 ÷åëîâåê. Ñðåäè íèõ áûëè êàê ïðåïî-
äàâàòåëè óíèâåðñèòåòà (àñòðîíîì Ô.À. Áðåäèõèí, ìàòåìàòèê Í.Â. Áóãàåâ, ìåõàíèê
Ô.À. Ñëóäñêèé, ôèçèê Í.À. Ëþáèìîâ), òàê è äðóãèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé: ïðîôåññîð
Ìîñêîâñêîãî âûñøåãî òåõíè÷åñêîãî ó÷èëèùà À.Â. Ëåòíèêîâ, ñêðîìíûé ïðåïîäàâà-
òåëü ìàòåìàòèêè íåìåöêîé ãèìíàçèè (Ìîñêîâñêîãî ïåòðîïàâëîâñêîãî ó÷èëèùà) Ê.Ì.
Ïåòåðñîí. Ñðåäè ïåðâûõ ÷ëåíîâ îáùåñòâà âñåãî ëèøü îäèí îêàçàëñÿ íå ìîñêâè÷åì �
ýòî áûë âîñïèòàííèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà, ïðîæèâàâøèé â Ïåòåðáóðãå àêàäå-
ìèê Ï.Ë. ×åáûøåâ.

Ïîíà÷àëó Îáùåñòâî ïðåñëåäîâàëî â ñâîåé äåÿòåëüíîñòè î÷åíü ñêðîìíûå öå-
ëè. Êàê ñëåäóåò èç ïðîòîêîëà åãî ïåðâîãî çàñåäàíèÿ, ¾öåëü Îáùåñòâà åñòü âçàèìíîå
ñîäåéñòâèå â çàíÿòèÿõ ìàòåìàòè÷åñêèìè íàóêàìè¿ [3, ñ. 472]. Îäíàêî âñêîðå âûÿñíè-
ëîñü, ÷òî ëèäåðû Îáùåñòâà ñòàâèëè ïåðåä íèì áîëåå àìáèöèîçíûå öåëè. Òàê, ïðåä-
ñòàâëÿÿ â 1866 ã. äîêóìåíòû (è ñðåäè íèõ ïðîåêò íîâîãî óñòàâà) äëÿ åãî óòâåðæäåíèÿ
â Ìèíèñòåðñòâî íàðîäíîãî ïðîñâåùåíèÿ (à óòâåðæäåíî îíî áûëî â ÿíâàðå 1867 ã.),
îíè òàê ñôîðìóëèðîâàëè ñòîÿùèå ïåðåä Îáùåñòâîì çàäà÷è: ¾Ìîñêîâñêîå ìàòåìàòè-
÷åñêîå îáùåñòâî ó÷ðåæäàåòñÿ ñ öåëüþ ñîäåéñòâîâàòü ðàçâèòèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê
â Ðîññèè¿ [4, c. III].

Íà ÷åòâåðòîì çàñåäàíèè Îáùåñòâà 15 äåêàáðÿ 1864 ã. åãî ðóêîâîäèòåëè âûñêà-
çàëè ìíåíèå, ÷òî äîêëàäû, ïðî÷èòàííûå íà çàñåäàíèÿõ, çàñëóæèâàþò ïóáëèêàöèè. È
óæå â àïðåëå 1865 ã. áûëî ïðèíÿòî ðåøåíèå îá èçäàíèè æóðíàëà. Ïåðâûé òîì æóðíà-
ëà, ïîëó÷èâøåãî íàèìåíîâàíèå ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê¿, ïîÿâèëñÿ â îêòÿáðå 1866
ã. è áûë ïîñâÿùåí ïàìÿòè ñêîí÷àâøåãîñÿ â ìàå òîãî æå ãîäà îñíîâàòåëÿ è ïåðâî-
ãî ïðåçèäåíòà Í.Ä. Áðàøìàíà. Òàê íà÷àëîñü èçäàíèå îäíîãî èç ñàìûõ âëèÿòåëüíûõ
ìàòåìàòè÷åñêèõ æóðíàëîâ ÕÕ âåêà [5].

Ïîñëåäíÿÿ òðåòü XIX � íà÷àëî XX ââ. � âðåìÿ ñòàíîâëåíèÿ è àêòèâíîãî ðàç-
âèòèÿ Îáùåñòâà. Êàê ìû óæå ñêàçàëè, â ãîä ñâîåãî ñîçäàíèÿ îíî íàñ÷èòûâàëî âñåãî
14 ÷ëåíîâ, èç êîòîðûõ òîëüêî îäèí áûë èíîãîðîäíèì. Â 1913 ã., íàêàíóíå Ïåðâîé
ìèðîâîé âîéíû, îíî ñîñòîÿëî èç 112 ÷ëåíîâ, 34 èç êîòîðûõ æèëè â Ìîñêâå, 57 � â
ðàçëè÷íûõ ãîðîäàõ Èìïåðèè, à 21 ñîñòàâëÿëè èíîñòðàííûå ÷ëåíû Îáùåñòâà. Òàêèì
îáðàçîì, Îáùåñòâî ïðèîáðåòàëî îáùåðîññèéñêèé õàðàêòåð.

Âëèÿíèå Îáùåñòâà íà íàó÷íóþ æèçíü â Ðîññèè áûëî ÷ðåçâû÷àéíûì. Åãî äå-
ÿòåëüíîñòü ñòàëà âàæíûì ôàêòîðîì â ñòàíîâëåíèè è ðàçâèòèè ðîññèéñêîãî ìàòåìà-
òè÷åñêîãî ñîîáùåñòâà. ¾Ïî ñâîåìó çíà÷åíèþ, � ïèñàë À.Ï. Þøêåâè÷ [1, c. 317], �
Ìîñêîâñêîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáùåñòâî óñòóïàëî òîëüêî Àêàäåìèè íàóê¿.

Îáùåñòâî ðåãóëÿðíî ñîáèðàëîñü íà ñâîè çàñåäàíèÿ è ïî äîêëàäàì, ïðîèçíå-
ñåííûì íà ýòèõ çàñåäàíèÿõ, à äîêëàä÷èêàìè âûñòóïàëè ó÷åíûå èç ðàçíûõ ãîðîäîâ
Èìïåðèè (èíôîðìàöèÿ î íèõ ïóáëèêîâàëàñü íà ñòðàíèöàõ ¾Ìàòåìàòè÷åñêîãî ñáîðíè-
êà¿), ìîæíî ñóäèòü îá ýâîëþöèè ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé íå òîëüêî â Ìîñêâå,
íî è âî âñåé ñòðàíå. Î òîì çíà÷åíèè, êîòîðîå ïðèäàâàëè Îáùåñòâó ìîñêîâñêèå ìàòå-
ìàòèêè, ãîâîðèò òîò ôàêò, ÷òî åãî ðóêîâîäèòåëÿìè èçáèðàëèñü êðóïíåéøèå ó÷åíûå
� äîñòàòî÷íî âçãëÿíóòü íà ñïèñîê ïðåçèäåíòîâ Îáùåñòâà. Âîò ïåðâûå åãî ïðåçèäåí-
òû: Í.Ä. Áðàøìàí (1864�1866), À.Þ. Äàâèäîâ (1866�1886), Â.ß. Öèíãåð (1886�1891),
Í.Â. Áóãàåâ (1891�1903), Ï.À. Íåêðàñîâ (1903�1905), Í.Å. Æóêîâñêèé (1905�1921),
Á.Ê. Ìëîäçååâñêèé (1921�1923). Åùå áîëåå âíóøèòåëüíî âûãëÿäèò ñïèñîê (îí áóäåò
ïðèâåäåí íèæå) ïîñëåäóþùèõ ðóêîâîäèòåëåé Îáùåñòâà.

È, êîíå÷íî, Îáùåñòâî ñòàëî âåäóùåé ñèëîé â ïðåîáðàçîâàíèè Ìîñêâû íà ðó-
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áåæå XIX�XX ââ. â çàìåòíûé â Åâðîïå öåíòð ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé, èçâåñò-
íûé äîñòèæåíèÿìè â îáëàñòè ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè (Í.Å. Æóêîâñêèé, Ñ.À. ×à-
ïëûãèí), äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè (Ê.Ì. Ïåòåðñîí, Á.Ê. Ìëîäçååâñêèé, Ä.Ô.
Åãîðîâ), à òàêæå ðåçóëüòàòàìè ïî ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè (Ê.À. Àíäðååâ, À.Ê. Âëà-
ñîâ), òåîðèè ÷èñåë (Í.Â. Áóãàåâ), òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî (Ï.À.
Íåêðàñîâ) è òåîðèè âåðîÿòíîñòåé (Ï.À. Íåêðàñîâ).

Äëÿ èññëåäîâàíèé ìîñêâè÷åé ñòàëè õàðàêòåðíûìè èíòåðåñ ê ïðèëîæåíèÿì,
ïðåäðàñïîëîæåííîñòü ê ãåîìåòðèè è ÿñíûì ãåîìåòðè÷åñêèì êîíñòðóêöèÿì, à òàêæå
ñòðåìëåíèå ê ôèëîñîôñêîìó îñìûñëåíèþ ïðåäìåòà è ìåòîäîâ ðàçâèâàåìîé èìè ìà-
òåìàòèêè. Ïðè ýòîì äîìèíèðóþùèìè â èõ ñðåäå ñòàëè èíòåðåñ ê èäåàëèñòè÷åñêîé
è äàæå ðåëèãèîçíîé ôèëîñîôèè. Ýòîò èíòåðåñ ñòàë îñíîâàíèåì äëÿ çàêðåïèâøåãîñÿ
çà ìîñêîâñêîé øêîëîé ýòîãî ïåðèîäà íàèìåíîâàíèÿ ôèëîñîôñêî-ìàòåìàòè÷åñêîé.

Ëèäåðîì ýòîé øêîëû ñòàë íàèáîëåå âëèÿòåëüíûé â Ìîñêâå òîãî âðåìåíè ìà-
òåìàòèê Í.Â. Áóãàåâ. Îðèãèíàëüíûé ôèëîñîô, îí ñòàë àâòîðîì ñîáñòâåííîé ôè-
ëîñîôñêîé ñèñòåìû � ¾ýâîëþöèîííîé ìîíàäîëîãèè¿. Åãî ôèëîñîôñêèå èäåè ñòàëè
îñíîâàíèåì äëÿ îñîáîãî èíòåðåñà ê ðàçðûâíûì ôóíêöèÿì. Ñîçäàíèå òåîðèè òàêèõ
ôóíêöèé Áóãàåâ ðàññìàòðèâàë êàê îäíó èç âàæíåéøèõ çàäà÷ ñîâðåìåííîé ìàòåìà-
òèêè è ïûòàëñÿ âìåñòå ñî ñâîèìè ó÷åíèêàìè ðåøèòü åå â ðàìêàõ òàê íàçûâàåìîé
¾àðèòìîëîãèè¿ [6].

Äåÿòåëüíîñòü Ìîñêîâñêîé ôèëîñîôñêî-ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëû ïðîòåêàëà â
óñëîâèÿõ îñòðîãî êîíôëèêòà ñ äðóãîé áîëåå èçâåñòíîé òîãäà â Åâðîïå øêîëîé � Ïå-
òåðáóðãñêîé øêîëîé èëè øêîëîé ×åáûøåâà (À.À. Ìàðêîâ, À.Ì. Ëÿïóíîâ è äð.). Îñ-
íîâàíèåì äëÿ ýòîé êîíôðîíòàöèè ñòàëè, ïðåæäå âñåãî, ðàçíîãëàñèÿ èäåéíîãî ïîðÿä-
êà, îïðåäåëèâøèõ, â èçâåñòíîé ìåðå, ìàòåìàòè÷åñêóþ îðèåíòàöèþ ñòîëè÷íûõ øêîë:
ïîçèòèâèçì, ëèáåðàëüíûé äåìîêðàòèçì è àíòèìîíàðõèçì, äîìèíèðîâàâøèå â ïåòåð-
áóðãñêîé ñðåäå, ñ îäíîé ñòîðîíû, âîèíñòâóþùèé àíòèïîçèòèâèçì, óâëå÷åííîñòü èäå-
àëèñòè÷åñêîé è äàæå ðåëèãèîçíîé ôèëîñîôèåé, ïðàâîñëàâèå è ìîíàðõèçì, ïðèñóùèå
ìîñêâè÷àì, ñ äðóãîé.

Ïðîòèâîñòîÿíèå ìàòåìàòèêîâ äâóõ ñòîëèö íàëîæèëî îòïå÷àòîê íà æèçíü âñå-
ãî ðîññèéñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ñîîáùåñòâà ïîñëåäíåé òðåòè XIX � ïåðâîé òðåòè
XX ââ., ñîçäàâ â íåì èçâåñòíîå íàïðÿæåíèå. Ýòî íàïðÿæåíèå ïðèâîäèëî ê êîíôëèêò-
íûì ñèòóàöèÿì, çà÷àñòóþ çàêàí÷èâàâøèõñÿ îòêðûòûìè ñòîëêíîâåíèÿìè. Òàê ñëó÷è-
ëîñü, íàïðèìåð, â ñëó÷àå ñïîðîâ î ìåòîäå, ïðåäëîæåííîì Â.Ã. Èìøåíåöêèì â ðàáîòàõ
1887�1891 ãã.: ìåòîäå íàõîæäåíèÿ äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ èíòåãðàëîâ ëèíåéíûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ öåëûìè ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ýòè ðàáîòû,
âûçâàâøèå êðèòèêó ñî ñòîðîíû À.À. Ìàðêîâà, À.Í. Êîðêèíà è äðóãèõ ïåòåðáóðãñêèõ
ìàòåìàòèêîâ, áûëè ïîääåðæàíû ìîñêâè÷àìè � Ê.À. Àíäðååâûì, Ï.À. Íåêðàñîâûì
è äð. Äðóãèì ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü êðèòèêà À.À. Ìàðêîâûì çíàìåíèòûõ ðå-
çóëüòàòîâ 1888 ã. Ñ.Â. Êîâàëåâñêîé, êàñàþùèõñÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà
âîêðóã íåïîäâèæíîé òî÷êè. Íà ñòîðîíå Êîâàëåâñêîé îïÿòü âûñòóïèëè ìîñêâè÷è. Âñå
ýòè êîíôëèêòû îáñóæäàëèñü íà çàñåäàíèÿõ Ìîñêîâñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà,
âûñòóïàâøåãî â ðîëè àðáèòðà. Çäåñü ñî âñåé îò÷åòëèâîñòüþ ïðîÿâèëàñü îñîáåííàÿ
ðîëü Îáùåñòâà, ñòîëü âàæíàÿ â ïåðèîä ñòàíîâëåíèÿ ðîññèéñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
ñîîáùåñòâà � ðîëü îáùåñòâåííîé îðãàíèçàöèè. Ïðèòîì îðãàíèçàöèè, äåÿòåëüíîñòü
êîòîðîé íîñèëà íå ìåñòíûé (ìîñêîâñêèé!), íî îáùåíàöèîíàëüíûé õàðàêòåð. Óæå â
ïåðâóþ ïîëîâèíó ñòîëåòèÿ ñâîåãî ñóùåñòâîâàíèÿ â âîïðîñàõ, èìåâøèõ çíà÷åíèå äëÿ
âñåãî ðîññèéñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ñîîáùåñòâà, Ìîñêîâñêîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáùå-
ñòâî áðàëî íà ñåáÿ ðîëü îáùåíàöèîíàëüíîãî.
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Ðàçóìååòñÿ, îñîáî âàæíóþ ðîëü èãðàëî Îáùåñòâî â ðàçâèòèè ìàòåìàòè÷åñêèõ
èññëåäîâàíèé â ñàìîé Ìîñêâå, íà÷àâøåé òðàíñôîðìèðîâàòüñÿ èç çàìåòíîãî â Åâðîïå
öåíòðà ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé â îäíó èç âåäóùèõ ìèðîâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
ñòîëèö.

Õîòÿ, êàê ìû óæå ãîâîðèëè, ê íà÷àëó ÕÕ â. Ìîñêâà çàÿâèëà î ñåáå êàê î
çàìåòíîì öåíòðå ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé, ìîñêâè÷è íå áûëè â âîñòîðãå îò ïî-
ëîæåíèÿ ñîîáùåñòâà, òðåòèðóåìîãî àêàäåìè÷åñêèì Ïåòåðáóðãîì. Îíè èñêàëè òåìà-
òèêó, ðàçðàáîòêà êîòîðîé ïîçâîëèëà áû èì âûéòè íà ïåðåäîâûå ëèíèè ñîâðåìåííûõ
èññëåäîâàíèé. Ïðè ýòîì òåìàòèêà ýòà äîëæíà áûëà áûòü ïî âîçìîæíîñòè óäàëåííîé
îò ñþæåòîâ ðàçðàáàòûâàâøèõñÿ ìàòåìàòèêàìè ñåâåðíîé ñòîëèöû. È òàêóþ òåìàòèêó
îíè íàøëè � åþ îêàçàëàñü íîâàÿ òåîðèÿ ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî, çàðî-
äèâøàÿñÿ â 90-å ãã. XIX â. â ðàáîòàõ ôðàíöóçñêèõ ìàòåìàòèêîâ Ý. Áîðåëÿ, À. Ëåáåãà è
Ð. Áýðà. Â ýòèõ ðàáîòàõ íà áàçå òåîðèè ìíîæåñòâ Ã. Êàíòîðà ñòðîèëàñü íîâàÿ òåîðèÿ
ðàçðûâíûõ ôóíêöèé � öåëü êîòîðóþ áåçóñïåøíî ïûòàëñÿ äîñòè÷ü â ñâîåé àðèòìî-
ëîãèè Í.Â. Áóãàåâ ñ ó÷åíèêàìè. Îäèí èç íèõ Ä.Ô. Åãîðîâ äàæå íà÷àë ñ ðàáîòû ïî
àðèòìîëîãèè ñâîþ íàó÷íóþ êàðüåðó. Îäíàêî, áóäó÷è ìàòåìàòèêîì ñ âåëèêîëåïíîé
èíòóèöèåé, îí áûñòðî ðàçî÷àðîâàëñÿ â áóãàåâñêîé àðèòìîëîãèè è â êà÷åñòâå òåìû
ñâîèõ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé èçáðàë äèôôåðåíöèàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêîå íàïðàâ-
ëåíèå, ðàçâèòèå êîòîðîìó â Ìîñêâå ïîëîæèë Ê.Ì. Ïåòåðñîí. È õîòÿ íà ýòîì ïóòè
åìó ñîïóòñòâîâàëà óäà÷à � â 1899 ã. îí çàùèòèë ìàãèñòåðñêóþ äèññåðòàöèþ ¾Óðàâ-
íåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè 2-ãî ïîðÿäêà ïî äâóì íåçàâèñèìûì ïåðåìåííûì.
Îáùàÿ òåîðèÿ èíòåãðàëîâ, õàðàêòåðèñòèêè¿, â 1901 ã. � äîêòîðñêóþ ¾Îá îäíîì êëàñ-
ñå îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì¿, îñíîâíûå ðåçóëüòàòû êîòîðîé âîøëè âî âòîðîå èçäàíèå
èçâåñòíîãî òðàêòàòà Ã. Äàðáó ¾Leçons sur les systèmes orthogonaux et les coordonnées
curvilignes¿ (Paris, 1910), íàçâàâøåãî â ÷åñòü íåãî êëàññ Å-ïîâåðõíîñòåé), îí íå çà-
áûâàë è àðèòìîëîãè÷åñêèõ ñþæåòîâ ñâîåé þíîñòè � òåîðèþ ðàçðûâíûõ ôóíêöèé [7].
Ïîçíàêîìèâøèñü ñ ðàáîòàìè ïî òåîðèè ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî ìî-
ëîäûõ ôðàíöóçñêèõ ìàòåìàòèêîâ îí ñðàçó óâèäåë â íåé ÷àåìóþ ïîêîéíûì Áóãàåâûì
òåîðèþ ðàçðûâíûõ ôóíêöèé è óâëåêñÿ åþ. Â 1911 ã. â ¾Comptes Rendus¿ Àêàäåìèè
íàóê Ôðàíöèè ïîÿâèëàñü çàìåòêà ¾Î ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èçìåðèìûõ ôóíêöèé¿, ñî-
äåðæàâøàÿ òåîðåìó, èçâåñòíóþ íûíå êàê òåîðåìà Åãîðîâà, à óæå â 1912 ã. � â òîì æå
æóðíàëå ñòàòüÿ åãî ó÷åíèêà Í.Í. Ëóçèíà ¾Ê îñíîâíîé òåîðåìå èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñ-
ëåíèÿ¿ î Ñ-ñâîéñòâå. Òàê íà÷àëàñü èñòîðèÿ çíàìåíèòîé Ìîñêîâñêîé øêîëû òåîðèè
ôóíêöèé èëè, êàê åå ÷àñòî íàçûâàþò, øêîëû Åãîðîâà�Ëóçèíà. Åå ðîñò áûë ñòðå-
ìèòåëüíûì, óñïåõè ïîðàçèòåëüíûìè. Â 1915 ã. ïóáëèêóåòñÿ çíàìåíèòûé òðóä Í.Í.
Ëóçèíà ¾Èíòåãðàë è òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä¿, â êîòîðûé íàðÿäó ñ åãî ñîáñòâåí-
íûìè äîñòèæåíèÿìè âêëþ÷åíû è ðåçóëüòàòû îäíîãî èç ïåðâûõ åãî ó÷åíèêîâ � À.ß.
Õèí÷èíà. Óæå â ãîäû ïðåäøåñòâóþùèå ðåâîëþöèîííûì ñîáûòèÿì 1917 ã. Ëóçèíûì è
åãî ó÷åíèêàìè � Õèí÷èíûì, Ä.Å. Ìåíüøîâûì, Ï.Ñ. Àëåêñàíäðîâûì, Ì.ß. Ñóñëèíûì
� áûëè ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû, çàÿâèâøèå î ïîÿâëåíèè â Ìîñêâå îäíîé èç íàèáîëåå
èíòåðåñíûõ øêîë ñîâðåìåííîé Åâðîïû.

Áåçóñëîâíî, â ýòîì óñïåõå ïðèñóòñòâóåò è âêëàä Ìîñêîâñêîãî ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî îáùåñòâà. Íà åãî çàñåäàíèÿõ äîêëàäûâàëèñü îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïî òåîðèè
ìíîæåñòâ è òåîðèè ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî, ïîëó÷åííûå ìîñêâè÷àìè.
Îñîáóþ ðîëü â ñòàíîâëåíèè øêîëû ñûãðàë îðãàíèçîâàííûé ïðè Îáùåñòâå â 1902 ã.
ñòóäåí÷åñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé êðóæîê [8; 9]. Åãî ïåðâûì ñåêðåòàðåì áûë Ï.À. Ôëî-
ðåíñêèé, à åãî ïðååìíèêîì Í.Í. Ëóçèí. Ïðîáëåìàòèêà òåîðèè ìíîæåñòâ è òåîðèè
ôóíêöèé çàíèìàëà îñîáîå ìåñòî íà çàñåäàíèÿõ ýòîãî êðóæêà. È õîòÿ ñ íà÷àëîì âîé-
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íû 1914 ã., à òåì áîëåå ïîñëå ðåâîëþöèè 1917 ã. è ðàçðàçèâøåéñÿ âïîñëåäñòâèè ãðàæ-
äàíñêîé âîéíû èçäàòåëüñêàÿ äåÿòåëüíîñòü ÷ðåçâû÷àéíî ñíèçèëà ñâîè îáîðîòû (òàê
ñíà÷àëà çàìåäëèëñÿ, à çàòåì è âîâñå îñòàíîâèëñÿ âûïóñê ¾Ìàòåìàòè÷åñêîãî ñáîðíè-
êà¿), òåì íå ìåíåå, êàê ìû óæå îòìåòèëè âûøå, â 1915 ã. ñâåò óâèäåëà âûïóùåííàÿ
îòäåëüíûì ïåðâûì íîìåðîì 30-ãî òîìà ¾Ìàòåìàòè÷åñêîãî ñáîðíèêà¿ äèññåðòàöèÿ
Í.Í. Ëóçèíà ¾Èíòåãðàë è òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä¿.

Îñîáåííîå çíà÷åíèå èìåëà äåÿòåëüíîñòü Îáùåñòâà â òÿæåëûå äëÿ íàóêè è
îáðàçîâàíèÿ 1917�1923 ãã. Ýòî áûë ïåðèîä, êîãäà óíèâåðñèòåòñêàÿ æèçíü ëèøü òåï-
ëèëàñü � ñëîæíîñòè ñ ïðîäóêòàìè è òîïëèâîì âûíóäèëè ìíîãèõ ïðåïîäàâàòåëåé ïî-
êèíóòü ãîðîä. Ïðîäîëæàëèñü çàñåäàíèÿ Îáùåñòâà, êîòîðûå ñîáèðàëè âñåõ ìàòåìàòè-
êîâ, êîòîðûå íà ìîìåíò èõ ïðîâåäåíèÿ îêàçûâàëèñü â ãîðîäå. Ïðåçèäåíòû Îáùåñòâà
îñòàâàëèñü â Ìîñêâå íà ïðîòÿæåíèè âñåãî òðóäíîãî ïåðèîäà. È Îáùåñòâî âçÿëî íà
ñåáÿ ðîëü íå òîëüêî îðãàíèçàòîðà ìîñêîâñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé æèçíè, íî è îäíîãî
èç ñîçèäàòåëåé îáùåãîñóäàðñòâåííîãî (òåïåðü óæå ñîâåòñêîãî) ìàòåìàòè÷åñêîãî ñî-
îáùåñòâà. Òàêîé åãî ðîëè ñïîñîáñòâîâàë ñëó÷èâøèéñÿ â 1918 ã. ïåðåíîñ ñòîëèöû â
Ìîñêâó. Âàæíûì îáñòîÿòåëüñòâîì ñòàëî òî, ÷òî â 1923 ã. ïðåçèäåíòîì Îáùåñòâà ñòàë
Ä.Ô. Åãîðîâ � âûäàþùèéñÿ ìàòåìàòèê è çàìå÷àòåëüíûé îðãàíèçàòîð [7].

Ïðåæäå âñåãî Åãîðîâ ïîñòàâèë çàäà÷ó âîçîáíîâëåíèÿ èçäàíèÿ ¾Ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî ñáîðíèêà¿ [5]. È â 1924 ã. â Ãîñèçäàòå óâèäåë ñâåò 31-é åãî òîì. Ó÷èòûâàÿ
ñêëàäûâàþùóþñÿ ñèòóàöèþ â ñîâåòñêîé óæå íàóêå, îí èçìåíèë õàðàêòåð æóðíàëà,
ïðåîáðàçîâàâ åãî èç èçäàíèÿ ïðåæäå âñåãî ìîñêîâñêîãî âî âñåñîþçíîå è äàæå ìåæ-
äóíàðîäíîå. Äëÿ ýòîãî îí â 32-ì òîìå ââåë â ðåäêîëëåãèþ æóðíàëà Â.À. Ñòåêëîâà
� ëèäåðà Ëåíèíãðàäñêîé øêîëû, ïî óæå óñòàíîâèâøåéñÿ òðàäèöèè ïðîòèâîñòîÿâ-
øåé ìîñêâè÷àì. Áîëåå òîãî, íà÷èíàÿ ñ ýòîãî òîìà æóðíàë áûë îáúÿâëåí îðãàíîì
íå òîëüêî Ìîñêîâñêîãî, íî òàêæå Ëåíèíãðàäñêîãî è Êàçàíñêîãî ìàòåìàòè÷åñêèõ îá-
ùåñòâ � ýòî ïîëîæåíèå ñîõðàíÿëîñü äî 1936 ã., êîãäà èçäàòåëåì âûñòóïèëà ÀÍ ÑÑÑÐ.
Êðîìå ðóññêîãî îôèöèàëüíûìè ÿçûêàìè æóðíàëà ñòàíîâÿòñÿ íåìåöêèé, ôðàíöóç-
ñêèé, èòàëüÿíñêèé è àíãëèéñêèé ÿçûêè. Â ðåçóëüòàòå ãîëîäà íà íàó÷íóþ ïåðèîäèêó,
âîçíèêøóþ ïîñëå îêîí÷àíèÿ Ïåðâîé ìèðîâîé âîéíû â Åâðîïå, èíèöèàòèâà Åãîðîâà
îêàçàëàñü â âûñøåé ñòåïåíè âîñòðåáîâàííîé. Ñðåäè àâòîðîâ ¾Ìàòåìàòè÷åñêîãî ñáîð-
íèêà¿ 1920 � íà÷àëà 1930-õ ãã. ìû âèäèì Æ. Àäàìàðà, Á. Ãàìáüå, Ñ. Ëåôøåöà, Ý.
Êàðòàíà, Ð. Ìèçåñà, Ý. Íåòåð, Â. Ñåðïèíñêîãî, Ë. Òîíåëëè, Ì. Ôðåøå, Õ. Õîïôà.

Ãëàâíûì äëÿ ñîâåòñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ñîîáùåñòâà, êîòîðîå ëèøü íà÷èíàëî
ôîðìèðîâàòüñÿ, áûëî ïîÿâëåíèå îáùåñîþçíîãî ïå÷àòíîãî îðãàíà, íàöåëåííîãî íà øè-
ðîêîå ìåæäóíàðîäíîå ñîòðóäíè÷åñòâî. Êðîìå ðàáîò ìîñêâè÷åé â æóðíàëå ïå÷àòàëèñü
ðàáîòû ëåíèíãðàäöåâ (À.Ñ. è ß.Ñ. Áåçèêîâè÷åé, Í.Ì. Ãþíòåðà, Ë.Â. Êàíòîðîâè÷à,
È.À. Ëàïïî-Äàíèëåâñêîãî, Ñ.Ë. Ñîáîëåâà, Ã.Ì. Ôèõòåíãîëüöà, Â.À. Ôîêà), à òàêæå
ìàòåìàòèêîâ èç ðàçëè÷íûõ ãîðîäîâ ñòðàíû � Êàçàíè (Í.Ã. ×åáîòàðåâ), Ðîñòîâà-íà-
Äîíó (Ä.Ä. Ìîðäóõàé-Áîëòîâñêîãî), Êèåâà (Ä.À. Ãðàâå, Í.Ì. Êðûëîâ), Îäåññû (Ì.Ã.
Êðåéí).

Äðóãîé âàæíîé èíèöèàòèâîé ïðåçèäåíòà Ìîñêîâñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùå-
ñòâà Ä.Ô. Åãîðîâà, íàïðàâëåííîé íà óêðåïëåíèå îòå÷åñòâåííîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
ñîîáùåñòâà, ñòàëà îðãàíèçàöèÿ è ïðîâåäåíèå â Ìîñêâå âåñíîé 1927 ã. Âñåðîññèéñêîãî
ñúåçäà ìàòåìàòèêîâ [10]. Ýòîò ñúåçä, ïðåäñåäàòåëåì êîòîðîãî áûë èçáðàí Åãîðîâ, ñî-
áðàë 378 ó÷àñòíèêîâ èç 33 ãîðîäîâ Ñîâåòñêîãî ñîþçà (îò Ëåíèíãðàäà äî Òèôëèñà è
Áàêó, îò Ìèíñêà äî Ïåðìè � â åâðîïåéñêîé ÷àñòè, îò Îìñêà äî Òàøêåíòà è îò Òîìñêà
äî Âëàäèâîñòîêà � â àçèàòñêîé). Íà íåì áûëî ïðèíÿòî ðåøåíèå î ñîçäàíèè Âñåñîþç-
íîé àññîöèàöèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ó÷ðåæäåíèé, è áûë èçáðàí åå Ñîâåò, êîòîðûé âçÿë

35



Ïëåíàðíûå äîêëàäû

íà ñåáÿ èçäàíèå òðóäîâ ñúåçäà, êîòîðîå áûëî îñóùåñòâëåíî â 1928 ã., è ïîäãîòîâêó
Ïåðâîãî Âñåñîþçíîãî ñúåçäà ìàòåìàòèêîâ â Õàðüêîâå, êîòîðûé ïðîøåë â èþíå 1930 ã.
â Õàðüêîâå. Òàê èíèöèàòèâîé Ìîñêîâñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà áûëî ïîëîæå-
íî íà÷àëî ðåãóëÿðíîé æèçíè îòå÷åñòâåííîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ñîîáùåñòâà. Âûñòóïèâ
èíèöèàòîðîì ñîçäàíèÿ åãî íîâîé ñòðóêòóðû � Âñåñîþçíîé àññîöèàöèè � Îáùåñòâî,
íå ïðåòåíäóÿ â íåé ïðè ýòîì íà êàêóþ-òî îñîáóþ ðîëü, ïðîäîëæèëî òðàäèöèþ ñîäåé-
ñòâîâàòü ðàçâèòèþ ìàòåìàòèêè â Ðîññèè.

Îáùåñòâî ñûãðàëî âàæíóþ ðîëü â ïðîöåññå àêòèâíîãî ðîñòà èññëåäîâàíèé
Ìîñêîâñêîé øêîëû òåîðèè ôóíêöèé â êîíöå 1920 � íà÷àëå 1930-õ ãã. � â ïåðèîä àêòèâ-
íîãî ¾ÿäåðíîãî ïðîöåññà¿ ðàñïàäà øêîëû íà ìíîæåñòâî äî÷åðíèõ è ÷ðåçâû÷àéíîãî
ðàñøèðåíèÿ åå òåìàòèêè. Ýòîò ïðîöåññ, ÿâèâøèéñÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, ñâèäåòåëüñòâîì
íåîáû÷àéíûõ æèçíåííûõ ñèë øêîëû è îòêðûâàþùèõñÿ ïåðåä íåé ïåðñïåêòèâ, ñ äðó-
ãîé, ñòàë ïðè÷èíîé êîíôëèêòíîé ñèòóàöèè, ñëîæèâøåéñÿ ìåæäó Ëóçèíûì è íåêî-
òîðûìè èç åãî ó÷åíèêîâ. Ñëîæíûé èäåîëîãè÷åñêèé êëèìàò, â êîòîðûé îêàçàëàñü
ïîãðóæåííîé íàóêà â òîò íåïðîñòîé ïåðèîä íàøåé èñòîðèè, ïðèäàë ýòîé ñèòóàöèè,
âûëèâøåéñÿ â ¾äåëî àêàäåìèêà Í.Í.Ëóçèíà¿ [11], èäåîëîãè÷åñêèé õàðàêòåð.

Ýòîìó äðàìàòè÷åñêîìó ýïèçîäó â èñòîðèè ìàòåìàòèêè â Ìîñêâå ïðåäøåñòâî-
âàëî åùå îäíî ¾äåëî¿, îäíèì èç ôèãóðàíòîâ êîòîðîãî ñòàë Ä.Ô. Åãîðîâ. Â 1920�1930-
å ãã. îí � öåíòðàëüíàÿ ôèãóðà ìàòåìàòè÷åñêîé æèçíè Ìîñêâû: äèðåêòîð Íàó÷íî-
èññëåäîâàòåëüñêîãî èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà,
ïðåçèäåíò Ìîñêîâñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà. Â òî æå âðåìÿ ýòî ÷åëîâåê ãëó-
áîêî âåðóþùèé è ðåçêî îòðèöàòåëüíî íàñòðîåííûé ê ñîâåòñêîé âëàñòè, ïðè ýòîì íå
òîëüêî íå ñêðûâàâøèé ñâîèõ ïîëèòè÷åñêèõ è ðåëèãèîçíûõ óáåæäåíèé, íî àêòèâíî ñ
íèìè âûñòóïàâøèé [7]. Ðàçóìååòñÿ, ñîâåòñêàÿ âëàñòü íå ìîãëà ñ ýòèì äîëãî ìèðèòü-
ñÿ. Åãîðîâ ñòàë îáúåêòîì ïîñòîÿííûõ íàïàäîê ïðîëåòàðñêèõ èäåîëîãîâ, êîòîðûå â
êîíå÷íîì èòîãå ïðèâåëè ê åãî àðåñòó â 1930 ã. ïî ñôàáðèêîâàííîìó ÎÃÏÓ äåëó ¾âñå-
ñîþçíîé êîíòððåâîëþöèîííîé ìîíàðõè÷åñêîé îðãàíèçàöèè �Èñòèííî-ïðàâîñëàâíàÿ
öåðêîâü�¿ è ê åãî ñìåðòè â Êàçàíè â 1931 ã.

Ïîñëå àðåñòà Åãîðîâà ïîä óäàðîì îêàçàëîñü âîçãëàâëÿâøååñÿ èì Îáùåñòâî.
Ñòàëà ðåàëüíîé óãðîçà åãî çàêðûòèÿ (ïîäðîáíåå ñì.: [12]). Ëèøü ñâîåâðåìåííûìè
äåéñòâèÿìè åãî ëèäåðîâ (â ÷àñòíîñòè, óäàëåíèåì ñ ïîñòà ïðåçèäåíòà ïàðòèéíîãî
èäåîëîãà Ý. Êîëüìàíà � áûëî è òàêîå, îïðåäåëåííîãî ðîäà ðèòîðèêîé, ðåôîðìîé
¾Ìàòåìàòè÷åñêîãî ñáîðíèêà¿), óäàëîñü âûâåñòè Îáùåñòâî èç ïîä óäàðà. Ïðåçèäåí-
òîì Îáùåñòâà â 1932 ã. ñòàë Ï.Ñ. Àëåêñàíäðîâ, ñîõðàíÿâøèé ýòó ïîçèöèþ äî 1964
ã.

¾Äåëî Åãîðîâà¿ îáîçíà÷èëî íà÷àëî íîâîãî ýòàïà â æèçíè ìàòåìàòè÷åñêîãî
ñîîáùåñòâà � îòêðûòàÿ àíòèñîâåòñêàÿ ïîçèöèÿ åãî ÷ëåíîâ áûëà îòíûíå íåòåðïèìà.

¾Äåëî Ëóçèíà¿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äàëüíåéøåå ðàçâèòèå èäåîëîãè÷å-
ñêîãî íàñòóïëåíèÿ íà ñîâåòñêîì ¾ìàòåìàòè÷åñêîì ôðîíòå¿ [11]. Ó÷åíûì óêàçàëè
íà íåîáõîäèìîñòü ïîñòàâèòü âñþ ñâîþ íàó÷íóþ äåÿòåëüíîñòü ïîä ïîëíûé èäåîëîãè-
÷åñêèé êîíòðîëü ñîâåòñêîãî ãîñóäàðñòâà. È ìàòåìàòèêè ïðàâèëüíî óãàäàëè ñìûñë
àêöèè: íåëüçÿ âîåâàòü ñ ãîñóäàðñòâåííîé èäåîëîãèåé, åé íóæíî ïîä÷èíèòüñÿ, íî ïîä-
÷èíèòüñÿ òàê, ÷òîáû èäåîëîãèÿ, ïî âîçìîæíîñòè, íå ìåøàëà ñâîáîäíîìó ðàçâèòèþ
ìàòåìàòè÷åñêîé ìûñëè, à åñëè è ìåøàëà, òî â íàèìåíüøåé âîçìîæíîé ñòåïåíè, ÷òîáû
¾èäåîëîãè¿ ðåêðóòèðîâàëèñü, ïî âîçìîæíîñòè, èç êðóãà ëèö ñîâìåñòèìûõ ñ ëèäåðà-
ìè ìàòåìàòè÷åñêîãî ñîîáùåñòâà. Òî åñòü ïîñòàâèòü çàñëîí ëèöàì òèïà Êîëüìàíà,
íî áëàãîæåëàòåëüíî îòíåñòèñü ê ôèãóðàì òèïà Ñ.À. ßíîâñêîé. Áîëåå òîãî, âçÿòü
ìàðêñèñòñêî-ëåíèíñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ïðåäìåòà è ìåòîäîâ ìàòåìàòèêè â ñîáñòâåí-
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íûå ðóêè. Îòñþäà è ïîÿâëåíèå â 1956 ã. òðåõòîìíîãî êîëëåêòèâíîãî òðóäà ¾Ìàòå-
ìàòèêà, åå ñîäåðæàíèå, ìåòîäû è çíà÷åíèå¿, ïîäãîòîâëåííîãî ïîä ðåäàêöèåé À.Ä.
Àëåêñàíäðîâà, À.Í. Êîëìîãîðîâà è Ì.À. Ëàâðåíòüåâà.

Ê ñåðåäèíå 1930-õ ãã. Îáùåñòâî îêàçàëîñü îäíîé èç ñàìûõ àâòîðèòåòíûõ îð-
ãàíèçàöèé â îòå÷åñòâåííîì ìàòåìàòè÷åñêîì ñîîáùåñòâå. Âìåñòå ñ Ìàòåìàòè÷åñêèì
èíñòèòóòîì èì. Â.À. Ñòåêëîâà ÀÍ ÑÑÑÐ, êîòîðûé â 1934 ã. ïåðååõàë â Ìîñêâó,
è ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèì ôàêóëüòåòîì Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà, îíî âîøëî â
ñîñòàâ òîãî ÿäðà, âîêðóã êîòîðîãî íà÷àëà ôîðìèðîâàòüñÿ îäíà èç âåäóùèõ ìàòåìà-
òè÷åñêèõ øêîë âòîðîé ïîëîâèíû ÕÕ â. � Ñîâåòñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà.

Îò äâóõ íàçâàííûõ èíñòèòóòîâ Îáùåñòâî îòëè÷àåò îäíà îñîáåííîñòü � îíî
ÿâëÿåòñÿ îðãàíèçàöèåé íå ãîñóäàðñòâåííîé, íî îáùåñòâåííîé. Ïðåæäå âñåãî, îíî èã-
ðàëî ðîëü ñâîåãî ðîäà ïðîôåññèîíàëüíîãî êëóáà � çäåñü äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäà-
ëèñü íîâåéøèå ðåçóëüòàòû îòå÷åñòâåííûõ è çàðóáåæíûõ ìàòåìàòèêîâ. Íî çäåñü æå
äèñêóòèðîâàëèñü è âíóòðåííèå ïðîáëåìû æèçíè îòå÷åñòâåííîãî ñîîáùåñòâà: ìû óæå
óïîìèíàëè î äåáàòàõ ïî ïîâîäó ðåçóëüòàòîâ Èìøåíåöêîãî èëè Êîâàëåâñêîé � ìàòåìà-
òèêîâ îòíþäü íå ìîñêîâñêèõ � ïðîõîäèâøèõ íà çàñåäàíèÿõ Îáùåñòâà, îòìåòèì òàêæå
çàíÿòèÿ Îáùåñòâîì ïðîáëåìàìè øêîëüíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ. À â íåêî-
òîðûå ïåðåëîìíûå ìîìåíòû ýòîé æèçíè èìåííî îáùåñòâåííûé õàðàêòåð Îáùåñòâà
ïîçâîëÿë åìó âûõîäèòü íà åå ïåðåäíèé êðàé, çàäàâàÿ ñàìî íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ
îòå÷åñòâåííîé ìàòåìàòèêè.

Â 1936 ã. Èíñòèòóò èì. Â.À. Ñòåêëîâà âìåñòå ñ Îáùåñòâîì íà÷àëè èçäàíèå
¾Óñïåõîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê¿, âûõîäèâøèõ ïîíà÷àëó íåðåãóëÿðíî � â 1933�1946
ãã. ïîÿâèëîñü 10 åãî âûïóñêîâ, à â 1946 ã. ïðåîáðàçîâàííîãî â æóðíàë, ñòàâøèé îñ-
íîâíûì ñîâåòñêèì ìàòåìàòè÷åñêèì èçäàíèåì, âûõîäÿùèì 6 ðàç â ãîä, ïóáëèêóþùèì
îáçîðíûå ñòàòüè, íàó÷íûå ñîîáùåíèÿ, ñäåëàííûå íà çàñåäàíèÿõ Îáùåñòâà, à òàêæå
èíôîðìàöèîííûå ìàòåðèàëû î ìàòåìàòè÷åñêîé æèçíè â ñòðàíå (â ÷àñòíîñòè, î çàñå-
äàíèÿõ Ìîñêîâñêîãî è Ëåíèíãðàäñêîãî îáùåñòâ) è çà ðóáåæîì.

Èìåííî Îáùåñòâî âçÿëî íà ñåáÿ îñíîâíóþ ðîëü â ñîçäàíèè ôóíäàìåíòàëüíûõ
òðóäîâ ¾Ìàòåìàòèêà â ÑÑÑÐ çà 15 ëåò¿, ¾Ìàòåìàòèêà â ÑÑÑÐ çà 30 ëåò¿, äâóõòîìíè-
êà ¾Ìàòåìàòèêà â ÑÑÑÐ çà 40 ëåò¿, à òàêæå âûøåäøåãî â äâóõ êíèãàõ âòîðîãî òîìà
¾Ìàòåìàòèêè â ÑÑÑÐ. 1958�1967¿. Îáùåñòâî îðãàíèçîâûâàëî ñúåçäû, êîíôåðåíöèè,
ñåìèíàðû è ïðèñóæäàëî ñïåöèàëüíûå ïðåìèè. Ñðåäè ëàóðåàòîâ ïðåìèè Îáùåñòâà
ìû âèäèì öâåò ìàòåìàòè÷åñêîé ìûñëè ñòðàíû.

Âåëèêî çíà÷åíèå Îáùåñòâà è â ðàçâèòèè ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè, ïðåæäå
âñåãî â ñîâåòñêîé ñðåäíåé øêîëå. Ýòà òåìà íàõîäèëàñü â öåíòðå âíèìàíèÿ Îáùåñòâà
ñ ìîìåíòà åãî îñíîâàíèÿ. Â ïåðâûõ òîìàõ ¾Ìàòåìàòè÷åñêîãî ñáîðíèêà¿ ñóùåñòâî-
âàë äàæå ñïåöèàëüíûé ðàçäåë, ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ ó÷èòåëåé ãèìíàçèé. Â ôåâðàëå
1934 ã. áûëà ñîçäàíà ñåêöèÿ ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêè, âñêîðå ïåðåèìåíîâàííàÿ â
íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêóþ, à çàòåì â ñåêöèþ ñðåäíåé øêîëû. Âî âðåìÿ âîéíû ñåêöèÿ
íå ôóíêöèîíèðîâàëà, âîçîáíîâèâ ñâîþ ðàáîòó ëèøü â 1948 ã. (ïîä ðóêîâîäñòâîì À.È.
Ìàðêóøåâè÷à). Îñíîâíàÿ çàäà÷à ñåêöèè � ñîäåéñòâîâàòü ïîâûøåíèþ óðîâíÿ ïðåïî-
äàâàíèÿ ìàòåìàòèêè â øêîëå, îáìåíèâàòüñÿ ïðåïîäàâàòåëüñêèì îïûòîì, óñòàíàâëè-
âàòü ïîñòîÿííûå ñâÿçè ìåæäó ïðåïîäàâàòåëÿìè ñðåäíåé è âûñøåé øêîëû. Îñîáåííî
ñëåäóåò îòìåòèòü èíèöèàòèâó Îáùåñòâà ñåðåäèíû 1930-õ ãã., ñâÿçàííóþ ñ îðãàíèçàöè-
åé øêîëüíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îëèìïèàä, ïåðâàÿ èç êîòîðûõ áûëà ïðîâåäåíà îñåíüþ
1935 ã. Òàê áûëî ïîëîæåíî íà÷àëî ìîùíîìó âïîñëåäñòâèè îëèìïèàäíîìó äâèæåíèþ
â ñòðàíå. Ìíîãèå èç èçâåñòíûõ ìàòåìàòèêîâ ÕÕ â. íà÷àëè ñâîþ êàðüåðó, ñòàâ ïîáå-
äèòåëÿìè òàêèõ îëèìïèàä.
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Íà ïðîòÿæåíèè ñâîåé èñòîðèè Îáùåñòâî íåîäíîêðàòíî îáñóæäàëî ïðîáëåìû,
ñâÿçàííûå ñ ïðîãðàììàìè è ó÷åáíèêàìè ïî ìàòåìàòèêå äëÿ ñðåäíåé øêîëû. Îäíî èç
ïîñëåäíèõ, áóðíîå è ÷ðåçâû÷àéíî ìíîãîëþäíîå çàñåäàíèå Îáùåñòâà, ñîñòîÿâøååñÿ
27 íîÿáðÿ 2001 ã., áûëî ïîñâÿùåíî ïðåäïîëàãàåìîé ðåôîðìå øêîëû è ïåðñïåêòè-
âàì ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ, ïëàíèðóåìûì Ìèíèñòåðñòâîì îáðàçîâàíèÿ ÐÔ è
âûçâàâøèì íåãàòèâíóþ ðåàêöèþ â ìàòåìàòè÷åñêîì ñîîáùåñòâå.

Ðîëü îáùåñòâåííîé îðãàíèçàöèè ñäåëàëà äåÿòåëüíîñòü Ìîñêîâñêîãî ìàòåìà-
òè÷åñêîãî îáùåñòâà îñîáåííî âàæíîé â èäåîëîãèçèðîâàííîì ñîâåòñêîì îáùåñòâå.
Íà çàñåäàíèÿõ îáùåñòâà òðèáóíà ïðåäîñòàâëÿëàñü è ìàòåìàòèêàì, íàõîäèâøèìñÿ
â ñëîæíûõ îòíîøåíèÿõ ñ ñîâåòñêèìè è ïàðòèéíûìè âëàñòÿìè. Áîëåå òîãî, Îáùå-
ñòâî ¾ïîçâîëèëî¿ ñåáå â íà÷àëå 1970-õ ãã. èçáðàòü â êà÷åñòâå ñâîåãî ïðåçèäåíòà È.Ð.
Øàôàðåâè÷à, êîòîðûé âåë â òå ãîäû àêòèâíóþ ïðàâîçàùèòíóþ äåÿòåëüíîñòü.

Îáðàòèì âíèìàíèå òàêæå íà òî íåìàëîâàæíîå îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ïðåçèäåí-
òàìè Îáùåñòâà âñåãäà áûëè êðóïíûå, ïî áîëüøåé ÷àñòè, äàæå êðóïíåéøèå ìàòå-
ìàòèêè ñâîåãî âðåìåíè, ÷òî, êîíå÷íî, ïîäíèìàëî åãî ïðåñòèæ è çíà÷åíèå â îòå÷å-
ñòâåííîì ìàòåìàòè÷åñêîì ñîîáùåñòâå. Âîò èõ ñïèñîê, íà÷èíàÿ ñ 1923 ã.: Ä.Ô. Åãîðîâ
(1923�1931), Ï.Ñ. Àëåêñàíäðîâ (1932�1964), À.Í. Êîëìîãîðîâ (1964�1966, 1973�1985),
È.Ì. Ãåëüôàíä (1966�1970), È.Ð. Øàôàðåâè÷ (1970�1973), Ñ.Ï. Íîâèêîâ (1985�1996),
Â.È. Àðíîëüä (1996�2010). Ñ 2010 ã. Îáùåñòâî âîçãëàâëÿåò Â.À. Âàñèëüåâ.

Îñíîâàííîå êàê êðóæîê ìàòåìàòèêîâ, ïîääåðæèâàþùèõ äðóã äðóãà â íàó÷íûõ
çàíÿòèÿõ, îíî òðàíñôîðìèðîâàëîñü â íåôîðìàëüíóþ àññîöèàöèþ, â çíà÷èòåëüíîé
ñòåïåíè êîîðäèíèðóþùóþ è îðãàíèçóþùóþ äåÿòåëüíîñòü íàöèîíàëüíîãî ìàòåìàòè-
÷åñêîãî ñîîáùåñòâà. Â ñîâåòñêîì ìàòåìàòè÷åñêîì ñîîáùåñòâå Ìîñêîâñêîå ìàòåìàòè-
÷åñêîå îáùåñòâî âçÿëî íà ñåáÿ ðîëü âåäóùåé â ñòðàíå (íå íàäî çàáûâàòü, ÷òî ðå÷ü
èäåò î ñòîëè÷íîì ìàòåìàòè÷åñêîì îáùåñòâå, êîòîðîìó â ñâåðõöåíòðàëèçîâàííîì ñî-
âåòñêîì îáùåñòâå îòâîäèëàñü îñîáàÿ ðîëü) îáùåñòâåííîé, äî èçâåñòíîé ñòåïåíè íåçà-
âèñèìîé îò ïàðòèéíûõ è ãîñóäàðñòâåííûõ îðãàíîâ, îðãàíèçàöèè. Ìàíåâðèðóÿ ìåæäó
íå âñåãäà äåéñòâîâàâøèìè â óíèñîí àäìèíèñòðàòèâíûìè îðãàíèçàöèÿìè � Îòäåëåíè-
åì ìàòåìàòèêè ÀÍ ÑÑÑÐ è Ìàòåìàòè÷åñêèì èíñòèòóòîì èì. Â. À. Ñòåêëîâà, ñ îäíîé
ñòîðîíû, Ìèíèñòåðñòâîì âûñøåãî è ñðåäíåãî ñïåöèàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ ÑÑÑÐ, ðóêî-
âîäñòâîì Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà è åãî ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà, ñ
äðóãîé ñòîðîíû � Ìîñêîâñêîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáùåñòâî óñïåøíî ïðåîäîëåâàëî âñòðå-
÷àâøèåñÿ íà åãî ïóòè ðèôû, ñîõðàíÿÿ âûñîêóþ íàó÷íóþ ðåïóòàöèþ è àâòîðèòåò â
îòå÷åñòâåííîì ìàòåìàòè÷åñêîì ñîîáùåñòâå.

Ñâîþ âûñîêóþ ìèññèþ Îáùåñòâî ïðîäîëæàëî èñïîëíÿòü è â òÿæåëûå ãîäû ïå-
ðåñòðîéêè, è â ïîñëåäóþùèé íåïðîñòîé ïåðèîä íàøåé èñòîðèè. Òðàäèöèè, çàëîæåí-
íûå åãî îñíîâàòåëÿìè, óêðåïëåííûå è ðàçâèòûå âûäàþùèìèñÿ ïðåäñòàâèòåëÿìè ïî-
ñëåäóþùèõ ïîêîëåíèé, ñîçäàëè ïðî÷íûé ôóíäàìåíò äëÿ ïðîäîëæåíèÿ åãî óñïåøíîé
íàó÷íîé è îðãàíèçàöèîííîé äåÿòåëüíîñòè. Îñíîâàíèåì ýòèõ òðàäèöèé ñòàëè âûñîêèå
àêàäåìè÷åñêèå ñòàíäàðòû, î ñóòè êîòîðûõ òàê ñêàçàë íà ñòîëåòíåì þáèëåå Îáùåñòâà
òîãäàøíèé åãî ïðåçèäåíò Ïàâåë Ñåðãååâè÷ Àëåêñàíäðîâ [13, c. 9]: ¾...Ìîñêîâñêîå ìà-
òåìàòè÷åñêîå îáùåñòâî âñåãäà êóëüòèâèðîâàëî... ìíîãîãðàííîå ðàçâèòèå ìàòåìàòèêè,
íå ñòàðàÿñü âòèñíóòü åãî íè â êàêèå çàðàíåå äàííûå ðàìêè è ñèñòåìû îöåíîê. Â òå÷å-
íèå äåñÿòèëåòèé Ìîñêîâñêîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáùåñòâî áûëî òåì ìåñòîì, íà êîòîðîì
ïðîèçðàñòàëè è æèëè ìàòåìàòè÷åñêèå îòêðûòèÿ, èñêàíèÿ, âîëíåíèÿ, âñå òâîð÷åñêèå
ýìîöèè ìîñêîâñêèõ ìàòåìàòèêîâ íåñêîëüêèõ ïîêîëåíèé. Ìîñêîâñêîå ìàòåìàòè÷åñêîå
îáùåñòâî íå áûëî òîëüêî ìåñòîì, ãäå ðåãèñòðèðîâàëèñü îòäåëüíûå ìàòåìàòè÷åñêèå
ðåçóëüòàòû, ãäå ÷èòàëèñü ïîïóëÿðíûå ëåêöèè ïî ìàòåìàòèêå. Ìîñêîâñêîå ìàòåìà-
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òè÷åñêîå îáùåñòâî áûëî øêîëîé ìàòåìàòè÷åñêîé ýñòåòèêè, ìàòåìàòè÷åñêîãî âêóñà,
î÷åíü âçûñêàòåëüíîãî, è øêîëîé ìàòåìàòè÷åñêîé ýòèêè, íàó÷íîé ýòèêè, òîæå î÷åíü
âçûñêàòåëüíîé...¿. Â òÿæåëûå ïåðèîäû ïåðåæèâàåìûå îòå÷åñòâåííîé ìàòåìàòèêîé
Îáùåñòâî íå êîëåáëÿñü áðàëî íà ñåáÿ ðîëü îáùåñòâà íàöèîíàëüíîãî. Ñåãîäíÿ ðîññèé-
ñêàÿ ìàòåìàòèêà ïåðåæèâàåò èìåííî òàêîé ïåðèîä. È ìû õîòèì âûðàçèòü íàäåæäó
íà óñïåøíîñòü äàëüíåéøåé äåÿòåëüíîñòè Îáùåñòâà, êîòîðîå â ñâîåì ðàçâèòèè áó-
äåò ïðîäîëæàòü èñïîëíåíèå âîçëîæåííîé íà ñåáÿ âûñîêîé ìèññèè � ¾ñîäåéñòâîâàòü
ðàçâèòèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê â Ðîññèè¿.
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ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé îòûñêèâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ íàìàãíè÷åííî-
ñòè ïî èçó÷àåìîìó òðåõìåðíîìó îáúåêòó íà îñíîâå èçìåðåíèé ìàãíèòíîãî ïîëÿ ðàñ-
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REGULARIZING ALGORITHMS FOR PROCESSING OF MAGNETIC
IMAGES

Abstract: In this article we are considering some regularization algorithms for
processing of magnetic images. Using the method of Tikhonov's regularization and parallel
computing a distribution of the magnetization parameters of the studied three-dimensional
object is searched on the basis of measurements of the magnetic �eld which are performed
outside of the object by the magnetic sensors.

Keywords: inverse problem, ill-posed problem, Fredholm integral equation of
the 1st kind, Tikhonov regularization, parallel computing, restoring of magnetization
parameters.

Òåñòîâûå ðàñ÷åòû âûïîëíÿëèñü ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåñóðñîâ Cóïåðêîìïüþòåð-
íîãî êîìïëåêñà ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà.

Ââåäåíèå

Ïîñëå ñîçäàíèÿ òåîðèè è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ íåêîððåêòíî ïîñòàâëåí-
íûõ çàäà÷ ïîÿâèëàñü âîçìîæíîñòü ïîâûøåíèÿ ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñòè ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûõ óñòðîéñòâ ñ ïîìîùüþ ïðèìåíåíèÿ ðåãóëÿðèçèðóþùèõ àëãîðèòìîâ ïðè
îáðàáîòêå ýêñïåðèìåíòàëüíîé èíôîðìàöèè. Â ÷àñòíîñòè, òàêîé ïîäõîä áûë ðåàëè-
çîâàí ïðè îáðàáîòêå èçîáðàæåíèé. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îïèñûâàåòñÿ äâóìåðíûì
èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì 1-ãî ðîäà (Ôðåäãîëüìà èëè òèïà ñâåðòêè), äëÿ ðåøåíèÿ
êîòîðîãî ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè À.Í. Òèõîíîâà ïðè ðàçëè÷íûõ àïðèîð-
íûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè îïóáëèêîâàíû ñîòíè ðàáîò, ïðîäåìîí-
ñòðèðîâàâøèõ ýôôåêòèâíîñòü òàêîãî ïîäõîäà. Óïîìÿíåì òîëüêî íåñêîëüêî ðàáîò,
âûïîëíåííûõ íà ôèçè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÌÃÓ èìåíè Ëîìîíîñîâà. 1) Îáðàáîòêà ðà-
äèîàñòðîíîìè÷åñêèõ èçîáðàæåíèé (ïîâûøåíèå ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñòè ðàäèîòå-
ëåñêîïà) [1]. 2) Îáðàáîòêà àñòðîíîìè÷åñêèõ íàáëþäåíèé (ïîâûøåíèå ðàçðåøàþùåé
ñïîñîáíîñòè îïòè÷åñêîãî òåëåñêîïà), â ÷àñòíîñòè, îáðàáîòêà èçîáðàæåíèÿ çíàìåíè-
òîé ãðàâèòàöèîííîé ëèíçû ¾Êðåñò Ýéíøòåéíà¿ [2]. 3) Îáðàáîòêà èçîáðàæåíèé â
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ýëåêòðîííîé ìèêðîñêîïèè (áûëè ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå ïîñòàíîâêè îáðàòíûõ çà-
äà÷ ýëåêòðîííîé ìèêðîñêîïèè) [3-6]. 4) Îáðàáîòêà èçîáðàæåíèé â öèôðîâîé ôîòîãðà-
ôèè (óñòðàíåíèå ñìàçûâàíèÿ è äåôîêóñèðîâêè) [7]. 5) Îáðàáîòêà òîìîãðàôè÷åñêèõ
èçîáðàæåíèé (óñòðàíåíèå êîëüöåâûõ àðòåôàêòîâ) [8].

Â ïîñëåäíèå ãîäû ðàçðàáàòûâàëèñü ìåòîäû îáðàáîòêè ìàãíèòíûõ èçîáðàæå-
íèé, ê îïèñàíèþ êîòîðûõ ìû è ïðèñòóïàåì íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ ïàðàìåòðîâ íàìàãíè÷åííîñòè êîðàáëÿ ïî èçìåðåííûì çíà÷åíèÿì ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ âíå åãî êîðïóñà [9, 10].

Ñíà÷àëà íàäî îòìåòèòü, ÷òî ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ ñîâðåìåííûõ ïðèêëàäíûõ
çàäà÷ ÷àñòî âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü âîññòàíàâëèâàòü õàðàêòåðèñòèêè èññëåäóåìûõ
îáúåêòîâ â ïðîñòðàíñòâå, ïðè ýòîì ýòè õàðàêòåðèñòèêè ìîãóò ÿâëÿòüñÿ âåêòîðíûìè
ôóíêöèÿìè. Ýòî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ðåøàòü äâóìåðíûå èëè òðåõìåðíûå èí-
òåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà 1-ãî ðîäà äëÿ âåêòîðíîé ôóíêöèè, ÷òî çà÷àñòóþ
íåâîçìîæíî ýôôåêòèâíî ñäåëàòü ñ èñïîëüçîâàíèåì îáû÷íûõ ïåðñîíàëüíûõ êîìïüþ-
òåðîâ. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå óïðîùåíèÿ è äîïóùåíèÿ,
êîòîðûå ïîíèæàþò ÷èñëåííóþ ðàçìåðíîñòü ðåøàåìîé çàäà÷è, íî äàþò îãðàíè÷åí-
íóþ èíôîðìàöèþ îá èññëåäóåìîì îáúåêòå ëèáî ïðèâîäÿò ê ñóùåñòâåííûì îøèáêàì
â çíà÷åíèÿõ âîññòàíàâëèâàåìûõ õàðàêòåðèñòèê. Ïðåäëàãàåòñÿ ðåøàòü òàêèå ìíîãî-
ìåðíûå çàäà÷è ñ èñïîëüçîâàíèåì ìíîãîïðîöåññîðíûõ ñèñòåì [9, 11] â ñàìîé îáùåé
ïîñòàíîâêå, ñâîäÿùåéñÿ ê äâóìåðíîìó èëè òðåõìåðíîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ
Ôðåäãîëüìà 1-ãî ðîäà äëÿ âåêòîðíîé ôóíêöèè. Ìàòåðèàë, ïðåäñòàâëåííûé â ýòîé
ðàáîòå, îñíîâàí íà ðåçóëüòàòàõ, ïîëó÷åííûõ àâòîðàìè â ðàáîòàõ [9, 10].

Â ðàáîòå ïðîäåìîíñòðèðîâàíû ýôôåêòèâíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷,
êîòîðûå ìîæíî ðåàëèçîâàòü êàê íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ êëàñòåðíûõ ñèñòåìàõ, òàê
è íà ñîâðåìåííûõ ïåðñîíàëüíûõ êîìïüþòåðàõ ñ ìíîãîÿäåðíûìè ïðîöåññîðàìè. Ïðè
ðàçðàáîòêå ýòèõ ìåòîäîâ àêòèâíî èñïîëüçîâàëèñü èäåè èñïîëüçîâàíèÿ ìíîãîïðîöåñ-
ñîðíûõ ñèñòåì äëÿ ðåøåíèÿ äâóìåðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà 1-ãî
ðîäà, çàëîæåííûå â ðàáîòàõ [12] è [13]. Âñå ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû ìîãóò áûòü
ëåãêî óïðîùåíû íà ñëó÷àè çàäà÷ ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè ëèáî çàäà÷, ïðè ðåøåíèè
êîòîðûõ íåîáõîäèìî âîññòàíàâëèâàòü ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ìåòîä ðåøåíèÿ

Äâóìåðíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà 1-ãî ðîäà äëÿ âåê-
òîðíîé ôóíêöèè

Ðàññìîòðèì äâóìåðíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà 1-ãî ðîäà äëÿ âåê-
òîðíîé ôóíêöèè

AM =

Rx∫
Lx

Ry∫
Ly

K(s, t, x, y)M (x, y)dxdy = B(s, t), (1)

ãäå B(s, t) è M (x, y) � âåêòîðíûå ôóíêöèè, à ÿäðî K(s, t, x, y) ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íîé
ôóíêöèåé:

B(s, t) =

(
B1(s,t)

B2(s,t)

B3(s,t)

)
,M (x, y) =

(
M1(x,y)

M2(x,y)

M3(x,y)

)
,K =

(
K11 K12 K13

K21 K22 K23

K31 K32 K33

)
. (2)

Îáîçíà÷èì

P = {(x, y) : Lx 6 x 6 Rx, Ly 6 y 6 Ry},
Q = {(s, t) : Ls 6 s 6 Rs, Lt 6 t 6 Rt},
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ãäå P � îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ âåêòîðíîé ôóíêöèè M (x, y), à Q � îáëàñòü îïðåäåëå-
íèÿ âåêòîðíîé ôóíêöèè B(s, t). Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî M ∈ W 2

2 (P ), B ∈ L2(Q),
à îïåðàòîð A ñ ÿäðîì K íåïðåðûâåí è âçàèìíîîäíîçíà÷åí. Íîðìû ïðàâîé ÷àñòè
óðàâíåíèÿ (1) è ðåøåíèÿ ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

‖B‖L2 =
√
‖B1‖2

L2
+ ‖B2‖2

L2
+ ‖B3‖2

L2
,

‖M ‖W 2
2

=
√
‖M1‖2

W 2
2

+ ‖M2‖2
W 2

2
+ ‖M3‖2

W 2
2
. (3)

Ïóñòü âìåñòî òî÷íî èçâåñòíûõ B̄ è îïåðàòîðà Ā (ĀM̄ = B̄) èçâåñòíû èõ ïðèáëè-
æåííûå çíà÷åíèÿ B δ è Ah, òàêèå, ÷òî ‖B δ − B̄‖L2 6 δ, ‖Ah − Ā‖W 2

2→L2
6 h. Ïðè

âûïèñàííûõ óñëîâèÿõ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíîé, äëÿ åå ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî
ïîñòðîèòü ðåãóëÿðèçèðóþùèé àëãîðèòì. Âîñïîëüçóåìñÿ àëãîðèòìîì, îñíîâàííûì íà
ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà Òèõîíîâà

Fα[M ] = ‖AhM −B δ‖2
L2

+ α‖M ‖2
W 2

2
, (4)

êîòîðûé â äâóìåðíîì ñëó÷àå ïðèìåò âèä:

Fα[M ] =

Rs∫
Ls

Rt∫
Lt

dsdt

{ Rx∫
Lx

Ry∫
Ly

Kh(s, t, x, y)M (x, y)dxdy −B δ(s, t)

}2

+ αΩ[M ], (5)

ãäå Ω[M ] ≡ ‖M ‖2
W 2

2
� ñãëàæèâàþùèé ôóíêöèîíàë:

Ω[M ] =

Rx∫
Lx

Ry∫
Ly

{
(M ,M ) +

(
∂2M

∂x2
,
∂2M

∂x2

)
+

(
∂2M

∂y2
,
∂2M

∂y2

)}
dxdy.

Äëÿ ëþáîãî α > 0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ýêñòðåìàëü ôóíêöèîíàëà Òèõî-
íîâà M α

η , η = {δ, h}, ðåàëèçóþùàÿ ìèíèìóì Fα[M ]. Äëÿ âûáîðà ïàðàìåòðà ðåãó-
ëÿðèçàöèè ìîæíî èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì îáîáùåííîãî ïðèíöèïà íåâÿçêè [14]. Ïðè
âûáîðå ïàðàìåòðà α = α(η) ïî îáîáùåííîìó ïðèíöèïó íåâÿçêè

ρ(α) = ‖AhM
α
η −B δ‖2

L2
−
(
δ + h‖M α

η‖W 2
2

)2

= 0

M α
η ñòðåìèòñÿ ïðè η → 0 ê òî÷íîìó ðåøåíèþ çàäà÷è M̄ â íîðìå W 2

2 , à, ñëåäîâàòåëü-
íî, è ðàâíîìåðíî íà P .

Â êà÷åñòâå ìåòîäà ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà Òèõîíîâà ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä
ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ìåòîäîì ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ íåîá-
õîäèìî âû÷èñëÿòü çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà Òèõîíîâà Fα[M ] è åãî ãðàäèåíòà
gradFα[M ]. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ïåðåõîäèì ê êîíå÷íîìåðíûì ïðîñòðàí-
ñòâàì. Ââåäåì ñåòêè ïî x, y, s, t ñ øàãàìè hx, hy, hs, ht è ÷èñëîì óçëîâ Nx, Ny, Ns,
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Nt ñîîòâåòñòâåííî:

xi1 = Lx + (i1 − 1)hx, i1 = 1, Nx, hx =
Rx − Lx
Nx − 1

,

yi2 = Ly + (i2 − 1)hy, i2 = 1, Ny, hy =
Ry − Ly
Ny − 1

,

sj1 = Ls + (j1 − 1)hs, j1 = 1, Ns, hs =
Rs − Ls
Ns − 1

,

tj2 = Lt + (j2 − 1)ht, j2 = 1, Nt, ht =
Rt − Lt
Nt − 1

.

Ïðèìåì, ÷òî Mm
i1i2

= Mm(xi1 , yi2), Bn
j1j2

= Bn
δ (sj1 , tj2), Knm

j1j2i1i2
=

= Knm
h (sj1 , tj2 , xi1 , yi2), n = 1, 3, m = 1, 3. Âñå èíòåãðàëû â ôîðìóëå (5) àïïðîê-

ñèìèðóþòñÿ ïî ôîðìóëå ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ
êîíå÷íî-ðàçíîñòíóþ àïïðîêñèìàöèþ ôóíêöèîíàëà Òèõîíîâà (5):

Fα[M ] = Φ[M ] + αΩ[M ], (6)

ãäå

Φ[M ] =
Ns∑
j1=1

Nt∑
j2=1

3∑
n=1

hsht ×

[
Nx∑
i1=1

Ny∑
i2=1

3∑
m=1

hxhyK
nm
j1j2i1i2

Mm
i1i2
−Bn

j1j2

]2

, (7)

Ω[M ] = hxhy

Nx∑
i1=1

Ny∑
i2=1

3∑
m=1

(
Mm

i1i2

)2
+ . . .

+
hy
hx

Nx−1∑
i1=2

Ny∑
i2=1

3∑
m=1

(
Mm

i1+1i2
− 2Mm

i1i2
+Mm

i1−1i2

)2
+ . . .

+
hx
hy

Nx∑
i1=1

Ny−1∑
i2=2

3∑
m=1

(
Mm

i1i2+1 − 2Mm
i1i2

+Mm
i1i2−1

)2
. (8)

Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ìèíèìèçàöèè â N -ìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå, ãäåN ≡ 3×Nx×Ny, ñ ïîñëåäóþùèì âûáîðîì ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè
ïî îáîáùåííîìó ïðèíöèïó íåâÿçêè.

Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì: çàäàåòñÿ íåêîòîðîå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå � âåêòîð M (0). Äëÿ çàäàííîé
òî÷êè M (i) ìèíèìèçèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âû÷èñëÿåòñÿ ãðàäèåíò g (i) =
gradFα[M (i)], êîòîðûé ëåãêî ïîëó÷èòü èç ôîðìóë (7), (8):

(gradFα[M ])mi1i2 =
∂Fα[M ]

∂Mm
i1i2

= . . .

= 2hxhy

Ns∑
j1=1

Nt∑
j2=1

3∑
n=1

hshtK
nm
j1j2i1i2

×

[
Nx∑
l1=1

Ny∑
l2=1

3∑
p=1

hxhyK
np
j1j2l1l2

Mp
l1l2
−Bn

j1j2

]
+

+ α
∂Ω[M ]

∂Mm
i1i2

, (9)
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∂Ω[M ]

∂Mm
i1i2

= 2hxhyM
m
i1i2

+ 2
hy
hx

Ω′1 + 2
hx
hy

Ω′2,

Ω′1 =



−2Mm
i1+1i2

+Mm
i1i2

+Mm
i1+2i2

, i1 = 1

−4Mm
i1+1i2

+ 5Mm
i1i2
− 2Mm

i1−1i2
+Mm

i1+2i2
, i1 = 2

−4Mm
i1+1i2

+ 6Mm
i1i2
− 4Mm

i1−1i2
+Mm

i1−2i2
+Mm

i1+2i2
, i1 = 3, Nx − 2

−2Mm
i1+1i2

+ 5Mm
i1i2
− 4Mm

i1−1i2
+Mm

i1−2i2
, i1 = Nx − 1

−2Mm
i1−1i2

+Mm
i1i2

+Mm
i1−2i2

, i1 = Nx

,

Ω′2 =



−2Mm
i1i2+1 +Mm

i1i2
+Mm

i1i2+2, i2 = 1

−4Mm
i1i2+1 + 5Mm

i1i2
− 2Mm

i1i2−1 +Mm
i1i2+2, i2 = 2

−4Mm
i1i2+1 + 6Mm

i1i2
− 4Mm

i1i2−1 +Mm
i1i2−2 +Mm

i1i2+2, i2 = 3, Ny − 2

−2Mm
i1i2+1 + 5Mm

i1i2
− 4Mm

i1i2−1 +Mm
i1i2−2, i2 = Ny − 1

−2Mm
i1i2−1 +Mm

i1i2
+Mm

i1i2−2, i2 = Ny

.

Äàëåå ïî íàïðàâëåíèþ ãðàäèåíòà g (i−1) è íàïðàâëåíèþ ñïóñêà h (i−1) íà ïðåäûäóùåì
øàãå âû÷èñëÿåòñÿ íîâîå íàïðàâëåíèå ñïóñêà ïî ôîðìóëå

h (i) = −g (i) + γih
(i−1), γi =

(g (i) − g (i−1), g (i))

(g (i−1), g (i−1))

(âàðèàíò Ïîëàêà-Ðèáüåðà ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ). Ïîñëå ýòîãî ñòðîèòñÿ
îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ

M λ = M (i) + λh (i)

Çàòåì ðåøàåòñÿ çàäà÷à îäíîìåðíîé ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà Fα[M λ]. Òî÷êà ìè-
íèìóìà ôóíêöèîíàëà Fα[M λ] íà ðàññìàòðèâàåìîì ìíîæåñòâå ïðèíèìàåòñÿ çà ñëå-
äóþùèé ýëåìåíò M (i+1) ìèíèìèçèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Çà N øàãîâ ìåòî-
äîì ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ íàõîäèòñÿ ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà Òèõîíîâà (5) äëÿ
ôèêñèðîâàííîãî ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè α. Ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè α âûáèðàåò-
ñÿ ïî îáîáùåííîìó ïðèíöèïó íåâÿçêè (ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñëåííûå ìåòîäû âûáîðà
ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè ïî îáîáùåííîìó ïðèíöèïó íåâÿçêè ïîäðîáíî îïèñàíû â
ðàáîòå [14]).

Òðåõìåðíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà 1-ãî ðîäà äëÿ âåê-
òîðíîé ôóíêöèè

Ðàññìîòðèì òåïðü îáîáùåíèå íà òðåõìåðíûé ñëó÷àé. Òðåõìåðíîå èíòåãðàëü-
íîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà 1-ãî ðîäà äëÿ âåêòîðíîé ôóíêöèè áóäåò èìåòü âèä:

AM =

Rx∫
Lx

Ry∫
Ly

Rz∫
Lz

K(s, t, r, x, y, z)M (x, y, z)dxdydz = B(s, t, r), (10)

ãäå B(s, t, r), M (x, y, z) è K(s, t, r, x, y, z) èìåþò ñòðóêóòó, àíàëîãè÷íóþ (2). Îáëà-
ñòüþ îïðåäåëåíèÿ âåêòîðíîé ôóíêöèè M (x, y, z) ÿâëÿåòñÿ P = {(x, y, z) : Lx 6
x 6 Rx, Ly 6 y 6 Ry, Lz 6 z 6 Rz}, à îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ âåêòîðíîé ôóíêöèè
B(s, t, r) � îáëàñòü Q = {(s, t, r) : Ls 6 s 6 Rs, Lt 6 t 6 Rt, Lr 6 r 6 Rr}. Òàêæå áó-
äåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òîM ∈ W 2

2 (P ), B ∈ L2(Q), à îïåðàòîð A ñ ÿäðîì K íåïðåðûâåí
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è âçàèìíîîäíîçíà÷åí. Íîðìû ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (10) è ðåøåíèÿ ââîäÿòñÿ àíà-
ëîãè÷íûì (3) îáðàçîì. Ôóíêöèîíàë Òèõîíîâà (4) â ñëó÷àå òðåõìåðíîãî óðàâíåíèÿ
ïðèìåò âèä:

Fα[M ] =

Rs∫
Ls

Rt∫
Lt

Rr∫
Lr

dsdtdr

{ Rx∫
Lx

Ry∫
Ly

Rz∫
Lz

Kh(s, t, r, x, y, z)M (x, y, z)dxdydz−

−B δ(s, t, r)

}2

+ αΩ[M ], (11)

ãäå Ω[M ] ≡ ‖M ‖2
W 2

2
� ñãëàæèâàþùèé ôóíêöèîíàë:

Ω[M ] =

Rx∫
Lx

Ry∫
Ly

Rz∫
Lz

{
(M ,M ) +

(
∂2M

∂x2
,
∂2M

∂x2

)
+

(
∂2M

∂y2
,
∂2M

∂y2

)
+

+

(
∂2M

∂z2
,
∂2M

∂z2

)}
dxdydz.

Ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå ñåòêè z, r ñ øàãàìè hz, hr è ÷èñëîì óçëîâ Nz, Nr

zi3 = Lz + (i3 − 1)hz, i3 = 1, Nz, hz =
Rz − Lz
Nz − 1

,

rj3 = Lr + (j3 − 1)hr, j3 = 1, Nr, hr =
Rr − Lr
Nr − 1

,

è ïðèìåì, ÷òî Mm
i1i2i3

= Mm(xi1 , yi2 , zi3), B
n
j1j2j3

= Bn
δ (sj1 , tj2 , rj3), K

nm
j1j2j3i1i2i3

=

= Knm
h (sj1 , tj2 , rj3 , xi1 , yi2 , zi3), n = 1, 3, m = 1, 3. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ

êîíå÷íî-ðàçíîñòíóþ àïïðîêñèìàöèþ ôóíêöèîíàëà Òèõîíîâà (6):

Φ[M ] =
Ns∑
j1=1

Nt∑
j2=1

Nr∑
j3=1

3∑
n=1

hshthr×

×

[
Nx∑
i1=1

Ny∑
i2=1

Nz∑
i3=1

3∑
m=1

hxhyhzK
nm
j1j2j3i1i2i3

Mm
i1i2i3

−Bn
j1j2j3

]2

, (12)

Ω[M ] = hxhyhz

Nx∑
i1=1

Ny∑
i2=1

Nz∑
i3=1

3∑
m=1

(
Mm

i1i2i3

)2
+ . . .

+
hyhz
h3
x

Nx−1∑
i1=2

Ny∑
i2=1

Nz∑
i3=1

3∑
m=1

(
Mm

i1+1i2i3
− 2Mm

i1i2i3
+Mm

i1−1i2i3

)2
+ . . .

+
hxhz
h3
y

Nx∑
i1=1

Ny−1∑
i2=2

Nz∑
i3=1

3∑
m=1

(
Mm

i1i2+1i3
− 2Mm

i1i2i3
+Mm

i1i2−1i3

)2
+ . . .

+
hxhy
h3
z

Nx∑
i1=1

Ny∑
i2=1

Nz−1∑
i3=2

3∑
m=1

(
Mm

i1i2i3+1 − 2Mm
i1i2i3

+Mm
i1i2i3−1

)2
. (13)

45



Ïëåíàðíûå äîêëàäû

Òàêèì îáðàçîì, òðåõìåðíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ìèíèìèçàöèè â N -
ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ãäå N ≡ 3×Nx×Ny×Nz, ñ ïîñëåäóþùèì âûáîðîì ïàðàìåòðà
ðåãóëÿðèçàöèè ïî îáîáùåííîìó ïðèíöèïó íåâÿçêè.

Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà ñòðîèòñÿ ïî ñõåìå, îïèñàí-
íîé â ïðåäûäóùåì ïóíêòå. Ãðàäèåíò g (i) = gradFα[M (i)], êîòîðûé ëåãêî ïîëó÷èòü
èç ôîðìóë (12), (13), â òðåõìåðíîì ñëó÷àå áóäåò èìåòü âèä:

(gradFα[M ])mi1i2i3 =
∂Fα[M ]

∂Mm
i1i2i3

= . . .

= 2hxhyhz

Ns∑
j1=1

Nt∑
j2=1

Nr∑
j3=1

3∑
n=1

hshthrK
nm
j1j2j3i1i2i3

×

×

[
Nx∑
l1=1

Ny∑
l2=1

Nz∑
l3=1

3∑
p=1

hxhyhzK
np
j1j2j3l1l2l3

Mp
l1l2l3
−Bn

j1j2j3

]
+

+ α
∂Ω[M ]

∂Mm
i1i2i3

, (14)

∂Ω[M ]

∂Mm
i1i2i3

= 2hxhyhzM
m
i1i2i3

+ 2
hyhz
h3
x

Ω′1 + 2
hxhz
h3
y

Ω′2 + 2
hxhy
h3
z

Ω′3,

Ω′1 =



−2Mm
i1+1i2i3

+Mm
i1i2i3

+Mm
i1+2i2i3

, i1 = 1

−4Mm
i1+1i2i3

+ 5Mm
i1i2i3

− 2Mm
i1−1i2i3

+Mm
i1+2i2i3

, i1 = 2

−4Mm
i1+1i2i3

+ 6Mm
i1i2i3

− 4Mm
i1−1i2i3

+Mm
i1−2i2i3

+Mm
i1+2i2i3

, i1 = 3, Nx−2

−2Mm
i1+1i2i3

+ 5Mm
i1i2i3

− 4Mm
i1−1i2i3

+Mm
i1−2i2i3

, i1 = Nx−1

−2Mm
i1−1i2i3

+Mm
i1i2i3

+Mm
i1−2i2i3

, i1 = Nx

.

Âûðàæåíèÿ äëÿ Ω′2 è Ω′3 èìåþò âèä, àíàëîãè÷íûé Ω′1, ñ ó÷åòîì ñîîòâåòñòâóþùèõ
çàìåí âûðàæåíèé â êîýôôèöèåíòàõ i2 è i3 íà âûðàæåíèÿ äëÿ i1.

Ðàñïàðàëëåëèâàíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè
Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ìåòîäîì ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ îñíîâ-

íûå âû÷èñëåíèÿ ïðèõîäÿòñÿ íà âû÷èñëåíèå ôóíêöèîíàëà Òèõîíîâà Fα[M ] è åãî ãðà-
äèåíòà gradFα[M ]. Èç ôîðìóë (6), (7), (8) è (9) äëÿ ôóíêöèîíàëà è åãî ãðàäèåíòà
â äâóìåðíîì ñëó÷àå (è èç ôîðìóë (6), (12), (13) è (14) äëÿ ôóíêöèîíàëà è åãî ãðà-
äèåíòà â òðåõìåðíîì ñëó÷àå) âèäíî, ÷òî îíè ñîñòîÿò èç íåñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé
ãðóïï ñëàãàåìûõ (ïî j1, j2 (j3) è i1, i2 (i3) ñîîòâåòñòâåííî). Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü
ïðèìåíåíèÿ ìíîãîïðîöåññîðíîé ñèñòåìû. Çàäà÷ó ìîæíî ðàñïàðàëëåëèòü, ò.å. ïåðåïè-
ñàòü ïðîãðàììó òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íåçàâèñèìûå ÷àñòè ïðîãðàììû âûïîëíÿëèñü
íà ðàçíûõ ïðîöåññîðàõ. Èñõîäíàÿ çàäà÷à ðåøàëàñü ñ èñïîëüçîâàíèåì N ïàðàëëåëü-
íûõ ïðîöåññîâ 0, 1, . . . , N-1, âûïîëíÿþùèõñÿ íà îòäåëüíûõ ïðîöåññîðàõ è ïðè
íåîáõîäèìîñòè âçàèìîäåéñòâóþùèõ äðóã ñ äðóãîì.

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà Fα[M ] â
íåêîòîðîé òî÷êå M . Ñíà÷àëà íóëåâîé ïðîöåññ ïåðåäàåò âñåì îñòàëüíûì ïðîöåññàì
âåêòîðM . Ïîñëå ýòîãî êàæäûé íåíóëåâîé ïðîöåññ âû÷èñëÿåò ñâîé êâàäðàò âûðàæå-
íèÿ äëÿ (12) äëÿ çàäàííûõ ïåðåìåííûõ j1, j2 (j3). Âñå ìíîãîìåðíûå ìàññèâû ìîæíî
çàïèñàòü êàê îäíîìåðíûå, ïîýòîìó ïåðåìåííûå j1, j2 (j3) ìîæíî çàìåíèòü ïåðåìåí-
íîé k, êîòîðàÿ èçìåíÿåòñÿ îò 1 äî Ñ = 3×Ns×Nt (×Nr). Êàæäûé ïðîöåññ âû÷èñëÿåò
ñóììû äëÿ ñâîèõ çíà÷åíèé k. Ïîñëå ýòîãî ýòî çíà÷åíèå (s(k)) ïåðåäàåòñÿ íóëåâîìó
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ïðîöåññó, ãäå ïðîèñõîäèò ñóììèðîâàíèå ñî çíà÷åíèÿìè, ïåðåäàííûìè îò äðóãèõ ïðî-
öåññîâ. Îñíîâíîé îñîáåííîñòüþ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèîíàëà ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî
ïðè ïîâòîðíûõ âû÷èñëåíèÿõ ìîãóò ïîëó÷àòüñÿ ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà.
Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïåðåìåííûå s ìîãóò ïîñòóïàòü â ðàçíîì ïîðÿäêå îò ðàçíûõ
ïðîöåññîâ, â ñâÿçè ñ ÷åì îêðóãëåíèå ñóììèðîâàíèÿ êàæäûé ðàç áóäåò äàâàòü ðàç-
ëè÷íûé ðåçóëüòàò.

Àëãîðèòì ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòà ôóíêöèîíàëà
gradFα[M ] àíàëîãè÷åí ñõåìå âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèîíàëà Fα[M ]. Íî åñòü è îòëè÷èå:
êàæäûé íåíóëåâîé ïðîöåññ âû÷èñëÿåò k-ûé ýëåìåíò âåêòîðà ãðàäèåíòà gradFα[M ]
è ïåðåäàåò íóëåâîìó ïðîöåññó âû÷èñëåííûé ýëåìåíò s âìåñòå ñ íîìåðîì k ýòîãî ýëå-
ìåíòà â ìàññèâå. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ôîðìèðîâàíèè ìàññèâà grad íå âàæíî, â êàêîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íóëåâîé ïðîöåññ ïîëó÷àåò ýëåìåíòû s, ò.ê. ÷èñëà k òî÷íî îïðå-
äåëÿþò èõ ïîçèöèè â ìàññèâå grad. Òàê æå âàæíûì îòëè÷èåì âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòà
îò âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèîíàëà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòà ñãëàæèâàþùåãî
ôóíêöèîíàëà Ω[M ] ðàñïàðàëëåëåíû.

Î÷åíü âàæíûì âîïðîñîì ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìîâ ðàñïàðàëëåëè-
âàíèÿ. Îãðàíè÷åíèÿ íà ýôôåêòèâíîñòü ýòèõ àëãîðèòìîâ íàêëàäûâàåò çàêîí Àìäàëà.
Ñîãëàñíî çàêîíó Àìäàëà íåáîëüøàÿ ÷àñòü àëãîðèòìà, êîòîðàÿ íå ìîæåò áûòü ðàñ-
ïàðàëëåëåíà, îãðàíè÷èâàåò óñêîðåíèå âû÷èñëåíèé, êîòîðîå ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî
çà ñ÷åò ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ. Ëþáàÿ ïðàêòè÷åñêàÿ çàäà÷à ñîäåðæèò ðàñïàðàëëåëèâà-
åìûå âû÷èñëåíèÿ è íåðàñïàðàëëåëèâàåìûå (ïîñëåäîâàòåëüíûå). Çàêîí Àìäàëà óñòà-
íàâëèâàåò ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà óñêîðåíèå ðàáîòû àëãîðèòìà, êîòîðûå äàåò
ðàñïàðàëëåëèâàíèå:

S =
1

(1− P ) + P
N−1

ãäå S � óñêîðåíèå ðàáîòû ïðîãðàììû (îòíîñèòåëüíî âðåìåíè ðàáîòû ïîñëåäîâàòåëü-
íîé âåðñèè ïðîãðàììû), N � ÷èñëî èñïîëüçóåìûõ ïðè âû÷èñëåíèÿõ ïðîöåññîâ, P �
÷àñòü âû÷èñëåíèé, êîòîðûå ìîæíî ðàñïàðàëëåëèòü. Òàêèì îáðàçîì, åñëè, íàïðèìåð,
÷àñòü íåðàñïàðàëëåëèâàåìûõ äåéñòâèé ðàâíà 10% îò îáùåãî êîëè÷åñòâà âû÷èñëå-
íèé, òî íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü óñêîðåíèÿ ðàáîòû ïðîãðàììû áîëåå ÷åì â 10 ðàç âíå
çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà ïðîöåññîâ N .

Ïðè ðåøåíèè íàøåé çàäà÷è ðàñïàðàëëåëèâàíèå îñóùåñòâëÿëîñü òîëüêî ïðè
âû÷èñëåíèè ôóíêöèîíàëà Òèõîíîâà Fα[M ] è åãî ãðàäèåíòà gradFα[M ]. ßñíî, ÷òî
âñå îñòàëüíûå âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäèëèñü ïîñëåäîâàòåëüíî. Íî òàê êàê âðåìÿ ðàáî-
òû äàííîãî ïîñëåäîâàòåëüíîãî êîäà ïðåíåáðåæèìî ìàëî ïðè áîëüøèõ ðàçìåðíîñòÿõ
ñåòêè, âðåìÿ çàòðà÷èâàåìîå íà âñå ýòè âû÷èñëåíèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü ðàâíûì íóëþ.
Îñòàåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñ î òîì, êàê âëèÿåò íà ýôôåêòèâíîñòü ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ
ïîñëåäîâàòåëüíûå âû÷èñëåíèÿ ñãëàæèâàþùåãî ôóíêöèîíàëà Ω[M ] ïðè âû÷èñëåíèè
ôóíêöèîíàëà Òèõîíîâà.

Èç ôîðìóëû (6) äëÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèîíàëà Òèõî-
íîâà âèäíî, ÷òî íåâÿçêà (7), (12) ñîñòîèò èç 3×Ns ×Nt (×Nr) íåçàâèñèìî âû÷èñëÿ-
åìûõ ãðóïï ñëàãàåìûõ, à ñãëàæèâàþùèé ôóíêöèîíàë (8), (13) ñîñòîèò èç 3 × (6 4)
ýêâèâàëåíòíûõ (â ñìûñëå çàòðà÷èâàåìîãî íà âû÷èñëåíèÿ âðåìÿ) ãðóïï ñëàãàåìûõ.
Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèîíàëà Òèõîíîâà ÷àñòü ðàñïàðàëëåëèâàåìûõ
äåéñòâèé ñîñòàâëÿåò P > 3NsNt (Nr)

3NsNt (Nr)+12
= NsNt (Nr)

NsNt (Nr)+4
, îòêóäà âèäíî, ÷òî äàæå ïðè äî-

ñòàòî÷íî íåáîëüøîì êîëè÷åñòâå âõîäíûõ äàííûõ, íàïðèìåð äëÿ Ns = Nt = (Nr) = 10
(íàïîìíèì, ÷òî ýòè ñåòêè ñîîòâåòñòâóþò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ èçâåñòíîé âåêòîðíîé
ôóíêöèè B), ðàñïàðàëëåëèâàåìàÿ ÷àñòü âû÷èñëåíèé ñîñòàâëÿåò áîëåå 96%. Ñîâðå-
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ìåííûå ïðèêëàäíûå çàäà÷è òðåáóþò îáðàáîòêè ãîðàçäî áîëüøåãî ÷èñëà âõîäíûõ äàí-
íûõ, â ñâÿçè ñ ÷åì äîëÿ ðàñïàðàëëåëèâàåìûõ âû÷èñëåíèé ñòðåìèòñÿ ê 100%, ÷òî
äîêàçûâàåò î÷åíü âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü ðàññìàòðèâàåìûõ àëãîðèòìîâ ðàñïàðàë-
ëåëèâàíèÿ.

Òàêæå íàäî çàìåòèòü, ÷òî ðàññìîòðåííûé ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì èìååò ñëå-
äóþùóþ îñîáåííîñòü: êàæäûé ïðîöåññ âû÷èñëÿåò äîñòàòî÷íî îáúåìíûå (â ñìûñëå
çàòðà÷èâàåìîãî íà âû÷èñëåíèÿ âðåìåíè) ãðóïïû ñëàãàåìûõ, â ñâÿçè ñ ÷åì âðåìÿ îá-
ìåíà ñîîáùåíèÿìè ìåæäó ïðîöåññàìè ïðåíåáðåæèìî ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ âðåìåíåì
ðàáîòû êàæäîãî ïðîöåññà, è åãî ìîæíî íå ó÷èòûâàòü ïðè îöåíêå ýôôåêòèâíîñòè àë-
ãîðèòìà. Ïî ýòîé ñàìîé ïðè÷èíå âû÷èñëåíèÿ ñãëàæèâàþùåãî ôóíêöèîíàëà Ω[M ] íå
ðàñïàðàëëåëèâàþòñÿ: êàê âèäíî èç ôîðìóëû (8), (13) ïðè ðàñïàðàëëåëèâàíèè êàæ-
äûé ïðîöåññ âûíóæäåí áûë áû ïðîèçâîäèòü îáúåì äåéñòâèé, âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ êîòî-
ðûõ áûëî áû ñîïîñòàâèìî (è äàæå áûëî áû ìåíüøå ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ïðîöåññîâ)
ñ âðåìåíåì ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé ìåæäó ïðîöåññàìè, ÷òî ïðèâåëî áû ê çíà÷èòåëüíîìó
çàìåäëåíèþ ðàáîòû ïðîãðàììû.

Ïðè ðåøåíèè ìîäåëüíûõ çàäà÷ è çàäà÷ îáðàáîòêè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ
èñïîëüçîâàëñÿ Ñóïåðêîìïüþòåð ÑÊÈÔÌÃÓ "×åáûøåâ" Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîãî
âû÷èñëèòåëüíîãî öåíòðà ÌÃÓ (ïîäðîáíóþ èíôîðìàöèþ î êëàñòåðå ìîæíî íàéòè
â [15]). Ïðè íàïèñàíèè ïðîãðàìì íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ ñèñòåìàõ èñïîëüçîâàëàñü
áèáëèîòåêà MPI (Message Passing Interface) [16]. Â êà÷åñòâå ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ
áûë âûáðàí Fortran 90.

Ïðèìåð ðåøåíèÿ ïðèêëàäíîé çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ïàðàìåòðîâ
íàìàãíè÷åííîñòè íåêîòîðîãî îáúåêòà ïî èçìåðåííûì çíà÷åíèÿì

ìàãíèòíîãî ïîëÿ âíå ýòîãî îáúåêòà

Ðàññìîòðèì âàæíóþ ïðèêëàäíóþ çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ìàãíèòíûõ äèïîëåé M j ïî èçìåðåííûì çíà÷åíèÿì ìàãíèòíîãî ïîëÿ
B i âíå èññëåäóåìîãî îáúåêòà [17-19]. Òàêîé òèï çàäà÷ âîçíèêàåò, íàïðèìåð, â ñëó-
÷àå, êîãäà íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü îáëàñòè íàìàãíè÷åííîñòè êîðàáëÿ ïî çíà÷åíèÿì
ìàãíèòíîãî ïîëÿ, èçìåðåííûì òðèàêñèàëüíûìè ñåíñîðàìè, ðàñïîëîæåííûìè íà äíå
çàëèâà (ðèñóíêè 1 è 2).

Ðèñ. 1. Êîðàáëü ïðîõîäèò íàä ìàññèâîì
òðèàêñèàëüíûõ ñåíñîðîâ, êîòîðûå

èçìåðÿþò çíà÷åíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ,
èíäóöèðóåìîãî ìàãíèòíûìè äèïîëÿìè,
ðàñïðåäåëåííûìè ïî îáúåìó êîðàáëÿ.

Ðèñ. 2. Ýêâèâàëåíòíàÿ ïîñòàíîâêà
çàäà÷è: ñòàòè÷íûé êîðàáëü íàä ñèñòåìîé

ïëîñêîñòåé, íà êîòîðûõ èçìåðåíû
çíà÷åíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ.
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Óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå ìàãíèòíîå ïîëå B i, èíäóöèðóåìîå ìàãíèòíûìè äè-
ïîëÿìè M j, èìååò âèä:

B i(xs, ys, zs) =
N∑
j=1

µ0

4π

[
3(M j, r ij)r ij
|r ij|5

− M j

|r ij|3

]
, (1)

ãäå xs, ys, zs � êîîðäèíàòû òî÷åê (ñîîòâåòñòâóþò ðàñïîëîæåíèþ òðèàêñèàëüíûõ ñåí-
ñîðîâ), â êîòîðûõ îïðåäåëåíà âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ B , rij � ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷-
êîé (xs, ys, zs) è òî÷êîé (x, y, z), â êîòîðîé ðàñïîëîæåí ìàãíèòíûé äèïîëü ñ íîìå-
ðîì j, µ0 � âåëè÷èíà ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè â âàêóóìå (â ñèñòåìå ÑÈ îíà ðàâíà
4π · 10−7 Ãí/ì), N � ÷èñëî ìàãíèòíûõ äèïîëåé.

Äâóìåðíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ïàðàìåòðîâ íàìàãíè-
÷åííîñòè

Åñëè ìû õîòèì óïðîñòèòü âû÷èñëåíèÿ, ìû ìîæåì ñâåñòè çàäà÷ó ê äâóìåðíîìó
ñëó÷àþ [10]. Â äàííîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è ìû èñïîëüçóåì äîïóùåíèå, ÷òî îñíîâíîé
íàìàãíè÷åííîé ÷àñòüþ êîðàáëÿ ÿâëÿåòñÿ êîðïóñ, íî íå äåëàåì íèêàêèõ äîïîëíèòåëü-
íûõ äîïóùåíèé î ôîðìå êîðïóñà êîðàáëÿ, ñ÷èòàÿ ÷òî ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòè-
êè êîðïóñà èññëåäóåìîãî êîðàáëÿ íàì èçâåñòíû. Â ýòîì ñëó÷àå êîðïóñ ðàçáèâàåòñÿ
íà ÷åòûðåõóãîëüíûå ýëåìåíòû ïîâåðõíîñòè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèåé äâóìåð-
íîé ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêè Oxy íà êîðïóñ êîðàáëÿ (íà ðèñóíêå 3 ïðèâåäåíû ïðèìåðû
ðàçáèåíèÿ ïîâåðõíîñòè êîðàáëÿ íà 584 è 1780 ýëåìåíòîâ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò 1752 è
5340 âîññòàíàâëèâàåìûì ïàðàìåòðàì íàìàãíè÷åííîñòè).

Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à (1) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ äâóìåðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ Ôðåäãîëüìà 1-ãî ðîäà â îáùåì âèäå [10]:

B(xs, ys) =

∫
S

K(xs, ys, x, y, z(x, y))M̂ (x, y, z(x, y))ds, (2)

ãäå íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ M̂ ñâÿçàíà ñ M ñîîòíîøåíèåì
M̂ (x, y, z(x, y)) = M (x,y,z(x,y))

cos γ(x,y,z(x,y))
(γ � óãîë ìåæäó íîðìàëüþ ñîîòâåòñòâóþùåãî

ýëåìåíòà ðàçáèåíèÿ è îñüþ Oz). Çäåñü êîîðäèíàòû x, y, z ñâÿçàíû óðàâíåíèåì
ïîâåðõíîñòè z = z(x, y), îïèñûâàþùåì ãåîìåòðè÷åñêóþ ñòðóêòóðó êîðïóñà êîðàáëÿ.
ßäðî K èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2) ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèþ (1) è ìîæåò áûò
çàïèñàíî êàê

K(xs, ys, x, y, z) =
µ0

4πr5

[
3(x−xs)2−r2 3(x−xs)(y−ys) 3(x−xs)z

3(y−ys)(x−xs) 3(y−ys)2−r2 3(y−ys)z
3z(x−xs) 3z(y−ys) 3z2−r2

]
ãäå r =

√
(x− xs)2 + (y − ys)2 + z2. Åñëè ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî S ⊂ P = {(x, y) :

Lx 6 x 6 Rx, Ly 6 y 6 Ry} è ñåíñîðíàÿ ïëîñêîñòü îãðàíè÷åíà ïðÿìîóãîëüíèêîì Q =
{(xs, ys) ≡ (s, t) : Ls 6 s 6 Rs, Lt 6 t 6 Rt}, ìû ïîëó÷àåì äâóìåðíîå èíòåãðàëüíîå
óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà 1-ãî ðîäà äëÿ âåêòîðíîé ôóíêöèè

B(s, t) =

Rx∫
Lx

Ry∫
Ly

K(s, t, x, y)M (x, y)dxdy,

êîòîðîå â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèþ (1).
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Ðèñ. 3. Ïðèìåðû ðàçáèåíèÿ êîðïóñà íà 584 è 1780 ýëåìåíòîâ.

Íà ðèñóíêå 4 äëÿ íàãëÿäíîñòè ïðåäñòàâëåíû óïðîùåííûå ðåçóëüòàòû âû÷èñ-
ëåíèé. Íà ðèñóíêå 4(a) è 4(b) ïðåäñòàâëåíî ðàçáèåíèå êîðàáëÿ íà 86 ýëåìåíòîâ ðàçáè-
åíèÿ, ðèñóíêè 4(c) è 4(d) ïðåäñòàâëÿþò âàðèàíò ðàçáèåíèÿ êîðàáëÿ íà 584 ýëåìåíòà
ðàçáèåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è âîññòàíàâ-
ëèâàåòñÿ âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ, 584 ýëåìåíòà ïîâåðõíîñòè êîðàáëÿ ïðèâîäÿò ê íåîáõî-
äèìîñòè âîññòàíîâèòü 1752 ïàðàìåòðà íàìàãíè÷åííîñòè. Ñîîòâåòñòâóþùèå âû÷èñëå-
íèÿ çàíÿëè 539 ñåêóíä (∼ 10 ìèíóò), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïðèìåðíî 9-10 ÷àñàì ðàáîòû
îáû÷íîãî êîìïüþòåðà (3Ghz).

Òðåõìåðíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ïàðàìåòðîâ íàìàãíè-
÷åííîñòè

Â ñàìîé îáùåé ïîñòàíîâêå íåîáõîäèìî íàéòè íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå âåê-
òîðà íàìàãíè÷åííîñòè ïî îáúåìó êîðàáëÿ ïðè îòñóòñòâèè êàêîé-ëèáî èíôîðìàöèè
î ñòðóêòóðå êîðàáëÿ (ðàçìåðàõ, ïðåäïîëàãàåìîì ðàñïðåäåëåíèè íàìàãíè÷åííîñòè è
ò.ä.) è åãî ïîëîæåíèè â ïðîñòðàíñòâå îòíîñèòåëüíî ñåíñîðîâ. Â ýòîé ïîñòàíîâêå çà-
äà÷è ìû ñ÷èòàåì, ÷òî íèêàêèìè ñâåäåíèÿìè î êîðàáëå (èëè äðóãîì èññëåäóåìîì
îáúåêòå) ìû íå îáëàäàåì, à, çíà÷èò, íå ìîæåì äåëàòü íèêàêèõ ñóùåñòâåííûõ ïðåä-
ïîëîæåíèé è óïðîùåíèé. Ýòà ïîñòàíîâêà ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè âîññòàíàâëèâàòü
çíà÷åíèÿ âåêòîðíîé ôóíêöèè â ïðîñòðàíñòâå ïî èçìåðåííûì çíà÷åíèÿì ìàãíèòíîãî
ïîëÿ âíå êîðàáëÿ, à, çíà÷èò, è êîîðäèíàòû òî÷åê, â êîòîðûõ èçìåðÿåòñÿ ìàãíèòíîå
ïîëå, äîëæíû îáðàçîâûâàòü ñèñòåìó ïëîñêîñòåé (êàê ìèíèìóì äâå). Íà ïðàêòèêå ýòî
ðåàëèçóåòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòî: íà ðèñóíêå 1 ïðèâåäåí ïðèìåð ðàñïîëîæåíèÿ ìàññèâà
èçìåðèòåëüíûõ ñåíñîðîâ, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è,
â êîòîðîé èçìåðåíèÿ ñäåëàíû íà ñèñòåìå ïàðàëëåëüíûõ ñåíñîðíûõ ïëîñêîñòåé (íà
ðèñóíêå 2 ïðèâåäåí ïðèìåð äâóõ òàêèõ ïëîñêîñòåé).

Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (1) ìîæåò áûòü îïèñàíî ýêâèâàëåíòíûì åìó èíòå-
ãðàëüíûì óðàâíåíèåì Ôðåäãîëüìà 1-ãî ðîäà äëÿ âåêòîðíîé ôóíêöèè [9]:

B(xs, ys, zs) =

∫
V

K(xs, ys, zs, x, y, z)M (x, y, z)dv (3)

Òîãäà ôóíêöèÿ B ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíîé ôóíêöèåé, îïðåäåëåííîé íà ñèñòåìå èçìåðè-
òåëüíûõ ñåíñîðíûõ ïëîñêîñòåé è íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿM òàêæå âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ,
îïðåäåëåííàÿ ïî îáúåìó êîðàáëÿ V . Çäåñü x, y, z � êîîðäèíàòû òî÷åê, ðàñïîëîæåí-
íûõ âíóòðè îáúåìà êîðàáëÿ V . ßäðî K èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3) ñîîòâåòñòâóåò
óðàâíåíèþ (1) è ìîæåò áûò çàïèñàíî êàê

K(xs, ys, zs, x, y, z) =
µ0

4πr5

[
3(x−xs)2−r2 3(x−xs)(y−ys) 3(x−xs)(z−zs)

3(y−ys)(x−xs) 3(y−ys)2−r2 3(y−ys)(z−zs)
3(z−zs)(x−xs) 3(z−zs)(y−ys) 3(z−zs)2−r2

]
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ãäå r =
√

(x− xs)2 + (y − ys)2 + (z − zs)2.

(a) (b)

(c) (d)

(e)

Ðèñ. 4. Íà ðèñóíêàõ ïðåäñòàâëåíû óïðîùåííûå ïðèìåðû ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé
çàäà÷è: a,c) êîðàáëü è ñåíñîðíàÿ ïëîñêîñòü, ðàñïîëîæåííàÿ ïîä êîðàáëåì, b,d,e)

çíà÷åíèÿ âîññòàíîâëåííûõ çíà÷åíèé âåêòîðà M .

Åñëè ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî V ⊂ P = {(x, y, z) : Lx 6 x 6 Rx, Ly 6 y 6
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Ry, Lz 6 z 6 Rz} è ñèñòåìà ñåíñîðíûõ ïëîñêîñòåé îãðàíè÷åíà ïðÿìîóãîëüíûì ïà-
ðàëëåëåïèïåäîì Q = {(xs, ys, zs) ≡ (s, t, r) : Ls 6 s 6 Rs, Lt 6 t 6 Rt, Lr 6 r 6 Rr},
ìû ïîëó÷àåì òðåõìåðíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà 1-ãî ðîäà äëÿ âåêòîð-
íîé ôóíêöèè

B(s, t, r) =

Rx∫
Lx

Ry∫
Ly

Rz∫
Lz

K(s, t, r, x, y, z)M (x, y, z)dxdydz,

êîòîðîå â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèþ (10).
Òèïè÷íûå ðàçìåðíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåàëüíûì ïðèëîæåíèÿì: Nx = 100,

Ny = 15, Nz = 15 (ðèñóíêè 5 è 6). Âõîäíûå äàííûå ñèìóëèðîâàëè äàííûå ðåàëüíîãî
ýêñïåðèìåíòà, êîãäà èçìåðåíèÿ ïðîèçâîäèëèñü 6 òðèàêñèàëüíûìè ñåíñîðàìè (ðàñïî-
ëîæåíû äðóã íàä äðóãîì â äâà ðÿäà ïî òðè ñåíñîðà), è êàæäûì èç íèõ áûëî ñäåëàíî
4000 èçìåðåíèé, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò Ns = 4000, Nt = 3, Nr = 2. Äàííûå ðàçìåðíî-
ñòè ñåòîê ñîîòâåòñòâóþò çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ 67500 íåèçâåñòíûõ ïî 72000 âõîäíûõ
äàííûõ.

Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ îïèñàííûõ â äàííîé ðàáîòå ìåòîäîâ áûëî âîññòà-
íîâëåíî ðàñïðåäåëåíèå îáëàñòåé íàìàãíè÷åííîñòè ïî îáúåìó êîðàáëÿ. Íà ðèñóí-
êå 7 ïðåäñòàâëåíî íåñêîëüêî ñðåçîâ ìîäóëÿ âîññòàíîâëåííîé âåêòîðíîé ôóíêöèèM .
Âõîäíûå äàííûå áûëè çàäàíû ñ îøèáêîé 1,5%.

Êàê âèäíî, äàííûå ìåòîäû ïîçâîëèëè äîñòàòî÷íî òî÷íî âîññòàíîâèòü êîðïóñ
êîðàáëÿ (êàê ÷àñòü êîðàáëÿ, êîòîðàÿ íàèáîëåå ñèëüíî ïîäâåðæåíà íàìàãíè÷èâàíèþ)
è äàæå íåêîòîðóþ âíóòðåííþþ ñòðóêòóðó (îò÷åòëèâî ìîæíî ðàçëè÷èòü äâèãàòåëü-
íóþ óñòàíîâêó).

Âðåìÿ âû÷èñëåíèé ïðèìåðíî ñîñòàâèëî 29 ÷àñîâ ïðè èñïîëüçîâàíèè 200 ïðî-
öåññîðîâ (Intel Xeon E5472 3.0 GHz). Ñòîëü äëèòåëüíîå âðåìÿ âû÷èñëåíèé ñâÿçàíî
ñ ïðèìåíåíèåì ðåãóëÿðèçèðóþùèõ àëãîðèòìîâ, êîòîðûå òðåáóþò ïîâòîðíûõ íàõîæ-
äåíèé ìèíèìóìà ìèíèìèçèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà
ðåãóëÿðèçàöèè α.

Ðèñ. 5. Ìîäåëü êîðàáëÿ. Ðèñ. 6. Àïïðîêñèìàöèÿ êîðïóñà êîðàáëÿ
ïðÿìîóãîëüíûìè ïàðàëëåëåïèïåäàìè
(100× 15× 15 ýëåìåíòîâ ðàçáèåíèÿ).
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Ðèñ. 7. Ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íàìàãíè÷åííîñòè ïî îáúåìó
êîðàáëÿ (ïðåäñòàâëåíî 5 ñðåçîâ ìîäóëÿ âîññòàíîâëåííîé âåêòîðíîé ôóíêöèè M ).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (êîäû ïðîåêòîâ 14-01-
31201, 14-01-00182-à è 14-01-91151-ÃÔÅÍ-à).
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Abstract: In the article questions of determination of the essence of the
future human civilization are discussed and, thereby, conceptual bases of the future
comprehensive reality are considered.

Keywords: human civilization, civilization approach, formational approach,
comprehensive reality.

Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

×åëîâå÷åñòâî âñå áîëüøå è áîëüøå çàíèìàåòñÿ ñîáîþ, îñìûñëèâàÿ, ÷òî îíî èç
ñåáÿ ïðåäñòàâëÿåò, êàêîâà åãî èñòîðèÿ, ÷òî ïðåäñòîèò â áóäóùåì. Íàðÿäó ñ äðóãèìè
ôîðìàìè ìûøëåíèÿ ýòèìè âîïðîñàìè çàíèìàåòñÿ è ôèëîñîôñêîå ìûøëåíèå. Ïðàê-
òè÷åñêè âñå ñîâðåìåííûå ôèëîñîôñêèå íàïðàâëåíèÿ, òàê èëè èíà÷å, çàòðàãèâàþò
âîïðîñ î ïîäõîäàõ è ïðèíöèïàõ óïðàâëåíèÿ õîäîì èñòîðè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ. Ñóùå-
ñòâóåò ðÿä êîíöåïòóàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé î áóäóùåì îáðàçå æèçíè, êîòîðûå ÿâëÿ-
þòñÿ íå òîëüêî îðèåíòèðàìè äëÿ ïîëèòè÷åñêèõ è ãîñóäàðñòâåííûõ äåÿòåëåé, íî è
ïðåäìåòàìè ôèëîñîôñêîãî îñìûñëåíèÿ. Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå ôèëîñîôñêèõ
ïðåäñòàâëåíèé îïèñàòåëüíîãî õàðàêòåðà î áóäóùåé öèâèëèçàöèè, ôèëîñîôñêèå ðàáî-
òû, ïîñâÿùåííûå îñìûñëåíèþ ñóùíîñòè ýòîé áóäóùåé öèâèëèçàöèè, êðàéíå íåäîñòà-
òî÷íû. Ýòî, ïî-âèäèìîìó, íåñëó÷àéíî, èáî ïðîáëåìà áóäóùåé öèâèëèçàöèè ÿâëÿåòñÿ
ñêîðåå ïðîáëåìîé ìåòîäîëîãè÷åñêîé, íåæåëè ïîäëèííî ôèëîñîôñêîé.

Î ïîäõîäàõ ê îïèñàíèþ áóäóùåé öèâèëèçàöèè

Ñîâðåìåííîå ôèëîñîôñêîå ìûøëåíèå âûäåëÿåò äâà îñíîâíûõ ïîäõîäà, ëåæà-
ùèõ â îñíîâå ôóòóðîëîãè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé � öèâèëèçàöèîííûé è ôîðìàöèîí-
íûé1.

Ïî ïîâîäó ôîðìàöèîííîãî ïîäõîäà, áåçóñëîâíî, íåîáõîäèìî âûäåëèòü
äèàëåêòèêî-ìàòåðèàëèñòè÷åñêóþ ìåòîäîëîãèþ Êàðëà Ìàðêñà. Ñ ó÷åòîì òîãî,
÷òî áîëåå ÷åì ïîëòîðà âåêà îñíîâíûå ôèëîñîôñêî-ìåòîäîëîãè÷åñêèå, òåîðåòèêî-
êîíöåïòóàëüíûå è ïîëèòèêî-ýêîíîìè÷åñêèå ïîëîæåíèÿ ó÷åíèÿ Ìàðêñà íå òîëüêî èñ-
ñëåäóþòñÿ, îáñóæäàþòñÿ è ïðîáëåìàòèçèðóþòñÿ, íî è ðàçâîðà÷èâàåòñÿ ñâîåîáðàçíàÿ
äåÿòåëüíîñòü ïî ðåàëèçàöèè ýòèõ ïîëîæåíèé, íåò íåîáõîäèìîñòè ñíîâà âîçâðàùàòüñÿ
ê ýòèì âîïðîñàì. Îäíàêî çàìåòèì, ñàìîå ãëàâíîå â ïîäõîäå Êàðëà Ìàðêñà � áóäóùàÿ
ôîðìàöèÿ çàäàíà ñóùíîñòíî, ÷òî îòðàæåíî è â åå íàçâàíèè.

Â öèâèëèçàöèîííîì ïîäõîäå íàèáîëåå îáùåïðèíÿòûì ÿâëÿþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ
î ïîñòèíäóñòðèàëüíîì2 (Áåëë Äàíèåë) è èíôîðìàöèîííîì3 (Þ. Õàÿøè) îáùåñòâàõ.
Çàìåòèì, ÷òî ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ äàþòñÿ íà êîíöåïòóàëüíî-îïèñàòåëüíîì óðîâíå, ïî-
ýòîìó ïðè òàêîì ïîäõîäå åùå ïðåäñòîèò ïåðåîñìûñëåíèå ñóùíîñòè áóäóùåé öèâè-
ëèçàöèè. Â ñâÿçè ñ ýòèì óìåñòíî, âñïîìíèòü ðàáîòó Äàâèäà Íåïîáåäèìîãî4 ¾Îïðå-

1Íîâåéøèé ôèëîñîôñêèé ñëîâàðü: 3 � å èçä., èñïðàâë. � Ìí.: Êíèæíûé äîì. 2003. � 1280 ñ. �
(Ìèð ýíöèêëîïåäèé).

2Òåðìèí ¾ïîñòèíäóñòðèàëèçì¿ áûë ââåä¼í â íàó÷íûé îáîðîò â íà÷àëå XX âåêà ó÷¼íûì À. Êó-
ìàðàñâàìè, êîòîðûé ñïåöèàëèçèðîâàëñÿ íà äîèíäóñòðèàëüíîì ðàçâèòèè àçèàòñêèõ ñòðàí. Â ñîâðå-
ìåííîì çíà÷åíèè ýòîò òåðìèí âïåðâûå áûë ïðèìåí¼í â êîíöå 1950-õ ãîäîâ, à øèðîêîå ïðèçíàíèå
êîíöåïöèÿ ïîñòèíäóñòðèàëüíîãî îáùåñòâà ïîëó÷èëà â ðåçóëüòàòå ðàáîò ïðîôåññîðà Ãàðâàðäñêîãî
óíèâåðñèòåòà Äýíèåëà Áåëëà, â ÷àñòíîñòè, ïîñëå âûõîäà â 1973 ãîäó åãî êíèãè ¾Ãðÿäóùåå ïîñòèí-
äóñòðèàëüíîå îáùåñòâî¿.

3Ñâîèì íàçâàíèåì òåðìèí ¾èíôîðìàöèîííîå îáùåñòâî¿ îáÿçàí ïðîôåññîðó Òîêèéñêîãî òåõíîëî-
ãè÷åñêîãî èíñòèòóòà Þ. Õàÿøè.

4Ëîñåâ À. Ôèëîñîôñêî-èñòîðè÷åñêèé ïîäâèã Äàâèäà Íåïîáåäèìîãî // Â êíèãå: Ôèëîñîôèÿ Äà-
âèäà Íåïîáåäèìîãî. Ñá.ñò. / Îòâ. ðåä. Ã.À. Áðóòÿí. � Ì., 1984. � Ñ. 26-36.
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äåëåíèÿ ôèëîñîôèè¿, ãäå ôèëîñîô äîñòàòî÷íî óáåäèòåëüíî ïîêàçûâàåò íåäîñòàòêè
îïðåäåëåíèé îïèñàòåëüíîãî õàðàêòåðà.

Ëþáîïûòíî, ÷òî Êàðë Ïîïïåð, îáíàðóæèâ îãðàíè÷åííîñòü äèàëåêòèêî-
ìàòåðèàëèñòè÷åñêîé ìåòîäîëîãèè Êàðëà Ìàðêñà, âûäâèíóë áîëåå ýôôåêòèâíóþ ìå-
òîäîëîãèþ ïîíèìàíèÿ ïðèðîäû ñóùíîñòè ñîöèàëüíîé äåéñòâèòåëüíîñòè, âûÿñíèâ
ñóùíîñòè çàêðûòîãî è îòêðûòîãî îáùåñòâ, îäíàêî îñòàâèë íà âûáîð äëÿ ïîñòðîå-
íèÿ áóäóùåãî ÷èñòî àêñèîëîãè÷åñêóþ àëüòåðíàòèâó.

ÑÌÄ ìåòîäîëîãèÿ êàê îñíîâà ñîöèàëüíîé èíæåíåðèè

ÑÌÄ - ìåòîäîëîãèÿ (ÑèñòåìîÌûñëåÄåÿòåëüíîñòíàÿ) åñòü ðåçóëüòàò ìíîãî-
ëåòíèõ èññëåäîâàíèé òàê íàçûâàåìîãî ¾Ìîñêîâñêîãî ìåòîäîëîãè÷åñêîãî êðóæêà¿,
êîòîðûé áûë îñíîâàí â êîíöå 40-õ ãîäîâ ÕÕ ñòîëåòèÿ À. Çèíîâüåâûì, Ì. Ìàìàðäà-
øâèëè, Á. Ãðóøèíûì è Ã. Ùåäðîâèöêèì. Ñ êîíöà 50-õ ãîäîâ áåññìåííûì ëèäåðîì è
îñíîâíûì âäîõíîâèòåëåì êëóáà ñòàíîâèòñÿ Ã. Ï. Ùåäðîâèöêèé5.

Ôàêòè÷åñêè, ÑÌÄ - ìåòîäîëîãèÿ âûäâèãàåò íà ïåðâûé ïëàí ïîëîæåíèå î öå-
ëåâîé ïðåäîïðåäåëåííîñòè ñîöèàëüíûõ ÿâëåíèé. Êàê ïîä÷åðêèâàåò ñàì Ã. Ï. Ùåä-
ðîâèöêèé: ¾Êîëü ñêîðî åå òâîðÿò ëþäè, îíà ÿâëÿåò ñîáîé ñëîæíåéøóþ ¾êåíòàâð¿ -
ñèñòåìó. Èìåííî ýòî, íà ìîé âçãëÿä, èìåë â âèäó Ê. Ìàðêñ, ãîâîðÿ î åñòåñòâåííî-
èñòîðè÷åñêîì ïðîöåññå. Â íåì âàæíî ðàçëè÷èòü è ïðîòèâîïîñòàâèòü äâà ìîìåíòà:
òî, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì öåëåíàïðàâëåííîé äåÿòåëüíîñòè ëþäåé, è òî, ÷òî ïðî-
èñõîäèò ¾ñàìî ñîáîé¿, êàê áû íåçàâèñèìî îò èõ öåëåé è çàìûñëîâ. Ïîýòîìó, ãîâîðþ
ÿ, êóëüòóðíî-èñòîðè÷åñêàÿ æèçíü êàæäîãî èç íàñ ïðåäïîëàãàåò èíòåíñèâíóþ ðàáîòó
ïî îñîçíàíèþ ñâîåãî ïîëîæåíèÿ, ïðåäåëüíóþ èñêðåííîñòü â îöåíêå ñâîåé ñèòóàöèè
è òåõíè÷åñêè ãðàìîòíóþ ðàáîòó ïî ïðîãðàììèðîâàíèþ îáùåñòâåííîãî ðàçâèòèÿ¿, à
÷óòü ïîçæå ïðîäîëæàåò: ¾Èòàê, ìîé îñíîâíîé òåçèñ: ÷òîáû îáñóæäàòü áóäóùåå, íàäî
åùå â ìûñëèòåëüíîé ðàáîòå ê íåìó âûéòè. È îäíîâðåìåííî íå ñòîëüêî ïðîãíîçèðî-
âàòü, ñêîëüêî çàíÿòüñÿ ðàçðàáîòêîé ïðîãðàìì è îðãïðîåêòîâ, ðîæäàåìûõ èç îñìûñ-
ëåíèÿ ïðîøëîãî. Èìåííî ïîñëåäíèå ÿ áóäó âûäàâàòü çà òî, ÷òî íåîáõîäèìî èñòîðèè,
è ëèøü â òàêîì ñìûñëå áóäó îñóùåñòâëÿòü ïðîãíîç. ×òîáû ïîêîí÷èòü ñ ïðåäûäó-
ùåé ÷àñòüþ, âñïîìíþ îäèí èç ëþáèìûõ ìíîþ àôîðèçìîâ Ëüâà Òîëñòîãî: áóäóùåãî
íåò, ïîñêîëüêó ìû åãî äåëàåì! Èíûìè ñëîâàìè, áóäóùåå áóäåò òàêèì, êàêèì ìû ñìî-
æåì åãî ïðîìûñëèòü, è óæ çàòåì ðåàëèçîâàòü, îñóùåñòâèòü, ñîòâîðèòü � êàæäûé
íà ñâîåì ìåñòå. À ýòî åñòü ðàáîòà, ñêîðåå, ïðîãðàììèðóþùåãî è ïðîåêòèðóþùåãî
ìûøëåíèÿ è äåéñòâèÿ¿6. Èòàê, ñ ïîçèöèè ÑÌÄ - ìåòîäîëîãèè áóäóùàÿ öèâèëèçàöèÿ
âèäèòñÿ êàê ðåçóëüòàò öåëåíàïðàâëåííîé ìûñëåäåÿòåëüíîñòè ñóáúåêòîâ ñòðîèòåëü-
ñòâà áóäóùåãî7. Ïî ýòîìó ïîâîäó óìåñòíî âñïîìíèòü è öèòàòó Æàíà Ïîëÿ Ñàðòðà
èç åãî ðàáîòû ¾Ïðîáëåìû ìåòîäà¿8: ¾Íàøà èñòîðè÷åñêàÿ çàäà÷à â ýòîì ìíîãîçíà÷-
íîì ìèðå � ïðèáëèçèòü ìîìåíò, êîãäà èñòîðèÿ îáðåòåò îäèí-åäèíñòâåííûé ñìûñë è
áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê òîìó, ÷òîáû ðàñòâîðèòüñÿ â êîíêðåòíûõ ëþäÿõ, êîòîðûå ñîîáùà
ñîçèäàþò åå¿.

5Õðîì÷åìêî Ì. Ñ. Äèàëåêòè÷åñêèå ñòàíêîâèñòû (ãëàâû èç êíèãè î Ã. Ï. Ùåäðîâèöêîãî) // Ì.:
èçä-âî Øê. Êóëüò. Ïîëèò., 2004 ã. � 160 ñ.

6Ùåäðîâèöêèé Ã. Áóäóùåå åñòü ðàáîòà ìûøëåíèÿ è äåéñòâèÿ // Âîïðîñû ìåòîäîëîãèè. � 3-4.
1994. Ñ. 3-4.

7Ðàö Ì. Â., Îéçåðìàí Ì. Ò. Ðàçìûøëåíèÿ îá èííîâàöèÿõ. Âîïðîñû ìåòîäîëîãèè, � 1. 1991. Ñ.
8-19.

8Æàí Ïîëü Ñàðòð. Ïðîáëåìû ìåòîäà. � Ì.: èçäàòåëüñêàÿ ãðóïïà ¾Ïðîãðåññ¿, 1994.
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Î ïðèðîäå ñîöèàëüíîé äåéñòâèòåëüíîñòè

Ñîöèàëüíàÿ äåéñòâèòåëüíîñòü èìååò ñîáûòèéíóþ ñóùíîñòü. Ýòî ïîçâîëÿåò
óòâåðæäàòü, ÷òî ðàçâèòèå ñîöèàëüíîé äåéñòâèòåëüíîñòè çàäàåòñÿ åäèíñòâîì è ïðî-
òèâîïîëîæíîñòüþ ñâîáîäíîé ñóùíîñòè ÷åëîâåêà è ñîáûòèéíîé ïðèðîäû ñîöèàëüíîé
äåéñòâèòåëüíîñòè. Ñïîñîá ðàçðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîòèâîðå÷èÿ ïðåäîïðåäå-
ëÿåò õàðàêòåð îáùåñòâåííîãî ïîðÿäêà è îáóñëîâëèâàåò ñîäåðæàíèå òàêèõ ïîíÿòèé
êàê ñïðàâåäëèâîñòü è ïðàâîìåðíîñòü.

Çàìåòèì, ÷òî ñîáûòèéíàÿ ñóùíîñòü ñîöèàëüíîé äåéñòâèòåëüíîñòè ïðîÿâëÿ-
åòñÿ ÷åðåç ñîâîêóïíîñòü ÷åòûðåõ îñíîâíûõ ñîáûòèéíûõ âçàèìîäåéñòâèé, êîòîðûå
èíèöèèðóþò ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáûòèéíûå âçàèìîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñîáûòèéíûìè
ñóáúåêòàìè: îòíîøåíèå ïîä÷èíåííîñòè, îòíîøåíèå ïðîòèâîáîðñòâà (âçàèìîâðàæäû),
îòíîøåíèå íåçàâèñèìîãî ñóùåñòâîâàíèÿ (èëè ñâîáîäíîé êîíêóðåíöèè) è îòíîøåíèå
ñîòðóäíè÷åñòâà. Îäíàêî îáðàç æèçíè è õàðàêòåð îáùåñòâåííîãî áûòèÿ îáóñëîâëåíû
òåì, êàêîé èç ýòèõ òèïîâ âçàèìîäåéñòâèé ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîîáðàçóþùèì è îïðåäåëÿ-
þùèì. Â ÷àñòíîñòè, îïðåäåëÿþùèì â íûíåøíåé îáùå÷åëîâå÷åñêîé öèâèëèçàöèè è
ñèñòåìîîáðàçóþùèì òèïîì îáùåñòâåííîãî îáðàçà æèçíè ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíàÿ êîíêó-
ðåíöèÿ9.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñòàíîâëåíèå áóäóùåé öèâèëèçàöèè îáóñëîâëåíî ïîäõîäàìè
ïðåîäîëåíèÿ îãðàíè÷åíèé èäåîëîãèè òîãî, ÷òî ìåõàíèçìîì îáùåñòâåííîãî ðàçâèòèÿ
ÿâëÿåòñÿ ñîáûòèéíîå âçàèìîäåéñòâèå íà îñíîâå ñâîáîäíîé êîíêóðåíöèè, à òàêæå ïîä-
õîäàìè ïðåîäîëåíèÿ ïîä÷èíåííîñòè ìîðàëüíûõ íîðì öåííîñòÿì ñîáûòèéíûõ îòíî-
øåíèé íåçàâèñèìîãî ñóùåñòâîâàíèÿ.

Ïî ñóòè, áóäóùàÿ öèâèëèçàöèÿ � ýòî îáùåñòâåííîå áûòèå, ïîñòðîåííîå íà îñ-
íîâå ñîòðóäíè÷åñêèõ ñîáûòèéíûõ îòíîøåíèé. Ñîòðóäíè÷åñòâî êàê öåííîñòü óæå ïðè-
íÿòî ÷åëîâå÷åñòâîì, íî åãî íóæíî åùå îñâîèòü êàê îñíîâó îáùåñòâåííîãî ïîðÿäêà10.

Áóäóùàÿ îáðàçîâàòåëüíàÿ äåéñòâèòåëüíîñòü

Íà ïðîäîëæèòåëüíîì îòðåçêå îáùåñòâåííî-èñòîðè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ ìîæíî çà-
ìåòèòü ñëåäóþùåå âàæíîå îáñòîÿòåëüñòâî â âîïðîñå îðãàíèçàöèè îáðàçîâàíèÿ: ïðî-
èñõîäèò ïåðåõîä îò îäíîé îáðàçîâàòåëüíîé äåéñòâèòåëüíîñòè ê äðóãîé, ñóùåñòâåííî
îòëè÷íîé îò ïåðâîé ïî âñåì àñïåêòàì.

- Â àñïåêòå óïðàâëåíèÿ: ïåðåõîä îò öåíòðàëèçîâàííîé êîìàíäíî-
àäìèíèñòðàòèâíîé ñèñòåìû ê ñàìîóïðàâëåíèþ.

- Â àñïåêòå öåëåé: ïåðåõîä îò çàäà÷è ïîäãîòîâêè ìíîãî÷èñëåííûõ èíäèâèäîâ
ñ ìèíèìàëüíûì îáðàçîâàòåëüíûì óðîâíåì ê îáåñïå÷åíèþ âñåîáùåãî âûñøåãî îáðà-
çîâàòåëüíîãî óðîâíÿ.

- Â àñïåêòå ñîäåðæàíèÿ îáó÷åíèÿ: ïåðåõîä îò çíàíèé ê ñïîñîáíîñòÿì, ñïîñîáàì
è ñðåäñòâàì ìûñëåäåÿòåëüíîñòè.

- Â àñïåêòå ó÷åáíûõ çàíÿòèé: ïåðåõîä îò ãðóïïîâûõ çàíÿòèé ê êîëëåêòèâíûì.
- Â àñïåêòå ó÷åáíîé ãðóïïû: ïåðåõîä îò îäíîðîäíîãî è îäíîóðîâíåâîãî ñîñòà-

âà äèôôóçíîé ãðóïïû ê ñàìîðàçâèâàþùåìóñÿ è ñàìîîáðàçîâàòåëüíîìó êîëëåêòèâó
ðàçíîðîäíîãî è ðàçíîóðîâíåâîãî ñîñòàâà.

9Ñì. íàïðèìåð, Ôåðãþñîí Íèàë. Öèâèëèçàöèÿ. ×åì Çàïàä îòëè÷àåòñÿ îò îñòàëüíîãî ìèðà / Íèàë
Ôåðãþñîí; ïåð. ñ àíãë. Ê. Áîíäàðåâñêîãî ïîä ðåä. È. Êðèãåðà. � Ìîñêâà: ÀÑÒ: CORPUS, 2014. �
544 ñ. + [24 ñ. Èë.]

10Ëþáîïûòíî, ÷òî èñõîäíîå ïîëîæåíèå èäåîëîãèè î÷åíü ñèëüíîé îïïîçèöèîííîé ïàðòèè â ïàðëà-
ìåíòå Íîâîé Çåëàíäèè ÿâëÿåòñÿ èäåÿ ïîñòðîåíèÿ îáùåñòâà íà îñíîâå ñîòðóäíè÷åñòâà.
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- Â àñïåêòå ñîáûòèéíûõ âçàèìîäåéñòâèé è îòíîøåíèé: ïåðåõîä îò íåçàâèñèìî-
ãî ñîñóùåñòâîâàíèÿ è ñâîáîäíîé êîíêóðåíöèè ê âñåîáùåìó ñîòðóäíè÷åñòâó.

- Â àñïåêòå ó÷åáíûõ ïðîãðàìì: ïåðåõîä îò ïðîãðàìì îáðàçîâàòåëüíûõ ó÷ðå-
æäåíèé ê èäèâèäóàëüíûì îáðàçîâàòåëüíûì ïðîãðàììàì.

- Â àñïåêòå èíñòèòóöèîíàëüíûõ ôîðì: ïåðåõîä îò ìíîæåñòâà íåçàâèñèìûõ
îáðàçîâàòåëüíûõ ó÷ðåæäåíèé ê ñèñòåìå ñåòåâîé îðãàíèçàöèè îáðàçîâàòåëüíûõ óñëóã.

- Â àñïåêòå ïðàâîâûõ íîðì: ïåðåõîä îò äîáðîâîëüíîñòè ó÷åíèÿ ê îáÿçàòåëüíî-
ìó îáðàçîâàíèþ â òå÷åíèå âñåé æèçíè.

- Â àñïåêòå âîñïèòàíèÿ: ïåðåõîä îò îáùåïðèçíàííûõ íîðì ïîâåäåíèÿ ê ñâîáîäå
ëè÷íîñòè ñ âûñîêèìè äóõîâíûìè öåííîñòÿìè.

- Â àñïåêòå èäåîëîãèè: îò äåâèçà ¾íåçàìåíèìûõ ëþäåé íå áûâàåò¿ ê äåâèçó
¾êàæäûé ÷åëîâåê åñòü íåçàìåíèìîå áëàãî¿.

Ïî ñóòè, ïðîèñõîäèò ïåðåõîä îò îäíîãî îáùåñòâåííî èñòîðè÷åñêîãî ñïîñîáà
îðãàíèçàöèè îáó÷åíèÿ ê äðóãîìó ñïîñîáó11.

Ïðîæåêòíûå èäåè è óòîïèè íà òðåòüå òûñÿ÷åëåòèå

Îáùåñòâî ñóùåñòâóåò è ðàçâèâàåòñÿ â óñëîâèÿõ âå÷íîé ïðîáëåìû ïîíèìàíèÿ
ñîáñòâåííîãî ïðåäíàçíà÷åíèÿ.

Èìåííî ýòà ïðîáëåìà ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùåé â ïðîèñõîæäåíèè è ñóùåñòâîâà-
íèè ìíîãî÷èñëåííûõ âàðèàíòîâ îáðàçîâ æèçíè, è, ñëåäîâàòåëüíî, ãëàâíîé ïðè÷èíîé
íåðàçðåøèìûõ ñïîðîâ î öåëÿõ è ñîäåðæàíèè îáðàçîâàíèÿ. ×åëîâå÷åñòâî ïðåîäîëåâà-
åò ðóáåæ, ðàçäåëÿþùèé èñòîðè÷åñêèé ïåðèîä ðàçâèòèÿ îáùåñòâà íà îñíîâå åäèíñòâà
è áîðüáû ïðîòèâîïîëîæíîñòåé îò ïðåäñòîÿùåãî ïåðèîäà ðàçâèòèÿ îáùåñòâà íà îñíîâå
ãàðìîíèè (âçàèìîñîîòâåòñòâèå ñîñòàâíûõ êîìïîíåíòîâ). Òî åñòü ïðîèñõîäèò ïåðåõîä,
îò ýòàïà, êîãäà îáùåñòâåííîå ðàçâèòèå îáóñëîâëèâàëîñü åñòåñòâåííî-ñòèõèéíûìè
ïðîöåññàìè, ê ýòàïó, êîãäà â ðàçâèòèè îáùåñòâà ãëàâíûìè ñòàíóò èñêóññòâåííî-
òåõíè÷åñêèå, öåëåíàïðàâëåííî-îðãàíèçîâàííûå ïðîöåññû.

Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì ôàêòîðîì ïåðåâîäà ñôåðû îáðàçîâà-
íèÿ èç ñòàòóñà âñïîìîãàòåëüíîé ñôåðû, îáñëóæèâàþùåé äðóãèå (îñíîâíûå) ñôåðû
äåÿòåëüíîñòè, â ñòàòóñ âåäóùåé îáùåñòâåííîå ðàçâèòèå ñôåðû ìûñëåäåÿòåëüíîñòè.

Ñôåðíàÿ îðãàíèçàöèÿ ìûñëåäåÿòåëüíîñòè èñêëþ÷èò íàëè÷èå íûíåøíèõ îá-
ðàçöîâ îáùåîáðàçîâàòåëüíûõ øêîë. Îáðàçîâàòåëüíûå ó÷ðåæäåíèÿ, êîíå÷íî, áóäóò,
íî íåâîçìîæíî áóäåò èõ ðàçëè÷àòü ïî òèïó ñðåäíèõ, âûñøèõ, ïðîôåññèîíàëüíûõ èëè
èõ îáúåäèíÿòü â êîíêðåòíóþ îòðàñëü èëè âåäîìñòâî.

Ïðîöåññû ñòàíîâëåíèÿ ñôåðíîé îðãàíèçàöèè îáðàçîâàíèÿ è ñòàíîâëåíèÿ ýòîé
ñôåðû êàê îñíîâíîé â îáùåé öåëîñòíîñòè ìûñëåäåÿòåëüíîñòè, âíà÷àëå áóäóò çàäà-
âàòüñÿ ñâîèìè åñòåñòâåííî-ñòèõèéíûìè êîìïîíåíòàìè, ïîñòåïåííî ïðåâðàùàÿñü â
ïðåäìåò öåëåíàïðàâëåííîé îðãàíèçàöèè è óïðàâëåíèÿ.

Áëèæàéøèå äåñÿòèëåòèÿ ðåøàò ïðîáëåìó îãðàíè÷åííîñòè îòðàñëåâîé è
âåäîìñòâåííîé ôîðì àâòîíîìíîñòè îáðàçîâàíèÿ ÷åðåç ñîçäàíèå ìåæîòðàñëå-
âûõ îáùåñòâåííî-çíà÷èìûõ ïðîåêòîâ è ïðîãðàìì, à òàêæå ïðîèçâîäñòâåííî-
ïåäàãîãè÷åñêèõ, îáðàçîâàòåëüíî-èññëåäîâàòåëüñêèõ, îáðàçîâàòåëüíî-ðàçðàáîò÷åñêèõ
ó÷ðåæäåíèé ìåæîòðàñëåâîé, ìåæâåäîìñòâåííîé ïðèíàäëåæíîñòè. Ýòî áóäåò ñîïðî-
âîæäàòüñÿ èçìåíåíèåì óïðàâëåí÷åñêîé ñèñòåìû îáðàçîâàíèÿ íå òîëüêî ïî ñïîñîáàì
è ñîäåðæàíèþ, íî è ïî ñòðóêòóðíî-ôóíêöèîíàëüíîìó îôîðìëåíèþ.

11Ïîäðîáíåå ñì., íàïðèìåð, Ìêðò÷ÿí Ì. À. Ñòàíîâëåíèå êîëëåêòèâíîãî ñïîñîáà îáó÷åíèÿ // Êðàñ-
íîÿðñê, 2010 ã. � 228 ñ.
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Âìåñòî âûøåñòîÿùèõ óïðàâëåí÷åñêèõ îðãàíîâ ïîÿâÿòñÿ ðåãèîíàëüíûå è ìåæ-
ðåãèîíàëüíûå èíôîðìàöèîííî-àíàëèòè÷åñêèå, ïðîåêòíî-ðàçðàáîò÷åñêèå, ýêñïåðòíûå
ñëóæáû è öåíòðû îðãàíèçàöèè êîììóíèêàöèé.

Îáÿçàòåëüíîñòü îáðàçîâàíèÿ ïîñòåïåííî áóäåò ïðåäúÿâëÿòüñÿ êî âñåìó ïåðèî-
äó æèçíè ÷åëîâåêà, îáðàçîâàòåëüíûå öåëè è ïðîãðàììû áóäóò ìàêñèìàëüíî èíäèâè-
äóàëèçèðîâàòüñÿ, à îáðàçîâàòåëüíûå ïðîöåññû âñå áîëüøå è áîëüøå áóäóò ïðîÿâëÿòü
ñâîþ êîëëåêòèâíóþ ïðèðîäó.

Îñíîâíûì ïåäàãîãè÷åñêèì ïðèíöèïîì áóäóùåãî áóäåò � êàæäûé ÷åëîâåê åñòü
íåçàìåíèìûé ñóáúåêò îáùåñòâåííîãî ðàçâèòèÿ.

Âìåñòî çàêëþ÷åíèÿ

Äâàäöàòûé âåê äàë ÷åëîâå÷åñòâó îñîçíàíèå íåîáõîäèìîñòè ñïåöèàëüíî îðãà-
íèçîâàííîãî âñåîáùåãî îáðàçîâàíèÿ. ×òî èç ñåáÿ äîëæíî ïðåäñòàâëÿòü ñîäåðæàíèå
ýòîãî âñåîáùåãî îáðàçîâàíèÿ è êàêîâû åãî ñòàíäàðòû - ýòî äðóãîé âîïðîñ. Íî áû-
ëî ïîíÿòî è ïðèçíàíî, ÷òî íå îáðàçîâàíèåì ëþäåé íàäî çàíèìàòüñÿ, à îáðàçîâàíèåì
ñîöèóìà, îáðàçîâàíèåì âñåãî îáùåñòâà. Íåîáõîäèìîñòü ýòîãî áûëà ïîíÿòà è ïðèçíà-
íà â ïëàíå äàëüíåéøåãî ñóùåñòâîâàíèÿ ÷åëîâå÷åñòâà, â ïëàíå ñîöèàëüíîé ýêîëîãèè.
Îáðàòèì âíèìàíèå - íå â ïëàíå ãóìàíèçìà, à â ïëàíå ñîöèàëüíîé ýêîëîãèè, â ïëàíå
ïðîáëåì äàëüíåéøåãî ñóùåñòâîâàíèÿ ÷åëîâå÷åñòâà.

È èìåííî â äâàäöàòîì âåêå ÷åëîâå÷åñòâî ñòîëêíóëàñü ñî ñâîåé ãëàâíîé ïðî-
áëåìîé: âñåîáùåå îáðàçîâàíèå íåîáõîäèìîå óñëîâèå äàëüíåéøåãî ñóùåñòâîâàíèÿ, à
÷òî ýòî òàêîå è êàê åãî çàïîëó÷èòü êàê ðåàëüíûé îáðàç æèçíè - ÷åëîâå÷åñòâî åùå íå
çíàëî è íå óìåëî.

À ãóìàíèñòè÷åñêèå èäåè ó ÷åëîâå÷åñòâà áûëè ñ äðåâíèõ âåêîâ è âñåãäà.
Íå áóäåì ïóòàòü ìíåíèå èäåîëîãîâ è ôèëîñîôîâ ñî ñòðåìëåíèåì âåëèêèõ ïî-

ëèòèêîâ è îáùåñòâåííî-ãîñóäàðñòâåííûõ äåÿòåëåé ðåàëüíî ÷òî -íèáóäü äåëàòü.
Ñòðîèòåëè îáùåñòâåííîãî áûòèÿ îòëè÷àëèñü îò ôèëîñîôîâ èìåííî òåì, ÷òî

îíè íåñëè â ñåáå æèâóþ äèàëåêòèêó Ñâîáîäû è Ñîáûòèéíîñòè. Îíè óìåëè ñâîáîäíóþ
ñóùíîñòü ÷åëîâåêà ïîìèðèòü ñ ñîáûòèéíîé ñóùíîñòüþ îáùåñòâà.

Äâàäöàòûé âåê çíàìåíèò è öåíåí òåì, ÷òî ,íàêîíåö, çà âñåîáùåå îáðàçîâà-
íèå, çà îáðàçîâàíèå âñåãî îáùåñòâà âçÿëèñü îáùåñòâåííî-ãîñóäàðñòâåííûå äåÿòåëè.
È â ýòîì ñìûñëå äåéñòâèòåëüíî äâàäöàòûé âåê â ñôåðå îáðàçîâàíèÿ (è íå òîëüêî)
îñóùåñòâèë ñîöèàëüíûé ýêñïåðèìåíò. À âîò áëàãîäàðÿ ýòîìó äâàäöàòü ïåðâûé âåê
îñîçíàííî è óìåëî ñòðîèò áóäóùåå - áåç ýêñïåðèìåíòîâ, áåç òåîðåòè÷åñêîãî íåâåæå-
ñòâà è áåç ìåòîäîëîãè÷åñêîãî àíàðõèçìà.

Òåïåðü ãëàâíûé âîïðîñ � â êàêîì âåêå ìû æèâåì?
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ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, ïàðàëëåëüíûå àëãîðèòìû, ïîñòàíîâêè àðêòè÷å-
ñêèõ çàäà÷, ðåçóëüòàòû èõ ðåøåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âû÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû, ìåõàíèêà ñïëîøíûõ ñðåä, ïàðàë-
ëåëüíûå àëãîðèòìû, àðêòè÷åñêèå óñëîâèÿ, ëåäîñòîéêèå ïëàòôîðìû, ãåîðàçâåäêà.

NUMERICAL SIMULATION OF SPACE WAVE PROCESSES IN
HETEROGENEOUS MEDIA

Abstract: For numerical simulation of nature in�uences on industrial oil-gas
objects and for geological exploring numerical models, mechanical-mathematic models,
parallels algorithms, arctic problem installations and some calculation results are
suggested.

Keywords: numerical methods, mechanic of solid medium, parallels algorithm,
arctic conditions, geological exploring.

Ìíîãèå ïðèðîäíûå âîçäåéñòâèÿ íà èíäóñòðèàëüíûå îáúåêòû â Àðêòè÷åñêèõ
çîíàõ ìîãóò áûòü ñ âûñîêîé ñòåïåíüþ äîñòîâåðíîñòè ÷èñëåííî ïðîìîäåëèðîâàíû ñ ïî-
ìîùüþ ìîäåëåé ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä, ñîâðåìåííûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèñòåì óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è êîððåêòíî ïîñòàâëåí-
íûõ çàäà÷, à òàêæå ñ èñïîëüçîâàíèåì âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ ìíîãîïðîöåññîðíûõ
âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ.

Ïîñêîëüêó íàòóðíûå ýêñïåðèìåíòû ïðè èçó÷åíèè àðêòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ÿâ-
ëÿþòñÿ äîðîãîñòîÿùèìè, à ïîðîé òðóäíîäîñòóïíûìè, êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå
ïðåäñòàâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåàëüíûì ïîäõîäîì.

Âíèìàíèå ê îñâîåíèþ Àðêòè÷åñêîãî øåëüôà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè îáúÿñíÿ-
åòñÿ ñåðüåçíîé íåîáõîäèìîñòüþ ðàçâåäêè è ðàçðàáîòêè ìåñòîðîæäåíèé íåôòè è ãàçà,
à òàêæå âîçìîæíîñòüþ ìåæäóíàðîäíîãî èñïîëüçîâàíèÿ Ñåâåðíîãî ìîðñêîãî ïóòè.
Òàê, íà Àðêòè÷åñêîì øåëüôå Ðîññèè íàõîäÿòñÿ âîñåìü ìåñòîðîæäåíèé, îòêðûòûõ
â 1983-1992ãã. ñ îöåíêàìè çàïàñîâ, ïðèáëèçèòåëüíî â 2.7 òðëí. ì3. Ïÿòü èç âîñüìè,
íàèáîëåå êðóïíûõ îáúåêòîâ, îòíîñèòñÿ ê îáúåêòàì ôåäåðàëüíîãî çíà÷åíèÿ: Ëåäîâîå.
Ëóäëîâñêîå, Ìóðìàíñêîå â Áàðåíöåâîì ìîðå, Ïîìîðñêîå, Ñåâåðî-Ãóëÿåâñêîå â Ïå÷åð-
ñêîì. Ëåíèíãðàäñêîå, Ðóñàíîâñêîå â Êàðñêîì. Äëÿ äîáû÷è íåôòè â Ïå÷åðñêîì ìîðå
óñòàíîâëåíà ëåäîñòîéêàÿ ïëàòôîðìà Ïðèðàçëîìíàÿ, äëÿ äîáû÷è ãàçà ðàçðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîåêò Øòîêìàíîâñêîãî ìåñòîðîæäåíèÿ â Áàðåíöîâîì ìîðå. Äëÿ óêàçàííûõ
ìåñòîðîæäåíèé òðåáóåòñÿ è óòî÷íåíèå âûïîëíåííûõ ðàíåå îöåíîê çàïàñîâ óãëåâîäî-
ðîäîâ. Ñóùåñòâåííûì ôàêòîðîì, îñëîæíÿþùèì äîáû÷ó óãëåâîäîðîäîâ â Ñåâåðíûõ
ìîðÿõ, ÿâëÿþòñÿ ëåäîâûå îáðàçîâàíèÿ. Òàê, â Êàðñêîì ìîðå ïî÷òè êðóãëîãîäè÷íî
èìåþòñÿ äðåéôóþùèå ëüäû, â Ïå÷åðñêîì è Áàðåíöåâîì � àéñáåðãè è òîðîñû, ãëó-
áèíû ýòèõ ñåâåðíûõ ìîðåé â èíäóñòðèàëüíûõ çîíàõ äîñòèãàþò 300 ì [1].

Äëÿ òðàíñïîðòèðîâêè óãëåâîäîðîäîâ äåëàþòñÿ òðóáîïðîâîäû â ñåâåðíûõ ðàé-
îíàõ Ðîññèè, â òîì ÷èñëå, è â äîííûõ çîíàõ.

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ äëèòåëüíîé ýêñïëóàòàöèè ïðîìûøëåííûõ ãàçîãèäðîòåõíè-
÷åñêèõ ñîîðóæåíèé â ñëîæíîé ëåäîâîé îáñòàíîâêå, íåîáõîäèìî óìåòü ðàññ÷èòûâàòü
ðàçíûå òèïû âîçäåéñòâèé ëåäîâûõ îáðàçîâàíèé íà îáúåêòû (ïëàòôîðìà, òðóáîïðî-
âîäû, êîðàáëè ëåäîâîãî êëàññà, ïðè÷àëû è äð.).

Ñîçäàíèå òðàññû Ñåâåðíîãî ìîðñêîãî ïóòè äëÿ òðàíñïîðòèðîâêè ãðóçîâ èç
Åâðîïû â Àìåðèêó, à òàêæå íà äàëüíèé Âîñòîê, ñîêðàùàåò ðàññòîÿíèå íà 30-60%, à
âðåìÿ òðàíñïîðòèðîâêè � ïðèáëèçèòåëüíî íà 10 äíåé, åñëè ñðàâíèâàòü ñ òðàäèöèîí-
íûìè ìîðñêèìè ïóòÿìè (÷åðåç Ïàíàìñêèé è Ñóýöêèé êàíàëû). Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü
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îñíîâíîé ãðóçîâîé ïîòîê íà ýòîé òðàññå ñâÿçàí ñ äîñòàâêîé íèêåëÿ èç ïîðòà Äóäèíêà
è ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî 1,2 ìëí. òîíí â ãîä.

Îñíîâíûå ïðîáëåìû îñâîåíèÿ Ñåâåðíîãî ìîðñêîãî ïóòè ñ ïðîòÿæåííîñòüþ
(2200-2900) ìîðñêèõ ìèëü) îò Íîâîé Çåìëè äî Áåðèíãîâà ïðîëèâà) ñâÿçàíû ñî ñëîæ-
íûìè ëåäîâûìè óñëîâèÿìè è èñïîëüçîâàíèåì ìîùíûõ ëåäîêîëîâ, êîòîðûå ìîãóò äâè-
ãàòüñÿ â óñëîâèÿõ ëåäîâîãî ïîêðîâà òîëùèíîé äî 2 ì (ñåé÷àñ íà òðàññå ðàáîòàþò 7
ëåäîêîëîâ è äèçåëü-ýëåêòðè÷åñêèå ëåäîêîëû) è ñóäîâ ëåäîâîãî êëàññà.

Òîðîñû, àéñáåðãè, ëåäÿíîé ïîêðîâ çà÷àñòóþ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñåðüåçíûå
ïðåïÿòñòâèÿ äëÿ ýòèõ êîðàáëåé. Êðóïíûå ëåäîâûå îáðàçîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿþò òàê-
æå îïàñíîñòü äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ëåäîñòîéêèõ ïëàòôîðì è ïîääîííûõ òðóáîïðîâîäîâ
[2,3].

Äâèæåíèå ëåäîâûõ ìàññ ïðîèñõîäèò ïîä äåéñòâèåì ñèë âåòðà è òå÷åíèé, ëåäÿ-
íîé ïîêðîâ õàðàêòåðèçóåòñÿ íàëè÷èåì àéñáåðãîâ, òîðîñîâ, äðåéôóþùèõ ëüäîâ, òðå-
ùèí âî ëüäàõ, ðàçâîäüÿõ [4-6]. Ïðèñóòñòâèå òîðîñîâ ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà øåðî-
õîâàòîñòü ïîâåðõíîñòè ëüäà è ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ñèë òðåíèÿ âåòðà è òå÷åíèé.
Ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó ïàðóñàìè òîðîñîâ â ðàçëè÷íûõ ðàéîíàõ Àðêòèêè ñîñòàâ-
ëÿåò ïðèìåðíî 200-300 ì, âûñîòà ïàðóñà òîðîñà ìîæåò äîñòèãàòü íåñêîëüêèõ ìåòðîâ
ãëóáèíà � íåñêîëüêî äåñÿòêîâ ìåòðîâ [7]. Çàäà÷àì òîðîøåíèÿ ëüäîâ ïîñâÿùåíû ðàáî-
òû [8-11]. Õàðàêòåðíûå ðàçìåðû àéñáåðãîâ â íåñêîëüêî ðàç ìîãóò ïðåâûøàòü õàðàê-
òåðíûå ðàçìåðû òîðîñîâ. Áîëüøóþ ÷àñòü ãîäà, íàïðèìåð, Ïå÷åðñêîå è Êàðñêîå ìîðå
ïîêðûòû äðåéôóþùèìè ëüäàìè, ñêîðîñòü äâèæåíèÿ êîòîðûõ ìîæåò ïðåâûøàòü - 5
ì/ñ, òîëùèíà ðîâíîãî ëüäà äîñòèãàåò 2 ì, îñàäêà òîðîñîâ � 20 ì. Òàêèì îáðàçîì,
ñòðóêòóðà è ïàðàìåòðû ëåäÿíîãî ïîêðîâà Ñåâåðíûõ ìîðåé ÿâëÿþòñÿ çíà÷èìûìè ïà-
ðàìåòðàìè, îïðåäåëÿþùèìè ýêñòðåìàëüíûå íàãðóçêè íà øåëüôîâûå ñòàöèîíàðíûå
è ïëàâàþùèå îáúåêòû íåôòåãàçîâîé ïðîìûøëåííîñòè [12,13].

Â ñâÿçè ñ ýòèì ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíûì âàæíîñòü ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ìîäåëè-
ðîâàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ â âîäíûõ è âîçäóøíûõ áàññåéíàõ
Àðêòèêè ñ îáðàáîòêîé äàííûõ íàáëþäåíèé è ïðîãíîçèðîâàíèå íà ýòîé îñíîâå äèíàìè-
êè ëåäîâîé îáñòàíîâêè è äàëüíåéøåé îöåíêè óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ ïëàòôîðì,
ïîääîííûõ òðóáîïðîâîäîâ, ñòåïåíè áåçîïàñíîñòè ëåäîêîëîâ è ñóäîâ ëåäîâîãî êëàññà
[14-16].

Ñâîþ ñïåöèôèêó â óñëîâèÿõ Àðêòèêè èìååò ðàçâåäêà óãëåâîäîðîäîâ. Â ÷àñò-
íîñòè, îäíèì èç àêóñòè÷åñêèõ ñëîåâ, ÷åðåç êîòîðûå ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ñåéñìè÷åñêèå
ñèãíàëû, ÿâëÿåòñÿ ìîðå [17,18], äðóãèì � ëåäÿíîé ïîêðîâ. Àéñáåðãè, òîðîñû, äðåé-
ôóþùèå ëüäû, ëåäÿíîé ïîêðîâ òàêæå âíîñÿò âêëàä â èçìåðÿåìûå èëè âû÷èñëÿåìûå
àêóñòè÷åñêèå îòêëèêè ïðè ñåéñìîðàçâåäêå. Ïðè ïðîâåäåíèè ãåîëîãîðàçâåäî÷íûõ ðà-
áîò íà ñóøå íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü âëèÿíèå âå÷íî ìåðçëîòû. Êðîìå ñåéñìîðàçâåäêè,
ýôôåêòèâíûé òåõíîëîãèåé ïðåäñòàâëÿåòñÿ ýëåêòðîðàçâåäêà óãëåâîäîðîäîâ; îáçîð ðà-
áîò ïî ýòîé òåìàòèêå ïðèâåäåí â [19,20].

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî âûäåëèòü íåêîòîðûå âàæíåéøèå êëàññû çàäà÷ Àðêòè-
÷åñêîé òåìàòèêè, êîòîðûå ìîãóò áûòü ðåøåíû ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
íà âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ:

- ìîäåëèðîâàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ðàçëè÷íûõ ëåäÿíûõ îáðàçîâàíèé (àéñáåðãè,
òîðîñû, äðåéôóþùèå ëüäèíû) ñî ñòàöèîíàðíûìè ëåäîñòîéêèìè ïëàòôîðìàìè;

- ìîäåëèðîâàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ëåäîêîëîâ è ñóäîâ ëåäîâîãî êëàññà ñ ëåäîâû-
ìè îáðàçîâàíèÿìè;

- ìîäåëèðîâàíèå âîçäåéñòâèÿ ëåäîâûõ îáðàçîâàíèé íà ïîääîííûå òðóáîïðîâî-
äû;
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- íåéòðàëèçàöèÿ îïàñíûõ, äëÿ ñòàöèîíàðíûõ è ïîäâèæíûõ øåëüôîâûõ èíäó-
ñòðèàëüíûõ îáúåêòîâ, ëåäîâûõ îáðàçîâàíèé;

- ðàñ÷åò íà ïðî÷íîñòü íàçåìíûõ òðóáîïðîâîäîâ;
- òðàíñïîðòèðîâêà óãëåâîäîðîäîâ ïî òðóáîïðîâîäàì;
- çàäà÷è ìèãðàöèè êðóïíûõ ëåäîâûõ îáðàçîâàíèé;
- ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ çàòîðàøèâàíèÿ ñòàöèîíàðíûõ ëåäîñòîéêèõ ïëàò-

ôîðì;
- ðàñ÷åò ñòàöèîíàðíûõ ïëàòôîðì íà óñòîé÷èâîñòü;
- ðàñ÷åò äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â âîäíûõ è âîçäóøíûõ áàññåéíàõ Àðêòèêè

ñ îáðàáîòêîé äàííûõ è èõ èñïîëüçîâàíèÿ äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ äèíàìèêè ëåäîâîé
îáñòàíîâêè;

- ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ îáðàçîâàíèÿ êðóïíûõ àéñáåðãîâ, òîðîñîâ, áîëüøèõ
ëåäÿíûõ ïëàòôîðì;

- ðàñ÷åò òîðîøåíèÿ â çàäà÷àõ äèíàìèêè ìîðñêîãî ëåäÿíîãî ïîêðîâà;
- ïðÿìûå è îáðàòíûå çàäà÷è ñåéñìîðàçâåäêè â óñëîâèÿõ Àðêòèêè;
- ïðÿìûå è îáðàòíûå çàäà÷è ýëåêòðîðàçâåäêè â óñëîâèÿõ Àðêòèêè.
Îïðåäåëÿþùåé ñèñòåìîé óðàâíåíèé äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ

ïðîöåññîâ ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä, â ÷àñòíîñòè, òâåð-
äîãî òåëà, àêóñòèêè, ãèäðîãàçîäèíàìèêè, ñì. íàïðèìåð [21-27].

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ íåîáõîäèìî ðàçðàáàòûâàòü
èëè ïðèìåíÿòü àäåêâàòíûå ñîâðåìåííûå âû÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû è àëãîðèòìû äëÿ
âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ ÝÂÌ [18,23-31].

Ïðèâåäåì ïðèìåðû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ àêòóàëüíûõ çàäà÷ íåôòå-
ãàçîâîé èíäóñòðèè â Àðêòè÷åñêèõ óñëîâèÿõ.

Íà ðèñ. 1. ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ âîçäåéñòâèÿ
ëüäèí íà íåôòåäîáûâàþùóþ ïëàòôîðìó.

Ðèñ. 1. Âîçäåéñòâèå ëüäèí íà íåôòåäîáûâàþùóþ ïëàòôîðìó.

Íà ðèñ. 2. ïðåäñòàâëåíà âîëíîâàÿ êàðòèíà, âîçíèêàþùàÿ ïðè âîçäåéñòâèè íà
àéñáåðã, áåëûì öâåòîì ïîêàçàíà îáðàçóþùàÿñÿ ñèñòåìà òðåùèí. Öâåòîì ïîêàçàí ìî-
äóëü ñêîðîñòè, êðàñíûé öâåò ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ, à ñèíèé � íóëå-
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âûì. Ðàñ÷åò ïðîâîäèëñÿ ñåòî÷íî-õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìåòîäîì, ðàçðóøåíèÿ ðàññ÷è-
òûâàëèñü íà îñíîâàíèè êðèòåðèÿ Ìèçåñà. Çäåñü è äàëåå ðåøàëàñü ñèñòåìà óðàâíåíèé,
îïèñûâàþùàÿ ñîñòîÿíèå ëèíåéíî-óïðóãîãî òåëà.

Ðèñ. 2. Âîçäåéñòâèå íà àéñáåðã. Âîëíîâàÿ êàðòèíà.

Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû ðàñ÷åòíàÿ ñåòêà è âîëíîâàÿ êàðòèíà, âîçíèêàþùàÿ ïðè
ñîóäàðåíèè àéñáåðãà ñî ñòîéêîé íåôòåäîáûâàþùåé ïëàòôîðìû. Ðàñ÷åò ïðîâîäèëñÿ
ñ ïîìîùüþ ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà, öâåòîì ïîêàçàí ìîäóëü ñêîðîñòè, øêàëà
ïðèâåäåíà íà ðèñóíêå.

Ðèñ. 3. Ñòîëêíîâåíèå àéñáåðãà ñî ñòîéêîé íåôòåäîáûâàþùåé ïëàòôîðìû.

Íà ðèñ. 4. ïðåäñòàâëåíû âîëíîâûå êàðòèíû, âîçíèêàþùèå ïðè ÷èñëåííîì ðå-
øåíèè çàäà÷ ñåéñìè÷åñêîé ðàçâåäêè â óñëîâèÿõ Àðêòè÷åñêîãî øåëüôà. Öâåòîì ïîêà-
çàí ìîäóëü ñêîðîñòè. Êðàñíûé öâåò ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ, à ñèíèé
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� íóëåâîìó. Íà ðèñ. 4a ðàññìàòðèâàåòñÿ èñòî÷íèê, ðàñïîëîæåííûé âî ëüäó, íà ðèñ.
4c � ðàñïîëîæåííûé íà äíå, à íà ðèñ. 4b è 4d ñîîòâåòñòâåííî òå æå ñëó÷àè áåç íåô-
òåñîäåðæàùåãî ðåçåðâóàðà.

(a) (b)

(c) (d)

Ðèñ. 4. Âîëíîâûå êàðòèíû. Ñðàâíåíèå ðàñïîëîæåíèÿ èñòî÷íèêîâ âî ëüäó è íà äíå.
Ñëó÷àé ñî ëüäîì.

Íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåíû ñåéñìîãðàììû, ñîîòâåòñòâóþùèå âñåì èññëåäóåìûì
ñëó÷àÿì, çàôèêñèðîâàííûå íà ïðèåìíèêàõ, ðàñïîëîæåííûõ íà ëüäó è èçìåðÿþùèì
âåðòèêàëüíóþ êîìïîíåíòó ñêîðîñòè.

Ðèñ. 5. Ñåéñìîãðàììû (âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè). Ñðàâíåíèå
ðàñïîëîæåíèÿ èñòî÷íèêîâ âî ëüäó è íà äíå. Ñëó÷àé ñî ëüäîì.

Íà ðèñ. 6 ïðåäñòàâëåíû ñåéñìè÷åñêèå è àêóñòè÷åñêèå âîëíû îò ñåðèè òî÷å÷íûõ
èñòî÷íèêîâ â ñèñòåìå ¾âîäà-ãðóíò¿, îòðàæàþùèåñÿ îò íåôòåñîäåðæàùåãî ðåçåðâóà-
ðà. Ãðàäàöèåé ñåðîãî ïîêàçàí ìîäóëü ñêîðîñòè.
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Ðèñ. 6. Âîëíîâàÿ êàðòèíà â ñèñòåìå ¾âîäà-ãðóíò¿.

Âûðàæàþ áëàãîäàðíîñòü ìîèì ó÷åíèêàì, ñîâìåñòíî ñ êîòîðûìè ïðîâîäèëîñü
÷èñëåííîå ðåøåíèå óêàçàííûõ çàäà÷: Í.È. Õîõëîâó, À.Â. Ôàâîðñêîé, À.Â. Ñàííèêîâó,
Â.À. Ìèðÿõå è Ä.È. Ïåòðîâó.
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Ðåëàêñàöèîííûé êîëåáàíèåì íåêîòîðîãî îáúåêòà íàçûâàþò ïåðèîäè÷åñêèé ïî
âðåìåíè ïðîöåññ, ïðè êîòîðîì ñìåíÿþò äðóã äðóãà äâà ïðèíöèïèàëüíî ðàçíûõ ïî
ñâîåìó õàðàêòåðó äâèæåíèÿ: ïëàâíîå, ìåäëåííîå, íåïðåðûâíîå èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ
îáúåêòà ÷åðåäóåòñÿ ñî ñêà÷êîîáðàçíûì, áûñòðûì, ïðàêòè÷åñêè ðàçðûâíûì èçìåíå-
íèåì åãî ñîñòîÿíèÿ. Òàêèå ïðîöåññû äîñòàòî÷íî ÷àñòî íàáëþäàþòñÿ â ðåàëüíûõ ñèòó-
àöèÿõ: â ìåõàíèêå, òåõíèêå, ðàäèîôèçèêå, õèìèè, áèîëîãèè è äðóãèõ îáëàñòÿõ íàóêè
è òåõíèêè. Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî ôîðìàëüíîå, ñòðîãîå â ìàòåìàòè÷åñêîì ïîíèìàíèè
îïðåäåëåíèå ðåëàêñàöèîííîãî êîëåáàíèÿ îòñóòñòâóåò.

Ýòîò ôåíîìåí âïåðâûå îïèñàë èçâåñòíûé ãîëëàíäñêèé èíæåíåð è ìàòåìàòèê
Á. âàí äåð Ïîëü [1], èçó÷àâøèé äîñòàòî÷íî ïðîñòîé ðàäèîòåõíè÷åñêèé îáúåêò ñ îäíîé
ñòåïåíüþ ñâîáîäû. Åãî äèíàìèêà ìîäåëèðîâàëàñü äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ñ
ïàðàìåòðîì λ > 0:

z̈ − λ(1− z2)ż + z = 0, . = d/dt.

Ïðèâåäåííîìó óðàâíåíèþ, êîòîðîå ñåé÷àñ íàçûâàþò óðàâíåíèåì âàí äåð Ïîëÿ, ïî-
ñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà è îíî ñ÷èòàåòñÿ îäíîé èç êëàññè÷åñêèõ ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ ìîäåëåé. Ïðè λ = 0 îíî îïèñûâàåò ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ; ïî ìåðå ðîñòà
ïàðàìåòðà λ åäèíñòâåííîå óñòîé÷èâîå ïåðèîäè÷åñêîå êîëåáàíèå, îïèñûâàåìîå ýòèì
óðàâíåíèåì, âñå áîëåå è áîëåå ¾îòäàëÿåòñÿ¿ ïî ñâîåìó õàðàêòåðó îò ãàðìîíè÷åñêîãî,
à ïðè ¾î÷åíü áîëüøèõ¿ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ïåðèîäè÷åñêîå êîëåáàíèå ïðèîáðåòàåò
ÿâíî âûðàæåííûé ¾ðåëàêñàöèîííûé òèï¿: ñîñòîèò èç ó÷àñòêîâ ¾ìåäëåííîãî¿ äâè-
æåíèÿ èçîáðàæàþùåé òî÷êè è ó÷àñòêîâ, êîòîðûå èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà ïðîõîäèò
¾ïî÷òè ìãíîâåííî¿.

Ïîçæå îêàçàëîñü, ÷òî áîëåå óäîáíîé è åñòåñòâåííîé ýêâèâàëåíòíîé ìîäåëüþ
ðåëàêñàöèîííûõ êîëåáàíèé ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóù¼ííàÿ ñèñòåìà 2-ãî ïîðÿäêà
ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ε > 0 ïðè îäíîé ïðîèçâîäíîé:

εẋ = f(x, y), ẏ = g(x, y). (1)

Ïðè îïðåäåë¼ííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ïðàâûõ ÷àñòåé ýòîé ñèñòåìû
¾áûñòðàÿ¿ êîìïîíåíòà x = x(t, ε) å¼ ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ¾ïî÷òè ðàçðûâ-
íóþ¿ îãðàíè÷åííóþ ôóíêöèþ âðåìåíè, ïðè÷åì ¾âðåìÿ ïåðåõîäà¿ ñ îäíîãî ¾ïëàâíî-
ãî¿ ó÷àñòêà ýòîé ôóíêöèè íà äðóãîé íåîãðàíè÷åííî óáûâàåò ïðè ε→ 0, à äâèæåíèå
ïî ýòèì ¾ïëàâíûì¿ ó÷àñòêàì çàíèìàåò êîíå÷íîå âðåìÿ (ðèñ. 1). ×òî æå êàñàåòñÿ
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¾ìåäëåííîé¿ êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ y = y(t, ε), òî îíà èçìåíÿåòñÿ ¾ïëàâíî¿ è èçîá-
ðàæàåòñÿ íåïðåðûâíîé îãðàíè÷åííîé ôóíêöèåé âðåìåíè (ðèñ. 2). Òàêîìó ðåëàêñà-
öèîííîìó êîëåáàíèþ â ñèñòåìå (1), êîòîðîå åñòåñòâåííî íàçâàòü ¾êëàññè÷åñêèì¿,
îòâå÷àåò ïðåäåëüíûé öèêë Zε íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè (x, y), ïðè ε→ 0 íåîãðàíè÷åííî
ïðèáëèæàþùèéñÿ ê çàìêíóòîé êðèâîé Z0 ñïåöèàëüíîãî âèäà (ðèñ. 3) [2].

Ðèñ. 1 Ðèñ. 2 Ðèñ. 3

Îêàçûâàåòñÿ, îäíàêî, ÷òî â ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ñèñòåìàõ âèäà (1) âîç-
ìîæíî è êà÷åñòâåííî èíîå, ¾íåêëàññè÷åñêîå¿ ðåëàêñàöèîííîå êîëåáàíèå, òàêæå ìî-
äåëèðóþùåå ðåàëüíûå ïðîöåññû. Äëÿ òàêîãî êîëåáàíèÿ õàðàêòåðíî ñëåäóþùåå: åãî
¾ìåäëåííàÿ¿ êîìïîíåíòà y = y(t, ε) ïðè ε→ 0 ïðèáëèæàåòñÿ ê ðàçðûâíîé îãðàíè÷åí-
íîé ôóíêöèè âðåìåíè, à åãî ¾áûñòðàÿ¿ êîìïîíåíòà x = x(t, ε) ÿâëÿåòñÿ δ-îáðàçíîé
[3]. Èìåííî íàëè÷èå êîëåáàíèÿ ýòîãî òèïà îêàçàëîñü ñóùåñòâåííûì â ïðåäëàãàåìîé
ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ îòäåëüíîãî íåéðîíà.

Äàâíî èçâåñòíà ïðîñòåéøàÿ ìîäåëü ôóíêöèîíèðîâàíèÿ îòäåëüíîãî íåéðîíà
ÔèòöÕüþ � Íàãóìî [4]:

εẋ = y + x− x3/3 + c, ẏ = a− x− by, (2)

ãäå 0 < ε� 1, a, b = const > 0, c = const. Â ýòîé ñèñòåìå, ÿâëÿþùåéñÿ ÷àñòíûì ñëó-
÷àåì ñèñòåìû (1), ðåàëèçóåòñÿ (ïðè ïîäõîäÿùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a, b, c) êëàñ-
ñè÷åñêîå ðåëàêñàöèîííîå êîëåáàíèå, ïðè÷¼ì áûñòðàÿ êîìïîíåíòà ðåøåíèÿ x = x(t, ε)
äîëæíà áûëà áû îòðàæàòü ïîâåäåíèå âî âðåìåíè ìåìáðàííîãî ïîòåíöèàëà íåéðî-
íà. Íî îïèñàííîå âûøå èçìåíåíèå áûñòðîé êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2) (ñì.
ðèñ. 1) íå ñîîòâåòñòâóåò íàáëþäàåìîìó â äåéñòâèòåëüíîñòè ïîâåäåíèþ ìåìáðàííîãî
ïîòåíöèàëà ðåàëüíîãî íåéðîíà, äëÿ êîòîðîãî õàðàêòåðíî ïåðèîäè÷åñêîå ÷åðåäîâà-
íèå êðàòêîâðåìåííûõ, ¾ïî÷òè ìãíîâåííûõ¿, çíà÷èòåëüíûõ ïî âûñîòå ¾âñïëåñêîâ¿
è ó÷àñòêîâ ¾ïëàâíîãî¿ èçìåíåíèÿ. Ïîýòîìó âîçíèêàåò çàäà÷à ìîäèôèêàöèè ìîäåëè
(2), ÷òîáû äîáèòüñÿ íóæíîãî ïîâåäåíèÿ êîìïîíåíòû x = x(t, ε).

Íå áóäåì çäåñü îïèñûâàòü ñîîáðàæåíèÿ, ðóêîâîäñòâóÿñü êîòîðûìè ñòðîèòñÿ
íîâàÿ ìîäåëü ôóíêöèîíèðîâàíèÿ îòäåëüíîãî íåéðîíà; ýòè ñîîáðàæåíèÿ íîñÿò, êàê
÷àñòî áûâàåò, ôåíîìåíîëîãè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðàññìîòðèì ñàìó ýòó ìîäåëü (êîòîðàÿ
îñòà¼òñÿ â êëàññå ñèíãóëÿðíî âîçìóù¼ííûõ ñèñòåì âèäà (1)):

εẋ = y − F (x), ẏ = a− x− y, (3)

ãäå 0 < ε� 1, a = const > 0, à ýñêèç ãðàôèêà ôóíêöèè F (x) ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 4.
Ïðèíöèïèàëüíûå äëÿ äàëüíåéøåãî ñâîéñòâà ôóíêöèè F (x) ∈ C∞(R) òàêîâû:
1. Ñóùåñòâóåò òàêîå çíà÷åíèå x = x∗ > 0, ÷òî

F (0) = 0, F ′(x) > 0 ïðè x ∈ (−∞, x∗), F ′(x) < 0 ïðè x ∈ (x∗,+∞),

F ′(x∗) = 0, F ′′(x∗) < 0, a− x∗ − F (x∗) > 0.
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Ðèñ. 4

2. Ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïðè x→ +∞ :

F (x) = α0 +
∞∑
k=1

αk
xk
, α0 > 0,

ñîõðàíÿþùåå ñèëó ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ïî x ëþáîå ÷èñëî ðàç.
Óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò, íàïðèìåð, ôóíêöèÿ

F (x) = c1x exp(−x) + c2(1− exp(−x)), c1, c2 = const > 0.

Íåêëàññè÷åñêèì ðåëàêñàöèîííûì öèêëîì íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè (x, y) ñèíãó-
ëÿðíî âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû (3) íàçîâ¼ì çàìêíóòóþ êðèâóþ Wε =
= (x = x∗(t, ε), y = y∗(t, ε)), ãäå x∗ è y∗ � T ∗(ε)-ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè âðåìåíè t,
òàêóþ, ÷òî ïðè ε→ 0 :

• âåëè÷èíà T ∗(ε) ñòðåìèòñÿ ê êîíå÷íîìó ïðåäåëó T ∗ > 0;
• ìåäëåííàÿ êîìïîíåíòà y∗(t, ε) ñõîäèòñÿ ïîòî÷å÷íî ê íåêîòîðîé ðàçðûâíîé

îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè âðåìåíè;
• áûñòðàÿ êîìïîíåíòà x∗(t, ε) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé δ-îáðàçíóþ ôóíêöèþ âðå-

ìåíè, ïðè÷¼ì å¼ ¾âñïëåñêè¿ íåîãðàíè÷åííî ðàñòóò.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç x = ϕ(y), y ∈ (−∞, F (x∗), (åäèíñòâåííóþ) ôóíêöèþ, îáðàò-

íóþ ôóíêöèè y = F (x), x ∈ (−∞, x∗), è ââåä¼ì (ïîëîæèòåëüíóþ) êîíñòàíòó

T ∗ =

x∗∫
ϕ(2α0−F (x∗))

F ′(x)dx

a− x− F (x)
.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ y∗(t) êàê ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

ẏ = a− ϕ(y)− y, y|t=0 = 2α0 − F (x∗),

è ïóñòü x∗(t) = ϕ(F (y∗(t)). Äâå ïîñëåäíèå ôóíêöèè ïðîäîëæèì ñ îòðåçêà 0 ≤ t ≤ T ∗

íà âñþ îñü t ïî çàêîíó T ∗-ïåðèîäè÷íîñòè; ýòè ïðîäîëæåíèÿ îêàçûâàþòñÿ ðàçðûâíûìè
â êàæäîé òî÷êå t = kT ∗, k ∈ Z.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1, 2. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå äîñòàòî÷-
íî ìàëîå ε0 > 0, ÷òî ïðè ëþáîì ε ∈ (0, ε0] ó ñèñòåìû (3) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé
ýêñïîíåíöèàëüíî îðáèòàëüíî óñòîé÷èâûé íåêëàññè÷åñêèé ðåëàêñàöèîííûé öèêë

Wε = {(x, y) : x = x∗(t, ε), y = y∗(t, ε), 0 ≤ t ≤ T ∗(ε)}
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ïåðèîäà T ∗(ε), ïðè÷åì:
x∗(0, ε) ≡ x∗ + 1;

lim
ε→0

T ∗(ε) = T ∗;

lim
ε→0

t∗(ε)∫
0

x∗(t, ε)dt = 2F (x∗)− 2α0, lim
ε→0

max
t

(
√
ε x∗(t, ε)) = F (x∗)− α0;

lim
ε→0

max
δ1≤t≤T ∗(ε)−δ2

(
|x∗(t, ε)− x∗(t)|+ |y∗(t, ε)− y∗(t)|

)
= 0.

Çäåñü t∗(ε) = O(
√
ε) � ïåðâûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ x∗(t, ε) =

= x∗ + 1, à êîíñòàíòû δ1, δ2 ∈ (0, T ∗/2) ôèêñèðîâàíû ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì [5].
Íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå î ñâîéñòâàõ íåêëàññè÷åñêîãî ðåëàêñàöèîííîãî êî-

ëåáàíèÿ äàþò ðèñ. 5 è 6, ãäå ïðèâåäåíû ýñêèçû ãðàôèêîâ çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè
åãî êîìïîíåíò, à ñàì íåêëàññè÷åñêèé ðåëàêñàöèîííûé öèêë íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè
èçîáðàæ¼í íà ðèñ. 7.

Ðèñ. 5 Ðèñ. 6 Ðèñ. 7
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Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Â.À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ, Ìîñêâà, Ðîññèÿ
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Àííîòàöèÿ: Àíàëèçèðóþòñÿ ñâÿçè ìåæäó ìàòåìàòèêîé è ôèçèêîé íà ïðîòÿ-
æåíèè ïîñëåäíåãî ñòîëåòèÿ. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî êâàíòîâîé ìåõàíèêå è òåîðèè
ñòðóí. Ñðåäè óïîìÿíóòûõ èìåí: Ïîëü Äèðàê è Íèêîëàé Íèêîëàåâè÷ Áîãîëþáîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà, òåîðèÿ ñòðóí.

MATHEMATICS AND PHYSICS: FORGED TOGETHER WITH ONE
CHAIN

Abstract: We analyze interrelations between physics and mathematics during the
last century. The main attention is payed to quantum mechanics and string theory. Among
the mentioned names are Paul Dirac and Nikolai Nikolaevich Bogolubov.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Quantum mechanics, string theory

1. Ââåäåíèå

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ìàòåìàòèêà è ôèçèêà ñóùåñòâóþò ñ íåçàïàìÿòíûõ âðåìåí,
âîïðîñ îá èññëåäîâàíèè èõ âçàèìîñâÿçåé âîçíèê îòíîñèòåëüíî íåäàâíî.

Äåéñòâèòåëüíî, â ïåðèîä ñîçäàíèÿ ñîâðåìåííîé íàóêè, îòíîñÿùèéñÿ ê XVII-
XVIII âåêàì, îáå ýòè äèñöèïëèíû âõîäèëè â åäèíóþ íàóêó íàòóðôèëîñîôèþ è ïðî
âèäíåéøèõ åå ïðåäñòàâèòåëåé, òàêèõ êàê Íüþòîí, Ãþéãåíñ, Ïàñêàëü, Ãàëèëåé, âîîá-
ùå òðóäíî ñêàçàòü, êåì îíè áûëè â áîëüøåé ñòåïåíè � ìàòåìàòèêàìè, ôèçèêàìè èëè
ôèëîñîôàìè. Òîëüêî â XIX-XX âåêàõ îáå íàóêè íàñòîëüêî ðàçìåæåâàëèñü, ÷òî ñòàëà
àêòóàëüíîé ïîñòàíîâêà âîïðîñà îá èõ âçàèìîñâÿçÿõ. Íà÷íåì ñ î÷åâèäíûõ ôàêòîâ.
Ìàòåìàòèêà è ôèçèêà ïðîèñõîäÿò èç îäíîãî êîðíÿ è óæå ïî ñàìîìó ñâîåìó ïðîèñ-
õîæäåíèþ òåñíî ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì. Ôèçèêà, êàê èçâåñòíî, íàïèñàíà íà ÿçûêå
ìàòåìàòèêè. (Çäåñü óìåñòíî âñïîìíèòü âûñêàçûâàíèå Êàíòà î òîì, ÷òî ¾â êàæäîé
íàóêå ðîâíî ñòîëüêî íàóêè, ñêîëüêî â íåé ìàòåìàòèêè¿.) Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïåðåäî-
âûå ôèçèêè âñåãäà ïðåêðàñíî ðàçáèðàëèñü â ìàòåìàòèêå è âíèìàòåëüíî ñëåäèëè çà
ïîÿâëåíèåì íîâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ èäåé è íàïðàâëåíèé. Èçâåñòíûé òåîðìèíèìóì
Ëàíäàó, âêëþ÷àâøèé â ñåáÿ ýêçàìåíû ïî âñåìó êóðñó òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè, íà÷è-
íàëñÿ ñ äâóõ ýêçàìåíîâ ïî ìàòåìàòèêå, êîòîðûå Ëàíäàó ïðèíèìàë ñàì, çà÷àñòóþ
ïîðó÷àÿ îñòàëüíûå ýêçàìåíû ñâîèì ó÷åíèêàì.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìàòåìàòèêà íå ìîæåò ðàçâèâàòüñÿ áåç ïîñòîÿííîãî ïðè-
òîêà çàäà÷, ïðèõîäÿùèõ èç ôèçèêè. Â.È.Àðíîëüä äàæå çàÿâëÿë â îäíîé èç ñâîèõ
ñòàòåé, ÷òî ¾ìàòåìàòèêà � ÷àñòü ôèçèêè¿. Õîòÿ ìû è íå ðàçäåëÿåì ñòîëü ðàäè-
êàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, òåì íå ìåíåå, î÷åâèäíî, ÷òî ìàòåìàòèêà áåç ôèçèêè æèòü
íå ìîæåò. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ìíîãèå ðàçäåëû ìàòåìàòèêè âîçíèêëè è ðàçâèâà-
ëèñü ïîä ïðÿìûì âîçäåéñòâèåì ôèçèêè. Äîñòàòî÷íî âñïîìíèòü äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, êîòîðûå âïëîòü äî ïîñëåäíåãî âðåìåíè èìåíîâà-
ëèñü ¾óðàâíåíèÿìè ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè¿. Ïîìèìî íèõ ìîæíî âñïîìíèòü òàêæå
ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç, äèôôåðåíöèàëüíóþ ãåîìåòðèþ, òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé. Íû-
íåøíÿÿ òåîðåòè÷åñêàÿ ôèçèêà óæå èñïîëüçóåò âåñü àðñåíàë ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè
� îò òåîðèè ÷èñåë è àëãåáðû äî òîïîëîãèè è ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè.
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2. Ðåâîëþöèÿ íà ðóáåæå ýïîõ

×åì æå îáúÿñíèòü òîò ôàêò, ÷òî íà ðóáåæå XIX-XX âåêîâ âîïðîñ î âçàèìîñâÿ-
çè ôèçèêè è ìàòåìàòèêè âäðóã ïðèîáðåë ñòîëü âàæíîå çíà÷åíèå. Êîíå÷íî, ýòî áûëî
îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî èìåííî â ýòî âðåìÿ â ôèçèêå ïðîèçîøëè âûäàþùèåñÿ ñîáûòèÿ,
ñâÿçàííûå, ñ îäíîé ñòîðîíû, ñ ïðîíèêíîâåíèåì â ìèêðîìèð, ïðèâåäøèå ê ñîçäàíèþ
êâàíòîâîé ìåõàíèêè è, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñ ïîïûòêàìè îñîçíàòü ìàêðîñòðóêòóðó
Âñåëåííîé, êîòîðûå çàâåðøèëèñü ñîçäàíèåì îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè. Ïîëü
Äèðàê íàçâàë â ñâîèõ âîñïîìèíàíèÿõ ýòî âðåìÿ ¾íåîáû÷àéíîé ýïîõîé¿.

Ãîâîðÿ î êâàíòîâîé ìåõàíèêå, ñëåäóåò ïðèçíàòü, ÷òî ýòà íàóêà âûãëÿäåëà ñòîëü
íåïðèâû÷íî, ÷òî ïîíà÷àëó äàæå òàêèå âåëèêèå ó÷åíûå, êàê Àëüáåðò Ýéíøòåéí, îò-
êàçûâàëèñü ïðèçíàâàòü åå ñïðàâåäëèâîñòü, à ñïîðû âîêðóã îñíîâàíèé êâàíòîâîé ìå-
õàíèêè ïðîäîëæàþòñÿ ïî ñåé äåíü.

Áûâøèé â òî âðåìÿ ìîëîäûì ó÷åíûì, Äèðàê òàê îïèñûâàåò ñâîå âïå÷àòëåíèå
î âûñòóïëåíèè Ãåéçåíáåðãà íà ñåìèíàðå â Ãåòòèíãåíå. Âåðíåð Ãåéçåíáåðã � îäèí èç
îñíîâàòåëåé êâàíòîâîé ìåõàíèêè � ðàññêàçûâàë î ñâîåì, íûíå çíàìåíèòîì óðàâíåíèè

[x̂, p̂] = x̂p̂− p̂x̂ = i~.

Çäåñü, ~ � ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà, ê êîòîðîé ìû åùå âåðíåìñÿ íèæå, à x̂ è p̂ � îïåðà-
òîðû, ÿâëÿþùèåñÿ êâàíòîâûìè àíàëîãàìè îáû÷íûõ êîîðäèíàòû è èìïóëüñà. Ñàìî
æå óðàâíåíèå Ãåéçåíáåðãà âûðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî êâàíòîâûå êîîðäèíàòû è èìïóëüñ
íå êîììóòèðóþò äðóã ñ äðóãîì. Äèðàê âñïîìèíàåò, ÷òî Ãåéçåíáåðã áûë íàñòîëüêî
ïîòðÿñåí ýòèì ôàêòîì, ÷òî ïîíà÷àëó áûë äàæå ãîòîâ îòêàçàòüñÿ îò ïîñòðîåííîé èì
òåîðèè íà òîì îñíîâàíèè, ÷òî îíà íå ¾ôèçè÷íà¿.

Îäíàêî ó Äèðàêà íèêàêèõ ñîìíåíèé â ïðàâèëüíîñòè âûâîäîâ Ãåéçåíáåðãà íå
áûëî, åìó íóæíî áûëî òîëüêî íàéòè óáåäèòåëüíîå îáîñíîâàíèå ¾ôèçè÷íîñòè¿ íîâîé
òåîðèè. Îí âñïîìèíàåò, ÷òî âåðíóâøèñü â Êåìáðèäæ, íåïðåðûâíî ðàçìûøëÿë îá
ýòîé ïðîáëåìå è âî âðåìÿ îäíîé èç âîñêðåñíûõ ïðîãóëîê âäðóã âñïîìíèë î òîì, ÷òî
íà ëåêöèÿõ ïî ìåõàíèêå ñëûøàë î êàêèõ-òî ñêîáêàõ Ïóàññîíà. Äèðàê ðåøèë, ÷òî ýòè
ñêîáêè äàþò åìó òî, ÷òî åìó íóæíî � à èìåííî, âïîëíå ¾ôèçè÷íûé¿ ïðèìåð íåêîì-
ìóòèðóþùèõ ïåðåìåííûõ. Ê ñîæàëåíèþ, Äèðàê íå ìîã âñïîìíèòü èõ îïðåäåëåíèå
è, ñ òðóäîì äîæäàâøèñü ïîíåäåëüíèêà, ïîáåæàë â áèáëèîòåêó çà êíèæêîé Óèòòåêå-
ðà ïî àíàëèòè÷åñêîé äèíàìèêå. Èç íåå îí óçíàë, ÷òî äåéñòâèòåëüíî ìåõàíè÷åñêèå
âåëè÷èíû ìîãóò íå êîììóòèðîâàòü îòíîñèòåëüíî ñêîáêè Ïóàññîíà.

Âïîñëåäñòâèè èç ýòèõ ðàçìûøëåíèé ðîäèëîñü îáùåïðèíÿòîå äèðàêîâñêîå
îïðåäåëåíèå êâàíòîâàíèÿ. Ýòî îïðåäåëåíèå íå òîëüêî ïîçâîëèëî ¾ïåðåáðîñèòü ìî-
ñòèê¿ îò êâàíòîâîé ê îáû÷íîé êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå, íî è äàëî êîíêðåòíûé ìå-
õàíèçìïåðåõîäà îò êâàíòîâîé ìåõàíèêè ê êëàññè÷åñêîé ñ ïîìîùüþ ïåðåõîäà ê òàê
íàçûâàåìîìó êâàçèêëàññè÷åñêîìó ïðåäåëó.

Íîâàÿ ôèçè÷åñêàÿ òåîðèÿ òðåáîâàëà è íîâîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ÿçûêà, êîòî-
ðûé áûë óæå íåçàâèñèìî ðàçðàáîòàí â íà÷àëå XX-ãî âåêà. Äëÿ ìàòåìàòèêîâ ñóùå-
ñòâîâàíèå íåêîììóòèðóþùèõ ïåðåìåííûõ íå áûëî íè â êîåì ñëó÷àå óäèâèòåëüíûì.
Íåêîììóòèðóþùèå âåëè÷èíû áûëè èì õîðîøî èì èçâåñòíû åùå ñ XIX-ãî âåêà, êîãäà
ñôîðìèðîâàëàñü òåîðèÿ ìàòðèö. Áîëåå òîãî, â íà÷àëå XX-ãî âåêà â òðóäàõ Ãåòòèí-
ãåíñêîé øêîëû, ïðåäñòàâëåííîé Äàâèäîì Ãèëüáåðòîì è åãî ó÷åíèêàìè, òàêèìè êàê
Ýðõàðä Øìèäò, áûëî ïîñòðîåíî îáîáùåíèå ýòîé òåîðèè íà ñëó÷àé áåñêîíå÷íîìåð-
íûõ ïðîñòðàíñòâ. Óêàçàííûå ïðîñòðàíñòâà ïîëó÷èëè íàçâàíèå ¾ãèëüáåðòîâûõ¿ è èõ
òåîðèÿ ëåãëà â îñíîâó íîâîé êâàíòîâîé ìåõàíèêè.
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Ñîçäàíèå îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè òàêæå áûëî äîñòèãíóòî áëàãîäàðÿ
òåñíîìó âçàèìîäåéñòâèþ ìàòåìàòèêè è ôèçèêè. Âçàèìîäåéñòâèå â ýòîé îáëàñòè íà-
÷àëîñü ñ îñíîâîïîëàãàþùèõ ðàáîò Áåðíõàðäà Ðèìàíà, à ñàìà òåîðèÿ, ñîçäàííàÿ áëà-
ãîäàðÿ óñèëèÿì Àëüáåðòà Ýéíøòåéíà è åãî êîëëåã, ôîðìóëèðîâàëàñü íà ÿçûêå äèô-
ôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè.

3. Ïîëü Äèðàê è Íèêîëàé Íèêîëàåâè÷ Áîãîëþáîâ

Ëåã÷å âñåãî îñîçíàòü âçàèìîñâÿçè ìåæäó ìàòåìàòèêîé è ôèçèêîé íà ïðèìåðå
çàìå÷àòåëüíûõ ó÷åíûõ, ðàáîòàâøèõ â ýòî âðåìÿ è óæå ñàìîé ñâîåé äåÿòåëüíîñòüþ
ïðîäåìîíñòðèðîâàâøèõ åäèíñòâî ìàòåìàòèêè è ôèçèêè.

Îá îäíîì èç íèõ ÿ óæå óïîìèíàë âûøå, ýòî � Ïîëü Äèðàê. Åìó ïðèíàäëåæèò
èçâåñòíîå âûñêàçûâàíèå, çàïèñàííîå ìåëîì íà äîñêå â îäíîé èç àóäèòîðèé ôèçôàêà
ÌÃÓ â 1955 ãîäó. Îíî ãëàñèò: ¾Ôèçè÷åñêèå çàêîíû äîëæíû îáëàäàòü ìàòåìàòè÷åñêîé
êðàñîòîé¿. Ýòî âûñêàçûâàíèå îñòàâàëîñü äåâèçîì Äèðàêà íà ïðîòÿæåíèè âñåé åãî
íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè. Â ñïîðå ìåæäó ìàòåìàòè÷åñêîé êðàñîòîé ôèçè÷åñêîãî çàêîíà
è ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè Äèðàê âñåãäà îñòàâàëñÿ íà ñòîðîíå ïåðâîãî.

Îäíàæäû èçâåñòíûé ôèçèê, ñòàâèâøèé ýêñïåðèìåíò ïî ïðîâåðêå îäíîãî èç
òåîðåòè÷åñêèõ ïðåäñêàçàíèé Äèðàêà, ïðèøåë ê Äèðàêó è çàÿâèë, ÷òî ìíîãî÷èñëåí-
íûå îïûòû óáåæäàþò åãî â òîì, ÷òî ýòî ïðåäñêàçàíèå íåâåðíî. Ýêñïåðèìåíòàòîð
ïðåäëîæèë Äèðàêó ïðîâåðèòü ñâîè ðàñ÷åòû è óáåäèòüñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî â âåðíîñòè
åãî âûâîäà. Äèðàê îòêàçàëñÿ íà òîì îñíîâàíèè, ÷òî îí âåðèò ñâîåé ìàòåìàòèêå ãî-
ðàçäî áîëüøå, ÷åì ðåçóëüòàòàì ÷óæèõ ýêñïåðèìåíòîâ. ×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ âûÿñ-
íèëîñü, ÷òî Äèðàê áûë ïðàâ � â ýêñïåðèìåíòàëüíîé óñòàíîâêå óïîìÿíóòîãî ôèçèêà
îáíàðóæèëàñü ñèñòåìàòè÷åñêàÿ îøèáêà, êîòîðàÿ è ïðèâåëà åãî ê íåâåðíîìó âûâîäó.

Åùå îäèí ïðèìåð, ÿðêî õàðàêòåðèçóþùèé ïðèíöèïèàëüíîñòü Äèðàêà. Êàê-òî
åãî ïðèãëàñèëè ïðèíÿòü ó÷àñòèå â êîíôåðåíöèè, ïîñâÿùåííîé ãîäîâùèíå äèðàêîâ-
ñêîãî ïðåäñêàçàíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ìàãíèòíîãî ìîíîïîëÿ. Ìíå äîâåëîñü âèäåòü ôàê-
ñèìèëå ïèñüìà Äèðàêà, íàïðàâëåííîãî îðãàíèçàòîðàì êîíôåðåíöèè. Â íåì Äèðàê
ãîâîðèë î òîì, ÷òî êîãäà îí ïðåäëîæèë ñâîþ ãèïîòåòè÷åñêóþ ÷àñòèöó, òî áûë ñî-
âåðøåííî óâåðåí â åå ñóùåñòâîâàíèè. Îäíàêî ïî ïðîøåñòâèè ìíîãèõ ëåò ìîíîïîëü
òàê è íå áûë îáíàðóæåí, â ðåçóëüòàòå ó íåãî ïîÿâèëèñü ñîìíåíèÿ â òîì, ÷òî ýòà ÷à-
ñòèöà äåéñòâèòåëüíî ñóùåñòâóåò. Ïî ýòîé ïðè÷èíå îí íå ìîæåò ïðèíÿòü ó÷àñòèå â
ïîñâÿùåííîé åé êîíôåðåíöèè.

Äðóãèì ïðèìåðîì ó÷åíîãî, ñî÷åòàâøåãî â ñåáå òàëàíòû âûäàþùåãîñÿ ìàòå-
ìàòèêà è ôèçèêà, áûë Íèêîëàé Íèêîëàåâè÷ Áîãîëþáîâ. Åãî âêëàä â òåîðåòè÷åñêóþ
ôèçèêó îãðîìåí. Îí îäèí èç ñîçäàòåëåé ñîâðåìåííîé òåîðèè ñâåðõïðîâîäèìîñòè è
ñâåðõòåêó÷åñòè. Åìó ïðèíàäëåæàò îñíîâîïîëàãàþùèå òðóäû ïî êâàíòîâîé òåîðèè
ïîëÿ, ãäå åãî ó÷åáíèê (íàïèñàííûé ñîâìåñòíî ñ Ä.Â.Øèðêîâûì) äàâíî óæå ñ÷èòàåò-
ñÿ êëàññè÷åñêèì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû îí âíåñ áîëüøîé âêëàä â ðàáîòû ïî àòîìíîìó
ïðîåêòó, ñòàë îñíîâàòåëåì è ïåðâûì äèðåêòîðîì Îáúåäèíåííîãî èíñòèòóòà ÿäåðíûõ
èññëåäîâàíèé â Äóáíå.

Êàê ìàòåìàòèê, Áîãîëþáîâ îòêðûë ñîâåðøåííî íîâóþ òåîðåìó ¾îá îñòðèå êëè-
íà¿ â ìíîãîìåðíîì êîìïëåêñíîì àíàëèçå, äîêàçàë îñíîâîïîëàãàþùèå ðåçóëüòàòû â
òåîðèè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé, âìåñòå ñ Í.Ì.Êðûëîâûì ñòàë ñîçäàòåëåì íî-
âîãî íàïðàâëåíèÿ â ìåõàíèêå, èçâåñòíîãî òåïåðü ïîä èìåíåì ¾íåëèíåéíîé ìåõàíèêè¿.
Óæå ïðîñòîå ïåðå÷èñëåíèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ èç ñîâåðøåííî ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé ìà-
òåìàòèêè è ôèçèêè ïîêàçûâàåò øèðîòó Í.Í., åãî íåîáû÷àéíóþ ìíîãîãðàííîñòü è
ýðóäèðîâàííîñòü.
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Îñòàíîâëþñü òîëüêî íà îäíîì ìàòåìàòè÷åñêîì ðåçóëüòàòå Áîãîëþáîâà � òåî-
ðåìå ¾îá îñòðèå êëèíà¿ (ïî-àíãëèéñêè: ¾edge-of-the-wedge¿). Èçâåñòíûé ðåçóëüòàò
èç òåîðèè ôóíêöèé îäíîãî êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè çàäàíà
ôóíêöèÿ â êðóãå, êîòîðàÿ íåïðåðûâíà â åãî çàìûêàíèè è àíàëèòè÷íà îòäåëüíî â
âåðõíåì è íèæíåì ïîëóêðóãå, òî îíà íà ñàìîì äåëå àíàëèòè÷íà âî âñåì êðóãå. Ìîæ-
íî ñêàçàòü è ïî-äðóãîìó: åñëè çàäàíû àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè â âåðõíåì è íèæíåì
ïîëóêðóãàõ, êîòîðûå ïðîäîëæàþòñÿ íåïðåðûâíî íà îáùèé âåùåñòâåííûé äèàìåòð,
ãäå èõ çíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò, òî ýòè ôóíêöèè ìîæíî ïðîäîëæèòü äî åäèíîé ôóíêöèè,
àíàëèòè÷åñêîé âî âñåì êðóãå.

Òåîðåìà Áîãîëþáîâà îáîáùàåò ýòîò ðåçóëüòàò íà ñëó÷àé ìíîãîìåðíîãî êîì-
ïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà. À èìåííî, äîïóñòèì, ÷òî ó íàñ èìåþòñÿ äâå îáëàñòè â òàêîì
ïðîñòðàíñòâå, èìåþùèå â êà÷åñòâå îáùåãî ó÷àñòêà ãðàíèöû øàð â âåùåñòâåííîì ïðî-
ñòðàíñòâå. Íàïðèìåð, â êà÷åñòâå òàêèõ îáëàñòåé ìîæíî âçÿòü ñóììó âåùåñòâåííîãî
øàðà ñ âåðõíèì è íèæíåì êîíóñîì â äîïîëíèòåëüíîì, ¾÷èñòî ìíèìîì¿ ïðîñòðàíñòâå.
Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî ó íàñ åñòü äâå ôóíêöèè, àíàëèòè÷åñêèå â óêàçàííûõ îáëàñòÿõ
è íåïðåðûâíî ïðîäîëæàþùèåñÿ íà îáùèé âåùåñòâåííûé øàð, ãäå èõ çíà÷åíèÿ ñîâïà-
äàþò. Òîãäà óêàçàííûå ôóíêöèè ïðîäîëæàþòñÿ äî åäèíîé ôóíêöèè, àíàëèòè÷åñêîé
â êîìïëåêñíîé îêðåñòíîñòè èñõîäíîãî âåùåñòâåííîãî øàðà.

Îòëè÷èå ýòîé òåîðåìû îò åå îäíîìåðíîãî àíàëîãà â òîì, ÷òî â îäíîìåðíîì
ñëó÷àå ôóíêöèÿ óæå áûëà çàäàíà âî âñåì êðóãå è íóæíî áûëî òîëüêî ïðîâåðèòü åå
àíàëèòè÷íîñòü. Íàïðîòèâ, â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå îíà çàäàíà íà âåùåñòâåííîì øàðå
è ìàëîé ÷àñòè îáúåìëþùåãî êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà, à óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî, òåì
íå ìåíåå, åå ìîæíî ïðîäîëæèòü è â òå òî÷êè êîìïëåêñíîé îêðåñòíîñòè øàðà, ãäå îíà
ïåðâîíà÷àëüíî íå áûëà îïðåäåëåíà.

Òåîðåìà Áîãîëþáîâà áûëà ñòîëü íåîáû÷íà äëÿ ñâîåãî âðåìåíè, ÷òî íåêîòîðûå
ìàòåìàòèêè ïîíà÷àëó äàæå ñîìíåâàëèñü â åå âåðíîñòè, ïîêà â êíèãå Áîãîëþáîâà,
Ìåäâåäåâà, Ïîëèâàíîâà íå ïîÿâèëîñü ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî.

4. Ïîäðîáíåå î êâàíòîâîé ìåõàíèêå

Îñòàíîâèìñÿ áîëåå ïîäðîáíî íà ïðèíöèïàõ, ëåæàùèõ â îñíîâå êâàíòîâîé ìå-
õàíèêè.

Íà÷íåì ñ îáû÷íîé, êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè. Ðàññìîòðèì ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó,
ýâîëþöèÿ êîòîðîé âî âðåìåíè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðàåêòîðèþ γ, íàçûâàåìóþ ìèðî-
âîé ëèíèåé. Êàêèì îáðàçîì ìîæíî âûäåëèòü ñðåäè âñåõ òðàåêòîðèé, ñîåäèíÿþùèõ
íà÷àëüíóþ è êîíå÷íóþ òî÷êó γ, òó, êîòîðàÿ îòâå÷àåò ðåàëüíîé ìèðîâîé ëèíèè? Èí-
òóèöèÿ ïîäñêàçûâàåò íàì, ÷òî òàêàÿ òðàåêòîðèÿ äîëæíà áûòü êðàò÷àéøåé. È ýòî
ïî÷òè âåðíî. Èñõîäÿ èç ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñðåäû, â êîòîðîé äâèæåòñÿ ðàññìàò-
ðèâàåìàÿ ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà, ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå ¾ðàññòîÿíèÿ¿, ïîçâîëÿþùåå
èçìåðÿòü äëèíó òðàåêòîðèè. Òàêóþ ¾äëèíó¿ â ôèçèêå ïðèíÿòî íàçûâàòü äåéñòâè-
åì. Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ óòâåðæäàåò, ÷òî ìèðîâàÿ ëèíèÿ äîëæíà áûòü
ëèíèåé íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ. Åñëè ñðåäà îäíîðîäíà, òî ÷àñòèöà áóäåò äâèãàòüñÿ ïî
ïðÿìîé. Íà ãðàíèöå äâóõ ñðåä ìèðîâàÿ ëèíèÿ ìîæåò èìåòü èçëîì (êàê â çàêîíå î
ïðåëîìëåíèè ñâåòà). Åñëè æå ñâîéñòâà ñðåäû ìåíÿþòñÿ îò òî÷êè ê òî÷êå, òî ìèðî-
âàÿ ëèíèÿ áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ñëîæíóþ êðèâóþ, âû÷èñëåíèå êîòîðîé ìîæåò
îêàçàòüñÿ íåïðîñòîé ìàòåìàòè÷åñêîé çàäà÷åé.

Ïðè ïåðåõîäå ê êâàíòîâîé ìåõàíèêå ñèòóàöèÿ êîðåííûì îáðàçîì ìåíÿåòñÿ,
ïðè ýòîì äåòåðìèíèðîâàííîñòü êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè óñòóïàåò ìåñòî âåðîÿòíîñò-
íîìó ïîäõîäó êâàíòîâîé òåîðèè. À èìåííî, â êâàíòîâîì ñëó÷àå ìû ìîæåì íàéòè
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òîëüêî âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ÷àñòèöû èç íà÷àëüíîãî â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå. Óêàçàí-
íàÿ âåðîÿòíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ñóììîé âêëàäîâ îò ÂÑÅÕ òðàåêòîðèé, ñîåäèíÿþùèõ
íà÷àëüíóþ òî÷êó ñ êîíå÷íîé. Áîëåå ôîðìàëüíî, ýòà âåðîÿòíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ èíòå-
ãðàëîì âèäà ∫

e
i
~S(γ)dγ,

ãäå S(γ) � äåéñòâèå òðàåêòîðèè γ, ò.å. ¾äëèíà¿ â âûáðàííîé ìåòðèêå, à èíòåãðàë
áåðåòñÿ ïî ìíîæåñòâó âñåõ òðàåêòîðèé, ñîåäèíÿþùèõ íà÷àëüíóþ òî÷êó ñ êîíå÷íîé.
Îòäåëüíîé è òðóäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ ïðèäàíèå ñòðîãîãî ñìûñëà
âûïèñàííîìó âûøå èíòåãðàëó. Ýòó çàäà÷ó óäàëîñü ðåøèòü ñîâìåñòíûìè óñèëèÿìè
ôèçèêîâ, òàêèõ êàê Ðè÷àðä Ôåéíìàí, è ìàòåìàòèêîâ, òàêèõ êàê Íîðáåðò Âèíåð.

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ � êàêèì îáðàçîì ðàññìàòðèâàåìûé íàìè èí-
òåãðàë ñâÿçàí ñ ïðèíöèïîì íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ, ñôîðìóëèðîâàííûì âûøå? Èëè,
äðóãèìè ñëîâàìè, êàê êâàíòîâûé ìèêðîìèð ñîîòíîñèòñÿ ñ íàøèì ìåõàíè÷åñêèì ìàê-
ðîìèðîì?

Äëÿ îáúÿñíåíèÿ óêàçàííîé ñâÿçè âîñïîëüçóåìñÿ ïîñòîÿííîé Ïëàíêà ~, âõîäÿ-
ùåé â ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû. Ýòà ïîñòîÿííàÿ, îòâå÷àþùàÿ ýíåðãèè îäíîãî êâàíòà,
ÿâëÿåòñÿ âåñüìà îùóòèìîé âåëè÷èíîé ñ òî÷êè çðåíèÿ êâàíòîâîãî ìèêðîìèðà, íî îíà
æå èñ÷åçàþùå ìàëà, åñëè îöåíèâàòü åå ñ ïîçèöèè íàøåãî ìàêðîìèðà. Ïîýòîìó, ÷òî-
áû âåðíóòüñÿ èç êâàíòîâîé ìåõàíèêè â êëàññè÷åñêóþ, â íàøåì èíòåãðàëå íåîáõîäèìî
ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè ~ → 0, çàáûâàÿ î òîì, ÷òî ~ ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé. Óêàçàí-
íûé ïðåäåë íàçûâàåòñÿ â ôèçèêå êâàçèêëàññè÷åñêèì ïðèáëèæåíèåì. Â ìàòåìàòèêå
èìååòñÿ õîðîøî ðàçðàáîòàííûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëîâ èíòåãðàëîâ ðàññìàòðè-
âàåìîãî òèïà, íàçûâàåìûé ìåòîäîì ïåðåâàëà. Ñîãëàñíî ýòîìó ìåòîäû â ïðåäåëå ïðè
~→ 0 âêëàä â ïðåäåëüíûé èíòåãðàë áóäóò âíîñèòü òîëüêî òðàåêòîðèè ìèíèìàëüíîãî
äåéñòâèÿ.

Ýòî ðàññóæäåíèå íå òîëüêî îáúÿñíÿåò ñâÿçü ìåæäó êëàññè÷åñêîé è êâàíòî-
âîé ìåõàíèêîé, íî è äåìîíñòðèðóåò îäèí èç âàæíåéøèõ ôèçè÷åñêèõ ïðèíöèïîâ, íà-
çûâàåìûé ïðèíöèïîì ñîîòâåòñòâèÿ. Óêàçàííûé ïðèíöèï ãîâîðèò íàì î òîì, ÷òî,
ïðåäëàãàÿ íîâóþ ôèçè÷åñêóþ òåîðèþ, ìû äîëæíû, âî-ïåðâûõ, óêàçàòü ãðàíèöû åå
ïðèìåíèìîñòè è, âî-âòîðûõ, îïèñàòü ìåõàíèçì ïåðåõîäà îò ýòîé íîâîé òåîðèè ê ñòà-
ðîé. Òàêèì îáðàçîì ôèçèêà íå îòðèöàåò ñòàðûå òåîðèè, íî âêëþ÷àåò èõ â íîâûå.

5. Òåîðèÿ ñòðóí

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê îäíîé èç íàèáîëåå îáùèõ êâàíòîâûõ òåîðèé, èçâåñòíûõ ê
íàñòîÿùåìó âðåìåíè, à èìåííî, òåîðèè ñòðóí.

Â ïðîöåññå ðàçâèòèÿ òåîðèè ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö áûëà âûñêàçàíà ãèïîòåçà
î òîì, ÷òî íåêîòîðûå èç ýòèõ ÷àñòèö, íàçûâàåìûå àäðîíàìè (òàêèå êàê ïðîòîíû è
íåéòðîíû) ÿâëÿþòñÿ íà ñàìîì äåëå íå ñòîëü ýëåìåíòàðíûìè, íî, â ñâîþ î÷åðåäü,
ñîñòîÿò èç áîëåå ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö, ïîëó÷èâøèõ íàçâàíèå êâàðêîâ.

Ýòà ãèïîòåçà âûãëÿäåëà âïîëíå óáåäèòåëüíî, îäíàêî ñòîëêíóëàñü ñ ñåðüåçíîé
ïðîáëåìîé � íèêòî íå ìîã îáíàðóæèòü êâàðêè â ðåàëüíîì ýêñïåðèìåíòå. Äàííîå
ÿâëåíèå äàæå ïîëó÷èëî ñïåöèàëüíîå íàçâàíèå ¾êîíôàéíìåíòà¿ èëè ¾çàêëþ÷åíèÿ¿
êâàðêîâ. Äëÿ åãî îáúÿñíåíèÿ áûëà âûäâèíóòà äðóãàÿ ãèïîòåçà, óòâåðæäàâøàÿ, ÷òî
êâàðêè, ñîñòàâëÿþùèå ýëåìåíòàðíóþ ÷àñòèöó, ñâÿçàíû â íåé óïðóãîé ñòðóíîé. Ýòà
ñòðóíà ïîçâîëÿåò èì ñâîáîäíî äâèãàòüñÿ âíóòðè ÷àñòèöû (ýòî òàê íàçûâàåìàÿ àñèìï-
òîòè÷åñêàÿ ñâîáîäà êâàðêîâ), íî íå äàåò ïîêèíóòü åå ïðåäåëû èç-çà âûñîêîé óïðó-
ãîñòè ñâÿçûâàþùåé èõ ñòðóíû.
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Ïîçäíåå äëÿ îáúÿñíåíèþ êîíôàéíìåíòà êâàðêîâ áûë ïðåäëîæåí èíîé ïîäõîä,
íî ñàìà èäåÿ íàëè÷èÿ ëèíåéíîé ñòðóêòóðû â ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèöàõ îêàçàëàñü íà-
ñòîëüêî ïðèâëåêàòåëüíîé, ÷òî áûëà èñïîëüçîâàíà âíîâü â òåîðèè ñòðóí, ê èçëîæåíèþ
êîòîðîé ìû ïåðåõîäèì.

Ñîãëàñíî ýòîé ãèïîòåòè÷åñêîé òåîðèè, ÷àñòèöó íóæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå íå
êàê òî÷å÷íûé, à êàê ëèíåéíî ïðîòÿæåííûé îáúåêò � ñòðóíó, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü
çàìêíóòîé (âðîäå èñêðèâëåííîé îêðóæíîñòè) èëè îòêðûòîé (òèïà îòðåçêà êðèâîé).

Ýâîëþöèÿ ïîäîáíîé ñòðóíû âî âðåìåíè îïèñûâàåòñÿ ìèðîâîé ïîâåðõíîñòüþ,
ñâÿçûâàþùåé åå íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå ïîëîæåíèÿ. Òàêæå êàê â êëàññè÷åñêîé ìåõà-
íèêå, ìèðîâàÿ ïîâåðõíîñòü âûäåëÿåòñÿ ñðåäè âñåõ ïîâåðõíîñòåé, ñâÿçûâàþùèõ íà-
÷àëüíîå è êîíå÷íîå ïîëîæåíèå ñòðóíû, òåì, ÷òî îíà èìååò íàèìåíüøóþ ¾ïëîùàäü¿.
Ïëîùàäü ïîíèìàåòñÿ çäåñü, êàê è ðàíåå, â ¾ôèçè÷åñêîì ñìûñëå¿, ò.å. îòîæäåñòâëÿ-
åòñÿ ñ äåéñòâèåì.

Ïåðåõîäÿ ê êâàíòîâîìó ñëó÷àþ, ìû äîëæíû, êàê è â êâàíòîâîé ìåõàíèêå,
ó÷èòûâàòü âêëàäû íå òîëüêî îò ìèíèìàëüíûõ, íî è âñåõ äðóãèõ ïîâåðõíîñòåé, ñâÿ-
çûâàþùèõ íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå ñòðóíû. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû èìååì äåëî
ñ èíòåãðàëîì ∫

e
i
~S(Σ)dΣ

ïî ìíîæåñòâó âñåõ ïîâåðõíîñòåé Σ óêàçàííîãî âûøå òèïà, ãäå S(Σ) îáîçíà÷àåò äåé-
ñòâèå ïîâåðõíîñòè Σ. Â ïðåäåëå ïðè ~ → 0 åäèíñòâåííûé âêëàä â èíòåãðàë áóäóò
äàâàòü ìèíèìàëüíûå ïîâåðõíîñòè.

Îäíàêî, â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè, ïðèäàòü òî÷íûé ñìûñë ýòî-
ìó èíòåãðàëó ìîæíî òîëüêî â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñòðóíû ¾æèâóò¿ íå â íàøåì 4-
ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè, à â 26-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Äî ñèõ ïîð ìû íå ó÷è-
òûâàëè òîò ôàêò, ôèçè÷åñêèå ÷àñòèöû äåëÿòñÿ íà äâà êëàññà, áîçîíîâ è ôåðìèîíîâ.
Åñëè ðàñïðîñòðàíèòü òåïåðü íàøó òåîðèþ íà ýòîò ñëó÷àé, òî ìû ïðèäåì ê áîëåå îá-
ùåé òåîðèè ñóïåðñòðóí, ñîäåðæàùåé ÷àñòèöû îáîèõ òèïîâ. Òîãäà àíàëîã ðàññìîòðåí-
íîãî âûøå èíòåãðàëà áóäåò èìåòü ñìûñë òîëüêî â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñóïåðñòðóíû
¾æèâóò¿ â 10-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Òåîðèÿ ñóïåðñòðóí ïðåòåíäóåò íà åäèíîå îïèñàíèå âñåõ òèïîâ ôèçè÷åñêèõ âçà-
èìîäåéñòâèé, âñòðå÷àþùèõñÿ â ïðèðîäå, à èìåííî ãðàâèòàöèîííûõ, ýëåêòðè÷åñêèõ,
ñëàáûõ è ñèëüíûõ. Òåì ñàìûì, îíà ïðåòåíäóåò íà ¾çâàíèå¿ åäèíîé òåîðèè ïîëÿ �
ãëàâíîé ìå÷òû ôèçèêîâ XX-ãî âåêà. Îäíàêî íà ïóòè ðåàëèçàöèè ýòîé ìå÷òû âîçíèêà-
åò ñåðüåçíîå ïðåïÿòñòâèå. Èìåííî, îíà äîëæíà îáúÿñíèòü, êàêèì îáðàçîì îïèñàííàÿ
10-ìåðíàÿ òåîðèÿ ñóïåðñòðóí ñâÿçàíà ñ íàøèì ðåàëüíûì 4-ìåðíûì ìèðîì? Òåîðèÿ
ñóïåðñòðóí ïðåäëàãàåò ñëåäóþùèé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ: 10-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ýòîé
òåîðèè äîëæíî èìåòü ñòðóêòóðó ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ

M4 ×K6,

ãäå M4 � íàøå 4-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ, à K6 � ¾î÷åíü ìàëîå¿ 6-ìåðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî. Íàñòîëüêî ìàëîå, ÷òî ìû íå îùóùàåì ïðèñóòñòâèÿ ýòèõ äîïîëíèòåëüíûõ
èçìåðåíèé â íàøåì ìàêðîìèðå. Îíè íà÷èíàþò ïðîÿâëÿòü ñåáÿ òîëüêî ïðè î÷åíü âû-
ñîêèõ ýíåðãèÿõ, äîñòèæèìûõ â ïåðâûå ìîìåíòû æèçíè íàøåé Âñåëåííîé ñðàçó ïîñëå
¾Áîëüøîãî âçðûâà¿.

Ñîãëàñíî òåîðèè ñóïåðñòðóí, ñðàçó ïîñëå ¾Áîëüøîãî âçðûâà¿ íàøå ïðîñòðàí-
ñòâî èìåëî 10 èçìåðåíèé è îäèí åäèíñòâåííûé òèï âçàèìîäåéñòâèé � ñóïåðâçàè-
ìîäåéñòâèå. Ðàçíèöà ìåæäó ÷åòûðüìÿ òèïàìè ôèçè÷åñêèõ âçàèìîäåéñòâèé íà÷èíà-
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åò ïðîÿâëÿòüñÿ ïî ìåðå îñòûâàíèÿ Âñåëåííîé è, îäíîâðåìåííî, äîïîëíèòåëüíîå 6-
ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ¾ðîæäàåò¿ èçâåñòíûå íàì ýëåìåíòàðíûå ÷àñòèöû.

Îïèñàííûé ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ ¾ñïîíòàííîé êîìïàêòèôèêàöèåé¿ (íàìåê íà
êîìïàêòíîñòü äîïîëíèòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà K6). Ãëàâíàÿ ïðîáëåìà, ñâÿçàííàÿ ñ
ýòèì ïðîöåññîì, ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòü âñå èçâåñòíûå íàì ÷à-
ñòèöû è íå ñëèøêîì ìíîãî íîâûõ. Ýòî òðåáîâàíèå íàêëàäûâàåò öåëûé ðÿä ÷èñòî
ìàòåìàòè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé íà ñòðóêòóðó K6 è â íàñòîÿùèé ìîìåíò íåÿñíî, ñóùå-
ñòâóþò ëè âîîáùå ïðîñòðàíñòâà, óäîâëåòâîðÿþùèå âñåì ýòèì îãðàíè÷åíèÿì.

6. Çàêëþ÷åíèå

Ìû îáðèñîâàëè î÷åíü êðàòêî îñíîâíûå èäåè òåîðèè ñòðóí è âîçíèêàþùèå â
â íåé òðóäíîñòè. Îïèñàííàÿ òåîðèÿ âûãëÿäèò âåñüìà ïðèâëåêàòåëüíîé è äîñòàòî÷íî
¾ñóìàñøåäøåé¿, îäíàêî òðóäíî ðàññìàòðèâàòü åå êàê êîððåêòíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ
òåîðèþ, ïîñêîëüêó ìíîãèå åå âûâîäû ïîëó÷åíû íà ¾ôèçè÷åñêîì óðîâíå ñòðîãîñòè¿
ñ èñïîëüçîâàíèåì íåêîððåêòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé.

Òåñ íå ìåíåå, íåñìîòðÿ íà ýòè òðóäíîñòè, òåîðèÿ ñòðóí óæå îáîãàòèëà ìàòå-
ìàòèêó ìíîãèìè íåòðèâèàëüíûìè ðåçóëüòàòàìè. Íà îñíîâå åå èäåé òåîðôèçèêè âû-
ñêàçàëè íåñêîëüêî ìàòåìàòè÷åñêèõ ãèïîòåç, êîòîðûå áûëè çàòåì ïîëíîñòüþ èëè ÷à-
ñòè÷íî ïîäòâåðæäåíû ìàòåìàòèêàìè. Ñðåäè òàêèõ ïðåäñêàçàíèé ìîæíî óïîìÿíóòü
¾çåðêàëüíóþ ñèììåòðèþ¿, ïðåäñêàçûâàþùóþ ñóùåñòâîâàíèå ¾çåðêàëüíûõ¿ äâîéíè-
êîâ ó íåêîòîðûõ ìíîãîîáðàçèé. Ìîæíî òàêæå âñïîìíèòü î ïðåäñêàçûâàåìîé òåîðèåé
ñòðóí ñâÿçè ìåæäó òåîðèÿìè ßíãà�Ìèëëñà è Çàéáåðãà�Âèòòåíà � äâóìÿ òåîðèÿìè,
êîòîðûå íà ïåðâûé âçãëÿä âåñüìà äàëåêè äðóã îò äðóãà è ò.ä..

Ñóììèðóÿ ñêàçàííîå, ìîæíî êîíñòàòèðîâàòü, ÷òî ìû ÿâëÿåìñÿ ñâèäåòåëÿìè
óíèêàëüíîé ñèòóàöèèn â èñòîðèè âçàèìîîòíîøåíèé ôèçèêè è ìàòåìàòèêè. Â òî âðåìÿ
êàê òåîðèÿ ñòðóí óäà÷íî îïèñûâàåò ïîâåäåíèå ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö è äàæå ïîçâî-
ëÿåò ôîðìóëèðîâàòü âåðíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ãèïîòåçû, îíà îñòàåòñÿ ñîâåðøåííî íå
îáîñíîâàííîé ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Ãëàâíàÿ ïðè÷èíà ñîçäàâøåãîñÿ ïîëî-
æåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ, ïî íàøåìó ìíåíèþ, â òîì, ÷òî äî ñèõ ïîð îòñóòñòâóåò àäåê-
âàòíûé ìàòåìàòè÷åñêèé ÿçûê, ïðèãîäíûé äëÿ îïèñàíèÿ ïîäîáíîãî ðîäà ôèçè÷åñêèõ
ÿâëåíèé. Ñîçäàíèå òàêîãî ÿçûêà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ãëàâíûõ çàäà÷, ïîñòàâëåííûõ
òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêîé ïåðåä ìàòåìàòèêàìè XXI-ãî âåêà.
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ñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì dXt = r htI{θ ≤ t} dt + σ

√
ht dWt, ãäå h = (ht)t≥0 åñòü óïðàâ-

ëÿþùèé ïðîöåññ, õàðàêòåðèçóþùèé êà÷åñòâî íàáëþäåíèÿ. Â ðàáîòå íàõîäèòñÿ îïòè-
ìàëüíûé ìîìåíò îñòàíîâêè τ ∗ è îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå h∗.
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Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòîõàñòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, äîïóñòèìîå
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SOLVING OF AN OPTIMIZATION PROBLEM OF A QUICKEST
DETECTION WITH AN OBSERVATION COST

Abstract: Observed process X = (Xt)t≥0 with disorder time θ is described by
equation dXt = r htI{θ ≤ t} dt+ σ

√
ht dWt, where h = (ht)t≥0 is a control process which

characterizes the quality of observation. We describe the optimal stopping time τ ∗ and
optimal control h∗.

Keywords: stochastic di�erential equations, admissible stochastic control, canonical
stopping time, strong solution, weal solution, strategy, control system, observation cost,
smooth �t.

In the classical quickest detection problem, one must detect as quickly as possible
when a Brownian motion without drift �changes� into a Brownian motion with positive
drift. The change occurs as an unknown �disorder� time with exponential distribution. An
observer observes a stochastic problem X = (Xt)t≥0 with

dXt = rI{θ ≤ t} dt+ σ dWt, (1)

where W = (Wt)t≥0 is a Wiener process and θ = θ(ω) is a �disorder time�.
We assume that the control h = (ht)t≥1 is a [0, 1]-valued process where ht = 1

means that observation occurs, and ht = 0 means absence of observation. Therefore, the
observation process is described by the stochastic di�erential

dXt = rhtI{θ ≤ t} dt+
√
ht dWt, X0 = 0. (2)

We assume that all objects are de�ned on a �ltered probability space (Ω,F , (Ft)t≥0,P),
Wt = Wt(ω), θ = θ(ω), ht = ht(ω).

It is reasonable to assume that the control function ht depends on ω via observation
process: ht(ω) = ht(X(ω)). In this case the SDE (2) will take the form

dXt = r htI{θ ≤ t} dt+ σ
√
ht dWt, (3)

and, inevitably, we have to explain how to formulate this SDE and give a precise de�nition
of the control h = (ht(X))t≥0. These questions are considered below. We give two precise
but distinct formulation of a solution to equation (3) according to whether we interpret X
as a strong or weak solution of (3).

In the strong formulation, no optimal strategy exists in general, but such an optimal
strategy does exist in the weak formulation. It turns out, however, that the value function
is the same in both formulations.

STATING THE PROBLEM.

De�nition 1. A stochastic control is a progressively measurable process h =
(ht(ω))t≥0 de�ned on (Ω,F , (Ft)t≥0,P) with values in [0, 1].

De�nition 2. A canonical control h = (ht(x))t≥0 is a map (t, x) 7→ ht(x) from
R+ × C(R+,R) to [0, 1] that is progressively measurable for the canonical �ltration on
C(R+,R).
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A canonical stopping time τ = τ(x) is a random variable τ : C(R+,R)→ R+ that
is a stopping time relative to the canonical �ltration on C(R+,R).

De�nition 3. A stochastic control h = (ht(ω))t≥0 is called an admissible control
if

(i) it has the form ht(ω) = ht(X(ω)) for a canonical control ht(x);

(ii) the stochastic di�erential equation

dXt = rht(X)I{θ ≤ t} dt+ σ
√
ht(X) dWt, X0 = 0, (4)

admits a strong solution in the sense of the following de�nition.

De�nition 4. Assume that the following objects are given a priori:

(a) a �ltered probability space (Ω,F , (Ft)t≥0,P);

(b) a random variable θ = θ(ω) which is F0-measurable and satis�es the SDE (4),
P(θ = 0) = π0, P(θ > t | θ > 0) = e−λt;

(c) a Brownian motionW (ω) = (Wt(ω))t≥0 such thatWt is Ft-measurable, for all t ≥ 0.

A strong solution of the SDE (4) is a continuous stochastic process X = (Xt(ω))t≥0 such
that it satis�es (4) and Xt is Ft-measurable for all t ≥ 0.

One may consider also the case where (4) has a weak solution.
De�nition 5. We assume that a canonical control h = (ht(x))t≥0 and the law of

θ are given a priori. A weak solution of the SDE (4) is a system of the following objects:

(a) a �ltered probability space (Ω,F , (Ft)t≥0,P) (which is not given a priori);

(b) a Brownian motion W = (Wt)t≥0 such that Wt is Ft-measurable, for all t ≥ 0;

(c) an F0-measurable random variable θ with the law

P(θ = 0) = π0, P(θ > t | θ > 0) = e−λt;

(d) an (Ft)t≥0-adapted process X = (Xt)t≥0 which satis�es the SDE (4), that is,

Xt =

∫ t

0

rhs(X) I{θ ≤ s} ds+

∫ t

0

σ
√
hs(X) dWs for all t ≥ 0.

De�nition 6. For the case of strong solutions, a strategy is a pair (h, τ), where
h = (ht(X(ω)))t≥0, τ = τ(X(ω)) for some canonical control (ht(x))t≥0 and canonical
stopping time τ(x).

For the case of weak solutions, (h, τ,X) is called a control system.
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COST.

De�nition 7. The cost associated with a strategy (h, τ) or a control system
(h, τ,X) is

C(h, τ) = C(h, τ,X)

= I{τ(X) < θ}+ a(τ(X)− θ)I{τ(X) ≥ θ}+ b

∫ τ(X)

0

ht(X) dt,

where a > 0, so as to penalize late detection of the alarm time θ, and b ≥ 0.
Our �rst objective is to �nd

• the value

V = inf
(h,τ)

EC(h, τ), (in�mum is taken over all strategies);

• an optimal strategy (h∗, τ ∗) that achieves this in�mum, or at least, a strategy that
is within ε of this in�mum (ε > 0).

Our second objective is to �nd

� the value

V w = inf
(h,τ,X)

EC(h, τ,X) (in�mum is taken over all control systems);

� an optimal control system (h∗, τ ∗, X∗).

Clearly, V w ≤ V .

DEPENDENCE ON π0.

In fact, V and V w are functions of the number π0 = P{θ = 0}, which we denote
by g̃(π0) and g̃w(π0):

g̃(π0) = inf
(h,τ)

EC(h, τ), g̃w(π0) = inf
(h,τ,X)

EC(h, τ,X). (5)

Clearly, g̃w ≤ g̃.
Lemma 1. The functions g̃ and g̃w are concave.
Proof. By the law of total probability,

EC(h, τ) = π0 E

(
aτ(X) + b

∫ τ(X)

0

ht(X) dt
∣∣∣ θ = 0

)
+ (1− π0) E

(
I{τ(X) < θ}+ a(τ(X)− θ)I{τ(X) > θ}

+ b

∫ τ(X)

0

ht(X) dt
∣∣∣ θ > 0

)
.

Here both expectations do not depend on π0: the �rst one since τ(X), ht(X) are
determined by the observation process only; the second one since Law(θ | θ > 0) does
not depend on π0.
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Therefore, π0 7→ EC(h, τ) is an a�ne function of π0, and g̃, being the in�mum of
a�ne functions, is concave. The same argument applies to g̃w.

Lemma 2. We have

EC(h, τ) = E

(
1− πhτ + a

∫ τ

0

πhs ds+ b

∫ τ

0

hs ds

)
where πht = P(θ ≤ t |Xs, s ≤ t).

Set ϕht = πht /(1− πht ). Then dϕht = λ(1 + ϕht ) dt+ (r/σ2)ϕht Xt.
Lemma 3. The process X = (Xt)t≥0 has the stochastic di�erential

dXt = rht(X)πt dt+ σ
√
ht dW̄t

where (W̄t) is a standard Brownian motion.
This is an innovation representation.
Lemma 4. Set ρ = r/σ. Then

dπht = λ(1− πht ) dt+ ρπht (1− πht )
√
ht dW̄t.

Veri�cation Lemma. Suppose that g∗ is a bounded continuous function de�ned
on [0, 1] such that 0 ≤ g∗(x) ≤ 1− x, x ∈ [0, 1].

(1) Suppose that for any π ∈ [0, 1], the following property holds:

(a) for any strategy ((ht), τ) (resp. for any control system (h, τ,X)), the process
(Yt) is an FX-submartingale under Pπ, where

Yt = g∗(πht ) + a

∫ t

0

πhs ds+ b

∫ t

0

hs ds.

Then g∗ ≤ g̃ (resp. g∗ ≤ g̃w).

(2) Suppose that for any π ∈ [0, 1], in addition to (a), the following three properties
hold:

(b) for the strategy ((h∗t ), τ
∗) (resp. the control system ((h∗t ), τ

∗, X∗)), the process
(Y ∗t∧τ∗) is an FX-martingale under Pπ, where

Y ∗t = g∗(πh
∗

t ) + a

∫ t

0

πh
∗

s ds+ b

∫ t

0

h∗s ds;

(c) Eπ τ
∗ < +∞;

(d) g∗(πh
∗
τ∗ ) = 1− πh∗τ∗ .

Then g∗ = g̃ and ((h∗t ), τ
∗) is an optimal strategy (resp. g∗ = g̃w and ((h∗t ), τ

∗, X∗)
is an optimal control system).
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A CANDIDATE FOR THE VALUE FUNCTION.

For (Yt) by It�o's formula (g = g∗) and Lemma 4, we have

dYt = g′(πht ) dπht +
1

2
g′′(πht ) d〈πh〉t + aπht dt+ bht dt

=

[
λg′(πht )(1− πht ) +

1

2
g′′(πht )(ρπht (1− πht ))2ht + aπht + bht

]
dt

+ g′(πht )
r

σ
πht (1− πht )

√
ht dW̄t.

Therefore, (Yt) is a submartingale if the term in brackets [ · ] is nonnegative, for any ht;
in particular, for ht = 0 and ht = 1, that is, for all x ∈ [0, 1],

λg′(x)(1− x) + ax ≥ 0

and

λg′(x)(1− x) +
1

2
g′′(x)(ρx(1− x))2 + ax+ b ≥ 0.

INTUITION AND SMOOTH FIT.

We postulate that there are two constants 0 ≤ A ≤ B ≤ 1 such that:
� on [0, A] it is optimal NOT to observe;
� on (A,B) it is optimal to observe without declaring an alarm;
� on [B, 1] it is optimal to stop and declare the alarm, i.e.,

h∗t = I{πh∗t > A} and τ ∗ = inf
{
t ≥ 0: πh

∗

t ≥ B
}
.

In order to satisfy condition (b) of the Veri�cation Lemma, we need

λg′(x)(1− x) + ax = 0, x ∈ (0, A], (6)

λg′(x)(1− x) + ax+
1

2
g′′(x)ρ2x2(1− x)2 + b = 0, x ∈ (A,B). (7)

In order to satisfy condition (d) of the Veri�cation Lemma, we need g(x) = 1 − x, x ∈
[B, 1]. Denote by g1 and g2 solutions of (6) and (7) with �pasting� condition

g1(A) = g2(A) (8)

and with condition g2(B) = 1−B.
We have 5 unknown constants: 3 from equation and A, B. We use smooth-�t

condition
g′2(B) = −1 (9)

and
g′1(A) = g′2(A). (10)

We need one more equation; we take

g′′1(A) = g′′2(A), (11)

since we want to apply It�o's formula.
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SOLVING THE EQUATIONS.

Set f1(x) = g′1(x), f2(x) = g′2(x).
The value of A. For 0 < x < A, di�erentiate (6) to get

−λf1(x) + λf ′1(x)(1− x) + a = 0, i.e., f ′1(x) =
λf1(x)− a
λ(1− x)

.

From (7), we get

f ′2(x) =
−ax− b− λf2(x)(1− x)

ρ2x2(1− x)2/2
.

If we plug x = A into these equations, we get

−λ(aA+ b)− λ2f2(A)(1− A) = −a
2
ρ2A2(1− A) +

λρ2

2
A2(1− A)f1(A).

Since f2(A) = f1(A), we solve for f1(A):

f1(A) =
aρ2A2(1− A)/2− λ(aA+ b)

(1− A)(λ2 + λρ2A2/2)
.

From here and (7) we get an equation for A: A =
√

2λb/(aρ2).
The observation region (A,B) is non-empty, if A < 1. Since we want g1 to be

concave, we also must have
f1(A) = g′1(A) > −1. (12)

From λg′1(x)(1− x) + ax = 0, we have

g′1(x) = −a
λ

x

1− x
. (13)

From (12) and (13) we have

−a
λ

A

1− A
> −1, or, equivalently, A <

λ

a+ λ
.

With A =
√

2λb/(aρ2), we conclude that the observation region (A,B) is not empty if

b <
λaρ2

2(a+ λ)2
. (14)

Determining f2(x) from

λf(x)(1− x) +
1

2
f ′(x)ρ2x2(1− x)2 + b = 0. (15)

A solution of the homogeneous equation

λf(x)(1− x) +
1

2
f ′(x)ρ2x2(1− x)2 = 0

is f(x) = ((1− x)/x)α eα/x, where α = 2λ/ρ2. Therefore, the solution of the
inhomogeneous equation (15) is

f2(x) = K1f(x) + f(x)

∫ x

A

−2

ρ2

ay + b

y2(1− y)2

1

f(y)
dy, (16)

83



Ïëåíàðíûå äîêëàäû

where

K1 = −a
λ

A

1− A
1

f(A)
?

that follows from λg′1(x)(1− x) + ax = 0 and g′1(A) = g′2(A).
Having f2(x) we �nd B ∈ (A, 1] such that f2(B) = −1.
Next step is �nding g2(x) (g′2(x) = f2(x)):

g2(x) =

∫ x

B

f2(y) dy + 1−B. (17)

Similarly we �nd g1(x) (g′1(x) = f1(x)). We check also that for x ∈ [0, 1]

λg′1(x)(1− x) + ax ≥ 0,

λg′2(x)(1− x) +
1

2
g′′2(x)(ρx(1− x))2 + ax+ b ≥ 0.

In the case b ≥ λaρ2/(2(a + λ)2) we postulate that the observation region (A,B)
is empty (i.e., B = A). In this case

g(x) =

{
g1(x) if 0 ≤ x ≤ B,
1− x if B ≤ x ≤ 1,

(18)

where B = λ/(a+ λ).
In the case b ≥ λaρ2/(2(a + λ)2) (where the observation region is empty) the

candidate optimal control is h∗t ≡ 0, and the candidate optimal stopping time is

τ ∗ = inf{t ≥ 0: π∗t ≥ B}, (19)

where (π∗t ) is de�ned by

dπ∗t = λ(1− π∗t ) dt, π∗0 = π0. (20)

On the other hand, in the case where b < λaρ2/(2(a + λ)2), the optimal strategy should
take the following form:

h∗t = I{π∗t > A} and τ ∗ = inf{t ≥ 0: π∗t ≥ B}, (21)

where the law of (π∗t ) should be determined by the di�usion equation

dπ∗t = λ(1− π∗t ) dt+ ρπ∗t (1− π∗t )I{π∗t > A} dW̄t. (22)

Theorem. (a) Case where 0 < b < λaρ2/(2(a+ λ)2). Let A =
√

2λb/(aρ2). Then
control system associated

h(t, p) = I{p > A} and τ ∗ = inf{t ≥ 0: π∗t ≥ B}

is optimal.
(b) Case where b ≥ λaρ2/(2(a+ λ)2). Let B = λ/(a+ λ). Then the function g

de�ned by

g(x) =

{
g1(x) if 0 ≤ x ≤ B,
1− x if B ≤ x ≤ 1,

(23)

is equal to the value function g̃w(π0) = inf(h,τ,X) EC(h, τ,X).
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AN ALMOST OPTIMAL STRATEGY.

Here we describe ε-optimal strong solution (hε, τ ε) of our problem. It turns out that
this solution converges to the solution obtained above in frame of the �weak� approach.
De�ne the function

h(ε)(x) =
x− A
ε

I(A,A+ε)(x) + 1[A+ε,∞)(x).

De�ne also gε(π0) = Eπ C(hε, τ ε), where τ ε = inf{t ≥ 0: πεt ≥ B} and

gε(x) =


g1(x), if 0 ≤ x ≤ A;

g2(x), if A < x < A+ ε;

g3(x), if A+ ε ≤ x < B;

1− x, if B ≤ x ≤ 1.

The function gε(x) converges to g(x) for all x ∈ [0, 1]. (Here g(x) is the price of the strong
solution.)
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Ñåêöèÿ 1. Áåñêîíå÷íîìåðíûé àíàëèç

è ñòîõàñòèêà
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ÑÈÑÒÅÌ ÊÂÀÇÈËÈÍÅÉÍÛÕ ÏÀÐÀÁÎËÈ×ÅÑÊÈÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

ß.È. Áåëîïîëüñêàÿ

Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àðõèòåêòóðíî-ñòðîèòåëüíûé
óíèâåðñèòåò, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, Ðîññèÿ

e-mail: yana@yb1569.spb.edu

Àííîòàöèÿ: Â ñòàòüå ïîñòðîåíû âåðîÿòíîñòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ êëàññè÷åñêèõ
è îáîáùåííûõ ðåøåíèé ñèñòåì ñèëüíî ñâÿçàííûõ êâàçèëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ
óðàâíåíèé. Â ÷àñòíîñòè, ïîñòðîåíû âåðîÿòíîñòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ îáîáùåííîãî ðå-
øåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû ñ êðîññ-äèôôóçèåé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòîõàñòè÷åñêèå ïîòîêè, ñòîõàñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, ñèñòåìû
êâàçèëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé, êëàññè÷åñêèå è îáîáùåííûå ðåøåíèÿ çà-
äà÷è Êîøè.

PROBABILISTIC METHODS TO SOLVE THE CAUCHY PROBLEM
FOR SYSTEMS OF QUASILINEAR PARABOLIC EQUATIONS

Abstract: We construct probabilistic representations for classical and generalized
solutions of the Cauchy problem for systems of quasilinear parabolic equations. In
particular we construct a probabilistic representation for a generalized solution of the
Cauchy problem for a system with cross-di�usion.

Keywords: stochastic �ows, stochastic equations, systems of quasilinear parabolic
equations, classical and generalized solutions of the Cauchy problem.

Ñèñòåìû íåëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé âîçíèêàþò â êà÷åñòâå ìà-
òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ è áèîëîãè÷åñêèõ çàäà÷. Ïðèìåðàìè
òàêèõ çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ [1], [2], çàêîíû ýâîëþöèè âçàè-
ìîäåéñòâóþùèõ ïîïóëÿöèé [3], [4] è äðóãèå. Â ýòîé ðàáîòå ìû ðàññìîòðèì äâà òèïà
ñèñòåì êâàçèèëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé, êëàññèôèêàöèÿ êîòîðûõ îïðå-
äåëÿåòñÿ õàðàêòåðîì âõîæäåíèÿ ñòàðøèõ ÷ëåíîâ.

Ïóñòü d, d1 � ïàðà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, Rd, Rd
1 - ïàðà åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ,

〈x, y〉 =
∑d

k=1 xkyk � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â R
d, è äëÿ çàäàííîé ìàòðèöû A ∈ Rd⊗

Rd îáîçíà÷èì A∗ òðàíñïîíèðîâàííóþ ìàòðèöó. Ïóñòü çàäàíû ôóíêöèè a(x, u,∇u) ∈
Rd, A(x, u,∇u) ∈ Rd × Rd, c(x, u,∇u) ∈ Rd1 × Rd1 , B(x, u,∇u) ∈ Rd1 × Rd1 × Rd,
g(x, u,∇u) ∈ Rd1 îïðåäåëåííûå íà Rd ×Rd1 ×Rd1 ⊗Rd.

Ê ïåðâîìó òèïó (òèï I) ìû îòíåñåì ñèñòåìû êâàçèëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ
óðàâíåíèé ñëåäóþùåãî âèäà

∂ul
∂s

+ [Bu]l + gl(x, u,∇u) = 0 ul(T, x) = u0l(x) ∈ Rd1 , x ∈ Rd, s ∈ [0, T ], (1)
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ãäå îïåðàòîð B èìååò âèä

[Bu]l =
1

2
TrA∗∇2ulA+ 〈a,∇ul〉+Bk

lm∇kum + clmum (2)

Çäåñü è íèæå áóäåò èñïîëüçîâàíî ñîãëàøåíèå î ñóììèðîâàíèþ ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ
èíäåêñàì, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå.

Îòëè÷èòåëüíûì ñâîéñòâîì ñèñòåì òèïà I ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîå âõîæäåíèå
÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà. Ñèñòåìû ýòîãî òèïà èçó÷àëèñü ìíîãèìè àòîðàìè, è ñî-
îòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû ìîæíî íàéòè â êëàññè÷åñêîé ìîíîãðàôèè [5] è áîëåå
ïîçäíèõ ðàáîòàõ. Âàæíûì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ñâîéñòâîì ñèñòåìû âèäà (1) ÿâëÿ-
åòñÿ òîò ôàêò, ÷òî îíà ýêâèâàëåíòíà ñêàëÿðíîìó óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè
Φ(s, x, h) = 〈h, u(s, x)〉

∂Φ

∂s
+

1

2
TrQ∗(x, h)∇2ΦQ(x, h) + 〈b(x, h),∇Φ〉+G(s, h, x,Φ, Q∗∇Φ) = 0. (3)

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ëèíåéíîñòè ôóíêöèè Φ(s, x, h) ïî h âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
∂2Φ
∂hq ∂hp

≡ 0, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

TrQ∗∇2Φ(s, x, h)Q = A∗ki
∂2Φ(s, x, h)

∂xi∂xj
Ajk + 2C lm

k hl
∂2Φ(s, x, h)

∂xj∂hm
Ajk.

Êðîìå òîãî,

〈b,∇Φ(s, x, h)〉 = aj
∂Φ(s, x, h)

∂xj
+ clmhm

∂Φ(s, x, h)

∂hl
,

è
G(s, x, h) = 〈h, g(s, x, u, A∗∇u)〉.

Ýòî ñâîéñòâî ñèñòåìû (1) ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü âåðîÿòíîñòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ åå
îáîáùåííûõ è âÿçêîñòíûõ ðåøåíèé. Ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû ìîæíî íàéòè â
ðàáîòàõ [6]- [13].

Êî âòîðîìó òèïó (òèï II) ìû îòíîñåì ñèñòåìû ñ íåäèàãîíàëüíûì âõîæäåíèåì
÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà, êîòîðûå èíîãäà íàçûâàþò ñèñòåìàìè ñ êðîññ-äèôôóçèåé.
Îáùèé âèä ñèñòåì òèïà II ìîæíî çàäàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂ul
∂t
− div Jl + gl(x, u,∇u) = 0, ul(0, x) = u0(x), l = 1, . . . , d1, (4)

ãäå Jl = Alm(x, u)∇um, l,m = 1, . . . , d1. Èçó÷åíèå ñèñòåì ýòîãî òèïà áûëî íà÷àòî
â ðàáîòàõ Àììàíà [14], è ïðîäîëæåíî â ðàáîòàõ ìíîãèõ àâòîðîâ (ñì. íàïðèìåð, [1]�
[4]).

Íàøà öåëü - ïîñòðîèòü âåðîÿòíîñòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ðàçëè÷íûõ êëàñîâ ðåøå-
íèé çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåì ïåðâîãî è âòîðîãî òèïà, à èìåííî êëàññè÷åñêèõ, è/èëè
îáîáùåííûõ ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷. Ïðè ýòîì ðåøåíèÿ ïîëó÷åííûõ ñòîõà-
ñòè÷åñêèõ çàäà÷ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ
÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è Êîøè.

Âåðîÿòíîñòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè äëÿ
ñèñòåì òèïà I

Ïóñòü (Ω,F , P ) � çàäàííîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî è w(t) ∈ Rd �
îïðåäåëåííûé íà íåì ñòàíäàðòíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå
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êîýôôèöèåíòû â (1) ïðèíàäëåæàò êëàññó C2 (äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìû ïî âñåì
àðãóìåíòàì), à òàêæå èìåþò ñóáëèíåéíûé ðîñò ïî x è ïîëèëèíåéíûé ðîñò ïî u .

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ñëó÷àé ñèñòåìû ñåìèëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé, ò.å. ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû a,A, c, C è ôóíêöèÿ g â (1) çàâèñÿò
ëèøü îò x è u. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü âåðîÿòíîñòíîå ïðåäñòàâëåíèå êëàññè÷åñêîãî
ðåøåíèÿ u = (u1, . . . , ud1) çàäà÷è (1) â ýòîì ñëó÷àå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêîå ðåøåíèå
ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Ïðè ýòîì àïðèîðíîì ïðåäïîëîæåíèè â îïèñàííûõ âûøå
óñëîâèÿõ íà êîýôôèöèåíòû ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñëåäóþùåé ñèñòåìû
ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé

dξ = au(ξ(τ))dτ + Au(ξ(τ))dw(τ), ξ(s) = x ∈ Rd, (5)

dη(t) = cu(ξ(τ))η(τ)dτ + Cu(ξ(τ))(η(τ), dw(τ)), η(s) = h ∈ Rd1 , (6)

Çäåñü è íèæå ïðèíÿòû îáîçíà÷åíèÿ âèäà au(ξ(τ)) = a(ξ(τ), u(τ, ξ(τ))). Òåïåðü, èñ-
ïîëüçóÿ ôîðìóëó Èòî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëà ñëó÷àéíîãî
ïðîöåññà γ(t) = 〈η(t), u(t, ξ(t))〉, ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå u çàäà-
÷è (1) äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå âèäà

〈h, u(s, x)〉 = Es,x,h

[
〈η(T ), u0(ξ(T )〉+

∫ T

s

〈η(θ), g(ξ(θ), u(θ, ξ(θ)))〉dθ
]
, (7)

åñëè ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå Bu(x) = Cu(x)Au(x).
Ïîñêîëüêó ñèñòåìà (5) - (7) çàìêíóòà, åå ìîæíî èçó÷àòü íåçàâèñèìî îò çàäà÷è

(1). Ïðè ýòîì, åñëè ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû (5)- (7) è ôóíêöèÿ
u(s, x) , çàäàííàÿ ñîîòíîøåíèåì (7), îãðàíè÷åíà è äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà, òî
íåòðóäíî ïðîâåðèòü, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Èòî, ÷òî (7) çàäàåò åäèíñòâåííîå êëàññè÷å-
ñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1).

Ñôîðìóëèðóåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñè-
ñòåìû (5) - (7), (âîçìîæíî ëîêàëüíîå ïî âðåìåíè).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå C 1, åñëè âñå êîýôôèöèåíòû â (1)
ëèïøèöåâû ïî x, u, èìåþò ïîëèëèíåéíûé ðîñò ïî u è, êðîìå òîãî, ôóíêöèè a,A
ñóáëèíåéíû ïî x, à c, C îãðàíè÷åíû ïî x.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå C 2, åñëè C 1 âûïîëíåíî êàê äëÿ
ôóíêöèé a,A, c, C, g, òàê è äëÿ èõ ïðîèçâîäíûõ äî âòîðîãî ïîðÿäêà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ C 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò èíòåðâàë
[T1, T ], äëèíà êîòîðîãî çàâèñèò îò êîýôôèöèåíòîâ â (1) è ôóíêöèè u0, è ïðè âñåõ
s ∈ [T1, T ] ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû (5)- (7) . Åñëè âûïîëíåíî
óñëîâèå C 2 è íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ u0 ïðèíàäëåæèò êëàññó C2, òî ôóíêöèÿ u(s, x),
çàäàííàÿ ñîîòíîøåíèåì (7), òàêæå ïðèíàäëåæèò êëàññó C2 ïî x, äëÿ âñåõ s ∈
[T2, T ] ⊂ [T1, T ].

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ C 2. Òîãäà ñóùåñòâóåò èíòåðâàë
[T2, T ] ⊂ [T1, T ], òàêîé, ÷òî ïðè âñåõ s ∈ [T2, T ] ôóíêöèÿ u(s, x), çàäàííàÿ ñîîòíî-
øåíèåì (7), îïðåäåëÿåò åäèíñòâåííîå êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ óòâåðæäåíèé ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèè [6] . Äëÿ òî-
ãî, ÷òîáû ðàñïðîñòðàíèòü îïèñàííûé âûøå ïîäõîä íà êâàçèëèíåéíûé ñëó÷àé, íóæíî
ðàññìîòðåòü äèôôåðåíöèàëüíîå ïðîäîëæåíèå ñèñòåìû (1) ïîðÿäêà 2, ÷òî ïîçâîëèò
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ðàññìîòðåòü ïðîäîëæåííóþ ñèñòåìó ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ôóíê-
öèé u,∇u,∇2u êàê ñåìèëèíåéíóþ ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè V = (u,∇u,∇2u)
è ïðèìåíèòü ê ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè äëÿ ýòîé ñèñòåìû îïèñàííûé âûøå ïîäõîä.
Ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [8], [9].

Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè Φ0(γ) = 〈h, u0(x)〉 ðåøåíèå
çàäà÷è (3) äîïóñêàåò âåðîÿòíîñòíîå ïðåäñòàâëåíèå âèäà Φ(s, γ) = EΦ0(γ(T )), ãäå
ñëó÷àéíûé ïðîöåññ γ(t) = (ξ(t), η(t)) ∈ Rd × Rd1 óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå (5), (6).
Ïðè ýòîì ñèñòåìó (5), (6) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå
îòíîñèòåëüíî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà γ(t), óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ γ(s) = γ = (x, h).

Èñïîëüçóÿ ñèñòåìó (5) - (7) è ïðèâåäåííóþ âûøå èíòåðïðåòàöèþ ýòîé ñèñòå-
ìû, ìîæíî ïîñòðîèòü âåðîÿòíîñòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ êàê äëÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ
çàäà÷è (1) (ñì. [9], [10]), òàê è äëÿ åå âÿçêîñòíîãî ðåøåíèÿ (ñì. ðàáîòû [11]- [13]).

Âåðîÿòíîñòíîå ïðåäñòàâëåíèå îáîùåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû òèïà II

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé ñèñòåìû (4), ïîëîæèâ äëÿ
ïðîñòîòû d1 = 2. Íàøà öåëü � ïîñòðîèòü âåðîÿòíîñòíîå ïðåäñòàâëåíèå îáîáùåííîãî
ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé çàäà÷è Êîøè äëÿ ïîëíîñòüþ íåäèàãîíàëüíîé ñèñòåìû ïàðàáî-
ëè÷åñêèõ óðàâíåíèé

∂uq

∂t
=

1

2
∆[uq(aq1u

1 + aq2u
2)] + cquu

q, uq(0, x) = u0q(x), (8)

ãäå c1
u = (1 − u1 − u2), c2

u = γ(1 − u1 − κu2), aqm, q,m = 1, 2, γ è κ - ïîëîæèòåëüíûå
êîíñòàíòû. Çäåñü è íèæå ñóììèðîâàíèå ïî q íå ïðåäïîëàãàåòñÿ.

Ïóñòü W k(Rd)- ñîáîëåâñêîå ïðîñòðàíñòâî ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà
Rd è èíòåãðèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì âìåñòå ñ ïðîèçâîäíûìè äî ïîðÿäêà k, à

Wk
T = C([0, T ];W k(Rd)) ∩ L∞([0, T ], L∞(Rd)).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïàðà (u1, u2) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (8), åñëè
u1, u2 ∈ W1

T , è ïðè q = 1, 2 äëÿ ëþáûõ hq ∈ W1
T ñïðàâåäëèâû èíòåãðàëüíûå ñîîòíî-

øåíèÿ
〈〈hq(t), uq(t)〉〉 − 〈〈hq(0), uq(0)〉〉 (9)

=

∫ t

0

〈〈[∂h
q(s)

∂s
+

1

2
[M q

u]2∆hq(s)], uq(s)〉〉ds+

∫ t

0

〈〈cquhq(s), uq(s)〉〉ds,

ãäå [M q
u]2 = aq1u

1 + aq2u
2.

Ïîñòðîèì ñèñòåìó ÑÄÓ, àññîöèèðîâàííóþ ñ (8), ïðåäïîëîæèâ, ÷òî ñóùåñòâóþò
ïîëîæèòåëüíûå ðåãóëÿðíûå îáîáùåííûå ðåøåíèÿ u1, u2 ∈ W1

T çàäà÷è (8). Ââåäåì
îáîçíà÷åíèÿ L0u

q = 1
2
∆[uq(aq1u

1 + aq2u
2)], Lq = L0 + cqu, q = 1, 2.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñèñòåìû ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé

hqθ +
1

2
[M q

u]2∆hq + cquh
q = 0, hq(T, x) = h0(y), q = 1, 2, (10)

äâîéñòâåííóþ (â ñìûñëå èíòåãðàëüíûõ òîæäåñòâ (9)) ê ñèñòåìå (8). Ðåøåíèå çàäà÷è
Êîøè (8), áóäåì èñêàòü â êëàññå ôóíêöèé W1

T .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðåãóëÿðíîå îáîáùåííîå ðåøåíèå (u1, u2) ∈

W1
T ∩ C1,2([0, T ] × Rd) ñèñòåìû (8) è ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÑÄÓ)

dξq(θ) = M q
u(θ, ξq(θ)))dw(θ), ξq(t) = y, q = 1, 2. (11)
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Ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíòûM q
u â (11) ïðè ýòîì ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè ëèïøèöåâû-

ìè ôóíêöèÿìè, òî ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ (11) âûòåêàþò èç îáùåé
òåîðèè ÑÄÓ. Äðóãèìè ñëîâàìè ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ [6].

Òåîðåìà 3. Ïóñòü uq(t, x)) ≥ $ è ∇uq � îãðàíè÷åííûå ëèïøèöåâû (ïî x)
ôóíêöèè, òîãäà ÑÄÓ (11) èìååò åäèíñòâåííîå ñèëüíîå ðåøåíèå ξq(t) äëÿ âñåõ 0 ≤
t ≤ T è ïðîöåññû ξq(t) îáëàäàþò ìàðêîâñêèì ñâîéñòâîì.

Ñâÿçü ïðîöåññîâ ξq(t) ñ çàäà÷åé Êîøè (10) ìîæåò áûòü îïèñàíà ñëåäóþùèì
îáðàçîì.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3 è, êðîìå òîãî, ôóíêöèè
u1(t, x), u2(t, x) ïðèíàäëåæàò êëàññó C1,2([0, T ] × Rd). Òîãäà ïàðà ôóíêöèé h1(t, x),
h2(t, x) âèäà

hq(t, y) = E[e
∫ T
t cqu(ξqt,y(τ))dτh(ξqt,y(T ))], q = 1, 2, (12)

ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì ñèñòåìû (10) .

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðåéòè îò ðàññìîòðåíèÿ ñèñòåìû (10) ê ïîñòðîåíèþ ðåøåíèÿ
èñõîäíîé ñèñòåìû (8), íàì ïîíàäîáèòñÿ ðÿä ðåçóëüòàòîâ èç òåîðèè ñòîõàñòè÷åñêèõ
ïîòîêîâ Êóíèòû [15], [16] è òåîðèè äâîéñòâåííîñòè ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ.

Äâîéñòâåííîñòü ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ è ñòîõàñòè÷åñêèå ïîòîêè

Äëÿ òîãî, ÷òîáû óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó ïðîöåññàìè ξq(t) ∈ Rd, q = 1, 2, ñîîò-
âåòñòâóþùèìè îáðàùåííûìè âî âðåìåíè ïðîöåññàìè ξ̂q(θ) = ξq(t− θ) ∈ Rd è çàäà÷åé
(8), íàì ïîíàäîáèòñÿ ðÿä àïðèîðíûõ ðåçóëüòàòîâ. Ïðåäïîëîæèì , ÷òî ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå ðåãóëÿðíîå äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîå ðåøåíèå çàäà÷è (8) è ðàññìîò-
ðèì ñèñòåìó ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé

dξq(θ) = −M q
u(θ, ξq(θ)))dw(θ), ξq(t) = y, q = 1, 2. (13)

Äëÿ çàäàííûõ ïðîöåññîâ ξq(t) ∈ Rd è ξ̂q(θ) = ξq(t − θ) ∈ Rd îáîçíà÷èì φqθ,t :

Rd → Rd, ψqt,θ : Rd → Rd ïîðîæäåííûå èìè ñòîõàñòè÷åñêèå ïîòîêè, ò.å. ïóñòü ξqθ,x(t) =

φqθ,t(x), ξ̂qt,y(θ) = ψqt,θ(y). Êàê è âûøå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî uq � äèôôåðåíöèðóåìûå ïî
x îãðàíè÷åííûå êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûå ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå â ñëàáîì
ñìûñëå çàäà÷å (8). Òîãäà ïðîöåññû ξq(t), óäîâëåòâîðÿþùèå (13), äèôôåðåíöèðóåìû
(â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì) ïî íà÷àëüíûì äàííûì.

Ïóñòü Jq(t) = ∇ξq(t) � ìàòðèöà ßêîáè ñòîõàñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ φqθ,t :

Rd → Rd . Òîãäà Jq(t) óäîâëåòâîðÿåò ÑÄÓ

dJq(θ) = −∇M q
u(θ, ξq(θ))Jq(θ)ø× dw(θ), Jq(s) = I, (14)

ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà è [h⊗ y]jk = hjyk äëÿ h, y ∈ Rd. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî
ïðîöåññû ξ̂q(t) ïðè ýòîì òàêæå äèôôåðåíöèðóåìû ïî íà÷àëüíûì äàííûì è Ĵq(θ) =
∇ξ̂q(t)óäîâëåòâîðÿåò ÑÄÓ

dĴq(θ) = Ĵq(θ)β(θ)dθ + Ĵq(θ)∇M q
u(θ, ξq(θ))⊗ dw(θ), Ĵq(s) = I, (15)

ãäå β(θ) = ∇M q
u(θ, ξq(θ))⊗∇M q

u(θ, ξq(θ)). Çàìåòèì, ÷òî Ĵqθ,t(ω) > 0.
Ìîæíî ïîêàçàòü [6], [15], ÷òî ñòîõàñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, êîòîðûì óäîâëåòâî-

ðÿþò ñëó÷àéíûå ïðîöåññû ξ̂q(t), èìåþò âèä
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dξ̂q(θ) = bq(u1(θ, ξ̂q(θ)), u2(θ, ξ̂q(θ)))dθ +M(u1(θ, ξ̂q(θ)), u2(θ, ξ̂q(θ)))dw̃(θ), (16)

ãäå bq(u1, u2) = −M q
u∇M q

u è w̃(θ) = w(t− θ)− w(t).
Â ñèëó òåîðåìû 3 ðåøåíèÿ ξq(θ) óðàâíåíèé (13) îáëàäàþò ìàðêîâñêèì ñâîé-

ñòâîì, 0 ≤ t ≤ θ ≤ T, q = 1, 2. Îáîçíà÷èì

Pq(t, y, θ, dx) = P{ξq(θ) ∈ dx|ξq(t) = y}

ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ ξq(θ), è ïóñòü pq(t, y, θ, x) � ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ïëîòíîñòè îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà (åñëè îíè ñóùåñòâóþò).

Ìàðêîâñêèå ïðîöåññû ξq(t), ïîðîæäàþò ýâîëþöèîííûå ñåìåéñòâà âèäà

Uq(t, θ)h(y) = E[h(ξqt,y(θ))] =

∫
Rd
h(y)pq(t, y, θ, x)dx, (17)

äåéñòâóþùèå â ïðîñòðàíñòâå L2(Rd) êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé.
Ðàññìîòðèì äâîéñòâåííûå ñåìåéñòâà U+

q (θ, t), äåéñòâóþùèå â â ïðîñòðàíñòâå
L2(Rd) è îïðåäåëÿåìûå ñîîòíîøåíèÿìè

〈Uq(s, t)h, g〉 = 〈h, U+
q (t, s)g〉.

Èç ñîîòíîøåíèé
∫
Rd
Eh(ξqt,y(θ))g(y)dy =

∫
Rd

[∫
Rd
h(x)pq(t, y, θ, x)dx

]
g(y)dy

=
∫
Rd
h(x)

[∫
Rd
g(y)pq(t, y, θ, x)dy

]
dx ñëåäóåò, ÷òî

∫
Rd
Uq(t, θ)h(x)g(x)dx = 〈Uq(t, θ)h, g〉

= 〈h, U+
q (θ, t)g〉 =

∫
Rd
h(x)U+

q (θ, t)g(x)dx, ò.å. åñëè p̂q(θ, x, t, y) - ïëîòíîñòü
ïåðåõîäíîé âåðîÿòíîñòè íåêîòîðîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà, òî U+

q (θ, t)g(x) =∫
Rd
g(y)p̂q(θ, x, t, y)dy.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûâåñòè óðàâíåíèÿ äëÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, ó÷àñòâóþùå-
ãî â âåðîÿòíîñòíîì ïðåäñòàâëåíèè ñåìåéñòâà U+

q (t, s) (àíàëîãè÷íîì ïðåäñòàâëåíèþ
(17)), îïðåäåëèì êîìïîçèöèþ ôóíêöèè g èç íåêîòîðîãî ñîáîëåâñêîãî êëàññà W k,
k ∈ Z è k-äèôôåðåíöèðóåìîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ïîòîêà ψs,x(t). Ñ ýòîé öåëüþ äëÿ
ôóíêöèè h èç ïðîñòðàíñòâà Øâàðöà D è îáîáùåííîé ôóíêöèè g èç äâîéñòâåííî-
ãî ïðîñòðàíñòâà D′ çàäàäèì êîìïîçèöèþ g ñ ïîòîêîì ψt,s ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ
〈g◦ψt,s.h〉 = 〈g, h◦φs,tJs,t〉, ãäå Js,t = detJs,t � ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ φs,t. Ïðàâàÿ ÷àñòü
ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, çàäàåò íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé ôóíê-
öèîíàë íà D, åñëè φs,t(x) � áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå. Åñëè æå φs,t
� k-ðàç äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå, òî ýòî ðàâåíñòâî îïðåäåëÿåò íåïðåðûâíûé
ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà W k. Ïðè ýòîì, åñëè îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ g ∈ W k èìååò
âèä g = g(x)dx, òî g ◦ ψt,s � ýòî êîìïîçèöèÿ ïëîòíîñòè g è îòîáðàæåíèÿ ψt,s

〈g ◦ ψt,s, h〉 =

∫
Rd
g ◦ ψt,s(x)h(x)dx =

∫
Rd
g(y)h(φs,t(y))Js,t(φs,t(y))dy, ∀h ∈ D, (18)

÷òî âûòåêàåò èç ôîðìóëû çàìåíû ïåðåìåííûõ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà.
Èç ñîîòíîøåíèÿ 〈U+

q (t, s)g, h〉 =
∫
Rd
Eg(ξ̂qs,x(t))h(x)dx, ôîðìóëû çàìåíû ïåðå-

ìåííûõ x = ξ̂qt,y(s) è ñòîõàñòè÷åñêîé òåîðåìîé Ôóáèíè, âûòåêàþò ðàâåíñòâà

〈U+
q (t, s)g, h〉 =

∫
Rd
Eg(ξ̂qt,x(s))h(x)dx = E

[∫
Rd
g(y)h(ξqs,y(t))J(ξqs,y(t))dy

]
(19)
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Ñîïîñòàâëÿÿ ïîñëåäíèå ñîîòíîøåíèÿ, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëå-
íèå

U+
q (t, s)g(y) = E[g(ξ̂qs,y(t))]. (20)

Îòìåòèì, ÷òî ýâîëþöèîííûå ñâîéñòâà ñåìåéñòâ Uq(t, θ), ò.å. ñîîòíîøåíèÿ
Uq(t, θ) = Uq(t, τ)Uq(τ, θ) , t ≤ τ ≤ θ, âëåêóò çà ñîáîé ýâîëþöèîííûå ñâîéñòâà ñå-
ìåéñòâ U+

q (θ, t), ò.å. ñîîòíîøåíèÿ U+
q (θ, t) = U+

q (θ, τ)U+
q (τ, t).

Ðàññìîòðèì ãåíåðàòîðû ýâîëþöèîííûõ ñåìåéñòâ Uq(s, t) è U+
q (t, s). Ïóñòü h ∈

D(Rd) è ôóíêöèè u1, u2 ïðèíàäëåæàò êëàññóW1
T ∩C1,2([0, T ]×Rd) . Òîãäà ñ ïîìîùüþ

êëàññè÷åñêîé ôîðìóëû Èòî, íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ hq(t, y) = Eh(ξqt,y(t))
ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè

hqt +
1

2
[M q

u]2(y)∆h = 0, hq(T, y) = h(y). (21)

Ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíòû M q
u äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ ξq(θ) , óäîâëåòâî-

ðÿþùèõ (13), ÿâíî íå çàâèñÿò îò âðåìåíè, òî ýâîëþöèîííûå ñåìåéñòâà U q(τ, T ) =
U q(T − τ) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîëóãðóïïû U q(t), t = T − τ

Ñóæåíèÿ ãåíåðàòîðîâ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ ξq(t) èëè, ýêâèâàëåíòíî, ãåíå-
ðàòîðîâ ïîëóãðóïï Uq(t) íà ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé C2(Rd) èìåþò âèä Mqh =
1
2
[M q

u]2(y)∆h. Ïóñòü Aqh(y) = 1
2
[M q

u]2(y)∆h(y) + 1
2
M q

u(y)∇M q
u(y)∇h(y) è nqu(y) =

−1
2
M q

u(y)∇M q
u(y), òîãäàMqh = Aqh+ nqu∇h(y).

Êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ãåíåðàòîðû äâîéñòâåííûõ ïîëóãðóïï U+
q (t) è Uq(t)

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äâîéñòâåííûå îïåðàòîðû, ò.å. åñëè ôóíêöèè h è g ïðèíàäëåæàò
êëàññó C1,2([0, t] × Rd), òî ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ 〈g,Mqh〉 = 〈Lqg, h〉. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, åñëè h ∈ D � ïðîèçâîëüíàÿ òåñòîâàÿ ôóíêöèÿ, òî ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî
èñïîëüçîâàòü äëÿ îïðåäåëåíèÿ äåéñòâèÿ ãåíåðàòîðà Lq äâîéñòâåííîãî ýâîëþöèîííîãî
ñåìåéñòâà.

Ðÿä âû÷èñëåíèé, êîòîðûå íàì ïðèäåòñÿ ïðîâîäèòü íèæå, áóäåò ñóùåñòâåííî
óïðîùåí, åñëè ðàññìîòðåòü ÑÄÓ (13) â ôîðìå Ñòðàòîíîâè÷à. Íàïîìíèì, ÷òî ñòî-
õàñòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëû â ôîðìå Èòî M q

u(ξq(t))dw(t) è â ôîðìå Ñòðàòîíîâè÷à
M q

u(ξq(t)) ◦ dw(t) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

M q
u(ξq(t)) ◦ dw(t) = nqu(ξ

q(t))dt+M q
u(ξq(t))dw(t).

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (13) â âèäå

dξq(θ) = nqu(ξ
q(θ))dθ −M q

u(ξq(θ)) ◦ dw(θ), ξq(s) = y. (22)

Èç òåîðåìû 4.2.2 [18] âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü φqs,t(y) = ξq(t) óäîâëåòâîðÿåò ÑÄÓ (22), êîýôôèöèåíò
äèôôóçèè êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò êëàññó Ck ïðè (k ≥ 1). Òîãäà îáðàòíûé ïîòîê
[φqs,t]

−1 = ψqt,s óäîâëåòâîðÿåò ÑÄÓ

dψqt,x(θ) = Ĵqt,θ(ψt,x(θ))n
q
u(x))dθ + Ĵqt,θ(ψt,x(θ))M

q
u(x) ◦ dw(θ). (23)

Ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå ψqt,θ : x→ ψqt,θ(x) ÿâëÿåòñÿ Ck-äèôôåîìîðôèçìîì.

Ñóæåíèå ïðîèçâîäÿùåãî îïåðàòîðà Mq ýâîëþöèîííîãî ñåìåéñòâà U q(t) íà
ñîáîëåâñêîå ïðîñòðàíñòâî W 2 ìîæíî âû÷èñëèòü ñ èñïîëüçîâàíèåì êëàññè÷åñêîé
ôîðìóëû Èòî. Ïðîèçâîäÿùèé îïåðàòîð [Mq]+ èñõîäíîé ïîëóãðóïïû [U q]+(t) � ýòî

92



Ñåêöèÿ 1. Áåñêîíå÷íîìåðíûé àíàëèç è ñòîõàñòèêà

äâîéñòâåííûé îïåðàòîð ïî îòíîøåíèþ ê M â ñìûñëå ñïàðèâàíèÿ ñîáîëåâñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâW k èW−k èëè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â L2(R). Ïðè ýòîì äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ãåíåðàòîðà ïîëóãðóïïû [U q]+(t), èñïîëüçóÿ åå âåðîÿòíîñòíîå ïðåäñòàâëåíèå, óäîáíî
âîñïîëüçîâàòüñÿ îáîáùåíîé ôîðìóëîé Èòî (ñì. [15]).

Ëåììà 1. Ïóñòü g(t) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ñî çíà÷åíèÿìè â W k, k ∈
{−2,−1, 0, 1, 2}, ñòîõàñòè÷åñêèé ïîòîê φqs,t óäîâëåòâîðÿåò (22) è ψqt,s ◦ φs,t(y) = y .
Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

g(t) ◦ ψqt,s = g(t) +

∫ t

s

∂g(θ)

∂θ
◦ ψqθ,sdθ −

∫ t

s

∇g(θ) ◦ ψqθ,s · dψ
q
θ,s (24)

+

∫ t

s

Aqu[g(t) ◦ ψqθ,s]dθ.

Ïðè ýòîì äëÿ îáîáùåííîé ôóíêöèè g äåéñòâèå îïåðàòîðîâ Aqu ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå
òåîðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñòîõàñòè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé

dξ̂q0,x(θ) = Ĵqθ,0(ξ̂q0,x(θ))n
q
u(x))dθ + Ĵqθ,0(ξ̂q0,x(θ))M

q
u(x) ◦ dw(θ), (25)

dĴq(θ) = Ĵq(θ)∇M q
u(ξ̂q0,x(θ)) ◦ dw(θ) +

1

2
Ĵq(θ)[∇nqu(ξ̂

q
0,x(θ))]

2dθ, Ĵq(0) = I. (26)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îïåðàòîðû Lqu, q = 1, 2, ñîïðÿæåííûå ê îïåðàòîðàì

Mq
u =

1

2
(aq1u

1 + aq2u
2)∆,

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îïåðàòîðû
Lqu äåéñòâóþò ïî ïðàâèëó∫

Rd
Mq

uh(x)gq(x)dx =
1

2

∫
Rd

[aq1u
1 + aq2u

2]∆h(x)gq(x)dx (27)

=
1

2

∫
Rd
h(x)∆[gq(x)(aq1u

1 + aq2u
2)]dx =

∫
Rd
h(x)Lqugq(x)dx.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ïðè uq ≡ gq îïåðàòîðû Lq èìåþò íóæíûé âèä.
Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ïðè ñäåëàííûõ àïðèîðíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ìû íà-

õîäèìñÿ â ðàìêàõ òåîðèè Êóíèòû è ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå
(âûòåêàþùåå èç òåîðåìû 2.1 ðàáîòû [13] ).

Òåîðåìà 6. Ïóñòü uq0 ∈ W k è κq(t) = exp
(∫ t

0
cu1,u2 ◦ φ0,θdθ

)
uq0. Òîãäà ôóíêöèè

gq(t) = E[κq(t)◦ψqt,0], q = 1, 2 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå
çàäà÷è Êîøè

∂gq

∂t
= Lqugq + cqug

q, gq(0) = u0q. (28)

Ïðè ýòîì åñëè u0q ∈ Wk òî è ðåøåíèå gq ïðèíàäëåæèò òîìó æå ïðîñòðàíñòâó
è ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà Cq k T , çàâèñÿùàÿ îò Lq, äëÿ êîòîðîé
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖gq(t)‖2
k ≤ Cq‖u0‖2

k.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè u0q ∈ Hk òî κq(t) � íåïðåðûâíûé ñåìèìàðòèíãàë. Ïî-
ñêîëüêó κq(t) óäîâëåòâîðÿåò ÎÄÓ

dκq(t)

dt
= cqu1,u2κ

q(t), κq(0) = 1,

òî èç îáîáùåííîé ôîðìóëû Èòî ñëåäóåò, ÷òî

κq(t)◦ψqt,0 = uq0+

∫ t

0

cqu(g
q(θ)◦ψqθ,0)dθ+

∫ t

0

∇κq(t)◦ψqt,θdψ
q(θ)+

∫ t

0

Aqu(κq(θ)◦ψ
q
θ,0)dθ. (29)

èëè

κq(t) ◦ ψqt,0 = uq0 +

∫ t

0

∇(κq(t) ◦ ψqt,θ)M
q
u(x)dw(θ) +

∫ t

0

Lqu(κq(θ) ◦ ψ
q
θ,0)dθ. (30)

ãäå

Lq =
1

2
Aqu(x)∆ + nqu(x) · ∇+ cqu(x).

Âû÷èñëèì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îáåèõ ÷àñòåé ñîîòíîøåíèÿ (30). Ïîñêîëü-
êó

E〈
∫ t

0

∇(κq(t) ◦ ψqt,θ)M
q
u(x)dw(θ), h〉 = 0,

è

E

[
〈
∫ t

0

Lqu(κq(θ) ◦ ψ
q
θ,0)dθ, h〉

]
= E

[
〈
∫ t

0

κq(θ) ◦ ψqθ,0,M
q
uh〉dθ

]
=

∫ t

0

〈E[κq(θ) ◦ ψqθ,0],Mq
uh〉dθ =

∫ t

0

〈LquE[κq(θ) ◦ ψqθ,0], h〉dθ, (31)

òî ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

E[κq(t) ◦ ψqt,0] = uq0 +

∫ t

0

LquE[κq(θ) ◦ ψqθ,0]dθ. (32)

Âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíóþ ïî ïåðåìåííîé t îò îáåèõ ÷àñòåé ñîîòíîøåíèÿ (32),
ïîëó÷èì, ÷òî ôóíêöèè gq(t) = E[κq(t) ◦ ψqt,0] óäîâëåòâîðÿþò çàäà÷å Êîøè (28), ïî-
ñêîëüêó limt→0〈gq(t), h〉 = 〈uq0, h〉. è, ñëåäîâàòåëüíî, limt→0 g

q(t) = u0q. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ñóùåñòâóåò äâà îáîáùåííûõ ðåøåíèÿ (g1, g2) (g̃1, g̃2) çàäà÷è (28). Òîãäà èõ ðàç-
íîñòü Gq(t) = gq(t)− g̃q(t) óäîâëåòâîðÿåò çàäà÷å Êîøè

∂Gq

∂t
= Lq(t)Gq(t), Gq(0) = 0.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ýòîì Gq(t) = 0. Ïóñòü T > 0 è h ∈ C2
0 ∩H2. Òîãäà, êàê áûëî

ïîêàçàíî âûøå, ñóùåñòâóåò ðåøåíèå hq(s) ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ hqs+Mq
uh

q = 0,
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ hq(T ) = h(x) è ïðè ýòîì hq(s, x) ïðèíàäëåæèò C2. Îòñþäà
âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè h ∈ C2

0 ∩H2 ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

〈Gq(t), h〉 =

∫ t

0

〈 d
dθ
Gq(θ), h(θ)〉dθ +

∫ t

0

〈Gq(θ),
∂h(θ)

∂θ
〉dθ

=

∫ t

0

〈LGq(θ), h(θ)〉dθ −
∫ t

0

〈Gq(θ),Mh(θ)〉dθ = 0,

ñëåäîâàòåëüíî Gq(t) = 0.
Èç ïîëó÷åííûõ óòâåðæäåíèé íåòðóäíî âûâåñòè ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
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Òåîðåìà 7. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðåãóëÿðíîå êëàññà C2 îáîáùåí-
íîå ðåøåíèå u1, u2 çàäà÷è Êîøè (8). Òîãäà îíî äîïóñêàåò âåðîÿòíîñòíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå âèäà

uq(t, x) = E

[(
exp

(∫ t

0

cqu1,u2dθ

)
uq0

)
◦ ψqt,0

]
, (33)

ãäå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû ξ̂q(t) = ψqt,0(x) óäîâëåòâîðÿþò ñòîõàñòè÷åñêèì óðàâíåíèÿì
(23).

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç òåîðåìû 7 è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû
(8), ïîñêîëüêó Lquq = ∇ · [uq∇(aq1u

1 + aq2u
2)], ÷òî íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ïîëîæèâ

gq(t, x) = uq(t, x) â ñîîòíîøåíèè (28), è ïðè ýòîì ñèñòåìà (28) ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé
(8).
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ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÅ ÐÅØÅÍÈß

Þ.Å. Ãëèêëèõ

Âîðîíåæñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Âîðîíåæ, Ðîññèÿ

e-mail: yeg@math.vsu.ru

Àííîòàöèÿ: Ñòàòüÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ââåäåíèå â òåîðèþ óðàâíåíèé è âêëþ-
÷åíèé ñ ïðîèçâîäíûìè â ñðåäíåì è îáçîð ïîñëåäíèõ ðåçóëüòàòîâ î ñóùåñòâîâàíèè
îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé âêëþ÷åíèé ñ ïðîèçâîäíûìè â ñðåäíåì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Ïðîèçâîäíûå â ñðåäíåì ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, óðàâíåíèÿ è
âêëþ÷åíèÿ ñ ïðîèçâîäíûìè â ñðåäíåì, îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå

EQUATIONS AND INCLUSIONS WITH MEAN DERIVATIVES:
OPTIMAL SOLUTIONS

Àííîòàöèÿ: This is a short introduction into the Theory of equations and
inclusions with mean derivatives and a survey of some recent results on the existence
of optimal solutions for inclusions with mean derivatives.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Mean derivatives of stochastic processes, equations and
inclusions with mean derivatives, optimal control

Ââåäåíèå

Ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé â ñðåäíåì áûëî ââåäåíî Ý. Íåëüñîíîì (ñì. [1 � 3]) äëÿ
íóæä ïðåäëîæåííîé èì ñòîõàñòè÷åñêîé ìåõàíèêè (âàðèàíò êâàíòîâîé ìåõàíèêè).
Çàòåì âûÿñíèëîñü, ÷òî óðàâíåíèÿ è âêëþ÷åíèÿ ñ ýòèìè ïðîèçâîäíûìè âîçíèêàþò
è âî ìíîãèõ äðóãèõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è èíûõ íàóê.

Ýòà ñòàòüÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðàòêîå ââåäåíèå â òåîðèþ óðàâíåíèé è âêëþ-
÷åíèé ñ ïðîèçâîäíûìè â ñðåäíåì, à òàêæå îáçîð ðåçóëüòàòîâ èç [4,5], îòíîñÿùèõñÿ
ê ñóùåñòâîâàíèþ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé âêëþ÷åíèé ñ ïðîèçâîäíûìè â ñðåäíåì. Âñå
ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ ìîæíî íàéòè â [6].
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Ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Ïðîñòðàíñòâî n × n ìàòðèö îáîçíà-
÷àåòñÿ L(Rn,Rn), ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ èç Rk â Rn � ÷åðåç L(Rk,Rn).
×åðåç S(n) ìû îáîçíà÷àåì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñèììåòðè÷åñêèõ n × n ìàòðèö
� ïîäïðîñòðàíñòâî â L(Rn,Rn). Ñèìâîë S+(n) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííûõ ñèììåòðè÷åñêèõ n × n ìàòðèö, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì âûïóê-
ëûì ìíîæåñòâîì â S(n). Åãî çàìûêàíèå, ò.å., ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåí-
íûõ ñèììåòðè÷åñêèõ n × n ìàòðèö, îáîçíà÷àåòñÿ S̄+(n). Äëÿ îöåíîê, ñâÿçàííûõ ñ
ìíîæåñòâàìè, ìû íàçûâàåì íîðìîé ìíîæåñòâà B â Rn èëè â L(Rn,Rn) âûðàæåíèå
‖B‖ = sup

y∈B
‖y‖. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ìû îáîçíà÷àåì ñèìâîëîì E.

Ïðîèçâîäíûå â ñðåäíåì

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ξ(t) â Rn (ãäå ìû ôèêñèðóåì σ-àëãåáðó áîðå-
ëåâñêèõ ìíîæåñòâ), t ∈ [0, T ], çàäàííûé íà íåêîòîðîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå
(Ω,F ,P) è òàêîé, ÷òî ξ(t) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L1(Ω,Rn) ïðè âñåõ t. Òàêîé
ïðîöåññ îïðåäåëÿåò òðè ñåìåéñòâà σ-ïîäàëãåáð σ-àëãåáðû F :

(i) "ïðîøëîå" Pξt , ïîðîæäåííîå ïðîîáðàçàìè áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ èç Rn ïðè
âñåõ îòîáðàæåíèÿõ ξ(s) : Ω→ Rn äëÿ 0 ≤ s ≤ t;

(ii) "áóäóùåå" F ξt , ïîðîæäåííîå ïðîîáðàçàìè áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ èç Rn ïðè
âñåõ îòîáðàæåíèÿõ ξ(s) : Ω→ Rn äëÿ t ≤ s ≤ T ;

(iii) "íàñòîÿùåå" N ξ
t ïîðîæäåííîå ïðîîáðàçàìè áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ èç Rn

ïðè îòîáðàæåíèè ξ(t) : Ω→ Rn.
Âñå ïåðå÷èñëåííûå ñåìåéñòâà ïðåäïîëàãàþòñÿ ïîëíûìè, ò.å. ñîäåðæàùèìè âñå

ìíîæåñòâà âåðîÿòíîñòè íîëü.
Äëÿ óäîáñòâà ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç Eξ

t óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå ñîäåðæàíèå
E(·|N ξ

t ) îòíîñèòåëüíî "íàñòîÿùåãî"N ξ
t äëÿ ξ(t).

Ñëåäóÿ Ý. Íåëüñîíó, ââåäåì ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ ïðîèçâîäíûõ â ñðåäíåì:

Îïðåäåëåíèå 1. (i) Ïðîèçâîäíàÿ â ñðåäíåì ñïðàâà Dξ(t) ïðîöåññà ξ(t) â ìî-
ìåíò âðåìåíè t åñòü L1 ñëó÷àéíûé ýëåìåíò âèäà

Dξ(t) = lim
4t→+0

Eξ
t (
ξ(t+4t)− ξ(t)

4t
), (1)

ãäå ïðåäåë ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóùåñòâóþùèì â L1(Ω,F ,P), à ñèìâîë 4t→ +0 îçíà÷à-
åò, ÷òî 4t ñòðåìèòñÿ ê íóëþ 0 è 4t > 0.

(ii) Ïðîèçâîäíàÿ â ñðåäíåì ñëåâà D∗ξ(t) ïðîöåññà ξ(t) â ìîìåíò âðåìåíè t
åñòü L1-ñëó÷àéíûé ýëåìåíò

D∗ξ(t) = lim
∆t→+0

Eξ
t (
ξ(t)− ξ(t−∆t)

∆t
) (2)

ãäå (êàê è â (i)) ïðåäåë ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóùåñòâóþùèì â L1(Ω,F ,P), à ñèìâîë ∆t→
+0 îçíà÷àåò, ÷òî ∆t→ 0 è ∆t > 0.

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè ξ(t) � ìàðêîâñêèé ïðîöåññ, òî î÷åâèäíûì îáðàçîì Eξ
t

ìîæíî çàìåíèòü íà E(·|Pξt ) â (1) è E(·|F ξt ) â (2). Â ïåðâûõ ðàáîòàõ Íåëüñîíà ïðåä-
ëàãàëèñü äâà âàðèàíòà îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ â ñðåäíåì: êàê â Îïðåäåëåíèè 1 è
ñ óñëîâíûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè îòíîñèòåëüíî "ïðîøëîãî" è "áóäó-
ùåãî êàê âûøå, êîòîðûå ñîâïàäàþò äëÿ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ. Ìû íå ïðåäïîëàãàåì,
÷òî ξ(t) � ìàðêîâñêèé ïðîöåññ è äàåì îïðåäåëåíèÿ ñ óñëîâíûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè
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îæèäàíèÿìè îòíîñèòåëüíî "íàñòîÿùåãî ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ôèçè÷åñêèé ïðèí-
öèï ëîêàëüíîñòè: ïðîèçâîäíàÿ äîëæíà îïðåäåëÿòüñÿ ñîñòîÿíèåì ñèñòåìû â "íà-
ñòîÿùèé" ìîìåíò âðåìåíè, à íå â ïðîøëîì è â áóäóùåì. Òåì íå ìåíåå, ïðîèçâîä-
íûå îòíîñèòåëüíî ïðîøëîãî è áóäóùåãî òàêæå âîçíèêàþò âî ìíîãèõ çàäà÷àõ äëÿ
íåìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ. Ìû íàçûâàåì èç P-ïðîèçâîäíîé â ñðåäíåì è F-ïðîèçâîäíîé
â ñðåäíåì è îáîçíà÷àåì ñèìâîëàìè DP è DF∗ , ñîîòâåòñòâåííî.

Ñëåäóþùàÿ ïðîèçâîäíàÿ â ñðåäíåì ñòðîèòñÿ êàê íåáîëüøàÿ ìîäèôèêàöèÿ îä-
íîé èäåè Íåëüñîíà. Ââåäåì äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð D2, êîòîðûé äåéñòâóåò íà
L1 ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ξ(t), t ∈ [0, T ] ïî ïðàâèëó

D2ξ(t) = lim
4t→+0

Eξ
t (

(ξ(t+4t)− ξ(t))⊗ (ξ(t+4t)− ξ(t))
4t

). (3)

Ýòîò îïåðàòîð ìîæíî òàêæå ýêâèâàëåíòíî îïèñàòü ôîðìóëîé

D2ξ(t) = lim
4t→+0

Eξ
t (

(ξ(t+4t)− ξ(t))(ξ(t+4t)− ξ(t))∗

4t
), (4)

ãäå (ξ(t+4t)−ξ(t)) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê âåêòîð-ñòîëáåö (âåêòîð â Rn), à (ξ(t+4t)−
ξ(t))∗ � ýòî âåêòîð ñòðîêà (òðàíñïîíèðîâàííûé èëè ñîïðÿæåííûé âåêòîð), à ïðåäåë
ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóùåñòâóþùèì â L1(Ω,F ,P). Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ìàòðè÷íîå ïðîèçâåäå-
íèå ñòîëáöà ñëåâà è ñòðîêè ñïðàâà � ýòî êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ðàíãà 1. Ïðè ïåðåõîäå ê
ïðåäåëó D2ξ(t) ïðåâðàùàåòñÿ â ñèììåòðè÷åñêóþ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííóþ ìàò-
ðè÷íóþ ôóíêöèþ íà [0, T ]× Rn.

Óðàâíåíèÿ è âêëþ÷åíèÿ. Îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ

Ïóñòü çàäàíû èçìåðèìûå ïî Áîðåëþ îòîáðàæåíèÿ a(t, x) è α(t, x) èç [0, T ]×Rn

â Rn è â S̄+(n), ñîîòâåòñòâåííî.
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó âèäà{

Dξ(t) = a(t, ξ(t)),
D2ξ(t) = α(t, ξ(t)).

(5)

Ìû íàçûâàåì (5) óðàâíåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ïðîèçâîäíûìè â ñðåäíåì ñïðàâà.
×àñòî ïðè îïèñàíèè ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ â òåõíèêå èëè åñòåñòâåííûõ íàóêàõ

îäíîçíà÷íóþ ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ çàìåíÿþò íà ìíîãîçíà÷íóþ è ïîëó÷àþò òàê
íàçûâàåìîå äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå. Íàïðèìåð, åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü íå íåïðå-
ðûâíà (è äàæå íå èçìåðèìà, íàïðèìåð, ýòî ìîæåò áûòü ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ ñëîæíîé
ñðåäû, íàëè÷èå ñóõîãî òðåíèÿ è ò.ä.), èìååòñÿ ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé À.Ô. Ôèëèïïî-
âûì, ïåðåâîäÿùèé óðàâíåíèå âî âêëþ÷åíèå. Äðóãàÿ ñèòóàöèÿ, â êîòîðîé ÷àñòî âîçíè-
êàþò äèôôåðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ, ýòî óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ.
Â ýòîì ñëó÷àå ìíîãîçíà÷íóþ ïðàâóþ ÷àñòü ïîëó÷àþò, ïîäñòàâëÿÿ â ïðàâóþ ÷àñòü
óðàâíåíèÿ âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà.

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè òåîðèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé
òàêæå õîðîøî ðàçâèòà. Òàêèå âêëþ÷åíèÿ âîçíèêàþò ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ, ÷òî è
îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ. Â ýòîé òåîðèè íà íàñòîÿùèé ìîìåíò
èñïîëüçóåòñÿ èíòåãðàëüíàÿ ôîðìà çàïèñè âêëþ÷åíèé.

Ìû ðàçâèâàåì àëüòåðíàòèâíóþ òåîðèþ, â êîòîðîé ñòîõàñòè÷åñêèå äèôôåðåí-
öèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ çàäàþòñÿ â òåðìèíàõ ïðîèçâîäíûõ â ñðåäíåì. Ýòîò ïîäõîä èäåî-
ëîãè÷åñêè íàèáîëåå áëèçîê ê îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì âêëþ÷åíèÿì.
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Ïóñòü a(t, x) è α(t, x) � ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ èç [0, T ] × Rn â Rn è â
S̄+(n), ñîîòâåòñòâåííî. Ñèñòåìà âèäà{

Dξ(t) ∈ a(t, ξ(t)),
D2ξ(t) ∈ α(t, ξ(t))

(6)

íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì âêëþ÷åíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ïðîèçâîäíûìè â
ñðåäíåì.

Îïðåäåëåíèå 2. Ãîâîðÿò, ÷òî (6) èìååò ðåøåíèå íà [0, T ] ñ íà÷àëüíûì
óñëîâèåì ξ(0) = x0, åñëè ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Ω,F ,P) è ïðî-
öåññ ξ(t), çàäàííûé íà (Ω,F ,P) è ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèÿ â Rn, òàêîé, ÷òî P-ï.í.
è ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, T ] âûïîëíÿåòñÿ (6).

Ìû èùåì ðåøåíèÿ (6) ñ íåïðåðûâíûìè âûáîðî÷íûìè òðàåêòîðèÿìè è â îñíîâ-
íîì ýòè ðåøåíèÿ îïèñûâàþòñÿ êàê êîîðäèíàòíûå ïðîöåññû íà ïðîñòðàíñòâå íåïðå-
ðûâíûõ êðèâûõ ñ σ-àëãåáðîé öèëèíäðè÷åñêèõ ìíîæåñòâ è ñïåöèàëüíî ïîäîáðàííîé
ìåðîé.

Îïðåäåëåíèå 3. Ñîâåðøåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6) � ýòî ñëó÷àéíûé ïðî-
öåññ ñ íåïðåðûâíûìè âûáîðî÷íûìè òðàåêòîðèÿìè òàêîé, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ ðåøå-
íèåì â ñìûñëå ïðèâåäåííîãî âûøå îïðåäåëåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó ìåðà íà
ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ êðèâûõ ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ìåð, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåøåíèÿì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óðàâíåíèé Èòî äèôôóçèîí-
íîãî òèïà ñ íåïðåðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Òåîðåìà 1. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ξ0 ∈ Rn. Ïóñòü
a(t, x) � ïîëóíåïðåðûâíîå ñâåðõó ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ñ âûïóêëûìè çàìêíó-
òûìè îáðàçàìè èç [0, T ]× Rn â Rn è ïóñòü îíî óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

‖a(t, x)‖2 < K(1 + ‖x‖2) (7)

äëÿ íåêîòîðîãî K > 0.
Ïóñòü α(t, x) � ïîëóíåïðåðûâíîå ñâåðõó ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ñ çàìêíó-

òûìè âûïóêëûìè îáðàçàìè èç [0, T ]×Rn â S̄+(n) òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ α(t, x) ∈ α(t, x)
âûïîëíåíà îöåíêà

|tr α(t, x)| < K(1 + ‖x‖2) (8)

ïðè íåêîòîðîì K > 0, ãäå tr α(t, x) � ýòî ñëåä ìàòðèöû α(t, x).
Òîãäà ìíîæåñòâî ñîâåðøåííûõ ðåøåíèé âêëþ÷åíèÿ (6) ñ óêàçàííûì íà÷àëü-

íûì óñëîâèåì íå ïóñòî.

Ïóñòü f � íåïðåðûâíàÿ îãðàíè÷åííàÿ âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ íà R×Rn.
Äëÿ ðåøåíèé (6) ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà âèäà

J(ξ(·)) = E

∫ T

0

f(t, ξ(t))dt (9)

Ìû èùåì îïòèìàëüíûå ñîâåðøåííûå ðåøåíèÿ, ò.å. òàêèå, íà êîòîðûõ çíà÷åíèå ýòîãî
ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà ìèíèìàëüíî.

Òåîðåìà 2. Ñðåäè ñîâåðøåííûõ ðåøåíèé âêëþ÷åíèÿ (6), ïîñòðîåííûõ â Òåî-
ðåìå 1, ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ξ(t), íà êîòîðîì çíà÷åíèå J ìèíèìàëüíî.
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Â ïðèëîæåíèÿõ ÷àñòî íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ïðîöåññ, ó êîòîðîãî âñå åãî êî-
îðäèíàòû ïîëîæèòåëüíû. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, èñïîëüçóÿ ñïåöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ ñ
ïðîèçâîäíûìè â ñðåäíåì, êîòîðûå ìû íàçûâàåì âêëþ÷åíèÿìè òèïà ãåîìåòðè÷åñêîãî
áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ. Îíè èìåþò âèä{

Dξ(t) + 1
2
diagD2ξ(t) ∈ a(t, ξ(t)),

D2ξ(t) ∈ α(t, ξ(t)),
(10)

ãäå diagD2ξ(t) � âåêòîð, ïîñòðîåííûé èç äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû D2ξ(t).
Äëÿ âêëþ÷åíèÿ òèïà (10) ìîæíî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíîãî ñîâåðøåí-
íîãî ðåøåíèÿ, îäíàêî ïðè íåñêîëüêî äðóãèõ óñëîâèÿõ.

Òåîðåìà 3. Çàäàäèì ïðîèçâîëüíîå íà÷àëüíîå óñëîâèå ξ0 ∈ Rn. Ïóñòü a(t, x)
èìååò çàìêíóòûå âûïóêëûå îáðàçû, ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó è

‖a(t, x)‖2 < K(1 + ‖x‖2) (11)

äëÿ íåêîòîðîãî K > 0.
Ïóñòü α(t, x) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â ïðîñòðàíñòâå S̄+(n), èìååò çàìêíóòûå

âûïóêëûå îáðàçû, ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó è äëÿ ëþáîãî α(t, x) ∈ α(t, x) âûïîëíÿåòñÿ
ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

|tr α(t, x)| < K(1 + ‖x‖) (12)

äëÿ íåêîòîðîãî K > 0, ãäå tr α(t, x) � ýòî ñëåä ìàòðèöû α(t, x).
Òîãäà ìíîæåñòâî ñîâåðøåííûõ ðåøåíèé âêëþ÷åíèÿ (10) ñ óêàçàííûì íà÷àëü-

íûì óñëîâèåì íå ïóñòî.

Òåîðåìà 4. Ñðåäè ñîâåðøåííûõ ðåøåíèé âêëþ÷åíèÿ (10), ïîñòðîåííûõ â Òåî-
ðåìå 3, ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ξ(t), íà êîòîðîì çíà÷åíèå J (ñì. (9)) ìèíèìàëüíî.
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Àííîòàöèÿ: Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàíäîìèçîâàííîå ñëó÷àéíîå áëóæäà-
íèå â Rn+k, ïðèâîäÿùåå ê ðàññìîòðåíèþ êëàññè÷åñêèõ ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé ìà-
òåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ñ èñïîëüçîâàíèåì âåðîÿòíîñòíûõ ñîîáðàæåíèé äëÿ ïîñëåä-
íèõ ïîëó÷åíû ðàçëè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ, èçó÷åíà ãðóïïîâàÿ ñòðóêòóðà è êëàññè÷åñêèå
àñèìïòîòèêè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå, ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè.

THE PROBABILITY STRUCTURE OF THE SPECIAL FUNCTIONS

Abstract: In the article discusses the randomized random walk in Rn+k, which
leads to review of classical special functions of mathematical physics. In the paper presents
di�erent ratios for this functions, studied a group structure and classical asymptotics.

Keywords: random walks, special functions

Åùå â êîíöå XIX � íà÷àëå XX âåêà áûëî çàìå÷åíî, ÷òî ìíîãèå àíàëèòè÷åñêèå
ïðîáëåìû ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû íà òåîðåòèêî-âåðîÿòíîñòíîì ÿçûêå, ÷òî ïîç-
âîëÿåò âåðîÿòíîñòíûìè ìåòîäàìè ëåãêî ïîëó÷àòü äîñòàòî÷íî òîíêèå àíàëèòè÷åñêèå
ðåçóëüòàòû.

Êëàññè÷åñêèìè ïðèìåðàìè òàêîãî ïîäõîäà ìîãóò ñëóæèòü:
� äîêàçàòåëüñòâî Ñ.Í.Áåðíøòåéíà àïïðîêñèìàöèîííîé òåîðåìû Âåéåðøòðàñ-

ñà, ïîëó÷àþùååñÿ ïðèìåíåíèåì çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë;
� èçâåñòíîå ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà

lim
n→∞

Pn(cos
ϕ

n
) = J0(ϕ),

ñëåäóþùåå èç çàêîíà àðêñèíóñà;
� òîæäåñòâî Íåéìàíà äëÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ

In(x+ y) =
∑
k

Ik(x) · In−k(y),

ÿâëÿþùååñÿ ïåðåôðàçèðîâêîé óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà-×åïìåíà è äð.
Îáíàðóæåííàÿ â íà÷àëå 60-õ ãîäîâ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ Ë.À.Ëþñòåðíèêîì ([1])

ñâÿçü ìåæäó òåîðèåé áåññåëåâûõ ôóíêöèé è ñëó÷àéíûìè áëóæäàíèÿìè ïîëîæèëà íà-
÷àëî ñèñòåìàòè÷åñêîìó èçó÷åíèþ ([2]) âåðîÿòíîñòíûõ ìåòîäîâ â òåîðèè ñïåöèàëüíûõ
ôóíêöèé.

Â ïåðâóþ î÷åðåäü ýòî çàäà÷è êëàññè÷åñêîé òåîðèè ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé ìà-
òåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è èõ îáîáùåíèé, êîòîðûå è ÿâëÿþòñÿ òåìîé íàñòîÿùåé ðàáîòû.
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1. Ôóíêöèè ïóàññîíîâñêîãî áëóæäàíèÿ

Ïóñòü Zm ⊂ Rm öåëî÷èñëåííàÿ ñåòü. Çàäàäèì íà ñåòè Zn+k ñëó÷àéíîå áëóæ-
äàíèå, ðåãóëèðóåìîå îäíîðîäíîé ïåðåõîäíîé ôóíêöèåé

∀x,y ∈ Rn+k P{x,y} = P{0,y − x} =

{
pj, y − x = ej
0, y − x 6= ej

,

n+k∑
1

pj = 1.

Åñëè A = (aij)k×(n+k) � öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà, òî ïîëîæèì x ≡ y(modA) åñëè

∃m ∈ Zk : x− y = mA.
Ïóñòü ñêà÷êè ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ðåãóëèðóþòñÿ ïóàññîíîâñêèì ïðîöåññîì

ñ ïàðàìåòðîì λ:

P{nt = s} = exp(−λ · t) · (λ · t)s

s!
.

Ωk
n(A) = Rn+k/A � ôàêòîð ãðóïïà àääèòèâíîé ãðóïïû Rn+k:

Ωk
n(A) = {HA

x = {y ∈ Rn+k : x− y = mA}}.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ξ(t) ñî çíà÷åíèÿìè â Ωk
n, ïîðîæäåííûé ðàí-

äîìèçîâàííûì ñëó÷àéíûì áëóæäàíèåì â Rn+k.
Åñëè P{ξ(t) ∈ HA

x } � âåðîÿòíîñòü çà âðåìÿ t ïîïàñòü èç íà÷àëà êîîðäèíàò (êëàñ-
ñà HA

0 ) â êëàññ H
A
x , òî

P{ξ(t) ∈ HA
x } = exp(−λt)Gx(tpλ).

Ôóíêöèÿìè ïóàññîíîâñêîãî áëóæäàíèÿ (ÔÏÁ) íàçîâåì ôóíêöèè

Gx(z) =
∑
m∈Zk

zx+mA

Γ(x + mA+ I)
.

Çäåñü
x, z ∈ Rn+k, zx =

∏
zj
xj , Γ(x + I) =

∏
(xj + 1)!

Ïðèìåðû
1. n = 1, k = 1, A = (1, 1), Gx1,x2(1

2
z, 1

2
z) � ìîäèôèöèðîâàííûå ôóíêöèè

Áåññåëÿ Ix1−x2(z)
2. n > 1, k = 1, A = (1, 1, . . . , 1), Gx1,x2,...,xn+1(z) � îáîáùåííûå öèëèíäðè÷åñêèå

ôóíêöèè (ôóíêöèè Ëþñòåðíèêà Ë.À.)
3. n = 1, k = 1, A = (1,−2), Gx(1

2
z, 1

2
z) � ìíîãî÷ëåíû Ýðìèòà (ñ òî÷íîñòüþ äî

ìíîæèòåëÿ)
4. n = 2, k = 1, A = (1, 1,−1), Gx(z) � ìíîãî÷ëåíû Ëàãåððà
5. n = 2, k = 1, A = (1, 1,−2), Gx(z) � ìíîãî÷ëåíû Ëåæàíäðà, ìíîãî÷ëåíû

Ãåãåíáàóýðà, òðåõìåðíûå ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè
6. n = 3, k = 1, A = (1, 1,−1,−1), Gx(z) � ìíîãî÷ëåíû ßêîáè, ìíîãî÷ëåíû

Ëàãðàíæà, ÷åòûðåõìåðíûå ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè, ãèïåðãåîìåòðèÿ
7. n = 3, k = 1, A = (1, 1,−1,−1), Gx(z) � ìíîãî÷ëåíû ßêîáè, ìíîãî÷ëåíû

Ëàãðàíæà, ÷åòûðåõìåðíûå ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè, ãèïåðãåîìåòðèÿ
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2. Ãðóïïû

Ïîëîæèì

z = {z1, . . . , zn} ∈ Cn, ρ|S(A)| = zS(A), ϕj = ln
zj
ρ
, 0 ≤ Imϕj < 2π.

Çäåñü S(A)−n+k-âåêòîð, i-àÿ êîìïîíåíòà êîòîðîãî � ñóììà ýëåìåíòîâ i-îãî ñòîëáöà
ìàòðèöû A, |u| =

∑
ui.

Íåîäíîðîäíîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå

g[a;ϕ], a ∈ Cn, ϕ = {ϕ1, . . . , ϕn+k},

â Cn, çàäàâàåìîå ñîîòíîøåíèåì

g[a;ϕ] · z = z · e−ϕ + a

áóäåì íàçûâàòü äâèæåíèåì â Cn.
Îáîçíà÷èì g[0;ϕ] = h(ϕ), g[a; 0] = t(a). Äâèæåíèÿ îáðàçóþò ãðóïïó, ïðè ýòîì:

g[a;ϕ] · g[b;ψ] = g[a + h(ϕ)b;ϕ+ ψ],

g−1[a;ϕ] = g[−h(−ϕ) · a;−ϕ]

g[a;ϕ] = h(−ψ) · t(r) · h(ϕ+ ψ), ψ = arg a, r = {ρ, . . . , ρ}

Íàðÿäó ñ î÷åâèäíûìè, "áîëüøèìè" ïîäãðóïïàìè � ïîäãðóïïîé òðàíñëÿöèé
t(a) è ïîäãðóïïîé âðàùåíèé h(ϕ) � âàæíóþ ðîëü â àíàëèçå ñâîéñòâ ÔÏÁ èãðàþò
ïîäãðóïïû, ñîñòîÿùèå èç ýëåìåíòîâ

g[rj;ϕj], j = 1, 2, . . . , k, ρ
|aj|
j = zaj , (ϕj)i = ln

zi
ρj
,

ãäå aj � j-àÿ ñòðîêà ìàòðèöû A.
Ãðóïïà G = {g[a;ϕ]} ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà êàê ãðóïïà êîìïëåêñíûõ ìàò-

ðèö

M(g) =

(
E(−ϕ) a

0 1

)
, E(−ϕ) = diag(e−ϕi).

Äåéñòâèå ãðóïïû â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè ïîíèìàåòñÿ êàê óìíîæåíèå ìàòðèöû M(g)

íà âåêòîð ẑ =

(
z
1

)
:

Ïóñòü
Γρ(z) = {x ∈ Cn+k : xS(A) = zS(A) = ρ|S(A)|}

� îðáèòà ýëåìåíòà z.
Ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G = {g[a;ϕ]} çàäàäèì ñîîòíîøåíèåì

(T ρg f)(z) = eρ·h(−argz)·af(h(ϕ) · z), f ∈ L2
Γρ (∗)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ÿäðà èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïðåäñòàâëåíèé (*) ñ
òî÷íîñòüþ äî ýêñïîíåíöèàëüíîãî ìíîæèòåëÿ ñîâïàäàþò ñ ÔÏÁ.

Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî äàåò âîçìîæíîñòü èçó÷àòü îïèñàííûå âûøå ñëó÷àéíûå
áëóæäàíèÿ ñ ãðóïïîâîé òî÷êè çðåíèÿ.
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3. Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû

Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ∑
s

usGs(z) = exp(zu)

Ðåêêóðåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ

s · Gs(z) =
n+k∑
i=1

(ziGs−ei(z))ei

∑
s

sGs(z) = e|z| ·
n+k∑
i=1

(zi)ei, |z| =
∑
i

zi

Äèôôåðåíöèàëüíûå òîæäåñòâà

∂Gs(z)

∂zi
= Gs−ei(z)

DS1(A)Gs(z) = DS2(A)Gs(z)

Ôîðìóëà ñëîæåíèÿ

Gs(z1 + z2) =
∑
l

Gs−l(z1)Gl(z2)

Äëÿ êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ ïîëó÷àåì:
Ìíîãî÷ëåíû Ýðìèòà:

A = (1;−2), Gk(−1, x) =
1

(k2 − 2k1)!
Hk2−2k1(x)

Ðåêêóðåíòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå

d

dx
Hn(x) = 2nHn−1(x); H ′′n(x) + 2nHn(x) = 2xH ′n(x)

Ôîðìóëû ñëîæåíèÿ

(
√

2)nHn(z1 + z2) =
∑
m

Cm
n Hn−m(z1

√
2)Hm(z2

√
2)

Hn(z1 + z2) =
∑
m

Cm
n z

m
2 Hn−m(z1) =

∑
m

Cm
n z

m
1 Hn−m(z2).

Ìíîãî÷ëåíû Ëàãåððà:

A = (1;−1, 1), Gk(ρ · eϕ) = ekϕ
ρk1+k2

(k1 + k2)!
Lk1−k3k2+k3

(−ρ)

Ðåêêóðåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ

Lmn (z) = Lmn−1(z) + Lm−1
n (z), Lmn (z) =

r∑
j=0

Cj
rL

m−j
n−r+j(z)
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Äèôôåðåíöèðîâàíèå
d

dz
Lmn (z) = −Lm−1

n+1 (z)

Ôîðìóëà ñëîæåíèÿ

(x+ y)n+m

(n+m)!
Lmn (x+ y) =

∑
i,j

xn+m−i−j · yi+j

(n+m− i− j)!(i+ j)!
Lm−in−j (x)Lmn (y)

Êðàòíûå àðãóìåíòû

λn+mLmn (λz) =
∑
i,j

(λ− 1)i+jCi+j
n+mL

m−i
n−j (z)Lmn ((λ− 1)z)

Ôîðìóëà óäâîåíèÿ

Lmn (2z) = 2−(n+m)
∑
i,j

Ci+j
n+mL

m−i
n−j (z)Lmn (z).

4. ÔÏÁ. Àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ

Èñòî÷íèêîì àñèìïòîòèê äëÿ ÔÏÁ ñëóæàò ïðåäåëüíûå òåîðåìû òåîðèè âåðî-
ÿòíîñòåé. Ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ÖÏÒ ïðèâîäÿò ê ðàçëè÷íûì àñèìïòîòè÷åñêèì ôîð-
ìóëàì.

Íàïðèìåð, êëàññè÷åñêèå àñèìïòîòèêè äëÿ áåññåëåâûõ ôóíêöèé ïîëó÷àþòñÿ
èç ñëåäóþùèõ ïðîñòûõ ñîîáðàæåíèé:

åñëè pλ(k) = e−λ λ
k

k!
� ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå, òî èçâåñòíî, ÷òî ïðè λ �

1, λ − k = o(
√
λ) îíî àïïðîêñèìèðóåòñÿ íîðìàëüíûì. Ñîòâåòñòâåííî, âåðîÿòíîñòè

P{ξ(t) ∈ HA
x } àïïðîêñèìèðóþòñÿ íîðìàëüíûìè.

Òåîðåìà 1 (Î ïðåäåëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ñëó÷àéíîé ñóììû). Åñëè ñëó÷àé-
íûå âåêòîðû ξk ∈ Rn, k = 1, 2, . . . íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû ñ ðÿäîì
P{ξ = es} = ps, s = 1, 2, . . . , n + k,

∑
pi = 1, A(es) = 0, Nτ � íå çàâèñÿùàÿ îò ξk

ïóàññîíîâñêàÿ ñ.â. ñ ïàðàìåòðîì λ · τ .
Òîãäà íîðìèðîâàííàÿ è öåíòðèðîâàííàÿ ñëó÷àéíàÿ (c Nτ ñëàãàåìûìè) ñóììà

âåëè÷èí ξk èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé

ϕ(t1, t2, . . . , tn+k) = exp

(
−1

2

n+k∑
1

pit
2
i

)
.

Äëÿ ôóíêöèé Ëþñòåðíèêà (â ò.÷. äëÿ ìîäèôèöèðîâàííûõ ôóíêöèé Áåññåëÿ)
íà ýòîì ïóòè ìîæåò áûòü ïîëó÷åí àíàëîã àñèìïòîòèêè Âèëåíêèíà � Öóêåðìàíà [3].
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Î ¾ÍÅËÎÊÀËÜÍÛÕ¿ ÌÀÐÊÎÂÑÊÈÕ ÏÐÎÖÅÑÑÀÕ Â ÌÎÄÅËßÕ
ÑËÎÆÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ

À.È. Êèðèëëîâ

Ðîññèéñêèé ôîíä ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, Ìîñêâà, Ðîññèÿ

e-mail: AcademiaXXI@mail.ru

Àííîòàöèÿ: Ñëîæíîé íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç áîëüøîãî (ñâûøå
íåñêîëüêèõ ñîò) ýëåìåíòîâ, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ìåæäó ñîáîé ïîñðåäñòâîì èçìåíåíèÿ
îáùåé äëÿ ýëåìåíòîâ ñèñòåìû ñðåäû îáèòàíèÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò
ñèñòåìû ñëåäóåò âûáîðî÷íîé òðàåêòîðèè íåêîòîðîãî åäèíñòâåííîãî äëÿ âñåé ñèñòåìû
ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà.

Ýâîëþöèÿ ýëåìåíòîâ ñëîæíîé ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ ïåðåõîäíûìè âåðîÿòíî-
ñòÿìè, çàâèñÿùèìè îò ôóíêöèîíàëîâ îò îñíîâíîãî ïðîöåññà, íàïðèìåð, îò åãî âû-
áîðî÷íûõ ñðåäíèõ èëè îò ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè. Ïîêàçàíî, êàê òàêîé ïðîöåññ
ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â ìàðêîâñêèé. Ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ôîðìóëèðóþòñÿ óñëî-
âèÿ, ïðè êîòîðûõ îñíîâíîé ïðîöåññ áóäåò äèôôóçèîííûì. Âûâåäåíî ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå ïðÿìîå óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà. Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè åãî
ðåøåíèÿ óñòàíàâëèâàþòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðî-
åêò � 14-11-00196).

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñëîæíàÿ ñèñòåìà, ìàðêîâñêèé ïðîöåññ, ïðÿìîå óðàâíåíèå
Êîëìîãîðîâà.

ON "NONLOCAL" MARKOV PROCESSES FOR MODELLING
COMPLEX SYSTEMS

Abstract: A system is called complex if it consists of large number (over several
hundreds) of elements that interact by modifying their common environment. It is
supposed that every element follows a sample path of some stochastic process that is
common for all elements.

The interaction of elements is described by transition probabilities that depend on
functionals on the process, e.g., on its means or on the probability distribution. It is shown
how such process can be transformed in Markov. The conditions for the basic process be
a di�usion are formulated, the forward Kolmogorov equation is derived, ñonditions of
existence and uniqueness of its solution are established in a standard way.

The work is supported by the Russian scienti�c foundation (Project � 14-11-
00196).

Keywords: complex system, Markov process, forward Kolmogorov equation.

Ââåäåíèå

Ïðè ìåçîñêîïè÷åñêîì îïèñàíèè ñëîæíûõ ñèñòåì â ìîäåëè òèïà "æèçíü è ñóäü-
áà" [1-5] ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êàæäûé ýëåìåò ñèñòåìû ñëåäóåò ñâîåé âûáîðî÷íîé òðà-
åêòîðèè íåêîòîðîãî åäèíñòâåííîãî äëÿ âñåé ñèñòåìû ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. Îäíîãî
ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà â ïðîñòðàíñòâå íåñêîëüêèõ èçìåðåíèé îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî
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äëÿ ìåçîñêîïè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ñèñòåìû èç îãðîìíîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ. Åñëè èìå-
åòñÿ íåñêîëüêî ñëîæíûõ ñèñòåì, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ìåæäó ñîáîé, òî ýòè ñèñòåìû
îïèñûâàþòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ âçàèìîñâÿçàííûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.

Ïîñêîëüêó âçàèìîäåéñòâèå ýëåìåíòîâ ñëîæíîé ñèñòåìû ïðîèñõîäèò ÷åðåç èõ
âîçäåéñòâèå íà ñðåäó, ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè îñíîâíîãî ïðîöåññà çàâèñÿò îò íåêîòî-
ðûõ ôóíêöèîíàëîâ îò ýòîãî ïðîöåññà. Çäåñü èññëåäóåòñÿ ïðîöåññ, ïåðåõîäíûå âåðî-
ÿòíîñòû êîòîðîãî çàâèñÿò îò ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè. Òàêàÿ ìîäåëü óäîáíà äëÿ
îïèñàíèÿ ñèñòåì, ýëåìåíòû êîòîðûõ ñòðåìÿòñÿ, íàïðèìåð, ñêîïèòüñÿ â íåêîòîðîé
îáëàñòè èëè ðàññðåäîòî÷èòüñÿ.

Ïîìèìî óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ýëåìåíòîâ ñëîæíûõ ñèñòåì åñòü è äðóãèå, êî-
ýôôèöèåíòû êîòîðûõ çàâèñÿò îò ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé. Íàïðèìåð, óðàâíåíèå
Âëàñîâà�ÌàêÊèíà èìååò âèä

dxt = b(t, xt, µt)dt+ σ(t, xt, µt)dwt, (1)

Îíî � ÷àñòíûé ñëó÷àé èññëåäóåìûõ íàìè óðàâíåíèé, ïîñêîëüêó îáû÷íî ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî b(t, xt, µt) è σ(t, xt, µt) çàâèñÿò îò µt ëèíåéíî, ò.å.

b(t, xt, µt) =

∫
b(t, xt, y)µt(dy) σ(t, xt, µt) =

∫
σ(t, xt, y)µt(dy)

Ôîðìàëüíî ïðîöåññ ñ ïåðåõîäíûìè âåðîÿòíîñòÿìè, çàâèñÿùèìè îò ôóíêöèî-
íàëîâ íå ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì. Îäíàêî, ìîæíî èçìåíèòü ïðîñòðàíñòâî ñîòîÿíèé ñè-
ñòåìû òàê, ÷òî â íåì îñíîâíîé ïðîöåññ áóäåò ìàðêîâñêèì. Ïîñëå ýòîãî ñòàíäàðòíûì
îáðàçîì ôîðìóëèðóþòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ îñíîâíîé ïðîöåññ áóäåò äèôôóçèîí-
íûì è âûâîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâóþùìå óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà è Èòî. Èõ ñïåöèôèêà
� âûðîæäåííîñòü êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè, îáóñëîâëåííàÿ òåì, ÷òî âåðîÿòíîñòíîå
ðàñïðåäåëåíèå µt ýâîëþöèîíèðóåò äåòåðìèíèðîâàíî.

1. Îïèñàíèå ìîäåëè

Ñîñòîÿíèå ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ ïàðîé {x, p}, ãäå x ∈ X = Rd è p � âåðî-
ÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå çíà÷åíèé x ∈ Rd, ò.å. âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà B(X). Âñå
òàêèå ìåðû òðàêòóþòñÿ êàê ýëåìåíòû âåùåñòâåííîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà Q
çàðÿäîâ (âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ìåð) íà B(X). Òîïîëîãèÿ â Q îïðåäåëÿåòñÿ íîðìîé
‖q‖Q = V ar(q).

Ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû èçìåíÿþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè t ∈ [0, ∞). Åñëè
â ìîìåíò âðåìåíè t1 ñèñòåìà íàõîäèëàñü â ñîñòîÿíèè {x, p}, òî â ìîìåíò âðåìåíè
t2 ≥ t1 ïðî ñîñòîÿíèå ñèñòåìû èçâåñòíî òîëüêî, ÷òî îíî � ñëó÷àéíûé ýëåìåíò {y, q}
ñ çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ P(t1, {x, p}, t2, ·), òàêèì ÷òî ðàñïðåäåëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ
äàííîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé P (t1, {x, p}, t2, ·) íà B(X), à q äîñòîâåðíî ÿâëÿåòñÿ âå-
ðîÿòíîñòíîé ìåðîé, òàêîé ÷òî ∀A ∈ B(X)

q(A) = P̂ t2
t1 p(A) ≡

∫
X

P (t1, {x, p}, t2, A) p(dx). (2)

Èíûìè ñëîâàìè, ∀A ∈ B(X) è ∀V ∈ B(Q) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

P(t1, {x, p}, t2, A× V ) = P (t1, {x, p}, t2, A)δq(V ). (3)

Çäåñü δq � ìåðà Äèðàêà íà B(Q), ñîñðåäîòî÷åííàÿ â òî÷êå q ∈ Q, ò.å. íà ìåðå, âûðà-
æàþùåéñÿ ÷åðåç ìåðó p ïî ôîðìóëå (2).
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Óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà�×åïìåíà èìååò âèä

P(s, {x, p}, u, A× V ) =
∫
P(t, {y, q}, u, A× V )P(s, {x, p}, t, d{y, q}). (4)

Îíî ñïðàâåäëèâî ∀ s, t, u : 0 ≤ s < t < u, ∀A ∈ B(X) è ∀V ∈ B(Q).
Îòñþäà è èç (3) ñëåäóåò, ÷òî

P (s, {x, p}, u, A) =

∫
P (t, {y, P̂ t

s(p)}, u, A)P (s, {x, p}, t, d). (5)

2. Óñëîâèÿ äèôôóçèîííîñòè

Èññëåäóåìûé ïðîöåññ ïðåäïîëàãàåòñÿ äèôôóçèîííûì â ïðîñòðàíñòâå X ×Q.
Ïîýòîìó

lim
t↓s

1

t− s

∫
‖(x− y‖X > r,
‖p− q‖Q > r

P(s, {x, p}, t, d{y, q}) = 0, (6)

lim
t↓s

1

t− s
∫

‖(x− y‖X < r,
‖p− q‖Q < r

〈Ψ, {y − x, q − p}〉P(s, {x, p}, t, d{y, q}) =

= 〈Ψ, b(s, {x, p})〉,

(7)

lim
t↓s

1

t− s
∫

‖(x− y‖X < r,
‖p− q‖Q < r

〈Ψ, {y − x, q − p}〉2 P(s, {x, p}, t, d{y, q}) =

= 〈Ψ, a(s, {x, p})Ψ〉.

(8)

Èç (7) è (3) òîæäåñòâåííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïîëó÷àåè, ÷òî

〈Ψ, b(s, {x, p})〉 = 〈ΨQ, bQ(s, p)〉Q + 〈ΨX , bX(s, {x, p})〉X , (9)

ãäå

〈ΨQ, bQ(s, p)〉Q = lim
t↓s

〈ΨQ, P̂
t
sp− p〉Q
t− s

(10)

è

〈ΨX , bX(s, {x, p})〉X = lim
t↓s

1

t− s

∫
‖y−x‖X<r

〈ΨX , y − x〉X P (s, {x, p}, t, dy). (11)

Â (10) bQ(s, p) � ýëåìåíò èç Q∗∗, ò.å. çàðÿä. Â (11) bX(s, {x, p}) � ýëåìåíò èç
X∗∗ = X.

Àíàëîãè÷íî

〈Ψ, a(s, {x, p})Ψ〉 = 〈ΨX , aX(s, {x, p})ΨX〉X =

= lim
t↓s

1

t− s
∫

‖y−x‖X<r
〈ΨX , y − x〉2X P (s, {x, p}, t, dy).

(12)
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Çàìåòèì, ÷òî bQ(s, p) íå çàâèñèò îò x ∈ X è aQ = 0. Ýòî � ñëåäñòâèå (2). Êðîìå
òîãî, bQ(s, p) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç bX(s, {x, p}) è aX(s, {x, p}) ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïî ôîðìóëå (10)

〈ΨQ, bQ(s, p)〉Q = lim
t↓s

〈ΨQ, P̂
t
sp− p〉Q
t− s

=

=
∫ [
〈Ψ′Q(x), bX(s, {x, p})〉X + 1

2
Tr
(
aX(s, {x, p})Ψ′′Q(x)

)]
p(dx).

(13)

3. Ïðÿìîå óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà

Ïðè ñòàíäàðòíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î f èç (7) è (8) ñëåäóåò, ÷òî

lim
u↓t

f(s, {x, p}, u)− f(s, {x, p}, t)
u− t

=

∫
X×Q

[
〈b(t, {y′, q′}), f ′({y′, q′})〉+

+
1

2
Tr
(
a(t, {y′, q′})f ′′({y′, q′})

)]
P(s, {x, p}, t, d{y′, q′}) .

Ïîýòîìó

∂

∂t

∫
X×Q

f({y, q})P(s, {x, p}, t, d{y, q}) =

∫
X×Q

[
〈b(t, {y, q}), f ′({y, q})〉+

+
1

2
Tr
(
a(t, {y, q})f ′′({y, q})

)]
P(s, {x, p}, t, d{y, q})

Îòñþäà

∂
∂t

∫
X

f({y, P̂ t
sp})P (s, {x, p}, t, dy) =

∫
X

[
〈f ′({y, P̂ t

sp}), b(t, {y, P̂ t
sp})〉+

+1
2
Tr
(
a(t, {y, P̂ t

sp})f ′′({y, P̂ t
sp})

)]
P (s, {x, p}, t, dy).

(14)

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà f({y, q}) íå çàâèñò îò y, ïðè÷åì

f({y, q}) =

∫
X

φ(x)q(dx),

èñïîëüçóÿ (13), ïîëó÷àåì

∂
∂t

∫
X

φ(x)P̂ t
sp(dx) =

∫
X

[
〈φ′(x), bX(t, {x, P̂ t

sp})〉X+

+1
2
Tr
(
aX(t, {x, P̂ t

sp})φ′′(x)
)]
P̂ t
sp(dx).

(15)

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà f({y, q}) íå çàâèñò îò q, èç (14) ñëåäóåò, ÷òî

∂
∂t

∫
X

f(y)P (s, {x, p}, t, dy) =
∫
X

[
〈f ′(y), bX(t, {y, P̂ t

sp})〉X+

+1
2
Tr
(
aX(t, {y, P̂ t

sp})f ′′(y)
)]
P (s, {x, p}, t, dy).

(16)

109



Ñåêöèÿ 1. Áåñêîíå÷íîìåðíûé àíàëèç è ñòîõàñòèêà

Çàêëþ÷åíèå

Óðàâíåíèå (15) � ýòî óðàâíåíèå äëÿ ìåðû P̂ t
sp. Åãî ìîæíî èññëåäîâàòü è ðå-

øàòü íåçàâèñèìî îò óðàâíåíèÿ (16). Ïîëó÷èòñÿ èíôîðìàöèÿ î çàêîíå ðàñïðåäåëåíèÿ
è î ñðåäíèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ ýîåìåíòû ñèñòåìû. Ýòî îïèñà-
íèå, òèïè÷íîå äëÿ êèíåòè÷åñêèõ òåîðèé. Îíî íå ìíîãèì äåòàëüíåå, ÷åì ìàêðîñêîïè-
÷åñêîå îïèñàíèå, ò.å. îïèñàíèå ñ ïîìîùüþ ñðåäíèõ.

Íàéäåííóþ ìåðó P̂ t
sp ìîæíî ïîäñòàâèòü â óðàâíåíèå (16) è ðåøàòü åãî îò-

íîñèòåëüíî ïåðåõîäíîé âåðîÿòíîñòè P (s, {x, p}, t, dy). Ïî íåé ìîæíî îïðåäåëÿòü âû-
áîðî÷íûå òðàåêòîðèè îñíîâíîãî ïðîöåññà. Ýòè òðàåêòîðèè ïîêàçûâàþò âîçìîæíûå
ýâîëþöèè ýëåìåíòîâ ñèñòåìû. Òàê ïîëó÷àåòñÿ åå ìåçîñêîïè÷åñêîå îïèñàíèå. Îíî, ìå-
íåå äåòàëüíî, ÷åì ìèêðîñêîïè÷åñêîå, ïîñêîëüêó íåèçâåñòíî, êàêîé èìåííî ýëåìåíò
ýâîëþöèîíèðóåò ñîãëàñíî äàííîé âûáîðî÷íîé òðàåêòîðèè. Íî ìèêðîñêîðè÷åñêèå îïè-
ñàíèÿ ñëîæíûõ ñèñòåì ïðèíöèïèàëüíî íåâîçìîæíû.

Âîçìîæíî è ñîâìåñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé (15) è (16), íàïðèìåð, èñïîëüçóÿ
èõ äèñêðåòèçàöèþ ïî âðåìåíè ñ íåêîòîðûì øàãîì ∆t. Ýòîò ìåòîä åñòåñòâåííî ïðèìå-
íèòü íå ê óðàâíåíèÿì (15) è (16), à ê ñîîòâåòñòâóþùåìó óðàâíåíèþ Èòî. Â îòëè÷èå
îò ïðèìåíåíèÿ òàêîãî ìåòîäà ê ðåøåíèþ îáû÷íûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì, ïîòðåáóåò-
ñÿ íà êàæäîì øàãå ðàçûãðûâàòü çíà÷åíèå x ìíîãî ðàç, ÷òîáû îöåíèòü ðàñïðåäåëåíèå
P̂ t
sp.
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Àííîòàöèÿ: Â ñòàòüå ïðåäñòàâëåí ïîäõîä ê èçó÷åíèþ è àíàëèçó çíàêîâûõ
ñèñòåì ñ ïîçèöèè ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Ââåäåíî ïîíÿòèå
ýëåìåíòàðíîé ñèíòàãìàòè÷åñêîé îøèáêè êàê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, êîòîðàÿ ìîæåò
õàðàêòåðèçîâàòü ïðîöåññ êîäèðîâàíèÿ è ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè. Äâóìåðíàÿ ñëó÷àé-
íàÿ âåëè÷èíû ïðåäñòàâëåíà êàê ôóíêöèè äèñêðåòíî-íåïðåðûâíîãî àðãóìåíòà.
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RANDOM PROCESSES IN SEMIOTICS

Abstract: The article present an approach to the study analysis of sign system
from the perspective of the mathematical theory of random processes introduced the
concept of elementary syntagmatic errors as random variables that can characterize the
process of encoding and transmitting information. Two-dimensional random variable is a
function of the discrete-continuous argument.

Keywords: Elementary syntagmatic error, probability, random process, random
variable.

Ïðèêëàäíîé õàðàêòåð ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè
êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà îáëàñòè åå ïðèìåíåíèÿ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îñîáîå çíà÷åíèå
ïðèîáðåòàåò èíôîðìàòèçàöèÿ ïðîöåññîâ ÷åëîâå÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè, êîòîðàÿ îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå ïðèíöèïà êîììóíèêàöèè. Âàæíóþ ðîëü äëÿ èíôîðìàòèçàöèè
èãðàåò ñåìèîòèêà - íàóêà î çíàêîâûõ ñèñòåìàõ (ÿçûêàõ îáùåíèÿ, ÿçûêàõ ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ è äð.). Ðàññìàòðèâàÿ âèäû (ñèìâîëû, ìåòêè, èäåíòèôèêàòîðû) è çíà÷åíèÿ
çíàêîâ, ñåìèîòèêà èçó÷àåò ðàçëè÷íûå ñòðóêòóðíûå è ëîãè÷åñêèå âçàèìîñâÿçè ìåæäó
çíàêàìè, êàê ýëåìåíòàìè èíôîðìàöèè, â ïðîöåññå èõ ïåðåäà÷è è ïîëó÷åíèÿ. Ñ ïî-
ìîùüþ çíàêîâ èíôîðìàöèÿ êîäèðóåòñÿ äëÿ ïåðåäà÷è è ðàñïîçíàåòñÿ ïðè ïîëó÷åíèè.
Ïåðåõîäÿ îò ðàññìîòðåíèÿ çíàêà ê êîäó, êîäîì íàçîâåì ïðàâèëî, ñîïîñòàâëÿþùåå
êàæäîìó ïåðåäàâàåìîìó çíàêó, íåêîòîðóþ êîìáèíàöèþ ñèãíàëîâ. À îïåðàöèþ ïåðå-
âîäà èíôîðìàöèè â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçëè÷íûõ ñèãíàëîâ íàçîâåì êîäèðîâàíèåì.
Ïåðåäà÷à èíôîðìàöèè ñ ïîìîùüþ çíàêîâûõ ñèñòåì ïîäâåðæåíà âñåâîçìîæíûì èñ-
êàæåíèÿì è èçìåíåíèÿì ïîä äåéñòâèåì ñëó÷àéíûõ ôàêòîðîâ. Ïîýòîìó, êîäèðîâêà
îïèñûâàåò ñâîéñòâà ïåðåäàâàåìîé èíôîðìàöèè ñ îïðåäåëåííîé ñòåïåíüþ ïîëíîòû
è äîñòîâåðíîñòè. Îòñþäà, âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü îöåíèâàòü ñòåïåíü ñîâïàäåíèÿ
ñâîéñòâ êîäà è òîé èíôîðìàöèè, êîòîðàÿ ôèêñèðóåòñÿ äàííûì êîäîì. Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, ïðè ïîëó÷åíèè êîäîâ, èõ èíôîðìàöèîííàÿ ñîäåðæàòåëüíàÿ ñóòü òàêæå ìîæåò
áûòü â îïðåäåëåííîé ñòåïåíè èçìåíåíà, ÷òî ïðèâîäèò ê ðàññîãëàñîâàíèþ ïåðåäàâà-
åìîé è ïðèíÿòîé èíôîðìàöèè. Ïîëíîé óâåðåííîñòè â òîì, ÷òî ïðîèçîéäåò îøèáêà
ïðè êîäèðîâàíèè, ïåðåäà÷å è äåêîäèðîâàíèè íèêîãäà íå ñóùåñòâóåò. Îøèáêà ìî-
æåò ïðîèçîéòè, à ìîæåò è íå ïðîèçîéòè. Åñëè äîáàâèòü îñü âðåìåíè, ïðîèñõîäèò
ïåðåõîä â ñôåðó ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Îòñóòñòâèå ïîëíîé óâåðåííîñòè â ïîÿâëåíèè
îøèáîê â îïðåäåëåííûå ìîìåíòû âðåìåíè, ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü îøèáêè â êà÷å-
ñòâå ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé Ai = A(ti) è Bi = B(ti), ãäå ti - ìîìåíò, êîãäà ïðîèçîøëà
îøèáêà â ïðîöåññå êîäèðîâàíèÿ èëè äåêîäèðîâàíèÿ è â êà÷åñòâå ñëó÷àéíîãî ñîáû-
òèÿ Ci = C(∆ti), ãäå ∆ti - îïðåäåëåííûé èíòåðâàë, íà êîòîðîì ïðîèçîøëà îøèáêà â
ïðîöåññå ïåðåäà÷è ñèãíàëà. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òèïà âõîä (êîäèðîâàíèå), ïåðåäà÷à,
âûõîä (äåêîäèðîâàíèå) íàçîâåì ýëåìåíòàðíîé ñèíòàãìîé, à óïîðÿäî÷åííóþ òðîéêó
ñîáûòèé Ai, Ci, Bi íàçîâåì ýëåìåíòàðíîé ñèíòàãìàòè÷åñêîé îøèáêîé. Äëÿ õàðàêòå-
ðèñòèêè ýòîé îøèáêè ââåäåì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó X , êîòîðóþ íàçîâåì ñëó÷àéíîé
ñèíòàãìàòè÷åñêîé îøèáêîé è îïðåäåëèì òàê:

X : {xi ∈ [0; ki+ 3], i = 1, n, ãäå n - ÷èñëî ñèíòàãì çà âðåìÿ t, ki - ÷èñëî îøèáîê
â ∆ti}.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñèíòàãìàòè÷åñêîé îøèáêè. Åñ-
ëè îøèáêà áûëà äîïóùåíà â ìîìåíò êîäèðîâàíèÿ, òî îíà àâòîìàòè÷åñêè ñòàíîâèò-
ñÿ îøèáêîé â ìîìåíò äåêîäèðîâàíèÿ. Ïëþñ â ìîìåíò äåêîäèðîâàíèÿ äîáàâëÿþòñÿ
ñîáñòâåííî îøèáêè äåêîäèðîâàíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ñóììàðíàÿ îøèáêà âûñòóïàåò â
êà÷åñòâå ïîêàçàòåëÿ òîãî, íàñêîëüêî êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè íà âõîäå è êîëè÷åñòâî
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èíôîðìàöèè íà âûõîäå îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà. Êðîìå îøèáîê, äîïóùåííûõ â
ìîìåíòû êîäèðîâàíèÿ è äåêîäèðîâàíèÿ, âîçíèêàåò íåîïðåäåëåííîñòü íà âðåìåííûõ
èíòåðâàëàõ ìåæäó ïîÿâëåíèåì ñèãíàëà è ðåàêöèåé íà íåãî. Åñëè ïðèíÿòü ðàâíîé íó-
ëþ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ïåðèîä ∆ti ïðîèçîéäåò îøèáêà, òî îøèáêè êîäèðîâàíèÿ è
äåêîäèðîâàíèÿ â ñóììå äàþò äâóìåðíóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó X = X (µ1, µ2). Òîãäà
åå ìîæíî îïðåäåëèòü òàê:

X : {xi = (µi1, µ
i
2) : µi1 ∈ [0;n], µi2 ∈ [0; 2n], i = 1, n, ãäå n - ÷èñëî ñèíòàãì çà

âðåìÿ t}.
Åñëè æå âåðîÿòíîñòü îøèáêè â ïåðèîä ∆ti íå ìîæåò áûòü èñêëþ÷åíà, òî ñèí-

òàãìàòè÷åñêàÿ îøèáêà ïðèíèìàåò õàðàêòåð òðåõìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X =
X (µ1, ϑ, µ2) è ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

X : {xi = (µi1, ϑ
i, µi2) : µi1 ∈ [0;n], ϑi ∈ N,µi2 ∈ [0; 2n], i = 1, n, ãäå n - ÷èñëî

ñèíòàãì çà âðåìÿ t}.
Ñ ïîìîùüþ ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé äâóìåðíóþ è òðåõìåðíóþ ñëó÷àéíûå âå-

ëè÷èíû ìîæíî ïåðåâåñòè â îäíîìåðíóþ è äâóìåðíóþ ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñîîòâåò-
ñòâåííî, â çàâèñèìîñòè îò òîãî âîçìîæíî ëè ïðåíåáðå÷ü âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè ïðè
ïåðåäà÷å, òî åñòü âåðîÿòíîñòüþ P (Ci) èëè íåò. Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðåîá-
ðàçîâàííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû: îäíîìåðíóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó X = X (µ) è
äâóìåðíóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó Y = Y (µ, ϑ). Çíà÷åíèÿ îäíîìåðíîé âåëè÷èíû X (µ)
ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû çíà÷åíèé µ1 è µ2, à òàêæå ó÷òåì, ÷òî îøèáêà, äîïóùåííàÿ
íà âõîäå, äóáëèðóåòñÿ íà âûõîäå. Ïîëó÷èì: µ = 2µ1 + µ2 . Îòìåòèì, ÷òî çíà÷åíèÿ
µ1 è µ2 ñîîòâåòñòâóþò îäíîé è òîé æå ýëåìåíòàðíîé ñèíòàãìå. Åñëè ìîæíî îòáðî-
ñèòü âåðîÿòíîñòü P (Ci), òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X - ÷èñëî îøèáîê â ýëåìåíòàðíîé
ñèíòàãìå, ïðèíèìàåò âñåãî ÷åòûðå çíà÷åíèÿ: X : {0; 1; 2; 3} . Ïðè ýòîì, âåðîÿòíîñòè
ýòèõ çíà÷åíèé îäèíàêîâû è ðàâíû 1

4
. Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé äâóìåðíîé ñëó÷àéíîé âå-

ëè÷èíû Y - ÷èñëà îøèáîê â ýëåìåíòàðíîé ñèíòàãìå, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïàð
÷èñåë (µ, ϑ(∆t)), ãäå µ ∈ {0; 1; 2; 3}, à ϑ(∆t) çàâèñèò îò ñâîéñòâ êàíàëà ïåðåäà÷è.
Ñîîòâåòñòâåííî âåðîÿòíîñòè ýòèõ çíà÷åíèé èìåþò âûðàæåíèå

P = P (Y ) = P (µ, ϑ(δt)) = 1
4
·P (C)
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PARSEVAL FRAMES ON THE FIELD FP ((T ))

Abstract: In this paper, we present an algorithm for constructing Parseval frames
on the �eld of formal Laurent series. Compactly supported scaling functions associated
with these frames are also de�ned.

Keywords: wavelets, frames, Laurent series, Cantor group, Vilenkin groups.

Òåîðèÿ ôðåéìîâ àíàëèçèðóåò ïîëíîòó, óñòîé÷èâîñòü è èçáûòî÷íîñòü ëèíåéíûõ
äèñêðåòíûõ ïðåäñòàâëåíèé ôóíêöèé è ïðèìåíÿåòñÿ â öèôðîâîé îáðàáîòêå ñèãíàëîâ
è èçîáðàæåíèé, â êîäèðîâàíèè è ñæàòèè èíôîðìàöèè, â êâàíòîâîé ìåõàíèêå è â
äðóãèõ îáëàñòÿõ (ñì., íàïðèìåð, [1, ãëàâà 5]). Íåäàâíèå ðåçóëüòàòû î ïðèìåíåíèÿõ
ôðåéìîâ äëÿ îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé ïðèâåäåíû â îáçîðíîé ñòàòüå [2], ãäå èçëîæåíû
òàêæå îñíîâíûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ôðåéìîâ Ïàðñåâàëÿ. Íàïîìíèì, ÷òî ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {gm} íàçûâàåòñÿ ôðåéìîì Ïàðñåâàëÿ äëÿ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H,
åñëè äëÿ âñåõ f ∈ H âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ‖f‖2 =

∑
m

| 〈f , gm〉|2.

Äëÿ äàííîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p ÷åðåç Fp(( t)) îáîçíà÷àþò ïîëå ôîðìàëüíûõ
ðÿäîâ Ëîðàíà âèäà ∑

n≥n0

ant
n, n0 ∈ Z, an ∈ Fp,

ñ îáû÷íûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ. Ýòî ïîëå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî
êàê ïîïîëíåíèå ïîëÿ Fp( t) ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ñ êîýôôèöèåíòàìè èç êîíå÷íî-
ãî ïîëÿ Fp îòíîñèòåëüíî àáñîëþòíîãî çíà÷åíèÿ | a| = p−ord0(a) (ñì., íàïðèìåð, [3, ñ.
433]). Îòêðûòàÿ êîìïàêòíàÿ ïîäãðóïïà U ñîâïàäàåò ñ çàìûêàíèåì êîëüöà ïîëèíîìîâ
Fp[ t] ⊂ Fp(( t)). Ìåðó Õààðà µ íà àääèòèâíîé ãðóïïå G ïîëÿ Fp(( t)) íîðìèðóåì óñëî-
âèåì µ(U) = 1 è ñòàíäàðòíûì îáðàçîì îïðåäåëèì ïî ýòîé ìåðå ïðîñòðàíñòâî L2(G).
Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè f îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç f̂ . Ïðîèçâîëüíûé õàðàêòåð
χ : G→ C ìîæåò áûòü çàäàí ïî ôîðìóëå

χ

(∑
n≥n0

ant
n

)
= exp(2πia−1p

−1).

Ãðóïïà G ñàìîäâîéñòâåííà: Ĝ = G, ïðè÷åì ñîîòíîøåíèå äâîéñòâåííîñòè çàïèñûâà-
åòñÿ â âèäå (x, ω) = χ(xω). Îðòîãîíàëüíûå è áèîðòîãîíàëüíûå âñïëåñêè (âåéâëåòû)
ñ êîìïàêòíûìè íîñèòåëÿìè íà ãðóïïå G êîíñòðóèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ îáîáùåííûõ
ôóíêöèé Óîëøà êàê íà p-àäè÷åñêîé ãðóïïå Âèëåíêèíà (ñì. [4, 5]).

Ôîðìàëüíûå ñóììû âèäà

−1∑
n=n0

ant
n, n0 ≤ −1, an ∈ Fp,

îáðàçóþò äèñêðåòíóþ ïîäãðóïïó H â G. Îòîáðàæåíèå λ : G→ [0,∞) îïðåäåëèì ïî
ôîðìóëå

λ

(∑
n≥n0

ant
n

)
=
∑
n≥n0

anp
−n−1.

Îáðàçîì ïîäãðóïïû H ïðè îòîáðàæåíèè λ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî öåëûõ íåîòðèöàòåëü-
íûõ ÷èñåë: λ(H) = Z+. Äëÿ êàæäîãî α ∈ Z+ ÷åðåç h[α] îáîçíà÷èì ýëåìåíò èç H òàêîé,
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÷òî λ(h[α]) = α. Â ÷àñòíîñòè, ýëåìåíò h[0] ñîâïàäàåò ñ íóëåâûì ýëåìåíòîì θ. Îáîá-
ùåííûå ôóíêöèè Óîëøà äëÿ ãðóïïû G îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå Wα(x) = (x, h[α]),
ãäå α ∈ Z+, x ∈ G. Àâòîìîðôèçì A ãðóïïû G îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì A(x) = t−1x
äëÿ x ∈ G, à ýëåìåíòû δl ∈ G îïðåäåëèì èç óñëîâèÿ λ(δl) = l/p, l ∈ {0, 1, . . . , p− 1}.

Äëÿ äàííîãî ñåìåéñòâà Ψ = {ψ(1), . . . , ψ(r)} ⊂ L2(G) ñèñòåìà âñïëåñêîâ X(Ψ)
îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

X(Ψ) = {ψ(ν)
j,k : 1 ≤ ν ≤ r, j ∈ Z, k ∈ Z+},

ãäå
ψ

(ν)
j,k (x) = pj/2ψ(ν)(Ajx− h[k]), x ∈ G.

Ñèñòåìà X(Ψ) íàçûâàåòñÿ ôðåéìîì Ïàðñåâàëÿ äëÿ L2(G), åñëè ðàâåíñòâî∑
j∈Z

∑
k∈Z+

r∑
ν=1

|〈f , ψ(ν)
j,k 〉|

2 = ‖f‖2

âåðíî äëÿ âñåõ f ∈ L2(G). Èç îáùèõ ñâîéñòâ ôðåéìîâ â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ
(ñì., íàïðèìåð, [1, ãëàâà 5], [6, � 1.8]) ñëåäóåò, ÷òî X(Ψ) ÿâëÿåòñÿ ôðåéìîì Ïàðñåâàëÿ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L2(G) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
f =

∑
g∈X(Ψ)〈f , g〉g.
Äëÿ ôèêñèðîâàííûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n è r ≥ p ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé

àëãîðèòì:

1. Ïðèíÿòü N = pn, N1 = pn−1 è âûáðàòü âåêòîð (b0, b1, . . . , bN−1) â CN òàêîé,
÷òî

b0 = 1, |bl|2 + |bl+N1 |2 + · · ·+ |bl+(p−1)N1|2 ≤ 1, 0 ≤ l ≤ N1 − 1. (1)

2. Âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíòû c0, c1, . . . , cN−1 ïî ôîðìóëå

cα =
1

N

N−1∑
s=0

bsWα(A−nh[s]), 0 ≤ α ≤ N − 1,

è îïðåäåëèòü ïîëèíîì Óîëøà

m0(ω) =
N−1∑
α=0

cαWα(ω). (2)

3. Îïðåäåëèòü ôóíêöèþ ϕ ∈ L2(G), ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå êîòîðîé èìååò âèä

ϕ̂(ω) =
∞∏
j=1

m0(A−jω), ω ∈ G.

4. Íàéòè ïîëèíîìû Óîëøà

mν(ω) =
N−1∑
α=0

a(ν)
α Wα(ω), 1 ≤ ν ≤ r,

òàêèå, ÷òî ñòðîêè ìàòðèöû

M(ω) =


m0(ω) m1(ω) . . . mr(ω)
m0(ω + δ1) m1(ω + δ1) . . . mr(ω + δ1)

. . . . . . . . . . . .
m0(ω + δp−1) m1(ω + δp−1) . . . mr(ω + δp−1)
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îáðàçóþò îðòîíîìèðîâàííóþ ñèñòåìó ïðè êàæäîì ω ∈ G.
5. Îïðåäåëèòü ψ(1), . . . , ψ(r) ïî ôîðìóëå

ψ(ν)(x) = p
N−1∑
α=0

a(ν)
α ϕ(Ax− h[α]), 1 ≤ ν ≤ r. (3)

Îòìåòèì, ÷òî åñëè â óñëîâèè (1) âñå íåðàâåíñòâà çàìåíèòü ðàâåíñòâàìè, ò.å.
íà øàãå 1 ïðåäïîëîæèòü, ÷òî

b0 = 1, |bl|2 + |bl+N1|2 + · · ·+ |bl+(p−1)N1|2 = 1, 0 ≤ l ≤ N1 − 1, (4)

òî àëãîðèòì ìîæíî ïðèìåíÿòü è äëÿ r = p− 1. Îáîñíîâàíèå øàãà 3 ýòîãî àëãîðèòìà
ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå:

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ïîëèíîì m0 îïðåäåëåí ïî ôîðìóëå (2).

(a) Óñëîâèå (1) âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

m0(ω) = 1,

p−1∑
l=0

|m0(ω ⊕ δl)|2 ≤ 1, ω ∈ G.

(b) Ïðè óñëîâèè (1) ôóíêöèÿ g, çàäàííàÿ ïî ôîðìóëå

g(ω) =
∞∏
j=1

m0(A−jω), ω ∈ G,

ïðèíàäëåæèò êëàññó L2(G).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåàëèçàöèè øàãà 3 äîñòàòî÷íî ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ïëàí-
øåðåëÿ îïðåäåëèòü ôóíêöèþ ϕ ∈ L2(G) òàêóþ, ÷òî ϕ̂ = g. Òîãäà

ϕ̂(ω) = m0(A−1ω)ϕ̂(A−1ω), ω ∈ G,
è, ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ ϕ óäîâëåòâîðÿåò ìàñøòàáèðóþùåìó óðàâíåíèþ

ϕ(x) = p

N−1∑
α=0

aαϕ(Ax− h[α]), x ∈ G. (5)

Èçâåñòíî, ÷òî ïðè óñëîâèè ϕ̂(θ) 6= 0 ëþáîå L2-ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5) èìååò êîìïàêò-
íûé íîñèòåëü. Áîëåå òîãî, íåêîòîðûå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâèìû íà ñâîèõ
íîñèòåëÿõ ëàêóíàðíûìè ðÿäàìè Óîëøà èëè êîíå÷íûìè ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè
ôóíêöèé Óîëøà (ñì. [4], [7]). Ôóíêöèè ϕ ∈ L2(G), óäîâëåòâîðÿùèå óðàâíåíèÿì âèäà
(5), îáðàçóþò êëàññ ìàñøòàáèðóþùèõ ôóíêöèé ñ êîìïàêòíûìè íîñèòåëÿìè íà G.

Êàæäûé èç ïîëèíîìîâ mν , 0 ≤ ν ≤ r, ÿâëÿåòñÿ ñòóïåí÷àòîé H-ïåðèîäè÷åñêîé
ôóíêöèåé, ïðèíèìàþùåé âñåãî N çíà÷åíèé b

(ν)
s = mν(A

−nh[s]), 0 ≤ s ≤ N − 1. Ïî
ýòèì çíà÷åíèÿì ïîëèíîìû mν îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ äèñêðåòíî-
ãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Âèëåíêèíà-Êðåñòåíñîíà (ñì. ôîðìóëû (5) è (6) â [7]). Äëÿ ν = 0
ñîãëàñíî (1) èìååì

b
(0)
0 = 1, |b(0)

l |
2 + |b(0)

l+pn−1|2 + · · ·+ |b(0)

l+(p−1)pn−1|2 ≤ 1, 0 ≤ l ≤ pn−1 − 1.
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ øàãîì 4 ïðèâåäåííîãî âûøå àëãîðèòìà, òðåáóåòñÿ íàéòè ÷èñëà

b
(1)
l , b

(1)

l+pn−1 , . . . , b
(1)

l+(p−1)pn−1 , . . . , b
(r)
l , b

(r)

l+pn−1 , . . . , b
(r)

l+(p−1)pn−1 ,

òàêèå, ÷òî ìàòðèöû

Ml =


b

(0)
l b

(0)

l+pn−1 . . . b
(0)

l+(p−1)pn−1

b
(1)
l b

(1)

l+pn−1 . . . b
(1)

l+(p−1)pn−1

. . . . . . . . . . . .

b
(r)
l b

(r)

l+pN−1 . . . b
(r)

l+(p−1)pN−1

 , 0 ≤ l ≤ pn−1 − 1,

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ MlM∗
l = I (çäåñü I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà è M∗

l � ìàòðè-
öà, ñîïðÿæåííàÿ ìàòðèöå Ml). Êàê â îðòîãîíàëüíîì ñëó÷àå, ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ
ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Õàóñõîëüäåðà [6, ñ.123] èëè ìåòîäîì, èçëîæåííûì â [5].
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ôîðìóëû (3) â îáðàçàõ Ôóðüå çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

ψ̂(ν)(ω) = mν(A
−1ω)ϕ̂(A−1ω), 1 ≤ ν ≤ r.

Òåîðåìà 2. Åñëè ñåìåéñòâî Ψ = {ψ(1), . . . , ψ(r)} îïðåäåëåíî ïî óêàçàííîìó
âûøå àëãîðèòìó, òî ñèñòåìà âñïëåñêîâ X(Ψ) ÿâëÿåòñÿ ôðåéìîì Ïàðñåâàëÿ äëÿ
L2(G).

Íàïîìíèì, ÷òî êðàòíîìàñøòàáíûì àíàëèçîì (ÊÌÀ) â L2(G) íàçûâàþò ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü çàìêíóòûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Vj ⊂ L2(G), j ∈ Z, òàêèõ, ÷òî âûïîë-
íåíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

(i) Vj ⊂ Vj+1 äëÿ âñåõ j ∈ Z ;
(ii)

⋃
Vj ïëîòíî â L2(G) è

⋂
Vj = {θ};

(iii) f ∈ Vj òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(A−j ·) ∈ V0 ;

(iv) ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ϕ ∈ L2(G) òàêàÿ, ÷òî ñèñòåìà {ϕ(·−h) : h ∈ H} ÿâëÿåòñÿ
îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì äëÿ V0.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ ïîðîæäàåò ÊÌÀ, åñëè, âî-ïåðâûõ, ñåìåéñòâî
{ϕ(· − h) : h ∈ H} ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìîé â L2(G) è, âî-âòîðûõ,
ïîäïðîñòðàíñòâà

Vj = closL2(G)span {ϕ(Aj · −h) : h ∈ H}, j ∈ Z,
îáðàçóþò ÊÌÀ â L2(G). Åñëè ôóíêöèÿ ϕ ∈ L2(G) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (5),
òî äëÿ çàäàííûõ ïî ôîðìóëå (6) ïîäïðîñòðàíñòâ Vj óñëîâèå (i) âûïîëíåíî. Êðîìå
òîãî, åñëè ôóíêöèÿ ϕ îïðåäåëåíà â ñîîòâåòñâèè ñ ïðèâåäåííûì âûøå àëãîðèòìîì, òî
óñëîâèÿ (4) íåîáõîäèìû (íî íåäîñòàòî÷íû) äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà {ϕ(·−h) : h ∈ H}
áûëà îðòîíîðìèðîâàíà â L2(G). Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû
L2-ðåøåíèå ϕ óðàâíåíèÿ (5) ïîðîæäàëî ÊÌÀ óêàçàíû â [7]. Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ
óñëîâèé ñóùåñòâóåò (ñì. [5]) àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ñåìåéñòâà Ψ = {ψ(1), . . . , ψ(r)}, äëÿ
êîòîðîãî ñèñòåìà âñïëåñêîâ X(Ψ) ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì â L2(G).

Òåîðåìû 1 è 2 äîïîëíÿþò ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû èç [5], [7] è [8]. Äëÿ
ñëó÷àÿ p = 2 ïðè óñëîâèè (4) èçëîæåííûé àëãîðèòì îáîñíîâàí â [9, Òåîðåìà 3.4].
Îòìåòèì, ÷òî íà ïîëå Fp(( t)) ìîãóò áûòü ðàñïðîñòðàíåíû è äðóãèå ðåçóëüòàòû èç [9]
î ïîñòðîåíèè ôðåéìîâ íà ãðóïïå Êàíòîðà.
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Àííîòàöèÿ: Â ñòàòüå äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ

óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ ïîòåíöèàë Ðèññà (Iαu) (x) =

∫ b

a

u(s) ds

|x− s|1−α
, 0 < α < 1, ìå-

òîäîì ìîíîòîííûõ îïåðàòîðîâ äîêàçàíû òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè, åäèíñòâåííî-
ñòè è îöåíêàõ ðåøåíèé â âåùåñòâåííûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ëåáåãà Lp(a, b) ïðè ëþáûõ
p ∈ (1,∞).

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Íåëèíåéíîå óðàâíåíèå òèïà ñâåðòêè, ìîíîòîííûé îïåðàòîð.

NONLINEAR EQUATIONS WITH RIESZ POTENTIALS

Abstract: In this paper using methods of monotone operators, we prove existence,
uniqueness and also estimates norm-solution theorems for some classes of nonlinear

equations including the Riesz potential (Iαu) (x) =

∫ b

a

u(s) ds

|x− s|1−α
, 0 < α < 1, in real

Lebesgue spaces Lp(a, b) for all p ∈ (1,∞).
Keywords: Nonlinear equation convolution type, monotone operator.

Ïóñòü X - âåùåñòâåííîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî è X∗ ñîïðÿæåííîå ñ íèì ïðî-
ñòðàíñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 〈y, x〉 çíà÷åíèå ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî ôóíêöèîíàëà
y ∈ X∗ íà ýëåìåíòå x ∈ X. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð òèïà ïîòåíöèàëà (ðèññîâ ïîòåí-

öèàë) (Iαu) (x) =

∫ b

a

u(s) ds

|x− s|1−α
, 0 < α < 1, â âåùåñòâåííûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ëåáåãà

Lp(a, b), 1 < p <∞, ñ íîðìîé ‖u‖p =

(∫ b

a

|u(x)|pdx
)1/p

.

Èç òåîðåìû Õàðäè-Ëèòòëâóäà ñ ïðåäåëüíûì ïîêàçàòåëåì â ÷àñòíîñòè âûòå-
êàåò (ñì., íàïðèìåð, [1]), ÷òî îïåðàòîð Iα äåéñòâóåò èç ïðîñòðàíñòâà L2/(1+α)(a, b) â
ñîïðÿæåííîå ñ íèì ïðîñòðàíñòâî L2/(1−α)(a, b) è îãðàíè÷åí. Îáîçíà÷èì åãî íîðìó â
ýòîì ñëó÷àå ÷åðåç n(α). Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî ýòîò îïåðàòîð äåéñòâóåò èç Lp(a, b) â
Lp(a, b) è îãðàíè÷åí ïðè ëþáîì p ≥ 1. Â ýòîé ñâÿçè ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ñëåäóþùàÿ
ëåììà, ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåìàÿ â äàëüíåéøåì.

Ëåììà 1. Åñëè 0 < α < 1 è p ≥ 2/(1 + α), òî îïåðàòîð Iα äåéñòâóåò
íåïðåðûâíî èç ïðîñòðàíñòâà Lp(a, b) â ñîïðÿæåííîå ñ íèì ïðîñòðàíñòâî Lp′(a, b),
p′ = p/(p− 1), è ñòðîãî ïîëîæèòåëåí, ïðè÷åì:

‖Iαu‖p′ ≤ (b− a)[p(1+α)−2]/p · n(α) · ‖u‖p , ∀u(x) ∈ Lp(a, b). (1)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè p = 2/(1 + α) è p′ = 2/(1− α) ëåììà 1 äîêàçàíà â [1].
Ïîýòîìó ñ÷èòàåì äàëåå, ÷òî p > 2/(1 + α). Òîãäà ñïðàâåäëèâû âëîæåíèÿ:

Lp(a, b) ⊂ L2/(1+α)(a, b) è L2/(1−α)(a, b) ⊂ Lp′(a, b) . (2)

Ïîñêîëüêó 2/(1− α) > 2/(1 + α), òî âëîæåíèå L2/(1−α)(a, b) ⊂ L2/(1+α)(a, b) î÷åâèäíî.
Äîêàæåì ïåðâîå âëîæåíèå èç (2). Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà ñ ïîêàçàòåëÿìè
p(1 + α)/2 è p(1 + α)/[p(1 + α)− 2], äëÿ ëþáîãî u(x) ∈ Lp(a, b), èìååì

‖u‖2/(1+α) ≤ (b− a)[p(1+α)−2]/(2p)‖u‖p , (3)

ò.å. ñïðàâåäëèâî ïåðâîå âëîæåíèå èç (2).
Àíàëîãè÷íî, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà ñ ïîêàçàòåëÿìè 2/[(1 − α)p′] è

2/[2− (1− α)p′] äëÿ ëþáîãî u(x) ∈ L2/(1−α)(a, b), ïîëó÷àåì

‖u‖p′ ≤ (b− a)[p(1+α)−2]/(2p)‖u‖2/(1−α) (4)

(çäåñü ó÷ëè, ÷òî [2− (1− α)p′]/(2p′) = [p(1 + α)− 2]/(2p)), ò.å. ñïðàâåäëèâî è âòîðîå
âëîæåíèå èç (2).

Èç òåîðåìû Õàðäè-Ëèòòëâóäà ñ ïðåäåëüíûì ïîêàçàòåëåì âûòåêàåò, ÷òî

‖Iαu‖2/(1−α) ≤ n(α) · ‖u‖2/(1+α) , ∀u(x) ∈ L2/(1+α)(a, b) . (5)

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà (3)�(5) è ó÷èòûâàÿ ïåðâîå âëîæåíèå èç (2), èìååì

‖Iαu‖p′ ≤ (b− a)[p(1+α)−2]/(2p)‖Iαu‖2/(1−α) ≤ (b− a)[p(1+α)−2]/(2p) · n(α) · ‖u‖2/(1+α) ≤

≤ (b− a)[p(1+α)−2]/p · n(α) · ‖u‖p , ∀u(x) ∈ Lp(a, b) ,

ò.å. ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (1).
Íàêîíåö, èñïîëüçóÿ òåîðåìó 3.2 [1], ∀u(x) ∈ Lp(a, b) ïîëó÷àåì

〈Iαu, u〉 =

b∫
a

 b∫
a

u(s) ds

|x− s|1−α

 · u(x) dx ≥ 0 ,

ïðè÷åì 〈Iαu, u〉 > 0, åñëè u(x) 6= 0, ò.å. îïåðàòîð Iα ñòðîãî ïîëîæèòåëåí â ïðîñòðàí-
ñòâå Lp(a, b) ïðè p ≥ 2/(1 + α).

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííîé ëåììå 1 è ïîíàäîáèòñÿ ïðè èññëå-
äîâàíèè óðàâíåíèÿ òèïà Ãàììåðøòåéíà ñ ÿäðîì òèïà ïîòåíöèàëà (ñì. òåîðåìó 2).

Ëåììà 2. Åñëè 0 < α < 1 è 1 < p ≤ 2/(1 − α), òî îïåðàòîð Iα äåéñòâóåò
íåïðåðûâíî èç Lp′(a, b), p

′ = p/(p− 1), â Lp(a, b) è ñòðîãî ïîëîæèòåëåí, ïðè÷åì:

‖Iαu‖p′ ≤ (b− a)[2−p(1−α)]/p · n(α) · ‖u‖p′ , ∀u(x) ∈ Lp′(a, b). (6)

Ïóñòü âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ F (x, u) îïðåäåëåíà ïðè x ∈ [a, b], u ∈ (−∞,∞) è
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè: îíà èçìåðèìà ïî x ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàí-
íîì u è íåïðåðûâíà ïî u ïî÷òè ïðè âñåõ x. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F îïåðàòîð Íåìûöêîãî,
ïîðîæäåííûé ôóíêöèåé F (x, u), à ÷åðåç L+

p (a, b) - ìíîæåñòâî âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ
ôóíêöèé èç Lp(a, b).
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü 0 < α < 1 è p ≥ 2/(1 + α). Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
1) |F (x, u)| ≤ c(x) + d1 · |u|p−1, ãäå c(x) ∈ L+

p′(a, b), d1 > 0;
2) F (x, u) íå óáûâàåò ïî u ïî÷òè ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x;
3) F (x, u) · u ≥ d2 · |u|p −D(x), ãäå D(x) ∈ L+

1 (a, b), d2 > 0,
òî ïðè ëþáûõ λ > 0 è f(x) ∈ Lp′(a, b) óðàâíåíèå

λ · F [x, u(x)] +

b∫
a

u(s) ds

|x− s|1−α
= f(x) (7)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u∗(x) ∈ Lp(a, b). Êðîìå òîãî, åñëè óñëîâèå 3) âûïîë-

íåíî ïðè D(x) = 0, òî ‖u∗‖p ≤
(
λ−1 · d−1

2 · ‖f‖p′
)1/(p−1)

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì äàííîå óðàâíåíèå (7) â îïåðàòîðíîì âèäå: Au = f ,
ãäå Au = λ · Fu + Iαu. Â ñèëó ëåììû 1 è óñëîâèé 1)�3) ïîëó÷àåì, ÷òî îïåðàòîð A
äåéñòâóåò íåïðåðûâíî èç Lp(a, b) â Lp′(a, b) è ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì è êîýðöèòèâíûì.
Ïðè ýòîì îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ìîíîòîííûì, åñëè ôóíêöèÿ F (x, u) ñòðîãî
âîçðàñòàåò ïî u. Ïîýòîìó óòâåðæäåíèÿ î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ
âûòåêàþò èç òåîðåìû Áðàóäåðà-Ìèíòè (ñì., íàïðèìåð, [1]). Íàêîíåö, èñïîëüçóÿ óñëî-
âèå 3) ïðè D(x) = 0, ïîëîæèòåëüíîñòü îïåðàòîðà Iα è ðàâåíñòâî Au∗ = f , èìååì

λ · d2 · ‖u∗‖pp ≤ λ · 〈Fu∗, u∗〉 ≤ λ · 〈Fu∗, u∗〉+ 〈Iαu∗, u∗〉 =

= 〈Au∗, u∗〉 = 〈f, u∗〉 ≤ ‖f‖p′‖u‖p,
îòêóäà íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò äîêàçûâàåìàÿ îöåíêà.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü p ≥ 2 ëþáîå ÷åòíîå ÷èñëî è f(x) ∈ Lp′(a, b). Òîãäà
óðàâíåíèå

up−1(x) +

b∫
a

u(s) ds√
|x− s|

= f(x)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u∗(x) ∈ Lp(a, b), ïðè÷åì ‖u∗‖p ≤ ‖f‖1/(p−1)
p′ .

Â ñâÿçè ñî ñëåäñòâèåì 1 çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó p ≥ 2 è 2/(1 + α) ∈ (1, 2), òî
òðåáîâàíèå p ≥ 2/(1 + α) òåîðåìû 1 çàâåäîìî âûïîëíåíî, ïðè÷åì íå÷åòíîñòåïåííàÿ
ôóíêöèÿ F (x, u) = up−1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1)�3) ïðè d1 = d2 = 1 è c(x) =
D(x) = 0.

Çàìå÷àíèå 1. Òåîðåìà 1 óñèëèâàåò íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåííûå â
[1], à èìåííî îáîáùàåò òåîðåìó 6.2 è äîïîëíÿåò òåîðåìó 6.1, êîòîðàÿ íå îõâàòû-
âàåò ñëó÷àé 2/(1 + α) ≤ p < 2.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü 0 < α < 1 è 1 < p ≤ 2/(1 − α). Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ
1) è 2) òåîðåìû 1, òî ïðè ëþáûõ λ ≥ 0 è f(x) ∈ Lp(a, b) óðàâíåíèå

u(x) + λ ·
b∫

a

F [s, u(s)] ds

|x− s|1−α
= f(x) (8)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u∗(x) ∈ Lp(a, b). Êðîìå òîãî, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ
1), 3) òåîðåìû 1 ïðè c(x) = D(x) = 0, òî ‖u∗‖p ≤ d1 · d−1

2 · ‖f‖p.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè λ = 0 óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû î÷åâèäíû, ïîýòîìó ñ÷èòà-
åì äàëåå, ÷òî λ > 0. Çàïèøåì óðàâíåíèå (8) â îïåðàòîðíîì âèäå: u+λ · IαFu = f . Èç
óñëîâèé 1) è 2) âûòåêàåò, ÷òî îïåðàòîð F äåéñòâóåò íåïðåðûâíî èç Lp(a, b) â Lp′(a, b)
è ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì, à èç ëåììû 2, âûòåêàåò, ÷òî îïåðàòîð Iα äåéñòâóåò íåïðå-
ðûâíî èç Lp′(a, b) îáðàòíî â Lp(a, b) è ïîëîæèòåëåí. Íî òîãäà, ïî òåîðåìå 3 èç [16],
äàííîå óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u∗(x) ∈ Lp(a, b).

Îñòàëîñü äîêàçàòü îöåíêó íîðìû ðåøåíèÿ. Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ 1), 3) ïðè
c(x) = D(x) = 0, ïîëîæèòåëüíîñòü îïåðàòîðà Iα è ðàâåíñòâî u∗ + λ · IαFu∗ = f ,
èìååì

d2‖u∗‖pp ≤ 〈u∗, Fu∗〉+ λ〈IαFu∗, Fu∗〉 = 〈f, Fu∗〉 ≤ ‖f‖p‖Fu∗‖p′ ≤ d1‖f‖p‖u∗‖p−1
p ,

îòêóäà íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò äîêàçûâàåìàÿ îöåíêà.

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè f(x) ∈ L4(a, b), òî óðàâíåíèå

u(x) +

b∫
a

u3(s) ds√
|x− s|

= f(x)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u∗(x) ∈ L4(a, b), ïðè÷åì ‖u∗‖4 ≤ ‖f‖4.

Çàìå÷àíèå 2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 â ÷àñòè ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèí-
ñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îñíîâàíî íà òåîðåìå 3 èç [2] è èñïîëüçóåò ëåììó 2. Ñëåäóåò
îòìåòèòü, ÷òî â ýòîé òåîðåìå 3, îòíîñÿùåéñÿ ê óðàâíåíèÿì Ãàììåðøòåéíà,
íåëèíåéíîñòü F (x, u) äîëæíà íå óáûâàòü ïî u (â [2] ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îíà íå
âîçðàñòàåò ïî u), èíà÷å íå áóäåò åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ. Â ñàìîì äåëå, óðàâíå-
íèå

u(x)− w(x)

b∫
a

w(s) · u1/3(s) ds = 0

ñ óáûâàþùåé íåëèíåéíîñòüþ F (x, u) = −u1/3, ãäå çàäàííàÿ ôóíêöèÿ w(x) ∈
L4/3(a, b), èìååò â L4/3(a, b) äâà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ

u1(x) = 0 è u2(x) = w(x) ·

 b∫
a

w4/3(s) ds

3/2

.

Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [3] òàêæå âûòåêàåò, ÷òî íåëèíåéíîñòü äîëæíà áûòü
íåóáûâàþùåé.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü 0 < α < 1 è p ≥ 2/(1 + α). Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
4) |F (x, u)| ≤ g(x) + d3 · |u|1/(p−1), ãäå g(x) ∈ L+

p (a, b), d3 > 0;
5) F (x, u) ñòðîãî âîçðàñòàåò ïî u ïî÷òè ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x;
6) F (x, u) · u ≥ d4 · |u|p/(p−1) −D(x), ãäå D(x) ∈ L+

1 (a, b), d4 > 0,
òî ïðè ëþáûõ λ ≥ 0 è f(x) ∈ Lp(a, b) óðàâíåíèå

u(x) + λ · F

x, b∫
a

u(s) ds

|x− s|1−α

 = f(x) (9)
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èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u∗(x) ∈ Lp(a, b). Êðîìå òîãî, åñëè óñëîâèÿ 4) è 6)
âûïîëíåíû ïðè g(x) = D(x) = 0, òî

‖u∗ − f‖p ≤ λ ·
(
dp3 · d−1

4 · n(α) · (b− a)[p(1+α)−2]/p‖f‖p
)1/(p−1)

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè λ = 0 óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû î÷åâèäíû, ïîýòîìó ñ÷è-
òàåì äàëåå, ÷òî λ > 0. Â ñèëó ëåììû 1, îïåðàòîð Iα äåéñòâóåò èç Lp(a, b) â Lp′(a, b),
íåïðåðûâåí è ïîëîæèòåëåí. Èç óñëîâèé 4)�6) âûòåêàåò, ÷òî îïåðàòîð F äåéñòâóåò èç
Lp′(a, b) â Lp(a, b), íåïðåðûâåí, ñòðîãî ìîíîòîíåí è êîýðöèòèâåí. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî
ëåììå 2.1 èç [1], îïåðàòîð F èìååò îáðàòíûé F−1, êîòîðûé äåéñòâóåò èç Lp(a, b) â
Lp′(a, b), õåìèíåïðåðûâåí, ñòðîãî ìîíîòîíåí è lim

‖v‖p→∞
〈F−1v, v〉 · ‖v‖−1

p =∞. Çàïèøåì

óðàâíåíèå (9) â îïåðàòîðíîì âèäå: u + λ · FIαu = f . Ïîëàãàÿ â íåì f − u = λ · v è
ïðèìåíÿÿ çàòåì ê îáåèì ÷àñòÿì ïîëó÷èâøåãîñÿ óðàâíåíèÿ îáðàòíûé îïåðàòîð F−1,
ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

Φv = Iαf, ãäå Φv = F−1v + λ · Iαv. (10)

Â ñèëó óêàçàííûõ ñâîéñòâ îïåðàòîðîâ F−1 è Iα, îïåðàòîð Φ äåéñòâóåò èç Lp(a, b) â
Lp′(a, b), õåìèíåïðåðûâåí, ñòðîãî ìîíîòîíåí è

〈Φv, v〉
‖v‖p

≥ 〈F
−1v, v〉
‖v‖p

→∞ ïðè ‖v‖p →∞.

Çíà÷èò, ïî òåîðåìå Áðàóäåðà-Ìèíòè, óðàâíåíèå (10) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
v∗(x) ∈ Lp(a, b). Íî òîãäà óðàâíåíèå (9) èìååò ðåøåíèå u∗ = f − λ · v∗ ∈ Lp(a, b) è ýòî
ðåøåíèå u∗ åäèíñòâåííî â ñèëó óñëîâèÿ 5).

Îñòàëîñü äîêàçàòü îöåíêó íîðìû ðåøåíèÿ. Ïóñòü ψ = F−1v∗. Òîãäà Fψ = v∗.
Òàê êàê F−1v∗ + λ · Iαv∗ = Iαf , òî ñ ó÷åòîì ëåììû 1 è ðàâåíñòâ g(x) = D(x) = 0,
èìååì

d4‖ψ‖p
′

p′ ≤ 〈Fψ, ψ〉 = 〈v∗, F−1v∗〉 ≤ 〈v∗, F−1v∗ + λIαv∗〉 = 〈v∗, Iαf〉 ≤ ‖Fψ‖p‖Iαf‖p′ ≤

≤ (b− a)[p(1+α)−2]/pn(α)‖Fψ‖p‖f‖p ≤ (b− a)[p(1+α)−2]/pn(α)d3‖ψ‖p
′−1
p′ ‖f‖p.

Ñëåäîâàòåëüíî,
‖ψ‖p′ ≤ d3d

−1
4 (b− a)[p(1+α)−2]/p · n(α)‖f‖p. (11)

Òàê êàê ‖v∗‖p = ‖Fψ‖p ≤ d3‖ψ‖p
′−1
p′ è v∗ = λ−1(f − u∗), òî ‖f − u∗‖p ≤ λd3‖ψ‖1/(p−1)

p′ ,
îòêóäà ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà (11) ïîëó÷àåì äîêàçûâàåìóþ îöåíêó íîðìû ðåøåíèÿ.

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü p ≥ 2 ëþáîå ÷åòíîå ÷èñëî è f(x) ∈ Lp(a, b). Òîãäà
óðàâíåíèå

u(x) +

 b∫
a

u(s) ds√
|x− s|

1/(p−1)

= f(x)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u∗(x) ∈ Lp(a, b), ïðè÷åì ñïðàâåäëèâà îöåíêà ‖u∗−f‖p ≤(
(b− a)[p(1+α)−2]/p · n(1/2) · ‖f‖p

)1/(p−1)
.

Çàìå÷àíèå 3. Èññëåäîâàíèþ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ïîòåíöèàëàìè Ðèññà
â âåñîâûõ (âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ) ïðîñòðàíñòâàõ Ëåáåãà Lp(%) íà âñåé äåé-
ñòâèòåëüíîé îñè è èõ ïðèáëèæåííîìó ðåøåíèþ â L2(a, b) ïîñâÿùåíû ðàáîòû [4]�[6].
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Êûðãûçñòàí

Àííîòàöèÿ: Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ åäèíñòâåííîñòè è
óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ðîäà ñ äâóìÿ
íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè. Çäåñü îïåðàòîð ïîðîæäåííûé ÿäðàìè íå ÿâëÿåòñÿ êîì-
ïàêòíûì îïåðàòîðîì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëèíåéíûé, èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ, ïåðâîãî ðîäà, äâóõ ïå-
ðåìåííûõ, ðåøåíèå, åäèíñòâåííîñòü è óñòîé÷èâîñòü.

UNIQUENESS AND STABILITY OF SOLUTIONS FOR CERTAIN
LINEAR EQUATIONS OF THE FIRST KIND WITH THO VARIABLES

Abstract: In this work dedicated to the research of the problem of uniqueness
and stability for linear integral equationss of the �rst kind with two variables. Here the
operator generated by the kernels is not the compact operator.

Keywords: linear, inteqral equations, �rst kind, two variables, solution, uniqueness
and stability.

1. Introduction

The integral equations of the �rst kind were studied in [1-8]. More speci�cally,
fundanental results for Fredholm integral equations of the �rst kind were obtained in
[6], where regularizing operators in the sense of M.M.Lavrent,ev were constructed for
solutions of linear Fredholm inteqral equations of the �rst kind. For linear Volterra
integral equations of the �rst kind and third kinds with smooth kernels, the existence of
a multiparameter family of solution was proved in [7]. The regularization and uniqueness
of solutions to systems of nonlinear Volterra integral equations of the �rst kind were
investigated in [4,5]. In this work we shall study the problems of uniqueness and stability
of solution of the integral equation

Ku = f(t, x), (t, x) ∈ G =
{

(t, x) ∈ R2 : t0 ≤ t ≤ T, a ≤ x ≤ b
}
, (1)

where

Ku ≡
∫ x

a

P (t, x, y)u(t, y)dy +

∫ t

t0

Q(t, x, s)u(s, x)ds+

+

∫ T

t0

∫ b

a

C(t, x, s, y)u(s, y)dyds, (2)
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P (t, x, y) and Q(t, x, s) are given continuous functions, respectively on the domains

G1 = {(t, x, s) : t0 ≤ t ≤ T, a ≤ y ≤ x ≤ b} ,

G2 = {(t, x, s) : t0 ≤ s ≤ t ≤ T, a ≤ x ≤ b} ,
C(t, x, s, y), f(x) are given functions u(t, x) is a desired function.

2. Uniqueness and Stability of solutions of integral equations

Assume that the following conditions are satis�ed: (i).P (t, b, a) ≥ 0 for all t ∈
[t0, T ], P (t, b, a) ∈ C[t0, T ], P

′
y(t, y, a) ≤ 0 for all (t, y) ∈ G,P ′y(t, y, a) ∈ C(G), P

′
z(s, b, z) ≥

0 for all (s, z) ∈ G,
P
′
z(s, b, z) ∈ C(G), P

′′
zy(s, y, z) ≤ 0 for all (s, y, z) ∈ G1, P

′′
zy(s, y, z) ∈ C(G1).

(ii).Q(T, y, t0) ≥ 0 for all y ∈ [a, b], Q(T, y, t0) ∈ C[a, b], Q
′
s(s, y, t0) ≤ 0 for all

(s, y) ∈ G,Q′s(s, y, t0) ∈ C(G), Q
′
τ (T, y, τ) ≥ 0 for all (y, τ) ∈ G,

Q
′
τ (T, y, τ) ∈ C(G), Q

′′
τs(s, y, τ) ≤ 0 for all (s, y, τ) ∈ G2, Q

′′
τ,s(s, y, τ) ∈ C(G2).

(iii). At least one of the following conditions holds:
(a)P

′
y(s, y, a) < 0 for almost all (s, y) ∈ G;

(b)P
′
z(s, b, z) > 0 for almost all (s, z) ∈ G;

(c)Q
′
s(s, y, t0) < 0 for almost all (s, y) ∈ G;

(d)Q
′
τ (T, y, τ) > 0 for almost all (y, τ) ∈ G;

(e)P
′′
zy(s, y, z) < 0 for almost all (s, y, z) ∈ G1;

(f)Q
′′
τs(s, y, τ) < 0 for almost all (s, y, τ) ∈ G2.

(iv).C(t, x, s, y) ∈ L2(G2) and

1

2
[C(t, x, s, y) + C(s, y, t, x)] =

m∑
i=1

λiϕi(t, x)ϕi(s, y),

m ≤ ∞, λi ≥ 0, i = 1, 2, ...,m, (3)

where {ϕi(t, x)} is an orthonormal sequence of eigenfunctions from L2(G) and {λi} is
the sequence of corresponding nonzero eigenvalues of the Fredholm integral operator C
generated by the kernel 1

2
[C(t, x, s, y) + C(s, y, t, x)] with the elements {λi} arranged in

decreasing order of their absolute values. If C(t, x, s, y) = 0 for all (t, x, s, y) ∈ G2, we
assume that λ1 = λ2 = ... = λm = 0.

Theorem 1. Let conditions (i)-(iv) be satis�ed. Then the solution of the equation
(1) is unique in L2(G).

Proof. Taking the multiplication of both sides of the equation (1) with u(t, x),
integrating the results on G, we obtain∫ T

t0

∫ b

a

∫ y

a

P (s, y, z)u(s, z)u(s, y)dzdyds+

∫ T

t0

∫ b

a

∫ s

t0

Q(s, y, τ)u(τ, y)u(s, y)dτdyds+

+

∫ b

a

∫ T

t0

∫ T

t0

∫ b

a

C(s, y, τ, z)u(τ, z)u(s, y)dzdτdsdy =

=

∫ b

a

∫ T

t0

f(s, y)u(s, y)dsdy. (4)

Integrating by parts and using the Dirichlet formula we obtain.∫ T

t0

∫ b

a

∫ y

a

P (s, y, z)u(s, z)u(s, y)dzdyds = −
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= −
∫ T

t0

∫ b

a

∫ y

a

P (s, y, z)
∂

∂z

(∫ y

z

u(s, ν)dν

)
dzu(s, y)dyds =

=
1

2

∫ T

t0

∫ b

a

P (s, y, a)

[
∂

∂y

(∫ y

a

u(s, ν)dν

)2
]
dyds+

+
1

2

∫ T

t0

∫ b

a

∫ b

z

P
′

z(s, y, z)

[
∂

∂y

(∫ y

z

u(s, ν)dν

)2
]
dydzds =

=
1

2

∫ T

t0

[
P (s, y, a)

(∫ y

a

u(s, ν)dν

)2
]∣∣∣∣∣
y=b

y=a

ds−

−1

2

∫ T

t0

∫ b

a

P
′

y(s, y, a)

(∫ y

a

u(s, ν)dν

)2

dyds+

+
1

2

∫ T

t0

∫ b

a

[
P
′

z(s, y, z)

(∫ y

z

u(s, ν)dν

)2
]∣∣∣∣∣
y=b

y=z

dyds−

−1

2

∫ T

t0

∫ b

a

∫ b

z

P
′′

zy(s, y, z)

(∫ y

z

u(s, ν)dν

)2

dydzds =

=
1

2

∫ T

t0

P (s, b, a)

(∫ b

a

u(s, ν)dν

)2

ds− 1

2

∫ T

t0

∫ b

a

P
′

y(s, y, a)

(∫ y

a

u(s, ν)dν

)2

dyds+

+
1

2

∫ T

t0

∫ b

a

P
′

z(s, b, z)

(∫ b

z

u(s, ν)dν

)2

dzds−

−1

2

∫ T

t0

∫ b

a

∫ y

a

P
′′

zy(s, y, z)

(∫ y

z

u(s, ν)dν

)2

dzdyds. (5)

Similarly integrating by parts and using the Dirichlet formula analogically we have∫ b

a

∫ T

t0

∫ s

t0

Q(s, y, τ)u(τ, y)u(s, y)dτdsdy =

=
1

2

∫ b

a

Q(T, y, t0)

(∫ T

t0

u(ξ, y)dξ

)2

dy − 1

2

∫ b

a

∫ T

t0

Q
′

s(s, y, t0)

(∫ s

t0

u(ξ, y)dξ

)2

dsdy+

+
1

2

∫ b

a

∫ T

t0

Q
′

τ (T, y, τ)

(∫ T

τ

u(ξ, y)dξ

)2

dτdy−

−1

2

∫ b

a

∫ T

t0

∫ s

t0

Q
′′

τs(s, y, τ)

(∫ s

τ

u(ξ, y)dξ

)2

dτdsdy. (6)

Using the Dirichlet formula we have∫ b

a

∫ T

t0

∫ b

a

∫ T

t0

C(t, x, s, y)u(s, y)u(t, x)dsdydtdx =

=

∫ b

a

∫ T

t0

∫ b

a

∫ t

t0

C(t, x, s, y)u(s, y)u(t, x)dsdydtdx+
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+

∫ b

a

∫ T

t0

∫ b

a

∫ T

t

C(t, x, s, y)u(s, y)u(t, x)dsdydtdx =

=

∫ b

a

∫ T

t0

∫ b

a

∫ t

t0

[C(t, x, s, y) + C(s, y, t, x)]u(s, y)u(t, x)dsdydtdx. (7)

Taking into account (5), (6), (7)and (3) from (4) we obtain

1

2

∫ T

t0

P (s, b, a)

(∫ b

a

u(s, ν)dν

)2

ds− 1

2

∫ T

t0

∫ b

a

P
′

y(s, y, a)

(∫ y

a

u(s, ν)dν

)2

dyds+

+
1

2

∫ T

t0

∫ b

a

P
′

z(s, b, z)

(∫ b

z

u(s, ν)dν

)2

dzds−

−1

2

∫ T

t0

∫ b

a

∫ y

a

P
′′

zy(s, y, z)

(∫ y

z

u(s, ν)dν

)2

dzdyds+

+
1

2

∫ b

a

Q(T, y, t0)

(∫ T

t0

u(ξ, y)dξ

)2

dy − 1

2

∫ b

a

∫ T

t0

Q
′

s(s, y, t0)

(∫ s

t0

u(ξ, y)dξ

)2

dsdy+

+
1

2

∫ b

a

∫ T

t0

Q
′

τ (T, y, τ)

(∫ T

τ

u(ξ, y)dξ

)2

dτdy−

−1

2

∫ b

a

∫ T

t0

∫ s

t0

Q
′′

τs(s, y, τ)

(∫ s

τ

u(ξ, y)dξ

)2

dτdsdy+

+
m∑
i=1

λi

(∫ b

a

∫ T

t0

ϕi(s, y)u(s, y)dsdy

)2

=

∫ b

a

∫ T

t0

f(s, y)u(s, y)dsdy. (8)

Let f(t, x) = 0 for all (t, x) ∈ G. Then by virtue of conditions (i)-(iv), from (8) we
have u(t, x) = 0 for almost all (t, x) ∈ G. The theorem 1 is proved.

Example. We consider the equation (1) for

P (t, x, y) = α0(t)β0(x)[γ0(y) + γ1(y)], (t, x, y) ∈ G1,

Q(t, x, s) = α1(t)β1(x)[α2(s) + γ2(s)], (t, x, s) ∈ G2,

C(t, x, s, y) =
m∑
i=1

[ci(t, x)ci(s, y) + di(t, x)− di(s, y)], (t, x, s, y) ∈ G2,

where

α0(t), α1(t), α
′

1(t), α2(t), α
′

2(t), γ2(t), γ
′

2(t) ∈ C[t0, T ], β0(x), β
′

0(x), γ0(x),

γ
′

0(x), γ1(x), γ
′

1(x), β1(x) ∈ C[a, b], ci(t, x), di(t, x) ∈ C(G)(i = 1, 2, ...,m), α
′

1(t) ≤ 0

and γ
′
2(t) + α

′
2(t) ≥ 0 for all t ∈ [t0, T ], β

′
0(x) < 0 for almost all x ∈ [a, b],

γ
′
0(x) + γ

′
1(x) ≥ 0 for all x ∈ [a, b], γ0(a) + γ1(a) > 0, α0(t) > 0 for almost all t ∈

[t0, T ], β1(x) > 0 for almost all x ∈ [a, b], γ2(t0) + α2(t0) ≥ 0.
In this case the conditions (i)-(iv) be satis�ed.
The following condition is assumed to hold in what follows.
(v).The Fredholm operator C generated by the kernel 1

2
[C(t, x, s, y) + C(s, y, t, x)]

de�ned by (3) is positive, i.e. all the eigenvalues λi of 1
2

[C(t, x, s, y) + C(s, y, t, x)] are
positive (i = 1, 2, ...,m, m =∞).
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The family of well-posedness depending on the parameter α is de�ned as

Mα =

{
u(t, x) ∈ L2(G) :

∞∑
ν=1

λ−αν
∣∣u(ν)

∣∣2 ≤ c0

}
,

where c0 > 0, α ∈ (0,∞), and

u(ν) =

∫ T

t0

∫ b

a

u(t, x)ϕν(t, x)dxdt, ν = 1, 2, ...,∞.

Theorem 2. Let conditions (i)-(ii)and (v) be satis�ed.
Then the solution u(t, x) of the equation (1) is unuque in L2(G). Moreover, on the set
K(Mα) (where K(Mα) is the image of Mα under the action of the operator K de�ned
by formula (2)), the inverse K−1 of operator K is uniformly continuous with the Holder
exponent α

α+2
; i.e

‖u(t, x)‖L2
≤ c

1
2+α

0 ‖f(t, x)‖
α

2+α

L2
, 0 < α <∞, (9)

where u(t, x) ∈Mα, f(t, x) ∈ K(Mα), ‖u(t, x)‖L2
=
(∫ b

a

∫ T
t0
|u(t, x)|2dtdx

)1/2

.

Proof. a) In this case, the orthonormal sequence of eigenfunctions {ϕi(t, x)} is
complete in L2(G). Therefore (8) implies the uniqueness of the solution to equation (1)
in L2(G).

Let f(t, x) ∈ K(Mα). Then the equation (1) has a solution u(t, x) ∈ Mα and it
follows from (8) that

∞∑
ν=1

λν |uν |2 ≤ ‖f(t, x)‖L2
· ‖u(t, x)‖L2

.

On the other hand,

‖u(t, x)‖2
L2

=
∞∑
ν=1

|u(ν)|
2

1+α

λ
α

1+α
ν

· λ
α

1+α
ν · |u(ν)|

2α
1+α ≤

[
∞∑
ν=1

|u(ν)|2

λαν

] 1
1+α
[
∞∑
ν=1

λν |u(ν)|2
] α

1+α

.

Combining the last two inequalities gives estimate (9). The theorem 2 is proved.
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ÏÅÐÂÎÃÎ ÐÎÄÀ Ñ ÄÂÓÌß ÍÅÇÀÂÈÑÈÌÛÌÈ ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÌÈ
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Ìèíèñòåðñòâî Îáðàçîâàíèÿ è Íàóêè Êûðãûçñêîé Ðåñïóáëèêè, Áèøêåê,
Êûðãûçñòàí
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Àííîòàöèÿ: Íà îñíîâå ìåòîäà íåîòðèöàòåëüíûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì äëÿ ëè-
íåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ðîäà ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè
äîêàçàíû òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Ëèíåéíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ, ïåðâîãî ðîäà, ñ äâóìÿ
íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè, åäèíñòâåííîñòü.

ONE CLASS OF LINEAR INTEGRAL EQUATIONS OF THE FIRST
KIND WITH TWO INDEPENDENT VARIABLES.

Abstract: We consider linear integral equations of the �rst kind with two
independent variables by the method of non-negative quadratic form. The theorem of
uniqueness are proved.

Keywords: Linear, Inteqral Equations, �rst kind,with two independent variables
by the method of non-negative quadratic form. The theorem of uniqueness.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ âèäà∫ b

a

K(t, x, y)u(t, y)dy +

∫ t

t0

H(t, x, s)u(s, x)ds+

∫ T

t0

∫ b

a

C(t, x, s, y)u(s, y)dyds =

= f(t, x), (t, x) ∈ G, G =
{

(t, x) ∈ R2, t0 ≤ t ≤ T , a ≤ x ≤ b
}
, (1)

ãäå

K(t, x, y) =


A(t, x, y), t0 ≤ t ≤ T ;
a ≤ y ≤ x ≤ b;
B(t, x, y), t0 ≤ t ≤ T ;
a ≤ x ≤ y ≤ b,

(2)

A(t, x, y), B(t, x, y), H(t, x, s), C(t, x, s, y) - èçâåñòíûå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå ñîîòâåò-
ñòâåííî â îáëàñòè

G1 = {(t, x, y) : t0 ≤ t ≤ T, a ≤ y ≤ x ≤ b} ;

G2 = {(t, x, y) : t0 ≤ t ≤ T, a ≤ x ≤ y ≤ b} ;

G3 = {(t, x, s) : t0 ≤ s ≤ t ≤ T, a ≤ x ≤ b} , G2 = G×G.

f(t, x)− èçâåñòíàÿ, à u(t, x)− íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, (t, x) ∈ G.
Ðàçëè÷íûå âîïðîñû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî è òðåòüåãî ðîäà èññëå-

äîâàëèñü â [1-10]. Íî îñíîâîïîëàãàþùèå ðåçóëüòàòû äëÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé
Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà ïîëó÷åíû â [2,3], ãäå äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà ïîñòðîåíû ðåãóëÿðèçèðóþùèå îïåðàòîðû ïî
Ì.Ì. Ëàâðåíòüåâó. Â [1] äëÿ ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððû ïåðâîãî
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è òðåòüåãî ðîäà ñ ãëàäêèìè ÿäðàìè äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêîãî
ñåìåéñòâà ðåøåíèé. Â [6] èçó÷åíû âîïðîñû ðåãóëÿðèçàöèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøå-
íèé ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà. Â äàííîé ðàáîòå
äîêàçûâàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (1)â ïðîñòðàíñòâå
L2(G).

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÿäðî C(t, x, s, y)− èíòåãðèðóåìî ñ êâàäðàòîì â îáëàñòè
G2 è ñàìîñîïðÿæåííîå, ò.å. C(t, x, s, y) ∈ L2(G2) è ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä

C(t, x, s, y) =
m∑
i=1

λiϕi(t, x)ϕi(s, y), m ≤ ∞, 0 ≤ λi, i = 1, 2, ...,m (3)

ãäå λ1, λ2, ...− ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ÿäðà C(t, x, s, y), ðàñïîëîæåííûå â ïîðÿäêå óáû-
âàíèÿ èõ ìîäóëåé |λ1| ≥ |λ2| ≥ ... è ϕ1(t, x), ϕ1(t, x), ... ñîîòâåòñòâóþùèå îðòîíîðìè-
ðîâàííûå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè.

Îáîçíà÷èì

P (s, y, z) = A(s, y, z) +B(s, z, y), (s, y, z) ∈ G1. (4)

Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) P (s, b, a) ∈ C[t0, T ], P (s, b, a) ≥ 0,∀s ∈ [t0, T ],

P
′

y(s, y, a) ∈ C(G), P
′

y(s, y, a) ≤ 0,∀(s, y) ∈ G,

P
′

z(s, b, z) ∈ C(G), P
′

z(s, b, z) ≥ 0,∀(s, z) ∈ G,
P
′′

zy(s, y, z) ∈ C(G1), P
′′

zy(s, y, z) ≤ 0, (s, y, z) ∈ G1,

2) H(T, y, t0) ∈ C[a, b], H(T, y, t0) ≥ 0,∀y ∈ [a, b],

H
′

s(s, y, t0) ∈ C(G), H
′

s(s, y, t0) ≤ 0, ∀(s, y) ∈ G,
H
′

τ (T, y, τ) ∈ C(G), H
′

τ (T, y, τ) ≥ 0, ∀(y, τ) ∈ G,
H
′′

τs(s, y, τ) ∈ C(G3), H
′′

τs(s, y, τ) ≤ 0, (s, y, τ) ∈ G3.

3)Âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ ÷åòûðåõ óñëîâèé
à) ïðè ïî÷òè âñåõ (s, y) ∈ G P

′
y(s, y, a) < 0;

á) ïðè ïî÷òè âñåõ (s, z) ∈ G P
′
z(s, b, z) > 0;

â) ïðè ïî÷òè âñåõ (s, y) ∈ G H
′
s(s, y, t0) < 0;

ã) ïðè ïî÷òè âñåõ (τ, y) ∈ G H
′
τ (T, y, τ) > 0;

4) ßäðî C(t, x, s, y)− ïðåäñòàâèìî â âèäå (3) è â ðàçëîæåíèè (3) âñå ýëåìåíòû
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè λi íåîòðèöàòåëüíû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ 1), 2), 3), è 4). Òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(1) åäèíñòâåííî â ïðîñòðàíñòâå L2(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (2) óðàâíåíèå (1) çàïèøåì â âèäå∫ x

a

A(t, x, y)u(t, y)dy +

∫ b

x

B(t, x, y)u(t, y)dy +

∫ t

t0

H(t, x, s)u(s, x)ds+

+

∫ T

t0

∫ b

a

C(t, x, s, y)u(s, y)dyds = f(t, x). (5)
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Îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (5) óìíîæèì íà ôóíêöèè u(t, x) è èíòåãðèðóåì ïî îáëàñòè G:∫ b

a

∫ T

t0

∫ y

a

A(s, y, z)u(s, z)u(s, y)dzdyds+

+

∫ b

a

∫ T

t0

∫ s

t0

H(s, y, τ)u(τ, y)u(s, y)dτdsdy+

+

∫ b

a

∫ T

t0

∫ T

t0

∫ b

a

C(s, y, τ, z)u(τ, z)u(s, y)dzdτdsdy =

=

∫ b

a

∫ T

t0

f(s, y)u(s, y)dsdy. (6)

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Äèðèõëå èç (6), èìååì∫ b

a

∫ T

t0

∫ y

a

[A(s, y, z +B(s, z, y)]u(s, z)u(s, y)dzdsdy+

+

∫ b

a

∫ T

t0

∫ s

t0

H(s, y, τ)u(τ, y)u(s, y)dτdyds+

+

∫ b

a

∫ T

t0

∫ T

t0

∫ b

a

C(s, y, τ, z)u(τ, z)u(s, y)dzdτdsdy =

∫ b

a

∫ T

t0

f(s, y)u(s, y)dsdy.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ (5), èìååì∫ T

t0

∫ b

a

∫ y

a

P (s, y, z)u(s, z)u(s, y)dzdyds+

+

∫ b

a

∫ T

t0

∫ s

t0

H(s, y, τ)u(τ, y)u(s, y)dτdsdy+

+

∫ b

a

∫ T

t0

∫ T

t0

∫ b

a

C(s, y, τ, z)u(τ, z)u(s, y)dzdτdsdy =

=

∫ b

a

∫ T

t0

f(s, y)u(s, y)dsdy. (7)

Ïðåîáðàçóåì ïåðâûå äâà èíòåãðàëà ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (7). Äâàæäû èíòå-
ãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì è ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Äèðèõëå, èìååì∫ T

t0

∫ b

a

∫ y

a

P (s, y, z)u(s, z)u(s, y)dzdyds = −

−
∫ T

t0

∫ b

a

∫ y

a

P (s, y, z)
∂

∂z

(∫ y

z

u(s, ν)dν

)
dz u(s, y)dyds = −

−
∫ T

t0

∫ b

a

{
P (s, y, z)

(∫ y

z

u(s, ν)dν

)∣∣∣∣y
a

−

−
∫ y

a

P
′

z(s, y, z)

(∫ y

z

u(s, ν)dν

)
dz

}
u(s, y)dyds =

131



Ñåêöèÿ 4. Íåêîððåêòíûå çàäà÷è

=
1

2

∫ T

t0

∫ b

a

P (s, y, a)

[
∂

∂y

(∫ y

a

u(s, ν)dν

)2
]
dyds+

+
1

2

∫ T

t0

∫ b

a

∫ b

z

P
′

z(s, y, z)

[
∂

∂y

(∫ y

z

u(s, ν)dν

)2
]
dydzds =

=
1

2

∫ T

t0

[
P (s, y, a)

(∫ y

a

u(s, ν)dν

)2
]∣∣∣∣∣
b

a

ds− 1

2

∫ T

t0

∫ b

a

P
′

y(s, y, a)

(∫ y

a

u(s, ν)dν

)2

dyds+

+
1

2

∫ T

t0

∫ b

a

[
P
′

z(s, y, z)

(∫ y

z

u(s, ν)dν

)2
]∣∣∣∣∣
b

z

dzds−

−1

2

∫ T

t0

∫ b

a

∫ b

z

P
′′

zy(s, y, z)

(∫ y

z

u(s, ν)dν

)2

dydzds =

=
1

2

∫ T

t0

P (s, b, a)

(∫ b

a

u(s, ν)dν

)2

ds− 1

2

∫ T

t0

∫ b

a

P
′

y(s, y, a)

(∫ y

a

u(s, ν)dν

)2

dyds+

+
1

2

∫ T

t0

∫ b

a

P
′

z(s, b, z)

(∫ b

z

u(s, ν)dν

)2

dzds−

−1

2

∫ T

t0

∫ b

a

∫ y

a

P
′′

zy(s, y, z)

(∫ y

z

u(s, ν)dν

)2

dzdyds, (8)

ãäå P
′
t (t, x, s), P

′
y(t, x, s) ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî t è s ñîîòâåòñòâåííî.

Äâàæäû èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì è ïðèìåíÿÿ ôîðìóëû Äèðèõëå äëÿ âòîðîãî
èíòåãðàëà, èìååì ∫ b

a

∫ T

t0

∫ s

t0

H(s, y, τ)u(τ, y)u(s, y)dτdsdy =

= −
∫ b

a

∫ T

t0

∫ s

t0

H(s, y, τ)
∂

∂τ

(∫ s

τ

u(ξ, y)dξ

)
dτu(s, y)dsdy =

= −
∫ b

a

∫ T

t0

[
H(s, y, τ)

(∫ s

τ

u(ξ, y)dξ

)∣∣∣∣s
t0

−

−
∫ s

t0

H
′

τ (s, y, τ)

(∫ s

τ

u(ξ, y)dξ

)
dτ

]
u(s, y)dyds =

=

∫ b

a

∫ T

t0

H(s, y, t0)

(∫ s

t0

u(ξ, y)dξ

)
u(s, y)dsdy+

+

∫ b

a

∫ T

t0

∫ s

t0

H
′

τ (s, y, τ)

(∫ s

τ

u(ξ, y)dξ

)
dτu(s, y)dsdy =

=
1

2

∫ b

a

∫ T

t0

H(s, y, t0)

[
∂

∂s

(∫ s

t0

u(ξ, y)dξ

)2
]
dsdy+

+
1

2

∫ b

a

∫ T

t0

∫ T

τ

H
′

τ (s, y, τ)

[
∂

∂s

(∫ s

τ

u(ξ, y)dξ

)2
]
dsdτdy =
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=
1

2

∫ b

a

H(s, y, t0)

(∫ s

t0

u(ξ, y)dξ

)2
∣∣∣∣∣
T

t0

dy − 1

2

∫ b

a

∫ T

t0

H
′

s(s, y, t0)

(∫ s

t0

u(ξ, y)dξ

)2

dsdy+

+
1

2

∫ b

a

∫ T

t0

H
′

τ (s, y, τ)

(∫ s

τ

u(ξ, y)dξ

)2
∣∣∣∣∣
T

τ

dτdy−

−1

2

∫ b

a

∫ T

t0

∫ T

τ

H
′′

τs(s, y, τ)

(∫ s

τ

u(ξ, y)dξ

)2

dsdτdy =

=
1

2

∫ b

a

H(T, y, t0)

(∫ T

t0

u(ξ, y)dξ

)2

dy − 1

2

∫ b

a

∫ T

t0

H
′

s(s, y, t0)

(∫ s

t0

u(ξ, y)dξ

)2

dsdy+

+
1

2

∫ b

a

∫ T

t0

H
′

τ (T, y, τ)

(∫ T

τ

u(ξ, y)dξ

)2

dτdy−

−1

2

∫ b

a

∫ T

t0

∫ s

t0

H
′′

τs(s, y, τ)

(∫ s

τ

u(ξ, y)dξ

)2

dτdsdy. (9)

Âûðàæåíèÿ (8), (9) ïîäñòàâëÿÿ â (7) è ó÷èòûâàÿ (3), ïîëó÷èì

1

2

∫ T

t0

P (s, b, a)

(∫ b

a

u(s, ν)dν

)2

ds− 1

2

∫ T

t0

∫ b

a

P
′

y(s, y, a)

(∫ y

a

u(s, ν)dν

)2

dyds+

+
1

2

∫ T

t0

∫ b

a

P
′

z(s, b, z)

(∫ b

z

u(s, ν)dν

)2

dzds−

−1

2

∫ T

t0

∫ b

a

∫ y

a

P
′′

zy(s, y, z)

(∫ y

z

u(s, ν)dν

)2

dzdyds+

+
1

2

∫ b

a

H(T, y, t0)

(∫ T

t0

u(ξ, y)dξ

)2

dy − 1

2

∫ b

a

∫ T

t0

H
′

s(s, y, t0)

(∫ s

t0

u(ξ, y)dξ

)2

dsdy+

+
1

2

∫ b

a

∫ T

t0

H
′

τ (T, y, τ)

(∫ T

τ

u(ξ, y)dξ

)2

dτdy−

−1

2

∫ b

a

∫ T

t0

∫ s

t0

H
′′

τs(s, y, τ)

(∫ s

τ

u(ξ, y)dξ

)2

dτdsdy+

+
m∑
i=1

λi

(∫ b

a

∫ T

t0

ϕ(s, y)u(s, y)dsdy

)2

=

∫ b

a

∫ T

t0

f(s, y)u(s, y)dsdy. (10)

Ïóñòü f(t, x) ≡ 0, (t, x) ∈ G.
Òîãäà, ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ 1), 2), 3) è 4) èç (10), èìååì∫ s

t0

u(ξ, y)dξ = 0, (s, y) ∈ G

èëè ∫ y

a

u(s, ν)dν = 0, (s, y) ∈ G.

Îòñþäà u(t, x) = 0, ïðè âñåõ (t, x) ∈ [t0, T ]× [a, b]. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (1) äëÿ a = t0 = 0,
b = T = 1, A(t, x, y) = 0, 5t+ 2x2 + 4y3 + e−x+y2 ïðè (t, x, y) ∈ G1,
B(t, x, y) = 1 + 0, 5t+ x3 − 3y2 + ex

2−y ïðè (t, x, y) ∈ G2, H(t, x, s) =
= 2 + x+ 3e−t

2+s3 ïðè (t, x, s) ∈ G3, C(t, x, s, y) = 3(t+ x)(s+ y) +
+ 4t3x2s3y2 ïðè (t, x, s, y) ∈ G2. Â ýòîì ñëó÷àå èç (4) èìååì

P (s, y, z) = 1 + s− y2 + 5z3 + 2e−y+z2 , (s, y, z) ∈ G1.

Òîãäà íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèè P (s, y, z), H(s, y, τ) è C(t, x, s, y) óäîâëå-
òâîðÿþò âñå óñëîâèþ 1)-4). Ïîýòîìó â ñèëó òåîðåìû ðåøåíèå óðàâíåíèå (1) åäèí-
ñòâåííî â ïðîñòðàíñòâå L2(0, 1).
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Àííîòàöèÿ: Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ ìåòîäîâ ñèíòåçà â ðàìêàõ ìå-
òîäà ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà íà îñíîâå ðàçâèòèÿ êëàññîâ îïåðàòîðîâ îïòèìèçàöèè,
ñîãëàñîâàííûõ ñ öåëÿìè è çàäà÷àìè óïðàâëåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðåãóëÿðèçàöèÿ, ïðîåêöèîííî-îïåðàòîðíûé ìåòîä, îïåðàòîðû
êîíå÷íî-ìåðíîé ðåãóëÿðèçàöèè, óñòîé÷èâîñòü ëîêàëüíî-îïòèìàëüíûõ ñèñòåì óïðàâ-
ëåíèÿ

REGULARIZATION OF CONTROL LOCAL OPTIMAL SYSTEMS
OPERATORS

Abstract: Considers the regularization of methods of synthesis in the framework
of the projection method based on the development of optimization classes of operators
agreed with the objectives of management.

Keywords: regularization, projection method, minimization operators, stabilization
of local optimal systems

Ðåãóëÿðèçàöèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷ íåîáõîäèìà äëÿ îáåñïå÷åíèÿ óïðàâëåíèÿ
íà îñíîâå äîïóñòèìûõ, ëîêàëüíî èëè èíòåðâàëüíî îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé äèíà-
ìè÷åñêèìè îáúåêòàìè, êîòîðûå ñòàáèëèçèðóþòñÿ çàêîíàìè óïðàâëåíèÿ, ñèíòåçèðî-
âàííûìè íà îñíîâå îïåðàòîðîâ êîíå÷íîìåðíîé îïòèìèçàöèè [1�4]. Ýòè îïåðàòîðû
ïîçâîëÿþò ñèíòåçèðîâàòü íîâûå òèïû ëèíåéíûõ èëè íåëèíåéíûõ îáðàòíûõ ñâÿçåé
[5�7]. Ïðè ýòîì ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ îïåðàòîðû ìèíèìèçàöèè ëèíåéíûõ èëè êâàä-
ðàòè÷íûõ ôóíêöèîíàëîâ. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ñ îïåðàòîðàìè
óêàçàííûõ âûøå òèïîâ ïðåäñòàâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè èëè íåëèíåéíûìè ðàçíîñòíûìè
îïåðàòîðàìè â åâêëèäîâîì êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå [3, 5].

1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðîöåññîâ ñ äîïóñòèìûìè è ëîêàëüíî
îïòèìàëüíûìè óïðàâëåíèÿìè.

Óðàâíåíèÿ çàìêíóòûõ ñèñòåì ëîêàëüíî îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ îïåðàòî-
ðàìè äîïóñòèìûõ ïðîïîðöèîíàëüíûõ óïðàâëåíèé ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñ÷åòíûì ÷èñëîì
íåëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå ôîðìóëèðóþòñÿ â âèäå [3]

xk+1 = HΦx(xk) + FuΦu(ΓTzk,∗) + Fµmk =

= HΦx(xk) + FuΦu

{
ΓT
[
PAcHΦx(xk) + (2θ − 1)P̃ 0C |αk/ρ|1/2

]}
+ Fµmk,

xk0 = x0, Γ = γE, γ ∈ R1, αk = r2 − (bik)
T (AAT )−1(bik),

b1
k = cHxk, b

2
k = cHΦx(xk), ρ = CT P̃ 0C, ‖mk‖ ≤M <∞, ‖mk‖ → 0, k →∞.

(1)

Ýòè îïåðàòîðû ôîðìèðóþò àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ çàäà÷ íåêëàññè÷åñêîé êîíå÷íî-
ìåðíîé ìèíèìèçàöèè èëè ìàêñèìèçàöèè êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèîíàëîâ òèïà íîðìû
åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà íà îñíîâå äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé [2, 3].

2. Ðåãóëÿðèçàöèÿ çàäà÷ ëîêàëüíî îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Íåïðåðûâíîñòü íåëèíåéíîé ÷àñòè îïåðàòîðà óïðàâëåíèÿ â (1) äîêàçûâàåòñÿ
ñ ó÷åòîì îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, êîððåêòíîñòè è ñîâìåñòíîñòè îãðàíè÷åíèé çàäà÷ îï-
òèìèçàöèè. Íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðà ñèñòåìû (1) ïî êîîðäèíàòàì äîëæíà èìåòü
ìåñòî â îáëàñòè åãî çàäàíèÿ è ñîâìåñòíîñòè îãðàíè÷åíèé çàäà÷ óïðàâëåíèÿ. Óñëîâèå
ñîâìåñòíîñòè îãðàíè÷åíèé îïðåäåëåíî îáëàñòüþ êîððåêòíîñòè çàäàíèÿ íåëèíåé-
íîé ÷àñòè îïåðàòîðà, îïðåäåëÿåìîé ñ÷åòíûì ÷èñëîì íåëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ

σk = r2 − (bik)
T (AAT )−1(bik) ≥ 0, ρ = CT P̃ 0C, b1

k = cHxk, b
2
k = cHΦ(xk). (2)

135



Ñåêöèÿ 4. Íåêîððåêòíûå çàäà÷è

Ýòî óñëîâèå îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì íåëè-
íåéíûé îïåðàòîð (1) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì, îãðàíè÷åííûì è êîððåêòíî çàäàííûì.
Âûïîëíåíèå óñëîâèé (2) îáåñïå÷èâàåò êîððåêòíîñòü çàäàíèÿ íåëèíåéíûõ ÷àñòåé îïå-
ðàòîðîâ â (1) ñ ïîìîùüþ êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöèè, îáåñïå÷èâàþùåé ïðèíàäëåæ-
íîñòü êâàäðàòè÷íîé ôîðìû äîïóñòèìîìó èíòåðâàëó.

Òîãäà óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè îãðàíè÷åíèé ñ ó÷åòîì ðåãóëÿðèçàöèè èìåþò âèä

αk = r2 − ϕ(q)/ρ ≥ 0, ϕ(q) = (bik)
T (AAT )−1(bik),

ρ = CT P̃ 0C, C 6= 0, b1
k = cHxk, b

2
k = cHΦ(xk),

ϕ(q) = 0, 5 (|q| − |q − r̃|+ r̃) , r̃ = r − ε2, i = 1, 2.
(3)

Òàêèì îáðàçîì, ïðîåêöèîííûé îïåðàòîð äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé â óðàâíå-
íèè (1) ñ ó÷åòîì ðåãóëÿðèçàöèè ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü (óñòîé÷èâîñòü) ñ
ó÷åòîì êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöèè ϕ(q) â (3). Íåîáõîäèìî îãðàíè÷èòü C ∈ Rn îòäå-
ëèìîñòüþ îò íóëÿ: C /∈ Dε = {C | ‖C‖ ≤ ε2}. Ýòî îáåñïå÷èâàåò êîððåêòíîå óïðàâëå-
íèå, ãàðàíòèðóåò ïîëîæèòåëüíîñòü ôóíêöèè αk/ρ êâàäðàòíîãî êîðíÿ â (1), (2).

Óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè (óñòîé÷èâîñòè) îïåðàòîðà (1) ñ äîïóñòèìûìè óïðàâëåíèÿ-
ìè, ïîëó÷åííûå íà îñíîâå ïðèíöèïà ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé äëÿ ðåãóëÿðèçîâàííî-
ãî îïåðàòîðà íåðàâíîìåðíîãî ñæàòèÿ, ïðåäñòàâëÿþòñÿ îöåíêîé ïàðàìåòðà îáðàòíîé
ñâÿçè â âèäå íåðàâåíñòâà [2, 3]

|γ| < (1− ‖H‖) ·
[
‖F‖ · ‖T‖ ·

·
(
‖PA‖ · ‖c‖ · ‖H‖+ 2rρ−1|2θ − 1| ·

∥∥∥P̃ 0
∥∥∥ · ‖C‖ · ‖c‖2 · ‖H‖2 · ‖D‖

) ]−1

=

= (1− ‖H‖) ·
[
‖F‖ · ‖T‖

(
α + 2α2rρ−1|2θ − 1| ·

∥∥∥P̃ 0
∥∥∥ · ‖C‖)]−1

,

(4)

ãäå α = ‖PA‖ · ‖c‖ · ‖H‖, D = P T
APA, ‖D‖ = ‖PA‖ =

∥∥∥(AAT )−1
∥∥∥.

Â ñîîòíîøåíèÿõ (4) èñïîëüçîâàíû ñïåêòðàëüíûå íîðìû, óäîâëåòâîðÿþùèå
îïåðàòîðíûì, ãðóïïîâûì è êîëüöåâûì óñëîâèÿì. Óñëîâèÿ (4) äëÿ ñèñòåìû ñ äîïóñòè-
ìûìè ïàðàìåòðàìè âêëþ÷àþò óñëîâèÿ äëÿ ëîêàëüíî îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ [3].
Íà îñíîâå óêàçàííîé ìåòîäèêè ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû óñëîâèÿ äëÿ èíòåðâàëü-
íî îïòèìàëüíîé ñèñòåìû ñ ñóììàðíûì ôóíêöèîíàëîì.

Òàêèì îáðàçîì, ðåãóëÿðèçàöèÿ äëÿ áîëüøèõ îòêëîíåíèé ñîñòîÿíèé ïðèâîäèò
ê äèíàìèêå ñèñòåìû ñ îãðàíè÷åííûìè ðåñóðñàìè, êîòîðûå ïðîÿâëÿþòñÿ ïðè ðàç-
ëè÷íûõ ïàðàìåòðàõ îãðàíè÷åíèé íà ñîñòîÿíèÿ è ðåñóðñû óïðàâëåíèé. Íåîáõîäèìî
ó÷èòûâàòü ñáàëàíñèðîâàííûå ïàðàìåòðû îãðàíè÷åíèé íà êîîðäèíàòû è ðåñóðñîâ
óïðàâëåíèÿ, à òàêæå ëîêàëüíîñòü èëè èíòåðâàëüíîñòü îïòèìèçàöèè, ÷òî ÿâëÿåòñÿ
âàæíûì ôàêòîðîì äëÿ ñîõðàíåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé ñõîäèìîñòè (óñòîé÷èâîñòè) èëè
äèññèïàòèâíîñòè ñèñòåìû ïðè mk → 0, k → ∞ [3]. Äîêàçàòåëüñòâî óêàçàííûõ óñëî-
âèé èñïîëüçóåò ïðèíöèï ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèÿ, òåîðåìó Áàíàõà-Øòåéíãàóñà î
ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè íîðì îïåðàòîðîâ Ôðåøå, ëîêàëüíî àäåêâàòíûõ îïåðà-
òîðó (1), à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè êâàäðàòè÷íûõ ôîðì â ïðåäñòàâëåíèÿõ
îïåðàòîðîâ êîíå÷íîìåðíîé ìèíèìèçàöèè.

Ðàññìîòðåííûå îïåðàòîðû êîíå÷íîìåðíîé ìèíèìèçàöèè è óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè
èñïîëüçîâàíû äëÿ ñèíòåçà ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ýíåðãåòè÷åñêèìè îáúåäèíåíèÿìè [6, 7].
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Ââåäåíèå

Ñîçäàíèå ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ íåêîððåêòíûõ çàäà÷
â ðàìêàõ òåîðèè ðåãóëÿðèçàöèè [1], áóðíîå ðàçâèòèå â ïîñëåäíèå ãîäû êâàíòîâî-
õèìè÷åñêèõ ìåòîäîâ ðàñ÷åòà, ïîÿâëåíèå ñóïåðêîìïüþòåðîâ è íîâûõ àëãîðèòìîâ, ïîç-
âîëÿþùèõ ïðîâîäèòü ðàñ÷åòû ãðîìîçäêèõ ìîëåêóëÿðíûõ ñèñòåì, îïðåäåëÿþò íîâûå
ãðàíèöû ñîâðåìåííîé âû÷èñëèòåëüíîé õèìèè. Ýòè âîçìîæíîñòè ïîçâîëÿþò ïðåäëî-
æèòü ìåòîäû ïðåäñêàçàíèÿ ôèçèêî-õèìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñóïðàìîëåêóë, â ÷àñòíîñòè,
áèîëîãè÷åñêèõ ñèñòåì, íà îñíîâå îáúåäèíåíèÿ â ðàìêàõ ñîâðåìåííûõ óñòîé÷èâûõ
÷èñëåííûõ ìåòîäîâ îáðàáîòêè äàííûõ ýêñïåðèìåíòà è ðåçóëüòàòîâ êâàíòîâîõèìè÷å-
ñêèõ ðàñ÷åòîâ. Â äàííîì îáçîðå êðàòêî ðàññìîòðåíû îñîáåííîñòè âîçíèêàþùèõ ïðè
ýòîì ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ñëîæíîñòè è íîâûå ïóòè ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è.

1. Îáðàòíàÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ìîëåêóëÿðíîãî ñèëîâîãî ïîëÿ ïî
ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì

Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ìîëåêóëà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ
èç òî÷å÷íûõ ÷àñòèö � ýëåêòðîíîâ (ìàññà m, çàðÿä e) è ÿäåð (ìàññû Mi, çàðÿäû
Zie, i = 1, 2, . . . , N). Ãàìèëüòîíèàí ýòîé ñèñòåìû âêëþ÷àåò ðàçëè÷íûå âèäû äâèæå-
íèÿ: ïîñòóïàòåëüíîå, âðàùàòåëüíîå, à òàêæå âçàèìíîå äâèæåíèå ÷àñòèö. Â íåêîòîðîì
ïðèáëèæåíèè ýòè äâèæåíèÿ ìîæíî ðàçäåëèòü, çàôèêñèðîâàâ êàêóþ-íèáóäü êîíôè-
ãóðàöèþ ÿäåð {R0

i } è ñâÿçàâ ñ íåé ñèñòåìó îòñ÷åòà, êîòîðàÿ âðàùàåòñÿ è ïåðåìå-
ùàåòñÿ âìåñòå ñ ýòîé êîíôèãóðàöèåé. Äëÿ îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ ÿäåð (êîëåáà-
íèé) ìîæíî ââåñòè êîîðäèíàòû q1, . . . , qn òàê, ÷òî Ri − R0

i = ∆Ri(q1, . . . , qn), ïðè÷åì
∆Ri(0, . . . , 0) = 0. Âûáîð êîîðäèíàò q äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëåí; èõ äîëæíî áûòü äî-
ñòàòî÷íî äëÿ ïîëíîãî çàäàíèÿ îòíîñèòåëüíîé êîíôèãóðàöèè ÿäåð. Â ñïåêòðîñêîïèè
íàèáîëåå ïîïóëÿðíà òàê íàçûâàåìàÿ ñèñòåìà åñòåñòâåííûõ êîîðäèíàò, âêëþ÷àþùàÿ:
à) äëèíû ñâÿçåé ìåæäó âàëåíòíî ñâÿçàííûìè àòîìàìè; á) âàëåíòíûå óãëû; â) óãëû
ìåæäó ïëîñêîñòÿìè òðîåê àòîìîâ (åñëè íóæíî); ã) óãëû êðó÷åíèÿ (â òåõ ñëó÷àÿõ,
êîãäà åñòü êðó÷åíèå âîêðóã êàêîé-ëèáî ñâÿçè). Òî÷íåå ãîâîðÿ, êîîðäèíàòû ñîîòâåò-
ñòâóþò îòêëîíåíèÿì ïåðå÷èñëåííûõ âåëè÷èí îò èõ çíà÷åíèé â êîíôèãóðàöèè {R0

i }.
×èñëî êîîðäèíàò q äîëæíî áûòü íå ìåíåå 3N−6 (N � ÷èñëî àòîìîâ ìîëåêóëû) è ýòè
êîîðäèíàòû ìîæíî âûáðàòü ëèíåéíûìè ïî ∆Ri. Â ýòîì ñëó÷àå ýëåìåíòû ìàòðèöû
êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè G íå áóäóò çàâèñåòü îò êîîðäèíàò
q.

Áîðí è Ãåéçåíáåðã ïðåäëîæèëè çàìåíó ïåðåìåííûõ â âûðàæåíèè äëÿ ãàìèëü-
òîíèàíà ìîëåêóëû, ïîçâîëÿþùèå ïðèìåíèòü ê çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ òåî-
ðèþ âîçìóùåíèé. Ýòà çàìåíà îñíîâàíà íà òîì ñîîáðàæåíèè, ÷òî ìàññû ÿäåð (M) è
ýëåêòðîíîâ (m) ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ (äàæå äëÿ ñàìîãî ëåãêîãî ÿäðà M/m ∼ 2000),
â ðåçóëüòàòå ÷åãî äâèæåíèå ýëåêòðîíîâ â õîðîøåì ïðèáëèæåíèè ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê ïðîèñõîäÿùåå â ïîëå ïîêîÿùèõñÿ ÿäåð, è â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïîëó÷àåòñÿ
óðàâíåíèå äëÿ äâèæåíèÿ ýëåêòðîíîâ â ïîëå ÿäåð, ôèêñèðîâàííûõ â íåêîòîðîé êîíôè-
ãóðàöèè. Ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ V (q1, . . . , qn), âõîäÿùàÿ â ýòî óðàâíåíèå, íàçûâà-
åòñÿ àäèàáàòè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì, èëè ñèëîâûì ïîëåì ìîëåêóëû. Â ïåðâîì ïîðÿäêå
òåîðèè âîçìóùåíèé íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

∂V/∂qk(R
0) = 0, k = 1, . . . , n,

êîòîðîå äîñòèãàåòñÿ, êîãäà ðàâíîâåñíàÿ êîíôèãóðàöèÿ ìîëåêóëû {R0} ñîîòâåòñòâóåò
ìèíèìóìó ôóíêöèè V . Âî âòîðîì æå ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé ïîëó÷àåòñÿ çàäà-
÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ êîëåáàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ÿäåð, â êîòîðóþ âõîäÿò
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ìàòðèöà G è ìàòðèöà F ñ ýëåìåíòàìè Fkl = ∂2V/∂qk∂ql, ïðè÷åì îáå ìàòðèöû ðàññ÷è-
òàíû â êîíôèãóðàöèè {R0}. Ìàòðèöó F íàçûâàþò ìàòðèöåé ñèëîâûõ ïîñòîÿííûõ,
à G � ìàòðèöåé êèíåìàòè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ. Â ìàòðè÷íîì âèäå óðàâíåíèå íà
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

GFL = LΛ, (1)

ãäå Λ � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà èç êâàäðàòîâ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé ìîëå-
êóëû, L � ìàòðèöà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî êëàññè÷åñêàÿ
çàäà÷à î êîëåáàíèÿõ òî÷å÷íûõ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö ïðèâîäèò ê òàêîé æå çàäà÷å íà
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ÷òî è êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîå ðàññìîòðåíèå. Ýòî óðàâíåíèå
ìû ìîæåò çàïèñàòü â âèäå

AF = Λ, (2)

ãäå îïåðàòîð A � íåëèíåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ è ñîïîñòàâëÿþùèé ñèììåòðè÷íîé íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöå F
óïîðÿäî÷åííûé (ñêàæåì â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ) íàáîð ñîáñòâåííûõ ÷èñåë Λ ìàòðèöû
GF,G� ôèêñèðîâàííàÿ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà. F ∈ Z = Rn(n+1)/2 (n
� ÷èñëî îáîáùåííûõ êîîðäèíàò) � ìàòðèöà ñèëîâûõ ïîñòîÿííûõ, îáðàçîâàííàÿ âòî-
ðûìè ïðîèçâîäíûìè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ïî îáîáùåííûì êîîðäèíàòàì â òî÷êå
ðàâíîâåñèÿ, A ∈ U = Rl � íàáîð âñåõ äîñòóïíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ (âåê-
òîð, ñîñòàâëåííûé èç êâàäðàòîâ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé ìîëåêóëû è
åå èçîòîïîìåðîâ, à òàêæå èç âåëè÷èí òàêæå ñâÿçàííûõ ñ ìàòðèöåé F , òàêèõ, êàê êî-
ðèîëèñîâû ïîñòîÿííûå, ïîñòîÿííûå öåíòðîáåæíîãî èñêàæåíèÿ, ñðåäíèå àìïëèòóäû
êîëåáàíèé è äð.). Îáùåå ÷èñëî ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ðàâíî l.

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð A, îïðåäåëÿåìûé ìàññàìè ÿäåð è ðàâíîâåñíîé êîí-
ôèãóðàöèåé ìîëåêóëû, ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé ñèììåòðè÷íîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-
ëåííîé ìàòðèöå F íàáîð âû÷èñëÿåìûõ âåëè÷èí, îòâå÷àþùèõ ýòèì ýêñïåðèìåíòàëü-
íûì äàííûì. Çàâèñèìîñòè ýòèõ âåëè÷èí, ñîñòàâëÿþùèõ ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (4),
îò ýëåìåíòîâ ìàòðèöû F ðàçíîðîäíû, íåëèíåéíû, íå íåçàâèñèìû, à òàêæå ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè äàííûõ, ïîëó÷åííûõ ñ ïîãðåøíîñòüþ, ìîãóò áûòü è íåñîâìåñòíû. Íåñîâ-
ìåñòíîñòü ìîæåò âîçíèêíóòü è âñëåäñòâèå íåäîñòàòî÷íîñòè èìåþùåéñÿ èíôîðìàöèè
ïðè ïîñòðîåíèè áîëåå ñëîæíîé ìîäåëè (ó÷èòûâàþùåé, íàïðèìåð, àíãàðìîíè÷íîñòü
êîëåáàíèé). Ýòà íåäîñòàòî÷íîñòü ïðèâîäèò â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ è ê íåâîçìîæíî-
ñòè âûäåëåíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1). Íàêîíåö, ïîëó÷åííîå ðåøåíèå
ìîæåò áûòü íåóñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî ìàëûõ âîçìóùåíèé âõîäíûõ äàííûõ. Òàêèì
îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê êëàññó òàê íàçûâàåìûõ íåêîððåêòíî
ïîñòàâëåííûõ îáðàòíûõ çàäà÷, ò.å. äëÿ íåå íå âûïîëíÿþòñÿ âñå òðè óñëîâèÿ êîð-
ðåêòíîñòè Àäàìàðà (ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è, åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ, óñòîé÷èâîñòü
ðåøåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê îøèáêàì âõîäíûõ äàííûõ). Ýòè òðóäíîñòè õîðîøî èç-
âåñòíû ñïåêòðîñêîïèñòàì, ïîñêîëüêó çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû ñèëîâûõ ïîñòî-
ÿííûõ F èç óðàâíåíèÿ (2) ïðàêòè÷åñêè âñåãäà îêàçûâàåòñÿ ëèáî íåäîîïðåäåëåííîé,
ëèáî íåñîâìåñòíîé, ëèáî íåäîîïðåäåëåííîé è íåñîâìåñòíîé îäíîâðåìåííî. Íåñìîòðÿ
íà íåáëàãîïðèÿòíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ñâîéñòâà, äàííàÿ çàäà÷à ïðèâëåêàëà âíèìàíèå
ìíîãèõ èññëåäîâàòåëåé, òàê êàê çíàíèå ñèëîâûõ ïîñòîÿííûõ ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íî
ïðîñòî îöåíèòü êîëåáàòåëüíûé ñïåêòð ìîëåêóëû è ðàññ÷èòàòü òåðìîäèíàìè÷åñêèé
ñâîéñòâà âåùåñòâà. Îñîáåííî ýòî îêàçûâàåòñÿ óäîáíûì ïðè íåîáõîäèìîñòè îöåíîê
òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ íåóñòîé÷èâûõ è ëàáèëüíûõ ñîåäèíåíèé.

Â òàêîé ñèòóàöèè äëÿ ïîëó÷åíèÿ íàäåæíûõ ðåçóëüòàòîâ è ïðåîäîëåíèÿ ïðîèç-
âîëà â ðàñ÷åòå ñèëîâûõ ïîñòîÿííûõ âàæíî èñïîëüçîâàòü óñòîé÷èâûå ìåòîäû ðåøå-
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íèÿ îáðàòíîé êîëåáàòåëüíîé çàäà÷è, ïðèâîäÿùèå ê ïîëó÷åíèþ óñòîé÷èâûõ ðåøåíèé
ñ íåêîòîðûìè çàäàííûìè ñâîéñòâàìè. Äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ êîëåáàòåëüíîé
ñïåêòðîñêîïèè áûë ðàçâèò ïîäõîäû, îñíîâàííûé íà òåîðèè íåëèíåéíûõ íåêîððåêò-
íî ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ [2-9], ïðåäëîæåíû ðàçëè÷íûå ïîñòàíîâêè çàäà÷ [2-6], êîòî-
ðûå ó÷èòûâàþò ñïåöèôèêó øèðîêî èñïîëüçóåìûõ ìîäåëåé ñèëîâûõ ïîëåé. Â ïîä-
õîäå, ðàçâèòîì â íàøèõ ðàáîòàõ, ðåàëèçîâàíû ìîäåëè, â êîòîðûõ ñôîðìóëèðîâàí è
ôîðìàëèçîâàí ðÿä êàê ÿâíûõ, òàê è íåÿâíûõ ìîäåëüíûõ ñîîáðàæåíèé îòíîñèòåëü-
íî õàðàêòåðà ñèëîâûõ ïîëåé, êîòîðûå øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â ðàñ÷åòå êîëåáàíèé
ìîëåêóë. Òàêèå ìîäåëè ìîãóò âêëþ÷àòü, â ÷àñòíîñòè, ñâîéñòâî ïåðåíîñèìîñòè ñèëî-
âûõ ïîñòîÿííûõ â ðÿäàõ ðîäñòâåííûõ ñîåäèíåíèé, òåñíî ñâÿçàííîå ñ ñóùåñòâîâàíèåì
ò.í. õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ èëè ãðóïïîâûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé, îòíîñÿùèõñÿ ê îòäåëüíûì
ôóíêöèîíàëüíûì ãðóïïàì â ìíîãîàòîìíûõ ìîëåêóëàõ. Íàìè áûëî ïðåäëîæåíî [2-4]
âñå âîçìîæíûå ìîäåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ ó÷èòûâàòü ñ ïîìîùüþ àïðèîðíîãî âûáîðà
íåêîòîðîé ìàòðèöû F 0, ïîëó÷åííîé èç ðàñ÷åòîâ äëÿ ðîäñòâåííûõ èëè ìîäåëüíûõ ìî-
ëåêóë, èëè êàêèì-ëèáî èíûì ïóòåì è çàäàíèåì ìíîæåñòâà àïðèîðíûõ îãðàíè÷åíèé
D íà èñêîìóþ ìàòðèöó F . Ìíîæåñòâî D ò. î. îïðåäåëÿåò âèä èñêîìîé ìàòðèöû F â
ðàìêàõ âûáðàííîé ìîäåëè (ïîëîæåíèå íóëåé è ñîîòíîøåíèÿ âåëè÷èí äèàãîíàëüíûõ
è íåäèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, ðàâåíñòâî ðÿäà ïîñòîÿííûõ ìåæäó ñîáîé è ò.ï.). Åñëè
àïðèîðíûå ñâåäåíèÿ î âèäå ðåøåíèÿ îòñóòñòâóþò, òî ïîëàãàåì D = Z.

Íà îñíîâå ýòîé ôîðìàëèçàöèè áûë ïðåäëîæåí ïðèíöèï îòáîðà åäèíñòâåííî-
ãî ðåøåíèÿ èç ìíîæåñòâà ðåøåíèé â ðàìêàõ òåîðèè ðåãóëÿðèçàöèè À.Í.Òèõîíîâà:
â ñìûñëå áëèçîñòè ðåøåíèÿ ê íåêîòîðîìó äàííîìó ýëåìåíòó (ìàòðèöå ñèëîâûõ ïî-
ñòîÿííûõ) F 0 ∈ Z, óäîâëåòâîðÿþùåìó âñåì àïðèîðíûì ïðåäïîëîæåíèÿì î ìîäåëü-
íûõ õàðàêòåðèñòèêàõ ðåøåíèÿ. Â ñëó÷àå íåñîâìåñòíîñòè îáðàòíîé çàäà÷è â ðàìêàõ
ãàðìîíè÷åñêîé ìîäåëè (êîòîðàÿ ìîæåò âîçíèêíóòü ïðè èñïîëüçîâàíèÿ ÷àñòîò èçî-
òîïîìåðîâ èëè äðóãîé äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè), ìîæíî ñòàâèòü çàäà÷ó ïîèñêà
ìàòðèöû F , äëÿ êîòîðîé ðàññòîÿíèå îò AF äî Λ (â ïðîèçâîëüíûõ åäèíèöàõ) ÿâëÿåòñÿ
ìèíèìàëüíûì, ò.å. ïîèñêà òàê íàçûâàåìîãî ïñåâäîðåøåíèÿ çàäà÷è (åñëè D 6= Z, ò.í.
êâàçèðåøåíèÿ). Â ñëó÷àå íååäèíñòâåííîñòè ïîèñê ïñåâäî(êâàçè)ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî
îñóùåñòâëÿòü òàê æå, êàê è â ñëó÷àå íååäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ � ò.å. âûáèðàòü èç
âñåõ âîçìîæíûõ ïñåâäî(êâàçè)ðåøåíèé òî, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ áëèæàéøèì ê çàäàííîé
ìàòðèöå F 0 (íîðìàëüíîå ïñåâäî(êâàçè)ðåøåíèå).

Ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ôîðìóëèðîâêå îáðàòíîé çàäà÷è, ïðèíÿâ âî âíèìàíèå
ñôîðìóëèðîâàííûé âûøå ïðèíöèï îòáîðà ðåøåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååì óðàâ-
íåíèå (4) è îïåðàòîð A, êîòîðûé ñîïîñòàâëÿåò íåêîòîðîé ñèììåòðè÷íîé è ïîëîæè-
òåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöå F íàáîð êâàäðàòîâ êîëåáàòåëüíûõ ÷àñòîò ìîëåêóëû
(âîçìîæíî âêëþ÷àÿ ÷àñòîòû èçîòîïîìåðîâ), à òàêæå ñðåäíèå àìïëèòóäû êîëåáàíèé,
êîðèîëèñîâû ïîñòîÿííûå è ò.ï. âåëè÷èíû, ïîëó÷àåìûå èç ýêñïåðèìåíòà. Ðàçìåðíîñòü
âåêòîðà îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì èçâåñòíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ. Òàê êàê ñèì-
ìåòðè÷íàÿ ìàòðèöà F îïðåäåëÿåòñÿ n(n + 1)/2 ýëåìåíòàìè, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
íåèçâåñòíûå ñèëîâûå ïîñòîÿííûå êàê âåêòîð èç ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè n(n+1)/2.
Òîãäà îïåðàòîð A äåéñòâóåò èç åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rn(n+1)/2 â ýâêëèäîâî ïðî-
ñòðàíñòâî Rl . Â îáîèõ ïðîñòðàíñòâàõ ââåäåì ñëåäóþùèå íîðìû:

‖F‖ =

(
1∑

k=1

f 2
k

)1/2

; ‖Λ‖ =

(
1∑

k=1

λ2
kρk

)1/2

,

ãäå ρk > 0 � âåñà; fk è λk ýëåìåíòû F è Z.

140



Ñåêöèÿ 4. Íåêîððåêòíûå çàäà÷è

Îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì äëÿ âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷. Óðàâíå-
íèå (4) ìîæåò èìåòü íååäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ëèáî âîîáùå íèêàêîãî ðåøåíèÿ, èç-çà
àíãàðìîíè÷íîñòè ÷àñòîò êîëåáàíèé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçâåñòíà íåêîòîðàÿ ìàòðèöà F 0 (âåêòîð ðàçìåðíîñòè n(n+
1)/2). Ñòàâèòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ íîðìàëüíîãî ïñåâäî(êâàçè)ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
(1): òðåáóåòñÿ íàéòè

Fn = argmin‖F − F 0‖, F ∈ {F : F ∈ D, ‖AF − Λ‖ = µ},

ãäå µ = inf ‖AF − Λ‖, F ∈ D.
Ýëåìåíò F 0 ∈ D ìîæåò áûòü îïðåäåëåí èç àïðèîðíûõ ñîîáðàæåíèé î âèäå ðå-

øåíèÿ è äðóãèõ èäåé, íàïðèìåð, î ïåðåíîñèìîñòè ñèëîâûõ ïîñòîÿííûõ â ðÿäó ñõîä-
íûõ ôðàãìåíòîâ ðàçíûõ ìîëåêóë), à D ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì àïðèîðíûõ
îãðàíè÷åíèé íà ñèëîâûå ïîñòîÿííûå. Åñëè îãðàíè÷åíèé íåò, òî D = Rn(n+1)/2.

Òî÷íûé âèä âåêòîðà Λ è îïåðàòîðà A íåèçâåñòíû, èìååòñÿ âåêòîð Λδ, îïðåäå-
ëåííûé èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ êàê ‖Λ − Λδ‖, (δ > 0 � ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ
îøèáêà: ‖Λ−Λδ‖ 6 δ) è îïåðàòîð Ah, ïðèáëèæàþùèé îïåðàòîð A;h > 0 � ïàðàìåòð,
õàðàêòåðèçóþùèé áëèçîñòü Ah ê A. Ïîãðåøíîñòü îïåðàòîðà A ñâÿçàíà ñ îøèáêàìè â
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ î ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ â ðàâíîâåñíîé êîíôèãóðà-
öèè. Ñëåäîâàòåëüíî, âîçíèêàåò çàäà÷à ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4), êîãäà íåèçâåñòíû òî÷-
íûé âèä A è, a èçâåñòíû ëèøü èõ ïðèáëèæåíèÿ Ah è δ è èõ îøèáêè η = (h, δ). Íåîáõî-
äèìî íàéòè âåêòîð Fη, ïðèáëèæàþùèé òî÷íîå íîðìàëüíîå ïñåâäî(êâàçè)ðåøåíèå Fn.
Ïðèíèìàÿ âûøåñêàçàííîå âî âíèìàíèå, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

äàíî óðàâíåíèå (4): òðåáóåòñÿ íàéòè ïî ïðèáëèæåííûì äàííûì {Ah, δ, h, } ïðè-
áëèæåíèå Fη ∈ D ê ðåøåíèþ Fn òàêîå, ÷òî

Fη → Fn

ïðè η → 0, ò.å. àëãîðèòì ïîèñêà Fn äîëæåí áûòü ðåãóëÿðèçèðóþùèì ïî Òèõîíî-
âó. Âîçìîæíû è äðóãèå ôîðìóëèðîâêè, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ ðàññìîòðåíû â [3,4].
Îáñóæäåíû îñîáåííîñòè ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ íåêîððåêòíûõ çàäà÷ â êîíå÷íîìåðíîì
ñëó÷àå, ê êîòîðûì îòíîñèòñÿ è îáðàòíàÿ êîëåáàòåëüíàÿ çàäà÷à, äàíà îáùàÿ ôîðìó-
ëèðîâêà òèõîíîâñêîé ñõåìû ïîñòðîåíèÿ ðåãóëÿðèçèðóþùåãî àëãîðèòìà äëÿ ðåøåíèÿ
îñíîâíîé çàäà÷è, ò.å. ïîñòðîåíèÿ ïî ïðèáëèæåííûì äàííûì ýëåìåíòà, ñõîäÿùåãîñÿ ê
ìíîæåñòâó íîðìàëüíûõ ðåøåíèé ïðè ñòðåìëåíèè ïîãðåøíîñòåé îïåðàòîðà è âõîäíûõ
äàííûõ ê íóëþ. Òåîðåìû óñòîé÷èâîñòè ðàññìîòðåíû â [2,8].

Îäèí èç ïðåäëîæåííûõ ðåãóëÿðèçèðóþùèõ àëãîðèòìîâ [2-4] ðàñ÷åòà ñèëîâîãî
ïîëÿ ìîëåêóëû îñíîâàí íà ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà Òèõîíîâà:

Mα[F ] = ‖AhF − Λδ‖2 + α‖F − F 0‖2, , (3)

ãäå α � ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè, âûáèðàåìûé â ïðîöåññå ìèíèìèçàöèè ïî îáîáùåí-
íîìó ïðèíöèïó íåâÿçêè [8]. Âòîðîé ÷ëåí â (3) íàçûâàåòñÿ ñòàáèëèçàòîðîì ôóíêöè-
îíàëà. Â ðåçóëüòàòå ìèíèìèçàöèì Mα[F ] íà çàäàííîì ìíîæåñòâå àïðèîðíûõ îãðà-
íè÷åíèé D íàõîäèòñÿ òàê íàçûâàåìîå íîðìàëüíîå ðåøåíèå (èëè íîðìàëüíîå ïñåâ-
äîðåøåíèå, åñëè çàäà÷à íåñîâìåñòíà), êîòîðîå âîñïðîèçâîäèò ýêñïåðèìåíòàëüíûå
äàííûå â ïðåäåëàõ çàäàííîé ïîãðåøíîñòè δ ñ ó÷åòîì âîçìîæíîé íåñîâìåñòíîñòè
è ÿâëÿåòñÿ áëèæàéøèì (â ñìûñëå âûáðàííîé ìåòðèêè) ê çàäàííîé ìàòðèöå F 0.
Ìíîæåñòâî àïðèîðíûõ îãðàíè÷åíèé D ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíî â âèäå ðàçëè÷-
íûõ îãðàíè÷åíèé íà âåëè÷èíû ñèëîâûõ ïîñòîÿííûõ (íåêîòîðûå ñèëîâûå ïîñòîÿííûå
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fij = 0, nij 6 fij 6 mij; fij = fkl , è ò.ä.). Òàêæå âîçìîæåí è ïîëåçåí â ðÿäå ñëó÷àåâ
ñîâìåñòíûé ðàñ÷åò ñèëîâîãî ïîëÿ äëÿ ðÿäà ðîäñòâåííûõ ìîëåêóë [3]. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ
ðàñ÷åòîâ êîëåáàòåëüíûõ ñïåêòðîâ ìíîãîàòîìíûõ ìîëåêóë ñîçäàþòñÿ áàçû ïî ñèëî-
âûì ïîñòîÿííûì [], îñíîâàííûå, êàê ïðàâèëî, íà ýìïèðè÷åñêîì ïðàâèëå ïåðåíîñèìî-
ñòè ñèëîâûõ ïîñòîÿííûõ, âûòåêàþùåì èç ïîñòóëàòîâ êëàññè÷åñêîé òåîðèè ñòðîåíèÿ
ìîëåêóë.

2. Êâàíòîâî-õèìè÷åñêèå ðàñ÷åòû â êîëåáàòåëüíîé ñïåêòðîñêîïèè

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ðåãóëÿðèçèðóþùèõ àëãîðèòìîâ ïîâûñèòü óñòîé÷èâîñòü
îáðàòíîé êîëåáàòåëüíîé çàäà÷è è òî÷íîñòü ïîëó÷àåìûõ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé
ìîæíî ïðè ñëåäóþùèõ óñëîâèÿõ:

à) çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ âñåõ äîñòóïíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ;
á) çà ñ÷åò óäà÷íîãî âûáîðà ìàòðèöû F 0;
â) çà ñ÷åò óäà÷íîãî âûáîðà ìíîæåñòâà àïðèîðíûõ îãðàíè÷åíèé D (âûáîð ìî-

äåëè ñèëîâîãî ïîëÿ).
Íîâûì ïîäõîä ê ðåøåíèþ îáðàòíîé êîëåáàòåëüíîé çàäà÷è, ïðåäëîæåííûé â

íàøèõ ðàáîòàõ è ðåàëèçîâàííûé â âèäå ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãîðèòìîâ, îñíîâàí íà
èñïîëüçîâàíèè ðåçóëüòàòîâ êâàíòîâî-õèìè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ, êàê äëÿ âûáîðà ìàòðè-
öû F 0, òàê è äëÿ âûáîðà ìîäåëè ñèëîâîãî ïîëÿ, áûë ñôîðìóëèðîâàí â [2,9,10]. Áû-
ëà ïðåäëîæåíà ïðèíöèïèàëüíî íîâàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è îòûñêàíèÿ ïàðàìåòðîâ ìî-
ëåêóëÿðíîãî ñèëîâîãî ïîëÿ ïî âñåì èìåþùèìñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì è ðå-
çóëüòàòàì êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ ñ ó÷åòîì èçâåñòíûõ àïðèîðíûõ îãðàíè÷å-
íèé íà ñèëîâûå ïîñòîÿííûå êàê çàäà÷à ïîèñêà ò.í. ðåãóëÿðèçèðîâàííîãî êâàíòîâî-
ìåõàíè÷åñêîãî ñèëîâîãî ïîëÿ (ÐÊÌÑÏ). Ñóùíîñòü ýòîãî ïîäõîäà â òîì, ÷òî ïî çàäàí-
íûì ñ ïîãðåøíîñòÿìè ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì èùåòñÿ óñòîé÷èâûìè ìåòîäàìè
ïðèáëèæåíèå ê ò.í. íîðìàëüíîìó ïñåâäîðåøåíèþ, ò.å. ìàòðèöà Fh,δ, áëèæàéøàÿ ïî
íîðìå ê çàäàííîé êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé ìàòðèöå ñèëîâûõ ïîñòîÿííûõ è óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ ìíîæåñòâó àïðèîðíûõ îãðàíè÷åíèé è ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì ñ ó÷åòîì
âîçìîæíîé íåñîâìåñòíîñòè çàäà÷è.

Îñîáîå çíà÷åíèå ïðè ðåøåíèè îáðàòíîé çàäà÷è íàõîæäåíèÿ ñèëîâûõ ïîëåé
ìîëåêóë ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì èìååò âûáîð ìíîæåñòâà àïðèîðíûõ îãðàíè-
÷åíèé D, êîòîðîå ìîæåò âêëþ÷àòü â ñåáÿ îãðàíè÷åíèÿ

1. òèïà îãðàíè÷åñêèé íà âåëè÷èíû ñèëîâûõ ïîñòîÿííûõ (íàïðèìåð, a priori
èçâåñòíûõ ðàâåíñòâ íóëþ äëÿ íåêîòîðûõ ñèëîâûõ ïîñòîÿííûõ);

2. òèïà íåðàâåíñòâ aij 6 fij 6 bij, aij, bij � èçâåñòíû;
3. òèïà ðàâåíñòâî ìåæäó ñîáîé ñèëîâûõ ïîñòîÿííûõ â ðÿäàõ ñîåäèíåíèé (êîí-

ôîðìåðîâ);
4. òèïà ïîèñêà ðåøåíèÿ îáðàòíîé êîëåáàòåëüíîé çàäà÷è â âèäå ìàñøòàáèðî-

âàííîé ìàòðèöû Ïóëàè [10]:

D = {F : F = BF 0B}, B = diag{β1, . . . , βn}.

Ýòè îãðàíè÷åíèÿ ìîãóò ââîäèòüñÿ íà îñíîâå àíàëèçà ìàòðèö ñèëîâûõ ïîñòîÿí-
íûõ ìíîãîàòîìíûõ ìîëåêóë, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ êâàíòîâîõèìè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ
[11,12].

Íà îñíîâå ýòèõ è ðÿäà äðóãèõ ðåãóëÿðèçèðóþùèõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çà-
äà÷ êîëåáàòåëüíîé ñïåêòðîñêîïèè è ñòðóêòóðíîé õèìèè ñîçäàí êîìïëåêñ ïðîãðàìì
ÑÏÅÊÒÐ [2,7]. Â êîìïëåêñå èñïîëüçóþòñÿ ñîâðåìåííûå âûñîêîýôôåêòèâíûå è áûñò-
ðîäåéñòâóþùèå àëãîðèòìû íà îñíîâå òåîðèè ðåãóëÿðèçàöèè, ïîçâîëÿþùèå îäíîâðå-
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ìåííî ìèíèìèçèðîâàòü äî äåñÿòêîâ òûñÿ÷ ïàðàìåòðîâ. Íàðÿäó ñ ðåàëèçàöèåé îá-
ùåãî ïîäõîäà â ñîîòâåòñòâèè ñ èäåÿìè òåîðèè ðåãóëÿðèçàöèè, â ïðîãðàììíîì êîì-
ïëåêñå ñîõðàíåíà âîçìîæíîñòü ñóæåíèÿ ìíîæåñòâà îïðåäåëÿåìûõ ïàðàìåòðîâ ïóòåì
íàëîæåíèÿ æåñòêèõ îãðàíè÷åíèé, ÷àñòî ïðèìåíÿåìûõ â ïðàêòèêå ñïåêòðàëüíûõ è
ñòðóêòóðíûõ ðàñ÷åòîâ. Â ðàñ÷åòàõ áèîëîãè÷åñêèõ ñèñòåì îñîáåííî âàæíûìè ÿâëÿ-
þòñÿ îãðàíè÷åíèÿ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ñóçèòü ðàçìåðíîñòè âîçíèêàþùèõ îáðàòíûõ
çàäà÷ äëÿ îòäåëüíûõ ìîëåêóëÿðíûõ ôðàãìåíòîâ è, òàêèì îáðàçîì, óìåíüøèòü ÷èñ-
ëî ïàðàìåòðîâ ñèëîâûõ ïîëåé äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. Â äàííûé êîìïëåêñ
ïðîãðàìì òàêæå âêëþ÷åí ðÿä ñåðâèñíûõ ïðîãðàìì (äëÿ àíàëèçà ñèììåòðèè ìîëåêó-
ëÿðíîé ñòðóêòóðû, ïîäãîòîâêè âõîäíîãî ôàéëà äëÿ ðåøåíèÿ êîëåáàòåëüíûõ çàäà÷,
âèçóàëèçàöèè ìîëåêóëÿðíîé ñòðóêòóðû è äð.), òàêæå ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé îðèãè-
íàëüíûå ðàçðàáîòêè àâòîðîâ êîìïëåêñà ïðîãðàìì.

Â êîìïëåêñå ïðîãðàìì ðåàëèçîâàí ðÿä âàæíûõ âîçìîæíîñòåé:
1) Âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ðàçëè÷íûõ ñèñòåì êîîðäèíàò (â òîì ÷èñëå äå-

êàðòîâûõ, åñòåñòâåííûõ, çàâèñèìûõ è íåçàâèñèìûõ);
2) Èñïîëüçîâàíèå ñòðîãîãî àíàëèçà ñèììåòðèè;
3) Øèðîêîå ïðèìåíåíèå äàííûõ êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ;
4) Âîçìîæíîñòü îáðàáîòêè ðàçíîîáðàçíûõ êîìáèíàöèé ýêñïåðèìåíòàëüíûõ

äàííûõ â ðàìêàõ åäèíîé ïðîãðàììû;
5) Ïîääåðæêà ðàçíîîáðàçíûõ ïðåäñòàâëåíèé ðåøåíèÿ (â òîì ÷èñëå è ïàðà-

ìåòðè÷åñêèõ);
6) Âîçìîæíîñòü ñïåöèàëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðåøåíèÿ � ââåäåíèå ïîïàðíûõ

ðàâåíñòâ ñèëîâûõ ýëåìåíòîâ â ðàçëè÷íûõ ìîëåêóëàõ, íàëîæåíèÿ íóëåâûõ îãðàíè÷å-
íèé íà íåêîòîðûå ýëåìåíòû, ñîâìåñòíûé ðàñ÷¼ò ðîäñòâåííûõ ñîåäèíåíèé è ò.ï.;

7) Àâòîìàòèçàöèÿ ðàñ÷¼òà ñ ýëåìåíòàìè ýêñïåðòíîé ïîääåðæêè.
Êàê ïðàâèëî, ïðè âûáîðå ìîäåëè ñèëîâîãî ïîëÿ, êîòîðîå ïðåäïîëàãàåòñÿ îá-

ùèì (ïåðåíîñèìûì) äëÿ ðÿäà ñîåäèíåíèé áëèçêîãî ñòðîåíèÿ íåîáõîäèìî ââîäèòü ðÿä
îãðàíè÷åíèé, äëÿ òîãî, ÷òîáû ÷èñëî ñèëîâûõ ïîñòîÿííûõ áûëî íå î÷åíü áîëüøèì
(â îáùåì ñëó÷àå ýòî âåðõíèé èëè íèæíèé òðåóãîëüíèê ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû,
âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ n(n + 1)/2 âåëè÷èí). Îáû÷íî ââîäÿòñÿ ïðåäïîëîæåíèÿ î ìàëî-
ñòè ïîñòîÿííûõ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó óäàëåííûìè ôðàãìåíòàìè (íàïðèìåð òàêè-
ìè, êîòîðûå íå èìåþò îáùèõ àòîìîâ), î ðàâåíñòâå ñèëîâûõ ïîñòîÿííûõ îòâå÷àþùèõ
ôðàãìåíòàì, èìåþùèì îäèíàêîâîå ïåðâîå îêðóæåíèå è ò.ä. Èñïîëüçîâàíèå íåçàâèñè-
ìûõ ñèñòåì îáîáùåííûõ êîîðäèíàò îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ òåõ áëîêîâ ìàòðèöû ñèëîâûõ
ïîñòîÿííûõ, êîòîðûå îòíîñÿòñÿ ê ìîëåêóëÿðíîìó ôðàãìåíòó ãðóïï = XY2,−XY3,
öèêëîâ è ò.ï., ôîðìàëüíî íåîáõîäèìî â ìàòðèöå ñèëîâûõ ïîñòîÿííûõ ïîääåðæèâàòü
íå ëîêàëüíóþ ñèììåòðèþ äàííîé ôóíêöèîíàëüíîé ãðóïïû, à ó÷èòûâàòü íàëè÷èå ëè-
íåéíûõ çàâèñèìîñòåé ìåæäó ñèëîâûìè ïîñòîÿííûìè. Íà ïðàêòèêå ýòî äîñòàòî÷íî
ñëîæíî ðåàëèçóåìàÿ çàäà÷à, ïîýòîìó, êàê ïðàâèëî, â ìîäåëÿõ ñèëîâûõ ïîëåé ïðè
ýìïèðè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ îãðàíè÷èâàþòñÿ ó÷åòîì ëîêàëüíîé ñèììåòðèè áåç ó÷åòà ëè-
íåéíûõ çàâèñèìîñòåé. Â öåëîì, äëÿ ñèëîâûõ ïîëåé, ðàññ÷èòàííûõ â íåçàâèñèìûõ
ñèñòåìàõ âíóòðåííèõ êîîðäèíàò, ïåðåíîñ ñèëîâûõ ïîñòîÿííûõ â ðÿäàõ ðîäñòâåííûõ
ìîëåêóë òðåáóåò óíèôèöèðîâàííîãî âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò âî âñåì ðÿäó ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ ìîëåêóë. Äëÿ óïðîùåíèÿ çàäà÷è ñèíòåçà ñèëîâûõ ïîëåé è ïåðåíîñà
ñèëîâûõ ïîñòîÿííûõ â ðÿäàõ ðîäñòâåííûõ ñîåäèíåíèé íàìè ïðåäëîæåíî èñïîëüçî-
âàòü ïîëíóþ (çàâèñèìóþ) ñèñòåìó åñòåñòâåííûõ êîîðäèíàò, ÷òî îáëåã÷àåò ñîïîñòàâ-
ëåíèå ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèé îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ ñëîæíûõ ñîåäèíåíèé.

Ðåçóëüòàòû êâàíòîâî-õèìè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò âûáîðà
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òåîðåòè÷åñêîé ìîäåëè (óðîâíÿ ðàñ÷åòà è íàáîðà áàçèñíûõ ôóíêöèé). Îäíàêî ìàññî-
âûå êâàíòîâî-õèìè÷åñêèå ðàñ÷åòû ïîçâîëÿþò êîíñòðóèðîâàòü ìîäåëè ñèëîâûõ ïîëåé
ðàçëè÷íûõ ðÿäîâ ðîäñòâåííûõ ñîåäèíåíèé äëÿ âûáðàííîãî òåîðåòè÷åñêîãî óðîâíÿ,
êîòîðûå ìîãóò ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïðåäñêàçàíèé íåèçó÷åííûõ ñîåäèíå-
íèé. Òåîðåòè÷åñêèå äàííûå ïîçâîëÿþò íå òîëüêî îáíàðóæèòü êàêèå-ëèáî ïðèçíàêè,
õàðàêòåðíûå äëÿ ìàòðèö ñèëîâûõ ïîñòîÿííûõ òåõ èëè èíûõ ñîåäèíåíèé èëè êëàññîâ
ñîåäèíåíèé, íî òàêæå è ïîíÿòü ïðèðîäó ðàçëè÷èé ìåæäó âåëè÷èíàìè ñèëîâûõ ïî-
ñòîÿííûõ è ñòðóêòóðíûõ ïàðàìåòðîâ. Êâàíòîâî-õèìè÷åñêèå ñèëîâûå ïîëÿ (ìàòðèöû
âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè) ðàññ÷èòûâàþòñÿ îáû÷íî â äåêàðòî-
âûõ êîîðäèíàòàõ, à äàëåå ïðåîáðàçóþòñÿ â ëþáóþ ñèñòåìó îáîáùåííûõ êîîðäèíàò,
âêëþ÷àÿ çàâèñèìóþ ñèñòåìó âíóòðåííèõ êîîðäèíàò. Ýòî ñíèìàåò ïðîáëåìó óíèôè-
öèðîâàíèÿ ñèñòåìû îáîáùåííûõ êîîðäèíàò â ðÿäàõ ñîåäèíåíèé, ïîñêîëüêó âûáîð
âíóòðåííèõ (åñòåñòâåííûõ) êîîðäèíàò q (óðàâíåíèÿ âûøå) äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëåí.
Íà îñíîâå êîìïëåêñà ÑÏÅÊÒÐ áûëà ðàçðàáîòàíà áàçà äàííûõ ÈÑÌÎË [13-15].

3. Ðàñ÷åò ÷àñòîò êîëåáàíèé ãðîìîçäêèõ ìîëåêóëÿðíûõ ñèñòåì
(ñóïðàìîëåêóë)

Áèîëîãè÷åñêèå ñèñòåìû ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü êàê ñóïðàìîëåêóëû, îïðåäå-
ëåíèå êîòîðûõ áûëî âïåðâûå ââåäåíî è äàëåå óòî÷íÿëîñü Õ.Ì. Ëåíîì [16]. Ñóïðàìî-
ëåêóëÿðíàÿ õèìèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì îïðåäåëåíèåì ÿâëÿåòñÿ "õèìèåé çà ïðåäåëà-
ìè ìîëåêóëû èçó÷àþùåé ñòðóêòóðó è ôóíêöèè àññîöèàöèé äâóõ è áîëåå õèìè÷åñêèõ
÷àñòèö, óäåðæèâàåìûõ âìåñòå ìåæìîëåêóëÿðíûìè ñèëàìè. Äëÿ àäåêâàòíîãî îïèñà-
íèÿ ñóïðàìîëåêóëû íåîáõîäèìû ñâåäåíèÿ îá ýëåìåíòàõ, îáðàçóþùèõ äàííûé îáúåêò,
òèïû ñâÿçåé ìåæäó íèìè è ïðîñòðàíñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè òàêèå, êàê îòíîñèòåëü-
íîå ðàñïîëîæåíèå è ïðîñòðàíñòâåííàÿ îðèåíòàöèÿ. Â êà÷åñòâå ñóïðàìîëåêóë ïðèíÿòî
ðàññìàòðèâàòü îëèãîìåðíûå ñòðóêòóðû, êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè ìåæìîëåêóëÿðíîé
àññîöèàöèè íåñêîëüêèõ êîìïîíåíòîâ è èìåþò ÷åòêî îáîçíà÷åííóþ ñòðóêòóðó, è ìî-
ëåêóëÿðíûå àíñàìáëè èëè ïîëèìîëåêóëÿðíûå ñèñòåìû, îáðàçóþùèåñÿ ïðè ñïîíòàí-
íîé àññîöèàöèè îòäåëüíûõ ôðàãìåíòîâ è äàëåå ïåðåõîäÿùèå â â ÷åòêî îáîçíà÷åííóþ
ñòðóêòóðó [17]. Òàêèì îáðàçîì, ñóïðàìîëåêóëû ìîãóò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíû ïðî-
ñòðàíñòâåííûì ðàñïîëîæåíèåì ôðàãìåíòîâ (â êà÷åñòâå êîòîðûõ ìîãóò âûñòóïàòü
îòäåëüíûå ìîëåêóëû), ò. å. èìåòü îïðåäåëåííóþ êîíôîðìàöèþ, â êîòîðîé ìîæíî âû-
äåëèòü ðàçëè÷íûå òèïû âçàèìîäåéñòâèé, õàðàêòåðèçóþùèåñÿ ñèëîé, íàïðàâëåííîñòü
è çàâèñÿùèå îò ðàññòîÿíèé è óãëîâ. Îáðàçîâàíèå òàêèõ ñëîæíûõ ñèñòåì ìîæåò ïðî-
èñõîäèòü çà ñ÷åò ò.í. êîîðäèíàöèîííûõ âçàèìîäåéñòâèé ñ èîíàìè ìåòàëëîâ, ìåæìî-
ëåêóëÿðíûõ âîäîðîäíûõ ñâÿçåé, âàí-äåðâààëüñîâûõ âçàèìîäåéñòâèé è ò.ä.

Ïîìèìî øèðîêîãî èñïîëüçîâàíèÿ ïîíÿòèé ñóïðàìîëåêóëÿðíîé õèìèè ïðè èñ-
ñëåäîâàíèÿõ ïîëèìåðíûõ ñîåäèíåíèé è áèîëîãè÷åñêèõ îáúåêòîâ, ñóùåñòâóåò íàïðàâ-
ëåíèå â ñóïðàìîëåêóëÿðíîé õèìèè, ñâÿçàííîå ñ ñîçäàíèåì ìîëåêóëÿðíûõ è ñóïðà-
ìîëåêóëÿðíûõ óñòðîéñòâ ñ íåêèìè çàäàííûìè ñâîéñòâàìè, êîòîðûå îáðàçóþòñÿ èç
ôðàãìåíòîâ, ñâÿçàííûõ, ñîîòâåòñòâåííî, êîâàëåíòíûìè è íåêîâàëåíòíûìè ñèëàìè.
Â ÷àñòíîñòè, îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ò.í. "ìîëåêóëÿðíûå ïåðåêëþ÷àòåëè êî-
òîðûé ìîãóò èçìåíÿòü ïðîñòðàíñòâåííóþ ñòðóêòóðó ïðè èçìåíåíèè âíåøíèõ ôàêòî-
ðîâ (êèñëîòíîñòè ñðåäû, ýëåêòðîõèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, òåìïåðàòóðû è ò.ï.). Ïðè
èññëåäîâàíèÿõ ñâîéñòâ ñóïðàìîëåêóëÿðíûõ îáúåêòîâ, î÷åâèäíî, íåîáõîäèìî çíàíèå
î ñòðîåíèè è êîíôîðìàöèîííûõ ñâîéñòâàõ ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíòîâ ñóïðàìîëåêóëû.
Â ÷àñòíîñòè, ïðè àíàëèçå ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ ñóïðàìîëåêóëÿðíûõ ñèñòåì, îòíîñÿ-
ùèõñÿ ê áèîëîãè÷åñêèì îáúåêòàì, íåîáõîäèìî ïîëíîå çíàíèå î ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóê-
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òóðå è êîëåáàòåëüíûõ ñïåêòðàõ îòäåëüíûõ ôðàãìåíòîâ ìîëåêóëû. Ðàñ÷åò òåðìîäè-
íàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñóïðàìîëåêóëû ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåí ïðè çíàíèè ñòðîåíèÿ
è êîëåáàòåëüíûõ ñïåêòðîâ âõîäÿùèõ â íåå îòäåëüíûõ ôðàãìåíòîâ (ìîëåêóë). Îñíîâ-
íàÿ òðóäíîñòü, âîçíèêàþùàÿ ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè ñèñòåìû, ñâÿçàíà ñ îïðåäåëå-
íèåì îòíîñèòåëüíîé îðèåíòàöèè îòäåëüíûõ ôðàãìåíòîâ îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà. Â
öåëîì, ýòîò ïîäõîä ê àíàëèçó ñóïðàìîëåêóëÿðíûõ ñèñòåì îêàçûâàåòñÿ áëèçîê ê àä-
äèòèâíûì ñõåìàì, ïðåäëîæåííûì â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé õèìèè, êîãäà ãåîìåòðè÷å-
ñêèå ïàðàìåòðû, ñâÿçàííûå ñ âçàèìíîé îðèåíòàöèåé îòäåëüíûõ ôðàãìåíòîâ ñëîæíûõ
ìîëåêóëÿðíûõ ñèñòåì, îïðåäåëÿëèñü, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ïîäõîäîâ ìîëåêóëÿðíîé
ìåõàíèêè.

Äëÿ ðàñ÷åòà êîëåáàòåëüíûõ ñïåêòðîâ ãðîìîçäêèõ ìîëåêóëÿðíûõ ñèñòåì,
âêëþ÷àþùèõ ñîòíè è òûñÿ÷è àòîìîâ (ïîëèìåðîâ, íàíîñòðóêòóð, áèîëîãè÷åñêèõ ñè-
ñòåì, êëàñòåðîâ è ò.ä.) ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñõåìà:

1. Äëÿ ìîëåêóë ñðåäíåãî ðàçìåðà (ôðàãìåíòîâ ðàññìàòðèâàåìûõ ãðîìîçäêèõ
ñèñòåì, äëÿ êîòîðûõ èìåþòñÿ ëèòåðàòóðíûå äàííûå ïî ñòðóêòóðàì ìîëåêóë è êîëå-
áàòåëüíûì ñïåêòðàì, ïðîâîäèòñÿ ïðåäâàðèòåëüíûé êâàíòîâî-õèìè÷åñêèé ðàñ÷åò íà
âûáðàííîì â êà÷åñòâå áàçîâîãî òåîðåòè÷åñêîì óðîâíå;

2. Äàëåå íà îñíîâå ñîâìåñòíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ðåçóëüòàòîâ êâàíòîâî-õèìè÷åñ-
êîãî ðàñ÷åòà è äîñòóïíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ âûïîëíÿåòñÿ ðàñ÷åò ðåãóëè-
ðèçîâàííîãî êâàíòîâîõèìè÷åñêîãî ñèëîâîãî ïîëÿ;

3. Íà îñíîâå ïîñëåäîâàòåëüíîãî âûïîëíåíèÿ ïï. 1-2 äàííîé ñõåìû íà òîì
æå òåîðåòè÷åñêîì óðîâíå íàõîäÿòñÿ ðåãóëÿðèçîâàííûå ñèëîâûå ïîëÿ âñåõ ñîñòàâíûõ
ôðàãìåíòîâ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû;

4. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåãóëÿðèçèðóþùèõ àëãîðèòìîâ îïðåäåëÿþòñÿ ïàðàìåò-
ðû ïîòåíöèàëà ìåæìîëåêóëÿðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

Ñèëîâîå ïîëå ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ñèíòåçèðóåòñÿ èç ðåãóëÿðèçîâàííûõ
ïîëåé ôðàãìåíòîâ ñî ñøèâêîé ÷åðåç ïàðàìåòðû ìåæìîëåêóëÿðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ,
äëÿ íàõîæäåíèÿ êîòîðûõ íàìè áûë ðàíåå ïðåäëîæåí ðåãóëÿðèçèðóþùèé àëãîðèòì.
Ðàññìîòðåííûå âûøå àëãîðèòìû èñïîëüçîâàíû äëÿ ïðåäñêàçàíèé êîëåáàòåëüíûõ
ñïåêòðîâ ìåëàòîíèíà (ðèñ. 1) è åãî êàòàáîëèòîâ.

Ìåëàòîíèí � íåéðîãîðìîí, ñèíòåçèðóåìûé â îðãàíèçìå èç àìèíîêèñëîòû
òðèïòîôàíà, ïðèñóòñòâóåò âî âñåõ æèâûõ ñèñòåìàõ è èãðàåò îãðîìíóþ ðîëü â ðàç-
ëè÷íûõ áèîëîãè÷åñêèõ è ôèçèîëîãè÷åñêèõ ðåãóëÿòîðíûõ ïðîöåññàõ (ðèñ.1). Îñîáóþ
ðîëü èãðàåò àíòèîêèñëèòåëüíàÿ ñïîñîáíîñòü ìåëàòîíèíà, à òàêæå òî, ÷òî ïðîäóê-
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òû, îáðàçóþùèåñÿ ïðè åãî ìåòàáîëèçìå, òàêæå ÿâëÿþòñÿ àíòèîêñèäàíòàìè, ò.å. êàòà-
áîëèòàìè èëè ïðèðîäíî âîçíèêàþøèìè ìåòàáîëèòàìè. Âàæíåéøèìè êàòàáîëèòàìè
ÿâëÿþòñÿ N -ãàììà-àöåòèë-N -ôîðìèë-5-ìåòîêñèêèíóðåíàìèí (ÀÔÌÊ) è N -ãàììà-
àöåòèë-5-ìåòîêñèêèíóðåíàìèí (ÀÌÊ), ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé âåùåñòâà ñ ìåëàòîíè-
íîïîäîáíîé àêòèâíîñòüþ ïî îòíîøåíèþ ê êîíòðîëþ áèîëîãè÷åñêèõ ðèòìîâ. Ñðåäè
ðàçëè÷íûõ ôèçèêî-õèìè÷åñêèõ ìåòîäîâ, ïðèìåíÿåìûõ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìåëàòîíè-
íà è ïðîäóêòîâ åãî îêèñëåíèÿ â êëèíè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ, ìåòîäû êîëåáàòåëüíîé
ñïåêòðîñêîïèè çàíèìàþò îñîáîå ìåñòî, ïîñêîëüêó îáëàäàþò âûñîêîé èíôîðìàòèâíî-
ñòüþ, ñðàâíèòåëüíîé ïðîñòîòîé ïðèìåíåíèÿ è ïîçâîëÿþò íàõîäèòü õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèå ÷àñòîòû êîëåáàíèé è äðóãèå ñïåöèôè÷åñêèå ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè, èñ-
ïîëüçóþùèåñÿ äëÿ èäåíòèôèêàöèè è àíàëèçà ñòðîåíèÿ ñîåäèíåíèé, ó÷àñòâóþùèõ â
áèîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññàõ. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàëèñü çàäà÷è îáðàáîòêè ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûõ ñïåêòðàëüíûõ äàííûõ ìåëàòîíèíà è ïðîäóêòîâ åãî îêèñëåíèÿ ñ öåëüþ
îïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèé â ìîëåêóëàõ, íàèáîëåå ÷óâñòâèòåëüíûõ ê èçîòîïîçàìåùåíèþ
(èçîòîïíûõ ìåòîê).

Ïðè ñèíòåçå ìàòðèö ñèëîâûõ ïîñòîÿííûõ ãðîìîçäêèõ ñîåäèíåíèé, âêëþ÷àþ-
ùèõ â ñåáÿ ñîòíè è òûñÿ÷è àòîìîâ, ââåäåíèå âíóòðåííèõ êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ îòäåëü-
íîé è äîñòàòî÷íî ñëîæíîé çàäà÷åé. ×àñòü ýòîé çàäà÷è, ñâÿçàííàÿ ñ îïðåäåëåíèåì
ò.í. ïëîñêèõ êîîðäèíàò (ðàñòÿæåíèÿ ñâÿçåé è èçìåíåíèé âàëåíòíûõ óãëîâ) äîñòàòî÷-
íî ïðîñòî ìîæåò áûòü àâòîìàòèçèðîâàíà, îäíàêî âûáîð ò.í. íåïëîñêèõ êîîðäèíàò,
ñâÿçàííûõ ñ èçìåíåíèÿìè äâóãðàííûõ óãëîâ â îòäåëüíûõ ôðàãìåíòàõ, à òàêæå ñ
îòíîñèòåëüíûìè äåôîðìàöèÿìè äâóãðàííûõ óãëîâ äëÿ óäàëåííûõ ôðàãìåíòîâ ãðî-
ìîçäêèõ ìîëåêóë, êàê ïðàâèëî, òðåáóåò ó÷àñòèÿ èññëåäîâàòåëÿ. Ïåðåíîñ ñèëîâûõ
ïîñòîÿííûõ, îïðåäåëåííûõ âî âíóòðåííèõ êîîðäèíàòàõ, äëÿ ñëîæíûõ ñîåäèíåíèé
ñâîäèòñÿ ê ôîðìèðîâàíèþ îãðîìíûõ ìàññèâîâ ñèëîâûõ ïîñòîÿííûõ. Ñîçäàííûå íà-
ìè íîâûå àëãîðèòìû ðàñ÷åòà ñèëîâûõ ïîëåé ìíîãîàòîìíûõ ìîëåêóë â äåêàðòîâûõ
ñèñòåìàõ êîîðäèíàò [18] ïîçâîëÿþò ðåøèòü ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ íåîäíîçíà÷íî-
ñòüþ âûáîðà ñèñòåì îáîáùåííûõ êîîðäèíàò ïðè àíàëèçå ñèëîâûõ ïîëåé ñëîæíûõ
ìîëåêóëÿðíûõ ñèñòåì. Îñíîâíàÿ èäåÿ � èçáåæàòü ââåäåíèÿ âíóòðåííèõ êîîðäèíàò
íà ýòàïå êîððåêöèè êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîãî ñèëîâîãî ïîëÿ è îäíîâðåìåííî ïîëó÷èòü
â ðàìêàõ òåîðèè ðåãóëÿðèçàöèè ñèëîâîå ïîëå â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ, âîñïðîèç-
âîäÿùåå ýêñïåðèìåíòàëüíûå ÷àñòîòû. Ìàòðèöà ñèëîâûõ ïîñòîÿííûõ â ýòîì ïðèáëè-
æåíèè îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ââåäåííîé âûøå ìàòðèöå Ïóëàè, ïðåäñòàâëÿþùåé
ïàðàìåòðè÷åñêóþ ôîðìó ñèëîâîãî ïîëÿ

F = BF 0B (4)

Îäíàêî, â îòëè÷èå îò ìîäåëè Ïóëàè, êîòîðàÿ ïåðâîíà÷àëüíî ââîäèëàñü äëÿ
îáîáùåííûõ âíóòðåííèõ êîîðäèíàò èëè êîîðäèíàò ëîêàëüíîé ñèììåòðèè è â êîòî-
ðîé ìàòðèöà B (ìàòðèöà ò.í. ìàñøòàáèðóþùèõ ìíîæèòåëåé) ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëü-
íîé, ïðè êîððåêöèè ìàòðèöû â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ìàòðèöà B íå äîëæíà áûòü
äèàãîíàëüíîé. Ãëàâíàÿ îñîáåííîñòü ìàòðèö ñèëîâûõ ïîñòîÿííûõ â äåêàðòîâûõ êî-
îðäèíàòàõ � òî, ÷òî îíè íå ÿâëÿþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè íåçàâèñèìûìè îò ïîëîæåíèÿ
ìîëåêóëû è åå îðèåíòàöèè.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ìàòðèöà ñèëîâûõ ïîñòîÿííûõ â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ èìå-
ëà ôèçè÷åñêèé ñìûñë íåîáõîäèìî íàëîæèòü ðÿä óñëîâèé. Ïðåäñòàâèì ìàòðèöó ñèëî-
âûõ ïîñòîÿííûõ â âèäå êîìïîçèöèè èç ñóáìàòðèö 3 × 3, ñîîòâåòñòâóþùèõ êàæäîìó
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àòîìó.

F =


F(11) F(12) . . . F(1N)

F(21) F(22) . . . F(2N)

. . . . . . . . . . . .
F(N1) F(N2) . . . F(NN)

 (5)

ãäå N ðàâíî ÷èñëó àòîìîâ â ìîëåêóëå. Òðåáîâàíèå íåçàâèñèìîñòè ïîòåíöèàëüíîé
ýíåðãèè îò òðàíñëÿöèé è âðàùåíèÿ ìîëåêóëû êàê öåëîãî ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå ñëå-
äóþùèõ îãðàíè÷åíèé, ââåäåííûõ â [22]:

N∑
i=1

f(ij) = 0,
N∑
i=1

Vif(ij) = 0, j = 1, 2, . . . , N, (6)

â êîòîðûõ ñóáìàòðèöû ðàçìåðíîñòè 3× 3 îïðåäåëåíû â ñëåäóþùåì âèäå:

Vi =

 0 −Z0
i Y 0

i

Z0
i 0 −X0

i

−Y 0
i X0

i 0

 ,

è X0
i , Y

)
i , Z

0
i ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò i-ãî àòîìà atom â ðàâíî-

âåñíîé êîíôèãóðàöèè. Íàëîæåíèå óñëîâèé (6) óìåíüøàåò ðàíã ìàòðèöû F äî 3N − 6
(èëè 3N − 5 äëÿ ëèíåéíûõ ìîëåêóë) è, òàêèì îáðàçîì, îñòàâëÿåò òîëüêî êîëåáàòåëü-
íûå ñòåïåíè ñâîáîäû. Ïðè ðåøåíèè îáðàòíîé çàäà÷è â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ F
â ðàìêàõ ìîäåëè ìàñøòàáèðîâàíèÿ ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî àïðèîðíî çàäàííàÿ
ìàòðèöà F 0 óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèÿì (5). Îäíàêî ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî ìàñøòàáè-
ðîâàííàÿ ìàòðèöà F òàêæå áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ýòèì òðåáîâàíèÿì. Äëÿ èñêëþ÷åíèÿ
çàâèñèìîñòè ìàñøòàáèðîâàííîé ìàòðèöû F îò òðàíñëÿöèÿ è âðàùåíèÿ ìîëåêóëû êàê
öåëîãî íåîáõîäèìî, ÷òîáû ìàòðèöà ìàñøòàáèðóþùèõ ìíîæèòåëåé B óäîâëåòâîðÿëà
ðÿäó óñëîâèé, êàê ýòî áûëî ïîêàçàíî â [18]:

1) Ìàòðèöà B àíàëîãè÷íî ìàòðèöå ñèëîâûõ ïîñòîÿííûõ â äåêàðòîâûõ êîîð-
äèíàòàõ (4) äîëæíàÿ ñîñòîÿòü èç ñóáìàòðèö ðàçìåðíîñòè 3× 3, óìíîæåííûõ íà ìàñ-
øòàáèðóþùèå ôàêòîðû βij (i, j,= 1, . . . , N):

B =


β11E β12E . . . β1NE
β21E β22E . . . β2NE
. . . . . . . . . . . .
βN1E βN2E . . . βNNE


2) Ôàêòîðû βij äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

βij = βji;

N∑
i=1

β1i =
N∑
i=1

β2i = . . . =
N∑
i=1

βNi = S = const. (7)

Èç ýòèõ óñëîâèé âèäíî, ÷òî åñëè âñå βii îäèíàêîâû, òî ìàòðèöà B � äèàãî-
íàëüíàÿ è, íàîáîðîò, åñëè ìàòðèöà B � äèàãîíàëüíà, òî âñå ôàêòîðû ðàâíû ìåæäó
ñîáîé. Åñëè òðåáóåòñÿ ó÷åñòü äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ, âîçíèêàþùèå èç óñëîâèé
ñèììåòðèè ìîëåêóëû èëè èç-çà êàêèõ-ëèáî ìîäåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé, òî îíè äîëæ-
íû áûòü ñôîðìóëèðîâàíû è äîáàâëåíû ê óñëîâèÿì (6). Â îáùåì ñëó÷àå ìàòðèöà B
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ñîñòîèò èç N(N−1)/2+1 íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðîâ, òàê êàê âñå äèàãîíàëüíûå ÷ëåíû
ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â ñëåäóþùåì âèäå

βii = S −
∑
j 6=i

βij.

Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü îáðàòíóþ êîëåáàòåëüíóþ çà-
äà÷ó êàê çàäà÷ó (1), ïðè óñëîâèè, ÷òî ìíîæåñòâî àïðèîðíûõ îãðàíè÷åíèé D áóäåò
âêëþ÷àòü óñëîâèÿ (6). Ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è (ìàòðèöà ìàñøòàáèðóþùèõ ìíî-
æèòåëåé) ìîæåò áûòü òàêæå íàéäåíî ñ ïîìîùüþ ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà Òè-
õîíîâà (2). Ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíèé D ïðè íåîáõîäèìîñòè ìîæåò òàêæå ñîäåðæàòü
îãðàíè÷åíèÿ, àíàëîãè÷íûå òåì, êîòîðûå ââîäÿòñÿ ïðè ðåøåíèè îáðàòíîé çàäà÷è âî
âíóòðåííèõ êîîðäèíàòàõ òàêèå, êàê ðàâåíñòâî íóëþ ðÿäà íåäèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ,
ïîïàðíûõ ðàâåíñòâ èëè îãðàíè÷åíèé ïî ñèììåòðèè.

Ýòè àëãîðèòìû óñïåøíî èñïîëüçîâàíû äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ íàõîæ-
äåíèÿ ðåãóëÿðèçîâàííûõ êâàíòîâî-õèìè÷åñêèõ ñèëîâûõ ïîëåé â äåêàðòîâûõ êîîð-
äèíàòàõ äëÿ ðÿäà áèîëîãè÷åñêè âàæíûõ ñîåäèíåíèé � íóêëåèíîâûõ êèñëîò (ãëóòà-
ìèíîâîé êèñëîòû [19], àäåíèíà, ãóàíèíà, öèòîçèíà, è äð. [20], à òàêæå ïðîèçâîäíûõ
ìåëàòîíèíà ñ ïåïòèäíîé ñâÿçüþ [21] è ïðîèçâîäíûõ áåíçèìèäàçîëà [22]. Ðàññìîòðèì
ïðèìåð ìîëåêóëû ãëóòàìèíîâîé êèñëîòû, ìîäåëü êîòîðîé ïðåäñòàâëåíà íèæå (ðèñ.
2). Ãëóòàìèíîâàÿ êèñëîòà è åå ïðîèçâîäíûå ó÷àñòâóþò â æèâûõ îðãàíèçìàõ â ïðî-
öåññàõ ìåòàáîëèçìà àìèíîêèñëîò è öèêëà Êðåáñà. Ìîëåêóëà êèñëîòû ñîñòîèò èç 19
àòîìîâ è äëÿ ðàñ÷åòà êîëåáàíèé â åñòåñòâåííûõ êîîðäèíàòàõ íåîáõîäèìî ââåäåíèå
57 çàâèñèìûõ êîîðäèíàò. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà ñèëîâûõ ïîñòîÿííûõ (â ñèëó
ñèììåòðè÷íîñòè ìàòðèöû ðàññìàòðèâàåòñÿ âåðõíèé òðåóãîëüíèê) áóäåò ñîäåðæàòü
1653 ïàðàìåòðà, ÷àñòü èç êîòîðûõ ìîæíî ïðèíÿòü ðàâíûìè íóëþ, òåì íå ìåíåå, ÷èñ-
ëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ îñòàåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèì (∼ 350). Ïðè èñïîëüçîâàíèè
äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò îáùåå ÷èñëî ïàðàìåòðîâ (âåðõíèé òðåóãîëüíèê ìàòðèöû ìàñ-
øòàáèðóþùèõ ôàêòîðîâ) ðàâíî 190, à ñ ó÷åòîì ðÿäà ïàðàìåòðîâ, ôèêñèðîâàííûõ
ðàâíûìè íóëþ, è ïîïàðíîãî ðàâåíñòâà äëÿ àòîìîâ îäèíàêîâîãî òèïà ÷èñëî ïàðàìåò-
ðîâ óìåíüøàåòñÿ äî 48.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè èñïîëüçîâàíèè äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò ìîæíî äîáèòüñÿ
ñóùåñòâåííîãî óìåíüøåíèÿ êîððåêòèðóþùèõ ôàêòîðîâ äëÿ êâàíòîâî-õèìè÷åñêîãî
ñèëîâîãî ïîëÿ. Ïðåäëîæåííûå â íàøèõ ðàáîòàõ óñòîé÷èâûå àëãîðèòìû äëÿ ðåøåíèÿ
îáðàòíîé êîëåáàòåëüíîé çàäà÷è â ðàìêàõ òåîðèè ðåãóëÿðèçàöèè íåëèíåéíûõ íåêîð-
ðåêòíûõ çàäà÷ ïîçâîëÿþò â ÿâíîé ôîðìå ó÷èòûâàòü ñïåöèôèêó ñëîæíûõ áèîëîãè-
÷åñêèõ ñèñòåì ïóòåì âêëþ÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ îãðàíè÷åíèé íà ñòðóêòóðó ìàòðèöû ñè-
ëîâûõ ïîñòîÿííûõ íà îñíîâå àíàëèçà ðåçóëüòàòîâ êâàíòîâî-õèìè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ.
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LINEAR ACCURACY ESTIMATES FOR APPROXIMATE SOLUTIONS
TO LINEAR AND NON-LINEAR INVERSE PROBLEMS

Abstract: The concept of linear a priori estimate of the accuracy for approximate
solutions to inverse problems is under consideration. It is established that the linear
estimate can be obtained only if the inverse problem is well-posed, according to Tikhonov.
An algorithm is given for �nding linear estimates, as well as an example of numerical
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1. Ïóñòü Z è U ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà. Ðàññìîòðèì îïåðàòîðíîå óðàâíå-
íèå F (z) = u ñ íåïðåðûâíûì îïåðàòîðîì F : Z → U . Ñ÷èòàåì, ÷òî äëÿ ïðàâîé ÷àñòè
u ∈ U îíî ðàçðåøèìî. Íàñ èíòåðåñóåò åãî ðåøåíèå z̄ ∈ Z ñ ìèíèìàëüíîé íîðìîé
(íîðìàëüíîå ðåøåíèå). Âåëè÷èíà u èçâåñòíà ñ ïîãðåøíîñòüþ δ: äàíà òàêàÿ ïðàâàÿ
÷àñòü uδ ∈ U , ÷òî ‖u− uδ‖ ≤ δ. Òàê êàê çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ïî äàííûì (F, uδ) ïðè-
áëèæåíèÿ zδ ∈ Z ê z̄ ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííîé, òî äëÿ åå ðåøåíèÿ
ïðèìåíÿþòñÿ ðåãóëÿðèçóþùèå àëãîðèòìû (ðåãóëÿðèçàòîðû, ÐÀ). Ìíîãèå ÐÀ ìîãóò
áûòü çàïèñàíû â ôîðìå zδ = Rδ(uδ), ãäå Rδ � íåêîòîðûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç
U â Z.

Â òåîðèè îáðàòíûõ è íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ ïðèíÿòà ñëåäóþùàÿ
ñõåìà ïîëó÷åíèÿ àïðèîðíîé îöåíêè òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ zδ (ñì. ðàáîòû À.Á.Áà-
êóøèíñêîãî, Ã.Ì.Âàéíèêî, Â.Ê.Èâàíîâà, Â.Â.Âàñèíà, Â.Ï.Òàíàíû è ìíîãèå äðóãèå;
ïîëíûå ññûëêè ìîæíî íàéòè â [1]). Ôèêñèðóåòñÿ íåêîòîðîå ìíîæåñòâî M ⊂ Z, ñî-
äåðæàùåå òî÷íîå íîðìàëüíîå ðåøåíèå z̄, è ââîäèòñÿ âåëè÷èíà

∆M(δ) = sup
z∈M,uδ∈Σδ(F,z)

‖Rδ(uδ)− z‖ .
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Çäåñü Σδ(F, z) = {uδ ∈ U : ‖uδ − u‖ ≤ δ; u = F (z)} � ìíîæåñòâî âñåõ äîïóñòèìûõ
ïðèáëèæåííûõ äàííûõ óðàâíåíèÿ F (z) = u. Äàëåå, íàõîäèòñÿ ôóíêöèÿ ϕM(δ) òà-
êàÿ, ÷òî ∆M(δ) ≤ ϕM(δ). Òîãäà ‖zδ − z̄‖ ≤ ϕM(δ), è ôóíêöèÿ ϕM(δ) åñòü èñêîìàÿ
àïðèîðíàÿ îöåíêà, âåðíàÿ äëÿ ëþáîãî òî÷íîãî ðåøåíèÿ z̄ èç ìíîæåñòâà M .

Àïðèîðíûå îöåíêè õîðîøî èçó÷åíû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà F = A � ëèíåéíûé
âïîëíå íåïðåðûâíûé èíúåêòèâíûé îïåðàòîð. Òîãäà äëÿ ìíîãèõ ÐÀ íà ìíîæåñòâàõ
M = M

(p)
r = {z = |A|pv : v ∈ Z, ‖v‖ ≤ r}, ãäå |A| = (A∗A)1/2, à p > 0 � çàäàííîå

÷èñëî, ìîæíî ïîëó÷èòü îïòèìàëüíóþ ïî ïîðÿäêó òî÷íîñòè îöåíêó

‖zδ − z̄‖ ≤ C(r, p)δ
p
p+1 , C(r, p) = const. (1)

Ñðàâíèì ýòî ñî ñëó÷àåì ëèíåéíîãî îãðàíè÷åííîãî íîðìàëüíî ðàçðåøèìîãî îïåðà-
òîðà A. Îí èìååò îãðàíè÷åííûé ïñåâäîîáðàòíûé îïåðàòîð A+ : U → Z, êîòîðûé
ìîæåò áûòü íåóñòîé÷èâûì ê âîçìóùåíèÿì îïåðàòîðà A. Ïîýòîìó çàäà÷à âû÷èñëå-
íèÿ íîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ z̄ = A+u óðàâíåíèÿ Az = u ñ âîçìóùåííûì îïåðàòîðîì
Ah : Z → U , ‖Ah − A‖ ≤ h, ÿâëÿåòñÿ â îáùåì ñëó÷àå íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííîé,
à â ñëó÷àå òî÷íî çàäàííîãî (h = 0) îïåðàòîðà A � êîððåêòíîé (óñòîé÷èâîé) çà-
äà÷åé. Äëÿ òàêèõ îïåðàòîðîâ A èçâåñòíû ÐÀ ñ ïðèáëèæåííûìè ðåøåíèÿìè âèäà
zhδ = ghδ(A

∗
hAh)A

∗
huδ, êîòîðûå îïòèìàëüíû ïî ïîðÿäêó íà ìíîæåñòâå M = Z, åñ-

ëè ôóíêöèè ghδ(λ) îáëàäàþò íåêîòîðûìè ñïåöèàëüíûìè ñâîéñòâàìè, ïðè÷åì îöåíêà
òî÷íîñòè èìååò âèä

‖zhδ − z̄‖ ≤ C0(δ + h), C0 = const. (2)

(ñì. öèòèðîâàííûå â [1] ðàáîòû Ã.Ì.Âàéíèêêî, Â.À.Ìîðîçîâà è äð.). Îöåíêà (2) êà÷å-
ñòâåííî è êîëè÷åñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò îöåíêè (1) òåì, ÷òî îíà ïî ïîðÿäêó ñðàâíèìà
ñ ïîãðåøíîñòÿìè äàííûõ h, δ. Áóäåì â äàëüíåéøåì íàçûâàòü îöåíêè âèäà (2) íà
ìíîæåñòâå M ëèíåéíûìè îöåíêàìè (ïî δ è h).

Íèæå èçó÷àåòñÿ âîïðîñ î òîì, äëÿ êàêèõ îáðàòíûõ çàäà÷ âèäà F (z) = u è
êàêèõ ìíîæåñòâ M íàéäóòñÿ ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ zδ, èìåþùèå ëèíåéíóþ îöåíêó
òî÷íîñòè ϕM(δ) = Cδ. Óêàçûâàåòñÿ òàêæå, êàê íàéòè òàêèå ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ.

2. Öåíòðàëüíûé ðåçóëüòàò ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü óðàâíåíèå F (z) = u èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå z ∈ M
äëÿ êàæäîé ïðàâîé ÷àñòè u ∈ F (M). Äëÿ âûïîëíåíèÿ ëèíåéíîé îöåíêè

sup
z∈M,uδ∈Σδ(F,z)

‖Rδ(uδ)− z‖ ≤ Cδ, C = C(M) > 0, (3)

íåîáõîäèìî, ÷òîáû íà ìíîæåñòâå M âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

‖z1 − z2‖ ≤ 2C ‖F (z1)− F (z2)‖ , ∀z1,2 ∈M, (4)

êîòîðîå âëå÷åò êîððåêòíîñòü ïî Òèõîíîâó íà ìíîæåñòâå M ðàññìàòðèâàåìîé îá-
ðàòíîé çàäà÷è.

Èç òåîðåìû 1 ÿñíî, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðè ðåøåíèè îáðàòíîé çàäà÷è F (z) =
u ëèíåéíîé îöåíêè ìû äîëæíû âûáðàòü àäåêâàòíîå ìíîæåñòâî êîððåêòíîñòè M è
ðåøàòü íà íåì îáðàòíóþ çàäà÷ó ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî àëãîðèòìà. Òàêîé ïîäõîä
ïðåäëîæåí â èçâåñòíîé ñòàòüå À.Í.Òèõîíîâà (ÄÀÍ ÑÑÑÐ, 1943) è çàòåì ðàçâèâàëñÿ
ìíîãèìè àâòîðàìè. Îäíàêî, âîïðîñ î ëèíåéíûõ îöåíêàõ â ýòèõ ðàáîòàõ íå ñòàâèëñÿ.
Âïåðâûå îí ïîñòàâëåí â [1].

2. Â 2012 � 2013 ã. Ì.Þ.Êîêóðèí ïîëó÷èë ðåçóëüòàò [2], êîòîðûé äëÿ íàøåé
ïîñòàíîâêè çàäà÷è ôîðìóëèðóåòñÿ òàê.

151



Ñåêöèÿ 4. Íåêîððåêòíûå çàäà÷è

Óòâåðæäåíèå 1. Êîððåêòíûå ïî Òèõîíîâó çàäà÷è è òîëüêî îíè äîïóñêàþò
ðåãóëÿðèçàòîð Rδ(u) = R(u), íå çàâèñÿùèé ÿâíî îò óðîâíÿ ïîãðåøíîñòè äàííûõ δ.

Êîìáèíèðóÿ òåîðåìó 1 ñ ýòèì óòâåðæäåíèåì, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ïðåäëîæå-
íèÿ.

Òåîðåìà 2. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1, èç âûïîëíåíèÿ ëèíåéíîé îöåíêè (3) ñëå-
äóåò, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé îáðàòíîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò ðåãóëÿðèçàòîð, íå
çàâèñÿùèé ÿâíî îò óðîâíÿ ïîãðåøíîñòè äàííûõ.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå òåîðåìû 1 è íåðàâåíñòâî (4). Òîãäà
ñóùåñòâóåò ðåãóëÿðèçàòîð Rδ(u) = R(u), íå çàâèñÿùèé ÿâíî îò δ è äàþùèé ïðè-
áëèæåííûå ðåøåíèÿ zδ = R(uδ), äëÿ êîòîðûõ âåðíà ëèíåéíàÿ îöåíêà ∆M(δ) ≤ 4Cδ.

Òåîðåìà 3 â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ê òåîðåìå 1. Ôèãóðèðóþ-
ùèé â íåé ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè R(u), íå çàâèñÿùèé îò δ, � ýòî, íàïðèìåð, èçâåñòíûé
ìåòîä êâàçèðåøåíèé Â.Ê.Èâàíîâà.

Ïðèâåäåì ïðèìåð íåëèíåéíîé îáðàòíîé çàäà÷è F (z) = u è ñîîòâåòñòâóþùå-
ãî ìíîæåñòâà M , íà êîòîðîì ïî òåîðåìå 3 ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ëèíåéíàÿ îöåíêà
òî÷íîñòè.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü îïåðàòîð F (z) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåì
ïî Ôðåøå â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Br(z̄) ðàäèóñà r > 0 ðåøåíèÿ z̄ óðàâíåíèÿ
F (z) = u, ïðè÷åì ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåííî â Br(z̄). Ïóñòü, äàëåå, ïðîèçâîäíàÿ
F ′(z̄) åñòü íîðìàëüíî ðàçðåøèìûé îïåðàòîð. Òîãäà íàéäåòñÿ íåêîòîðàÿ îêðåñò-
íîñòü M = Br1(z̄), r1 < r, ãäå âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (4).

Äëÿ óðàâíåíèé F (z) = u ñ íîðìàëüíî ðàçðåøèìîé ïðîèçâîäíîé èòåðàöèîííûå
ðåãóëÿðèçóþùèå àëãîðèòìû, èìåþùèå ëèíåéíóþ îöåíêó òî÷íîñòè, èçó÷àëèñü â [3].

4. Åñëè ìû çíàåì óðîâåíü ïîãðåøíîñòè äàííûõ δ, òî åãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü
äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è íà ìíîæåñòâå M ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Ïî òåîðåìå 1 íåîáõîäèìûì óñëîâèåì âûïîëíåíèÿ ëèíåéíîé îöåíêè (3) ÿâëÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî (4), êîòîðîå ñïðàâåäëèâî ñ 2C = ν−1, åñëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

ν = inf

{
‖F (z1)− F (z2)‖
‖z1 − z2‖

: z1,2 ∈M, z1 6= z2

}
> 0. (5)

×èñëî ν > 0 ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ íàõîæäåíèÿ ëèíåéíîé îöåíêè òî÷íîñòè ïðè-
áëèæåíèé ê z̄ ∈M , ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà íåâÿçêè íà ìíîæåñòâå êîððåêò-
íîñòè (ÌÍÌÊ). Â ýòîì ìåòîäå â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è
ïðèíèìàåòñÿ ëþáîé ýëåìåíò zδ ∈M , äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

‖F (zδ)− uδ‖ ≤ dδ, d = const > 1. (6)

Ýëåìåíò zδ ñóùåñòâóåò, ò.ê. ìíîæåñòâî Zδ = {z ∈M : ‖F (z)− uδ‖ ≤ dδ}, ñîäåðæàùåå
z̄, íå ïóñòî. Â íåñêîëüêî èíîé ôîðìå ÌÍÌÊ ðàññìîòðåí ðàíåå â [4].

Òåîðåìà 5. Ïóñòü ν > 0. Òîãäà äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ zδ ∈ M , ïîëó-
÷åííîãî ñ ïîìîùüþ ÌÍÌÊ, ñïðàâåäëèâà ëèíåéíàÿ îöåíêà òî÷íîñòè

‖zδ − z̄‖ ≤ (1 + d)δ/ν. (7)
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Çàìå÷àíèå 1. Àáñîëþòíóþ òî÷íîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ èç îöåíêè (7)
óäîáíî ïðåîáðàçîâàòü â îòíîñèòåëüíóþ, ââîäÿ îòíîñèòåëüíóþ òî÷íîñòü äàííûõ ε =
δ
‖ū‖ = δ

‖F (z̄)‖ . Òîãäà

‖zδ − z̄‖ / ‖z̄‖ ≤ (1 + d) ‖F (z̄)‖ ε/(‖z̄‖ ν). (8)

Åñëè íà ìíîæåñòâå M âûïîëíåíà îöåíêà ‖F (z)‖ ≤ F0 ‖z‖ ñ èçâåñòíîé âåëè÷èíîé F0,
òî èç (8) ïîëó÷àåòñÿ ëèíåéíàÿ îöåíêà

‖zδ − z̄‖ / ‖z̄‖ ≤ (1 + d)F0ε/ν = (1 + d)κ(M)ε. (9)

Êîýôôèöèåíò κ(M) = F0

ν
ìîæíî ñ÷èòàòü "÷èñëîì îáóñëîâëåííîñòè" äëÿ ðåøåíèÿ

îáðàòíîé çàäà÷è íà ìíîæåñòâå M . ×èñëî κ(M) ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê ìåðó êà÷å-
ñòâà âûáðàííîãî ìíîæåñòâà êîððåêòíîñòè M , ñðàâíèâàÿ ýòè ÷èñëà äëÿ ðàçëè÷íûõ
ìíîæåñòâ, êîòîðûå ïðèìåíÿþòñÿ ïðè ðåøåíèè îáðàòíîé çàäà÷è.

Åñëè ÷èñëî F0 íåèçâåñòíî èëè F0 =∞, òî èç (8) ìîæíî ïîëó÷èòü àïîñòåðèîð-
íóþ îöåíêó, ïðèãîäíóþ äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ ïðè "ìàëûõ" ε:

‖z̄ − zδ‖
‖z̄‖

≤ 1 + d

ν

‖uδ‖

‖zδ‖
(

1− ε− ε1+d
ν
‖uδ‖
‖zδ‖

)ε. (10)

5. ×èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà ÌÍÌÊ îñíîâàíà íà ñëåäóþùåì óòâåð-
æäåíèè.

Òåîðåìà 6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óðàâíåíèå F (z) = u èìååò äëÿ ïðàâîé ÷àñòè
ū ∈ U åäèíñòâåííîå ðåøåíèå z̄ ∈ M . Ïóñòü {zn} ⊂ M � ïðîèçâîëüíàÿ ìèíèìèçè-
ðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëÿ íåâÿçêè ‖F (z)− uδ‖ íà ìíîæåñòâå M . Òîãäà ïî
êðàéíåé ìåðå äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ 6= 0 íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð n(δ), ÷òî äëÿ
ýëåìåíòà zδ = zn(δ) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (6).

Ïîýòîìó ýëåìåíò zδ = zn(δ) ìîæíî ïðèíÿòü êàê ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå â
ÌÍÌÊ.

6. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì äâóìåðíóþ îáðàòíóþ çàäà÷ó ãðàâèìåòðèè
(ñì. ðèñ.1à): ïî àíîìàëèè âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíòû ñèëû òÿæåñòè ∆g íà çåìíîé ïî-
âåðõíîñòè íàéòè ïîëîæåíèå [a, b] è ôîðìó z(x) ≥ 0, x ∈ [a, b], êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè
äâóõ ãåîëîãè÷åñêèõ ïëàñòîâ, çàëåãàþùåé íà ãëóáèíå z = −H < 0, åñëè èçâåñòíà ðàç-
íîñòü èõ ïëîòíîñòåé ∆ρ. Ââåäåì ôóíêöèþ z̃(x) = {−H, x /∈ [a, b];−H + z(x), x ∈
(a, b)}. Òîãäà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ íåëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

F (z) ≡
d∫
c

ln
(x− ξ)2 +H2

(x− ξ)2 + z̃(ξ)2
dξ = u(x), z̃(ξ) ∈ L2[c, d], (11)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ z̃(ξ) ≥ −H, [a, b] ⊂ [c, d]. Çäåñü u(x) = 2π
∆ρ

∆g ∈ L2[c, d] = U .
Ðåøèì óðàâíåíèå (11) ñ ïàðàìåòðàìè a = −1, b = 1, H = 2 è ìîäåëüíûì

òî÷íûì ðåøåíèåì z̃(x) = {−2, x /∈ [−1, 1];−2 + z̄(x), x ∈ (−1, 1)} äëÿ x ∈ [c, d],
c = −3, d = 3 ñ z̄(x) = (1− x2)2. Ïðè ýòîì z̃(x) ∈ Z = W 1

2 [c, d]. Âîçìóùåííàÿ ïðàâàÿ
÷àñòü uδ ìîäåëèðîâàëàñü äëÿ ðàçëè÷íûõ îòíîñèòåëüíûõ òî÷íîñòåé ε, 0 < ε < 0.1,
òàê, ÷òî ‖uδ − u‖L2[c,d] = δ = ε ‖u‖L2[c,d].
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Ñíà÷àëà èñïîëüçóåì ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè À.Í.Òèõîíîâà ñ âûáîðîì ïàðàìåòðà
ïî ïðèíöèïó íåâÿçêè. Òîãäà ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå èìååò âèä zα(δ)(x) ∈ Z, ãäå

zα(x) = arg inf
{
α ‖z‖2

Z + ‖F (z)− uδ‖2
U : z ∈ Z, z ≥ −H

}
,

à α(δ) > 0 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ β(α) ≡ ‖F (zα)− uδ‖2
U = δ2. Â ðå-

çóëüòàòå íàõîäèòñÿ îòíîñèòåëüíàÿ òî÷íîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ∆rel(ε) =∥∥z̃ − zα(δ)
∥∥
L2[c,d]

/ ‖z̃‖L2[c,d]. Â ðàñ÷åòàõ èñïîëüçîâàëàñü äèñêðåòèçàöèÿ çàäà÷è íà ðàâ-

íîìåðíûõ ñåòêàõ {xi}Ni=1 = {ξj}Nj=1 ïî x, ξ ∈ [−3, 3] ñ N = 501.

Ðèñ. 1. à) Ìîäåëü êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè. á) Îòíîñèòåëüíàÿ òî÷íîñòü ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé;

1 � ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè; 2, 3 � àïðèîðíûå ëèíåéíûå îöåíêè òî÷íîñòè (9) äëÿ ìíîæåñòâ

M
(1)
q , M

(2)
q ñîîòâåòñòâåííî; 4, 5 � àïîñòåðèîðíûå îöåíêè òî÷íîñòè (10) äëÿ ìíîæåñòâ M

(1)
q , M

(2)
q .

Ïîâòîðÿÿ K ðàç ïðîöåäóðó ðåøåíèÿ äëÿ êàæäîãî ε =
[0.05; 0.1; 0.3; 0.5; 0.7; 0.9] è óñðåäíÿÿ ïîëó÷åííûå âåëè÷èíû ∆

(k)
rel(ε) (k = 1, . . . K), ïî-

ëó÷èì ñðåäíþþ ýìïèðè÷åñêóþ îöåíêó îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòè ìåòîäà À.Í.Òèõîíîâà

êàê ôóíêöèþ ε: ∆̄rel(ε) = 1
K

K∑
k=1

∆
(k)
rel(ε). Çàâèñèìîñòü ∆̄rel(ε) äëÿ K = 10 ïîêàçàíà íà

ðèñ.1á êàê êðèâàÿ 1. Âèäíà íåëèíåéíîñòü ýòîé çàâèñèìîñòè.
Òåïåðü èñïîëüçóåì àïðèîðíóþ èíôîðìàöèþ î âêëþ÷åíèè ôóíê-

öèè z̄(x) â ïàðàìåòðè÷åñêèé êëàññ êîððåêòíîñòè M = {z(x; q) =
q1 [x− (q2 − q3)]2 [x− (q2 + q3)]2, ãäå ïàðàìåòðû q = (q1, q2, q3) ïðèíàäëå-
æàò ìíîæåñòâó àïðèîðíûõ îãðàíè÷åíèé Mq. Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü
äëÿ M

(1)
q = {0.5 ≤ q1 ≤ 1.2, −1.5 ≤ q2 ≤ 1.5, 0.5 ≤ q3 ≤ 1.2} è M

(2)
q =

{0.5 ≤ q1 ≤ 1.2, −1 ≤ q2 ≤ 1, 0.5 ≤ q3 ≤ 1.2} , M (2)
q ⊂ M

(1)
q . Ðåøàÿ çàäà÷ó (5),

ïîëó÷èì ν1, ν2 äëÿ ìíîæåñòâ M (1)
q , M (2)

q : ν1 ≈ 0.2246, ν2 ≈ 0.2865. Äàëåå, íàéäåì ñ
ïîìîùüþ ôîðìóëû (8) ëèíåéíûå àïðèîðíûå îöåíêè îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòè äëÿ
ÌÍÌÊ íà ìíîæåñòâàõ M

(1)
q , M (2)

q ïðè d = 1.01. Ðåçóëüòàòû ïîêàçàíû íà ðèñ.1á
êàê ïðÿìûå 2 è 3. Íàêîíåö, ïîëó÷èì ïðàêòè÷åñêè âàæíûå àïîñòåðèîðíûå îöåíêè
àëãîðèòìà ÌÍÌÊ ïî ôîðìóëå (10). Îíè äàíû íà ðèñ.1á êàê êðèâûå 4 è 5.

Ïðèìåð ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêîé îáðàòíîé çàäà÷è ñ ëèíåéíîé îöåíêîé òî÷íîñòè,
ïðèâåäåí â [À.Ñ. Ëåîíîâ, Â.Í. Ñîðîêèí. Àêóñò. æóðí., 2014, Ò.60, N 6, Ñ.656�662].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêòû 14-01-00182-à è
14-01-91151-ÃÔÅÍ-à.

Ëèòåðàòóðà
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Àííîòàöèÿ: Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ çàäà÷à ñèíòåçà àäåêâàòíîãî ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî îïèñàíèÿ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ýòà çàäà÷à
ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ íåñêîëüêèõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåðà ïåðâîãî ðîäà
(íåêîððåêòíàÿ çàäà÷à). Íåñêîëüêî âîçìîæíûõ ïîñòàíîâîê òàêèõ çàäà÷ áûëî ïðåäëî-
æåíî. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óñòîé÷èâûõ ðåçóëüòàòîâ ñèíòåçà èñïîëüçîâàëàñü ìîäèôèêàöèÿ
ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèíòåç àäåêâàòíîãî îïèñàíèÿ, íåêîððåêòíûå çàäà÷è, ðåãóëÿ-
ðèçàöèÿ.

INVERSE PROBLEMS OF SYNTHESIS

Abstract: The problem of synthesis of adequate mathematical description of
physical processes is investigated. This problem reduces to the solution of several integral
equations of the �rst kind of Volterra (ill-posed problem). Several possible statements
of such problems were proposed. The modi�cation of the regularization method was
suggested for obtaining of stable solutions.

Keywords: synthesis of adequate mathematical description, ill-posed problems,
regularization method.

Ñðåäè ìíîæåñòâà îáðàòíûõ çàäà÷ ìîæíî âûäåëèòü íåêîòîðûé êëàññ çàäà÷, êî-
òîðûå èìåþò ðÿä îòëè÷èòåëüíûõ îñîáåííîñòåé. Ê òàêèì çàäà÷àì, íàïðèìåð, ìîæíî
îòíåñòè îáðàòíûå çàäà÷è ñèíòåçà àäåêâàòíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ôèçè÷å-
ñêèõ ïðîöåññîâ, íàïðèìåð [1,2,3]. Ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è ñèíòåçà àäåêâàòíîãî ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðîãíîçà
ïîâåäåíèÿ ôèçè÷åñêîãî ïðîöåññà ìåòîäàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ [4]: â
ïðîãíîçèðîâàíèè ïîâåäåíèÿ ðàçëè÷íûõ òåõíè÷åñêèõ óñòðîéñòâ [5], ïðîãíîçà ïîãîäû
[6] è ò.ä.
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Ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå ôèçè÷åñêîãî ïðîöåññà ñîñòîèò èç ìàòåìàòè÷åñêîé
ìîäåëè ôèçè÷åñêîãî ïðîöåññà è ìîäåëè âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ. Â äàííîé ðàáîòå èñ-
ñëåäóþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â ôîðìå ëèíåéíûõ ñèñòåì
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî îáðàòíûå çàäà÷è ñèíòåçà ìîãóò áûòü ñâåäåíû â íàøåì
ñëó÷àå ê ðåøåíèþ ëèíåéíûõ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ðîäà [1,2,3]:

Apz = uδ, (1)

ãäå Ap âïîëíå íåïðåðûâíûé îïåðàòîð, Ap : Z → U, z ∈ Z, uδ ∈ U, uδ - èñõîäíûå
ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå (ãðàôè÷åñêèå), z - íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, Z,U - ôóíêöè-
îíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà.

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýëåìåíò uδ â óðàâíåíèè (1) çàäàåòñÿ ñ èçâåñòíîé
îøèáêîé:

‖ uδ − uex ‖U≤ δ,

ãäå δ - êîíñòàíòà, δ > 0, uex - òî÷íûå èñõîäíûå äàííûå.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Qδ,p ìíîæåñòâî:

Qδ,p = {z : ‖Apz − uδ‖U ≤ δ}

Ìíîæåñòâî Qδ,p ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííûì ïðè ëþáîì δ. Îäíàêî âûáðàííàÿ
ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ôèçè÷åñêîãî ïðîöåññà è ëþáàÿ ôóíêöèÿ èç ìíîæåñòâà Qδ,p

îáåñïå÷èâàåò àäåêâàòíîñòü ðåçóëüòàòîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñ òî÷íîñòüþ
δ. Êðîìå òîãî, òî÷íîå ðåøåíèå zex(Apzex = uex) óðàâíåíèÿ (1) ìîæåò íå ïðèíàäëåæàòü
ìíîæåñòâó âîçìîæíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) Qδ,p, òàê êàê îïåðàòîð Ap íåòî÷íî
îïèñûâàåò ðåàëüíûé ôèçè÷åñêèé ïðîöåññ [1,2,3].

Â ñèëó ýòîãî îáðàòíûå çàäà÷è ñèíòåçà èìåþò ðÿä ñïåöèôè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé:
� ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ìîæåò çíà÷èòåëüíî îòëè÷àòüñÿ îò òî÷íîãî ðåøåíèÿ

zex ;
� ðàçìåð ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê òî÷íîìó ðåøå-

íèþ zex íå èìååò íèêàêîãî çíà÷åíèÿ ïðè äàëüíåéøåì èñïîëüçîâàíèè ïðèáëèæåííîãî
ðåøåíèÿ äëÿ öåëåé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ;

� òî÷íîå ðåøåíèå zex îáðàòíîé çàäà÷è â ñîâîêóïíîñòè ñ âûáðàííîé ìàòåìàòè-
÷åñêîé ìîäåëüþ ôèçè÷åñêîãî ïðîöåññà ìîæåò äàâàòü õóäøèå ðåçóëüòàòû ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, òàê êàê òî÷íîå ðåøåíèå zex ìîæåò íå ïðèíàäëåæàòü ìíîæåñòâó
âîçìîæíûõ ðåøåíèé Qδ,p;

� ìîæíî èãíîðèðîâàòü îøèáêó îïåðàòîðà Ap ïî îòíîøåíèþ ê òî÷íîìó îïå-
ðàòîðó, òàê êàê èìåííî âûáðàííàÿ (íåòî÷íàÿ) ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ôèçè÷åñêîãî
ïðîöåññà áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè â äàëüíåéøåì;

� íåò ñìûñëà èçó÷àòü ïîâåäåíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è
â çàâèñèìîñòè îò óìåíüøåíèÿ ïîãðåøíîñòè èñõîäíûõ äàííûõ δ. Äðóãèìè ñëîâàìè,
ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ìîæåò íå èìåòü ñâîéñòâà ðåãóëÿðèçîâàííîãî ðåøåíèÿ.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ åäèíñòâåííîãî óñòîé÷èâîãî ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è (1) èç
ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ ðåøåíèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïîäõîä, êîòîðûé áûë ïðåäëî-
æåí Ä.Ôèëëèïñîì è À.Í.Òèõîíîâûì [7].

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó:

Ω[zδ,p] = inf
z∈Qδ,p∩Z1

Ω[z], (2)

ãäå ôóíêöèîíàë Ω[z] îïðåäåëåí íà ìíîæåñòâå Z1 ( Z1 âñþäó ïëîòíî â Z) [7].
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü Z åñòü ðåôëåêñèâíîå áàíàõîâîå ôóíêöèîíàëüíîå ïðî-
ñòðàíñòâî, ôóíêöèîíàë Ω[z] ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì è ïîëóíåïðåðûâíûì ñíèçó íà Qδ,p

, ìíîæåñòâî Ëåáåãà äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè èç Qδ,p îãðàíè÷åíî. Òîãäà ðåøåíèå
ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (2) ñóùåñòâóåò è ïðèíàäëåæèò Qδ,p.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íåò ñìûñëà èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ïîëó÷åííîãî ðåøå-
íèÿ ïðè δ → 0.

Â êà÷åñòâå ïðàêòè÷åñêîé îáðàòíîé çàäà÷è ñèíòåçà ðàññìîòðåíà çàäà÷à ïîñòðî-
åíèÿ àäåêâàòíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ïðîöåññà ïðîêàòêè íà ëèñòîâîì ïðîêàò-
íîì ñòàíå [8]. Îäíîé èç âàæíûõ õàðàêòåðèñòèê ýòîãî ïðîöåññà ïðîêàòêè ÿâëÿåòñÿ
ìîìåíò òåõíîëîãè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ íà ðàáî÷èå âàëêè ïðîêàòíîãî ñòàíà ñî ñòî-
ðîíû ïðîêàòûâàåìîãî ìåòàëëà (âíåøíåå âîçäåéñòâèå).

Êðèâàÿ èçìåíåíèÿ ìîìåíòà òåõíîëîãè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ, ïîëó÷åííàÿ ñ
ïîìîùüþ ñîâðåìåííîé òåîðèè òåðìîïëàñòè÷íîñòè, ïîêàçàíà íà Ðèñ.1. ïóíêòèðíîé
ëèíèåé.

Ðèñ. 1. Ãðàôèêè ìîäåëåé ìîìåíòîâ òåõíîëîãè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ íà ðàáî÷èå
âàëêè ëèñòîâîãî ïðîêàòíîãî ñòàíà âî âðåìÿ ïðîêàòêè.

Â äàííîé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è ñèíòåçà ìîäåëåé âíåøíèõ âîçäåé-
ñòâèé (ìîìåíòîâ òåõíîëîãè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ) ìåòîäîì èäåíòèôèêàöèè [1,2]: ïî
ðåçóëüòàòàì ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èçìåðåíèé ìîìåíòîâ ñèë óïðóãîñòè â ãëàâíîé ìå-
õàíè÷åñêîé ëèíèè ïðîêàòíîãî ñòàíà òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ìîäåëü âíåøíåãî âîçäåé-
ñòâèÿ íà ðàáî÷èå âàëêè.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ ãëàâíîé ëèíèè ëèñòîâîãî ïðîêàòíîãî ñòàíà
áûëà âûáðàíà â âèäå:

M̈12 + a12M12 + a13M23 + a14M24 = b1Ju,

M̈23 + a23M23 + a22M12 + a24M24 = b2M
u
rol, (3)

M̈24 + a34M24 + a32M13 + a33M23 = b3M
l
rol.

ãäå ôóíêöèè Ju(t),M23(t),M24(t) áûëè ïîëó÷åíû ýêñïåðèìåíòàëüíûì ïóòåì [8]. Èí-
òåãðàëüíîå óðàâíåíèå òèïà (1) áûëè ïîëó÷åíû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñèíòåçà ìîäåëåé
âíåøíèõ âîçäåéñòâèé Mu

rol,M
l
rol.

Äàëåå áûë èñïîëüçîâàí ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è
èäåíòèôèêàöèè ìîäåëåé ìîìåíòîâ òåõíîëîãè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ [8]. Èñõîäíàÿ çà-
äà÷à (1) áûëà çàìåíåíà íà ýêâèâàëåíòíóþ ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó (2).
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Ôóíêöèîíàë âèäà

Ω[zest] =

∫ T

0

ż2dt (4)

áûë âûáðàí â êà÷åñòâå ñòàáèëèçèðóþùåãî ôóíêöèîíàëà.
Ìîäåëè âíåøèõ âîçäåéñòâèéMu

rol,M
l
rol, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ýêñ-

òðåìàëüíîé çàäà÷è (2), ïîêàçàíû íà Ðèñ.1.(ñïëîøíûìè ëèíèÿìè).
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíû ìîäåëè âíåøíèõ âîçäåéñòâèé íà ðàáî÷èå âàëêè ëè-

ñòîâîãî ïðîêàòíîãî, êîòîðûå äàþò àäåêâàòíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå ïðîöåññà
ïðîêàòêè.

Çàêëþ÷åíèå.

Â ðàáîòå áûë ïðåäëîæåí âîçìîæíûé àëãîðèòì ñèíòåçà àäåêâàòíîãî ìàòåìàòè-
÷åñêîãî îïèñàíèÿ ôèçè÷åñêîãî ïðîöåññà. Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ôèçè÷åñêèõ
ïðîöåññîâ, ïðåäñòàâëÿåìûõ â âèäå ñèñòåìû ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ íåñêîëüêèõ ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé Âîëüòåðà ïåðâîãî ðîäà (íåêîððåêòíûå çàäà÷è). Íåñêîëüêî âîçìîæíûõ ïî-
ñòàíîâîê òàêèõ çàäà÷ áûëî ïðåäëîæåíî. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óñòîé÷èâûõ ðåçóëüòàòîâ ñèí-
òåçà èñïîëüçîâàëàñü ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàñ-
ñìîòðåíà ïðàêòè÷åñêàÿ çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè àäåêâàòíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñà-
íèÿ ïðîöåññà ïðîêàòêè íà ëèñòîâîì ïðîêàòíîì ñòàíå.
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îííîãî ìåòîäà ×åáûøåâà äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-
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REGULARIZATED THREE-LAYER ITERATIVE CHEBYSHEV
METHOD AT THE SOLVING INVERSE PROBLEMS OF GRAVIMETRY

Abstract: The regularization of three-layer iterative Chebyshev method for
solving a system of linear equations arising from solving inverse problems of gravimetry
by modi�ed S-approximation method is o�ered in this paper. This method is tested on
simulative examples.
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Îáðàòíûå çàäà÷è ãðàâèìåòðèè äåëÿòñÿ íà ëèíåéíûå è íåëèíåéíûå. Åñëè òðå-
áóåòñÿ íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ïî èçâåñòíîìó ãðàâèòàöèîííîìó ïîëþ èëè
äðóãèì åãî êîìïîíåíòàì, òî èìååì äåëî ñ ëèíåéíîé îáðàòíîé çàäà÷åé. Åñëè æå òðå-
áóåòñÿ îïðåäåëèòü íîñèòåëü ìàññ, òî èìååò ìåñòî íåëèíåéíàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à.

Ãðàâèðàçâåäêà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ìåòîäîâ äåòàëüíîãî èçó÷åíèÿ ãåîëîãè÷åñêî-
ãî ñòðîåíèÿ êîðû è âåðõíåé ìàíòèè Çåìëè. Âûñîêî÷óâñòâèòåëüíûå ïðèáîðû ïîç-
âîëÿþò âûÿâëÿòü î÷åíü ñëàáûå ãðàâèòàöèîííûå àíîìàëèè, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü
ïðèìåíÿòü ýòîò ìåòîä äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïîèñêà çàëåæåé óãëåâîäîðîäîâ. Îäíàêî, â
ïîñëåäíèå ãîäû ñóùåñòâåííî èçìåíèëèñü òðåáîâàíèÿ ê ìåòîäàì è ïîäõîäàì èíòåð-
ïðåòàöèè äàííûõ ïî ñëåäóþùèì ïðè÷èíàì:

1) Âîçðàñòàíèå îáúåìà äàííûõ, ïîäëåæàùèõ èíòåðïðåòàöèè.
2) Óâåëè÷åíèå ãëóáèííîñòè ãåîëîãè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé, òàê êàê çàïàñû ëåãêî

äîáûâàåìûõ ìåñòîðîæäåíèé, íàõîäÿùèåñÿ â âåðõíåé êîðå, ïî÷òè èñ÷åðïàíû.
3) Áîëåå ñëîæíûå ãåîëîãè÷åñêèå óñëîâèÿ, â êîòîðûõ ïðîâîäÿòñÿ ðàáîòû, à

òàêæå áîëåå ñëîæíîå ñòðîåíèå èññëåäóåìûõ òåë (òåëà ìîãóò áûòü ñëîæíîé ôîðìû,
íå ÿâëÿþùåéñÿ âûïóêëîé îáëàñòüþ).

4) Íåïðåðûâíî ðàçâèâàþùèåñÿ âîçìîæíîñòè âû÷èñëèòåëüíûõ ñðåäñòâ, äîñòó-
ïû ê êëàñòåðàì ñóïåðêîìïüþòåðîâ, ïðèìåíåíèå áîëåå ñîâðåìåííîé è âûñîêîòåõíî-
ëîãè÷íîé àïïàðàòóðû.

5) Ïîÿâëåíèå íîâûõ èíæåíåðíî-ýêñïëóàòàöèîííûõ, ýêîíîìè÷åñêèõ è ýêîëîãè-
÷åñêèõ ïðîáëåì.

159



Ñåêöèÿ 4. Íåêîððåêòíûå çàäà÷è

Ñ óâåëè÷åíèåì òî÷íîñòè èçìåðåíèé âîçðàñòàåò âëèÿíèå ïîìåõ è îñëîæíåíèé,
çàòðóäíÿþùèõ ãåîëîãè÷åñêîå èñòîëêîâàíèå ðåçóëüòàòîâ ãðàâèðàçâåäêè. Òàê, ïðè ðå-
øåíèè ñëîæíî ñòðóêòóðèðîâàííûõ çàäà÷, êîãäà ãåîëîãè÷åñêèå îáúåêòû èìåþò ðàç-
íûå ôîðìó è ðàçìåðû, âîçíèêàþùèå ïîãðåøíîñòè ìîãóò ñèëüíî èñêàæàòü îáùóþ
êàðòèíó è íå äàòü íåîáõîäèìîé èíòåðïðåòàòîðó èíôîðìàöèè.

Ìåòîä S-àïïðîêñèìàöèé, îñíîâàííûé íà ìåòîäå ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ ïðåä-
ñòàâëåíèé, ïðåäëîæåííûé Â. Í. Ñòðàõîâûì [1-4], ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå ýôôåê-
òèâíûõ ìåòîäîâ èíòåðïðåòàöèè äàííûõ ãðàâèðàçâåäêè. Â ðàìêàõ äàííîãî ìåòîäà
èçâåñòíàÿ êîìïîíåíòà ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñóììîé ïðîñòîãî è
äâîéíîãî ñëîåâ, ðàñïðåäåëåííûõ íà íåêîòîðîé ñîâîêóïíîñòè îáëàñòåé (â ëîêàëüíîì
ñëó÷àå èìè ÿâëÿþòñÿ ãîðèçîíòàëüíûå ïëîñêîñòè, â ðåãèîíàëüíîì � ñôåðû èëè ñôå-
ðîèäû). Ìåòîä S-àïïðîêñèìàöèé ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðåøåíèå, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî
ìîæíî ýôôåêòèâíî ñòðîèòü ëèíåéíûå òðàíñôîðìàíòû ïîëÿ, à òàêæå èñïîëüçîâàòü
â êà÷åñòâå íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé îáðàòíîé çàäà÷è ïî ëî-
êàëèçàöèè èñòî÷íèêà. Â ýòîì ìåòîäå îñíîâíàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ïðîáëåìà ñîñòîèò
â íàõîæäåíèè óñòîé÷èâîãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ x̂, ñîãëàñîâàííîãî ñ èìåþùåé-
ñÿ àïðèîðíîé èíôîðìàöèåé, ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ)
âèäà

Ax = fδ = f + δf, (1)

â êîòîðîé fδ åñòü N -âåêòîð çàäàííûõ âåëè÷èí, èçìåðåííûõ íà íåêîòîðîé ïîâåðõíî-
ñòè, A−N ×N -ìàòðèöà ñî ñâîéñòâîì A = AT > 0, à δf ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé N -âåêòîð
ïîìåõè.

Òàê êàê â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1) ïðèñóòñòâóåò ïîìåõà δf , òî íåîáõîäèìî
íàõîäèòü òàêîå óñòîé÷èâîå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå x̂, êîòîðîå ñîãëàñóåòñÿ ñ îïðåäå-
ëåííîé àïðèîðíîé èíôîðìàöèåé. Â ñëó÷àå ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ãðàâèìåòðèè
ìåòîäîì S-àïïðîêñèìàöèé, ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå îñíîâíûå âèäû àïðèîðíîé
èíôîðìàöèè:

1. Çàäàíû ïîñòîÿííûå δ2
min, δ

2
max, ôèãóðèðóþùèå â íåðàâåíñòâàõ:

δ2
min ≤ ‖δf‖

2
E ≤ δ2

max, (2)

ãäå ‖δf‖2
E =

∑N
i=1 (δfi)

2.
2. Èçâåñòíî, ÷òî âåêòîð ïîëåçíîãî ñèãíàëà f îðòîãîíàëåí âåêòîðó ïîìåõó δf :

‖f‖2
E + ‖δf‖2

E = ‖fδ‖2
E. (3)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåêòîð ïîìåõè ñëó÷àåí è îäíîðîäåí. Äðóãèìè ñëîâàìè, âñå êîì-
ïîíåíòû δfi ÿâëÿþòñÿ íåêîððåëèðîâàííûìè è èìåþò íóëåâîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæè-
äàíèå.

3. Íàì èçâåñòåí íåêîòîðûé ôóíêöèîíàë Ω(x) , çàäàþùèé îòíîøåíèå ïðåäïî-
÷òåíèé íà ìíîæåñòâå ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé x̂ ÑËÀÓ (1).

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü èìååòñÿ äâà ïðîèçâîëüíûõ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèÿ
x̂1 è x̂2 ÑËÀÓ (1), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ‖Ax̂1 − fδ‖2

E = ‖Ax̂2 − fδ‖2
E. Òîãäà

ôóíêöèîíàë Ω(x) çàäàåò îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ íà ìíîæåñòâå ïðèáëèæåííûõ
ðåøåíèé ÑËÀÓ (1), åñëè èç íåðàâåíñòâà Ω(x̂2) < Ω(x̂1) ñëåäóåò, ÷òî ïðèáëèæåííîå
ðåøåíèå x̂2 ïðåäïî÷òèòåëüíåå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ x̂1.
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Àâòîðàìè ðàçðàáîòàí è àïðîáèðîâàí èòåðàöèîííûé ìåòîä, îñíîâàííûé íà ðå-
ãóëÿðèçàöèè òðåõñëîéíîãî èòåðàöèîííîãî ìåòîäà ×åáûøåâà. Êàê èçâåñòíî, îäíî èç
ñàìûõ çàìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ ìíîãî÷ëåíîâ ïåðâîãî ðîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíè íàè-
ìåíåå îòêëîíÿþòñÿ íà îòðåçêå [-1,1] [5,6]. Èìåííî ïîýòîìó èòåðàöèîííûå ìåòîäû,
ïîñòðîåííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà, ïðèâëåêàþò áîëüøîå âíèìà-
íèå èññëåäîâàòåëåé ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèé.

Ðàññìîòðèì ðåãóëÿðèçîâàííûé àíàëîã ñèñòåìû (1):

(A+ αS) = fδ, (4)

ãäå α > 0 � ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè, S = ST > 0 � íåâûðîæäåííàÿ N ×N -ìàòðèöà.
Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèîíàë Ω(x) = (Sx, x) çàäàåò îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ íà ìíîæå-
ñòâå ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ÑËÀÓ (1). Çàòåì ñèñòåìà (4) ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ òðåõ-
ñëîéíîãî èòåðàöèîííîãî ìåòîäà ×åáûøåâà. Ïðèâåäåì îñíîâíóþ êîíñòðóêöèþ ýòîãî
ìåòîäà [5,6]:

xi+1 = βi+1 (E − τ (A+ αS))xi + (1− βi+1)xi−1 + βi+1τfδ,

x1 = (E − τ (A+ αS))x0 + τfδ, i = 1, . . . ,

τ =
2

lα + Lα
β1 = 2, βi+1 =

4

4− ρ2βi
, ρ =

Lα − lα
Lα + lα

.

(5)

Çäåñü Lα - ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû A+αS, êîòîðîå ëåãêî íàõî-
äèòñÿ ñ ïîìîùüþ ñòåïåííîãî ìåòîäà. lα çäåñü èãðàåò ðîëü ïàðàìåòðà, îöåíèâàþùåãî
ìèíèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, êîòîðûé çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ðåãóëÿ-
ðèçàöèè α è îò ñâîéñòâ ñàìîé ìàòðèöû.

Îñîáîå âíèìàíèå ñòîèò óäåëèòü ñèñòåìå ðåãóëÿðèçàöèè ñèñòåìû. Åñëè çàäà-
âàòü ïàðàìåòðû ðåãóëÿðèçàöèè αk ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, òî ïîòðåáóåòñÿ ïåðåáðàòü
äîñòàòî÷íî áîëüøîå êîëè÷åñòâî çíà÷åíèé, ïðåæäå ÷åì íàéòè ìíîæåñòâî óñòîé÷èâûõ
ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé. Ïîýòîìó âûáîð íàáîðà ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿðèçàöèè αk äîë-
æåí çàäàâàòüñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû êàæäûé ïîñëåäóþùèé ïàðàìåòð îïèðàëñÿ íà
çíà÷åíèå ïðåäûäóùåãî ïàðàìåòðà, à òàêæå íà ñâîéñòâà ìàòðèöû A+αS è íà ôèçè÷å-
ñêèå ñâîéñòâà èññëåäóåìîé îáëàñòè (íàïðèìåð, ó÷èòûâàòü àïðèîðíóþ èíôîðìàöèþ
1.). Ïðè òàêîì ïîäõîäå âûáîð íàáîðà ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿðèçàöèè αk áóäåò ïîëíîñòüþ
àâòîìàòèçèðîâàí.

Ìíîæåñòâî óñòîé÷èâûõ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé x̂r = xr,αδ , r = 1, 2, ..., R, ãäå
αδ åñòü çíà÷åíèå, ïðè êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

δ2
min ≤ ‖Ax̂r − fδ‖

2
E ≤ δ2

max, r = 1, 2, ..., R. (6)

Äàëåå èç íàéäåííîãî ìíîæåñòâà ïðèáëèæåííûõ ïðîáíûõ ðåøåíèé îòáèðàþòñÿ
òå, êîòîðûå ìèíèìèçèðóþò ôóíêöèîíàë, ñîîòâåòñòâóþùèé èìåþùåéñÿ àïðèîðíîé
èíôîðìàöèè: (

‖Ax̂− fδ‖2
E − δ

2
min

)2
+
(
‖Ax̂− fδ‖2

E − δ
2
max

)2
+

+Ω2(x̂) +
(
‖Ax̂− fδ‖2

E − ‖Ax̂‖
2
E + ‖fδ‖2

E

)
= min

α
.

(7)

Äîïóñòèì, ÷òî òàêèì îáðàçîì íàéäåíî ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ˙̂xr, r =
1, 2, ..., Rmax, Rmax < R. Èñêîìîå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ÑËÀÓ (1) íàõîäèòñÿ ïðè ïî-
ìîùè óñðåäíåíèÿ ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé:

x̃ =
Rmax∑
r=1

pr ˙̂x, pr > 0,
Rmax∑
r=1

pr = 1. (8)
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Â ñàìîì ïðîñòîì ñëó÷àå ìîæíî ïîëîæèòü pr = const = 1/Rmax.
Äàííûé ìåòîä áûë ïðîòåñòèðîâàí íà íåñêîëüêèõ ìîäåëüíûõ ïðèìåðàõ è áûë

ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ñ ðåãóëÿðèçîâàííûì ìåòîäîì Õîëåöêîãî è ìåòîäîì
Ëàâðåíòüåâà, îïèñàíèå êîòîðûõ ìîæíî íàéòè â [7]. Â ìîäåëüíûõ ïðèìåðàõ àíîìàëèå-
îáðàçóþùèå òåëà ðàññìàòðèâàëèñü ðàçíîîáðàçíîé ôîðìû (ïàðàëëåëåïèïåäû, êîëü-
öà è ò.ä.), ñ ðàçíûì êîëè÷åñòâîì ãðàâèìåòðè÷åñêèõ ïóíêòîâ íåðåãóëÿðíîé ñåòè (òî
åñòü ñ ðàçëè÷íîé ðàçìåðíîñòüþ ñèñòåìû) è ðàçëè÷íûõ îòíîøåíèÿõ ñèãíàë/ïîìåõà.
Íà îñíîâàíèè ïðîâåäåííîãî àíàëèçà ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé è ïîñòðîåííûõ ëèíåéíûõ
òðàíñôîðìàíò (ïðîäîëæåíèå ïîëÿ â âåðõíåå è íèæíåå ïîëóïðîñòðàíñòâà, à òàêæå
íàõîæäåíèå âûñøèõ ïðîèçâîäíûõ ïîëÿ) ñäåëàíû ñëåäóþùèå âûâîäû:

I. Ðåãóëÿðèçîâàííûé òðåõñëîéíûé èòåðàöèîííûé ìåòîä ×åáûøåâà ïîäõîäèò
äëÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ, âîçíèêàþùèõ ïðè ðåøåíèè îáðàòíûõ çàäà÷ ãðàâèìåòðèè. Ïî-
ëó÷åííûå ðåøåíèÿ àäåêâàòíî îïèñûâàþò ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà îáëàñòè è íåìíîãèì
îòëè÷àþòñÿ îò àíàëîãè÷íûõ ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ ïðè ðåøåíèè ðåãóëÿðèçîâàííûì
ìåòîäîì Õîëåöêîãî è ìåòîäîì Ëàâðåíòüåâà (15-25%).

II. Âðåìÿ, çàòðà÷èâàåìîå íà ðåøåíèå ÑËÀÓ (1) ïðåäëîæåííûì ìåòîäîì, íà-
ìíîãî ìåíüøå, ÷åì ïðè ðåøåíèè äðóãèìè ìåòîäàìè: íàïðèìåð, åñëè êîëè÷åñòâî ãðà-
âèìåòðè÷åñêèõ ïóíêòîâ 5000-6000, òî âðåìÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ ðåãóëÿðèçîâàííûì ìå-
òîäîì Õîëåöêîãî è ìåòîäîì Ëàâðåíòüåâà ïîðÿäêà 12 ìèíóò, à ðåãóëÿðèçîâàííûì
ìåòîäîì ×åáûøåâà � 2,5 ìèíóòû.

III. Â ñëó÷àå, åñëè îòíîøåíèå ñèãíàë/ïîìåõà âûñîêî (óñëîâíî δf/fδ > 0.002),
à òåëî çàëåãàåò äîñòàòî÷íî ãëóáîêî (òàê, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå ïîëå îò íåãî áëèçêî
ê ïîëþ ñôåðè÷åñêîãî òåëà), è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîæíî ñôîðìèðîâàííûé ãåîëîãè-
÷åñêèé îáúåêò (íàïðèìåð, êîëüöåâèäíîé ôîðìû), òî â ýòîì ñëó÷àå ãåîìåòðè÷åñêàÿ
ôîðìà îáúåêòà, ïîëó÷åííàÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ðåãóëÿðèçîâàííîãî òðåõñëîéíîãî èòå-
ðàöèîííîãî ìåòîäà ×åáûøåâà, áëèæå ê òåîðåòè÷åñêè çàäàííîé, ÷åì ïðè ðåøåíèè
äðóãèìè ìåòîäàìè, ÷òî èãðàåò íåìàëîâàæíóþ ðîëü ïðè ïîñòðîåíèè ëèíåéíûõ òðàíñ-
ôîðìàíò ïîëÿ è ïðè äàëüíåéøåì ðåøåíèè íåëèíåéíîé îáðàòíîé çàäà÷è.
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Àííîòàöèÿ: Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ïðåäñòàâèìîñòè îïåðàòîðíîãî
óðàâíåíèÿ ñî âòîðîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè â ôîðìå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà
ñ íå-Bu-ïîòåíöèàëüíîé ïëîòíîñòüþ ñèëû, èññëåäóþòñÿ ñèììåòðèéíûå ñâîéñòâà çà-
äàííîãî óðàâíåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùåãî ôóíêöèîíàëà - äåéñòâèÿ ïî Ãàìèëüòîíó, à
òàêæå óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ñèììåòðèÿìè óðàâíåíèÿ è àëãåáðàìè Ëè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êâàçè-Bu-ïîòåíöèàëüíûé îïåðàòîð, äåéñòâèå ïî Ãàìèëüòîíó,
ñèììåòðèÿ, ïåðâûé èíòåãðàë, àëãåáðà Ëè.

ON INFINITE-DIMENSIONAL LAGRANGIAN SYSTEMS WITH
NON-BU -POTENTIAL FORCES

Abstract: In the paper we investigate the representability of an operator equation
with the second time derivative in the form of the Euler-Lagrange equation with a non-
Bu-potential force density, study symmetry properties of the given equation and the
corresponding Hamiltonian action and establish a connection between symmetries of the
equation and Lie algebras.

Keywords: quasi-Bu-potential operator, Hamiltonian action, symmetry, �rst
integral, Lie algebra.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå

N(u) ≡ P2u,tutt + P1u,tut + P3u,tu
2
t +Q(t, u) = 0, (1)

u ∈ D(N) ⊆ U ⊆ V, t ∈ [t0, t1] ⊂ R, ut ≡ Dtu ≡
d

dt
u, utt ≡

d2

dt2
u.

Çäåñü ∀t ∈ [t0, t1], ∀u ∈ U1 îïåðàòîðû Piu,t : U1 → V1 (i = 1, 3) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè;
Q : [t0, t1] × U1 → V1 - ïðîèçâîëüíûé îïåðàòîð, âîîáùå ãîâîðÿ, íåëèíåéíûé; D(N) -
îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà N ,

D(N) = {u ∈ U : u(t) ∈ W ∀t ∈ [t0, t1], u|t=t0 = ϕ1, u|t=t1 = ϕ2,

ut|t=t0 = ϕ3, ut|t=t1 = ϕ4, ϕi ∈ U1 (i = 1, 4)}; (2)

U = C2([t0, t1];U1), V = C([t0, t1];V1), U1, V1 - äåéñòâèòåëüíûå ëèíåéíûå íîðìèðîâàí-
íûå ïðîñòðàíñòâà, U1 ⊆ V1. Ìíîæåñòâî W îïðåäåëÿåòñÿ âíåøíèìè ñâÿçÿìè, íàëî-
æåííûìè íà ñèñòåìó.
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Îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå (1) ìîæåò áûòü îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì,
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, èíòåãðî - äèôôåðåí-
öèàëüíûì óðàâíåíèåì, óðàâíåíèåì ñ îòêëîíÿþùèìèñÿ àðãóìåíòàìè è äð., à òàêæå
ñèñòåìîé òàêèõ óðàâíåíèé.

Â äàëüíåéøåì äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé áóäåì çàïèñûâàòü (1) òàêæå â âèäå

N(u) ≡ P2uutt + P1uut + P3uu
2
t +Q(u) = 0,

ñ÷èòàÿ, ÷òî îïåðàòîðû Piu (i = 1, 3) è Q çàâèñÿò òàêæå è îò t.
Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ è òåðìèíîëîãèÿ [1-6].

Îïðåäåëåíèå 1. Îïåðàòîð N : D(N) → V íàçûâàåòñÿ êâàçè-Bu-
ïîòåíöèàëü-
íûì íà ìíîæåñòâå D(N) îòíîñèòåëüíî áèëèíåéíîé ôîðìû Φ, åñëè ñóùåñòâóþò
ëèíåéíûé îïåðàòîð Bu : D(Bu) ⊂ V → V , äèôôåðåíöèðóåìûé ïî Ãàòî ôóíêöèîíàë
F : D(F ) = D(N)→ R è ïëîòíîñòü íå-Bu-ïîòåíöèàëüíîé ñèëû Λ(u) òàêèå, ÷òî

δF [u, h] + Φ (Λ(u), Buh) = Φ(N(u), Buh)

∀u ∈ D(N), ∀h ∈ D(N ′u, Bu).

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íåëîêàëüíàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà

Φ(·, ·) ≡
t1∫
t0

〈·, ·〉 dt : V × V → R (3)

ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé è íåâûðîæäåííîé, à ïëîòíîñòü íå-Bu-ïîòåíöèàëüíîé ñèëû
èìååò âèä

Λ(u) = Λ2uutt + Λ1uut + Λ3uu
2
t + Λ4(u),

ïðè÷åì îïåðàòîðû Λiu (i = 1, 3) è Λ4 ìîãóò çàâèñåòü òàêæå è îò t.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü D∗t = −Dt íà D(N ′u, Bu). Îïåðàòîð N (1) ÿâëÿåòñÿ êâàçè-
Bu-ïîòåíöèàëüíûì íà ìíîæåñòâå D(N) (2) îòíîñèòåëüíî áèëèíåéíîé ôîðìû (3)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∀u ∈ D(N), ∀t ∈ [t0, t1], ∀h ∈ D(N ′u, Bu) âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà D(N ′u, Bu):

B∗uP̃2u − P̃ ∗2uBu = 0,

utP̃
∗
3uBu − P̃ ∗′2u(Bu(·);ut)− P̃ ∗2uB′u(·;ut) +B∗uP̃3u(ut(·)) = 0,

−2
∂

∂t
(P̃ ∗2uBu) + P̃ ∗1uBu +B∗uP̃1u = 0,

− ∂2

∂t2
(P̃ ∗2uBu)h+ [B′u(·;h)]∗Q̃(u)− [B′u(h; ·)]∗Q̃(u) +

∂

∂t
(P̃ ∗1uBu)h+B∗uQ̃

′
uh− Q̃′∗uBuh = 0,

P̃ ∗′1u(Buh;ut) +B∗uP̃
′
1u(ut;h)− [P̃ ′1u(ut; ·)]∗Buh+ 2ut

∂

∂t
(P̃ ∗3uBu)h+ P̃ ∗1uB

′
u(h;ut)−

−2
∂

∂t
P̃ ∗′2u(Buh;ut) + [B′u(·;h)]∗P̃1uut − 2

∂

∂t
(P̃ ∗2uB

′
u(h;ut))− [B′u(h; ·)]∗P̃1uut = 0,

B∗uP̃
′
2u(utt;h)− P̃ ∗′2u(Buh;utt)− [P̃ ′2u(utt; ·)]∗Buh+ 2uttP̃

∗
3uBuh+
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+[B′u(·;h)]∗P̃2uutt − P̃ ∗2uB′u(h;utt)− [B′u(h; ·)]∗P̃2uutt = 0,

−P̃ ∗′′2u (Buh;ut;ut) +B∗uP̃
′
3u(u

2
t ;h)− [P̃ ′3u(u

2
t ; ·)]∗Buh+ 2utP̃

∗′
3u(Buh;ut) + [B′u(·;h)]∗P̃3uu

2
t−

−2P̃ ∗′2u(B
′
u(h;ut);ut)− P̃ ∗2uB′′u(h;ut;ut) + 2utP̃

∗
3uB

′
u(h;ut)− [B′u(h; ·)]∗P̃3uu

2
t = 0,

ãäå
P̃iu = Piu − Λiu (i = 1, 3), Q̃(u) = Q(u)− Λ4(u).

Â ÷àñòíîñòè, îïåðàòîðíûé ïîäõîä ïðèìåíåí ê èññëåäîâàíèþ ïðåäñòàâèìîñòè
äîñòàòî÷íî îáùåãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ îòêëîíÿþùèìèñÿ àðãó-
ìåíòàìè â ôîðìå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà ñ íåïîòåíöèàëüíîé ïëîòíîñòüþ ñèëû.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü D∗t = −Dt íà D(N ′u, Bu) è îïåðàòîð N âèäà (1) ÿâëÿåòñÿ
êâàçè-Bu-ïîòåíöèàëüíûì íà D(N) (2) îòíîñèòåëüíî áèëèíåéíîé ôîðìû (3). Òîãäà
ôóíêöèîíàë F èìååò ñëåäóþùèé âèä:

F [u] =

t1∫
t0

{〈
R̃3u(utu), Buut

〉
+
〈
R̃2uut, Buut

〉
+
〈
R̃1(u), Buut

〉
−

−
〈
∂

∂t
(B∗uR̃2u)u, ut

〉
+ B̃[u]

}
dt, (4)

ãäå

Φ(R̃1(u), Buut) =

t1∫
t0

1∫
0

〈
−P̃1ũ(λ)(u− u0), Bũ(λ)

∂ũ(λ)

∂t

〉
dλdt,

Φ(R̃2uut, Buut) =

t1∫
t0

1∫
0

〈
−P̃2ũ(λ)(ut − u0t), Bũ(λ)

∂ũ(λ)

∂t

〉
dλdt,

Φ(R̃3u(utu), Buut) =

t1∫
t0

1∫
0

〈
−P̃3ũ(λ)

(
∂ũ(λ)

∂t
(u− u0)

)
, Bũ(λ)

∂ũ(λ)

∂t

〉
dλdt,

B̃[u] =

1∫
0

[〈
Q̃(ũ(λ)), Bũ(λ)(u− u0)

〉
+ λ

〈
∂

∂t
(B∗ũ(λ)P̃1ũ(λ))(u− u0), u− u0

〉
−

−λ
〈
∂2

∂t2
(B∗ũ(λ)P̃2ũ(λ))(u− u0), u− u0

〉]
dλ,

u0 - ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò èç D(N).

Ðàññìîòðèì îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé âèäà

G :

{
t = t+ εϕ(t, u),
u = u+ εψ(t, u),

(5)

ãäå ϕ, ψ - íåêîòîðûå îïåðàòîðû.
Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ (5) çàäàííîé ôóíêöèè u(t) ìîæíî ïîñòàâèòü â

ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèþ u(t, ε) ïî ïðàâèëó

u = u+ εS(u), (6)

ãäå S(u) = ψ(t, u)− utϕ(t, u). Ïðè ýòîì îïåðàòîð S íàçûâàåòñÿ ãåíåðàòîðîì ïðåîáðà-
çîâàíèÿ (6).
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Îïðåäåëåíèå 2. Ïðåîáðàçîâàíèå (6) íàçûâàåòñÿ ñèììåòðèåé óðàâíåíèÿ

N(u) = 0, (7)

åñëè äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε è ëþáîãî ðåøåíèÿ u ýòîãî óðàâíåíèÿ ôóíêöèÿ
u âèäà (6) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå îïåðàòîð S íàçûâàåòñÿ òàêæå ãåíåðàòîðîì ñèì-
ìåòðèè óðàâíåíèÿ (7).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü S1, S2 - ãåíåðàòîðû ñèììåòðèé óðàâíåíèÿ (1) è îïåðàòîð
N ÿâëÿåòñÿ êâàçè-Bu-ïîòåíöèàëüíûì íà D(N) îòíîñèòåëüíî áèëèíåéíîé ôîðìû
(3). Òîãäà

I1[t, u] = Dt

〈
P̃2uS2(u), BuS1(u)

〉
−
〈

2P̃3u(utS2(u)) + 2P̃2uDtS2(u), BuS1(u)
〉
−

−
〈
P̃1uS2(u), BuS1(u)

〉
+D−1

t [〈Λ(u), B′u(S2(u);S1(u))−B′u(S1(u);S2(u))〉+

+ 〈Λ′uS1(u), BuS2(u)〉 − 〈Λ′uS2(u), BuS1(u)〉]
ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì óðàâíåíèÿ (1).

Îïðåäåëåíèå 3. Ïðåîáðàçîâàíèå (6) íàçûâàåòñÿ ñèììåòðèåé äî äèâåðãåí-
öèè ôóíêöèîíàëà (4) íà W , åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàë f òàêîé, ÷òî

F T1 [u+ εS(u)] = F T1 [u] + ε

T1∫
t0

Dtf [u] dt+ r(u, εS(u)) ∀u ∈ W, ∀T1 : t0 ≤ T1 ≤ t1,

ïðè÷åì lim
ε→0

r(u,εS(u))
ε

= 0.

Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîð S íàçûâàåòñÿ òàêæå ãåíåðàòîðîì ñèììåòðèè äî äèâåð-
ãåíöèè, à ñèììåòðèè ôóíêöèîíàëà F íàçûâàþòñÿ òàêæå âàðèàöèîííûìè ñèììåòðè-
ÿìè.

Òåîðåìà 4. Åñëè ïðåîáðàçîâàíèå (6) - ñèììåòðèÿ äî äèâåðãåíöèè äåéñòâèÿ
(4) íà W , òî

I2[t, u] =
〈
R̃3u(utu), BuS(u)

〉
+
〈
R̃3u(uS(u)), Buut

〉
+
〈
R̃2uut, BuS(u)

〉
− f [u]+

+
〈
R̃2uS(u), Buut

〉
+
〈
R̃1(u), BuS(u)

〉
−D−1

t 〈Λ(u), BuS(u)〉 −
〈
∂

∂t

(
B∗uR̃2u

)
u, S(u)

〉
ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì óðàâíåíèÿ (1).

Îïðåäåëåíèå 4. Ïðåîáðàçîâàíèå (6) íàçûâàåòñÿ êîíôîðìíîé ñèììåòðèåé
óðàâíåíèÿ (1), åñëè äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1)
ÿâëÿåòñÿ òàêæå ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

P c
2uutt + P c

1uut + P c
3uu

2
t +Qc(u) = 0,

ãäå

P c
2uutt ≡ Λ2uutt − (B−1

u )∗(uR̃∗3uBuutt)− R̃3u(uutt)− (B−1
u )∗R̃∗2uBuutt − R̃2uutt,

166



Ñåêöèÿ 5. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà

P c
1uut ≡ −(B−1

u )∗
(
u
∂

∂t
(R̃∗3uBu)ut

)
− (B−1

u )∗
∂

∂t
(B∗uR̃3u)(uut)− (B−1

u )∗
∂

∂t
(R̃∗2uBu)ut+

+(B−1
u )∗(R̃c

1)′∗uBuut + (B−1
u )∗[B′u(ut; ·)]∗R̃1(u)− (B−1

u )∗B∗′u (R̃1(u);ut)− (R̃c
1)′uut−

−(B−1
u )∗

(
∂

∂t
B∗′u (R̃2uu; ·)

)∗
ut−(B−1

u )∗
(
∂

∂t
B∗u(R̃

c
2)′u(u; ·)

)∗
ut−(B−1

u )∗
(
∂

∂t
B∗uR̃2u

)∗
ut+

+(B−1
u )∗

∂

∂t
B∗′u (R̃2uu;ut) + (B−1

u )∗
∂

∂t
B∗u(R̃

c
2)′u(u;ut) + Λ1uut,

P c
3uu

2
t ≡ (B−1

u )∗((R̃c
3)′u(utu; ·))∗Buut − (B−1

u )∗(u(R̃c
3)∗′u (Buut;ut)) + Λ3uu

2
t−

−(B−1
u )∗(uR̃∗3uB

′
u(ut;ut))− (B−1

u )∗B∗′u (R̃3u(utu);ut)− (R̃c
3)′u(utu;ut)− R̃3uu

2
t+

+(B−1
u )∗[B′u(ut; ·)]∗R̃3u(utu) + (B−1

u )∗[(R̃c
2)′u(ut; ·)]∗Buut − (B−1

u )∗(R̃c
2)∗′u (Buut;ut)−

−(B−1
u )∗R̃∗2uB

′
u(ut;ut)− (R̃c

2)′u(ut;ut)− (B−1
u )∗B∗′u (R̃2uut;ut) + (B−1

u )∗[B′u(ut; ·)]∗R̃2uut,

Qc(u) ≡ Λ4(u) + (Bu−grad)Φ1B̃
c[u]− (B−1

u )∗
∂

∂t
B∗uR̃1(u) + (B−1

u )∗
∂2

∂t2
(B∗uR̃2u)u,

B̃c[u] ≡ B̃[u] R̃c
1 ≡ R̃1(u), R̃c

i ≡ R̃iu, i = 2, 3.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

G[u] ≡ D−1
t

{〈
∂

∂t

(
R̃′3u(uut;S(u))

)
, Buut

〉
+

〈
R̃′3u(uut;S(u)),

∂Bu

∂t
ut

〉
+

+

〈
∂

∂t

(
R̃′2u(ut;S(u))

)
, Buut

〉
+

〈
R̃′2u(ut;S(u)),

∂Bu

∂t
ut

〉
+

〈
∂

∂t

(
R̃′1uS(u)

)
, Buut

〉
+

+

〈
R̃′1uS(u),

∂Bu

∂t
ut

〉
+

〈
∂

∂t
(Bu−grad)Φ1B̃[u], BuS(u)

〉
+

+

〈
(Bu−grad)Φ1B̃[u],

∂

∂t
(BuS(u))

〉
−
〈
∂2

∂t2

(
B∗uR̃

′
2u(u;S(u))

)
, ut

〉}
.

Òåîðåìà 5. Åñëè ïðåîáðàçîâàíèå (6) ÿâëÿåòñÿ êîíôîðìíîé ñèììåòðèåé óðàâ-
íåíèÿ (1), òî

I3[t, u] =
〈

(Bu−grad)Φ1B̃[u], BuS(u)
〉
−
〈
R̃′3u(uut;S(u)) + R̃′2u(ut;S(u)), Buut

〉
− G[u]

ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Òåîðåìà 6. Åñëè îïåðàòîð N óðàâíåíèÿ (1) ÿâëÿåòñÿ êâàçè-Bu-ïîòåíöèàëü-
íûì íà D(N) âèäà (2) îòíîñèòåëüíî áèëèíåéíîé ôîðìû Φ (3), ∃ (B∗u)

−1 è

B∗uΛ
′
uS(u) + [B′u(·;S(u))]

∗
Λ(u) + S ′∗u B

∗
uΛ(u) = 0

íà ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ (1), òî ñèììåòðèÿ ôóíêöèîíàëà (4) ÿâëÿåòñÿ òàêæå ñèì-
ìåòðèåé çàäàííîãî óðàâíåíèÿ.

Òåîðåìà 7. Ãåíåðàòîðû ñèììåòðèé óðàâíåíèÿ (1) îáðàçóþò àëãåáðó Ëè îò-
íîñèòåëüíî êîììóòàòîðà

[S1, S2](u) = S ′1uS2(u)− S ′2uS1(u).
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DIRICHLET BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR THE
POLYHARMONIC EQUATION IN THE UNIT BALL

Abstract: In the present paper for the classical Dirichlet boundary value problem
for the polyharmonic equation in the unit ball a method for representation of the classical
solution is presented. A formula for representation of the solution of the inhomogeneous
Dirichlet problem for the polyharmonic equation, using l solutions of the Dirichlet problem
for the Laplace equation is constructed.

Keywords: Dirichlet boundary value problem, polyharmonic equation,
polyharmonic functions, solution representation

Ðàññìîòðèì íåîäíîðîäíóþ çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ l-ãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â
åäèíè÷íîì øàðå

∆lu(x) = f(x), x ∈ S;

u|∂S = f0(s), . . . ,
∂l−1u

∂ν l−1 |∂S
= fl−1(s), s ∈ ∂S,

(1)
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ãäå S = {x ∈ Rn : |x| < 1}, ν � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ∂S. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè fk ∈
C l−1−k+λ(∂S), ãäå λ ∈ (0, 1) è k = 0, l − 1, òî ðåøåíèå çàäà÷è (1) ïðè f = 0 ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííî è ïðèíàäëåæèò êëàññó C l−1+λ(S̄) ∩ C2l(S).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç uk(x; f) ðåøåíèå îäíîðîäíîé çàäà÷è Äèðèõëå (f0 = · · · =
fl−1 = 0) ïðè l = k, êîòîðîå ìîæåò áûòü âûðàæåíî ÷åðåç ôóíêöèþ Ãðèíà [1,2]. Â
ñëó÷àå ïîëèíîìèàëüíûõ äàííûõ, ò.å. ïðè f(x) = P (x), ãäå P (x) � ïîëèíîì, ðåøåíèå
uk(x;P ) èìååò âèä [4, ôîðìóëà (28)]

uk(x;P ) =
(|x|2 − 1)

k

2(2k − 2)!!

∫ 1

0

∞∑
s=0

(1− α|x|2)s(1− α)s+k−1

(2s)!!(2s+ 2k)!!
∆sP (αx)αn/2−1 dα. (2)

Ïðèìåð 1.

10. Íåòðóäíî ïîäñ÷èòàòü, ÷òî ïðè P (x) = 1 áóäåò

uk(x; 1) =
(|x|2 − 1)k

(2, 2)k(n, 2)k
,

ãäå (a, b)k = a(a+k) · · · (a+(k−1)b) � îáîáùåííûé ñèìâîë Ïîõãàììåðà, ñ ñîãëàøåíèåì
(a, b)0 = 1.

20. Ñ ïîìîùüþ ïàêåòà �Mathematica� ïîëèíîì u4(x;Q6) ïðè n = 3, Q6(x) =
x3

1x2x
2
3 ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ è èìååò âèä

u4(x;Q6) = −x1x2(x2
1 + x2

2 + x2
3 − 1)4

83805321600

(
− 190 + 102x4

1 − 30x4
2 − 616x2

3 + 366x4
3+

+ x2
1(−112 + 72x2

2 − 1677x2
3) + 28x2

2(5 + 12x2
3)
)
.

Èòàê, ïðè f ∈ Cλ(S̄) èìååì uk(x; f) ∈ C l−1+λ(S̄) ∩ C2l(S) è

∆kuk(x; f) = f(x), x ∈ S;
∂iuk(x; f)

∂νi |∂S
= 0, i = 0, k − 1.

Îáîçíà÷èì òàêæå

VP (x) =
l−1∑
k=0

pk(x)(|x|2 − 1)
k
,

ãäå p0(x), . . . , pl−1(x) � íåêîòîðûé íàáîð ôóíêöèé òàêèõ, ÷òî pk ∈ C2l(S), ∆l−kpk ∈
Cλ(S̄) è (1− |x|2)

k−l
ul−k(x; ∆l−kpk) ∈ Cλ(S̄).

Ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî è áèãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèé
ïðè ïîëèíîìèàëüíûõ äàííûõ áûëî ïîëó÷åíî â ðàáîòàõ [5,6,7]. Ñâÿçü çàäà÷è Äèðèõëå
è çàäà÷è Íåéìàíà ïîêàçàíà â ðàáîòå [3].

Ââåäåì îïåðàòîð Λ =
∑n

i=1 xi
∂
∂xi
. Îïðåäåëèì ðàçíîñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíê-

öèè p(λ) ïî ôîðìóëå

p(k)(λ) =
k∑
i=0

(−1)k−i
(
k

i

)
p(λ+ i). (3)

Ëåììà 1. Ôóíêöèÿ âèäà

U(x) =
l−1∑
k=0

(
pk(x)− ul−k(x; ∆l−kpk)

)
(|x|2 − 1)k, (4)
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ãäå ôóíêöèè p0(x), . . . , pl−1(x) îïðåäåëåíû òàê, ÷òî VP (x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

VP |∂S = f0|∂S,
∂VP
∂ν |∂S

= f1|∂S, . . . ,
∂l−1VP
∂ν l−1 |∂S

= fl−1|∂S, (5)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Äèðèõëå (1) ïðè f(x) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ U(x) èç ôîðìóëû (4). Ïîñêîëüêó ïðè
k = 0, l − 1

∆l−k(pk(x)− ul−k(x; ∆l−kpk)) = ∆l−kpk(x)−∆l−kul−k(x; ∆l−kpk) =

= ∆l−kpk(x)−∆l−kpk(x) = 0,

òî ôóíêöèÿ pk(x)−ul−k(x; ∆l−kpk) áóäåò (l−k)-ãàðìîíè÷åñêîé â S, à çíà÷èò ôóíêöèÿ
(pk(x) − ul−k(x; ∆l−kpk))(|x|2 − 1)k áóäåò l-ãàðìîíè÷åñêîé, ò.å. ∆lU(x) = 0 â S. Ðàñ-
ñìîòðèì ôóíêöèè rk(x) = (1− |x|2)

k−l
ul−k(x; ∆l−kpk) ∈ Cλ(S̄) (ïî óñëîâèþ). Òîãäà

âåðíî ðàâåíñòâî
ul−k(x; ∆l−kpk)(|x|2 − 1)k = (|x|2 − 1)lrk(x),

à ïîýòîìó áóäåì èìåòü

U(x) =
l−1∑
k=0

pk(x)(|x|2 − 1)k − (|x|2 − 1)l
l−1∑
k=0

rk(x).

Åñëè îáîçíà÷èòü r(x) =
∑l−1

k=0 rk(x) è èñïîëüçîâàòü îïðåäåëåíèå VP (x), òî ïî-
ëó÷èì

U(x) = VP (x)− (|x|2 − 1)lr(x).

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ U(x) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

U|∂S = VP |∂S,
∂U

∂ν |∂S
=
∂VP
∂ν |∂S

, . . . ,
∂l−1U

∂ν l−1 |∂S
=
∂l−1VP
∂ν l−1 |∂S

.

Ïîýòîìó, åñëè ïîäîáðàòü ôóíêöèè p0(x), . . . , pl−1(x) òàê, ÷òîáû áûëè âûïîëíå-
íû óñëîâèÿ (5) è ïîäñòàâèòü ýòè çíà÷åíèÿ p0(x), . . . , pl−1(x) â ôîðìóëó (4), òî ôóíê-
öèÿ U(x) áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è (1) ïðè f(x) = 0.

Îïðåäåëèì ôàêòîðèàëüíóþ ñòåïåíü t[k] ðàâåíñòâîì t[k] = t(t− 1) · · · (t− k+ 1).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü äëÿ çàäàííûõ ôóíêöèé q0(x), . . . , ql−1(x) òàêèõ, ÷òî
qi(x)|∂S = fi, i = 0, l − 1 íàéäóòñÿ òàêèå ôóíêöèè p0(x), . . . , pl−1(x), îáëàäàþùèå
ñâîéñòâàìè óêàçàííûìè â ëåììå 1, ÷òî âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

rs(x) =
l−1∑
k=s

(−1)k−s
(
k

s

)
pk(x), aj(x) =

l−1∑
s=0

(2s)[j]rs(x), qi(x) =
i∑

j=0

(
i

j

)
Λ[i−j]aj(x),

ãäå s, j, i = 0, l − 1. Òîãäà ïðè òàêèõ ôóíêöèÿõ p0(x), . . . , pl−1(x) ôóíêöèÿ U(x), íà-
õîäèìàÿ èç (4) áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è Äèðèõëå (1) ïðè f(x) = 0.

Îáðàùàÿ ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ èç òåîðåìû 1 ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå.
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü qj(x), j = 0, l − 1 ñèñòåìà ôóíêöèé, ÿâëÿþùàÿñÿ íåêîòî-
ðûì ïðîäîëæåíèåì ôóíêöèé fj, j = 0, l − 1 c ∂S íà S̄ èç êëàññà qj ∈ C2l−j+λ(S̄) ∪
C3l−j−1(S) è òàêàÿ, ÷òî ôóíêöèè

ps(x) =
s∑
j=0

1

j!
H(j)
s (−Λ)qj(x), s = 0, l − 1,

îáëàäàþò ãëàäêîñòüþ (1− |x|2)
k−l
ul−k(x; ∆l−kpk) ∈ Cλ(S̄) èç òåîðåìû 1. Çäåñü îáî-

çíà÷åíî

Hs(λ) =
1

(2s)!!
λ(λ− 2) · · · (λ− 2s+ 2), s ∈ N,

ïðè÷åì H0(λ) = 1, à ïðîèçâîäíàÿ H
(k)
s (λ) ïîðÿäêà k îò ïîëèíîìà Hs(λ) áåðåòñÿ â

ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ (3). Òîãäà ôóíêöèÿ

U(x) =
l−1∑
k=0

(
pk(x)− ul−k(x; ∆l−kpk)

)
(|x|2 − 1)

k
, (6)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Äèðèõëå (1) ïðè f(x) = 0.

Ñëåäñòâèå 1. Ïîëèíîìèàëüíîå ðåøåíèå ïîëíîé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ ïîëèãàð-
ìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîëèíîìèàëüíûìè äàííûìè

∆lu(x) = Q(x), x ∈ S; u|∂S = Q0(s), . . . ,
∂l−1u

∂ν l−1 |∂S
= Ql−1(s), s ∈ ∂S,

çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

u(x) =
l−1∑
k=0

(
Pk(x)− ul−k(x; ∆l−kPk)

)
(|x|2 − 1)

k
+ ul(x;Q),

ãäå uk(x;P ) îïðåäåëåíî â (2), à ïîëèíîìû Pk(x), k = 0, l − 1 îïðåäåëÿþòñÿ èç ðàâåí-
ñòâà

Ps(x) =
s∑
j=0

1

j!
H(j)
s (−Λ)Qj(x), s = 0, l − 1.

Ýòîò ðåçóëüòàò ñðàçó ñëåäóåò èç òåîðåìû 2 è ñîãëàñóåòñÿ ñ [4] ïîñêîëüêó â
êà÷åñòâå ïðîäîëæåíèÿ ïîëèíîìîâ fi = Qi ñ åäèíè÷íîé ñôåðû ∂S â øàð S ìîæíî
âûáðàòü ýòè æå ïîëèíîìû Qi(x), i = 0, l − 1. Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèÿ
ãëàäêîñòè âûïîëíåíû. Óñëîâèå (1− |x|2)

−k
uk(x; ∆kpl−k) ∈ Cλ(S̄) òîæå âûïîëíåíî,

êàê ñëåäóåò èç [4, òåîðåìà 2].

Íà îñíîâå òåîðåìû 2 ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùèé áîëåå êîíêðåòíûé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü qj(x), j = 0, l − 1 ñèñòåìà ãàðìîíè÷åñêèõ ïðîäîëæåíèé
ôóíêöèé fj(s) ∈ C l−1−j+λ(∂S), j = 0, l − 1 c ∂S íà S̄, òîãäà ïðè ôóíêöèÿõ

ps(x) =
s∑
j=0

1

j!
H(j)
s (−Λ)qj(x), s = 0, l − 1, (7)
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ãäå îáîçíà÷åíî Hs(λ) = λ(λ − 2) · · · (λ − 2s + 2)/(2s)!!, s ∈ N, à ïðîèçâîäíàÿ H(k)
s (λ)

ïîðÿäêà k îò ïîëèíîìà Hs(λ) áåðåòñÿ â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ (3), ôóíêöèÿ

U(x) =
l−1∑
k=0

pk(x)(|x|2 − 1)
k
, (8)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Äèðèõëå (1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 2 ñ ãàðìîíè÷åñêèìè â S ôóíêöèÿ-
ìè qj(x), j = 0, l − 1. Â ýòîì ñëó÷àå ãëàäêîñòü qj ∈ C2l−j+λ(S̄)∪C3l−j−1(S) èçëèøíÿÿ.
Ôîðìóëà (6) ïðèìåò âèä (8) è â ñèëó ñâîéñòâ îïåðàòîðà Λ ôóíêöèè pk(x) èç (7) äëÿ
k = 0, l − 1 � ãàðìîíè÷åñêèå â S. Åñëè fj(s) ∈ C l−1−j+λ(∂S), òî qj(s) ∈ C l−1−j+λ(S̄).
Ñëåäîâàòåëüíî H(j)

s (−Λ)qj(x) ∈ C l−1−s+λ(S̄), îòêóäà ps(x) ∈ C l−1−s+λ(S̄). Çíà÷èò, â
ñîîòâåòñòâèè ñ îöåíêàìè èç [8] |Dβps(x)| ≤ C(1− |x|)l−1−s+λ−|β| ïðè l+λ < |β|+ s+ 1
è ïîýòîìó, åñëè åùå |β| ≤ l− 1, òî |(|x|2 − 1)

s
Dβps(x)| ≤ C(1− |x|)λ. Îòêóäà ñëåäóåò,

÷òî U(x) ∈ C l−1+λ(S̄). Î÷åâèäíî, ÷òî U(x) ∈ C2l(S) è ∆lU(x) = 0 â S. Âûïîëíèìîñòü
óñëîâèé Äèðèõëå áûëà óñòàíîâëåíà â òåîðåìå 2. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèìåð 2.

Íàéäåì ôóíêöèè p0(x), p1(x) è p2(x) â ôîðìóëå (8), çàäàþùåé ðåøåíèå U(x)
çàäà÷è Äèðèõëå (1) äëÿ 3-ãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â øàðå. Â ýòîì ñëó÷àå l = 3.
Âûïèøåì ïîëèíîìû H0(λ), H1(λ) è H2(λ)

H0(λ) = 1, H1(λ) =
1

2
λ[1], H2(λ) =

1

8
λ(λ− 2) =

1

8
(λ[2] − λ[1]).

Ïîñêîëüêó (λ[k])(m) = k[m]λ[k−m], òî

H
(1)
1 (λ) =

1

2
, H

(1)
2 (λ) =

1

8
(2λ[1] − 1), H

(2)
2 (λ) =

1

4
.

Ñëåäîâàòåëüíî

p0(x) = q0(x), p1(x) =
1

2
(−Λ)q0(x) +

1

2
q1(x),

p2(x) =
1

8
Λ(Λ + 2)q0(x)− 1

8
(2Λ + 1)q1(x) +

1

8
q2(x).

Ðåøåíèå (8) ïðè l = 3 èìååò âèä

U(x) = q0(x) +
1− |x|2

2
(Λq0(x)− q1(x))+

+
(1− |x|2)

2

8
((Λ2 + 2Λ)q0(x)− (2Λ + 1)q1(x) + q2(x)).

Íàéäåííîå ðåøåíèå ñîãëàñóåòñÿ ñ ïîëó÷åííûì â [4].
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Fourier is applied.

Keywords: fundamental decision, Fourier's transformation, operator.
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1. Îáîáùåííûå ôóíêöèè D′

Ïðè ðàáîòå ñ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè åñòü ñìûñë èñïîëüçîâàòü áî-
ëåå øèðîêîå ìíîæåñòâî, ÷åì S. ×àùå âñåãî òàêèì ìíîæåñòâîì îêàçûâàþòñÿ ëèíåé-
íûå è íåïðåðûâíûå ôóíêöèîíàëû D íàä ïðîñòðàíñòâîì îñíîâíûõ ôóíêöèé D =
D(Rn), êîòîðûå ñîñòîÿò èç ôóíêöèé, áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ è èìåþùèõ êî-
íå÷íûé íîñèòåëü â Rn. Ñõîäèìîñòü â ýòîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì: φk → φ â D, åñëè âûïîëíÿþòñÿ äâà óñëîâèÿ

1) ∃ êîìïàêò K : supp(φk) ∈ K;
2) Dαφk ⇒x D

αφ äëÿ ëþáîãî öåëî÷èñëåííîãî ìóëüòèèíäåêñà α .
ßñíî, ÷òîD ⊂ S . Ïîýòîìó âñå ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå äëÿ ôóíêöèé èç

S ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà ôóíêöèè D. Ïðîñòðàíñòâî æå D′ îêàçûâàåòñÿ áîëåå øèðîêèì
ïî ñðàâíåíèþ ñ S ′, íàïðèìåð, áûñòðî ðàñòóùèå ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûå ôóíêöèè
ïðèíàäëåæàò D′ è íå ïðèíàäëåæàò S ′. Òàêèì îáðàçîì S ′ ⊂ D′ .

2. Ïðåäñòàâëåíèå â îáðàçàõ Ôóðüå ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
îïåðàòîðîâ

Ðàññìîòðèì ëèíåéíûé îïåðàòîð â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïîðÿäêà m

L(x,D) =
∑
|α|6m

aα(x)Dα (1)

ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïðîñòðàíñòâà C∞ áåñêîíå÷íî ãëàäêèõ ôóíêöèé a(x). Ïîñêîëü-
êó äèôôåðåíöèðîâàíèå íå ðàñøèðÿåò íîñèòåëÿ îñíîâíîé ôóíêöèè φ ∈ D, à aα(x)φ(x)
ñíîâà ïðèíàäëåæèò D, òî ýòîò äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïåðåâîäèò ïðîñòðàíñòâî
D â ñåáÿ, è íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îí äåéñòâóåò íåïðåðûâíî.

Äëÿ çàïèñè îïåðàòîðà (1) â îáðàçàõ Ôóðüå ïîëîæèì, ÷òî u ∈ S, òîãäà u =
F−1F [u] è ìû èìååì

L(x,D)u(x) =
∑
|α|6m

aα(x)DαF−1F [u](ξ) =

=
∑
|α|6m

aα(x)F−1ξα(Fu)(ξ) =
∑
|α|6m

F−1 [aα(x) ξα(Fu)] =

= F−1

∑
|α|6m

aα(x) ξα F [u](ξ)

 (x) .

Ïîëîæèì
a(x, ξ) =

∑
|α|6m

aα(x)ξα. (2)

Ýòà ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ (ïîëíûì) ñèìâîëîì îïåðàòîðà (1) (åå òàêæå íàçûâàþò �
õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí). Ôóíêöèÿ

a0(x, ξ) =
∑
|α|=m

aα(x)ξα (3)

íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì ñèìâîëîì îïåðàòîðà L(x,D) [1].
Òàêèì îáðàçîì â îáðàçàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå îïåðàòîð (1) èìååò ñëåäóþùåå

ïðåäñòàâëåíèå:
L(x,D)u(x) = F−1

ξ→x[a(x, ξ)Fy→ξu(y)], (4)
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èëè

(x,D)u(x) = (2π)−n
∫∫

ei(x−y)·ξa(x, ξ)u(y)dydξ. (5)

Çäåñü ñíà÷àëà ïðîèçâîäèòñÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî y. Èíòåãðàë ïî y áûñòðî óáûâàåò ïðè
ξ →∞.

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ïî òàêîé æå ôîðìóëå îïðåäåëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìûé
¾ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð¿, íî ïðè ýòîì ñèìâîë a(x, ξ) óæå íå îáÿçàòåëü-
íî ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ïî ξ, à ñàì îïåðàòîð ìîæåò áûòü íå òîëüêî äèôôåðåí-
öèàëüíûì, íî è èíòåãðàëüíûì è â ðàìêàõ ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ìîæíî âûïèñûâàòü
îïåðàòîðû, îáðàùàþùèå äèôôåðåíöèàëüíûå.

3. Ñèìâîë ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà

Cêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé çàäàåòñÿ ëèíåéíîé ôîðìîé

(u , v)γ =

∫
RN

u(x) v(x) (x′)γ dx.

Îáû÷íî çíàê ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñëåâà ýòîãî ðàâåíñòâà íå ïèøóò. Íî â äàííîì
ñëó÷àå ðàáîòà ñ êîìïëåêñûì ñîïðÿæåíèåì îêàæåòñÿ ñêðûòîé, è òðåáóåò çàïèñè òîé,
êîòîðàÿ ñïðàâà, ÷òî çàòðóäíÿåò çàïèñü, ïîýòîìó ìû åãî âíåñëè â îïðåäåëåíèå ñëåâà.

Ïóñòü A è A∗ � îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå â ïðîñòðàíñòâå S. Îïåðàòîð A∗

íàçûâàåòñÿ ôîðìàëüíî1 ñîïðÿæåííûì ê îïåðàòîðó A, åñëè

(Au, v) = (u , A∗v) (u, v ∈ S(RN)) .

Âèä îïåðàòîðà L∗(x;D) ñîïðÿæåííîãî ê L(x;D) íàõîäèòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷à-
ñòÿì:

(L(x;D)u , v) =

∑
|α|6m

aα(x)Dαu , v

 =

u , ∑
|α|6m

α(−1)|α|Dα(aα(x)v


Ñëåäîâàòåëüíî

L∗(x;D) =
∑
|α|6m

(−1)|α|Dα
(
aα(x) ·

)
(6)

Íî ýòîò îïåðàòîð ìîæíî áûëî áû íàéòè â îáðàçàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå,
èñõîäÿ èç (4) è îïðåäåëåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå â êëàññå îáîáùåííûõ ôóíêöèé.
Â ñàìîì äåëå,

(Au, v) = (Au(x) , v(x)) = =(F−1 [a(x; ξ)F [u ]] , v(x)) =

= (F [u](ξ) , F−1[a(x; ξ)v](ξ) ) =
(
F [u](ξ) , F−1[a(x; ξ)v](ξ)

)
=

=

(
F [u](ξ) ,

1

2π
F [a(x; ξ)v](ξ)

)
=

(
u(x) ,

1

2π
F
[
F [ a(x; ξ) v ]

]
(ξ)

)
=

=

(
u(x) , F−1

[
F [a(x; ξ) v

]
(ξ)

)
.

Îòêóäà ñëåäóåò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå îïåðàòîðà (6), ñîïðÿæåííîãî ëèíåéíîìó
äèôôåðåíöèàëüíîìó îïåðàòîðó L(x,D) â îáðàçàõ Ôóðüå:

L∗(x;D) = F−1
[
F [a(x; ξ) v

]
.

1Ñëîâî ôîðìàëüíî çäåñü ïîä÷åðêèâàåò òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî îïåðàòîðû A è A∗ íå ðàññìàòðè-
âàþòñÿ, êàê îïåðàòîðû â L2 (îãðàíè÷åííûå èëè íåîãðàíè÷åííûå).
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4. Ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà

Ïðè èññëåäîâàíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
áîëüøóþ ðîëü èãðàþò ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé. Çíàÿ ôóíäàìåí-
òàëüíûå ðåøåíèÿ, ìîæíî ïîñòðîèòü ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè è ôóíêöèþ Ãðèíà êðàåâîé
çàäà÷è.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.

Äàäèì îáùåå îïðåäåëåíèå ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ, çàäàííîãî âî âñåì ïðîñòðàíñòâå Rn. Ðàññìîòðèì ëèíåéíûé äèôôåðåí-
öèàëüíûé îïåðàòîð âèäà:

L(x,D)u ≡
∑
|α|6m

aα(x)Dαu, aα(x) ∈ C∞(Rn) . (7)

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòî-
ðà (7) íàçûâàåòñÿ îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ E(x) ∈ D′(Rn), óäîâëåòâîðÿþùàÿ â Rn óðàâ-
íåíèþ:

L(x,D)E(x) = δ(x) (8)

â ñìûñëå îáîáùåííûõ ôóíêöèé.

Ðàâåíñòâî (8) îçíà÷àåò, ÷òî ∀ϕ ∈ D(Rn)

(L(x,D)E , ϕ) = (δ, ϕ) = ϕ(0) . (9)

Ïðè ýòîì äåéñòâèå äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà L(x,D) òîæå ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå
îáîáùåííûõ ôóíêöèé:

(L(x,D)E , ϕ) = (E , L∗(x,D)ϕ) ,

ãäå îïåðàòîð
L∗(x,D)ϕ =

∑
|α|6m

(−1)|α|Dα(aα(x)ϕ(x))

� ôîðìàëüíî ñîïðÿæåí ê îïåðàòîðó L(x,D) [2]. Ìû èñïîëüçóåì òîò ôàêò, ÷òî åñëè
aα(x) ∈ C∞(Rn), òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî L∗(x,D)ϕ(x) ∈ D(Rn) . Åñëè æå îïåðàòîð
L = L(D) � ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, òî ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð íàõîäèòñÿ
ïðîñòî

L∗(D) = L(−D) .

Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, åñëè E(x) óäîâëåòâîðÿåò (8), òî îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ E(x−x0)
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

LxE(x− x0) = δ(x− x0) .

Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå E(x) îïåðàòîðà L, âîîáùå ãîâîðÿ, íå åäèíñòâåííî,
ïîñêîëüêó, åñëè E0 � ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ L(x,D)E0 = 0, òî îáîáùåííàÿ
ôóíêöèÿ E+E0 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8). Ñëåäîâàòåëüíî ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå
îïåðàòîðà L(x,D) îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî (ñëàãàåìîãî) ïðîèçâîëüíîãî ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ Lε0 = 0.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè
êîýôôèöèåíòàìè ìîæíî ïðèìåíÿòü ìåòîä ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, åñëè ôóíäàìåí-
òàëüíîå ðåøåíèå îïðåäåëèòü â S ′, êîãäà (8) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ∀ϕ ∈ S(Rn).
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Îáû÷íî ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ôèçèêè îêàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíàÿ îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ (ò.å., òèïà îáû÷íîé ôóíê-
öèè).
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Ðîññèÿ

Àííîòàöèÿ: Â äàííîé ðàáîòå èññëåäîâàíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïîä-
êàñàòåëüíûõ äëÿ ìîäåëè Ñàìóýëüñîíà-Õèêñà. Äàí êîëè÷åñòâåííûé àíàëèç âëèÿíèÿ
êîýôôèöèåíòà àêñåëåðàöèè íà àñèìïòîòèêó ðàñïðåäåëåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé
ïîäêàñàòåëüíûõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîäêàñàòåëüíàÿ, ìîäåëü Ñàìóýëüñîíà-Õèêñà, àñèìïòîòè÷å-
ñêîå ïîâåäåíèå, öèêëè÷íîñòü.

SUBTANGENTIAL ANALYSIS MODEL SAMUELSON-HICKS.
ASYMPTOTIC DISTRIBUTION OF EXTREME VALUES

Abstract: In this paper we study the asymptotic behavior of subtangentials for the
model of Samuelson - Hicks. The quantitative analysis of the in�uence of the coe�cient of
acceleration on the asymptotic distribution of subtangentials extreme values are obtaind.

Keywords: subtangentials, model Samuelson - Hicks, asymptotic behavior,
periodicity.

Ââåäåíèå

Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ â ñðåäå ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè ïðèêëàä-
íîé ýêîíîìåòðèêè äîñòàòî÷íî øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü Ñàìóýëüñîíà-Õèêñà
[Samuelson�Hicks model] � ìîäåëü öèêëè÷åñêèõ èçìåíåíèé ýêîíîìèêè, â êîòîðîé ìå-
õàíèçìû êîíúþíêòóðíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé îáúÿñíÿþòñÿ âçàèìîäåéñòâèåì
ïðèíöèïîâ àêñåëåðàöèè è ìóëüòèïëèêàöèè. Ìàòåìàòè÷åñêèå òåîðèè ñóùåñòâîâàíèÿ
ýêîíîìè÷åñêèõ öèêëîâ äàþò ñîäåðæàòåëüíûå ïðèëîæåíèÿ òåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ ïå-
ðèîäè÷åñêèõ èëè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Êàê
ïðàâèëî, òàêèå òåîðèè óñòàíàâëèâàþò ñêðûòûå ïðè÷èíû, îïðåäåëÿþùèå èçìåíåíèå
ýêîíîìè÷åñêîé àêòèâíîñòè, âûçûâàÿ òåì ñàìûì íåèçìåííûé èíòåðåñ â íàó÷íîì ìèðå
è ÿâëÿÿñü ñðåäñòâîì åñëè íå ïðåäñêàçàòü áóäóùèå êðèçèñíûå ìîìåíòû, òî ïî êðàé-
íåé ìåðå îáúÿñíèòü ñóùåñòâóþùèå èçìåíåíèÿ êîíúþíêòóðû. Ìîäåëü Ñàìóýëüñîíà-
Õèêñà, â ÷àñòíîñòè, îáúÿñíÿåò, êàêèì îáðàçîì ðàâåíñòâî ñîâîêóïíîãî ïðåäëîæåíèÿ
ñîâîêóïíîìó ñïðîñó äîñòèãàåòñÿ ïðè ðàçíîé ñòåïåíè èñïîëüçîâàíèÿ ïðîèçâîäñòâåí-
íûõ ìîùíîñòåé, àâòîíîìíûõ è èíäóöèðîâàííûõ èíâåñòèöèé.
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Ìåòîäèêà

Ìîäåëü äåëîâîãî öèêëà áàçèðóåòñÿ íà íåîäíîðîäíîì êîíå÷íî-ðàçíîñòíîì
óðàâíåíèè âòîðîãî ïîðÿäêà, õàðàêòåðèçóþùèì äèíàìèêó íàöèîíàëüíîãî äîõîäà âî
âðåìåíè:

y(t+ 2)− (a+ w) · y(t+ 1) + w · y(t) = 1, (1)

ãäå y(t+2), y(t+1), y(t) - íàöèîíàëüíûé äîõîä ïåðèîäîâ t, t+1, t+2 ñîîòâåòñòâåííî; w -
ôàêòîð (ìîùíîñòü) àêñåëåðàöèè; a - ñêëîííîñòü ê ïîòðåáëåíèþ; 1 - áàçîâîå ïîòðåáëå-
íèå. Äàííàÿ ìîäåëü âêëþ÷àåò èñêëþ÷èòåëüíî ðûíîê áëàã, ïðåäïîëàãàÿ ïðîöåíòíûå
ñòàâêè è óðîâåíü öåí ïîñòîÿííûìè, à îáúåì ïðåäëîæåíèÿ òîâàðîâ ýëàñòè÷íûì. Ìóëü-
òèïëèêàòîðîì â äàííîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíò, îïðåäåëÿþùèé ñîîòíîøåíèå
ìåæäó ïðèðîñòîì äîõîäà è âûçûâàþùèì åãî óâåëè÷åíèåì èíâåñòèöèé, àêñåëåðàòîð,
â ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäåëÿåò ðîñò èíâåñòèöèé, èíäóöèðîâàííûé ðîñòîì ïðîèçâîäñòâà
[1, 2].

Íàñ èíòåðåñóåò ðàñøèðåíèå ó÷àñòêîâ ìîíîòîííîñòè â ñëó÷àå çàòóõàþùèõ êî-
ëåáàíèé â íåïðåðûâíûõ ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ (1). Äàëåå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
äèñêðåòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ïðîäîëæåíî íà âåùåñòâåííóþ ïîëóîñü ñ ñîõðà-
íåíèåì êîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå (1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
ôîðìå:

y(t) = A+ α · rt · cosωt, tε[0,∞) (2)

ãäå r - ìîäóëü êîðíÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ïðè÷¼ì r<1, à ω - àðãóìåíò óêà-
çàííîãî êîðíÿ, ω îïðåäåëÿåò ÷àñòîòó êîëåáàíèé ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè ñòàöèîíàð-
íîé òî÷êè y ≡ A = const, α - ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà, çàâèñÿùàÿ îò âûáîðà íà÷àëüíûõ
äàííûõ (α = y(0)− A).

Ðàñïðåäåëåíèå ó÷àñòêîâ ìîíîòîííîñòè åñòåñòâåííî ñâÿçàíî ñ ïîâåäåíèåì
ôóíêöèè T(t) � äëèíû ïîäêàñàòåëüíîé â ïðîåêöèè íà îñü t. Â äàííîì ñëó÷àå äëÿ
T(t) ïîëó÷èì âûðàæåíèå:

T (t) = − A+ αrt · cosωt

αrt ln r · cosωt− ωαrt · sinωt
= T (t) =

A · r−t + α · cosωt

α · ln r · cosωt− ω · α · sinωt
, (3)

Îòñþäà:

T ′(t) = −(A · r−t · ln r + α · ω · sinωt) · α · ln r · cosωt− α · ω · sinωt
(α · ln r · cosωt− ω · α · sinωt)2

+

+
αω · ln r · sinωt− αω2· cosωt

(α ln r · cosωt− ωα · sinωt)2
· (A · r−t + α · cosωt). (4)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (4) ïðè t→∞ ïîëó÷èì ñëåäóþùåå àñèìïòîòè÷åñêîå óðàâíå-
íèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýêñòðåìóìîâ ïîäêàñàòåëüíûõ äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t:

αω(ln r + 1) · sinωt+ (αω2 − ln2 r) · cosωt = 0. (5)

Îòêóäà

tanωt =
αω · (ln r + 1)

ln2 r − αω2
(6)

Òàêèì îáðàçîì, êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ tn àñèìïòîòè÷åñêè ðàñïðåäåëåíû êàê
àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ:

tn =
1

ω

{
πn+ arctan

[
αω · (lnr + 1)

ln2r − αω2

]}
, nεN (7)
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Ñîîòâåòñòâåííî ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ (ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå)
äëèí ïîäêàñàòåëüíûõ ðàñïðåäåëåíû àñèìïòîòè÷åñêè êàê ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ
ñ âåäóùèì ÷ëåíîì âèäà:

Tn = ±C(α, ω) · r−
πn
ω , (8)

ãäå C(α, ω) - íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò âõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è:
ïàðàìåòðîâ ìîäåëè è íà÷àëüíûõ äàííûõ, à ÷åðåç Tn îáîçíà÷åíî àñèìïòîòè÷åñêîå
çíà÷åíèå T (tn) ïðè n→∞.

Ðåçóëüòàòû

Ðèñ. 1. Ïîëîæèòåëüíûå ïîäêàñàòåëüíûå â ìîäåëè Ñàìóýëüñîíà-Õèêñà

Ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ ìóëüòèïëèêàòîðà è àêñåëåðàòîðà, íàöèîíàëü-
íûé äîõîä äîñòèãàåò íîâîãî ðàâíîâåñíîãî óðîâíÿ, ïðîéäÿ ÷åðåç çàòóõàþùèå êîëåáà-
íèÿ. Ñêîðîñòü äîñòèæåíèÿ íîâîãî ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé
âåëè÷èíîé, ÿâëÿþùåéñÿ àíàëîãîì ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè, è çàâèñÿùåé îò êîýôôè-
öèåíòîâ ìîäåëè:

R = lim
x→∞

ln |Tn|
n

=
π · ln r
ω

(9)

èëè â òåðìèíàõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè:

R =
2π lnw

arccos (a+w
2
√
w

)
. (10)

Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëü Ñàìóýëüñîíà-Õèêñà äàåò âîçìîæíîñòü íå òîëüêî ñäå-
ëàòü âûâîäû î ïðè÷èíàõ âîçíèêíîâåíèÿ êîíúþíêòóðíûõ öèêëè÷åñêèõ êîëåáàíèé â
ýêîíîìèêå, íî è îöåíèòü ñêîðîñòü äîñòèæåíèÿ ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ íàöèîíàëüíîé
ýêîíîìèêè.

×åðåäîâàíèå ïåðèîäîâ ðîñòà ñ êðèçèñíûìè ìîìåíòàìè â ýêîíîìèêå ëþáîé
ñòðàíû ãåíåðèðóåò åñòåñòâåííîå ïðåäïîëîæåíèå î ñóùåñòâîâàíèè âíóòðåííèõ ïåðèî-
äè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòåé â äåëîâîé àêòèâíîñòè ñòðàíû. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî, ÷òî-
áû êà÷åñòâåííûå òåîðåòè÷åñêèå ïîñòðîåíèÿ â äàííîé ïðåäìåòíîé îáëàñòè ñîäåðæàëè
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íå òîëüêî îáúÿñíåíèÿ âíóòðåííèõ ìåõàíèçìîâ ðàçâèòèÿ ýêîíîìèêè è îïðåäåëåíèå
ñòèìóëîâ ðîñòà, íî è äàâàëè ïðîãíîçíûå îöåíêè âðåìåíè âõîæäåíèÿ ýêîíîìè÷åñêèõ
ñèñòåì â ðàâíîâåñíûå ñîñòîÿíèÿ, íà äîñòèæåíèå ïîñëåäíåé öåëè è îðèåíòèðîâàíà
íàñòîÿùàÿ ðàáîòà.

Àâòîðû áëàãîäàðíû ôîíäó ÐÔÔÈ çà ôèíàíñîâóþ ïîääåðæêó íà-
ñòîÿùèõ èññëåäîâàíèé, ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ � 14-01-00253
à.
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Àííîòàöèÿ: Ðàçðàáàòûâàåòñÿ äâóìåðíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîëèêðè-
ñòàëëè÷åñêîãî îáðàçöà è ýêñïåðèìåíòà, ïîëó÷àåìîãî ìåòîäàìè ýëåêòðîííîé ìèêðî-
ñêîïèè, äëÿ ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ èçìåðåíèé: øàãà ñêàíèðîâàíèÿ è ïîðîãîâîãî óã-
ëà ðàçîðèåíòàöèè. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ñðàâíåíèÿ õàðàêòå-
ðèñòèê òåêñòóðû îáðàçöà è èçìåðåíèé: ðàñïðåäåëåíèå ç¼ðåí ïî ðàçìåðàì, ñðåäíèé
ðàçìåð çåðíà, äèñïåðñèÿ; ðàñïðåäåëåíèå ïî óãëàì ðàçîðèåíòàöèè, ñðåäíèé óãîë ðà-
çîðèåíòàöèè, äèñïåðñèÿ; îöåíêè ÔÐÎ â òð¼õìåðíîì âèäå è â îäíîïàðàìåòðè÷åñêîì
ïðåäñòàâëåíèè. Ïðîâåðêà ñîîòâåòñòâèé âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ ðàñïðåäåëåíèé îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ χ2. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé ñôîðìóëèðîâàíû
â âèäå óòâåðæäåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îðèåíòàöèÿ íà ãðóïïå âðàùåíèé SO(3), ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî,
ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ç¼ðåí ïî ðàçìåðàì, ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ óãëà ðàçîðè-
åíòàöèé, ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îðèåíòàöèé, øàã èçìåðåíèÿ, ïîðîãîâûé óãîë ðàçî-
ðèåíòàöèè.

SIMULATION OF EBSD EXPERIMENT AND CALCULATION OF THE
POLYCRYSTALLINE TEXTURE CHARACTESTICS

Abstract: A two-dimensional mathematical model is proposed for a
polycrystalline specimen and an electron microscopy experiment with varying
measurement parameters, such as the scanning step and the threshold disorientation
angle. Experimental results are used to compare specimen texture characteristics and
measurements: the grain size distribution, average grain size, variance; disorientation
angle distribution, average disorientation angle, variance; and estimates of the orientation
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distribution function in three-dimensional form in a one-parameter representation. All
these distributions are tested by applying a chi-square homogeneity test. The most
important aspects of the experiment are formulated as propositions.

Keywords: orientation on the rotation group SO(3), Monte Carlo method, grain
size distribution density, disorientation angle distribution density, orientation distribution
function, measurement step, threshold disorientation angle, chi-square test.

Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Â ðàáîòå âðàùåíèå îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ óãëîâ Ýéëåðà g = (φ, θ, ψ),−π ≤
φ, ψ < π, 0 ≤ θ ≤ π, è ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöåé âðàùåíèÿ èç ãðóïïû SO(3) [1]. Îá-
ðàòíîå âðàùåíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå g = (π−ψ, θ, π−φ). Äàëåå îðèåíòàöèåé
çåðíà áóäåò íàçûâàòüñÿ ñîîòâåòñòâóþùåé åé ýëåìåíò g ∈SO(3).

Ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèé îáðàçåö, ñîñòîÿùèé èç ç¼ðåí ðàçëè÷íûõ ðàçìåðîâ è îðè-
åíòàöèé, ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñòàòèñòè÷åñêèé îáúåêò. Äëÿ åãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îïè-
ñàíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå õàðàêòåðèñòèêè: ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ç¼ðåí ïî
ðàçìåðàì (ÏÐÇÐ); ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ óãëîâ ðàçîðèåíòàöèè (ÏÐÓÐ) ìåæäó
ñîñåäíèìè ç¼ðíàìè; ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îðèåíòàöèé (ÔÐÎ).

Óãëû ðàçîðèåíòàöèè ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè ç¼ðíàìè gi, gi+1, i = 1,≤, N − 1,
âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå:

cos(ωi) =
(Tr(gig

−1
i+1))

2
, 0 ≤ ωi ≤ π, i = 1, . . . , N − 1. (1)

Ïðè ýòîì ÿäåðíàÿ îöåíêà ÔÐÎ èìååò âèä

fN =
1

α3

N∑
i=1

Ciq(
φ− φi
α

)q(
ψ − ψi
α

)q(
cos θ − cos θi

α
),

Ci =
xi∑N
i=1 xi

, t ∈ [−π, π], cos
t

2
= cos

(φ+ ψ)

2
cos

θ

2
.

(2)

ãäå Ci > 0, i = 1, . . . , N - âåñà, îïðåäåëÿåìûå ðàçìåðàìè ç¼ðåí, qi(t), i = 1, 2, 3 - ÿäðà
ñãëàæèâàíèÿ [1].

Ïðîâåäåíèå ìîäåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà

Ìîäåëèðîâàíèå îáðàçöà
Îáðàçåö ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð ç¼ðåí:

(xi, gi, ωi)i = 1, 2, . . . N − 1, (xN , gN), (3)

ãäå xi - ðàçìåð i-ãî çåðíà, ðàâíûé äèàìåòðó êðóãà, ïëîùàäü êîòîðîãî ðàâíà ïëîùàäè
ñå÷åíèÿ çåðíà; gi = (φi, θi, ψi) � îðèåíòàöèÿ i�ãî çåðíà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ óãëàì Ýéëå-
ðà −π ≤ φi, ψi < π, 0 ≤ θi ≤ π; ωi = (gi, gi+1) � óãîë ðàçîðèåíòàöèè ìåæäó ñîñåäíèìè
ç¼ðíàìè; N � êîëè÷åñòâî ç¼ðåí â îáðàçöå.

Ðàçìåðû ç¼ðåí, ðàñïðåäåë¼ííûå ïî ãàììà-ðàñïðåäåëåíèþ, ìîäåëèðóþòñÿ ìå-
òîäîì Íåéìàíà ïî ôîðìóëå

p(x, a, b) = ba/(Ã(a))x(a−1)e(−bx), x ≥ 0, a > 0, b > 0. (4)
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Ìîäåëèðîâàíèå íàáîðà îðèåíòàöèé ç¼ðåí ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ â âèäå
ÖÍÐ ñ çàäàííûì ïàðàìåòðîì ε > 0 ïðîèçâîäèòñÿ ñïåöèàëèçèðîâàííûì ìåòîäîì
Ìîíòå-Êàðëî ñ êîëè÷åñòâîì ñâåðòîê n = 6.

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ îáðàçöà ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå:
1) ãèñòîãðàììû ðàñïðåäåëåíèÿ ç¼ðåí ïî ðàçìåðàì xi, i = 1, . . . , N ;
2) îöåíêè ÔÐÎ äàþòñÿ â âèäå (2), ãäå Ci = xi/(

∑N
i=1 xi);

3) ãèñòîãðàììû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ óãëîâ ðàçîðèåíòàöèé (ÏÐÓÐ) ç¼ðåí
ωi, i = 1, . . . , N − 1.

Îáðàçåö ñ ãðàíèöàìè ìîäåëèðóåòñÿ êàê íàáîð ç¼ðåí (2), ìåæäó êîòîðûìè ðàñ-
ïîëîæåíû ãðàíèöû � âåëè÷èíû, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå â (0, 2

10
γ), ãäå γ > 0

òàêîå, ÷òî ïëîùàäü ãðàíèö ñîñòàâëÿåò 10% îò ïëîùàäè ç¼ðåí. Îáû÷íî ïëîùàäü îá-
ëàñòè ñ ãðàíèöàìè èçìåðåíèé ñîñòàâëÿåò îò 10 äî 50 %.

Ìîäåëèðîâàíèå èçìåðåíèé îáðàçöà
Çàäàþòñÿ ïàðàìåòðû èçìåðåíèé: h - øàã ñêàíèðîâàíèÿ; ω0 - ïîðîãîâîå çíà÷å-

íèå óãëà ðàçîðèåíòàöèè äëÿ îïðåäåëåíèÿ 2-õ ñîñåäíèõ ðàçëè÷íûõ ç¼ðåí gi, gi+1 ïî
âåëè÷èíå óãëà ðàçîðèåíòàöèè ìåæäó íèìè (1).

Èçìåðåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ â òî÷êàõ ∆k = kh, k = 1, 2, . . . , N1. Äëÿ èçìåðå-
íèÿ â òî÷êå ∆1 = h áåð¼òñÿ îðèåíòàöèÿ òîãî çåðíà, â êîòîðîì îêàçàëàñü òî÷êà
∆1,(îáîçíà÷èì ïîëó÷åííóþ îðèåíòàöèþ g1); äëÿ òî÷êè ∆2 = 2h îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäó-
þùàÿ îðèåíòàöèÿ g2 è ò.ä. Â ñëó÷àå îáðàçöà ñ ãðàíèöàìè ïðè ïîïàäàíèè íà ãðàíèöó
äàííîé òî÷êå ïðèñâàèâàëàñü îðèåíòèðîâêà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ óãëàì Ýéëåðà, ðàâíûì
ñðåäíåìó àðèôìåòè÷åñêîìó óãëîâ äâóõ áëèæàéøèõ îïðåäåë¼ííûõ îðèåíòèðîâîê.

Ïî ïîëó÷åííûì îðèåíòàöèÿì âû÷èñëÿþòñÿ óãëû ðàçîðèåíòàöèè ω̂k =
(ĝk, ĝk+1), k = 1, . . . , N1 − 1 ïî ôîðìóëå (1). Åñëè ω̂k ≤ ω0, òî k-é è (k + 1)-é øà-
ãè ïðèíàäëåæàò îäíîìó çåðíó, ò.å. ðàññòîÿíèå ((k − 1)h, (k + 1)h) íàõîäèòñÿ âíóòðè
îäíîãî çåðíà. Åñëè n èçìåðåíèé îêàçàëèñü âíóòðè j-ãî çåðíà, òî ðàçìåð çåðíà ñ÷èòà-
åòñÿ ðàâíûì x̃j = nh, óãëû Ýéëåðà âû÷èñëÿþòñÿ êàê ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ñîîò-
âåòñòâóþùèõ äàííûõ n èçìåðåíèé:φ̃j = 1

n

∑n
i=1 φ̂ij, θ̃j = 1

n

∑n
i=1 θ̂ij, ψ̃j = 1

n

∑n
i=1 ψ̂ij.Â

ñëó÷àå åñëè ω̂k > ω0, òî â òî÷êå (k + 1)h íà÷èíàåòñÿ íîâîå çåðíî.
Â ðåçóëüòàòå èçìåðåíèé ïîëó÷åí íàáîð ç¼ðåí

(x̃i, g̃i, ω̃i)i = 1, 2, . . . Ñ − 1, (x̃Ñ , g̃Ñ). (5)

Îáðàáîòêà ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòà ïðîèçâîäèòñÿ ïóò¼ì ïîñòðîåíèÿ ãèñòîãðàììû
ðàçìåðîâ ç¼ðåí x̃i, i = 1, .., Ñ âû÷èñëåíèÿ îöåíêè ÔÐÎ, àíàëîãè÷íîé (2), ïîñòðîåíèÿ
ãèñòîãðàììû ÏÐÓÐ ω̃i, i = 1, .., Ñ − 1.

Îáðàáîòêà ðåçóëüòàòîâ

Ïðåäïîëîæåíèå îá èçâåñòíûõ ÔÐÎ (2), ÏÐÓÐ è ÏÐÇÐ îáðàçöà ïîçâîëÿåò ñðàâ-
íèòü ïîëó÷åííûå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ìîäåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ñ äàííûìè îáðàç-
öà.

1) Âû÷èñëÿþòñÿ îöåíêè õàðàêòåðèñòèê ÏÐÇÐ è ÏÐÓÐ � ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-
äàíèÿ Mξ,Mω è äèñïåðñèè Dξ,Dω äëÿ îáðàçöà è èçìåðåíèé:

x̄ =
1

N

N∑
i=1

xi, ω̄ =
1

N − 1

N−1∑
i=1

ωi; (6)

s2
x =

1

N − 1

N∑
i=1

(xi − x̄)2, s2
ω =

1

N − 2

N−1∑
i=1

(ωi − ω̄)2; (7)
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Äëÿ èçìåðåíèé â ôîðìóëàõ (4) è (6) èñïîëüçóåòñÿ íàáîð ç¼ðåí (3).
Ãèïîòåçà î ñîâïàäåíèè ÏÐÇÐ, ÏÐÓÐ â îáðàçöå è â èçìåðåíèÿõ ïðîâåðÿåòñÿ ïî

êðèòåðèþ îäíîðîäíîñòè χ2. Äëÿ ýòîãî ñîñòàâëÿëàñü ñòàòèñòèêà

Z = NÑ

r∑
j=1

(
mj
N
− m̃j

Ñ
)2

mj + m̃j

, (8)

ãäå r - êîëè÷åñòâî ÿ÷ååê ðàçáèåíèÿ, mj è m̃j � êîëè÷åñòâî ïîïàâøèõ â j-þ ÿ÷åéêó
ç¼ðåí â îáðàçöå è èçìåðåíèÿõ ñîîòâåòñòâåííî. Ðàçáèåíèå îáëàñòè çíà÷åíèé ðàçìåðîâ
ç¼ðåí â êàæäîì ñëó÷àå âûáèðàëîñü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ÷àñòîòû ïîïàäàíèÿ ç¼ðåí
â îòäåëüíóþ ÿ÷åéêó äëÿ îáðàçöà è èçìåðåíèé áûëè áëèçêè äðóã ê äðóãó.

Ïî êðèòåðèþ îäíîðîäíîñòè χ2 òàêæå ïðîâåðÿåòñÿ ñîîòâåòñòâèå îäíîïàðàìåò-
ðè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé ÔÐÎ îáðàçöà è èçìåðåíèé, êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîð-
ìóëå [1]

fN =
1

α

N∑
i=1

Ciq(
t− ti
α

), Ci =
xi∑N
i=1 xi

,

t ∈ [−π, π], cos
t

2
= cos

(φ+ ψ)

2
cos

θ

2
.

(9)

q(t) � ãàóññîâñêîå ÿäðî ñãëàæèâàíèÿ.
Äëÿ ÔÐÎ èçìåðåíèé â ôîðìóëå (9) èñïîëüçóþòñÿ òå îðèåíòèðîâêè è ðàçìåðû

ç¼ðåí, êîòîðûå áûëè ïîëó÷åíû â ðåçóëüòàòå ìîäåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà.

×èñëåííûå ðåçóëüòàòû

Ðåçóëüòàòû äëÿ îáðàçöîâ áåç ãðàíèö
Ïî ñõåìå, èçëîæåííîé â ïóíêòå 2.1 áûëî ïðîèçâåäåíî ìîäåëèðîâàíèå äâóõ

îáðàçöîâ ñ ïàðàìåòðàìè ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ
(1) a = 2, b = 1, òîãäà Mξ = a

b
= 2 � ñðåäíèé ðàçìåð çåðíà â îáðàçöå, Dξ =

a
b2

= 2;
(2) a = 8, b = 2, òîãäà Mξ = a

b
= 4 � ñðåäíèé ðàçìåð çåðíà â îáðàçöå, Dξ =

a
b2

= 2.
Ïî êðèòåðèþ ñîãëàñèÿ χ2 ïðîâåðÿåòñÿ ñîâïàäåíèå ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ è ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðàçìåðîâ ç¼ðåí îáðàçöà. Ãèïîòåçà î ñîâïàäåíèè ïðèíèìàåòñÿ
ñ óðîâíåì äîâåðèÿ 0.95, çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè îêàçàëîñü ïîðÿäêà 10−5 ñ êîëè÷åñòâîì
ñòåïåíåé ñâîáîäû 50.

Êîëè÷åñòâî çåðåí N â îáðàçöå áûëî âûáðàíî ðàâíûì 1000. Îðèåíòàöèè ç¼ðåí
â îáðàçöå ìîäåëèðîâàëèñü ñïåöèàëèçèðîâàííûì ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî äëÿ ÖÍÐ íà
SO(3) c îñòðîòîé òåêñòóðû ε = 1

8
, êîëè÷åñòâî ñâ¼ðòîê n = 6 [1].

Äàëåå èñïîëüçîâàëàñü ìîäåëü ýêñïåðèìåíòà, ïðåäëîæåííàÿ â ïóíêòå 2.2. Äëÿ
äàííîãî îáðàçöà áûëè âûáðàíû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ èçìåðåíèé [2]:

à) h =0.5 ìêì; 1.0 ìêì; 2.0 ìêì äëÿ îáðàçöà (1), h =2.2 ìêì; 3.0 ìêì; 4.0 ìêì
äëÿ îáðàçöà (2);

á) ω0 = 5o, 10o, 20o.
Øàãè ñêàíèðîâàíèÿ äëÿ îáðàçöîâ âûáèðàëèñü òàê, ÷òîáû êîëè÷åñòâî ç¼ðåí â

îäíîì îáðàçöå, ðàçìåð êîòîðûõ ìåíüøå øàãà, áûëî ïðèìåðíî ðàâíî êîëè÷åñòâó ç¼-
ðåí â äðóãîì îáðàçöå.Îáðàçöû èçìåðÿëèñü öåëèêîì, ïîýòîìó êîëè÷åñòâî èçìåðåííûõ
çåðåí ñîñòàâëÿëî 1000.

Ðåçóëüòàòû è ðåêîìåíäàöèè ê âûáîðó ïàðàìåòðîâ EBSD èçìåðåíèé âûðàæåíû
â âèäå óòâåðæäåíèé.
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Óòâåðæäåíèå 1. Ïðè âûáîðå øàãà ñêàíèðîâàíèÿ h ñëåäóåò ó÷èòûâàòü äîëþ
ç¼ðåí δlessh, ðàçìåð êîòîðûõ ìåíüøå h.

Óòâåðæäåíèå 2. Íà ñðåäíèé óãîë ðàçîðèåíòàöèè è äèñïåðñèþ ÏÐÓÐ ñèëüíî
âëèÿåò âûáîð ïîðîãîâîãî óãëà ðàçîðèåíòàöèè, è ñëàáî � øàãà ñêàíèðîâàíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 3. Ãèïîòåçà î ñîâïàäåíèè ÏÐÇÐ, ÏÐÓÐ, ÔÐÎ îáðàçöà è èç-
ìåðåíèé ñîãëàñíî êðèòåðèþ îäíîðîäíîñòè χ2 ïðèíèìàåòñÿ ñ óðîâíåì äîâåðèÿ 0.95
ïðè ìàëîì ω0 = 5o è øàãàõ h =0.5 ìêì; 1.0 ìêì è h =2.2 ìêì; 3.0 ìêì äëÿ îáðàçöîâ
(1) è (2) ñîîòâåòñòâåííî.

Óòâåðæäåíèå 4. Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ÔÐÎ ñèëüíî òåêñòóðèðîâàííûõ îá-
ðàçöîâ ñëåäóåò âûáèðàòü íåáîëüøîé ïîðîãîâûé óãîë ðàçîðèåíòàöèè.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ îáðàçöîâ â êà÷åñòâå òàêîãî óãëà ìîæíî âûáðàòü ω0 = 5o.

Óòâåðæäåíèå 5. Óìåíüøåíèå øàãà ñêàíèðîâàíèÿ íåçíà÷èòåëüíî óëó÷øàåò
âîññòàíîâëåíèå ÔÐÎ ïî îòäåëüíûì îðèåíòèðîâêàì.

Ðåçóëüòàòû äëÿ îáðàçöîâ ñ ãðàíèöàìè
Â êà÷åñòâå îáðàçöà ñ ãðàíèöàìè èññëåäîâàëñÿ îáðàçåö (1), â êîòîðûé áûëè

äîáàâëåíû ãðàíèöû ïî ñõåìå, îòïèñàííîé â ïóíêòå 2.1.
Â ðåçóëüòàòå èçìåðåíèé íîâîãî îáðàçöà, â êîòîðîì ñîäåðæèòñÿ îêîëî 10 %

ãðàíèö îò îáùåãî ðàçìåðà ç¼ðåí, áûëè çàôèêñèðîâàíû ñëåäóþùèå íàáëþäåíèÿ.
Â ýêñïåðèìåíòå èçìåðÿëàñü ÷àñòü îáðàçöà ñ ãðàíèöàìè, ðàâíàÿ îáðàçöó áåç

ãðàíèö, ïîýòîìó èññëåäîâàëîñü 912 ç¼ðåí.

Óòâåðæäåíèå 6. Ïðè óìåíüøåíèè øàãà ñêàíèðîâàíèÿ ÷èñëî ïîïàäàíèé íà
ãðàíèöó âîçðàñòàåò.

Óòâåðæäåíèå 7. Ïðè ïîïàäàíèè íà ãðàíèöó çåðíà ïðèñâîåííàÿ äàííîé òî÷êå
îðèåíòèðîâêà, íàéäåííàÿ êàê ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå äâóõ ñîñåäíèõ, ìîæåò îáðà-
çîâûâàòü îòäåëüíîå çåðíî (íàçîâ¼ì åãî ìíèìûì [2]).

Ñëåäñòâèå èç Óòâåðæäåíèÿ 7. Íàëè÷èå ìíèìûõ ç¼ðåí ñèëüíî èñêàæàåò ïî-
ëó÷àåìûå ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê òåêñòóðû, ïðè÷¼ì,
÷åì ìåíüøå ïàðàìåòðû èçìåðåíèé h è ω0 , òåì ñèëüíåå èñêàæåíèå.

Âûâîäû

Ðàçðàáàòûâàåòñÿ äâóìåðíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îáðàçöà è EBSD ýêñïåðè-
ìåíòà äëÿ ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ èçìåðåíèé: øàãà ñêàíèðîâàíèÿ è ïîðîãîâîãî óãëà
ðàçîðèåíòàöèè. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà ïîëó÷àåìûå ðåçóëüòàòû
èçìåðåíèé îêàçûâàåò âûáîð ïîðîãîâîãî óãëà ðàçîðèåíòàöèè. Äëÿ åãî âûáîðà ñëåäóåò
èñïîëüçîâàòü çíàíèå ñïîñîáà èçãîòîâëåíèÿ îáðàçöà. Ïðè áîëüøîì ñîäåðæàíèè â îá-
ðàçöå ãðàíèö ñëèøêîì ìàëåíüêèé øàã ñêàíèðîâàíèÿ ìîæåò ïðèâåñòè ê èñêàæåíèþ
ðåçóëüòàòîâ âñëåäñòâèå âîçíèêíîâåíèÿ ìíèìûõ ç¼ðåí. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëåå òî÷íûõ
ðåçóëüòàòîâ ïðè âûáîðå øàãà ñêàíèðîâàíèÿ íåîáõîäèìî, êðîìå ñðåäíåãî ðàçìåðà çåð-
íà â îáðàçöå, èñïîëüçîâàòü äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ, îòðàæàþùóþ äèñïåðñèþ
ðàçìåðîâ, íàïðèìåð, äîëþ ç¼ðåí â îáðàçöå ñ ðàçìåðîì, ìåíüøèì øàãà.
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REGARDING THE OPTICAL PROBLEM OF ENLIGHTENMENT AND
ALGORITHMS FOR SOLVING THE ATTENUATION PROBLEM IN

THE CHEBYSHEV SENSE

Abstract: The report is devoted to the mathematical modeling of electromagnetic
�elds in layered media (MDS). The theorem describing the solution of the classical problem
of enlightenment for a double-layered MDS and the mathematical formulation of the
problem of enlightenment in the Chebyshev sense. Studied the localization of zeroes of
pro�ling functions double-layered MDS and enlightenment areas of the such systems.

Keywords: optics, enlightenment, magnetodielectrics system, MDS, the algorithm
for solving the problem of enlightenment.

1. Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïî-
ëåé â ìíîãîñëîéíûõ ìàãíèòîäèýëåêòðè÷åñêèõ ñèñòåìàõ (ÌÄÑ) (ñì., íàïðèìåð, [1]).

Îäíàêî, ìíîãèå çàäà÷è äëÿ òàêèõ ñèñòåì (ñì., íàïðèìåð, [2], [3]) ìàëî èçó÷åíû,
äàæå ïðè N = 2, 3.

Îïèðàÿñü íà [2] � [4], â ÷àñòíîñòè, óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè N = 2 ïðîñòðàíñòâî
ïàðàìåòðîâ (ìàòåðèàëîâ) ñëîèñòûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì ãðàôîì ñ 20 âåðøèíà-
ìè, 66 ð¼áðàìè è 48 ãðàíÿìè (ñì. ðèñ. 1).

Ïîêàçàíî, ÷òî îòíîñèòåëüíî ïîäõîäÿùèõ âñïîìîãàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ âñå-
âîçìîæíûå ãðàíèöû îáëàñòåé îãðàíè÷åíèÿ ïðîôèëèðóþùåé ôóíêöèè ïî çàäàííîìó
óðîâíþ h = α2

j , j = 0, 1, 2, 3, ãäå αj, j = 0, 1, 2, 3 âû÷èñëèòåëüíûå ïàðàìåòðû äâóõ-
ñëîéíûõ ÌÄÑ, ÿâëÿþòñÿ ãèïåðáîëàìè.

Äîêàçàíû óòâåðæäåíèÿ î ëîêàëèçàöèè íóëåé ïðîôèëèðóþùèõ ôóíêöèé äâóõ-
ñëîéíûõ ÌÄÑ è îáëàñòåé ïðîñâåòëåíèÿ òàêèõ ñèñòåì.

Â [2] àíîíñèðîâàíà òåîðåìà, îïèñûâàþùàÿ ðåøåíèÿ êëàññè÷åñêîé çàäà÷è ïðî-
ñâåòëåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [1]) äëÿ äâóõñëîéíûõ ÌÄÑ è äàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòà-
íîâêà çàäà÷è ïðîñâåòëåíèÿ â ñìûñëå ×åáûøåâà äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ñëî¼â N (ñì. òàêæå
[3]).
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Ðèñ. 1. Ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ P2 äâóõñëîéíûõ ÌÄÑ � êàðòà èçìåíåíèÿ
ñâîéñòâ ôóíêöèè F (t1, t2) . Íàáîðàìè ÷èñåë (ijkl) îòìå÷åíû îáëàñòè, äëÿ
òî÷åê êîòîðûõ âûïîëíåíû óïîðÿäî÷èâàþùèå íåðàâåíñòâà α2

i < α2
j < α2

k < α2
l

è óñëîâèå (3). Íàáîðàìè ÷èñåë (ijkl) îòìå÷åíû îáëàñòè, äëÿ òî÷åê êîòîðûõ
âûïîëíåíû óïîðÿäî÷èâàþùèå íåðàâåíñòâà, à óñëîâèå (3) íå âûïîëíÿåòñÿ.

Òðè æèðíûå ëèíèè âûðîæäåíèÿ θj = 1 (íà íèõ α2
j = α2

0 è α2
i = α2

l , i 6= j, 0,
l 6= j, 0), îáðàçóþò ñðåäíèé òðåóãîëüíèê I′, II′, III′ . Òðè ïîëóæèðíûå ëèíèè

θj = Θ (íà íèõ α2
j = α2

0 ), îáðàçóþò áîëüøîé òðåóãîëüíèê I, II, III . Òðè
òîíêèå ëèíèè θj = Θ1/2 (íà íèõ αj = 0 ), îáðàçóþò ìàëûé òðåóãîëüíèê 1,2,3 .

Êðîìå òîãî, íàíåñåíû òðè ìåäèàíû âñåõ òðåóãîëüíèêîâ (íà íèõ α2
j = α2

k ).
Óñëîâèå (3) âûïîëíÿåòñÿ â çàìêíóòîì ìàëîì òðåóãîëüíèêå è åãî çàìêíóòûõ

âíåøíèõ óãëàõ.
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Íèæå ñôîðìóëèðîâàíà è ðåøåíà (ïðè N = 2) îñëàáëåííàÿ çàäà÷à ïðîñâåòëå-
íèÿ â ñìûñëå ×åáûøåâà, äëÿ ÷åãî ïðåäëîæåí ìåòîä óãëîâîãî "ñêàíèðîâàíèÿ" îáëà-
ñòåé ïðîñâåòëåíèÿ, ïîçâîëÿþùèé ýôôåêòèâíî íàõîäèòü òîëùèíû ñëî¼â ïðîñâåòëÿþ-
ùèõ ïîêðûòèé.

2. Ïðîáëåìà ñîãëàñîâàíèÿ (â ðàäèîòåõíèêå) èëè ïðîñâåòëåíèÿ (â îïòèêå)
ñîñòîèò â óìåíüøåíèè âåëè÷èíû RF � êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ Ôðåíåëÿ ìåæäó
äâóìÿ ïîëóïðîñòðàíñòâàìè, ïóò¼ì "âêëþ÷åíèÿ" ìåæäó íèìè íåêîòîðîé ÌÄÑ.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà êëàññè÷åñêîé çàäà÷è ïðîñâåòëåíèÿ (ñì. [1]):
Äëÿ çàäàííîé ÷àñòîòû ω0 ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë : R(ω0; ~p, ~ν) −→

~p,~ν
min .

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÌÄÑ äà¼ò ïðîñâåòëåíèå íà ÷àñòîòå ω, åñëè:

RN(ω) < RF , (1)

ÌÄÑ äà¼ò îêíî ïðîñâåòëåíèÿ (Ω1,Ω2), åñëè (1) ñïðàâåäëèâî ∀ω ∈ (Ω1,Ω2), à
ïîëíîå ïðîñâåòëåíèå âîçìîæíî íà ÷àñòîòå ω0, åñëè äëÿ ω0 ñóùåñòâóþò òàêèå çíà÷å-
íèÿ ~p, ~ν, ÷òî: R(ω0; ~p, ~ν) = 0.

Ïîêàçàíî, ÷òî â êëàññè÷åñêîé çàäà÷å ïðîñâåòëåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ~p, ~ν,
ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ {ω0} äëÿ RN(ω) . Â òî÷êàõ
{ω0} � RN(ω0) îäíî è òî æå. Ïðè "óäà÷íîì" âûáîðå ~p � RN(ω0) = 0.

Çàäà÷à ïðîñâåòëåíèÿ â ñìûñëå ×åáûøåâà ([2]):
Äëÿ èíòåðâàëà [Ω1,Ω2] ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë: max

Ω16ω6Ω2

RN(ω; ~p, ~ν) −→
~p,~ν

min .

Â [3] ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à ïðîñâåòëåíèÿ â ñìûñëå ×åáûøåâà äëÿ N = 1 èìå-
åò åäèíñòâåííûé ãëîáàëüíûé ìèíèìóì è, âîçìîæíî, êîíå÷íîå ÷èñëî, çàâèñÿùåå îò
âåëè÷èíû èíòåðâàëà [Ω1,Ω2] , ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ îñëàáëåííàÿ çàäà÷à ïðîñâåòëåíèÿ â
ñìûñëå ×åáûøåâà, åñëè ìèíèìèçàöèÿ â ýòîé çàäà÷å ïðîâîäèòñÿ òîëüêî ïî âåêòîðó
ïåðåìåííûõ ~ν (ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ~p â ïðîñòðàíñòâå
ïàðàìåòðîâ P2 = {~p}).

Îïðåäåëèì ïîðîæäàþùèå ôóíêöèè (ñì. [2]), ñäåëàâ â ýëåìåíòàõ ïåðâîãî
ñòîëáöà ìàòðèöû ïåðåäà÷è ÌÄÑ ïîäñòàíîâêó:

t1 = ν1 · ω , . . . , tN = νN · ω (2)

Ïîêàçàíî, ÷òî â çàäà÷àõ ïðîñâåòëåíèÿ è ñèíòåçà ïî àïðèîðè çàäàâàåìûì ýíåðãåòè÷å-
ñêèì õàðàêòåðèñòèêàì ÌÄÑ ìîæíî èìåòü äåëî òîëüêî ñî âòîðîé èç ýòèõ äâóõ ôóíê-
öèé, êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü ïðîôèëèðóþùåé è îáîçíà÷àòü F (~t) ,~t = (t1, . . . , tN) .
Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ýòà ôóíêöèÿ èìååò ïåðèîä π ∀ tj, j = 1, . . . , N , à îñíîâíîé
N -ìåðíûé êóá å¼ ïåðèîäîâ áóäåì îáîçíà÷àòü TN0 .

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðîôèëèðóþùàÿ ôóíêöèÿ ïðè äàííîì ~p èìååò
îáëàñòü ïðîñâåòëåíèÿ Gj

~p â íåêîòîðîì j-îì å¼ ïåðèîäå TNj , åñëè ∀~t ∈ Gj
~p ⊂ TNj :

F (~t) < α2
0.

Ñ ó÷¼òîì ïåðèîäè÷íîñòè ïðîôèëèðóþùàÿ ôóíêöèÿ F (~t) âñåãäà èìååò
ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî îáëàñòåé ïðîñâåòëåíèÿ (åñëè îíè âîîáùå ñóùåñòâóþò ïðè äàí-
íîì ~p).

Äëÿ îáëàñòåé ïðîñâåòëåíèÿ, ðàñïîëîæåííûõ â îäíîì è òîì æå ïåðèîäå ïðîôè-
ëèðóþùåé ôóíêöèè, íî îòâå÷àþùèõ ðàçíûì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà ~p) ìîæíî ñôîð-
ìóëèðîâàòü ñëåäóþùèé ïðèíöèï ïðåäïî÷òåíèÿ:
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îáëàñòü ïðîñâåòëåíèÿ G~p1 ëó÷øå îáëàñòè ïðîñâåòëåíèÿ G~p0 ,

åñëè G~p0 ⊂ G~p1 .
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Åñëè G~p êàêàÿ-ëèáî îáëàñòü ïðîñâåòëåíèÿ, òî âñÿêàÿ ÌÄÑ, ïîëó÷àåìàÿ èç
F (~t) ïî (2) ñ ~ν òàê, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ëó÷à (2) ñ G~p ñîñòîèò èç áîëåå ÷åì îäíîé òî÷êè,
îáÿçàòåëüíî èìååò õîòÿ áû îäíî îêíî ïðîñâåòëåíèÿ.

Â çàìêíóòîé îáëàñòè ïðîñâåòëåíèÿ G~p ôóíêöèÿ F (~t) äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíè-
ìóìà, êîòîðûé áóäåò òàêæå äîñòèãàòüñÿ è íà êàæäîì ïåðèîäå. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò
ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî (çàâèñÿùåå îò ~p, ~ν = ~ν( ~p)) ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ {ω0} RN(ω) .

3. Â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ P2 = {~p} åñòü òàêèå ëèíèè, ÷òî ïîâåäåíèå
ïðîôèëèðóþùåé ôóíêöèè F~p(t1, t2) êà÷åñòâåííî ìåíÿåòñÿ ïðè "ïåðåõîäå" òî÷êè ~p
÷åðåç ýòè ëèíèè.

Ò.ê. â ïðèëîæåíèÿõ ôóíêöèè F~p(t1, t2) èìååòñÿ õàðàêòåðíûé ïàðàìåòð:
Θ = p3/p0, òî â P2 óäîáíî ââåñòè "ïîêàçàòåëüíûå" êîîðäèíàòû s1, s2:

θ1
def
= Θs1 + 1/2 , θ3

def
= Θ− s2 + 1/2 , à òîãäà θ2 = Θs2−s1 .

Ïðîñòðàíñòâî P2 â êîîðäèíàòàõ s1, s2 èçîáðàæ¼íî íà ðèñ. 1.
4. Â êâàäðàòå ïåðèîäîâ ïðîôèëèðóþùåé ôóíêöèè T 2 ðàçäåë¼ííîì ïðÿìû-

ìè t1 = π
2
, t2 = π

2
íà ÷åòûðå "÷åòâåðòè" T00, T01, T10, T11 ñóùåñòâóþò äâå çàìêíó-

òûå ÷åòûð¼õóãîëüíûå îáëàñòè, â êîòîðûõ íå ñóùåñòâóåò íóëåé ïðîôèëèðóþùåé
ôóíêöèè F~p(t1, t2) íè ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ s1, s2 ∈ P2 = {~p} . Ðàñïî-
ëîæåíû áåçíóëåâûå ÷åòûð¼õóãîëüíèêè âäîëü ãëàâíûõ äèàãîíàëåé ÷åòâåðòåé T10, T01

öåíòðàëüíîñèììåòðè÷íî äðóã äðóãó (îòíîñèòåëüíî öåíòðà T 2). Ãðàíèöà êàæäîãî
áåçíóëåâîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ñîñòîèò èç äâóõ îòðåçêîâ ãðàíèöû êâàäðàòà T 2 è äâóõ
êðèâûõ, äëÿ êîòîðûõ ìîæíî âûïèñàòü ÿâíûå ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ. Îáå êðè-
âûå èñõîäÿò èç ïîëóâåðøèíû (π

2
, π

2
) , îáðàùåíû âûïóêëîñòüþ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó

è ñîåäèíÿþò óêàçàííóþ ïîëóâåðøèíó ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè òî÷êàìè ãðàíèöû T 2 .
5. Óñëîâèå:

α0α1α2α3 < 0 (3)

ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ âíóòðåííèõ äëÿ ÷åòâåðòåé
Tij íóëåé ôóíêöèè F~p(t1, t2) . Ýòè íóëè ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ s1, s2 â îáëàñòÿõ
äîìèíèðîâàíèÿ I, II, III,O ïàðíû è çàïîëíÿþò ÷àñòè òðåóãîëüíèêîâ: äëÿ I� ñåâåðî-
âîñòî÷íóþ ïîëîâèíó T10 è þãî-çàïàäíóþ T01 , äëÿ II � þãî-çàïàäíóþ ïîëîâèíó T10

è ñåâåðî-âîñòî÷íóþ T01 , äëÿ III � þãî-çàïàäíóþ ïîëîâèíó T00 è ñåâåðî-âîñòî÷íóþ
T11 , äëÿ O � ñåâåðî-âîñòî÷íóþ ïîëîâèíó T00 è þãî-çàïàäíóþ T11 . Íóëè F~p(t1, t2),
îòâå÷àþùèå ðàçíûì çíà÷åíèÿì s1, s2 , ïðîñòûå è ðàçëè÷íû (çà èñêëþ÷åíèåì ïîëóâåð-
øèííûõ ðåøåíèé). Êàæäûé íåïîëóâåðøèííûé íóëü ôóíêöèè F~p(t1, t2) îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåò ñîîòâåòñòâóþùèå ýòîé ôóíêöèè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ s1, s2 .
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Àííîòàöèÿ: Ðàññìîòðåíû ìåòîäû ýìïèðè÷åñêîé âåðèôèêàöèè è ýìïèðè÷å-
ñêîãî âîññòàíîâëåíèÿ ìîäåëè ñóáúåêòèâíûõ ñóæäåíèé èññëåäîâàòåëÿ î ìîäåëè èñ-
ñëåäóåìîãî îáúåêòà, çàâèñÿùåé îò íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà. Ñóáúåêòèâíàÿ ìîäåëü
îïðåäåëåíà êàê ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðàìè ïðàâäîïîäîáèÿ è äîâåðèÿ, îïðåäåëÿþùèìè
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EMPIRICAL VERIFICATION, RESTORATION AND CORRECTION OF
A SUBJECTIVE MODEL

Abstract: Methods are considered for the empirical veri�cation and empirical
construction of the model of the researcher-modeler's subjective judgements about the
model of the research object that depends on an unknown parameter. The subjective
model is de�ned as the space with plausibility and belief measures that characterize the
modalities of researcher-modeler's judgements on the truth of each value of the parameter.

Keywords: subjective model, veri�cation, correction, empirical estimation

Ñðåäè èçâåñòíûõ ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñóáúåêòèâíûõ
ñóæäåíèé, äîïóñêàþùèõ ýìïèðè÷åñêîå ïîñòðîåíèå è âåðèôèêàöèþ, îòìåòèì áàéå-
ñîâñêèé ïîäõîä [1], â êîòîðîì çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè èíòåðïðåòèðóþòñÿ
êàê ñòåïåíè óâåðåííîñòè ñóáúåêòà â èñòèííîñòè åãî ñóæäåíèé; òåîðèþ Äåìïñòåðà-
Øåôôåðà è åå ìîäèôèêàöèè [2, 3], â êîòîðûõ ìîäàëüíîñòè ñóæäåíèé ñóáúåêòà îïðå-
äåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè ìåð äîâåðèÿ è ïðàâäîïîäîáèÿ, çàäàííûõ îáùåé âåñîâîé ôóíê-
öèåé; ñóáúåêòèâíóþ ëîãèêó [4], â êîòîðîé óâåðåííîñòü èñëåäîâàòåëÿ â èñòèííîñòè
ñóæäåíèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ åãî ñóáúåêòèâíûì âåñîì, à íåóâåðåííîñòü � îáùèì äëÿ
âñåõ ñîáûòèé âåñîì íåîïðåäåëåííîñòè. Âñåì ýòèì ìåòîäàì ñâîéñòâåííà òðóäíîñòü
ôîðìàëèçàöèè çíàíèé, íå ÿâëÿþùèõñÿ íè àáñîëþòíî äîñòîâåðíûìè, íè àáñîëþòíî
íåäîñòîâåðíûìè: îò èññëåäîâàòåëÿ òðåáóåòñÿ óêàçàòü ÷èñëåííóþ ñòåïåíü óâåðåííîñòè
â èñòèííîñòè âñåõ ñâîèõ âûñêàçûâàíèé. Ïåðå÷èñëåííûì ìåòîäàì ñâîéñòâåííû è ÷àñò-
íûå ïðîáëåìû, íàïðèìåð, ïðîáëåìà âûáîðà àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â áàéåñîâñêîì
ïîäõîäå, ïðîáëåìà âûáîðà ïðàâèëà êîìáèíèðîâàíèÿ â òåîðèè Äåìïñòåðà-Øåôôåðà è
â ñóáúåêòèâíîé ëîãèêå. Ïðåäëîæåííûé â [5] è ðàññìîòðåííûé äàëåå ïîäõîä ñâîáîäåí
îò ýòèõ íåäîñòàòêîâ, èáî òðåáóåò îò èññëåäîâàòåëÿ ëèøü óïîðÿäî÷èòü ñóæäåíèÿ ïî
ïðàâäîïîäîáèþ è äîâåðèþ èõ èñòèííîñòè.

Ìåðû ïðàâäîïîäîáèÿ è äîâåðèÿ è èõ ñâîéñòâà

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñóáúåêòèâíûõ ñóæäåíèé ìîäåëüåðà-èññëåäîâàòåëÿ
(ì.-è.) è èõ ìîäàëüíîñòåé îïðåäåëåíà â [5, 6] êàê ïðîñòðàíñòâî (X,P(X),Plx̃,Belx̃) ñ
ìåðàìè ïðàâäîïîäîáèÿ Plx̃(·) : P(X)→ L è äîâåðèÿ Belx̃(·) : P(X)→ L̂, â êîòîðîì X
� ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà x ìîäåëè M(x) îáúåêòà
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èññëåäîâàíèÿ, P(X) � êëàññ âñåõ ïîäìíîæåñòâX, x̃ � íåîïðåäåëåííûé ýëåìåíò (í.ý.)
ñî çíà÷åíèÿìè â X, ìîäåëèðóþùèé íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð x ∈ X, ìåðû Plx̃ è Belx̃

õàðàêòåðèçóþò ìîäàëüíîñòè ñóáúåêòèâíûõ ñóæäåíèé ì.-è. îá èñòèííîñòè êàæäîãî
x ∈ X çíà÷åíèÿìè Plx̃(x̃ = x) è Belx̃(x̃ 6= x), L = ([0, 1],6,+,×) = ([0, 1],6,max,min),
L̂ = ([0, 1],6, +̂, ×̂) = ([0, 1], 6̂,min,max) ñóòü øêàëû çíà÷åíèé ìåð Plx̃ è Belx̃, â
êîòîðûõ a 6 b⇔ b6̂a, a, b ∈ [0, 1]. Äëÿ âñåõ E ∈ P(X)

Plx̃(E)
def
= Plx̃(x̃ ∈ E) = sup

x∈E
tx̃(x), E 6= ∅,Plx̃(∅)

def
= 0,Plx̃(X) = 1,

Belx̃(E)
def
= Belx̃(x̃ ∈ E) = inf

x∈X\E
ŝx̃(x), E 6= X,Belx̃(X)

def
= 1,Belx̃(∅) = 0.

Ôóíêöèè tx̃(·) : X → L : tx̃(x)
def
= Plx̃(x̃ = x) è ŝx̃(·) : X → L̂ : ŝx̃(x)

def
=

= Belx̃(x̃ 6= x) íàçûâàþòñÿ ðàñïðåäåëåíèÿìè ïðàâäîïîäîáèé è äîâåðèé çíà÷åíèé í.ý.
x̃, çíà÷åíèÿ tx̃(x) è ŝx̃(x) îïðåäåëÿþò ïðàâäîïîäîáèå èñòèííîñòè ðàâåíñòâà x̃ = x è äî-
âåðèå èñòèííîñòè íåðàâåíñòâà x̃ 6= x, çíà÷åíèÿ Plx̃(E) è Belx̃(E) ñóòü ïðàâäîïîäîáèå
è äîâåðèå èñòèííîñòè âêëþ÷åíèÿ x̃ ∈ E ∈ P(X). Ïðîñòðàíñòâî (X,P(X),Plx̃,Belx̃),
â ñâîþ î÷åðåäü, âïîëíå õàðàêòåðèçóåò x̃ è äàëåå íàçûâàåòñÿ åãî ìîäåëüþ.

Èñïîëüçîâàíèå äàííûõ íàáëþäåíèé

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñóáúåêòèâíûõ ñóæäåíèé ì.-è. äîëæíà äîïóñêàòü ýì-
ïèðè÷åñêóþ âåðèôèêàöèþ, îñíîâàííóþ íà äàííûõ íàáëþäåíèé çà îáúåêòîì, ñ öåëüþ
ñîîòíåñåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííîé èññëåäîâàòåëåì ñóáúåêòèâíîé ìîäåëè ñ ðåàëüíîñòüþ,
åå ýìïèðè÷åñêóþ êîððåêöèþ íà îñíîâå ýòèõ äàííûõ, åñëè ìîäåëü ñîîòíîñèòñÿ ñ ðåàëü-
íîñòüþ äîñòàòî÷íî õîðîøî, è ýìïèðè÷åñêîå ïîñòðîåíèå íà îñíîâå ýòèõ æå äàííûõ,
åñëè åãî èíòåðåñóþò ìîäåëè îáúåêòà, ñîãëàñóþùèåñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè íàáëþäåíèé.
Ïðè ýòîì ñëåäóåò ðàçëè÷àòü ñîãëàñèÿ ñóáúåêòèâíîé ìîäåëè è ýìïèðè÷åñêè ïîñòðî-
åííîé è ñóáúåêòèâíîé ìîäåëè ñ äàííûìè íàáëþäåíèé.

Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî ì.-è. äîñòóïíû äàííûå íàáëþäåíèé çà îáúåêòîì, è îí íà-
ìåðåí èñïîëüçîâàòü èõ êàê äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè í. ý. x̃ êàê ýì-
ïèðè÷åñêîé ìîäåëè âîçìîæíûõ çíà÷åíèé x ∈ X, òàê è äëÿ îöåíêè ðåàëèñòè÷íîñòè
åãî ìîäåëè ñóáúåêòèâíûõ ñóæäåíèé, ïðåäñòàâëåííîé í.ý. x̃. Ñ ýòîé öåëüþ ì.-è. äëÿ
êàæäîãî x ∈ X ôîðìóëèðóåò ñòàòèñòè÷åñêóþ çàäà÷ó ïðîâåðêè ãèïîòåçû H(x) = {x}
ïðîòèâ êëàññà K(x) àëüòåðíàòèâíûõ H(x) ãèïîòåç î âîçìîæíûõ, îòëè÷íûõ îò x, çíà-
÷åíèÿõ, íàïðèìåð, ïðîòèâ K(x) = X \ {x}, x ∈ K(x), ãäå x � íåèçâåñòíîå çíà÷åíèå
ïàðàìåòðà âåðîÿòíîñòè Pr(·;x), êîíòðîëèðîâàâøåé äàííûå íàáëþäåíèé.

Îáîçíà÷èì ω(n) = (ω1, . . . , ωn) ∈ Ωn äàííûå n íàáëþäåíèé, Pr(n)(·;x) : An →
[0, 1] � êîíòðîëèðîâàâøóþ èõ âåðîÿòíîñòü, Ω∗(x, x

′, pr) ∈ An � îïòèìàëüíóþ îá-
ëàñòü, ìèíèìèçèðóþùóþ âåðîÿòíîñòü Pr(n)({ω(n) ∈ Ω(x, x′, pr)};x′) îøèáî÷íî ïðè-
íÿòü ãèïîòåçó H(x) = {x} ïðè êîíêóðèðóþùåé ÷àñòíîé àëüòåðíàòèâå {x′} ⊂ K(x),
ãäå pr = Pr(n)({ω(n) ∈ Ω∗(x, x

′, pr)};x) ∈ [0, 1] (1)

� âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòü ãèïîòåçó H(x), êîãäà îíà è íà ñàìîì äåëå âåðíà. Îãðàíè-
÷èìñÿ ñåìåéñòâàìè Pr(n)(·;x), x ∈ X, äëÿ êîòîðûõ îïòèìàëüíàÿ îáëàñòü Ω∗(x, x

′, pr)
ñóùåñòâóåò ∀ pr ∈ [0, 1] è ∀x′ ∈ K(x), x ∈ X.

Ïîñòðîåíèå ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè í.ý. x̃
Â ñëó÷àå ïðîñòîé ãèïîòåçû è ïðîñòîé àëüòåðíàòèâû ìîäåëü îáúåêòà îõàðàê-

òåðèçîâàíà óñëîâèÿìè H(x) = {x}, K(x) = {x′(x)} 6= {x}, x ∈ X, òî åñòü ∀x ∈ X
îáúåêò ìîæåò íàõîäèòüñÿ â îäíîì èç äâóõ ¾ñîñòîÿíèé¿, îïðåäåëåííûõ ëèáî çíà÷åíè-
åì x, ëèáî x′ = x′(x) 6= x, ãäå îòîáðàæåíèå x′(·) : X → X èçâåñòíî ì.-è.
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Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ñòàòèñòè÷åñêèõ çàäà÷ ïðîâåðêè ãèïîòåç H(x) = {x}
ïðîòèâ K(x) = {x′(x)}, x ∈ X, êîãäà óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè îáëàñòåé Ω∗(x, x

′, pr),
x ∈ X, pr ∈ [0, 1], äîñòàòî÷íû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè í. ý. x̃. Ïðè
îãîâîðåííûõ ñâîéñòâàõ ñåìåéñòâà Pr(n)(·;x), x ∈ X, êàê èçâåñòíî [7], îïòèìàëüíàÿ
îáëàñòü ïðèíÿòèÿ H(x) = {x} ïðîòèâ ëþáîé K(x) = {x′} 6= {x} èìååò âèä

Ω∗(x, x
′, pr) = {ω(n) ∈ Ωn, pr(n)(ω(n);x) ≥ λpr(n)(ω(n);x′)}, x, x′ ∈ X, x 6= x′,

ãäå pr(n)(ω(n);x), ω(n) ∈ Ωn, � ïëîòíîñòü Pr(n)(·;x) îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ìåðû µ,
êîòîðàÿ íå çàâèñèò îò x, çíà÷åíèå λ = λ(pr) ≥ 0 îïðåäåëåíî óñëîâèåì (1).

Äëÿ ëþáûõ x, x′ ∈ X, x 6= x′ Ω∗(x, x
′, pr) ⊂ Ω∗(x, x

′, pr′), åñëè pr ≤ pr′, pr, pr′ ∈
[0, 1], òî åñòü îòîáðàæåíèå Ω∗(x, x

′, pr) ìîíîòîííî ïî pr (ïî âêëþ÷åíèþ).
Îïðåäåëèì ñåìåéñòâà âçàèìíî îáðàòíûõ òî÷å÷íî-ìíîæåñòâåííûõ îòîáðàæå-

íèé Φ(·, pr) : X → An è Φ−1(·, pr) : Ω(n) → P(X), pr ∈ [0, 1],

Φ(x; pr)
def
= Ω∗(x, x

′(x), pr), x ∈ X,

Φ−1(ω(n); pr)
def
={x ∈ X,ω(n) ∈ Φ(x; pr)}, ω(n) ∈ Ωn, (2)

ãäå Φ(x; pr) ∈ An åñòü ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ω(n) ∈ Ωn, ïðè êîòîðûõ
ïðèíèìàåòñÿ H(x), Φ−1(ω(n); pr) ∈ P(X) åñòü ìíîæåñòâî x ∈ X, ïðè êîòîðûõ ïðè-
íèìàåòñÿ H(x), åñëè íàáëþäåíèå ω(n) ∈ Φ(x; pr). Ñîãëàñíî (2) ∀ pr ∈ [0, 1], ∀x ∈ X,
Pr(n)({ω(n) ∈ Ωn, x ∈ Φ−1(ω(n); pr)};x) = pr, ãäå ñëó÷àéíîå ìíîæåñòâî Φ−1(ω(n); pr) ïî-
êðûâàåò (îöåíèâàåò) çíà÷åíèå x ïàðàìåòðà âåðîÿòíîñòè Pr(n)(·;x), êîíòðîëèðîâàâøåé
íàáëþäåíèÿ ω(n), è îòîáðàæåíèå Φ−1(ω(n); pr) ìîíîòîííî ïî pr ∈ [0, 1]. Ýòè ñâîéñòâà
îòîáðàæåíèé Φ, Φ−1, êàê ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ, ïîç-
âîëÿþò ì.-è. ðàññìàòðèâàòü x ∈ X êàê çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîãî í.ý. x̃(ω(n)) è ñ÷èòàòü
ýòîò ñëó÷àéíûé í.ý. ýìïèðè÷åñêîé ìîäåëüþ åãî ñóáúåêòèâíûõ ñóæäåíèé î âîçìîæ-
íûõ çíà÷åíèÿõ íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà x ìîäåëè (Ω,A,Pr(·;x)), êîíòðîëèðîâàâøåé
äàííûå íàáëþäåíèé ω(n), èáî:

1. ×åì áîëüøå ìèíèìàëüíàÿ âåðîÿòíîñòü pr ∈ [0, 1], ïðè êîòîðîé ãèïîòåçà
H(x) ïðèíèìàåòñÿ, òåì çíà÷èòåëüíåå íàáëþäåíèå ω(n) ñâèäåòåëüñòâóåò ïðîòèâ H(x),
òåì ìåíåå ïðàâäîïîäîáíî ðàâåíñòâî x̃(ω(n)) = x.

2. ×åì áîëüøå ìàêñèìàëüíàÿ âåðîÿòíîñòü pr ∈ [0, 1], ïðè êîòîðîé ãèïîòåçà
H(x) îòêëîíÿåòñÿ, òåì çíà÷èòåëüíåå íàáëþäåíèå ω(n) ñâèäåòåëüñòâóåò ïðîòèâ H(x),
òåì ìåíåå ïðàâäîïîäîáíî ðàâåíñòâî x̃(ω(n)) = x.

Ýòè çàìå÷àíèÿ îïðåäåëÿþò ñòàòèñòè÷åñêóþ ìîäåëü ñëó÷àéíîãî í.ý. x̃(ω(n)) âà-
ðèàíòàìè ñëó÷àéíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïðàâäîïîäîáèé è äîâåðèé åãî çíà÷åíèé:

tx̃0(x;ω(n))
def
= 1− inf{pr | pr ∈ [0, 1], x ∈ Φ−1(ω(n); pr)}, ŝx̃0(x;ω(n))

def
= 1− tx̃0(x;ω(n)),

x ∈ X, ω(n) ∈ Ωn, è ñîîòâåòñòâóþùèå âàðèàíòû ñëó÷àéíûõ ïðàâäîïîäîáèÿ è äîâåðèÿ

Plx̃0(E;ω(n))
def
= 1− inf{pr ∈ [0, 1]|E ∩ Φ−1(ω−1(ω(n); pr) 6= ∅} =

= sup
x∈E

tx̃0(x;ω(n))
def
= Plx̃0(x̃ ∈ E;ω(n)),

E ∈ P(X), E 6= ∅, Plx̃0(∅;ω(n)) = 0, ω(n) ∈ Ωn;

Belx̃0(E;ω(n))
def
= 1− Plx̃0(X \ E;ω(n)) = sup{pr ∈ [0, 1]|Φ−1(ω−1(ω(n); pr) ⊂ E} =

= inf
x∈X\E

ŝx̃0(x;ω(n))
def
= Belx̃0(x̃ ∈ E;ω(n)),

E ∈ P(X), E 6= X, Belx̃0(X;ω(n)) = 1, ω(n) ∈ Ωn.
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Â ñëó÷àå ïðîñòîé ãèïîòåçû H(x) = {x} è ñëîæíîé àëüòåðíàòèâû K(x) ⊂
X \{x}, x ∈ X, âîîáùå ãîâîðÿ, ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî êëàññà Ω∗ íåäîñòàòî÷íî
äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè í.ý. x̃, èáî ∀x ∈ X îïòèìàëüíàÿ îáëàñòü
Ω∗(x, x

′, pr) îïðåäåëÿåòñÿ ¾÷àñòíîé àëüòåðíàòèâîé¿ {x′} ⊂ K(x), à åe ì.-è. óêàçàòü
íå ìîæåò; ì.-è. ∀x ∈ X çíàåò òîëüêî H(x) = {x} è K(x).

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè í.ý. x̃ íåîáõîäèìî, ÷òîáû ∀x ∈ X ∀x′ ∈
K(x) ∀ pr ∈ [0, 1] ∃Ω∗(x, x′, pr) = Ω∗(x,K(x), pr)

def
= Φ(x; pr), ò.å. ÷òîáû ∀ pr ∈ [0, 1] ∀x ∈

X ñóùåñòâîâàë êëàññ ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî x′ ∈ K(x) îïòèìàëüíûõ îáëàñòåé
Φ(x; pr) ïðèíÿòèÿ H(x), x ∈ X, [7]. Ïóñòü, íàïðèìåð, H(x) = {x}, K(x) = X \{x}, x ∈
X = R1, Pr(·;x) = N (x, σ2 = 1). Òàê êàê â êëàññå íåñìåùåííûõ îáëàñòåé ñóùåñòâóåò
ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî x′ ∈ K(x) îïòèìàëüíàÿ îáëàñòü ïðèíÿòèÿ H(x): ∀x′ ∈ K(x)

Ω∗(x, x
′, pr) = Φ(x; pr) = {ω(n) ∈ Rn, |ω(n) − x| ≤ αn(pr)}, ãäå ω(n) = 1

n

n∑
j=1

ωj, ωi,

i = 1, . . . , n, âçàèìíî íåçàâèñèìû, à αn = αn(pr) � êîðåíü óðàâíåíèÿ Pr(n)(|ω(n)−x| ≤
αn) = pr, [7], òî âàðèàíò ñëó÷àéíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ x̃

tx̃0(x;ω(n)) =
√

2/π

−
√
n|ω(n)−x|∫
−∞

exp(−z2/2)dz, x ∈ R1.

Íàêîíåö, äëÿ ñåìåéñòâà ñòàòèñòè÷åñêèõ çàäà÷ ïðîâåðêè ãèïîòåç H(x) = {x},
K(x) = X \ {x}, x ∈ X, ìíîæåñòâî Φ−1(ω(n); pr) ìîæíî îïðåäåëèòü íåïîñðåäñòâåí-
íî êàê îöåíèâàþùåå ìíîæåñòâî ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ (î.ì.ì.ï.). Ôóíêöèÿ
pr(n)(ω(n);x), x ∈ X, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ïðàâäîïîäîáèÿ, x′ � áîëåå ïðàâäîïîäîá-
íûì, ÷åì x, åñëè pr(n)(ω(n);x′) > pr(n)(ω(n);x), ñåìåéñòâî îöåíèâàþùèõ ìíîæåñòâ
Φ−1(ω(n); pr), pr ∈ [0, 1], ω(n) ∈ Ωn, íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâîì î.ì.ì.ï., åñëè äëÿ ëþ-
áûõ ω(n) ∈ Ωn è pr ∈ [0, 1] âêëþ÷åíèå x ∈ Φ−1(ω(n), pr) âëå÷åò âêëþ÷åíèå ëþáîãî
x′ ∈ Φ−1(ω(n), pr), íå ìåíåå ïðàâäîïîäîáíîãî, ÷åì x: pr(n)(ω(n);x′) ≤ pr(n)(ω(n);x). Ñå-
ìåéñòâî î.ì.ì.ï. Φ−1(ω(n), pr), pr ∈ [0, 1], ω(n) ∈ Ωn, îïðåäåëèì óñëîâèÿìè: ∀ω(n) ∈ Ωn

Φ−1(ω(n), pr) = {x ∈ X : pr(n)(ω(n);x) ≥ λ sup{pr(n)(ω(n);x′), x′ ∈ X}}, ãäå λ =
λ(pr) ∈ [0, 1] îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ Pr(n)({ω(n) ∈ Ωn, x ∈ Φ−1(ω(n); pr)};x) = pr,
pr ∈ [0, 1].

Ïðè ðåãóëÿðíîñòè [7] ñåìåéñòâà {Pr(n)(·;x)|x ∈ X = Rk} è åäèíñòâåííîñòè
ïðè n > n0 îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ x(ω(n)) = argmax

x′∈X
pr(n)(ω(n);x′) ïà-

ðàìåòðà x ∈ X ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè −2 ln(pr(n)(ω(n);x)/ sup
x′∈X

pr(n)(ω(n);x′)) ïðè

n→∞ è âåðíîé ãèïîòåçå H(x) ñõîäèòñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ χ2 ñ k ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.
Fχ2

k
(−2 lnλ(n)(pr)) → pr ïðè n → ∞, ãäå Fχ2

k
(·) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ χ2 ñ k

ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, îòêóäà

tx̃(ω(n))(x)− 1 + Fχ2
k

(
−2 ln(pr(n)(ω(n);x)/pr(n)(ω(n);x(ω(n))))

) n→∞−−−→ 0.

Äëÿ Pr(·;x) v N (x, 1) pr(n)(ω(n);x) = (2π)−n/2 exp(−1
2

∑n
i=1(ωi − x)2), ω(n) =

(ω1, . . . , ωn) ∈ Ωn, x ∈ X = R1, argmax
x′∈X

pr(n)(ω(n);x′) = x(ω(n)) = 1
n

∑n
i=1 ωi, î.ì.ì.ï.

Φ−1(ω(n); pr) = {x ∈ X, |x(ω(n))−x| ≤
√
−2 lnλ(pr)/

√
n = αn(pr)}, ãäå αn(pr) � êîðåíü

óðàâíåíèÿ Pr(n)(|ω(n) − x| ≤ αn) = pr.
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Ýìïèðè÷åñêàÿ âåðèôèêàöèÿ ñóáúåêòèâíîé ìîäåëè
Ñîãëàñèå ñóáúåêòèâíîé ìîäåëè í.ý. x̃ ñ ìîäåëüþ åãî îöåíêè x̃(ω(n)) Åñëè
ì.-è. ïðåäëîæèë ìîäåëü í.ý. x̃ äî ïîÿâëåíèÿ äàííûõ íàáëþäåíèé çà ìîäåëèðóåìûì
îáúåêòîì, òî îí ìîæåò èñïîëüçîâàòü í.ý. x̃(ω(n)) äëÿ àíàëèçà ñîñòîÿòåëüíîñòè ñâîåé
ìîäåëè í.ý. x̃, ñ÷èòàÿ x̃(ω(n)) ñòàòèñòè÷åñêîé îöåíêîé x̃.

Ïóñòü, íàïðèìåð, ñîãëàñíî åãî ìîäåëè x0 � åäèíñòâåííîå ìàêñèìàëüíî ïðàâ-
äîïîäîáíîå çíà÷åíèå, tx̃(x0) = 1. Åñëè äàííûå ω(n) êîíòðîëèðîâàëèñü N (x0, 1),
è, íàïðèìåð, x0 < x(ω(n)), òî âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü ëþáîå x′ > x(ω(n)) ðàâíà√

n
2π

+∞∫
x(ω(n))

exp
(
− (z−x0)2

2/n

)
dz = 1

2
tx̃0(x0;ω(n)). Åñëè tx̃0(x0;ω(n)) . 10−3, òî ìîäåëü í.ý.

x̃ ïëîõî ñîãëàñóåòñÿ ñ ìîäåëüþ x̃(ω(n)).
Åñëè èññëåäîâàòåëü ñ÷èòàåò, ÷òî ñîãëàñèå åãî ìîäåëè í.ý. x̃ ñ ìîäåëüþ í.ý.

x̃(ω(n)) óäîâëåòâîðèòåëüíîå, òî îí ìîæåò åå èñïîëüçîâàòü äëÿ êîððåêöèè ñâîåé ìîäå-
ëè, ïðèìåíèâ ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ¾êîëëåêòèâíîé ýêñïåðòèçû¿ [9].

Ñîãëàñèå ìîäåëè í.ý. x̃ ñ äàííûìè ω(n) íàáëþäåíèé çà îáúåêòîì Ñóäèòü î
òîì, íàñêîëüêî ïðåäëîæåííàÿ ì.-è. ìîäåëü í.ý. x̃ ñîãëàñóåòñÿ ñ äàííûìè ω(n) íàáëþ-
äåíèé, ñëåäóåò, íå îáðàùàÿñü ê í.ý. x̃(ω(n)). Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî íåîïðåäåëåííûõ
ìíîæåñòâ (í.ì.) [5, 6] Φ(x̃; pr), pr ∈ [0, 1], îïðåäåëåííûõ îòîáðàæåíèÿìè (2). Ïîñêîëü-

êó Plx̃(ω(n) ∈ Φ(x̃; pr))
def
= sup{tx̃(x)|x ∈ X,ω(n) ∈ Φ(x; pr)} � ïðàâäîïîäîáèå èñòèííî-

ñòè íåîïðåäåëåííîãî âûñêàçûâàíèÿ, ñîãëàñíî êîòîðîìó í.ì. Φ(x̃, pr) ïîêðûâàåò ω(n),

òî ÷åì áîëüøå pr(ω(n))
def
= inf{pr | pr ∈ [0, 1],Plx̃(ω(n) ∈ Φ(x̃, pr)) = 1} � ìèíèìàëüíàÿ

âåðîÿòíîñòü pr ïîêðûòèÿ ω(n) í.ì. Φ(x̃; pr), ïðè êîòîðîé ïðàâäîïîäîáèå ïîêðûòèÿ
Plx̃(ω(n) ∈ Φ(x̃; pr)) = 1, òåì çíà÷èòåëüíåå íàáëþäåíèå ω(n) ñâèäåòåëüñòâóåò ïðîòèâ
ìîäåëè í. ý. x̃. Ïîýòîìó (ñëó÷àéíîå) ïðàâäîïîäîáèå èñòèííîñòè íåîïðåäåëåííîãî âû-
ñêàçûâàíèÿ, ñîãëàñíî êîòîðîìó ìîäåëü í.ý. x̃ ñîãëàñóåòñÿ ñ äàííûìè íàáëþäåíèé ω(n),
x̃ v ω(n), îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì

Plx̃(x̃ v ω(n))
def
= 1− pr(ω(n)) = 1− inf{pr | pr ∈ [0, 1],Plx̃(x̃ ∈ Φ−1(ω(n); pr)) = 1}.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò 14-07-
00441.

Ëèòåðàòóðà

1. Òóëóïüåâ À. Ë., Íèêîëåíêî Ñ. È., Ñèðîòêèí À. Â. Áàéåñîâñêèå ñåòè: Ëîãèêî-
âåðîÿòíîñòíûé ïîäõîä.� ÑÏá. : Íàóêà, 2006.

2. Wang P. A Defect in Dempster-Shafer Theory // In Proceedings of the Tenth
Conference on Uncertainty in Arti�cial Intelligence.� 1994.� P. 560�566.

3. Smarandache F. Uni�cation of Fusion Theories (UFT) // International Journal
of Applied Mathematics & Statistics.� 2004.� Vol. 2.� P. 1�14.

4. Josang A. A Logic for Uncertain Probabilities // International Journal of
Uncertainty, Fuzziness and Knowledge-Based Systems.� 2001.�June.� Vol. 9, no. 3.� P.
279�311.

5. Ïûòüåâ Þ. Ï. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ñóáúåêòèâíûõ ñóæäåíèé
ìîäåëüåðà-èññëåäîâàòåëÿ î ìîäåëè îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ // Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäå-
ëèðîâàíèå.� 2013.� Ò. 25, � 4.� Ñ. 102�125.� doi: 10.1134/S2070048213060094.

194



Ñåêöèÿ 6. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå

6. Ïûòüåâ Þ. Ï., Ôàëîìêèíà Î. Â. Ñóáúåêòèâíîå ìîäåëèðîâàíèå â íàó÷íûõ
èññëåäîâàíèÿõ // Âñåðîññèéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Áåñêîíå÷íîìåðíûé àíàëèç, ñòîõàñòè-
êà, ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå: íîâûå çàäà÷è è ìåòîäû¿.� Ìîñêâà, 2014.

7. Óèëêñ Ñ. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà.� Ì. : Íàóêà, 1967.
8. Ðàî Ñ.Ð. Ëèíåéíûå ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîäû è èõ ïðèìåíåíèÿ.� Ì. : Íàóêà,

1968.
9. Ïûòüåâ Þ. Ï. Âîçìîæíîñòü êàê àëüòåðíàòèâà âåðîÿòíîñòè.� 2 èçä.� Ì. :

Ôèçìàòëèò, 2015.

ÓËÓ×ØÅÍÍÛÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ ÓÄÀËÅÍÈß ËÈØÍÈÕ
ËÈÍÅÉÍÛÕ ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂ ÈÇ ÑÈÑÒÅÌÛ

À.À. Áåäðèíöåâ1, Â.Â. ×åïûæîâ2

Èíñòèòóò ïðîáëåì ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè èì. À.À. Õàðêåâè÷à ÐÀÍ, Ìîñêâà,
Ðîññèÿ

e-mail: 1alekseybed@phystech.edu, 2chep@iitp.ru

Àííîòàöèÿ: Ðàññìîðåíà çàäà÷à íàõîæäåíèÿ â ñèñòåìå ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ
òåõ, óäàëåíèå êîòîðûõ íå èçìåíÿåò åå ìíîæåñòâî ðåøåíèé. Èçâåñòåí ìåòîä ðåøåíèÿ
ýòîé çàäà÷è íà îñíîâå ñåðèè çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïðåäëîæåíà ðàí-
äîìèçèðîâàííàÿ ìîäèôèêàöèÿ ýòîãî àëãîðèòìà íà áàçå ìåòîäà ãåíåðàöèè ñëó÷àéíûõ
òî÷åê âíóòðè ìíîãîãðàííèêà, ïîçâîëÿþùàÿ ñîêðàòèòü âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ, ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå,
Hit-and-run, Billiard walk.

IMPROVED ALFORITHM FOR REDUNDANT LINEAR INEQUALITIES
IDENTIFICATION

Abstract: Problem of identi�cation of redundant linear constraints is considered.
Redundant constraints may be removed from the system without changing its solution.
Method based on series of linear programming problems is known. Randomized modi�ca-
tion of the method is proposed. Procedure of random points generation inside polyhedron
is in the core of the modi�cation. The improved algorithm is faster than basic one.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Linear inequalities, redundant constraints, linear programming,
Hit-and-run, Billiard walk.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü äàí íàáîð P = {pi}Ni=1 ïîëóïðîñòðàíñòâ pi = {x ∈ Rd|aTi x ≤ bi}. Èõ

ïåðåñå÷åíèå åñòü âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê M(P ) =
N⋂
i=1

pi, çàäàâàåìûé ñèñòåìîé ëè-

íåéíûõ íåðàâåíñòâM(P ) = {x ∈ Rd|Ax ≤ b}, ãäå A � ìàòðèöà ðàçìåðîì N×d, ñòðîêè
êîòîðîé aTi � âåêòîðû íîðìàëåé ê ãèïåðïëîñêîñòÿì ∂pi, à b = (b1, ..., bN)T , íåðàâåí-
ñòâî ìåæäó âåêòîðàìè ïîíèìàåòñÿ ïîêîìïîíåíòíî. Ïóñòü M(P ) 6= ∅, ò.å. ñèñòåìà
íåðàâåíñòâ ñîâìåñòíà.
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Ðàññìîòðèì òàêèå ïîäìíîæåñòâà Q ⊆ P , ÷òî M(Q) = M(P ), ò.å. ìíîæåñòâà
ðåøåíèé ñèñòåì íåðàâåíñòâ, çàäàþùèõ ïîëóïðîñòðàíñòâà èç Q è P , ñîâïàäàþò. Ïî-
ñòàâèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíîãî òàêîãî ïîäìíîæåñòâà Q:

min
Q⊆P
|Q|

s.t. M(Q) = M(P )
(1)

Íåðàâåíñòâà (ðîâíî êàê ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëóïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé è ãðà-
íèöû-ãèïåðïëîñêîñòè), çàäàþùèå ýëåìåíòû Q, åñòåñòâåííî íàçûâàòü ñóùåñòâåííû-
ìè, à íåðàâåíñòâà, ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòàì P \Q � íåñóùåñòâåííûìè èëè ëèø-
íèìè.

Àêòóàëüíîñòü çàäà÷è

Èíæåíåðíûå çàäà÷è ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷àì îïòèìèçàöèè � ïîèñêà ìèíèìóìà
(ìàêñèìóìà) ôóíêöèè íà äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå. Äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî îïðåäå-
ëÿåò îáëàñòü çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò êîððåêòíûì çíà÷åíèÿì
ãåîìåòðè÷åñêèõ è ôèçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ðàçðàáàòûâàåìîãî îáúåêòà. Ýòî ìîãóò
áûòü èçâåñòíûå èç ïðåäìåòíîé îáëàñòè ãðàíèöû èçìåíåíèÿ îòäåëüíûõ ïàðàìåòðîâ
è íåðàâåíñòâà-ñâÿçè ìåæäó íåñêîëüêèìè ïåðåìåííûìè. Íåðåäêî òàêèå îãðàíè÷åíèÿ
ôîðìóëèðóþòñÿ â âèäå ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ Ax ≤ b.

×àñòî ðåàëüíûé ôèçè÷åñêèé îáúåêò ïàðàìåòðèçóåòñÿ âåêòîðîì áîëüøîé ðàç-
ìåðíîñòè. Â ñèëó ñâÿçåé ìåæäó êîìïîíåíòàìè âåêòîðà è îãðàíè÷åíèé íà íèõ äàííûå,
ïî êðàéíåé ìåðå, ïðèáëèæåííî, ëåæàò â íåêîòîðîì ïîäìíîæåñòâå ìåíüøåé ðàçìåð-
íîñòè. Äëÿ ýôôåêòèâíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ îáðàáîòêè äàííûõ ïðèìåíÿþò ïðîöåäóðû
ñíèæåíèÿ ðàçìåðíîñòè.

Â îäíîì èç ìåòîäîâ ñíèæåíèÿ ðàçìåðíîñòè, ìåòîäå ãëàâíûõ êîìïîíåíò (Princi-
pal component analysis [1]), èùåòñÿ íàèëó÷øåå ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå ýòîãî ìíîãîîá-
ðàçèÿ, ò.å. íàèáîëåå áëèçêàÿ ê òî÷êàì âûáîðêè ãèïåðïëîñêîñòü. Ïðîöåäóðà ñæàòèÿ
èìååò âèä y = C(x−a) è ñîïîñòàâëÿåò âåêòîðó x âåêòîð y ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Ïðî-
öåäóðà âîññòàíîâëåíèÿ x̂ = CTy + a îòîáðàæàåò âåêòîð y â ïðîñòðàíñòâî èñõîäíîé
ðàçìåðíîñòè. Ïàðàìåòðû ïðîöåäóðû C è a ïîäáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû ìèíèìèçèðî-
âàòü ñóììàðíóþ êâàäðàòè÷íóþ îøèáêó âîññòàíîâëåíèÿ

∑
x∈X
‖x − x̂‖2 íà îáó÷àþùåé

âûáîðêå � íàáîðå âåêòîðîâ X.
Ïðè ïðèìåíåíèè ïðîöåäóðû ñíèæåíèÿ ðàçìåðíîñòè ñèñòåìà ëèíåéíûõ îãðà-

íè÷åíèé Ax ≤ b èñõîäíîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè ïðèíèìàåò âèä ACTy ≤ b − Aa. Äî-
ïóñòèìîå ìíîæåñòâî â çàäà÷å, ðåøàåìîé â ïðîñòðàíñòâå ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè � òà
÷àñòü ¾ñæàòîãî¿ ïðîñòðàíñòâà, êîòîðàÿ ïðè âîññòàíîâëåíèè ïîïàäàåò â èñõîäíûé
ìíîãîãðàííèê M(P ). Îíî çàäàåòñÿ ñèñòåìîé èç òîãî æå êîëè÷åñòâà íåðàâåíñòâ, íî â
ïðîñòðàíñòâå ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè.

Íà ïðàêòèêå ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà óäàåòñÿ óìåíüøèòü â ðàçû. Òàê, â [1]
îïèñàíèå ïðîôèëÿ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ êðûëà ñàìîëåòà, êîòîðûé èñõîäíî ïàðàìåò-
ðèçóåòñÿ 57-þ îðäèíàòàìè â òî÷êàõ ñ ôèêñèðîâàííûìè àáñöèññàìè, ñæèìàåòñÿ äî
ðàçìåðíîñòè 6. Ïðè òàêîì îòîáðàæåíèè â ïðîñòðàíñòâî ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè íåêî-
òîðûå íåðàâåíñòâà-îãðàíè÷åíèÿ ìîãóò ñòàòü ëèøíèìè. Âðåìÿ ðåøåíèÿ îïòèìèçàöè-
îííîé çàäà÷è ìîæíî ñîêðàòèòü, ðåøèâ çàäà÷ó (1), ò.å. óäàëèâ ëèøíèå îãðàíè÷åíèÿ.
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Èçâåñòíûå ìåòîäû

Â [2] îïèñàíû íåêîòîðûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) è ïðîèçâåäåíî èõ ñðàâ-
íåíèå. Áîëüøèíñòâî àëãîðèòìîâ, ðàññìîòðåííûõ â [2], íå ìîãóò áûòü îáîáùåíû íà
ñëó÷àé íåëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé. Â ðàáîòå [3] îïèñàí ìåòîä èäåíòèôèêàöèè ëèøíèõ
íåðàâåíñòâ íà îñíîâå ýëëèïñîèäà Äèêèíà. Â ìîíîãðàôèè [4] èçëîæåíà ïðîöåäóðà ðå-
øåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ. Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ ñèñòåìû ìîæíî äîêàçàòü,
÷òî íåêîòîðûå íåðàâåíñòâà ÿâëÿþòñÿ ëèøíèìè. Ïîñëåäíèå äâà ìåòîäà äàþò òîëüêî
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîãî, ÷òî íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ íåñóùåñòâåííûì.

Â ñòàòüå [5] ïðåäëîæåí êðèòåðèé ïðîâåðêè íåðàâåíñòâà íà ñóùåñòâåííîñòü íà
îñíîâå ðåøåíèÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ
çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

zi = min
x
aTi x

s.t. A−ix ≤ b−i
(2)

Çäåñü ìàòðèöà A−i ïîëó÷åíà èç A óäàëåíèåì i-îé ñòðîêè, à b−i � âåêòîð b áåç
i-îãî ýëåìåíòà.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé êðèòåðèé. Íåðàâåíñòâî aTi x ≤ bi ÿâëÿåòñÿ ëèøíèì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà zi ≤ bi.

Íà îñíîâå çàäà÷è (2) ôîðìóëèðóåòñÿ àëãîðèòì ïðîãîíêè ñâåðõó äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è (1):

Àëãîðèòì ïðîãîíêè ñâåðõó:

1. Äëÿ êàæäîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà pi ∈ P :

(a) Ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îíî ëèøíèì, ñ ïîìîùüþ çàäà÷è òèïà (2).

(b) Åñëè äà, óäàëèòü åãî èç ñèñòåìû: P = P \ {pi}.

2. Q = P � ìíîæåñòâî ñóùåñòâåííûõ îãðàíè÷åíèé, ðåøåíèå çàäà÷è (1).

Îöåíèì ñëîæíîñòü ïðîâåðêè îäíîãî íåðàâåíñòâà. Èçâåñòíî, ÷òî âû÷èñëèòåëü-
íàÿ ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, çàïèñàííîé â ñòàí-
äàðòíîì âèäå (îãðàíè÷åíèÿ ïðèâåäåíû ê âèäó ðàâåíñòâ, à ïåðåìåííûå ïðèíèìàþò
íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ) ñ m îãðàíè÷åíèÿìè è n ïåðåìåííûìè åñòü O(n

1.5m1.5

lnm
),

ãäå L � äëèíà áèòîâîãî ïðåäñòàâëåíèÿ çàäà÷è [6].
Çàäà÷à (2) ñ K îãðàíè÷åíèÿìè â ñòàíäàðòíîì âèäå ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

çàäà÷è c n = K + 2d ïåðåìåííûìè è m = K îãðàíè÷åíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, ñëîæíîñòü
ïðîâåðêè îäíîãî íåðàâåíñòâà åñòü O( K3

lnK
), à ñëîæíîñòü ïðîãîíêè ñâåðõó � O( N4

lnN
),

åñëè ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà d� N .
Òàêæå àâòîð [5] äîêàçàë åùå íåñêîëüêî óòâåðæäåíèé, ïîçâîëÿþùèõ óìåíü-

øèòü êîëè÷åñòâî çàäà÷ (2) çà ñ÷åò êëàññèôèêàöèè íà ëèøíèå èëè ñóùåñòâåííûå
íåñêîëüêèõ îãðàíè÷åíèé ïîñëå ðåøåíèÿ îäíîé çàäà÷è âèäà (2). Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ
âûðîæäåííîñòè âî âçàèìíîì ðàñïîëîæåíèè ãèïåðïëîñêîñòåé îïòèìàëüíàÿ òî÷êà çà-
äà÷è (2) � âåðøèíàM(P ). Íàèáîëåå ýôôåêòèâíû ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ. Îáî-
çíà÷èì V (x) = {ai|aTi x = bi} � ìíîæåñòâî íîðìàëåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ àêòèâíûì â
òî÷êå x íåðàâåíñòâàì, ò.å. îáðàùàþùèìñÿ â ðàâåíñòâà.

Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè V (x) � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ, òî
îíè ñîîòâåòñòâóþò ñóùåñòâåííûì íåðàâåíñòâàì.
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Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè âåêòîð ak ðàñêëàäûâàåòñÿ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè ïî âåêòîðàì íîðìàëåé àêòèâíûõ íåðàâåíñòâ (êðîìå íåãî ñàìîãî):
∃ui ≥ 0 : ak =

∑
ai∈V (x)\{ak}

uiai, òî k-îå íåðàâåíñòâî ëèøíåå.

Ýòè äîïîëíèòåëüíûå ïðîâåðêè, êàê ïîêàçûâàþò ýêñïåðèìåíòû â [5], ñîêðà-
ùàÿ êîëè÷åñòâî âû÷èñëåíèé íà 10-20%, íå óìåíüøàþò àñèìïòîòèêó âðåìåíè ðàáîòû
àëãîðèòìà.

Ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà íà áàçå ïðîöåäóðû Hit-and-run

Ïðåäëàãàåòñÿ ðàíäîìèçèðîâàííàÿ ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèòìà, ïîçâîëÿþùàÿ åãî
óñêîðèòü, à â ñëó÷àå, êîãäà áîëüøèíñòâî íåðàâåíñòâ ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåí-
íûìè (|P \ Q| = o(N)), îíà ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü àñèìïòîòèêó âðåìåíè ðàáîòû àë-
ãîðèòìà.

Èçâåñòíà ïðîöåäóðà Hit-and-run [7] ãåíåðàöèè ñëó÷àéíûõ òî÷åê âíóòðè ìíî-
ãîãðàííèêà. Ïóñòü äàí âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê M(P ) è íåêîòîðàÿ åãî âíóòðåííÿÿ
òî÷êà x0 ∈ int M(P ).

Àëãîðèòì Hit-and-run:

1. Äëÿ k = 1, 2, . . . :

(a) Ñãåíåðèðîâàòü ñëó÷àéíûé âåêòîð rk.

(b) Äëÿ ïðÿìîé x = xk−1+rkt íàéòè âñå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ ãèïåðïëîñêîñòÿìè
èç P . Íåîáõîäèìî ðåøèòü ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ aTi (xk−1 + rkt

k
i ) = bi.

(c) Íàéòè ãèïåðïëîñêîñòè ñ íàèìåíüøèìè ïî ìîäóëþ íåïîëîæèòåëüíûìè è
íåîòðèöàòåëüíûìè tki : t

k
αk

= − min
i:tki<0

|tki |, tkβk = min
i:tki>0

|tki | (åñëè îòðèöàòåëüíî-

ãî tki íå ñóùåñòâóåò, òî t
k
αk

ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòè, åñëè
ïîëîæèòåëüíîãî tki íå ñóùåñòâóåò, òî t

k
βk

ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì ïëþñ áåñêî-
íå÷íîñòè).

(d) Âûáðàòü ñëó÷àéíîå ÷èñëî pk ∈ [tkαk , t
k
βk

], ïîëîæèòü xk = xk−1 + rkpk.

2. x1, x2, . . . � ñëó÷àéíûå òî÷êè â ìíîãîãðàííèêå.

¾Ïîñåùåííûå¿ ãèïåðïëîñêîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå èíäåêñàì αk è βk, ÿâëÿþò-
ñÿ ñóùåñòâåííûìè è ìîãóò íå ïðîâåðÿòüñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû (2). Îäíàêî ïðî
íåïîñåùåííûå ãèïåðïëîñêîñòè íè÷åãî ñêàçàòü íåëüçÿ. Îíè ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü
äåéñòâèòåëüíî ëèøíèì íåðàâåíñòâàì, è äî íèõ ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû Hit-and-run
íåâîçìîæíî äîéòè, à ìîãóò áûòü ñóùåñòâåííûìè ãèïåðãðàíÿìè ìàëîãî îáúåìà, âå-
ðîÿòíîñòü ïîïàñòü â êîòîðûå ìàëà.

Ìåòîä Hit-and-run âû÷èñëèòåëüíî ýôôåêòèâåí. Ñëîæíîñòü ãåíåðàöèè îäíîé
òî÷êè � ðåøåíèÿ N ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ d ïîäîáíûìè ñëàãàåìûìè è íàõîæäåíèÿ
ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà ñðåäè N ÷èñåë (ïðåíåáðåæåì ñëó÷àÿìè, êîãäà íåêîòîðûå
óðàâíåíèÿ íå èìåþò êîðíåé) � O(Nd). Òàêèì îáðàçîì, áåç èçìåíåíèÿ àñèìïòîòèêè
âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè àëãîðèòìà ìîæíî ñäåëàòü äî O(N3) èòåðàöèé ïðîöåäóðû
Hit-and-run.

Ïðè ãåíåðàöèè îäíîé òî÷êè ïîñåùàþòñÿ äâå ãèïåðïëîñêîñòè. Êàê ïîêàçûâàåò
÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò, åñëè ïðåäïîëîæèòü ðàâíóþ âåðîÿòíîñòü ïîñåùåíèÿ ñóùå-
ñòâåííûõ ãðàíåé ìíîãîãðàííèêà (íàïðèìåð, ïðàâèëüíûé ìíîãîóãîëüíèê íà ïëîñêî-
ñòè), òî äëÿ ïîñåùåíèÿ âñåõ ñóùåñòâåííûõ ãðàíåé äîñòàòî÷íî ñäåëàòü O(|Q|) èòåðà-
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öèé. À èìåííî, çà ÷èñëî èòåðàöèé, ïðåâûøàþùåå êîëè÷åñòâî ñóùåñòâåííûõ ãðàíåé
â 5-6 ðàç, 99% ñóùåñòâåííûõ ãèïåðïëîñêîñòåé áóäóò ïîñåùåíû.

Òàêæå èçâåñòåí áîëåå ïðîäâèíóòûé ìåòîä áëóæäàíèÿ ïî ìíîãîãðàííèêó Billi-
ard walk [8]. Äîêàçàíà åãî ñõîäèìîñòü ê ðàâíîìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Åãî îòëè÷èå
îò ìåòîäà Hit-and-run â òîì, ÷òî íà êàæäîì øàãå ãåíåðèðóåòñÿ äëèíà òðàåêòîðèè.
Åñëè òî÷êà, äâèãàÿñü â ñëó÷àéíîì íàïðàâëåíèè, äîñòèãàåò ãðàíèöû ìíîãîãðàííèêà,
îíà îòðàæàåòñÿ ïî ïðàâèëó ¾óãîë ïàäåíèÿ ðàâåí óãëó îòðàæåíèÿ¿ è ïðîäîëæàåò
äâèæåíèå ëèáî äî ñëåäóþùåé ãðàíè, ëèáî äî êîíöà òðàåêòîðèè. Êîíåö òðàåêòîðèè
áåðåòñÿ çà íîâóþ ñãåíåðèðîâàííóþ òî÷êó. Âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíîå íàïðàâëåíèå, äëèíà
òðàåêòîðèè è ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå âñå ïîñåùåííûå ãèïåðïëîñêîñòè, îò
êîòîðûõ ïðîèñõîäèëî îòðàæåíèå, ïîìå÷àþòñÿ êàê ñóùåñòâåííûå. Äëÿ ïîñåùåíèÿ îä-
íîé ãèïåðïëîñêîñòè ìåòîäîì Billiard walk òðåáóåòñÿ ïðèìåðíî ñòîëüêî æå îïåðàöèé,
ñêîëüêî â ìåòîäå Hit-and-run.

Çàìåòèì, ÷òî èç ïðåäñòàâëåííûõ îöåíîê ñëåäóåò, ÷òî ïðîöåäóðà ïîëó÷åíèÿ
ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) óäàëåíèÿ ëèøíèõ íåðàâåíñòâ íà áàçå ìåòîäà ãåíå-
ðàöèè ñëó÷àéíûõ òî÷åê âíóòðè ìíîãîãðàííèêà èìååò ñëîæíîñòü O(|Q|Nd) ⊆ O(N2d)
îïåðàöèé. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî íà âòîðîì ýòàïå íåïîñåùåí-
íûå ãèïåðïëîñêîñòè ïðîâåðèòü ñ ïîìîùüþ çàäà÷ òèïà (2) ñ ïðèìåíåíèåì ñôîðìó-
ëèðîâàííûõ âûøå óòâåðæäåíèé. Â ñëó÷àå, êîãäà èìååòñÿ çíà÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî
ñóùåñòâåííûõ íåðàâåíñòâ, áîëüøèíñòâî èç íèõ ìîæåò áûòü ïîñåùåíî, ïîñëå ÷åãî
îñòàíåòñÿ ïðîâåðèòü o(N) íåðàâåíñòâ. Â ýòîì ñëó÷àå âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà àcèìï-
òîòè÷åñêè ìåíüøå îöåíêè äëÿ áàçîâîé ïðîãîíêè ñâåðõó.

Çàêëþ÷åíèå

Â ñòàòüå ðàññìîòðåíà çàäà÷à óäàëåíèÿ ëèøíèõ íåðàâåíñòâ èç ñèñòåìû. Èç-
âåñòíûé ðàíåå ìåòîä íà îñíîâå ðåøåíèÿ ãðóïïû çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
óëó÷øåí ñ ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíîé ïðîöåäóðû íà áàçå ãåíåðàöèè ñëó÷àéíûõ òî÷åê
âíóòðè ìíîãîãðàííèêà ðåøåíèé ñèñòåìû. Â ïðîöåññå ãåíåðàöèè òî÷åê èùóòñÿ ïåðåñå-
÷åíèÿ ëó÷à ñ íà÷àëîì âî âíóòðåííåé òî÷êå ìíîãîãðàííèêà ñ åãî ãðàíÿìè, êîòîðûå ÿâ-
ëÿþòñÿ ñóùåñòâåííûìè. Òå ãðàíè, êîòîðûå íå áûëè òàêèì îáðàçîì ïîñåùåíû, äîëæ-
íû áûòü ïðîâåðåíû ñ ïîìîùüþ áàçîâîé âåðñèè àëãîðèòìà. Äàííàÿ ïðåäâàðèòåëüíàÿ
ïðîöåäóðà ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óñêîðèòü ðàáîòó àëãîðèòìà. Ïðåäëîæåííûé àëãî-
ðèòì ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé íåëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî â ÈÏÏÈ ÐÀÍ çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî
íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò � 14-50-00150).
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Ñòîõàñòè÷åñêèå ìîäåëè, àññîöèèðîâàííûå ñ çàäà÷åé Êîøè äëÿ íåëèíåéíûõ
ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà

us +
1

2
A2(x, u)uxx + a(x, u)ux + f(u) = 0 u(T, x) = u0(x), (1)

ïðèâëåêàþò èíòåðåñ èññëåäîâàòåëåé óæå íåñêîëüêî äåñÿòèëåòèé [1]�[3]. Çäåñü
us, ux, uxx îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, s ∈ [0, T ], x ∈ R, à
êîýôôèöèåíòû a,A, f � ñêàëÿðíûå ôóíêöèè, êîòîðûå ìîãóò íåëèíåéíî çàâèñåòü êàê
îò ñàìîé ôóíêöèè u (ñåìèëèíåéíûé ñëó÷àé), òàê è îò åå ïðîèçâîäíûõ äî âòîðîãî ïî-
ðÿäêà. Îñíîâíàÿ èäåÿ, ëåæàùàÿ â îñíîâå ïîñòðîåíèÿ ýòèõ ìîäåëåé â ñåìèëèíåéíîì
ñëó÷àå, ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè àïðèîðíîì ïðåäïîëîæåíèè î ñóùåñòâîâàíèè êëàññè-
÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), åñòåñòâåííîå âåðîÿòíîñòíîå ïðåäñòàâëåíèå åå ðåøåíèÿ
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íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Èòî. Ïóñòü w(t) ∈ R � ñòàíäàðòíûé âèíå-
ðîâñêèé ïðîöåññ è u � êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1). Ðàññìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêîå
óðàâíåíèå

dξ(θ) = a(ξ(θ), u(θ, ξ(θ)))dθ + A(ξ(θ), u(θ, ξ(θ)))dw(θ), ξ(t) = x, (2)

ãäå a(x, u), A(x, u) - äîñòàòî÷íî ðåãóëÿðíûå âåùåñòâåííûå ôóíêöèè íà R × R. Ïðè-
ìåíÿÿ ôîðìóëó Èòî ïîëó÷èì òðåáóåìîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå

u(t, x) = E[u0(ξt,x(T )) +

∫ T

t

f(u(τ, ξt,x(τ))dτ)]. (3)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (2)�(3) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
çàìêíóòóþ ñèñòåìó, êîòîðóþ ìîæíî ðåøèòü íåçàâèñèìî îò (1) .

Ïðè ýòîì, åñëè êîìïîíåíòà u(t, x) ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2)�(3) áóäåò äâàæäû äèô-
ôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé ïî x, òî òåì ñàìûì áóäåò ïîñòðîåíî åäèíñòâåííîå êëàññè-
÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1). Çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà (2)�(3) ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü
åñòåñòâåííûå àëãîðèòìû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1).

Îïèñàííûé ïîäõîä ìîæíî îáîáùèòü è ðàññìîòðåòü çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñèñòåìû
ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà

vms +
1

2
A2(x, v)vmxx + a(x, v)vmx +

d∑
l=1

Bm
l v

l
x +

d∑
l=1

cml v
l + fm(v) = 0 v(T, x) = v0(x) ∈ Rd,

(4)
Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà ïðè ýòîì áóäåò èìåòü âèä

dζ(θ) = a(ζ(θ), v(θ, ζ(θ)))dθ + A(ζ(θ), v(θ, ζ(θ)))dw(θ), ζ(s) = x ∈ R, (5)

dη(θ) = c(ζ(θ), v(θ, ζ(θ)))η(θ)dθ + C(ζ(θ), v(θ, ζ(θ)))η(θ)dw(θ), η(s) = h ∈ Rd, (6)

〈h, v(s, x)〉 = E〈ηs,h(T ), v0(ζs,x(T ))〉+

∫ T

t

〈η(τ), f(v(τ, ζs,x(τ))〉dτ)], (7)

ãäå 〈·, ·〉 � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Rd è B = CA.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàñïðîñòðàíèòü ýòîò ïîäõîä íà ñëó÷àé êâàçèëèíåéíûõ ïà-

ðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ò.å. åñëè a,A è f â (1) çàâèñÿò îò x, u è ux íóæíî ñ ïî-
ìîùüþ ìåòîäà äèôôåðåíöèàëüíîãî ïðîäîëæåíèÿ ïðåâðàòèòü ðàññìàòðèâàåìóþ çà-
äà÷ó â ñèñòåìó ñåìèëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè
V = (V 1, V 2, V 3), ãäå V 1 = u, V 2 = ux, V

3 = uxx, à çàòåì âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðèâå-
äåííûì âûøå ïîäõîäîì.

Ðàññìîòðèì ðåàëèçàöèþ ýòîãî ïîäõîäà íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè âèäà

us +
1

2
A2(u)uxx + [ux]

2 + f(u)u = 0 u(T, x) = u0(x). (8)

Â ýòîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ïåðâîå äèôôåðåíöèàëüíîå ïðîäîëæåíèå ýòîãî
óðàâíåíèÿ. Ïîëîæèâ V 0 = u, V 1 = ux, ïîëó÷èì

V 1
s +

1

2
A2(V 0)V 1

xx + Au(V
0)A(V 0)V 1V 1

x + 2V 1V 1
x + fu(V

0)V 1V 0 + f(V 0)V 1 = 0, (9)

V 1(T, x) = V 1
0 (x) = ux(T, x). Ïåðåïèñàâ óðàâíåíèå (8) â âèäå

V 0
s +

1

2
A2(V 0)V 0

xx + 2V 1V 0
x − [V 1]2 + f(V 0)V 0 = 0, V 0(T, x) = u0(x), (10)
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çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà (9), (10) èìååò íóæíóþ ñòðóêòóðó âèäà (4) è ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ñòîõàñòè÷åñêàÿ çàäà÷à èìååò âèä

dζ(θ) = 2V 1(θ, ζ(θ))dθ + A(V 0(θ, ζ(θ)))dw(θ), ζ(s) = x ∈ R, (11)

dη(θ) = c(V 0(θ, ζ(θ)))η(θ)dθ + CV 0,V 1

(ζ(θ)))η(θ)dw(θ), η(s) = h ∈ R2, (12)

〈h, V (s, x)〉 = E[〈η(T ), G0(ζs,x(T ))〉], (13)

ãäå V (s, x) = (V 0(s, x), V 1(s, x)) = (u(s, x), ux(s, x))∗ � âåêòîð-ñòîëáåö,

c(V 0) =

(
f(V 0) fu(V

0)V 1

−V 1 f(V 0)

)
, CV 0,V 1

=

(
0 0
0 Au(V

0)V 1

)
, G0 =

(
V 0

0

V 1
0

)
=

(
u(T )
ux(T )

)
.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ñóùåñòâóåò êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (8). Òî-
ãäà ñïðàâåäëèâî âåðîÿòíîñòíîå ïðåäñòàâëåíèå

u(s, x) = E[S0(s, T )u0(ζs,x(T ))], (14)

ãäå ïðîöåññû ζ(t) ∈ R, η(t) = (η0(t), η1(t)) ∈ R2 óäîâëåòâîðÿþò ÑÄÓ (11), (12) è
S0(s, t)h0 = η0(t).

×èñëåííûå ñõåìû ðåøåíèÿ ñåìèëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé áûëè
ïðåäëîæåíû â ðàáîòàõ [4], [5]. Ìû âîñïîëüçóåìñÿ èäåÿìè è ðåçóëüòàòàìè ýòèõ ðà-
áîò äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé íàìè çàäà÷è.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñõåìû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (8), (à òî÷íåå çàäà÷è (9),
(10) ) íà îñíîâå ïðåäñòàâëåíèÿ âèäà (13) äèñêðåòèçóåì ðàññìàòðèâàåìûå ñòîõàñòè÷å-
ñêèå óðàâíåíèÿ. Ïóñòü s = t0 < t1 < · · · < tn = T � ðàçáèåíèå îòðåçêà [0, T ] è ∆ = T−t

n
.

Ðåøåíèå çàäà÷è (11)�(13) ìîæíî ïîñòðîèòü, âîñïîëüçîâàâøèñü ìåòîäîì ïîñëåäîâà-
òåëüíûõ ïðèáëèæåíèé (ìåòîäîì èòåðàöèé). Ïðè ýòîì â ñèëó ýâîëþöèîííûõ ñâîéñòâ
îòîáðàæåíèÿ Γ(s, t), çàäàííîãî ñîîòíîøåíèåì Γ(s, T )G0 = E[〈ηs,z(T ), G0(ζs,x(T ))〉 èòå-
ðèðîâàòü ìîæíî ïîñëîéíî, ò.å. íå íà âñåì èíòåðâàëå [t, T ], à ëèøü íà èíòåðâàëàõ
[tk, tk+1].

Äðóãèìè ñëîâàìè, âîñïîëüçîâàâøèñü ìåòîäîì Ýéëåðà, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ

ζ̃t0,x = x, ζ̃tk,x(tk+1) = x+ 2V 1(tk, x)∆ + A(V 0(tk, x))εk
√

∆ (15)

η̃0
t0,h0

= h0, η̃0
tk,h0

(tk+1) = h0 + [f(V 0(tk, x))h0 + fu(V
0(tk, x))V 1(tk, x)h1]∆ (16)

η̃1
t0,h1

= h1, η̃1
tk,h1

(tk+1) = h1 − [V 1(tk, x)h0 − f(V 0(tk, x))h1]∆ (17)

+Au(V
0(tk, x))V 1(tk, x)h1εk

√
∆,

ãäå εk � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ çàêîíîì ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ P (εk = ±1) = 1

2
. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (15)�(17) ïðè h0 = h1 = 1, ïîëó÷èì

Ṽ 0(tk, x) =
1

2
[[1 + [f(Ṽ 0(tk, x)) + fu(Ṽ

0(tk, x))Ṽ 1(tk, x)]∆] (18)

×Ṽ 0(tk+1, x+ 2Ṽ 1(tk, x)∆ + A(Ṽ 0(tk, x))
√

∆)] +
1

2
[[1 + [f(Ṽ 0(tk, x))

+fu(Ṽ
0(tk, x))Ṽ 1(tk, x)]∆]Ṽ 0(tk+1, x+ 2Ṽ 1(tk, x)∆− A(Ṽ 0(tk, x))

√
∆)],

Ṽ 1(tk, x) =
1

2
[1− [Ṽ 1(tk, x)− f(Ṽ 0(tk, x))]∆ (19)
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+Au(Ṽ
0(tk, x))Ṽ 1(tk, x)

√
∆]Ṽ 1(tk, x+ 2Ṽ 1(tk, x)∆ + A(Ṽ 0(tk, x))

√
∆)

+
1

2
[1− [Ṽ 1(tk+1, x)− f(Ṽ 0(tk+1, x))]∆

−Au(Ṽ 0(tk, x))Ṽ 1(tk, x)
√

∆)]Ṽ 1(tk+1, x+ 2Ṽ 1(tk, x)∆− A(Ṽ 0(tk, x))
√

∆).

Ïðèâåäåííûíå âûøå ñîîòíîøåíèÿ çàäàþò íåÿâíóþ ñõåìó ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííîãî ðå-
øåíèÿ çàäà÷è (8). Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè Ṽ q(tk, x), q = 0, 1 èç (13), âîñïîëüçóåìñÿ
èòåðàöèîííîé ñõåìîé. Ïðè ýòîì íà ïåðâîì øàãå ìû ïîëó÷èì

Ṽ 0(tn, x) = u0(x), Ṽ 1(tn, x) = ux(tn, x),

Ṽ 0(tk, x) =
1

2
Ṽ 0(tk+1, x+ 2Ṽ 1(tk+1, x)∆ + A(Ṽ 0(tk+1, x))

√
∆)] (20)

×[1 + [f(Ṽ 0(tk+1, x+ 2Ṽ 1(tk+1, x)∆ + A(Ṽ 0(tk+1, x))
√

∆)))+

fu(Ṽ
0(tk+1, x+ 2Ṽ 1(tk+1, x)∆ + A(Ṽ 0(tk+1, x))

√
∆)))Ṽ 1(tk+1, x) + 2Ṽ 1(tk+1, x)∆

+A(Ṽ 0(tk+1, x))
√

∆))] +
1

2
Ṽ 0(tk+1, x+ 2Ṽ 1(tk+1, x)∆− A(Ṽ 0(tk+1, x))

√
∆)]

×[1 + [f(Ṽ 0(tk+1, x+ 2Ṽ 1(tk+1, x)∆− A(Ṽ 0(tk+1, x))
√

∆))) + fu(Ṽ
0(tk+1, x

+2Ṽ 1(tk+1, x)∆−A(Ṽ 0(tk+1, x))
√

∆))Ṽ 1(tk+1, x+ 2Ṽ 1(tk+1, x)∆−A(Ṽ 0(tk+1, x))
√

∆))],

Ṽ 1(tk, x) =
1

2
[1− [Ṽ 1(tk+1, x)− f(Ṽ 0(tk+1, x))]∆ (21)

+Au(Ṽ
0(tk+1, x))V 1(tk+1, x)

√
∆)Ṽ 1(tk+1, x+ 2Ṽ 1(tk+1, x)∆ + A(Ṽ 0(tk+1, x))

√
∆)]

+
1

2
[1− [Ṽ 1(tk+1, x)− f(Ṽ 0(tk+1, x))]∆

−Au(Ṽ 0(tk+1, x))Ṽ 1(tk+1, x)
√

∆)Ṽ 1(tk+1, x+ 2Ṽ 1(tk+1, x)∆− A(Ṽ 0(tk+1, x))
√

∆)].

Ñîîòíîøåíèÿ (20), (21) îïðåäåëÿþò àëãîðèòì ÿâíîé ñõåìû ðåøåíèÿ çàäà÷è
Êîøè (9) , (10). Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ýòîò àëãîðèòì íîñèò äåòåðìèíèðîâàííûé
õàðàêòåð, õîòÿ â îñíîâå åãî ëåæàò âåðîÿòíîñòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ. Ñõîäèìîñòü ïî-
ëó÷åííîãî àëãîðèòìà ìîæíî óñòàíîâèòü ñ ïîìîùüþ îöåíîê, àíàëîãè÷íûõ îöåíêàì
ðàáîòû [4].

Ïîñòðîåííûé âûøå àëãîðèòì äîïóñêàåò åùå îäíó èíòåðåñíóþ èíòåðïðåòàöèþ.
Ïðåäïîëîæèì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî f ≡ 0. Èññëåäóÿ ïîëó÷åííûå ïðåäñòàâëåíèÿ (3) è (7)
íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè ýòîì ïðåäïîëîæåíèè ðåøåíèÿ çàäà÷ (1) è (4) ñâÿçàíû ñ
íåëèíåéíûìè ýâîëþöèîííûìè ñåìåéñòâàìè îòîáðàæåíèé, äåéñòâèå êîòîðûõ çàäàåòñÿ
ñîîòíîíîøåíèÿìè

u(s, x) = E[u0(ξs,x(T ))] = U(s, T )u0. (22)

〈h, v(s, x)〉 = E[〈ηs,h(T ), v0(ξs,x(T ))〉] = 〈h,Γ(s, T )v0〉. (23)

Ýâîëþöèîííûå ñâîéñòâà ñåìåéñòâà U(s, θ) âèäà (22) ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì ìàðêîâ-
ñêîãî ñâîéñòâà ïðîöåññà ξ(θ), óäîâëåòâîðÿþùåãî (2), à ýâîëþöèîííûå ñâîéñòâà ñå-
ìåéñòâà Γ(s, θ) âèäà (23) ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì ìàðêîâñêîãî ñâîéñòâà ïðîöåññà ζ(θ),
óäîâëåòâîðÿþùåãî (11), è ýâîëþöèîííûõ ñâîéñòâ ìóëüòèïëèêàòèâíîãî îïåðàòîðíîãî
ôóíêöèîíàëà S(s, θ) : Rd → Rd ïðîöåññà ζ(t), ïîðîæäåííîãî ðåøåíèåì η(θ) ëèíåéíî-
ãî ÑÄÓ (12), η(θ) = S(s, θ)h . Ïðè ýòîì Γ(s, T )G0 = Πn

k=1Γ(tk, tk+1)G0.
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Äëÿ çàäàííîãî âûøå ðàçáèåíèÿ îòðåçêà [s, T ] ðàññìîòðèì äâà ñåìåé-
ñòâà îòîáðàæåíèé Γn(s, T ) =

∏n
k=1 Γ(tk−1, tk)G0(x) è îòîáðàæåíèå Zn(s, T ) =∏n

k=1 Z̃(tk−1, tk)G0(x) ãäå Z̃(tk−1, tk) çàäàíî ñîîòíîøåíèåì

Z̃(tk−1, tk)V (tk−1, x) = E〈η̃tk−1,1(tk), V (tk, ζ̃(tk))〉, (24)

à (ζ̃(t), η̃(t)) çàäàíû ñîîòíîøåíèÿìè (15) � (17). Çàìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò Γn, îòîá-
ðàæåíèå Zn íå îáëàäàåò ýâîëþöèîííûì ñâîéñòâîì. Òåì íå ìåíåå ñïðàâåäëèâî ñëåäó-
þùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2. Åñëè íà èíòåðâàëå [s, T ] ñóùåñòâóåò êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çà-
äà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû (9), (10), òî åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

V (s) = lim
n→∞

n∏
k=1

Z̃(tk−1, tk)G0, (25)

ãäå ïðåäåë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ‖ · ‖∞ ðàâíîìåðíóþ íîðìó, supx |u(x)| = ‖u‖∞ è
îöåíèì ðàçíîñòü

n∏
k=1

Γ(tk−1, tk)G0(x)−
n∏
k=1

Z̃(tk−1, tk)G0(x)

=
n−1∑
m=1

n∏
k=m+1

Γ(tk, tk+1)[Γ(tk−1, tk)− Z(tk−1, tk)]
m−1∏
k=1

Z̃(tk−1, tk)G0(x).

Ïðè ýòîì

sup
x
|
n∏
k=1

Γ(tk−1, tk)G0(x)−
n∏
k=1

Z̃(tk−1, tk)G0(x)| (26)

≤
n−1∑
m=1

n∏
k=m+1

‖Γ(tk, tk+1)‖‖[Γ(tk−1, tk)− Z(tk−1, tk)]‖
m−1∏
k=1

‖Z̃(tk−1, tk)‖‖G0‖∞.

Èç îöåíîê, ïîëó÷åííûõ â ðàáîòàõ [2], [3] ñëåäóåò,÷òî ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

sup
x
‖Γ(s, T )G0(x)‖ = sup

x
E|〈η(T ), V0(ζ(T ))〉| ≤ sup

x
[E‖η(T )‖2]

1
2‖V0‖∞],

sup
x
‖Z̃(tk−1, tk)V (tk, x)‖ ≤ exp[K∆]‖V (tk)‖∞

‖[Γ(tk−1, tk)− Z(tk−1, tk)]V (tk, x)‖ ≤ o(∆)‖V (tk)‖∞.

Èç ýòèõ îöåíîê è (26) âûòåêàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 15-01-01453.
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òðóáîïðîâîäà. Èññëåäóåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü òðóáîïðîâîäà íà îñíîâå ïî-
ñòðîåííûõ ôóíêöèîíàëîâ òèïà Ëÿïóíîâà è ðàçðàáîòàííîãî ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà,
ïîçâîëÿþùåãî ÷èñëåííî íàõîäèòü ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâà-
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àýðîãèäðîóïðóãîñòü, óñòîé÷èâîñòü, ôóíêöèîíàë, óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíû-
ìè, ÷èñëåííûå ìåòîäû, ìåòîä Ãàëåðêèíà.

DYNAMIC STABILITY OF A PIPELINE

Abstract: The paper presents a mathematical model of an elastic pipeline. The
article devoted to the problem of the dynamic stability of a pipeline. By means of
designed functional Lyapunov type, stability theorems was formulated. A mathematical
software package was developed to �nd approximate solution for di�erential equations,
that describe a pipeline.

Keywords: mathematical modeling, viscoelastic pipeline, aerohydroelasticity,
stability, partial di�erential equations, numerical methods, Galerkin method.

Ïðè èññëåäîâàíèè êîëåáàíèé äåôîðìèðóåìûõ òåë, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ ïîòî-
êîì æèäêîñòè èëè ãàçà, îäíèì èç âàæíåéøèõ ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè ýòèõ
êîëåáàíèé. Ïîòîê, âîçäåéñòâóÿ íà òåëî, ìîæåò íå òîëüêî âîçáóæäàòü êîëåáàíèÿ, íî è
ïðèâîäèòü ê óâåëè÷åíèþ àìïëèòóäû, ñêîðîñòè èëè ÷àñòîòû êîëåáàíèé äî çíà÷åíèé,
íàðóøàþùèõ íàäåæíîñòü ýêñïëóàòàöèè, âïëîòü äî ðàçðóøåíèÿ êîíñòðóêöèè èëè åå
ýëåìåíòîâ.
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Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ äèíàìèêà è äèíàìè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü òðóáîïðîâîäà
(ïîëîãî ñòåðæíÿ ïðè ïðîòåêàíèè âíóòðè íåãî æèäêîñòè). Íà ïëîñêîñòè xOy íåäå-
ôîðìèðîâàííîìó ñòåðæíþ ñîîòâåòñòâóåò íà îñèOx îòðåçîê (0, l). Ñêîðîñòü æèäêîñòè
ðàâíà U è èìååò íàïðàâëåíèå, ñîâïàäàþùåå ñ íàïðàâëåíèåì îñè Ox. Ââåäåì îáîçíà-
÷åíèÿ: w(x, t) è u(x, t) � óïðóãèå ïåðåìåùåíèÿ òî÷êè îñè ñòåðæíÿ â íàïðàâëåíèè îñåé
Oy è Ox ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðè ó÷åòå òîëüêî ïîïåðå÷íîãî ïåðåìåùåíèÿ w äèíàìèêà òðóáîïðîâîäà îïè-
ñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

(m0 +m∗) ẅ +

(
EJ

ρ

)′′
+m∗

U2

ρ
+ 2m∗U (arcsinw′)

·
+Nw′′ −

−Θ0w
′′Ψ−Θ∗w

′′Ψ̇ + αẇ′′′′ − βẅ′′ + f(x, t, w, ẇ) = 0, x ∈ (0, l),

(1)

ãäå ρ è Ψ îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè

1

ρ
=

w′′

(1 + (w′)2)
3
2

, Ψ =

l∫
0

√
1 + (w′)2 dx− l (2)

Êîýôôèöèåíòû m∗, m0, J , F , Θ0 âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

m0 = ρ0π
(
R2
∗ −R2

0

)
, m∗ = ρ∗πR

2
0, J =

π

4

(
R4
∗ −R4

0

)
,

F = π
(
R2
∗ −R2

0

)
, Θ0 =

EF

l
.

(3)

Øòðèõ è òî÷êà ñâåðõó îáîçíà÷àþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî êîîðäèíàòå x è
âðåìåíè t ñîîòâåòñòâåííî. Â óðàâíåíèè (1) w(x, t) � äåôîðìàöèÿ (ïðîãèá) â ñå÷åíèè
â ìîìåíò âðåìåíè t; E � ìîäóëü óïðóãîñòè; U , m∗, ρ∗ � ñêîðîñòü, ìàññà æèäêîñòè
(ãàçà) íà åäèíèöó äëèíû è ïëîòíîñòü æèäêîñòè (ãàçà); l � äëèíà òðóáû ìåæäó îïî-
ðàìè; R∗, R0 � âíåøíèé è âíóòðåííèé ðàäèóñû òðóáîïðîâîäà; m0, ρ0 � ìàññà ìåòàëëà
íà åäèíèöó äëèíû òðóáû è ïëîòíîñòü ìåòàëëà; N � ñæèìàþùàÿ (ðàñòÿãèâàþùàÿ)
ñèëà; α � êîýôôèöèåíò âíóòðåííåãî äåìïôèðîâàíèÿ; Θ∗ � êîýôôèöèåíò âíóòðåííå-
ãî äåìïôèðîâàíèÿ, âîçíèêàþùåãî çà ñ÷åò óäëèíåíèÿ òðóáîïðîâîäà; êîýôôèöèåíò β
ó÷èòûâàåò èíåðöèþ âðàùåíèÿ ñå÷åíèé. Âñå êîýôôèöèåíòû, âõîäÿùèå â óðàâíåíèå,
ïîñòîÿííûå.

Ïðåäïîëàãàÿ w′ ìàëûì, óðàâíåíèå (1) çàïèøåì â âèäå

(m0 +m∗) ẅ +

[
EJw′′

(
1− 3

2
(w′)2

)]′′
+m∗U

2w′′
[
1− 3

2
(w′)2

]
+Nw′′ +

+2m∗Uẇ
′
[
1 +

1

2
(w′)2

]
− 1

2
Θ0w

′′

l∫
0

(w′)2 dx−Θ∗w
′′

l∫
0

w′ẇ′ dx+

+αẇ′′′′ − βẅ′′ + f(x, t, w, ẇ) = 0

(4)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè w(x, t) óðàâíåíèå (4) íåîáõîäèìî äî-
ïîëíèòü íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
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w(x, 0) = F (x), w′(x, 0) = G(x). (5)

Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ïðîâîäèëîñü äâóìÿ ìåòîäàìè. Ïåðâûé ìåòîä îñ-
íîâàí íà ñîñòàâëåíèè ôóíêöèîíàëîâ òèïà Ëÿïóíîâà äëÿ óðàâíåíèÿ (4) â íåêîòîðûõ
÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ. Òàê, äëÿ ëèíåéíîé ìîäåëè

EJw′′′′ + (m0 +m∗) ẅ +
(
N +m∗U

2
)
w′′ +

+Nw′′ + 2m∗Uẇ
′ + ξẇ + µw + αẇ′′′′ − βẅ′′ = 0,

(6)

ãäå ξ � êîýôôèöèåíò âíåøíåãî äåìïôèðîâàíèÿ è µ � êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè
îñíîâàíèÿ, ïîñòðîåí ôóíêöèîíàë

Φ(t) =
1

2

l∫
0

[
EJw′′2 + (m0 +m∗) ẇ

2 −
(
N +m∗U

2
)
w′2 + βẇ′2 + µw2

]
dx, (7)

íà îñíîâå êîòîðîãî ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè

N ≤ π2

l2
EJ −m∗U2. (8)

Âòîðîé ìåòîä ïðåäïîëàãàåò ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4) ìåòîäîì Ãà-
ëåðêèíà, â ýòîì ñëó÷àå w(x, t) çàäàåòñÿ â âèäå

wM(x, t) =
M∑
k=1

wk(t)gk(x), (9)

ãäå {gk(x)}∞1 � ïîëíàÿ íà [0, l] ñèñòåìà áàçèñíûõ ôóíêöèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ
óñëîâèÿì çàêðåïëåíèÿ êîíöîâ òðóáîïðîâîäà.

Îáîçíà÷èì ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (4) ÷åðåç L(w). Ïðåäïîëàãàÿ çàêðåïëåíèå
îáîèõ êîíöîâ øàðíèðíûì (w = w′′ = 0) âûáåðåì gk(x) = sinλkx, ãäå λk = kπ

l
, k =

1,∞. Íà îñíîâå ïðîöåäóðû ìåòîäà Ãàëåðêèíà ïîëó÷èì ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ôóíêöèé wk(t), k = 1,M

l∫
0

L (wM(x, t)) sinλkx dx = 0, k = 1,M (10)

Àíàëîãè÷íî èç (5) îïðåäåëÿþòñÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ wk(t), k = 1,M

wk(0) = 2
l

l∫
0

F (x) sinλkx dx = 0, k = 1,M

w′k(0) = 2
l

l∫
0

G(x) sinλkx dx = 0, k = 1,M

(11)

C ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííîãî êîìïëåêñà ïðîãðàìì èññëåäîâàëàñü äèíàìè÷åñêàÿ
óñòîé÷èâîñòü â çàâèñèìîñòè îò ñæèìàþùåãî âîçäåéñòâèÿ N è ñêîðîñòè ïîòîêà æèä-
êîñòè (ãàçà) U . Ïàðàìåòðû èññëåäóåìîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû áûëè âûáðàíû ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: E = 210 · 109 � ìîäóëü óïðóãîñòè ñòàëè, ρ∗ = 1000 � ïëîòíîñòü
âîäû; ρ0 = 7000 � ïëîòíîñòü ñòàëè; l = 1, R∗ = 0, 05, R0 = 0, 046, Θ∗ = 0, 6, α = 0, 2,
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β = 0.5. Ôóíêöèè F (x) è G(x) â (5) çàäàâàëèñü â ñëåäóþùåì âèäå: F (x) = 0, 02 sin πx
l
,

G(x) = 0. Ôóíêöèÿ f â (4) çàäàâàëàñü ñëåäóþùèì îáðàçîì: f(x, t, w, ẇ) = ξẇ+µw, ãäå
ξ = 2 � êîýôôèöèåíò âíåøíåãî äåìïôèðîâàíèÿ è µ = 40 � êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè
îñíîâàíèÿ. Âñå âåëè÷èíû ïðèâåäåíû â ñèñòåìå ÑÈ.

Ïîëó÷åííàÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé (10) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (11) ðåøàëàñü ñ ïîìîùüþ ïàêåòà ìàòåìàòè-
÷åñêèõ ïðîãðàìì Wolfram Mathematica 8. Ïðîâåäåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ðàç-
ëè÷èå ðåçóëüòàòîâ äëÿ äâóõ è áîëüøåãî ÷èñëà ïðèáëèæåíèé (íàïðèìåð M = 20) â
ìåòîäå Ãàëåðêèíà íåñóùåñòâåííî, ïðèìåðû ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàôèêîâ ïðèâåäåíû
íà ðèñ. 1. Ïîýòîìó ïðè ðàñ÷åòàõ ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ äâóìÿ ïðèáëèæåíèÿìè.

Ðèñ. 1. Ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ êîëåáàíèé òî÷êè x0 = l/2 ñ ðàçíûì êîëè÷åñòâîì
ïðèáëèæåíèé M â ìåòîäå Ãàëåðêèíà

Ïðè ïîìîùè ðàçðàáîòàííîãî êîìïëåêñà ïðîãðàìì íà ïëîñêîñòè (U,N) ïîñòðî-
åíû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè êîëåáàíèé. Êðèòåðèé íåóñòîé÷èâîñòè
ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ïðè çàäàííûõ ïàðàìåòðàõ -� íåîãðàíè÷åííîå âîçðàñòàíèå àì-
ïëèòóäû êîëåáàíèé ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Ðåçóëüòàò èññëåäîâàíèÿ èçîáðàæåí íà ðèñ.
2: ñåðûìè ñèìâîëàìè `x' ïîêàçàíû òî÷êè, â êîòîðûõ íàáëþäàåòñÿ âîçðàñòàíèå àìïëè-
òóäû êîëåáàíèé; ÷åðíûå êðóãè íà ðèñóíêå ñîîòâåòñòâóþò òî÷êàì, â êîòîðûõ àìïëè-
òóäà êîëåáàíèé ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ; íà ðèñóíêå òàêæå èçîáðàæåíà
òåîðåòè÷åñêàÿ ãðàíèöà îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïàðàáîëå (8).

Ñîãëàñíî ðèñ. 2, íàáëþäàåòñÿ õîðîøåå ñîîòâåòñòâèå òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòà-
òîâ è ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà. Ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà
îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè íåçíà÷èòåëüíî øèðå, ÷åì ðàññ÷èòàííàÿ ïî ôîðìóëå (8), ÷òî
îáúÿñíÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ó÷åòîì äåìïôèðîâàíèÿ è íåëèíåéíîñòè ìîäåëè.

Ïðè ó÷åòå êàê ïîïåðå÷íîé w(x, t), òàê è ïðîäîëüíîé u(x, t) äåôîðìàöèè òðóáî-
ïðîâîäà, ìîæíî ïðåäëîæèòü äëÿ îïèñàíèÿ åãî äèíàìèêè ñëåäóþùóþ ñèñòåìó äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé


(m0 +m∗)utt − EF0

(
ux + 1

2
w2
x

)
x

+ γ0uxxt + g(x, t, u, ut) = 0
(m0 +m∗)wtt − EF0

[
wx
(
ux + 1

2
w2
x

)]
x

+ EJ (wxxδ
3)xx + α0wxxxxt −

−β0wxxtt +m∗U
2wxxδ

3 + 2m∗Uφwxt + f(x, t, w, wt) = 0
δ = 1√

1+2(ux+ 1
2
w2
x)
, φ = 1√

1−w2
x

(12)

Èíäåêñû x è t ñíèçó îáîçíà÷àþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî ïåðåìåííûì x è t
ñîîòâåòñòâåííî.
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Ðèñ. 2. Îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè íà ïëîñêîñòè (U,N)

Ïðåäïîëàãàÿ wx è ux ìàëûìè, ñèñòåìó óðàâíåíèé (12) çàïèøåì â âèäå


(m0 +m∗)utt − EF0

(
ux + 1

2
w2
x

)
x

+ γ0uxxt + g(x, t, u, ut) = 0
(m0 +m∗)wtt − EF0

[
wx
(
ux + 1

2
w2
x

)]
x

+ EJ
(
wxx

[
1− 3

(
ux + 1

2
w2
x

)])
xx

+
+α0wxxxxt − β0wxxtt +m∗U

2wxx
[
1− 3

(
ux + 1

2
w2
x

)]
+ 2m∗U

(
1 + 1

2
w2
x

)
wxt+

+f(x, t, w, wt) = 0

(13)

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè èñïîëüçîâàëîñü äâà ìåòîäà. Ïåðâûé ìåòîä
îñíîâàí íà ñîñòàâëåíèè ôóíêöèîíàëîâ òèïà Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (13)
â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ. Âòîðîé ïðåäïîëàãàåò ïîñòðîåíèå ðåøåíèé ñèñòåìû
óðàâíåíèé (13) ìåòîäîì Ãàëåðêèíà, â ýòîì ñëó÷àå w(x, t), u(x, t) çàäàþòñÿ â âèäå

w(x, t) =
n∑
k=1

wk(t)gk(x), u(x, t) =
n∑
k=1

uk(t)fk(x) (14)

ãäå {gk(x)}∞1 , {fk(x)}∞1 � ïîëíûå íà [0, l] ñèñòåìû áàçèñíûõ ôóíêöèé, ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ óñëîâèÿì çàêðåïëåíèÿ êîíöîâ òðóáîïðîâîäà.

Âíåøíèå âîçäåéñòâèÿ f(x, t, w, wt), g(x, t, u, ut) ïðåäïîëàãàþòñÿ äåéñòâóþùè-
ìè â ìîìåíò âðåìåíè t ëèáî ìãíîâåííî, ëèáî ñ çàïàçäûâàíèåì:
f = f (x, t, w (x, t− τ1) , wt (x, t− τ2)), g = g (x, t, u (x, t− τ3) , ut (x, t− τ4)).

Òàêèì îáðàçîì, â õîäå èññëåäîâàíèÿ ðàçðàáîòàí êîìïëåêñ ïðîãðàììíûõ
ñðåäñòâ äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè òðóáîïðîâîäà ñ ó÷åòîì âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ñ ïîòîêîì æèäêîñòè (ãàçà), âÿçîóïðóãèì îñíîâàíèåì (óïðî÷íÿþùèì ñëîåì) è
âëèÿíèÿ ïðîäîëüíîãî ñæèìàþùåãî (ðàñòÿãèâàþùåãî) óñèëèÿ. Äëÿ ñôîðìóëèðîâàí-
íûõ ìîäåëåé ïîñòðîåíû ôóíêöèîíàëû è íà èõ îñíîâå ïðîâåäåíû àíàëèòè÷åñêèå èñ-
ñëåäîâàíèÿ äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè òðóáîïðîâîäà. Ïîëó÷åíû â àíàëèòè÷åñêîé
ôîðìå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè, íàëàãàþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà çíà÷åíèå
ñæèìàþùåãî óñèëèÿ N è ñêîðîñòè ïîòîêà æèäêîñòè (ãàçà) U . Íà îñíîâå ðàçðàáîòàí-
íîãî ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà, ïðîâåäåíî òàêæå ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâî-
ñòè êîëåáàíèé òðóáîïðîâîäà, îïðåäåëåí âèä êîëåáàíèé â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ
çàäà÷è. Íà ïëîñêîñòè (U,N) ïîñòðîåíû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè êî-
ëåáàíèé, ïîëó÷åííûå êàê àíàëèòè÷åñêèì ñïîñîáîì, òàê è â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî
ýêñïåðèìåíòà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ �2014/232
Ìèíîáðíàóêè Ðîññèè è ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ � 15-01-08599.
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Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, Óëüÿíîâñê, Ðîññèÿ

e-mail: velmisov@ulstu.ru

Àííîòàöèÿ: Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå âîïðîñû àñèìïòîòè÷åñêîé
òåîðèè äâèæåíèÿ èäåàëüíîãî ãàçà. Íà îñíîâå ïîëó÷åííîãî â ñòàòüå àñèìïòîòè÷åñêî-
ãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ èññëåäóþòñÿ òðàíñçâóêîâûå òå÷åíèÿ ãàçà, ó÷èòûâàþùèå
ïîïåðå÷íûå ïî îòíîøåíèþ ê îñíîâíîìó ïîòîêó âîçìóùåíèÿ. Ïîñòðîåíû íåêîòîðûå
òî÷íûå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ è óêàçàíû èõ ïðèëîæåíèÿ ê ðåøåíèþ ðÿäà
çàäà÷ òðàíñçâóêîâîé àýðîäèíàìèêè. Òàêæå ïîëó÷åíî íîâîå àñèìïòîòè÷åñêîå óðàâíå-
íèå, îïèñûâàþùåå âîçìóùåíèÿ îäíîðîäíîãî ïîòîêà ïðè ñâåðõçâóêîâîì ðåæèìå îáòå-
êàíèÿ. Îñíîâíîé ïðîáëåìîé èññëåäîâàíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ èõ íåëèíåéíîñòü.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àýðîäèíàìèêà, òðàíñçâóêîâûå òå÷åíèÿ ãàçà, ñâåðõçâóêîâûå
òå÷åíèÿ ãàçà, äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, àñèìïòîòè-
÷åñêîå ðàçëîæåíèå.

ASYMPTOTIC EQUATIONS OF GAS DYNAMICS

Abstract: The article is devoted to some issues of the asymptotic theory of ideal
gas �ow. Transonic gas �ows taking into account the transverse perturbations are studied
on the basis of nonlinear equation obtained in this paper. Some exact particular solutions
of this equation are constructed and their application to solving a number of transonic
aerodynamics problems are shown. The new asymptotic equation describing perturbations
of a uniform stream at the supersonic �ow is also obtained. The main problem of the study
of these equations is their nonlinearity.

Keywords: aerodynamics, transonic gas �ows, supersonic gas �ows, partial
di�erential equations, asymptotic expansion.

1. Áåçâèõðåâûå èçýíòðîïè÷åñêèå òå÷åíèÿ ãàçà â öèëèíäðè÷åñêèõ áåçðàçìåðíûõ
êîîðäèíàòàõ x, r, θ, t îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì:

Φtt + 2ΦxΦxt + 2ΦrΦrt +
2

r2
ΦθΦθt + 2ΦxΦrΦrx +

2

r2
ΦθΦrΦθr +

2

r2
ΦxΦθΦθx+

+Φ2
xΦxx + Φ2

rΦrr +
1

r4
Φ2
θΦθθ = a2

(
Φxx + Φrr +

1

r
Φr +

1

r2
Φθθ

)
,

(1)
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a2 = p
χ−1
χ =

χ+ 1

2
− χ− 1

2

(
2Φt + Φ2

x + Φ2
r +

1

2r2
Φ2
θ

)
. (2)

Â (1) - (2) Φ(x, r, θ, t) - ïîòåíöèàë ñêîðîñòè, t - âðåìÿ, a - ñêîðîñòü çâóêà, p - äàâëåíèå,
χ - ïîêàçàòåëü àäèàáàòû Ïóàññîíà, èíäåêñû ñíèçó îáîçíà÷àþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå.

Ââåäåì äëÿ Φ(x, r, θ, t) àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå:

Φ = x+ εψ(r, θ, t0) + ε3ϕ(x0, r, θ, t0) + ..., x = εx0, t =
1

ε
t0, (3)

ãäå ε - ìàëûé ïàðàìåòð, ôóíêöèÿ ϕ(x0, r, θ, t0) îïðåäåëÿåò îñíîâíîå òå÷åíèå, à ôóíê-
öèÿ ψ(r, θ, t0) çàäàåò ïîïåðå÷íîå âîçìóùåíèå. Ïîäñòàâëÿÿ (3) â (1) - (2) è îñòàâëÿÿ
÷ëåíû ñòàðøåãî ïîðÿäêà, ïîëó÷èì äëÿ ôóíêöèè ϕ(x0, r, θ, t0) òðàíñçâóêîâîå óðàâíå-
íèå:

2ϕx0t0 + (χ+ 1)ϕx0ϕx0x0 + 2ψrϕx0r +
2

r2
ψθϕx0θ −∆ϕ+

+
χ− 1

2

(
2ψt0 + ψ2

r +
1

r2
ψ2
θ

)
ϕx0x0 = L(ψ).

(4)

Â (4) ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ:

−L(ψ) ≡ ψt0t0 + 2ψrψrt0 +
2

r2
ψθψθt0 + ψ2

rψrr +
1

r4
ψ2
θψθθ+

+
2

r2
ψθψrψrθ −

1

r3
ψrψ

2
θ , ∆ϕ ≡ ϕrr +

1

r
ϕr +

1

r2
ϕθθ.

Ôóíêöèÿ ψ(r, θ, t0) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà ∆ψ = 0. Åñëè ψ ≡ 0, òî ïîëó-
÷èì êëàññè÷åñêîå òðàíñçâóêîâîå óðàâíåíèå Ëèíÿ-Ðåéññíåðà-Òçÿíà [1]:

2ϕx0t0 + (χ+ 1)ϕx0ϕx0x0 − ϕrr −
1

r
ϕr −

1

r2
ϕθθ = 0,

êîòîðîå â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå ñìåøàííîãî òèïà Êàðìàíà-
Ôàëüêîâè÷à [2,3]:

(χ+ 1)ϕx0ϕx0x0 − ϕrr −
1

r
ϕr −

1

r2
ϕθθ = 0

.
Óðàâíåíèå (4) îïèñûâàåò òðàíñçâóêîâûå òå÷åíèÿ ãàçà, âîçíèêàþùèå ïðè âîç-

äåéñòâèè íà îáòåêàåìîå òåëî áîêîâîãî (ïî îòíîøåíèþ ê îñíîâíîìó íàïðàâëåíèþ äâè-
æåíèÿ, ñîâïàäàþùåìó ñ íàïðàâëåíèåì îñè x) âîçìóùåíèÿ îñíîâíîãî òðàíñçâóêîâîãî
ïîòîêà. Äëÿ âíóòðåííåãî îáòåêàíèÿ, íàïðèìåð äëÿ òå÷åíèé â ñîïëàõ, òàêèì âîçìó-
ùåíèåì ìîæåò áûòü çàêðóòêà ïîòîêà (ψ = Γ(t)θ). Äëÿ âíåøíåãî îáòåêàíèÿ ëåòàòåëü-
íûõ àïïàðàòîâ òàêèì âîçìóùåíèåì ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, áîêîâîé, ìåíÿþùèé ñâîþ
ñêîðîñòü ñ òå÷åíèåì âðåìåíè âåòåð ψ = V∞(t)r cos (θ + α(t)).

Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç óäàðíóþ âîëíó, çàäàííóþ óðàâíåíèåì g(x, r, θ, t) = 0, ðå-
øåíèÿ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü íà åå ôðîíòå óñëîâèÿì
Ðåíêèíà-Ãþãîíèî:(

gt + Φ∗xgx + Φ∗rgr +
1

r2
Φ∗θgθ

)(
gt + Φxgx + Φrgr +

1

r2
Φθgθ

)
=

=
χ− 1

χ+ 1

(
gt + Φxgx + Φrgr +

1

r2
Φθgθ

)
+

2a2(Φ)

χ+ 1

(
g2
x + g2

r +
1

r2
g2
θ

)
, Φ = Φ∗.

(5)
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Çäåñü Φ è Φ∗ ñîîòâåòñòâóþò òå÷åíèþ ñ ðàçíûõ ñòîðîí îò óäàðíîé âîëíû, a2(Φ) çàäà-
åòñÿ âûðàæåíèåì (2). Óñëîâèÿ íà ôðîíòå óäàðíîé âîëíû x0 = x0(r, θ, t0) ïîëó÷èì èç
óñëîâèé (5), ïîäñòàâëÿÿ â íèõ ðàçëîæåíèå (3) è îñòàâëÿÿ ÷ëåíû ñòàðøåãî ïîðÿäêà:

2
∂x0

∂t0
+

(
∂x0

∂r

)2

+
1

r2

(
∂x0

∂θ

)2

+ 2ψr
∂x0

∂r
+

2

r2
ψθ
∂x0

∂θ
=

=
χ− 1

2

(
2ψt0 + ψ2

r +
1

r2
ψ2
θ

)
+
χ+ 1

2
(ϕx0 + ϕ∗x0), ϕ = ϕ∗.

(6)

Çäåñü ϕ è ϕ∗ ñîîòâåòñòâóþò òå÷åíèþ ñ ðàçíûõ ñòîðîí îò óäàðíîé âîëíû. Åñëè â (6)
ïîëîæèòü ϕ ≡ ϕ∗, òî ïîëó÷èì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ (4).

Âûâåäåì óñëîâèÿ íà îáòåêàåìîé ïîâåðõíîñòè, ìàëî îòëè÷àþùåéñÿ îò öèëèí-
äðè÷åñêîé, çàäàâ åå â âèäå

r = r0(θ, t0) + r2(x0, θ, t0)ε4 + .... (7)

Ïîäñòàâëÿÿ (3) è (7) â òî÷íîå óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ −Φxrx + Φr − r−2rθΦθ = rt è
îñòàâëÿÿ ñòàðøèå ÷ëåíû, ïîëó÷èì:

ψr − r−2
0 r0θψθ = r0t0 , ϕr − r−2

0 r0θϕθ = r2x0 . (8)

Çäåñü çíà÷åíèÿ ϕr, ϕθ, ψr, ψθ âû÷èñëÿþòñÿ ïðè r = r0(θ, t0).
Óðàâíåíèå çâóêîâîé ïîâåðõíîñòè (V 2 = a2) â òðàíñçâóêîâîì ïðèáëèæåíèè

ïðèíèìàåò âèä:

N ≡ χ+ 1

2

(
ψ2
r +

1

r2
ψ2
θ

)
+ (χ− 1)ψt0 + (χ+ 1)ϕx0 = 0. (9)

Äëÿ óñòàíîâèâøèõñÿ òå÷åíèé (∂/∂t) óðàâíåíèå (4) èìååò ñìåøàííûé òèï. Â
ýòîì ñëó÷àå çâóêîâàÿ ïîâåðõíîñòü N = 0 ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ ïàðàáîëè÷íîñòè
óðàâíåíèÿ (4), ïðè ýòîì â ñâåðõçâóêîâîé îáëàñòè (îáëàñòè ãèïåðáîëè÷íîñòè) N > 0,
â äîçâóêîâîé îáëàñòè (îáëàñòè ýëëèïòè÷íîñòè) N < 0.

Ïîäñòàâëÿÿ (3) â âûðàæåíèå äëÿ äàâëåíèÿ (2), ïðîâîäÿ ðàçëîæåíèå â ðÿä
Òåéëîðà è îñòàâëÿÿ ñòàðøèå ïî ïîðÿäêó ÷ëåíû, ïîëó÷èì àñèìïòîòè÷åñêóþ ôîðìóëó
äëÿ îïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ:

P = 1− χε2

(
ψt0 + ϕx0 +

1

2
ψ2
r +

1

2r2
ψ2
θ

)
.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå òî÷íûå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4). Â ÷àñòíîñòè,
óðàâíåíèå (4) èìååò ðåøåíèå (èíäåêñ íîëü ó ïåðåìåííûõ x, t áóäåì çäåñü è äàëåå
îïóñêàòü):

ϕ =
3∑

k=0

ϕk(r, θ, t)x
k. (10)

Ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíûé ñëó÷àé. Ïîëîæèì ψ = Γθ, Γ = const. Òîãäà óðàâíåíèå (4)
ïðèìåò âèä:

(χ+ 1)ϕxϕxx +
2

r2
Γϕxθ −∆ϕ+

χ− 1

2r2
Γ2ϕxx = 0. (11)
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Â êëàññå ðåøåíèé (10) â ñëó÷àå óñòàíîâèâøèõñÿ òå÷åíèé ñîäåðæèòñÿ ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ (11), êîòîðîå îïèñûâàåò òå÷åíèå ãàçà â ñîïëàõ Ëàâàëÿ ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì
(ϕxx = const) è ó÷èòûâàåò çàêðóòêó ïîòîêà:

ϕ = ax2 + (χ+ 1)a2r2x+

[
χ− 1

2
Γ2a ln2 r +

1

8
(χ+ 1)2a3r4

]
. (12)

Óðàâíåíèå çâóêîâîé ïîâåðõíîñòè äëÿ (12), ñîãëàñíî (9), èìååò âèä:

x = −χ+ 1

2
ar2 − Γ2

4ar2
.

Óñëîâèÿ (8) èìåþò âèä:
∂r0

∂θ
= 0,

∂r2

∂x
= ϕr (ϕr âû÷èñëÿåòñÿ ïðè r = r0). Òîãäà

ïîëó÷èì óðàâíåíèå îáòåêàåìîé ïîâåðõíîñòè:

r = r0 + ε4

[
r0a

2(χ+ 1)x2 +

(
(χ− 1)Γ2a

ln r0

r0

+
1

2
(χ+ 1)2a3r3

0

)
x

]
, r0 = const. (13)

Ðåøåíèå (12) îïèñûâàåò òå÷åíèÿ â êîëüöåîáðàçíûõ ñîïëàõ, óðàâíåíèÿ âíóò-
ðåííåé è âíåøíåé ñòåíîê êîòîðûõ ïîëó÷èì èç (13) ïðè r0 = r

(1)
0 , r0 = r

(2)
0 , r(k)

0 =
const 6= 0. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà ðèñóíêå 1 èçîáðàæåíû ñòåíêè ñîïëà è çâóêîâàÿ
ïîâåðõíîñòü, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèþ (12), ïðè r(1)

0 = 0, 1, r(2)
0 = 1, Γ = 1, χ = 1, 4,

a = 30, ε = 0, 1.

Ðèñ. 1. Ñå÷åíèå ñîïëà

Ëåâåå çâóêîâîé ïîâåðõíîñòè (íà êîòîðîé V = a) ñêîðîñòü ïîòîêà äîçâóêîâàÿ
(V < a), ïðàâåå - ñâåðõçâóêîâàÿ (V > a), ðåàëèçóåòñÿ òå÷åíèå Ìàéåðà ñ ïåðåõîäîì
÷åðåç ñêîðîñòü çâóêà ïî âñåé ãîðëîâèíå ñîïëà.

Åñëè â (12) Γ = 0, òî ïîëó÷èì èçâåñòíîå ðåøåíèå, îïèñûâàþùåå òå÷åíèå â
öåíòðå ñîïëà Ëàâàëÿ [2].

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (11), îáëàäàþùåå ñâîéñòâàìè: Vx, Vr, Vθ → 0
ïðè r →∞

ϕ = f(x, θ)r−2 + g(r, θ),4g = 0. (14)
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Ýòî ðåøåíèå äîïóñêàåò îáîáùåíèå: ϕ = f(ξ, η)r−2 +g(r, θ), ξ = x+α ln r, η = θ+β ln r,
α, β - ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà. Ïîäñòàâëÿÿ (14) â (11), ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè
f(x, θ):

(χ+ 1)fxfxx + 2Γfxθ − 4f − fθθ +
χ− 1

2
Γ2fxx = 0. (15)

Óñëîâèÿ (8) ïðèìóò âèä:
dr0

dθ
= 0, −2fr−3

0 + gr =
∂r2

∂x0
(gr âû÷èñëÿåòñÿ ïðè r = r0).

Óðàâíåíèå (15) èìååò ðåøåíèå âèäà:

f(x, θ) =
3∑

k=0

fk(θ)x
k. (16)

Ïîäñòàâëÿÿ (16) â (15), ïîëó÷èì ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé äëÿ ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò θ:

18f 2
3 (χ+ 1)− 4f3 − f

′′
3 = 0,

18f2f3(χ+ 1) + 6Γf
′
3 − 4f2 − f

′′
2 = 0,

(χ+ 1)(4f 2
2 + 6f1f3) + 4Γf

′
2 − 4f1 − f

′′
1 + 3(χ− 1)Γ3f3 = 0,

2(χ+ 1)f1f2 + 2Γf
′
1 − 4f0 − f

′′
0 + (χ− 1)Γ2f2 = 0,

îáùåå ðåøåíèå êîòîðîé íåñëîæíî ïîëó÷èòü, ïîëîæèâ f3(θ) = 0.
Íåêîòîðûå äðóãèå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4) ðàññìîòðåíû â [4-5].
2. Òå÷åíèÿ, âîçíèêàþùèå ïðè îáòåêàíèè ïîâåðõíîñòåé ñâåðõçâóêîâûì ïîòîêîì

ãàçà, îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì (1), â êîòîðîì a2 îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì:(
a

a0

)2

=

(
p

p0

)χ−1
χ

= 1 +
χ− 1

2
M2

0 −
χ− 1

2a2
0

(
2Φt + Φ2

x + Φ2
r +

1

2r2
Φ2
θ

)
. (17)

Çäåñü V0, p0 - ñêîðîñòü, äàâëåíèå îäíîðîäíîãî ïîòîêà, a0 - ñêîðîñòü çâóêà â îäíîðîä-

íîì ïîòîêå; M0 =
V0

a0

- ÷èñëî Ìàõà.

Ââåäåì àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå:

Φ = V0x+ εψ(r, θ, t) + ε2ϕ(ξ0, r, θ, t) + ..., ξ0 = ε−1ξ, ξ = x− βr, β =
√
M2

0 − 1, (18)

ãäå ε - ìàëûé ïàðàìåòð. Ïîäñòàâëÿÿ (18) â (1), ïîëó÷èì äëÿ ôóíêöèè ϕ(ξ0, r, θ, t)
óðàâíåíèå:

2V0ϕξ0t + 2βa2
0ϕξ0r + [(χ+ 1)V0M

2
0ϕξ0 + (χ− 1)M2

0ψt − 2V0βψr]ϕξ0ξ0+

+
1

r
βa2

0ϕξ0 = a2
0(ψrr +

1

r
ψr +

1

r2
ψθθ)− ψtt.

(19)

Óñëîâèÿ íà îáòåêàåìîé ïîâåðõíîñòè r = r0(θ, t) + r1(ξ0, θ, t)ε+ r2(ξ0, θ, t)ε2 + ...
èìåþò âèä: −V0r1ξ0 = r0t, ψr− r−2

0 ψθr0θ = (β + r1ξ0)ϕξ0 + V0r2ξ0 + r1t. Çíà÷åíèÿ ψr, ψθ,
ϕξ0 âû÷èñëÿþòñÿ ïðè r = r0(θ, t).

Óñëîâèÿ íà ôðîíòå óäàðíîé âîëíû ξ0 = ξ0(r, θ, t) ïîëó÷èì èç óñëîâèé (5),
ïîäñòàâëÿÿ â íèõ ðàçëîæåíèå (18) è îñòàâëÿÿ ÷ëåíû ïîðÿäêà ε−1:

χ+ 1

2
M2

0V0(ϕξ0 + ϕ∗ξ0) = V0
∂ξ0

∂t
+ βa2

0

∂ξ0

∂r
+ V0βψr −

(χ− 1)M2
0

2
ψt, ϕ = ϕ∗.

Çäåñü ϕ è ϕ∗ ñîîòâåòñòâóþò òå÷åíèþ ñ ðàçíûõ ñòîðîí îò óäàðíîé âîëíû.
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Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà äëÿ îïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ èìååò âèä

p = p0

(
1− χ

a2
0

ε(ψt0 + V0ϕξ0)

)
.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ � 2014/232
Ìèíîáðíàóêè Ðîññèè è ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ � 15-01-08599.
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2Ðîññèéñêèé Ãîñóäàðñòâåííûé Ãåîëîãîðàçâåäî÷íûé Óíèâåðñèòåò, Ìîñêâà, Ðîññèÿ

e-mail: 1glaskoyv@mail.ru

Àííîòàöèÿ: Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à êîíöåíòðàöèè ìàññ â êóáå.
Ïðåäëîæåí àëãîðèòì êîíöåíòðàöèè, êîòîðûé èñïîëüçóåò èíòåðïðåòàöèþ âûìåòåí-
íûõ ïëîòíîñòåé è ñòàòèñòè÷åñêóþ ðåãóëÿðèçàöèþ. Îïòèìàëüíûå ïàðàìåòðû àëãî-
ðèòìà âûÿâëåíû ïîñðåäñòâîì ñåðèè âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âûìåòàíèå ìàññ, êîíöåíòðàöèÿ ìàññ, íåâÿçêà, ðåãóëÿðèçèðó-
þùèé ôóíêöèîíàë, àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ.

3.5-DIMENSIONAL STUDY OF THE PROBLEM CONCENTRATION OF
MASS WITH MATHEMATICAL MODEL AND COMPUTING

EXPERIMENT APPROACH

Abstract: In the article we study problem of concentration mass in cube.
Algorithm of the concentration, using interpretation of sweep density and statistical
regularization, is produced. The optimal algorithm parameters are detected by set of
computing experiments.
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Keywords: balayage of masses, concentration of masses, discrepancy, smoothing
functional, a priori information.

Öåëüþ çàäà÷è èíòåðïðåòàöèè ãåîôèçè÷åñêîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå îá-
ëàñòè Ω è åå ïëîòíîñòè δ(ω), òî åñòü õàðàêòåðèñòèê èñòî÷íèêà èçìåðåííîãî ïîëÿ.
Ïðè ìîäåëèðîâàíèè îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ îáëàñòè Ω ìû áóäåì îïèðàòüñÿ íà 2-å
ãåîôèçè÷åñêèå ìîäåëè ìåñòîðîæäåíèÿ íåôòè: àíòèêëèíàëüíóþ è ãåîñîëèòîííóþ [1].
Íà îñíîâå ïðåäñòàâëåíèé î ñòðóêòóðå ìåñòîðîæäåíèÿ ÓÂ, êîòîðàÿ äàåòñÿ àíòèêëè-
íàëüíîé ìîäåëüþ, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ñåãìåíò ãëóáèí çàëåæè Ω. Äëÿ ýòîãî èñïîëü-
çóåòñÿ ìåòîä îïðåäåëåíèÿ îñîáûõ òî÷åê (èíòðîïðîäîëæåíèå). Àïïàðàò èíòðîïðî-
äîëæåíèÿ îïðîáîâàí íà 2-óõ è 3-õ óðîâíåâûõ ñòðóêòóðàõ. Ìîðôîëîãè÷åñêóþ ñòðóê-
òóðó îáëàñòè-çàëåæè ìîæíî ïîñòðîèòü íà îñíîâå ãåîñîëèòîííîé ìîäåëè. Óêàçàííàÿ

ìîäåëü ïðåäïîëàãàåò ìíîãîóðîâíåâîå ðàñïîëîæåíèå îáëàñòè Ω =
N⋃
j=1

Ωj âäîëü âåðòè-

êàëüíîé ê äíåâíîé ïîâåðõíîñòè ãåîñîëèòîííîé òðóáêè. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè
è ðÿäà ïàðàìåòðîâ ìîðôîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì 3.5-ìåðíîé
êîíöåíòðàöèè ïëîòíîñòè c ãðàíèöû Γ îáëàñòè V ⊃ Ω : δΓ(s∗), s∗ ∈ Γ ≡ ∂V . Ïðè
ýòîì àëãîðèòì êîíöåíòðàöèè ìíîãîêðàòíî èñïîëüçóåò 3.5D âûìåòàíèå èç èñêîìîé
îáëàñòè Ω.

2D ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðîöåññà âûìåòàíèÿ ìàññ [2] ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Â ðàáîòå [2] ïðåäñòàâëåíà ìîäåëü
2D êîíöåíòðàöèè. Ìîäåëè èñïîëüçîâàíû äëÿ èíòåðïðåòàöèè ñåðèè ìåñòîðîæäåíèé
íåôòè è ãàçà.

Â äàííîé ñòàòüå ìîäåëü âûìåòàíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ðåçóëüòàòàì ðàáîò Â.Í.
Ñòðàõîâà [3] è Â.Ã. Ôèëàòîâà [2]. Îíà ðàñøèðåíà â ñðàâíåíèè ñ ðàáîòîé Â.Ã. Ôèëàòî-
âà [2] äëÿ 3.5D ñëó÷àÿ îòíîñèòåëüíî ïëîòíîñòè u(x, y, z, t) ìåíÿþùåéñÿ ñî âðåìåíåì
t â îáëàñòè V ñ ãðàíèöåé Γ ≡ ∂V .

D∆u(X, t) = ut(X, t), X ≡ (x, y, z) ∈ V, 0 < t < T (1)

D
∂u(X, t)

∂n

∣∣∣∣
Γ

= − ∂u

∂t
(X, t)

∣∣∣∣
Γ

(2)

u(X, 0) =

{
δ(ω) ≡ δ(X, 0), ∀ ω,X ∈ Ω
0, ∀ X ∈ V \ Ω

(3)

Ôèçè÷åñêè óñëîâèå (2) îçíà÷àåò, ÷òî ìàññà, ñîñðåäîòî÷åííàÿ â îáúåìå V, ñ
òå÷åíèåì âðåìåíè äèôôóíäèðóåò ÷åðåç ãðàíèöó îáúåìà. Ïðè ýòîì îíà ñîñðåäîòà-
÷èâàåòñÿ íà ýòîé ãðàíèöå â ôîðìå ïðîñòîãî ñëîÿ. Êîýôôèöèåíò äèôôóçèè D > 0
- ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà. Â ïðî÷åì, óñëîâèå ìîæíî óïðîñòèòü, òåì ñàìûì, ââåäÿ
çàäà÷ó âûìåòàíèÿ â êëàññ ëèíåéíûõ ïðîáëåì.

D∆u(X, t) = ut(X, t), X ≡ (x, y, z) ∈ V, 0 < t < T (4)

D
∂u(X, t)

∂n

∣∣∣∣
Γ

= 0 (5)

u(X, 0) =

{
δ(ω) ≡ δ(X, 0), ∀ ω,X ∈ Ω
0, ∀ X ∈ V \ Ω

(6)

Çäåñü óñëîâèå (5) îçíà÷àåò, ÷òî ïîòîê ïëîòíîñòè ÷åðåç ãðàíèöó îáëàñòè V :
Γ = ∂V ðàâåí íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, äèôôóíäèðóþùàÿ ìàññà íå ïîêèäàåò îáëàñòè
V è åå ãðàíèöû.
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Ìîäåëü 3.5D êîíöåíòðàöèè, êàê îáðàòíîé ê âûìåòàíèþ çàäà÷è, ñîäåðæèò óñëî-
âèå â êîíå÷íûé ìîìåíò ïðîöåññà T .

D∆u(X, t) = ut(X, t), X ≡ (x, y, z) ∈ V, 0 < t < T (7)

D

T∫
0

∂u(X, t)

∂n

∣∣∣∣
Γ

= δ(X,T )|Γ (8)

u(X,T ) =

{
0, ∀ X ∈ V \ ∂V
δΓ(s∗) ≡ δ(X,T ), s∗, X ∈ ∂V (9)

Â îïåðàòîðíîé ôîðìå çàäà÷à êîíöåíòðàöèè (îïðåäåëåíèÿ p) èìååò âèä:

Ap = δΓ(s∗), s∗ ∈ Γ (10)

Çäåñü p = {Ω, δ(ω)}, Ω =
N⋃
j=1

Ωj ⊂ V , δ(ω) = {δj(ω)}, j = 1, ..., N , A- îïåðàòîð

âûìåòàíèÿ. Ïî ñóòè, âìåñòå ñ ïëîòíîñòüþ u(X, t) â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè 0 < t < T
ìû èùåì íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè u(X, 0) äëÿ ïðîöåññà êîíöåíòðàöèè.
Èñòèííîå u(X, 0) ïîçâîëÿåò îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü p. Ïðè ýòîì íà÷àëüíîå óñëîâèå
ñîäåðæèò êàê ïëîòíîñòíóþ, òàê è ìîðôîëîãè÷åñêóþ õàðàêòåðèñòèêè. Îïèðàÿñü íà
ãåîñîëèòîííóþ ìîäåëü, ìû ìîæåì ïðåäëîæèòü ìîäåëü çàëåæè Ω, êàê íåñêîëüêî ïðî-
ñòûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ôèãóð ðàñïîëîæåííûõ âäîëü ãåîñîëèòîííîé òðóáêè.

Çàäà÷ó âûìåòàíèÿ ÷èñëåííî ìîæíî ðåøàòü ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé è
ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ìû ðàññìîòðèì âàðèàíò âòîðîãî ìåòîäà.

×èñëåííî âûìåòàíèå ìîæíî ðåàëèçîâàòü íà ñåòêå ïîñðåäñòâîì 6-è òî÷å÷íîé
ñõåìû Ä. Çèäàðîâà [4]. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò òðåáîâàòü îò ïëîòíîñòè íå áîëåå ÷åì
êóñî÷íîé íåïðåðûâíîñòè â V : δ(ω) ∈ C(Ω). Îòìåòèì, ÷òî ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíî-
ñòåé òðåáóåò îò èñêîìîé ôóíêöèè (ïëîòíîñòè) äâàæäû íåïðåðûâíîé äèôôåðåíöèðó-
åìîñòè, ÷òî ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî æåñòêèì äëÿ ãåîôèçè÷åñêèõ çàäà÷ óñëîâèåì.

Àëãîðèòì êîíöåíòðàöèè âêëþ÷àåò çàäà÷ó ìèíèìèçèöèè êâàäðàòà íåâÿçêè
ìåæäó çàäàííîé δΓ(s∗), s∗ ∈ Γ è ãðàíè÷íîé ïëîòíîñòüþ ðàññ÷èòàííîé ïîñðåäñòâîì
ìíîãîêðàòíîãî âû÷èñëåíèÿ ïëîòíîñòè δ(ω), ω ∈ Ω ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî è åå âû-
ìåòàíèÿ íà ãðàíèöó ∂V . Ïðè ýòîì Ω îïðåäåëÿåòñÿ íà ïåðâîì ýòàïå àëãîðèòìà íà
îñíîâàíèè öåëåâîãî óñëîâèÿ. Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè êâàäðàòà íåâÿçêè ðåøàåòñÿ äëÿ
ñèñòåìû âëîæåííûõ êîìïàêòîâ:

p̂ = arginf ρ2(Ap, δΓ(s∗)), V → V̂ (11)

, ãäå ρ2(Ap, δΓ(s∗)) = ‖Ap− δΓ(s∗)‖2
L2
.

Çàäà÷ó ðåøàåì íà êîìïàêòå ñ èñïîëüçîâàíèåì àïðèîðíîé èíôîðìàöèè. Ñ òî÷-
êè çðåíèÿ ðàçâåäî÷íîé ãåîôèçèêè êóá V áîëåå èíôîðìàòèâåí, ÷åì îãðàíè÷åííàÿ
ïëîñêîñòüþ îáëàñòü.

Â ñëó÷àå áîëüøîé ïîãðåøíîñòè âî âõîäíûõ äàííûõ è íåäîñòàòêå àïðèîðíîé
èíôîðìàöèè íàðÿäó ñ êâàäðàòîì íåâÿçêè ìû èñïîëüçóåì òèõîíîâñêèé ôóíêöèîíàë.

Ìû ðåøàåì çàäà÷ó êîíöåíòðàöèè ïî àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î δΓ(s∗) äëÿ ñëó-
÷àÿ, êîãäà ÷àñòè÷íî çàäàíû Ω è δ(ω) (δ(ω) ∈ [0.4 ã/ñì3, 1 ã/ñì3]).Çàäà÷à ðåøàåòñÿ
â äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì - ïî èçîëèíèÿì íà ãðàíÿõ V ìû îïðåäåëÿåì ìîðôîëîãèþ
îáëàñòè Ω. Íà âòîðîì - δ(ω) â ðàìêàõ ñòàòèñòè÷åñêîé ðåãóëÿðèçàöèè.

Â ïðîâåäåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ V ïðåäñòàâëÿåò ñëåäóþùèé
êóá [0, 1 êì]× [0, 1 êì]× [0, 4/3 êì].
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Ïîñðåäñòâîì èíòåðïðåòàöèè ðàññ÷èòàííûõ êàðò, ìû ëîêàëèçóåì òîïîëîãèþ
îáëàñòè Ω â âèäå: øàðà ìàëîãî ðàäèóñà ðàñïîëîæåííîãî íà ãëóáèíå 1 êì (ìîäåëü 1);
äâóõ øàðîâ íà ðàçëè÷íûõ ãëóáèíàõ (ìîäåëü 2); äâóõ ãîðèçîíòàëüíûõ êðóãîâûõ öè-
ëèíäðîâ (ìîäåëè 3,4); òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ øàðà íà äâà ïåðïåíäèêóëÿðíûõ
îòðåçêà ïàðàëëåëüíûõ îñÿì àáñöèññ è îðäèíàò. Äëÿ áîëåå ìåëêîãî øàãà ëîêàëèçóåò-
ñÿ ìîðôîëîãèÿ îáëàñòè Ω, êàê: êóá â öåíòðå îáëàñòè V ; ïàðàëëåëåïèïåä (ìîäåëü 7);
äâå ñâÿçíûõ îáëàñòè â ôîðìå êóáîâ (ìîäåëü 8).

Íà âòîðîì ýòàïå êîíöåíòðàöèè ìû îïðåäåëÿåì ïëîòíîñòè ëîêàëèçîâàííûõ
îáúåêòîâ êàê ïîñòîÿííûå, íî äëÿ íåêîòîðûõ ñâÿçíûõ îáëàñòåé ðàñïîëîæåííûõ íà
ðàçíûõ ãëóáèíàõ ðàçëè÷íûå âåëè÷èíû.

Äëÿ òî÷íûõ çíà÷åíèé ïëîòíîñòè δ̄Γ(s∗) ïîãðåøíîñòü ðåçóëüòàòà ε = ‖δ(ω) −
δ̄(ω)‖2

L2
≤ 1.5%. Äëÿ çàäàííûõ ñ ïîãðåøíîñòüþ çíà÷åíèé ïëîòíîñòè δ̃Γ(s∗) : δ =

‖δ̃Γ(s∗)− δ̄Γ(s∗)‖2
L2
≤ 5% ïîãðåøíîñòü ðåçóëüòàòà ε ≤ 5%.

Àëãîðèòì âêëþ÷åí â êîìïëåêñ ïðîãðàìì èíòåðïðåòàöèè äëÿ íåôòÿíûõ ìåñòî-
ðîæäåíèé. Èíòåðôåéñ êîìïëåêñà èñïîëüçóåò îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûé èíñòðóìåí-
òàðèé ïðèìåíÿåìûé è ïðè ðàçðàáîòêå ÍÈÐ "Ñîçäàíèå è ðàçâèòèå èíôîðìàöè-
îííûõ ñèñòåì ó÷åáíîãî è àäìèíèñòðàòèâíîãî íàçíà÷åíèÿ ÌÃÓ" (íîìåð ÖÈÒÈÑ
01201253080).

Àâòîð âûðàæàåò èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü ïðîôåññîðó Â.Ã. Ôèëàòîâó, àêàäå-
ìèêó Â.È. Ñòàðîñòåíêî, ïðîôåññîðó À.Ã. ßãîëå çà ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ ïðè ðàçðà-
áîòêå òåìû êîíöåíòðàöèè ìàññ, àêàäåìèêó Â.Í. Ñòðàõîâó çà èçíà÷àëüíóþ ïîñòàíîâêó
ïðîáëåìû äëÿ ãåîôèçèêè. Áëàãîäàðþ ïðîôåññîðîâ À.È. Êèðèëëîâà, Ñ.À. Ðîçàíîâó
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Keywords: algorithm, asymptotic, delay-di�erential equation, numerical
experiment

Ââåäåíèå

Óðàâíåíèå ñ îãðàíè÷åííûì çàïàçäûâàíèåì â íàèáîëåå îáùåì âèäå çàïèñûâà-
åòñÿ, êàê

x′(t) = L(t;x(t+ s : −h ≤ s ≤ −h1 ≤ 0)), t ∈ R+ = [0,∞), h, h1 = const, (1)

ãäå L(t;x(·)) : R+×C[−h,−h1]→ R - íåïðåðûâíûé îïåðàòîð, c íà÷àëüíûì óñëîâèåì

x(t) = ϕ(t), t ∈ [−h, 0], (2)

ãäå ϕ(t) ∈ C[−h, 0] - çàäàííàÿ ôóíêöèÿ; òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå â C1(R+).
Ýòî ðåøåíèå áóäåì îáîçíà÷àòü X(t;ϕ(·)). Àíàëîãè÷íî áóäåì îáîçíà÷àòü ðåøå-

íèå àïïðîêñèìèðóþùåãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ.
Åñëè îïåðàòîð L - ëèíåéíûé, òî óðàâíåíèå (1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå [7]

x′(t) =

∫ h

h1

dsK(t, s)x(t− s)ds, (3)

ãäå K(t, s) - çàäàííàÿ ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè ïî s, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåêî-
òîðûì äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì.
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Â ñâîþ î÷åðåäü, óðàâíåíèå âèäà (3) ñ îäíèì ïîñòîÿííûì ñîñðåäîòî÷åííûì
çàïàçäûâàíèåì çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

x′(t) = A(t)x(t− h), t ∈ R+. (4)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â ëèíåéíîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò íîðìà îïåðàòîðà L:

‖ L ‖= sup{
∫ h

h1

ds|K(t, s)| : t ∈ R+} =‖ A ‖= sup{|A(t)| : t ∈ R+}.

Åñëè ôóíêöèÿ K(t, s) âîçðàñòàåò ïî s (ñîîòâåòñòâåííî A(t) > 0), òî óðàâíåíèå
íàçûâàåòñÿ "óñòîé÷èâîãî òèïà"; åñëè ôóíêöèÿ K(t, s) óáûâàåò ïî s (ñîîòâåòñòâåííî
A(t) < 0), òî - "íåóñòîé÷èâîãî òèïà".

Èç òåîðèè Ôëîêå (ñì. íàïðèìåð [3]) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëèíåéíûõ àâòîíîìíûõ
óðàâíåíèé (ôóíêöèÿ K íå çàâèñèò îò t (ñîîòâåòñòâåííî A(t) = a = const)), õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

λ =

∫ h

h1

dsK(s)eλs (λ = ae−λh) (5)

èìååò áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ðåøåíèé λ0, λ1, λ2, ... â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, òàêèõ,
÷òî limk→∞Re λk = −∞, è ðåøåíèå (1)-(2) ïðåäñòàâèìî â âèäå àñèìïòîòè÷åñêîãî
ðÿäà

X(t;ϕ(·)) ∼
∞∑
k=0

Ckϕ(·)eλkttpk , (6)

ãäå Ck - ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû îò íà÷àëüíîé ôóíêöèè (ñòåïåííîé ñîìíîæèòåëü
âîçíèêàåò â ñëó÷àå êðàòíûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ (5)).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â àâòîíîìíîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò òàêèå "áàçî-
âûå"ðåøåíèÿ ξk(t) è êîíñòàíòû µk → −∞, k = 0, 1, 2, ..., ÷òî

X(t;ϕ(·)) ∼
∞∑
k=0

Ckξk(t), t ∈ R+, ξk(t) = O(eµkt). (7)

(Ýòè ðåçóëüòàòû ÷àñòè÷íî ïåðåíåñåíû íà óðàâíåíèÿ ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåí-
òàìè).

Ïåðåõîäèì ê îáçîðó ðåçóëüòàòîâ ïî íåàâòîíîìíûì óðàâíåíèÿì (ðåçóëüòàòû
áóäåì ôîðìóëèðîâàòü ïðèìåíèòåëüíî ê ñêàëÿðíîìó ñëó÷àþ). Çíàêè O, o áóäåì èñ-
ïîëüçîâàòü äëÿ t→∞.

Â [1] äëÿ óðàâíåíèé âèäà (3) äîêàçàíî, ÷òî ïðè

‖ L ‖ h < 1

e
(8)

ðåøåíèÿ ðàçäåëÿþòñÿ íà "ìåäëåííî ìåíÿþùèåñÿ" (çíàêîïîñòîÿííûå â ñêàëÿðíîì
ñëó÷àå), íàçâàííûå "ñïåöèàëüíûìè" (x0(t)), è áûñòðî çàòóõàþùèå.

Ïðèìå÷àíèå. Âåëè÷èíà â ëåâîé ÷àñòè (8) - áåçðàçìåðíàÿ, ÷òî ïðèäàåò óíèâåð-
ñàëüíîñòü ïîëó÷àåìûì îöåíêàì.

Â [2] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ òàêèõ óðàâíåíèé c ìàëûì çàïàçäûâàíèåì ëþáîå ðåøå-
íèå (1)-(2) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

X(t;ϕ(·)) = C0(ϕ(·))x0(t) + o(x0(t)). (9)
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Â [4] äîêàçàíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè (8) è h1 > 0 ñóùåñòâóåò åùå òàêîå ðåøåíèå x1(t),
÷òî

X(t;ϕ(·)) = C0(ϕ(·))x0(t) + C1(ϕ(·))x1(t) + o(x1(t)).

Â [6], [8] îöåíêà âèäà (8) îáîáùåíà íà íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ âèäà (1).
Â [7] ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ âèäà (9) äîêàçàíî äëÿ óðàâíåíèé íåóñòîé÷èâîãî

òèïà.
Â [9] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íàðóøåíèè óñëîâèÿ (8) ïðåäñòàâëåíèå (7) ìîæåò íå

èìåòü ìåñòà.
Â äàííîé ñòàòüå ïðåäëàãàþòñÿ íåôîðìàëüíûå àëãîðèòìû äëÿ âûäâèæåíèÿ

è ïîäòâåðæäåíèÿ ãèïîòåç î ñóùåñòâîâàíèè àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ
íà÷àëüíîé çàäà÷è äëÿ ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ îãðàíè÷åííûì
çàïàçäûâàíèåì àðãóìåíòà ïî îòíîñèòåëüíî âñå áîëåå áûñòðî çàòóõàþùèì ðåøåíèÿì
è îïèñûâàþòñÿ ðåçóëüòàòû èõ èñïîëüçîâàíèÿ.

1. Îñíîâíàÿ ãèïîòåçà è ðàçíîñòíàÿ ñõåìà

Ìû áóäåì ôîðìóëèðîâàòü ãèïîòåçû ïðèìåíèòåëüíî ê óðàâíåíèþ (4).
Ãèïîòåçà 1. Åñëè ‖ A(t) ‖<∞, A(t)h ≥ const > −1

e
è A(t) íè íà êàêîì îòðåçêå

íå ñëèïàåòñÿ ñ íóëåì, òî èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå âèäà (7).
Äëÿ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîñòðîèì ðàçíîñòíóþ ñõåìó.
Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, çàìåíîé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

h - íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Øàã ïî t âîçüìåì ðàâíûì 1. Îáîçíà÷èì ñåòî÷íóþ ôóíêöèþ
X[m] ≈ x(m),m = −h,−h+ 1, ..., 0, 1, 2, ..., òîãäà èç (2) ïîëó÷àåì:

X[m] = ϕ(m),m = −h,−h+ 1, ..., 0. (10)

Èç (4) ïîëó÷àåì ðàñ÷åòíóþ ôîðìóëó:

X[m] = X[m− 1] + A(m)X[m− h− 1],m = 1, 2, 3, ..., n, (11)

ãäå n - äîñòàòî÷íî áîëüøîå (âûáèðàåìîå ïîëüçîâàòåëåì) ÷èñëî.
Òàêæå èñõîäíûìè äàííûìè, çàäàâàåìûìè ïîëüçîâàòåëåì, ÿâëÿþòñÿ íèæ-

íÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíèöû äèàïàçîíà äëÿ (áåçðàçìåðíîé âåëè÷èíû) A(t)h. Çíà÷åíèÿ
A(1), ..., A(n) âûáèðàþòñÿ àëãîðèòìîì ñëó÷àéíî - íèæíÿÿ èëè âåðõíÿÿ ãðàíèöà óêà-
çàííîãî ïîëüçîâàòåëåì äèàïàçîíà.

Ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

X0[m] = 0,m = −h,−h+ 1, ...,−1;X0[0] = 1

âû÷èñëÿåòñÿ ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñïåöèàëüíîìó ðåøåíèþ.
Äàëåå, äëÿ äðóãèõ ðåøåíèé X[m] íà÷àëüíîé çàäà÷è (10)-(11) âû÷èñëÿåòñÿ îò-

íîøåíèå

D[m] =
X[m]

X0[m]
,m = 1, 2, 3, ..., n, (12)

è åãî âèçóàëüíàÿ ñòàáèëèçàöèÿ ïîäòâåðæäàåò ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà

D0(x(·)) = lim
t→∞

x(t)

x0(t)
. (13)

Åñëè ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò, ââåäåì îïåðàòîð

W (x(·))(t) = x(t)−D0(x(·))x0(t).

Òàê æå áóäåì îáîçíà÷àòü åãî íåôîðìàëüíûé àíàëîã èç (12) äëÿ ôóíêöèé äèñ-
êðåòíîé ïåðåìåííîé.
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2. Ãèïîòåçà äëÿ óðàâíåíèÿ "ñìåøàííîãî" òèïà è åå ïîäòâåðæäåíèå

Ãèïîòåçà 2. Åñëè −1
e
< const1 ≤ A(t)h < const2, òî èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

âèäà (9).
1-å ñëåäñòâèå èç Ãèïîòåçû 2. Äëÿ ðåøåíèÿ ëþáîé íà÷àëüíîé çàäà÷è ïðåäåë

(13) ñóùåñòâóåò.
2-å ñëåäñòâèå èç Ãèïîòåçû 2. Äëÿ x2(t) = Wx(·)(t) ïðåäåë (13) ñóùåñòâóåò è

ðàâåí íóëþ.
Ïðèìå÷àíèå. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, 2-å ñëåäñòâèå âûòåêàåò èç ïåð-

âîãî, íî ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ (ïðè çàìåíå D0 íà ñòàáèëèçèðîâàâøååñÿ
çíà÷åíèå D[m] ≈ D[n]) 2-å ñëåäñòâèå ÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíîé ïðîâåðêîé ïðàâèëü-
íîñòè ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ ïåðâîãî ïðåäåëà.

Ìíîãîêðàòíûå âû÷èñëåíèÿ ïî óêàçàííîìó àëãîðèòìó äàæå äëÿ î÷åíü øèðî-
êîãî äèàïàçîíà −0.3 ≤ A(t)h ≤ 100 âî âñåõ ñëó÷àÿõ äàëè ñòàáèëèçàöèþ â (12) è òåì
ñàìûì ïîäòâåðäèëè Ãèïîòåçó 2.

3. Ãèïîòåçà äëÿ óðàâíåíèÿ íåóñòîé÷èâîãî òèïà è åå ïîäòâåðæäåíèå

Ïðè a > 0 óðàâíåíèå (5) èìååò îäíî âåùåñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå
λ0 (äàþùåå ñïåöèàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (4)-(2)), ñëåäóþùåå êîìïëåêñíîå ðåøåíèå
λ1 = µ1 + iν1 äàåò äâà (ìåäëåííî) êîëåáëþùèõñÿ ðåøåíèÿ eµ1tcos(ν1t) è eµ1tsin(ν1t),
íî â íåàâòîíîìíîì ñëó÷àå íåëüçÿ ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî îíè áóäóò èìåòü îäèíàêîâûé
õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîêàçàòåëü. Ïîýòîìó ìû ïðåäëàãàåì:

Ãèïîòåçà 3. Äëÿ óðàâíåíèÿ íåóñòîé÷èâîãî òèïà ñóùåñòâóþò òàêèå ìåäëåííî
êîëåáëþùèåñÿ ðåøåíèÿ x1(t), x2(t) íà÷àëüíîé çàäà÷è (4)-(2), ÷òî äëÿ ëþáîé íà÷àëü-
íîé ôóíêöèè ϕ(t) áóäåò

X(t;ϕ(·)) = C0ϕ(·)x0(t) + C1ϕ(·)x1(t) + C2ϕ(·)x2(t) + o(|x1(t)|+ |x2(t)|). (14)

Äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ ýòîé ãèïîòåçû, êðîìå ðåøåíèÿ X0[m], áåðåì åùå äâå ëè-
íåéíî íåçàâèñèìûõ (ñòóïåí÷àòûõ) íà÷àëüíûõ ôóíêöèè Φ1[m],Φ2[m],m = −h,−h +
1, ..., 0, âû÷èñëÿåì

X1[m] = W (X[·; Φ1[·]])[m], X2[m] = W (X[·; Φ2[·]])[m],

âèçóàëüíî óáåæäàåìñÿ, ÷òî îíè ÿâëÿåòñÿ ìåäëåííî êîëåáëþùèìèñÿ ðåøåíèÿìè, è
áåðåì èõ â êà÷åñòâå àïïðîêñèìàöèé äëÿ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ â (14).

Äàëåå, áåðåì ëþáóþ íà÷àëüíóþ ôóíêöèþ Φ3[m],m = −h,−h+1, ..., 0, âû÷èñëÿ-
åì äëÿ íåå C0 ñîãëàñíî (12) è ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèþ X3[m] = W (X[·; Φ3[·]])[m].
Äëÿ ýòîé ôóíêöèè âû÷èñëÿåì C1, C2 èç óñëîâèÿ

n∑
m=n−h

(X3[m]− C1X1[m]− C2X2[m])2 ↓ min

ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Ïðè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ â êà÷åñòâå ïðèáëè-
æåíèÿ ê õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ïîêàçàòåëþ ñåòî÷íîé ôóíêöèè ìû âçÿëè

Θ = max{
‖ X ‖[k,k+h−1]

‖ X ‖[k−h,k−1]

: k}.

Ýòè ïîêàçàòåëè âû÷èñëÿëèñü äëÿ X1[m], X2[m] è X4[m] = X3[m] − C1X1[m] −
C2X2[m]. Áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

1. ≤ A(t)h ≤ 2. : Θ1 ≈ Θ2 ≈ 0.5; Θ4 ≈ 0.2;
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2. ≤ A(t)h ≤ 3. : Θ1 ≈ Θ2 ≈ 0.6; Θ4 ≈ 0.3;

3. ≤ A(t)h ≤ 5. : Θ1 ≈ Θ2 ≈ 1.0; Θ4 ≈ 0.5;

5. ≤ A(t)h ≤ 10. : Θ1 ≈ Θ2 ≈ 1.2; Θ4 ≈ 0.6.

Ïîñêîëüêó âî âñåõ ñëó÷àÿõ Θ4 ñóùåñòâåííî ìåíüøå Θ1 è Θ2, ïîëó÷åííûå ðå-
çóëüòàòû ïîäòâåðæäàþò Ãèïîòåçó 3.

Ðåçóëüòàòû äàííîé ñòàòüè êîðîòêî îïóáëèêîâàíû â [10]. Ìû íàäååìñÿ, ÷òî
äàëüíåéøèå âû÷èñëåíèÿ ïîìîãóò óòî÷íèòü ôîðìóëèðîâêè è íàéòè ñòðîãèå äîêàçà-
òåëüñòâà ãèïîòåç.
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MATHEMATICAL MODEL OF THERMAL POWER BACKUP SOURCE

Abstract: In this paper we construct a mathematical model of thermal backup
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Âûõîäíûå õàðàêòåðèñòèêè òåïëîâûõ ðåçåðâíûõ èñòî÷íèêîâ òîêà (ÐÈÒ) çà-
âèñÿò îò åãî íåñòàöèîíàðíîãî òåïëîâîãî òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ. Ïðîäîëæèòåëüíîñòü
ðàáîòû ÐÈÒ ïðÿìî ñâÿçàíà ñ îáåñïå÷åíèåì íåîáõîäèìîãî ðàáî÷åãî òåìïåðàòóðíîãî
äèàïàçîíà ýëåêòðîõèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ, îáû÷íî 500-630◦C. Íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì
ñðåäñòâîì ñîõðàíåíèÿ òåïëà ÿâëÿåòñÿ íàäåæíàÿ òåïëîâàÿ çàùèòà ýëåêòðîõèìè÷åñêèõ
ýëåìåíòîâ è áàòàðåè â öåëîì. Ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìî ïîäîáðàòü òåïëîèçîëÿöèþ
ìåæäó áëîêîì ýëåêòðîõèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ è êîðïóñîì, íå ïðåâûøàÿ ãàáàðèòû
áàòàðåè (∅40ìì, h = 75ìì) è âðåìåíè ðàáîòû (20 ñåêóíä è áîëåå), èñõîäÿ èç òåïëî-
ôèçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëîâ.

Òåïëîâàÿ ñõåìà çàùèòû ïîäáèðàëàñü ïóòåì ñðàâíåíèÿ õàðàêòåðèñòèê òåìïå-
ðàòóðíûõ ïîëåé ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ðàñ÷åòíûõ ñõåì äëÿ ìíîãîñëîéíîãî îñåñèì-
ìåòðè÷íîãî òåëà.

Êàæäûé ñëîé èìååò ñâîè òåïëîôèçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè: êîýôôèöèåíò òåï-
ëîïðîâîäíîñòè λ, óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü c è ïëîòíîñòü ρ.

Íåñòàöèîíàðíûé ïåðåíîñ òåïëà òåïëîïðîâîäíîñòüþ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
Ôóðüå-Êèðõãîôà [1]. Â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ýòî óðàâíåíèå èìååò âèä:

cρ
∂T

∂t
= λ

[
1

r

∂

∂r

(
r
∂T

∂r

)
+

1

r2

∂2T

∂ϕ2
+
∂2T

∂z2

]
.

Ïîñêîëüêó ÐÈÒ èìååò îñåâóþ ñèììåòðèþ, òî äàííîå óðàâíåíèå ìîæíî ïåðå-
ïèñàòü â âèäå [2]:

cρ
∂T

∂t
= λ

[
1

r

∂

∂r

(
r
∂T

∂r

)
+
∂2T

∂z2

]
.

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ èñïîëüçóåòñÿ íà÷àëüíóþ òåìïåðàòóðó:

Tí = T0.
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Íà ëåâîé ãðàíèöå èñïîëüçóåòñÿ óñëîâèå ñèììåòðèè:

r = 0 :
∂T

∂r
= 0.

Íà ïðàâîé, âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèöàõ ïðîèñõîäèò òåïëîîáìåí ñ îêðóæàþùåé
ñðåäîé:

r = R : −λ∂T
∂r

= κright(T − Tright),

z = 0 : λ
∂T

∂z
= κdown(T − Tdown),

z = H : −λ∂T
∂z

= κup(T − Tup).

ãäå κright, κdown, κup � êîýôôèöèåíò òåïëîîòäà÷è, à Tright, Tdown, Tup � òåìïåðàòóðà
îêðóæàþùåé ñðåäû.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òåïëîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ñëîÿìè, èìåþùèìè ðàç-
ëè÷íûå òåïëîôèçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè, èñïîëüçóþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ÷åòâåð-
òîãî ðîäà:

z = z̃ :

 Ť = T̂ ,

−λ̌∂Ť
∂z

= −λ̂∂T̂
∂z

.

Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî ðåøèòü äâóìåðíóþ íåñòàöèîíàðíóþ çàäà÷ó.
Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ ÷èñëåííûé ìåòîä êîíå÷íûõ

ðàçíîñòåé íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå [3].
Îáëàñòü ðàçáèâàåòñÿ íà Nr è Nz ðàâíûõ ïðîìåæóòêîâ ñ øàãîì hz è hr ïî r

è z ñîîòâåòñòâåííî. Âðåìåííàÿ îñü òàêæå ðàçáèâàåòñÿ íà Nt ðàâíûõ ïðîìåæóòêîâ ñ
øàãîì τ .

ri = ihr, i = 0, Nr; zj = jhz, i = 0, Nz; tn = nτ, n = 0, Nt.

Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû çàìåíÿþòñÿ íà èõ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå àíàëî-
ãè è ïðîâîäèòñÿ äèñêðåòèçàöèÿ óðàâíåíèÿ íà îñíîâå ëîêàëüíî-îäíîìåðíîé ñõåìû [4]:

ci, jρi, j
T
n+1/2
i, j − T ni, j

τ
=
λi, j
ri

[
ri+1/2T

n+1/2
i+1, j − (ri−1/2 + ri+1/2)T

n+1/2
i, j + ri−1/2T

n+1/2
i−1, j

h2
r

]
,

ci, jρi, j
T n+1
i, j − T

n+1/2
i, j

τ
= λi, j

[
T n+1
i, j+1 − 2T n+1

i, j + T n+1
i, j−1

h2
z

]
,

ãäå

ri−1/2 =
ri−1 + ri

2
, ri+1/2 =

ri + ri+1

2
.

Ìåæäó ñëîÿìè â êà÷åñòâå òåïëîôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñðåäû èñïîëüçþòñÿ
ñðåäíèå çíà÷åíèÿ èõ õàðàêòåðèñòèê:

λ =
λ̌+ λ̂

2
, ρ =

ρ̌+ ρ̂

2
, c =

č+ ĉ

2

Äëÿ äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ïðîãîíêè [2].
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Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû íà êîðïóñå îò âðåìåíè ðàáîòû ÐÈÒ.

Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû ýëåêòðîëèòà îò âðåìåíè ðàáîòû ÐÈÒ.

Äàííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü áûëà ðåàëèçîâàíà â âèäå ïðîãðàììû äëÿ ðàñ-
÷åòà òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ â êàæäîì ñëîå ÐÈÒ â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè. Íà
îñíîâå ðàñ÷åòíûõ äàííûõ ïîëó÷åíû ãðàôèêè èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóð (ðèñ. 1, 2).

Òàêèì îáðàçîì, êàê âèäíî èç ãðàôèêîâ, ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìàÿ òåìïåðà-
òóðà êîðïóñà íå äîñòèãàåòñÿ ïðè âðåìåíè ðàáîòû èñòî÷íèêà ïîðÿäêà 50 ñåêóíä, à
òåìïåðàòóðà ýëåêòðîëèòà íàõîäèòñÿ â ðàáî÷åì äèàïàçîíå.
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Àííîòàöèÿ: Èçó÷åíû êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà ìîäåëåé, îïèñûâàåìûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûìè âêëþ÷åíèÿìè ñ àêêðåòèâíûìè îïåðàòîðàìè. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñóùå-
ñòâîâàíèÿ è àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé. Ê èññëåäóåìûì ìîäåëÿì ïðè-
âîäÿò çàäà÷è, â êîòîðûõ çíà÷åíèÿ îïåðàòîðîâ ÿâëÿþòñÿ ìíîãîýëåìåíòíûìè ìíîæå-
ñòâàìè. Êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà èçó÷àåìûõ ìîäåëåé èñïîëüçóþòñÿ ïðè ïðèìåíåíèè
ñèñòåìíîãî ïîäõîäà ê èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè ìîäåëåé, îïèñûâàåìûõ ðàçëè÷íû-
ìè òèïàìè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è âêëþ÷åíèÿìè. Ñèñòåìíûé ïîäõîä áàçè-
ðóåòñÿ íà ïåðåõîäå îò äåòåðìèíèñòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ìîäåëè ê ñòîõàñòè÷åñêîìó è íà
ïðèíöèïå ðåäóêöèè çàäà÷è îá óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ
ê çàäà÷å îá óñòîé÷èâîñòè äðóãèõ òèïîâ óðàâíåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå, ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåí-
öèàëüíîå óðàâíåíèå, ñèñòåìíûé ïîäõîä, êëþ÷åâàÿ ìîäåëü, óñòîé÷èâîñòü, ïðèíöèï
ðåäóêöèè

RESEARCH OF QUALITATIVE PROPERTIES OF THE MODELS
DESCRIBED BY DIFFERENTIAL INCLUSIONS OF THE SPECIAL

TYPES

Abstract: Qualitative properties of the models described by di�erential inclusions
with accretive operators are studied. Conditions and asymptotic stability of solutions are
received. Lead problems in which values of operators are multivalued sets to the studied
models. Qualitative properties of the studied models are used at application of system
approach to stability research of the models described by di�erent types of the di�erential
equations and inclusions. System approach is based on transition from the deterministic
description of model to the stochastic and on the principle of a reduction of a problem
about stability of solutions of di�erential inclusion to a problem on stability of other types
of the equations.

Keywords: di�erential inclusion, stochastic di�erential equations, system approach,
key model, stability, principle of a reduction

Àêòóàëüíûì íàïðàâëåíèåì èññëåäîâàíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ ìîäåëåé ÿâëÿ-
åòñÿ àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ïðè íàëè÷èè ìíîãîçíà÷íûõ ïðàâûõ ÷àñòåé. Âîïðîñû ñóùå-
ñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ðàçëè÷íûõ òèïîâ
è äèôôåðåöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé èçó÷åíû â [1�14] è äðóãèõ ðàáîòàõ. Îñíîâíûì ìåòî-
äîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä îáîáùåííûõ ôóíêöèé Ëÿïóíîâà [10�14]. Â ðàáîòàõ
[10, 11, 13] îïèñàí ñèñòåìíûé ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé ñ åäèíîé òî÷êè çðåíèÿ ðàññìàò-
ðèâàòü ñâîéñòâà óñòîé÷èâîñòè ìîäåëåé, îïèñûâàåìûõ îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöè-
àëüíûìè óðàâíåíèÿìè, äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ñ çàïàçäûâàíèåì, ñòîõà-
ñòè÷åñêèìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, äèôôåðåíöèàëüíûìè âêëþ÷åíèÿìè,
íå÷åòêèìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè. Óêàçàííûé ïîäõîä áàçèðóåòñÿ íà ïå-
ðåõîäå îò äåòåðìèíèñòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ìîäåëè ê ñòîõàñòè÷åñêîìó è íà ïðèíöèïå
ðåäóêöèè çàäà÷è îá óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ ê çàäà÷å
îá óñòîé÷èâîñòè äðóãèõ òèïîâ óðàâíåíèé.

Â ÷àñòíîñòè, ñèñòåìíûé ïîäõîä ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îáùàÿ êîíöåïòó-
àëüíàÿ îñíîâà, ïîçâîëÿþùàÿ ñ åäèíîé òî÷êè çðåíèÿ èçó÷àòü ñâîéñòâà óñòîé÷èâîñòè
ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé [1, 2, 10, 11, 13] è íå÷åòêèõ óðàâíåíèé [8, 10, 11,
13].

Óñòîé÷èâîïîäîáíûå ñâîéñòâà ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùåãî
åìó íå÷åòêîãî óðàâíåíèÿ ñâÿçàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì [13]: 1) åñëè íóëåâîå ðåøåíèå
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íå÷åòêîãî óðàâíåíèÿ α-óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó ïðè êàæäîì α ∈ (0, 1] (ðàâíîìåðíî
ïî α), òî íóëåâîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ óñòîé÷èâî
ïî âåðîÿòíîñòè (ñîîòâåòñòâåííî óñòîé÷èâî ïî÷òè íàâåðíîå); 2) eñëè íóëåâîå ðåøå-
íèå íå÷åòêîãî óðàâíåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêè α-óñòîé÷èâî ïðè ëþáîì α ∈ (0, 1] (ðàâ-
íîìåðíî ïî α), òî íóëåâîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïî âåðîÿòíîñòè (ñîîòâåòñòâåííî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷è-
âî ïî÷òè íàâåðíîå). Îáðàòíûå óòâåðæäåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå íåâåðíû, òàê êàê êàæäî-
ìó íåóñòîé÷èâîìó ñòîõàñòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ ñîîòâåòñòâóåò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî
íå÷åòêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñðåäè êîòîðûõ ìîãóò áûòü êàê óñòîé÷èâûå,
òàê è íåóñòîé÷èâûå. Ïîýòîìó èç óñòîé÷èâîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî íå÷åòêîãî äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íå ñëåäóåò, âîîáùå ãîâîðÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ óñòîé÷èâîñòü
èñõîäíîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.

Êðîìå òîãî, îò ñâîéñòâ óñòîé÷èâîñòè äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ ñ ïîìî-
ùüþ êëþ÷åâîé ìîäåëè è ïðèíöèïà ðåäóêöèè ìîæíî ïåðåõîäèòü ê ñâîéñòâàì óñòîé÷è-
âîñòè íå÷åòêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Óêàçàííûé ïðèíöèï ïðåäïîëàãàåò
ïåðåõîä îò ìíîãîìåðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ èññëåäóåìûå
ìîäåëè, ê âåêòîðíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó âêëþ÷åíèþ è íå÷åòêîìó äèôôåðåíöèàëü-
íîìó óðàâíåíèþ. Ýòîò ïåðåõîä ó÷èòûâàåò íå÷åòêèå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ â èññëåäó-
åìûõ ìîäåëÿõ. Ïîëó÷åííîå íå÷åòêîå óðàâíåíèå äëÿ êàæäîãî α-óðîâíÿ, α ∈ (0, 1], çà-
äàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì äèôôåðåíöèàëüíûì âêëþ÷åíèåì. Ìíîæåñòâî âñåõ äâèæå-
íèé âêëþ÷åíèÿ ïîðîæäàåò ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå α-óðîâíþ
ôóíêöèè, ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî íå÷åòêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ.

Ïðè ïðèìåíåíèè ñèñòåìíîãî ïîäõîäà íà îñíîâå ïðèíöèïà ðåäóêöèè ó÷èòûâà-
þòñÿ êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà, â òîì ÷èñëå óñòîé÷èâîñòü, äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ-
÷åíèé. Îäíèì èç âèäîâ äèôôåðåöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëü-
íûå âêëþ÷åíèÿ ñ àêêðåòèâíûìè îïåðàòîðàìè. Óêàçàííûå âêëþ÷åíèÿ èñïîëüçóþòñÿ
â çàäà÷àõ, â êîòîðûõ çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðîâ ÿâëÿþòñÿ ìíîãîýëåìåíòíûå ìíîæåñòâà.
Âîïðîñû èññëåäîâàíèÿ àêêðåòèâíûõ îïåðàòîðîâ è óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé äèôôåðåí-
öèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ñ àêêðåòèâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ ðàññìàòðèâàëèñü â [8, 9, 13]. Â
ðàáîòå [9] èññëåäóþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå àêêðåòèâ-
íûì îïåðàòîðàì â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ
òàêèå âêëþ÷åíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ îäíîìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Ïîëó÷åíû óñëî-
âèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé. Ââåäåíî ïîíÿòèå îáîá-
ùåííîé íåâîçðàñòàþùåé (íåóáûâàþùåé) ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè è óñòàíîâëåíà ñâÿçü
ìåæäó íåóáûâàþùèìè ìíîãîçíà÷íûìè ôóíêöèÿìè è àêêðåòèâíûìè.

Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé ‖.‖. Ðàññìîòðèì â ýòîì ïðîñòðàí-
ñòâå ìíîãîçíà÷íûé îïåðàòîð A : X → 2X , ãäå 2X � ìíîæåñòâî âñåõ íåïóñòûõ ïîä-
ìíîæåñòâ èç Õ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D(A) ::= {x ∈ X : Ax 6= ∅} è Im(A) ::=

⋃
x∈D(A) Ax

îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ è ìíîæåñòâî çíà÷åíèé îïåðàòîðà A.
Íåëèíåéíûé ìíîãîçíà÷íûé îïåðàòîð A : X → 2X íàçûâàåòñÿ àêêðåòèâíûì,

åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ D(A) è ëþáûõ x∗ ∈ Ax, y∗ ∈ Ay âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

∀λ > 0, ‖x+ λx∗ − y − λy∗‖X ≥ ‖x− y‖X . (1)

Ïîêàçàíî, ÷òî åñëè îïåðàòîð A àêêðåòèâíûé, òî äëÿ ëþáûõ λ > 0 è z ∈ Im(A)
âêëþ÷åíèå

z ∈ x+ λAx (2)
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èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ x. Äëÿ ëþáîãî λ > 0 êàæäîìó çíà÷åíèþ z ∈ D(I+λA)
ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííîå x ∈ D(A) òàêîå, ÷òî z ∈ x+λAx. Îáîçíà÷èì ýòî çíà÷åíèå
÷åðåç Jλz è ïîëó÷åííîå îòîáðàæåíèå Jλ : D(I + λA) → D(A) íàçîâåì ðåçîëüâåíòîé
îïåðàòîðà A. Ðåçîëüâåíòà Jλ ::= (I + λA)−1 äëÿ êàæäîãî λ > 0 èìååò îáëàñòü îïðå-
äåëåíèÿ Dλ ::= D(Jλ) ::= Im(I + λA).

Â [12] óñòàíîâëåíî, ÷òî îïåðàòîð A àêêðåòèâíûé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ðåçîëüâåíòà Jλ ::= (I + λA)−1 åñòü îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå è äëÿ âñåõ a, b ∈ Dλ

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖Jλa− Jλb‖X ≤ ‖a− b‖X . (3)

Ïóñòü X = R åñòü îäíîìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèç-
âåäåíèåì (a, b) ::= ab.

Ìíîãîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ f : R → 2R íàçûâàåòñÿ îáîáùåííî íåóáûâàþùåé
(íåâîçðàñòàþùåé), åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ R è ëþáûõ x∗ ∈ f(x), y∗ ∈ f(y) ïðè x 6= y
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (x− y, x∗ − y∗) ≥ 0 (ñîîòâåòñòâåííî (x− y, x∗ − y∗) ≤ 0).

Óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f : R → 2R îáîáùåííî íåóáûâàþùàÿ, òî ñî-
îòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð f áóäåò àêêðåòèâíûì. Ïðè X = R àêêðåòèâíûé îïåðàòîð
èìååò ñ÷åòíîå ÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà ïåðâîãî ïîðÿäêà, à â òî÷êå x, ãäå èìååòñÿ ñêà÷îê
îò çíà÷åíèÿ α ê çíà÷åíèþ β > α, ìíîæåñòâî Ax ñîâïàäàåò ñ îòðåçêîì [α, β] èëè ñ
ïðîèçâîëüíîé åãî ÷àñòüþ.

Ïðèìåð 1. Îïåðàòîð A : (x, y)→ (z, y), ãäå

z =


1 + x ïðè x > 0,
[−1, 1] ïðè x = 0,
−1 + x ïðè x < 0,

àêêðåòèâíûé.

Ïðèìåð 2. [9] Ìíîãî÷ëåí ñ íå÷åòíûìè ñòåïåíÿìè è ïîëîæèòåëüíûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè

f(t) ::= a0t
2n0+1 + a1t

2n1+1 + . . .+ an, a0, a1, . . . , an > 0

àêêðåòèâíûé.

Áóäåì ïî îïðåäåëåíèþ ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f : R→ R íàçûâàåòñÿ îáîáùåííî
ìîíîòîííîé (îáîáùåííî àêêðåòèâíîé), åñëè ýòà ôóíêöèÿ êóñî÷íî-ìîíîòîííàÿ, ò. å.
îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ðàçáèâàåòñÿ íà ñ÷åòíîå ÷èñëî èíòåðâàëîâ, â êàæäîì
èç êîòîðûõ ôóíêöèÿ íå óáûâàåò è íåïðåðûâíà, èëè íå âîçðàñòàåò è íåïðåðûâíà, è
â êàæäîé ãðàíè÷íîé òî÷êå ìåæäó äâóìÿ èíòåðâàëàìè èìåþòñÿ êîíå÷íûå ïðåäåëû è
ñëåâà, è ñïðàâà.

Ïðèìåð 3. Åñëè ðàçëîæèòü ôóíêöèþ y = x + 1 â ðÿä Ôóðüå íà îòðåçêå
[-1; 1], òî ïîëó÷èì êóñî÷íî-âîçðàñòàþùóþ ôóíêöèþ ñ ïåðèîäîì 2, êîòîðàÿ áóäåò
îáîáùåííî àêêðåòèâíîé.

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå

dx

dt
∈ −Ax (4)

ñ àêêðåòèâíûì îïåðàòîðîì A â îäíîìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.
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Òåîðåìà 1. Åñëè îïåðàòîð A : (a, b) → 2R àêêðåòèâíûé, òî äëÿ ëþáîãî
íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ x(s) = q ∈ R, s ∈ (a, b) âêëþ÷åíèå (4) èìååò åäèíñòâåííîå
íåïðîäîëæàåìîå ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x = q ìíîæåñòâî Ax ñî-
äåðæèò çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ, òî ìîæíî ñ÷èòàòü 0 ∈ Aq è ïîýòîìó èñêîìîå ðåøå-
íèå áóäåò ïîñòîÿííîé ôóíêöèåé x(t) = q, ∀t ∈ (a, b).

Åñëè ìíîæåñòâî Ax èìååò â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè (m,n) òî÷êè q òîëüêî ïîëî-
æèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, òî ïóñòü (m,n) åñòü ìàêñèìàëüíàÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü. Ïîñòðî-
èì îäíîçíà÷íóþ ôóíêöèþ f òàê, ÷òî f(x) ∈ Ax ïðè âñåõ t ∈ (m,n). Òîãäà âêëþ÷åíèå
(4) ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ

dx

dt
= −f(x). (5)

Òàê êàê ôóíêöèÿ f(x) ìîíîòîííàÿ è êóñî÷íî-âîçðàñòàþùàÿ, òî ôóíêöèÿ f(x)
áóäåò ïî÷òè âñþäó äèôôåðåíöèðóåìîé è ïî òåîðåìå Ïèêàðà-Ëèíäåëåôà óðàâíåíèå
(5) âñåãäà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì x(s) = q ∈ (m,n) è
åãî âñåãäà ìîæíî ðàñøèðèòü íà ìàêñèìàëüíûé èíòåðâàë.

Åñëè ìíîæåñòâî Ax èìååò â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè (m,n) òî÷êè q òîëüêî îò-
ðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ x = G(F (q) + s − t)
îáîñíîâûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Àêêðåòèâíûé îïåðàòîð ìíîãîçíà÷åí ëèøü â îòäåëüíûõ òî÷êàõ è ïîýòîìó ëþ-
áîå ðåøåíèå âêëþ÷åíèÿ (4) ñîñòîèò âñåãäà èç åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ. Îòñþäà ñëå-
äóåò, ÷òî îïåðàòîð À èìååò çíà÷åíèåì ìíîãîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî íà ìíîæåñòâàõ
íóëåâîé ìåðû. Ïîýòîìó â êàæäîì ìíîãîýëåìåíòíîì çíà÷åíèè Ax îïåðàòîðà A ìîæ-
íî îñòàâèòü òîëüêî îäèí ýëåìåíò. Ïîëó÷åííûé ïðè ýòîì îäíîçíà÷íûé îïåðàòîð B,
äëÿ êîòîðîãî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå dx/dt = −Bx áóäåò èìåòü òå æå ñàìûå
ðåøåíèÿ, ÷òî è èñõîäíîå âêëþ÷åíèå dx/dt ∈ −Ax. Ïîýòîìó âêëþ÷åíèÿ ñ àêêðåòèâ-
íûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè, äëÿ êîòîðûõ äîêàçàíà òåîðåìà îá åäèíñòâåííîñòè äâèæåíèÿ
â êàæäîì ðåøåíèè, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ îä-
íîçíà÷íîé ïðàâîé ÷àñòüþ.

Òåîðåìà 2. Åñëè îïåðàòîð A : (a, b) → 2R îáîáùåííî àêêðåòèâíûé, òî
äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ x(s) = q ∈ R, s ∈ (a, b) âêëþ÷åíèå (4) èìååò
åäèíñòâåííîå íåïðîäîëæàåìîå ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.

Òåîðåìà 3. Åñëè îïåðàòîð A ïðèíèìàåò çíà÷åíèå {0} â íåêîòîðîé òî÷êå
c ∈ (a, b), òî òî÷êà c îòíîñèòåëüíî âêëþ÷åíèÿ (4) áóäåò àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé-
÷èâà. Ïðè ýòîì åñëè 0 âíóòðåííÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà Ac, òî êàæäîå ðåøåíèå
âêëþ÷åíèÿ (4) ïîïàäàåò â òî÷êó c â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè t è îñòàåòñÿ â
ýòîé òî÷êå ïðè âñåõ áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ t.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ðàâíîñèëüíîãî (4) óðàâíåíèÿ dx/dt = −f(x) ôóíêöèÿ
V (x) = (x − c)2 ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà ñ îïðåäåëåííî îòðèöàòåëüíîé ïðîèç-
âîäíîé DV (x) = −(x − c)f(x) è àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ñëåäóåò èç âòîðîãî

ìåòîäà Ëÿïóíîâà. Èíòåãðàë
q∫
c

dx/f(x) çàâåäîìî èìååò êîíå÷íîå çíà÷åíèå è ïîýòîìó

ëþáîå ðåøåíèå ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé x(s) = q ïîïàäàåò â òî÷êó ñ â ìîìåíò âðåìåíè
t = c+

∫ q
c
dx/f(x).
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Îòìåòèì, ÷òî åñëè îïåðàòîð A íåïðåðûâåí â òî÷êå c, òî âñå ðàâíî âñå ðåøå-
íèÿ âêëþ÷åíèÿ (4) ìîãóò ïîïàäàòü â òî÷êó c çà êîíå÷íîå âðåìÿ, êàê ïîêàçûâàåò
ñëåäóþùèé

Ïðèìåð 4. Ïóñòü Ax = (3/2)x1/3, òîãäà âñå ðåøåíèÿ x(t) = (q2/3 + s − t)3/2

óðàâíåíèÿ dx/dt = −(3/2)x1/3 ïîïàäàþò â òî÷êó ïîêîÿ c = 0 â ìîìåíò t = q2/3 + s.
Îòñþäà ÿñíî, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå âêëþ÷åíèÿ (4) òàêæå àñèìïòîòè÷åñêè

óñòîé÷èâî, è ýòî îñòàíåòñÿ âåðíûì, åñëè a = −∞ èëè b = +∞.

Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷å-
íèé ñ àêêðåòèâíûìè îïåðàòîðàìè èñïîëüçóþòñÿ ïðè ïðèìåíåíèè ñèñòåìíîãî ïîäõîäà,
îñíîâàííîãî íà ïðèíöèïå ðåäóêöèè çàäà÷è îá óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé äèôôåðåíöè-
àëüíîãî âêëþ÷åíèÿ ê çàäà÷å îá óñòîé÷èâîñòè äðóãèõ òèïîâ óðàâíåíèé. Ïîëó÷åííûå
ðåçóëüòàòû ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå ïðè ðåøåíèè çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ ìîäåëåé åñòåñòâîçíàíèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåí-
òàëüíûõ èññëåäîâàíèé(ïðîåêò N 15-07-08795).
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Äëÿ ýëëèïòè÷åñêè ïîëÿðèçîâàííîé âîëíû ðåøåíà çàäà÷à î âûáîðå ïàðàìåòðîâ
ïðîìåæóòî÷íîãî ñëîÿ äëÿ íàèëó÷øåãî ðàâíîìåðíîãî ïðîñâåòëåíèÿ â ñìûñëå ×åáûøå-
âà íà èíòåðâàëå ÷àñòîò [Ω1,Ω2] ([2]) ïðè ôèêñèðîâàííîì óãëå ïàäåíèÿ 0 < β0 < π/2.

Îïèñàíèå ñèñòåìû è îáîçíà÷åíèÿ

Ïóñòü ìàãíèòîäèýëåêòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà (ÌÄÑ) ñîñòîèò èç äâóõ ïîëóïðî-
ñòðàíñòâ ðàçäåë¼ííûõ îäíèì ïðîìåæóòî÷íûì ñëîåì. Ïóñòü ìàòåðèàëû âñåõ ñëî¼â
íå èìåþò ïðîâîäèìîñòè è õàðàêòåðèçóþòñÿ äèýëåêòðè÷åñêîé è ìàãíèòíîé ïðîíèöà-
åìîñòÿìè: εj, µj (j = 0, 1, 2).

Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå â ÌÄÑ îïèñûâàåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé
Ìàêñâåëëà, óäîâëåòâîðÿþùèì �ìàòåðèàëüíûì� óðàâíåíèÿì ïîëÿ: ~B = µ ~H, ~D = ε ~E,
ãäå ~E, ~H � âåêòîðû íàïðÿæ¼ííîñòè, à ~D, ~B � èíäóêöèè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî
ïîëåé, åñëè íà ãðàíèöàõ ñðåä íåïðåðûâíû òàíãåíöèàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå ~E è ~H.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãàðìîíè÷åñêè çàâèñÿùèå îò âðåìåíè ïîëÿ â âèäå ïëîñ-
êèõ âîëí: ~E = ~Er · e−iωt è ~H = ~Hr · e−iωt, ãäå àìïëèòóäû ~Er è ~Hr çàâèñÿò òîëüêî îò
ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò, ïîñòîÿííû â êàæäîé èç ïëîñêîñòåé ⊥ âîëíîâîìó âåê-
òîðó ~kj äëÿ êàæäîé èç ñðåä (j = 0, 1, 2) è îáðàçóþò ñ íèì ïðàâóþ òðîéêó âåêòîðîâ.1

Ââåä¼ì ïðàâóþ ñèñòåìó äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû ïëîñêîñòü OY Z
ñîâïàäàëà ñ ëåâîé ãðàíèöåé ïðîìåæóòî÷íîãî ñëîÿ, îñü OX áûëà íàïðàâëåíà âíóòðü
ýòîãî ñëîÿ, à âîëíîâîé âåêòîð ~k0 ñîñòàâëÿë ñ íåé îñòðûé óãîë β0.

Èçâåñòíî [1], ÷òî â êàæäîì èç ñëî¼â ÌÄÑ (j = 0, 1, 2) îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé
Ìàêñâåëëà áóäåò ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé, âîîáùå ãîâîðÿ, ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôè-
öèåíòàìè d0, d1, ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííûõ TE- è TM-âîëí, ó êîòîðûõ ~E ‖ ïëîñêîñòè
OY Z äëÿ TE-âîëíû è ~H ‖ ïëîñêîñòè OY Z äëÿ TM-âîëíû.

Êâàäðàòû ìîäóëåé d0, d1 èìåþò ôèçè÷åñêèé ñìûñë êîýôôèöèåíòîâ ïðîïîð-
öèîíàëüíîñòè ïðè ïëîòíîñòÿõ ýíåðãèè â TE- è TM-êîìïîíåíòàõ, âîîáùå ãîâîðÿ,

1Èíäåêñ r âñþäó íèæå ìû îïóñêàåì, à ω äàëåå áóäåò îáîçíà÷àòü âîëíîâîå ÷èñëî ω
c , ãäå c �

ñêîðîñòü ñâåòà.
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ýëëèïòè÷åñêè ïîëÿðèçîâàííîé ïëîñêîé âîëíû, äëÿ êîòîðîé ðàçíîñòü ôàç d0, d1 îïðå-
äåëÿåò ôîðìó ýëëèïñà ïîëÿðèçàöèè.

Êîîðäèíàòíûå çàïèñè ~E è ~H áóäóò:
TE-âîëíà:

~E = (0, 0, Ez) , ~H = (Hx, Hy, 0) . (1)

TM-âîëíà:
~E = (Ex, Ey, 0) , ~H = (0, 0, Hz) . (2)

Ïóñòü: nj =
√
εjµj � ïîêàçàòåëè ïðåëîìëåíèÿ è pj =

√
εj
µ j

� âåëè÷èíû, îáðàò-

íûå ê âîëíîâûì ñîïðîòèâëåíèÿì j-îé ñðåäû.
Óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè òàíãåíöèàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ~E è ~H íà ãðàíèöàõ

j-ãî è (j + 1)-ãî ñëî¼â (ïðè x = a0 = 0, x = a1 = D, ãäå D � òîëùèíà êîíå÷íîãî ñëîÿ)
äà¼ò óðàâíåíèÿ:

E
(j)
τ (aj − 0, y, z) = E

(j+1)
τ (aj + 0, y, z)

H
(j)
τ (aj − 0, y, z) = H

(j+1)
τ (aj + 0, y, z)

,

èç êîòîðûõ, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò çàêîí ïðåëîìëåíèÿ Ñíåëëèóñà:

n0 sin β0 = n1 sin β1 = n2 sin β2 .

Äëÿ TE è TM ïîëÿðèçàöèé, óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà, îïèñûâàþùèå ïëîñêóþ
âîëíó, ýêâèâàëåíòíû (ñì. [3]) ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:(

E
H

)′
=

(
0 iω

∼
n
∼
p

iω
∼
n
∼
p 0

)(
E
H

)
, (3)

ãäå
E = Ez, H = Hy è E = Ey, H = Hz (4)

è âåëè÷èíû
∼
n è

∼
p èìåþò ðàçíûé ñìûñë:

äëÿ TE-âîëíû:
∼
n = n cos β,

∼
p = p cos β äëÿ TM-âîëíû:

∼
n = n cos β,

∼
p =

p
cosβ

.

Â êàæäîì ñëîå îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé (3) èìååò âèä:(
E
H

)
=
∼
C0

(
1
∼
p

)
eiω
∼
n(x−x0) +

∼
C1

(
1

−
∼
p

)
e−iω

∼
n(x−x0),

ãäå
∼
C0,

∼
C1 � ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå ïîñòîÿííûå.

Â ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè
∼
C

(j)

0 � êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà âîëíû, ðàñïðî-

ñòðàíÿþùåéñÿ âïðàâî (�íàáåãàþùåé�), à
∼
C

(j)

1 � âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ âëåâî
(�îòðàæ¼ííîé�) â j-ì ñëîå.

Êîýôôèöèåíòû
∼
C0 è

∼
C1 ([2]) ïðè ïåðåõîäå èç îäíîãî ñëîÿ â äðóãîé óäîâëåòâî-

ðÿþò óñëîâèþ èíâàðèàíòíîñòè:

∼
pj

(∣∣∣∼C(j)

0

∣∣∣2 − ∣∣∣∼C(j)

1

∣∣∣2) =
∼
pk

(∣∣∣∼C(k)

0

∣∣∣2 − ∣∣∣∼C(k)

1

∣∣∣2) ,
äëÿ ëþáûõ íîìåðîâ j, k, ýêâèâàëåíòíîìó çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè.
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Ïîýòîìó
∼
p0

∣∣∣∼C(0)

0

∣∣∣2 � ïðîïîðöèîíàëüíî ïëîòíîñòè ýíåðãèè â íàáåãàþùåé íà ñè-
ñòåìó âîëíå, à

∼
p0

∣∣∣∼C(0)

1

∣∣∣2 � ïëîòíîñòè ýíåðãèè âîëíû, îòðàæ¼ííîé îò âñåé ñèñòåìû.
Ïóñòü:

∼
C

(2)

1 = 0 (îòñóòñòâèå îòðàæåíèÿ íà +∞) è
∼
C

(2)

0 = 1 (óñëîâèå íîðìèðîâ-
êè).

Äëÿ îáîèõ ñëó÷àåâ TE è TM ïîëÿðèçàöèè îáîçíà÷èì:
∼
θ =

∼
p2
∼
p0

;
∼
θ1 =

∼
p1
∼
p0

;
∼
θ2 =

∼
p2
∼
p1

è θ = p2
p0

; θ1 = p1
p0

; θ2 = p2
p1
. s = sin2 β0,

h1 = cosβ1
cosβ0

=
√

n2
1−n2

0s

n2
1−n2

1s
, h2 = cosβ2

cosβ1
=
√

n2
1n

2
2−n2

1n
2
0s

n2
1n

2
2−n2

2n
2
0s
, h = cosβ2

cosβ0
=
√

n2
2−n2

0s

n2
2−n2

2s
, è

∼
ν1 = Dn1 cos β1 = D

√
n2

1 − n2
0s, ãäå D � òîëùèíà ñðåäíåãî ñëîÿ, è

∼
t = ω

∼
ν1.

Òîãäà: ∣∣∣∼C(0)

1

∣∣∣2 =
∼
α0

2 cos2
∼
t +

∼
α1

2 sin2
∼
t , (5)

ãäå
∼
α0 = 1

2

(
1−

∼
θ
)

;
∼
α1 = 1

2

(∼
θ2 −

∼
θ1

)
.

Âåëè÷èíà
∼
t â (5), â ñèëó çàêîíà Ñíåëëèóñà áóäåò âåùåñòâåííîé, åñëè n2

1 ≥ n2
0s.

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü ýòî óñëîâèå âûïîëíåííûì, êàê è àíàëîãè÷íîå óñëîâèå äëÿ ÌÄÑ
áåç ïðîñâåòëÿþùåãî ñëîÿ: n2

2 ≥ n2
0s.

Íèæå âìåñòî îáùåãî çíà÷êà �∼� íàä áóêâàìè áóäåì äëÿ ðàçëè÷åíèÿ ñëó÷àåâ
TE è TM ïèñàòü: �∨� � äëÿ TE- è �∧� � äëÿ TM-âîëíû.

Êîíêðåòèçèðóåì:
∨
θ = θh;

∨
α0 = 1

2
(1− θh);

∨
α1 = 1

2
(θ2h2 − θ1h1), à òàêæå:

∧
θ = θ

h
;

∧
α0 = 1

2

(
1− θ

h

)
;
∧
α1 = 1

2

(
θ2
h2
− θ1

h1

)
. Ïðè ýòîì

∼
ν1 è

∼
t îäèíàêîâû äëÿ îáåèõ ïîëÿðèçàöèé.

Âåëè÷èíû
∨
pj

(∣∣∣∣ ∨C(j)

0

∣∣∣∣2 − ∣∣∣∣ ∨C(j)

1

∣∣∣∣2
)
è
∧
pj

(∣∣∣∣ ∧C(j)

0

∣∣∣∣2 − ∣∣∣∣ ∧C(j)

1

∣∣∣∣2
)
, ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòà-

ìè äëÿ âñåõ ñëî¼â j = 0, 1, 2 ñèñòåìû.
Â ñèëó íåçàâèñèìîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ TE- è TM-âîëí â ÌÄÑ, îäíà è òà

æå ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ðàññìîòðåííûõ âûøå èíâàðèàíòîâ ñ ïîëîæèòåëüíûìè êî-

ýôôèöèåíòàìè
∨
w è

∧
w (â êàæäîì ñëîå j), òàêæå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì, êîòîðûé, â

ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè, ñîîòâåòñòâóåò ïëîòíîñòè ýíåðãèè ÝÌ-ïîëÿ â ñèñòåìå [1].
Ýíåðãåòè÷åñêèé êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ ðàâåí îòíîøåíèþ ïëîòíîñòè

ýíåðãèè îòðàæ¼ííîé îò ñèñòåìû âîëíû, ê ïëîòíîñòè ýíåðãèè ïàäàþùåé âîëíû:

R =

∨
w

∣∣∣∣ ∨C(0)

1

∣∣∣∣2 +
∧
w

∣∣∣∣ ∧C(0)

1

∣∣∣∣2
∨
w

∣∣∣∣ ∨C(0)

0

∣∣∣∣2 +
∧
w

∣∣∣∣ ∧C(0)

0

∣∣∣∣2 =

∨
w

∣∣∣∣ ∨C(0)

1

∣∣∣∣2 +
∧
w

∣∣∣∣ ∧C(0)

1

∣∣∣∣2
∨
w

∣∣∣∣ ∨C(0)

1

∣∣∣∣2 +
∨
w
∨
θ +

∧
w

∣∣∣∣ ∧C(0)

1

∣∣∣∣2 +
∧
w
∧
θ

,

ãäå
∨
w è

∧
w � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, îïðåäåëÿþùèå ýíåðãåòè÷åñêèå èíòåíñèâíî-

ñòè TE- è TM-ñîñòàâëÿþùèõ â ïàäàþùåé âîëíå.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà è ðåøåíèå çàäà÷è î íàèëó÷øåì
ðàâíîìåðíîì ïðîñâåòëåíèè â äèàïàçîíå ÷àñòîò [Ω1,Ω2] (ïðè ïîñòîÿííîì

óãëå ïàäåíèÿ äëÿ ýëëèïòè÷åñêîé ïîëÿðèçàöèè).

Òðåáóåòñÿ âûáðàòü òàêèå ïàðàìåòðû êîíå÷íîãî ñëîÿ
∼
ν1 è p1, ïðè êîòîðûõ

ýíåðãåòè÷åñêèé êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ ñèñòåìû R ìèíèìàëåí â äèàïàçîíå ÷àñòîò
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[Ω1,Ω2]:
max

ω∈[Ω1,Ω2]
R(ω,

∼
ν1, p1) −−−→

∼
ν1,p1

min . (6)

Ò.ê.

R =
f

f + 1
, f =

∨
w

∣∣∣∣ ∨C(0)

1

∣∣∣∣2 +
∧
w

∣∣∣∣ ∧C(0)

1

∣∣∣∣2
∨
w
∨
θ +

∧
w
∧
θ

, (7)

òî, â ñèëó ìîíîòîííîñòè R ïî àðãóìåíòó f , çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ìèíèìèçàöèè f :

max
ω∈[Ω1,Ω2]

f(ω,
∼
ν1, p1) . (8)

Ïðè ôèêñèðîâàííîì β0 � çíàìåíàòåëü â (7) ïîñòîÿíåí, è åãî ìîæíî îòáðîñèòü.
Óñëîâèå R(ω0,

∼
ν1, p1) < R(ω0, 0, p0) (ñì. [2]), íàçîâ¼ì óñëîâèåì ïðîñâåòëåíèÿ.

Îíî ïîêàçûâàåò, ÷òî âîçìîæíî ïîäîáðàòü ïàðàìåòðû ïðîìåæóòî÷íîãî ñëîÿ
òàê, ÷òîáû ïðè õîòÿ áû îäíîé ôèêñèðîâàííîé ÷àñòîòå ω0 ýíåðãåòè÷åñêèé êîýôôèöè-
åíò îòðàæåíèÿ R áûë áû ìåíüøå, ÷åì â ñèñòåìå áåç ïðîñâåòëÿþùåãî ñëîÿ, è ñâîäèòñÿ
ê:

∨
w
∨
α1

2 +
∧
w
∧
α1

2 <
∨
w
∨
α0

2 +
∧
w
∧
α0

2 , (9)

ò.ê. ýêâèâàëåíòíî íàëè÷èþ ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè f , ðàññìàòðèâàåìîé, êàê
ôóíêöèÿ òîëüêî îò

∼
ν1, ïðè ôèêñèðîâàííîì p1, â òî÷êå t, ïðè êîòîðîé

∼
t = π/2.

Äëÿ ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà (8), ïðè ôèêñèðîâàííîì p1, ïðè âûïîëíåíèè
óñëîâèÿ ïðîñâåòëåíèÿ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ïîäáèðàÿ

∼
ν1, ïîìåñòèòü ñåðåäèíó

îòðåçêà [
∼
t(Ω1,

∼
ν1),

∼
t(Ω2,

∼
ν1)] â îäíó èç òî÷åê ñ

∼
t = π/2 + πk (k = 0, 1, . . . ), ãäå äîñòè-

ãàþòñÿ ìèíèìóìû ñèíóñîèäû: (Ω1
∼
ν1 +Ω2

∼
ν1)/2 = π/2 + πk, èëè

∼
ν1

min
=

π + 2πk

(Ω1 + Ω2)
, (10)

ïðè òîì, ÷òî äëèíà [Ω1,Ω2] íå äîëæíà ïðåâûøàòü ïåðèîäà ñèíóñîèäû:

(Ω2 − Ω1)
∼
ν1 < π . (11)

Òåïåðü íàéä¼ì p1, ïðè êîòîðîì ìèíèìóìû f íàèáîëåå ãëóáîêè. Çíà÷åíèå ôóíê-

öèè f =
∨
w(
∨
α0

2 cos2
∼
t +

∨
α1

2 sin2
∼
t) +

∧
w(
∧
α0

2 cos2
∼
t +

∧
α1

2 sin2
∼
t) â òî÷êå

∼
t = π

2
ðàâíî

∨
w
∨
α1

2 +
∧
w
∧
α1

2 . (12)

Èññëåäóÿ íà ìèíèìóì ýòó ñóììó ïðè èçìåíåíèè p1, ïîñëå ðÿäà ïðåîáðàçîâàíèé ïî-

ëó÷èì:
∨
w
∨
θ2

2 +
∨
w
∨
θ1

2 +
∧
w
∧
θ2

2 +
∧
w
∧
θ1

2 =
(∨
wh2

2 +
∧
w 1
h22

)
p2

2 · 1
p21

+
(∨
wh2

1 +
∧
w 1
h21

)
1
p20
· p2

1.

Â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè, ñ÷èòàÿ p2
1 ïàðàìåòðîì, íàõîäèì ýêñòðåìóì:

pmin1 =
√
p0p2 · 4

√√√√√ ∨
wh2

2 +
∧
w
h22

∨
wh2

1 +
∧
w
h21

(13)

Çàìå÷àíèå 1. Â îòëè÷èå îò ëèíåéíîé TE- èëè TM-ïîëÿðèçàöèè, â ñëó÷àå
ýëëèïòè÷åñêîé ïîëÿðèçàöèè ýíåðãåòè÷åñêèé êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ R íè ïðè êà-
êîé ÷àñòîòå íå îáðàùàåòñÿ â íóëü.
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Ýòî äîêàçûâàåò íåâîçìîæíîñòü ñâåäåíèÿ çàäà÷è î íàèëó÷øåì ïðîñâåòëåíèè
ïðè íàêëîííîì ðàñïðîñòðàíåíèè äëÿ ýëëèïòè÷åñêîé ïîëÿðèçàöèè ê àíàëîãè÷íîé çà-
äà÷å ïðè íîðìàëüíîì ðàñïðîñòðàíåíèè âîëíû "çàìåíîé ïàðàìåòðîâ", êàê ýòî âîç-
ìîæíî äëÿ ëèíåéíîé TE- èëè TM-ïîëÿðèçàöèè.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. 1◦. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà p1 èç äèàïàçîíà [p0, p2] íàé-

ä¼òñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî çíà÷åíèé
∼
ν1, îïðåäåëÿåìûõ ôîðìóëàìè (10) è (11), ïðè êî-

òîðûõ ôóíêöèîíàë max
ω∈[Ω1,Ω2]

R (ω) èìååò ëîêàëüíûé ìèíèìóì.

2◦. Äëÿ ëþáîãî p1 ∈ [p0, p2] òî÷êè ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà max
ω∈[Ω1,Ω2]

R (ω) ñòðî-

ãî óïîðÿäî÷åíû ïî âåëè÷èíå, è ñðåäè íèõ åñòü åäèíñòâåííûé ãëîáàëüíûé ìèíè-
ìóì, îïðåäåëÿåìûé óñëîâèåì k = 0 â (10).

3◦. Ãëîáàëüíûé ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà max
ω∈[Ω1,Ω2]

R (ω) áóäåò ëó÷øèì èç âîç-

ìîæíûõ, êîãäà p1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (13).
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ÑÓÆÄÅÍÈÉ

Þ.Ï. Ïûòüåâ1, Î.Â. Ôàëîìêèíà2

ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà, Ðîññèÿ

e-mail: 1yuri.pytyev@gmail.com, 2olesya.falomkina@gmail.com

Àííîòàöèÿ: Â ñòàòüå ðàññìîòðåíû ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû, ïîçâîëÿþùèå ìî-
äåëèðîâàòü ñóáúåêòèâíûå ñóæäåíèÿ ìîäåëüåðà-èññëåäîâàòåëÿ (ì.- è.) îá èñòèííîñòè
ïðåäëîæåííîé èì (ñóáúåêòèâíîé) ìîäåëè îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ è ëþáûõ, îñíîâàí-
íûõ íà íåé âûâîäîâ, à òàêæå ýâîëþöèþ ìîäàëüíîñòåé åãî ñóæäåíèé, îáóñëîâëåííóþ
ïîñòóïëåíèåì íîâûõ äàííûõ íàáëþäåíèé çà îáúåêòîì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Ìåðà ïðàâäîïîäîáèÿ, äîâåðèÿ, èíòåãðèðîâàíèå, ñóáúåêòèâ-
íûå ñóæäåíèÿ, èíôîðìàòèâíîñòü, àêòóàëüíîñòü èíôîðìàöèè

MATHEMATICAL MODELLING OF SUBJECTIVE JUDGMENTS

Abstract: In the article mathematical modeling methods of subjective judgments
in scienti�c researches are considered. These methods also allow modelling of evolution of
researcher's judgments based on new observation data.
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Keywords: Measure of plausibility, measure of belief, subjective judgments,
integration, valuability of information

Ñîãëàñíî òî÷êå çðåíèÿ íà ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå êàê íà èíôîðìàöè-
îííóþ òåõíîëîãèþ ïîëó÷åíèÿ íîâûõ çíàíèé îá îáúåêòå èññëåäîâàíèÿ, íåïðåìåííûì
òðåáîâàíèåì ê åãî ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ åå àäåêâàòíîñòü öåëè èññëåäîâà-
íèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ äîëæíà îáåñ-
ïå÷èâàòü äîñòàòî÷íî òî÷íîå ïðîãíîçèðîâàíèå ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé îáúåêòà ïðè
êîíòðîëèðóåìûõ óñëîâèÿõ âûïîëíåíèÿ èçìåðèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà, êîòîðûì ïðè
èçìåðåíèÿõ äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü îáúåêò èññëåäîâàíèÿ (åñëè ýòî ÿâëÿåòñÿ öåëüþ
èññëåäîâàíèÿ), è/èëè ìîäåëü äîëæíà íà îñíîâå äàííûõ èçìåðèòåëüíîãî ýêñïåðèìåí-
òà ñ òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ ïîçâîëÿòü îöåíèâàòü çíà÷åíèÿ óêàçàííûõ ìîäåëüåðîì-
èññëåäîâàòåëåì (ì.-è.) õàðàêòåðèñòèê îáúåêòà, ïðè÷åì � íå èçìåðÿåìîãî îáúåêòà,
õàðàêòåðèñòèêè êîòîðîãî èñêàæåíû â èçìåðèòåëüíîì ýêñïåðèìåíòå, à îáúåêòà èñ-
ñëåäóåìîãî, íå èñêàæåííîãî èçìåðåíèåì (åñëè ýòî ÿâëÿåòñÿ öåëüþ èññëåäîâàíèÿ) [2].

Ðàçóìååòñÿ, äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàêîé ìîäåëè èññëåäîâàòåëü äîëæåí èñïîëüçîâàòü
âñå äîñòóïíûå åìó ôîðìàëèçîâàííûå çíàíèÿ èç ñîîòâåòñòâóþùåé ïðåäìåòíîé îáëà-
ñòè. Íî íåôîðìàëèçîâàííûå, íåïîëíûå è íåäîñòîâåðíûå àïðèîðíûå çíàíèÿ ñâîéñòâ
îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ, íàó÷íûé îïûò è èíòóèöèþ ó÷åíîãî ó÷åñòü ïðè ïîñòðîåíèè ìî-
äåëè íåïðîñòî. Ýòó ñèòóàöèþ äîñòàòî÷íî òî÷íî îòðàæàþò ñëåäóþùèå öèòàòû: ¾Êàê
èçâåñòíî, íàóêà è òåõíèêà äî ñèõ ïîð îòâåðãàþò ñóáúåêòèâèçì, õîòÿ õîðîøî èçâåñòåí
è òîò ôàêò, ÷òî íîâûå îòêðûòèÿ è èçîáðåòåíèÿ, êàê ïðàâèëî, � ðåçóëüòàò äåÿòåëü-
íîñòè ïðàâîãî ïîëóøàðèÿ (ãîëîâíîãî ìîçãà), îñíîâàííîé íà ñóáúåêòèâíîì îïûòå è
èíòóèöèè ó÷¼íîãî, à îáúåêòèâèçàöèÿ è ëîãè÷åñêîå îáîñíîâàíèå � ðåçóëüòàò äåÿòåëü-
íîñòè ëåâîãî ïîëóøàðèÿ, îïðåäåëÿþùåé âòîðè÷íûå, âñïîìîãàòåëüíûå ñðåäñòâà ïåðå-
äà÷è èäåè ëþäÿì. Áîëåå òîãî, èçâåñòíî, ÷òî è â ïðîöåññå îáúåêòèâèçàöèè ñóáúåêòèâ-
íûõ ñîîáðàæåíèé ïðàâîå ïîëóøàðèå èãðàåò âàæíóþ ðîëü.¿(ñì. [3]) è ¾Âîïðîñ ¾êàêî-
âà íàèëó÷øàÿ ìåðà íåîïðåäåëåííîñòè, íåÿñíîñòè è íåòî÷íîñòè¿ íà ñåãîäíÿ îñòàåòñÿ
áåç óáåäèòåëüíîãî îòâåòà è æäåò ñåðüåçíîãî îáñóæäåíèÿ¿ (ñì. [4]). Îáå öèòàòû àêòó-
àëüíû è â íàñòîÿùåå âðåìÿ, áîëåå òîãî, ñëåäóåò äîáàâèòü, ÷òî â íàó÷íîé, òåõíè÷åñêîé
è ïðî÷åé èññëåäîâàòåëüñêîé è òâîð÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè íåâîçìîæíî èñêëþ÷èòü èñ-
ïîëüçîâàíèå íåïîëíîé, íåäîñòîâåðíîé è ïðîòèâîðå÷èâîé èíôîðìàöèè, â òîì ÷èñëå
� âûñêàçàííîé â ôîðìå ñóáúåêòèâíûõ ñóæäåíèé. Ñêàçàííîå õàðàêòåðèçóåò àêòóàëü-
íîñòü ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîäîáíîé èíôîðìàöèè.

Ìàòåìàòè÷åñêîé îñíîâîé ðàññìàòðèâàåìîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ïðåäëîæåííîå

ì.-è. ïðîñòðàíñòâî (X,P(X),Plx̃, Belx̃) ñ ìåðàìè ïðàâäîïîäîáèÿ Plx̃(·) : P(X) → L

è äîâåðèÿ Belx̃(·) : P(X) → L̂, â êîòîðîì X � ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé
íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà x ìîäåëè M(x), P(X) � êëàññ âñåõ ïîäìíîæåñòâ X, íå-
îïðåäåëåííûé ýëåìåíò (í. ý.) x̃ ñî çíà÷åíèÿìè â X õàðàêòåðèçóåò ìîäàëüíîñòè ñóáú-
åêòèâíûõ ñóæäåíèé ì.-è. îá èñòèííîñòè êàæäîãî çíà÷åíèÿ x ∈ X ïðàâäîïîäîáèåì
Plx̃(x̃ = x) ðàâåíñòâà x̃ = x è äîâåðèåì Belx̃(x̃ 6= x) íåðàâåíñòâà x̃ 6= x [1, 2].
Ïðàâäîïîäîáèå Plx̃ è äîâåðèå Belx̃ ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ â øêàëàõ L = ([0, 1],6

,+,×) = ([0, 1],6,max,min) è L̂ = ([0, 1], 6̂, +̂, ×̂) = ([0, 1], 6̂,min,max) ñîîòâåòñòâåí-

íî. Îïåðàöèè ñëîæåíèÿ +, +̂ è óìíîæåíèÿ ×, ×̂ îïðåäåëåíû ñîãëàñíî ðàâåíñòâàì
a + b = max{a, b}, a+̂b = min{a, b}, a × b = min{a, b}, a×̂b = max{a, b}, è íåðà-
âåíñòâî a 6 b ýêâèâàëåíòíî b6̂a, a, b ∈ [0, 1]. Äëÿ ëþáîãî E ∈ P(X) ìåðû Plx̃, Belx̃
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îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè

Plx̃(E)
def
= Plx̃(x̃ ∈ E) = sup

x∈E
tx̃(x), E 6= ∅; Plx̃(∅)

def
= 0,

Belx̃(E)
def
= Belx̃(x̃ ∈ E) = inf

x∈X\E
t̂x̃(x), E 6= X; Belx̃(X)

def
= 1,

(1)

ãäå
tx̃(x)

def
= Plx̃(x̃ = x), t̂x̃(x)

def
= Belx̃(x̃ 6= x), x ∈ X. (2)

Ôóíêöèè tx̃(·) : X → L è t̂x̃(·) : X → L̂ íàçûâàþòñÿ ðàñïðåäåëåíèÿìè ïðàâäîïîäîáèé
è äîâåðèé çíà÷åíèé x̃, tx̃(x) è t̂x̃(x) ñóòü ïðàâäîïîäîáèå èñòèííîñòè ðàâåíñòâà x̃ = x
è äîâåðèå èñòèííîñòè íåðàâåíñòâà x̃ 6= x, x ∈ X, çíà÷åíèÿ Plx̃(E) è Belx̃(E) îïðåäå-
ëÿþò ïðàâäîïîäîáèå è äîâåðèå èñòèííîñòè âêëþ÷åíèÿ x̃ ∈ E ∈ P(X). Ïðîñòðàíñòâî
(X,P(X),Plx̃,Belx̃) õàðàêòåðèçóåò í.ý. x̃ è íàçûâàåòñÿ åãî ìîäåëüþ.

Ñâîéñòâà ìåð Plx̃, Belx̃ è øêàë L è L̂ èõ çíà÷åíèé. Îïðåäåëåíèÿ (1), (2) è
èõ ñîäåðæàòåëüíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè òîãî, ÷òî ì.-è., îñíîâû-
âàÿñü íà ñâîèõ, êàê ïðàâèëî, àññîöèàòèâíûõ, èíòóèòèâíûõ è äðóãèõ íåïîëíûõ è
íåäîñòîâåðíûõ çíàíèÿõ ñâîéñòâ îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ, ìîæåò ïðåäëîæèòü ìîäåëü
(X,P(X),Plx̃,Belx̃) í.ý. x̃, óêàçàâ â (2), íàñêîëüêî, ïî åãî ìíåíèþ, îòíîñèòåëüíî ïðàâ-
äîïîäîáíû ðàâåíñòâà x̃ = x, x ∈ X, è íàñêîëüêî ñëåäóåò îòíîñèòåëüíî äîâåðÿòü
íåðàâåíñòâàì x̃ 6= x, x ∈ X, ãäå ¾îòíîñèòåëüíî¿ îçíà÷àåò, ÷òî (ñì. [1]) 1) ÷èñëåííûå
çíà÷åíèÿ ìåð Plx̃(E) è Belx̃(E), E ∈ P(X), â (1), îòëè÷íûå îò íóëÿ è åäèíèöû, íå
ìîãóò áûòü ñîäåðæàòåëüíî èñòîëêîâàíû, à ñóùåñòâåííà ëèøü èõ óïîðÿäî÷åííîñòü; 2)
ìåðû Plx̃ è Pl′x̃ (Belx̃ è Bel′x̃) ñ÷èòàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ
γ(·) ∈ Γ òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ E ∈ P(X) γ(Plx̃ (E)) = Pl′x̃ (E) (∃γ(·) ∈ Γ ∀E ∈ P(X)
γ(Belx̃ (E)) = Bel′x̃ (E)), ãäå Γ � êëàññ íåïðåðûâíûõ, ñòðîãî ìîíîòîííûõ ôóíêöèé
γ(·) : [0, 1] → [0, 1], γ(0) = 0, γ(1) = 1, îáðàçóþùèõ ãðóïïó îòíîñèòåëüíî ãðóïïîâîé

îïåðàöèè ¾◦¿, (γ ◦ γ′)(a)
def
= γ(γ′(a)), a ∈ [0, 1].

Óñëîâèÿ 1), 2) â òåðìèíàõ ñâîéñòâ øêàë L è L̂ îçíà÷àþò, ÷òî êëàññ Γ

1. îïðåäåëÿåò ãðóïïó Γ àâòîìîðôèçìîâ γ : L → L è γ : L̂ → L̂, γ ∈ Γ, øêàë
L = ([0, 1],6,+,×) è L̂ = ([0, 1], 6̂, +̂, ×̂) çíà÷åíèé ìåð Plx̃ (·) : P(X) → L è Belx̃ (·) :

P(X)→ L̂. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ∀ γ(·) ∈ Γ γ([0, 1]) = [0, 1], ∀ a, b ∈ [0, 1] γ(a ∗ b) = γ(a) ∗
γ(b), ãäå ∗ � ñèìâîë ëþáîé èç áèíàðíûõ îïåðàöèé: ñëîæåíèÿ +, +̂ è óìíîæåíèÿ ×, ×̂,
è äëÿ áèíàðíûõ îòíîøåíèé 6, 6̂: a 6 b⇔ γ(a) 6 γ(b), a 6̂ b⇔ γ(a)6̂γ(b). Èç ýòîãî
è òðåáîâàíèé: íåïðåðûâíîñòè îïåðàöèé ∗ : [0, 1]2 → [0, 1], èõ êîììóòàòèâíîñòè,
ýêâèâàëåíòíîñòè a 6 b ⇔ b6̂a, a, b ∈ [0, 1], è ñâîéñòâ 0 è 1: a + 0 = a×̂0 = a ×
1 = a+̂1 = a a + 1 = a×̂1 = 1, a × 0 = a+̂0 = 0, a ∈ [0, 1] ñëåäóþò ðàâåíñòâà

a + b = a×̂b = max{a, b} def= max(a, b), a × b = a+̂b = min{a, b} def= min(a, b), a, b ∈ [0, 1]
ñì. [1];
2. îïðåäåëÿåò ãðóïïó èçîìîðôèçìîâ, îáîçíà÷èì è åå Γ, γ : L → γL, γ : L̂ → γL̂,
γ ∈ Γ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ∀ γ(·) ∈ Γ ∀a ∈ L, L̂ ⇒ γ(a) ∈ γL, γL̂, îïðåäåëåíû áèíàðíûå
îïåðàöèè ∗ è áèíàðíûå îòíîøåíèÿ 6, 6̂ â øêàëàõ γL è γL̂, èçîìîðôíûõ L è L̂:
a ∗ b⇒ γ(a ∗ b) = γ(a) ∗ γ(b), a 6 b⇔ γ(a) 6 γ(b), a6̂b⇔ γ(a)6̂γ(b), a, b ∈ [0, 1]; çäåñü
è äàëåå ñèìâîëû ⇒ è ⇔ îçíà÷àþò ¾âëå÷åò¿ è ¾ýêâèâàëåíòíî¿.

Â òåðìèíàõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ â øêàëàõ L è L̂ â ðàâåíñòâàõ (1) ∀E ∈ P(X)

Plx̃(E)
def
= Plx̃(x̃ ∈ E) = +

x∈E
tx̃(x),Plx̃(∅) = +

x∈∅
tx̃(x)

def
= 0, Belx̃(E)

def
= Belx̃(x̃ ∈ E) =

+̂
x∈X\E

t̂x̃(x), Belx̃(X) = +̂
x∈∅

t̂x̃(x)
def
= 1, ïðè÷åì óñëîâèÿ íîðìèðîâêè Plx̃(X) = 1,
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Belx̃(∅) = 0 íå çàâèñÿò îò âûáîðà øêàë γL è γL̂, γ ∈ Γ, è â ñëó÷àå êîíå÷íîãî X
îçíà÷àþò, ÷òî ñðåäè çíà÷åíèé x ∈ X åñòü èñòèííîå.

¾Êîîðäèíàòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ¿ øêàë L è L̂. Ñîãëàñíî 2) ¾êîîðäèíàòíûå
ïðåäñòàâëåíèÿ¿1 γ L, γ ∈ Γ è γ̂ L̂, γ̂ ∈ Γ øêàë L è L̂ èì èçîìîðôíû, ïîýòîìó êàæäûé
ì.-è. ñîîáðàçíî ñâîèì ïðåäïî÷òåíèÿì ìîæåò âûáðàòü ëþáóþ ïàðó γL è γ̂L, γ, γ̂ ∈ Γ,
êîîðäèíàòíûõ ïðåäñòàâëåíèé øêàë L è L̂ äëÿ ôîðìóëèðîâêè ìîäåëè íåîïðåäåëåí-
íîãî ýëåìåíòà x̃. Ïðè ýòîì, áóäó÷è ñôîðìóëèðîâàííûìè â íåêîòîðûõ ïàðàõ øêàë
L′, L̂′ è L′′, L̂′′, ìîäåëè ñ÷èòàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ïàðà øêàë
L = γ′L′ = γ′′L′′ è L̂ = γ̂′L̂′ = γ̂′′L̂′′, γ′, γ′′, γ̂′, γ̂′′ ∈ Γ, â êîòîðûõ èõ ôîðìóëèðîâêè
ñîâïàäàþò, à ñîäåðæàòåëüíî èñòîëêîâàíû ìîãóò áûòü òîëüêî òå, ôîðìóëèðîâêè
êîòîðûõ íå çàâèñÿò îò âûáîðà øêàë L, L̂, ò. å. îäèíàêîâû äëÿ âñåõ ì.-è.

Ïðàâäîïîäîáèå è äîâåðèå èñòèííîñòè ñóáúåêòèâíûõ ñóæäåíèé êàê íåîïðå-
äåëåííûõ âûñêàçûâàíèé. Â ðàññìàòðèâàåìîì êîíòåêñòå í.ý. x̃ ìîäåëèðóåò ñóáú-
åêòèâíûå ñóæäåíèÿ ì.-è. î âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿõ x ∈ X è èõ ìîäàëüíîñòè. Òàêàÿ
èíòåðïðåòàöèÿ í.ý. îñíîâàíà íà òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîì ïðåäñòàâëåíèè ëîãèêè âû-
ñêàçûâàíèé [1], ñîãëàñíî êîòîðîìó â (X,P(X),Plx̃,Belx̃) X � ìíîæåñòâî ýëåìåíòàð-
íûõ âûñêàçûâàíèé (ý.â.), ëþáîå âûñêàçûâàíèå a âçàèìíî îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëåíî
ìíîæåñòâîì A ∈ P(X) ý.â. x ∈ X, êàæäîå èç êîòîðûõ âëå÷åò a: a ↔ A =

⋃
x∈X
x→a

{x} ≡

{x ∈ X, x→ a}, ãäå↔ è→ � ñèìâîëû âçàèìíî îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ è ëîãè÷å-
ñêîé èìïëèêàöèè. Êàæäîå ý.â. x ∈ X ïðåäñòàâëåíî â X îäíîòî÷å÷íûì ìíîæåñòâîì
{x}, x ↔ {x}, è âûäåëåíî ñðåäè âñåõ âûñêàçûâàíèé óñëîâèåì: ëþáîå ý.â. x ∈ X íå
ñëåäóåò íè èç êàêîãî âûñêàçûâàíèÿ, êðîìå x è âñåãäà ëîæíîãî 0.

Ïðè òàêîì ïðåäñòàâëåíèè ìåðû Plx̃(·) è Belx̃(·) ñëåäóåò èíòåðïðåòèðîâàòü êàê
ìîäàëüíûå îïåðàòîðû, îïðåäåëåííûå íà ìíîæåñòâå âñåõ âûñêàçûâàíèé P(X) è ïðè-
íèìàþùèå çíà÷åíèÿ â øêàëàõ L è L̂ ñîîòâåòñòâåííî, ïðàâäîïîäîáèå tx̃(x) = Plx̃(x̃ =
x) (Plx̃(x̃ ∈ E)) èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ïðàâäîïîäîáèå èñòèííîñòè ñóáúåêòèâíîãî ñóæ-
äåíèÿ êàê íåîïðåäåëåííîãî âûñêàçûâàíèÿ, ñîãëàñíî êîòîðîìó x̃ = x (x̃ ∈ E), ãäå
x ↔ {x} (e ↔ E), äîâåðèå t̂x̃(x) = Belx̃(x̃ 6= x) (Belx̃(x̃ ∈ E)) � äîâåðèå èñòèííîñòè
ñóáúåêòèâíîãî ñóæäåíèÿ êàê íåîïðåäåëåííîãî âûñêàçûâàíèÿ x̃ ∈ X \ {x} (x̃ ∈ E),
ãäå ¬x↔ X \ {x} (e↔ E), x ∈ X.
Ïðàâäîïîäîáèÿ è äîâåðèÿ èñòèííîñòè ñëåäñòâèé íåîïðåäåëåííîé ìîäåëè.
Ïóñòü ϕ(·) : X → Y � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, çàäàþùàÿ í.ý. ỹ = ϕ(x̃) ñî çíà÷åíèÿìè
â ïðîñòðàíñòâå (Y,P(Y ),Plỹ,Belỹ), â êîòîðîì Plỹ(A) = Plx̃(ϕ(x̃) ∈ A) = sup

y∈A
tỹ(y),

Belỹ(A) = Belx̃(ϕ(x̃) ∈ A) = inf
y∈Y \A

t̂ỹ(y), A ∈ P(Y ), ãäå

tỹ(y)
def
= Plỹ(ỹ = y) = Plx̃(ϕ(x̃) = y) = sup

x∈X,
ϕ(x)=y

tx̃(x), (3)

t̂ỹ(y)
def
= Belỹ(ỹ 6= y) = Belx̃(ϕ(x̃) 6= y) = inf

x∈X,
ϕ(x)=y

t̂x̃(x), (4)

� ïðàâäîïîäîáèå è äîâåðèå èñòèííîñòè ñóáúåêòèâíûõ ñóæäåíèé ì.-è., ñîãëàñíî êî-
òîðûì ϕ(x̃) = y è, ñîîòâåòñòâåííî, ϕ(x̃) 6= y, y ∈ Y .

Ïóñòü A· : X → P(Y ) è A· : Y → P(X) � âçàèìíî îáðàòíûå îòîáðàæåíèÿ:
∀x ∈ X Ax = {y ∈ Y, x ∈ Ay}, ∀y ∈ Y Ay = {x ∈ X, y ∈ Ax}. Íàçîâåì íåîïðåäåëåííûì
ìíîæåñòâîì [1], çàäàííûì íà (X,P(X),Plx̃,Belx̃) ñî çíà÷åíèÿìè â P(Y ) îáðàç Ax̃ í.ý.
x̃, åãî èíäèêàòîðíûìè ôóíêöèÿìè îäíîòî÷å÷íîãî ïîêðûòèÿ íàçîâåì

1¾êîîðäèíàòà¿ a ∈ [0, 1] â L, L̂ ïðåäñòàâëåíà ¾êîîðäèíàòîé¿ γ(a) ∈ [0, 1] â γL, γL̂
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tA
x̃

(y)
def
= Plx̃(y ∈ Ax̃) ≡ Plx̃(x̃ ∈ Ay), t̂A

x̃

(y)
def
= Belx̃(y ∈ Ax̃) ≡ Belx̃(x̃ ∈ Ay). (5)

Â äàííîì ñëó÷àå tA
x̃
(y) è t̂A

x̃
(y) � ïðàâäîïîäîáèå è äîâåðèå èñòèííîñòè ñóáúåêòèâ-

íîãî ñóæäåíèÿ, ñîãëàñíî êîòîðîìó y ∈ Ax̃ èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, x̃ ∈ Ay.
Ýòè ôàêòû ïîçâîëÿþò ì.-è., èñõîäÿ èç ìîäåëè (X,P(X),Plx̃,Belx̃) í.ý. x̃, îïðå-

äåëèòü ïðàâäîïîäîáèÿ è äîâåðèÿ èñòèííîñòè ëþáûõ ñóáúåêòèâíûõ ñóæäåíèé î ëþ-
áûõ õàðàêòåðèñòèêàõ îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ, îáóñëîâëåííûõ åãî ìîäåëüþ M(x̃). Äëÿ
ëþáîé íåîïðåäåëåííîé õàðàêòåðèñòèêè îáúåêòà ϕ(x̃) = Φ(M(x̃)) è Ax̃ = F (M(x̃))
ïðàâäîïîäîáèÿ è äîâåðèÿ èñòèííîñòè ñóáúåêòèâíûõ ñóæäåíèé ì.-è., ñîãëàñíî êîòî-
ðûì ϕ(x̃) = y, ϕ(x̃) 6= y è y ∈ Ax̃, y ∈ Y îïðåäåëåíû â (3), (4) è â (5).

Ìîäåëè ïîëíîãî íåçíàíèÿ è ïîëíîãî çíàíèÿ ìîäåëè îáúåêòà èññëåäîâà-
íèÿ. Ñëó÷àé ïîëíîãî íåçíàíèÿ ìîäåëè M(x), x ∈ X, îïðåäåëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûìè
îòíîñèòåëüíî âûáîðà øêàë γL è γL̂, γ ∈ Γ, ðàñïðåäåëåíèÿìè tx̃(x) = Plx̃(x̃ = x) = 1
è t̂x̃(x) = Belx̃(x̃ 6= x) = 0, x ∈ X, ñîãëàñíî êîòîðûì âñå çíà÷åíèÿ x̃ = x, x ∈ X,
ðàâíîïðàâäîïîäîáíû è ëþáîìó íåðàâåíñòâó x̃ 6= x äîâåðÿòü íåëüçÿ. Â ýòîì ñëó÷àå
òàêîå æå ðàñïðåäåëåíèå â (3), (4) áóäåò èìåòü ëþáàÿ ôóíêöèÿ ϕ(x̃) = ỹ, à èìåííî
tỹ(y) = 1, t̂ỹ(y) = 0, y ∈ Y .

Â ñëó÷àå ïîëíîãî çíàíèÿ tx̃(x) =

{
1, åñëè x = x0,

0, åñëè x 6= x0

, t̂x̃(x) ={
0, åñëè x = x0,

1, åñëè x 6= x0

, x ∈ X, òî åñòü x0 � åäèíñòâåííîå ïðàâäîïîäîáíîå çíà÷åíèå

ïàðàìåòðà x ∈ X ìîäåëè M(x) è ëþáîìó äðóãîìó çíà÷åíèþ äîâåðÿòü íåëüçÿ. Â ýòîì
ñëó÷àå òàêîå æå ðàñïðåäåëåíèå â (3), (4) áóäåò èìåòü ëþáàÿ ôóíêöèÿ ϕ(x̃) = ỹ,

à èìåííî tỹ(y) =

{
1, åñëè y = ϕ(x0),

0, åñëè y 6= ϕ(x0)
, t̂ỹ(y) =

{
0, åñëè y = ϕ(x0),

1, åñëè y 6= ϕ(x0)
, y ∈ Y . Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî ì.-è. â ëþáîì ñëó÷àå ìîæåò ïðåäëîæèòü ìîäåëü (X,P(X),Plx̃, Belx̃).

Èíòåãðèðîâàíèå îòíîñèòåëüíî ìåð ïðàâäîïîäîáèÿ Pl è äîâåðèÿ Bel. Îáî-
çíà÷èì L(X) (L̂(X)) � êëàññ ôóíêöèé g(·) : X → [0, 1](ĝ(·) : X → [0, 1]) ñ îïåðàöèÿìè
(g1 ∗ g2)(x) = g1(x) ∗ g2(x) ((ĝ1∗̂ĝ2)(x) = ĝ1(x)∗̂ĝ2(x)), x ∈ X, ∗ ∈ {+,×}(∗̂ ∈ {+̂, ×̂}).
Äàëåå L(X) è L̂(X) � êëàññû âñåõ ôóíêöèé ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ
+, × è +̂, ×̂ è îòíîøåíèÿìè 6 è 6̂ ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå 1. pl-(bel-) èíòåãðàëîì íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ pl(·) : L(X)→ L
(bel(·) : L̂(X)→ L̂), îäíîðîäíàÿ: ∀a ∈ [0, 1], ∀g(·) : X → L pl((a× g)(·)) = a× pl(g(·)),
ãäå â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà a(·) : X → L, a(x) = a, x ∈ X, (∀a ∈ [0, 1], ∀g(·) :
X → L̂ bel((a×̂g)(·)) = a×̂ bel(g(·))), è âïîëíå àääèòèâíàÿ: ∀gj(·) : X → L, j ∈ J ,

pl( +
j∈J
gj(·)) = +

j∈J
pl(gj(·)) (∀gj(·) : X → L̂, j ∈ J , bel( +

j∈J
gj(·)) = +

j∈J
bel(gj(·))), ãäå J �

ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ.

Ìåðû ïðàâäîïîäîáèÿ Pl(·) : P(X) → L è äîâåðèÿ Bel(·) : P(X) → L̂) îïðåäå-
ëåíû ðàâåíñòâàìè ∀E ∈ P(X) Pl(E)

def
= pl(χE(·)) è Bel(A)

def
= bel(χA(·)), ãäå χE(·), χ̂E(·)

� èíäèêàòîðíûå ôóíêöèè E, χE(x) = χ̂E(x) = 1, x ∈ E, χE(x) = χ̂E(x) = 1, x ∈ X\E.
Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. [1] ∀ pl(·) : L(X)→ L ∃t(·) : X → L ∀g(·): pl(g(·)) = sup
x∈X

min{t(x),

g(x)} ≡ +
x∈X

(t(x) × g(x)) = plt(g(·)), ∀ bel(·) : L̂(X) → L̂ ∃t̂(·) : X → L̂ ∀ĝ(·) : X → L̂

bel(ĝ(·)) = inf
x∈X

max(t̂(x), ĝ(x)) ≡ +̂
x∈X

(t̂(x)×̂ĝ(x)) = belt̂(ĝ(·)).

Èç îïðåäåëåíèÿ pl- è bel- èíòåãðàëîâ è òåîðåìû 1 ñëåäóþò ðàâåíñòâà (1), (2)
è ïîëíàÿ àääèòèâíîñòü ìåð Plt è Belt̂.
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Çàêëþ÷åíèå. Ðàññìîòðåí ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñóáúåêòèâíûõ
ñóæäåíèé, îñíîâàííûé íà òåîðèè ìåð ïðàâäîïîäîáèÿ è äîâåðèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ
îòíîñèòåëüíî ýòèõ ìåð [1], ïîçâîëèâøèé ïðåîäîëåòü ìíîãèå ïðîáëåìû, ñâîéñòâåí-
íûå èçâåñòíûì ìåòîäàì ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñóáúåêòèâíûõ ñóæäåíèé,
â ÷àñòíîñòè: 1) äëÿ ôîðìóëèðîâêè ìîäåëè ñóáúåêòèâíûõ ñóæäåíèé èññëåäîâàòåëþ
äîñòàòî÷íî óïîðÿäî÷èòü çíà÷åíèÿ ïðàâäîïîäîáèé ýëåìåíòàðíûõ âûñêàçûâàíèé (êàê
è â ðàìêàõ ôîðìàëèçìà ìîäàëüíîé ëîãèêè [6]), à íå îöåíèâàòü èõ ÷èñëåííî, êàê ïðåä-
ëàãàåòñÿ äåëàòü íà îñíîâå èçâåñòíûõ ìåòîäîâ [7-10]; 2) ìîäåëü ¾ïîëíîãî íåçíàíèÿ¿
ñâîéñòâ ìîäåëè îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ, êàê è â òåîðèè Äåìïñòåðà-Øåôôåðà [9], â
ñóáúåêòèâíîé ëîãèêå [10] è â íå÷åòêîé ìîäàëüíîé ëîãèêå [6], íå çàâèñèò îò ìîäåëè
èçìåðåíèé è îò ìîùíîñòè ìíîæåñòâà ýëåìåíòàðíûõ âûñêàçûâàíèé, â îòëè÷èå îò ìî-
äåëåé ¾ïîëíîãî íåçíàíèÿ¿ â áàéåñîâñêîì ïîäõîäå [7, 8]; 3) ìîäåëü ¾ïîëíîãî çíàíèÿ¿
ñâîéñòâ ìîäåëè îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ è ìîäåëü ëþáîãî ñëåäñòâèÿ ìîäåëè ¾ïîëíîãî
çíàíèÿ¿ ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ ¾ïîëíîãî çíàíèÿ¿, êàê è äëÿ èçâåñòíûõ ìåòîäîâ [7-10]; 4)
â ðàññìîòðåííîì ìåòîäå, â îòëè÷èå îò èçâåñòíûõ ìåòîäîâ, ìîäåëü ëþáîãî ñëåäñòâèÿ
ìîäåëè ¾ïîëíîãî íåçíàíèÿ¿ ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ ¾ïîëíîãî íåçíàíèÿ¿; 5) ðàçðàáîòà-
íû íîâûå ìåòîäû ýìïèðè÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿ è âåðèôèêàöèè ìîäåëè ñóáúåêòèâíûõ
ñóæäåíèé [5], îòëè÷íûå îò èçâåñòíûõ ìåòîäîâ â áàéåñîâñêîì ïîäõîäå [7, 8], â òåîðèè
Äåìïñòåðà-Øåôôåðà [9], â ñóáúåêòèâíîé ëîãèêå [10].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåí-
òàëüíûõ èññëåäîâàíèé(ïðîåêò 14-07-00441).
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Àííîòàöèÿ: Â äàííîé ñòàòüå ðàññìîòðåíû ÷èñëåííûå ìåòîäàì ðåøåíèÿ èí-
òåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå â áèîëîãè÷åñêîé ïðî-
ñòðàíñòâåííîé ìîäåëè. Èñïîëüçîâàííûå ÷èñëåííûå ìåòîäû - ìåòîä Íèñòðåìà è ìåòîä
ðÿäîâ Íåéìàíà (ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé) - äàþò äîñòàòî÷íî òî÷íîå ðåøåíèå.
Â ñòàòüå ïðåäëîæåí ñïîñîá ïåðåõîäà îò ìíîãîìåðíîãî óðàâíåíèÿ ê îäíîìåðíîìó â
ðàäèàëüíî-ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå, à òàê æå ïðåäëîæåíû ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ÿäðà
M(`, r) â ñëó÷àå íîðìàëüíûõ ÿäåð m(ξ), w(ξ).

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêàÿ áèîëîãèÿ, ÷èñëåí-
íûå ìåòîäû.

STUDY OF THE EQUILIBRIUM INTEGRAL EQUATION IN SPACES
OF DIFFERENT DIMENSIONS

Abstract: In this article we consider the numerical solution of an integral equation,
describing an equilibrium in a spatial biological model. Used numerical methods produce
an exact approximation in one-dimensional case. Also in this article proposed a way to
reduce multi-dimensional case to one-dimensional in radial-symmetric case, and given an
explicit formula for kernel M(`, r) in the case of normal kernels m(ξ), w(ξ).

Keywords: integral equations, mathematical biology, numerical methods.

Ââåäåíèå

Äàííàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ íåâûðîæäåííîé îñîáîé òî÷êè (ðàâíîâå-
ñèÿ) ñèñòåìû èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé


∂

∂t
N = (b− d)N − d′

∫
Rn
w(ξ)C(ξ)dξ,

∂

∂t
C(ξ)=Nbm(ξ)+b

∫
Rn
m(ξ′)C(ξ+ξ′)dξ′−

(
d+d′w(ξ)

)
C(ξ)− d′C(ξ)

N

∫
Rn
w(ξ′)C(ξ′)dξ′.

Çäåñü N(t), C(t, ξ)-íåèçâåñòíûå ôóíêöèè1, b, d, d′-íåîòðèöàòåëüíûå êîíñòàíòû-
ïàðàìåòðû ìîäåëè, à w(ξ),m(ξ)-ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé, êîòîðûå òàê æå ÿâëÿþòñÿ

1Àðãóìåíò t äàëåå îïóñêàåì.
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ïàðàìåòðàìè ìîäåëè. Äàííàÿ ñèñòåìà îïèñûâàåò äèíàìèêó îäíîâèäîâîé ïðîñòðàí-
ñòâåííîé áèîëîãè÷åñêîé ìîäåëè, ïðåäëîæåííîé Óëüôîì Äèêìàíîì è Ðè÷àðäîì Ëîó
(Ulf Dieckmann, Richard Law) â ðàáîòàõ [1], [2].

Ðàññìîòðèì ðàâíîâåñíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé, ò.å. ñèñòåìó ïðè
∂

∂t
N(t) = 0 è

∂

∂t
C(t, ξ) ≡ 0 è, äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñåé, ïåðåéäåì ê íîðìèðîâàííîé îæèäàåìîé

ïîïàðíîé ïëîòíîñòè C̃(ξ) = C(ξ)/N2. Íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ïåðâîãî óðàâíåíèÿ
(ÿâëÿþùåãîñÿ ïðîñòðàíñòâåííûì àíàëîãîì ëîãèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ) ìîæíî ëåãêî

âûðàçèòü â ÿâíîì âèäå: N = (b− d) ·

d′ ∫
Rn

w(ξ)C̃(ξ)dξ

−1

. Òåïåðü âûïèøåì ðàâíî-

âåñíîå óðàâíåíèå íà C̃(ξ) ïîäñòàâèâ â íåãî ðàâíîâåñíîå N :

(
b+ d′w(ξ)

)
C̃(ξ) =

bd′

b− d

∫
Rn

w(ξ)C̃(ξ)dξm(ξ) + b

∫
Rn

m(ξ′)C̃(ξ + ξ′)dξ′ (1)

Â äàííîé ðàáîòå ìû áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ (êîòîðîå è áóäåì íà-
çûâàòü óðàâíåíèåì ðàâíîâåñèÿ ïîïàðíîé ïëîòíîñòè áèîëîãè÷åñêèõ âèäîâ) â êëàññå
ôóíêöèé L1(Rn).

Ìîæíî äîêàçàòü (ñì. [3], [4]), ÷òî ïðè d 6= 0 íå ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîãî
ðåøåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ. Ïîýòîìó, ïîëîæèì â äàëüíåéøåì d = 0.

Ìåòîä Íèñòðåìà.

Ïóñòü äàëåå äàíî óðàâíåíèå Af = γ, ãäå A − ëèíåéíûé (èíòåãðàëüíûé) îïå-
ðàòîð, γ − èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, f − íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà ìîæíî äèñêðåòíî
àïïðîêñèìèðîâàòü îïåðàòîð A è ôóíêöèþ γ íà íåêîòîðîé ñåòêå G è ïîëó÷èòü ñèñòå-
ìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé AGfG = γG, êîòîðóþ ìîæíî ðåøèòü ÿâíî
(íàïðèìåð, èñïîëüçóÿ LU-ðàçëîæåíèå).

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà, êîòîðûé ìû áóäåì ðàññìàòðè-

âàòü â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ, âèäà

∞∫
−∞

f(x)dx íà ñåòêå G ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ

òåì, ÷òî îí ïðåäñòàâèì â âèäå

∞∫
−∞

f(x)dx = lim
L→∞

L∫
−L

f(x)dx,

÷òî ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ L âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

f(x)dx−
L∫

−L

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣ < ε,

äëÿ ëþáîãî, ñêîëü óãîäíî ìàëîãî, ε > 0. Ïîñëå �îêðóãëåíèÿ� íåñîáñòâåííîãî èíòåãðà-

ëà -

∞∫
−∞

f(x)dx ≈
L∫

−L

f(x)dx, ìîæíî ïðèáëèçèòü ïîëó÷èâøèéñÿ ñîáñòâåííûé èíòåãðàë

243



Ñåêöèÿ 7. Ïðèëîæåíèÿ ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè

ñ ïîìîùüþ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë:

L∫
−L

f(x)dx ≈
∑
xi∈G

wif(xi),

ãäå wi - âåñà òî÷åê ñåòêè xi. Ñàìó ñåòêó â òàêîì ñëó÷àå ñëåäóåò áðàòü èç ñîîáðàæåíèé
îïòèìàëüíîãî ïîêðûòèÿ îòðåçêà [−L,L].

Íåáîëüøóþ ïðîáëåìó â äàííîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåò ñâåðòêà, êàê èíòåãðàë
çàâèñÿùèé îò ïàðàìåòðà, ïîñêîëüêó ïðèáëèæåíèå

∞∫
−∞

m(ξ′)C̃(ξ − ξ′)dξ′ ≈
L∫

−L

m(ξ′)C̃(ξ − ξ′)dξ′

ìîæåò îêàçàòüñÿ íåâåðíûì ïðè ξ áëèçêîì ê L. Îäíàêî, â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî lim

|ξ|→∞
C̃(ξ) = 1, è ïðèáëèçèòü ñâåðòêó êàê

∞∫
−∞

m(ξ′)C̃(ξ − ξ′)dξ′ ≈
L∫

−L

m(ξ′)
[
C̃(ξ − ξ′)− 1

]
dξ′ +

∞∫
−∞

m(ξ′)dξ′.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì äàííîãî ìåòîäà è êâàäðàòóð Íüþòîíà-Êîòåñà ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà (ìåòîäà òðàïåöèé) íà íàáîðå òåñòîâûõ ôóíêöèé, ïðåäëîæåííûõ â [3], áûëà
äîñòèãíóòà îòíîñèòåëüíàÿ ïîòî÷å÷íàÿ îøèáêà â 0.5% [5]. Ïðè óâåëè÷åíèè ïîðÿäêà
êâàäðàòóð íàáëþäàëîñü óâåëè÷åíèå îøèáêè.

Ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé

Ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ðåøåíèÿ ìåòîäîì Íèñòðåìà - O(n3), ãäå n - ÷èñëî òî-
÷åê íà ñåòêå G. Ïîýòîìó èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà Íèñòðåìà äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãîìåðíîé
çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ íåýôôåêòèâíûì, ïîñêîëüêó äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèåìëèìîé òî÷íîñòè
òðåáóåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî óâåëè÷èâàòü ÷èñëî òî÷åê íà ñåòêå.

Ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ ìåòîäîì Íèñòðåìà ïî ïàìÿòè - O(n2), ÷òî òàê æå çàòðóä-
íÿåò âû÷èñëåíèÿ. Îäíàêî çäåñü ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ îïèñàííûì â [5] ìåòîäîì

ðÿäîâ Íåéìàíà
(
ïîäðàçóìåâàþùèì ïîèñê ðåøåíèÿ â âèäå f =

∞∑
i=1

Aiγ
)
, ôàêòè÷å-

ñêè ïðåäñòàâëÿþùèì ñîáîé ìåòîä ßêîáè (ïðîñòûõ èòåðàöèé), íåÿâíî ïðèìåíåííûé
ê ìàòðèöå ñèñòåìû AG. Îäíàêî, ñõîäèìîñòü äàííîãî ìåòîäà ïðèìåíèòåëüíî ê óðàâ-
íåíèþ (1) â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå âñå ðàâíî îñòàâëÿåò æåëàòü ëó÷øåãî.

Ìîæíî âñïîìíèòü, ÷òî âñå ôóíêöèè â çàäà÷å - ðàäèàëüíî-ñèììåòðè÷íûå. Ýòî
ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Ëåììà 1. Åñëè ôóíêöèÿ C̃(~x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (1), òî ðàäèàëüíî-
ñèììåòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ

Ĉ(~x) =
1

Sn(|~x|)

∮
|~x′|=|~x|

C̃(~x′)d~x′,

ãäå Sn(|~x|) =

∮
|~x′|=|~x|

d~x′ =
nπn/2

Γ(n
2

+ 1)
|~x|n−1-ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè n-ìåðíîé ñôåðû ðàäèó-

ñà |~x| òàê æå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (1).
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Òàêèì îáðàçîì ìîæíî ñîâåðøèòü ïåðåõîä ê ìíîãîìåðíîé ñôåðè÷åñêèé ñèñòåìå
êîîðäèíàò â óðàâíåíèè (1) è ïîëó÷èòü óðàâíåíèå:

(b+ d′ω(r)) C̃(r) = b

∞∫
0

M(`, r) C̃(`)d`+ d′m(r)

∞∫
0

J(`)ω(`) C̃(`) d`,

ãäå J(`) - ÿêîáèàí ñî âçÿòûìè èíòåãðàëàìè ïî ïåðåìåííûì, ñîîòâåòñòâóþùèì óãëàì,
M(`, r) - ôóíêöèÿ, ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿêîáèàíà, äîìíîæåííîãî
íà m(ξ − ξ′).

Â ñëó÷àå åñëè m(ξ) - ïëîòíîñòü ìíîãîìåðíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ
äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé êîâàðèàöèè ñ σ2

m íà äèàãîíàëè, ÿäðî M(`, r) â äâóìåðíîì
ñëó÷àå áóäåò èìåòü âèä:

M(`, r) =
1

2πσm
e
− r

2+`2

2σ2m I0

(
`r

σ2
m

)
.

Çäåñü I0

(
`r
σ2
m

)
- ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà.

Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå M(`, r) áóäåò èìåòü âèä:

M(`, r) =
(2σm)

1
2

(π)
1
2 r`

e
− r

2+`2−2rl

2σ2m .

Â äàííîé ìîäåëè íàáëþäàþòñÿ äâà õîðîøî èçâåñòíûõ áèîëîãàì ýôôåêòà -
êëàñòåðèçàöèÿ (clustering) è ïåðåðàñáðîñ (overdispersion).

Ïåðâûé ýôôåêò ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ σm − äèñïåðñèè
ðàñïðåäåëåíèÿ m(ξ) − è áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ σw − äèñïåðñèè ðàñïðåäåëåíèÿ w(ξ) −
íàáëþäàåòñÿ ñêëîííîñòü ïîïóëÿöèè ê æèçíè â ìàëåíüêèõ ãðóïïàõ-êëàñòåðàõ, âíóòðè
êîòîðûõ íàáëþäàåòñÿ âûñîêàÿ êîíêóðåíöèÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê ñíèæåíèþ ÷èñëåííîñòè
ïîïóëÿöèè N è ÿðêî âûðàæåííîìó �ïèêó� â îáëàñòè íóëÿ ó ïîïàðíîé êîððåëÿöèè
C(ξ).

Âòîðîé ýôôåêò âûçâàí òåì, ÷òî ïðè σm � 0, σw ≈ 0 âûæèâàþò ïðåèìó-
ùåñòâåííî ïîòîìêè íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ, ÷òî ïðèâîäèò ê ïðàêòè÷åñêè îòñóò-
ñòâóþùåé êîíêóðåíöèè ñ ïîòîìêàìè, óâåëè÷åíèþ ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè N è ÿðêî
âûðàæåííîé �ÿìå� â îáëàñòè íóëÿ ó ïîïàðíîé êîððåëÿöèè C(ξ).

Íà ïðåäñòàâëåííîì èçîáðàæåíèè ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ýôôåêò ïåðåðàçáðîñà
ñòàíîâèòñÿ áîëåå ÿðêî âûðàæåí ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðíîñòè, â òî âðåìÿ êàê ýô-
ôåêò êëàñòåðèíãà ïðîÿâëÿåò ñåáÿ ïî-ðàçíîìó. Äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ (ðèñóíêè à),
ã)) ìîæíî ýìïèðè÷åñêè çàìåòèòü ñêëîííîñòü ê âûìèðàíèþ âèäà ïðè óâåëè÷åíèè σw â
ñëó÷àå êëàñòåðèçàöèè, â äâóìåðíîì ñëó÷àå (ðèñóíêè á), ä)) ìîæíî çàìåòèòü ñòðåìëå-
íèå ê àñèìïòîòå ñâåðõó, â òî âðåìÿ êàê â òðåõìåðíîì ñëó÷àå (ðèñóíêè â), å)) çàìåòíî
âîññòàíîâëåíèå ïîïóëÿöèè ïîñëå ðåçêîãî åå óìåíüøåíèÿ â ñàìîì íà÷àëå.

Àâòîðû ñòàòüè ïðåäïîëàãàþò, ÷òî ïîäîáíîå ïîâåäåíèå ýôôåêòà êëàñòåðèçà-
öèè âûçâàíî òåì, ÷òî ïëîòíîñòü ìíîãîìåðíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âñå â
áîëüøåé ñòåïåíè �óõîäèò� îò 0 ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðíîñòè. Òàêèì îáðàçîì â òðåõ-
ìåðíîì ñëó÷àå ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè σw èíäèâèäóóì íà÷èíàåò
êîíêóðèðîâàòü íå ñ ñîñåäÿìè ïî êëàñòåðó, à ñ íàõîäÿùèìèñÿ íà áîëüøåì ðàññòîÿíèè
èíäèâèäóóìàìè.
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Ìîäåëü òàê æå çàâèñèò îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ d′ è b, îäíàêî, ìîæíî ëåã-
êî çàìåòèòü, ÷òî ïîñëå äåëåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) íà b îí áóäåò âõîäèòü â íåãî òîëüêî
â ñîñòàâå d′/b, è òàêèì îáðàçîì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ýòîò ïàðàìåòð. Åãî
óâåëè÷åíèå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî âûøåîïèñàííûå ýôôåêòû ñòàíîâÿòñÿ áîëåå ÿðêî
âûðàæåííûìè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ äëÿ ãîñó-
äàðñòâåííîé ïîääåðæêè ìîëîäûõ ðîññèéñêèõ ó÷åíûõ - êàíäèäàòîâ íàóê
ÌÊ-6108.2015.9
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ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ óïðàâëÿå-
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MANAGEMENT STRUCTURE OF MARKOV QUEUING SYSTEM

Abstract: We construct the optimal strategy for management system with
variable structure, which is described by a controlled semi-Markov process with a �nite set
of states. An algorithm for solving the problem and the results of numerical experiments.

Keywords: queueing system, strategy, management, randomization, controlled
semi-markov process, deterministic strategy, system with variable structure.

Â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêèõ ìîäåëåé ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ [2,4] â ðàññìàò-
ðèâàåìîé ìîäåëè ðåàëèçóåòñÿ äèíàìè÷åñêîå èçìåíåíèå ÷èñëà ðàáîòàþùèõ êàíàëîâ
îáñëóæèâàíèÿ. Èññëåäóåòñÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, íà âõîä
êîòîðîé ïîñòóïàåò Ïóàññîíîâñêèé ïîòîê òðåáîâàíèé ñ ïàðàìåòðîì λ, à äëèòåëüíîñòü
îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé èìååò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì µ.

Îáîçíà÷èì ìàêñèìàëüíîå âîçìîæíîå ÷èñëî çàäåéñòâîâàííûõ îáñëóæèâàþùèõ
ïðèáîðîâ n, n > 1, èN ,N > 1, ÷èñëî ïîñòîÿííî çàäåéñòâîâàííûõ ìåñò äëÿ îæèäàíèÿ.

Ïðîöåäóðà âûáîðà ÷èñëà ðàáîòàþùèõ êàíàëîâ ïðåäïîëàãàåò ðåøåíèå ýòîãî
âîïðîñà â ìîìåíòû èçìåíåíèÿ ÷èñëà òðåáîâàíèé, íàõîäÿùèõñÿ â ñèñòåìå, ëèáî â
ìîìåíò ïîòåðè òðåáîâàíèÿ.

Ïóñòü t0 = 0, tk, k > 1, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñåäíèõ ìîìåíòîâ ïîñòóïëåíèÿ
çàÿâîê è èõ óõîäà èç ñèñòåìû è ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáñëóæèâàåìûå â ìîìåíò tk òðå-
áîâàíèÿ íå ìîãóò ïåðåéòè â î÷åðåäü èëè óéòè èç ñèñòåìû, è â ñèñòåìå íå ìîæåò áûòü
ñâîáîäíûõ çàäåéñòâîâàííûõ ïðèáîðîâ. Åñëè ìîìåíò tk åñòü ìîìåíò óõîäà òðåáîâà-
íèÿ èç ñèñòåìû, òî îñâîáîäèâøèéñÿ êàíàë çàíèìàåòñÿ òðåáîâàíèåì èç î÷åðåäè ïðè
åå íàëè÷èè è âûêëþ÷àåòñÿ ïðè îòñóòñòâèè òðåáîâàíèé â î÷åðåäè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç i, 0 ≤ i ≤ n, ÷èñëî òðåáîâàíèé, íàõîäÿùèõñÿ íà îáñëóæèâà-
íèè (÷èñëî çàäåéñòâîâàííûõ êàíàëîâ) è ÷åðåç j, 0 ≤ j ≤ N , ÷èñëî çàÿâîê, íàõîäÿ-
ùèõñÿ â î÷åðåäè. Â ìîìåíò tk + 0 ïðèíèìàåòñÿ ðàíäîìèçèðîâàííîå ðåøåíèå î ÷èñëå
êàíàëîâ, êîòîðûå áóäóò ôóíêöèîíèðîâàòü â äàëüíåéøåì, òî åñòü ðåøåíèå î òîì,
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ñêîëüêî çàÿâîê ïåðåâåñòè èç î÷åðåäè íà îáñëóæèâàíèå. Ðåøåíèå î òîì, ÷òî äàëåå áó-
äóò ôóíêöèîíèðîâàòü k, 0 ≤ k ≤ n− i, íîâûõ êàíàëîâ, ïðèíèìàåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ
0 ≤ γij(k) ≤ 1 . Äëÿ ââåäåííûõ âåðîÿòíîñòåé ñïðàâåäëèâî óñëîâèå íîðìèðîâêè

min(j,n−i)∑
k=0

γij(k) = 1. (1)

Åñëè ìîìåíò tk åñòü ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèÿ â ñèñòåìó, òî ïðåäïîëà-
ãàåì, ÷òî ïîñòóïèâøåå òðåáîâàíèå òåðÿåòñÿ, åñëè íåò ìåñò â î÷åðåäè è çàíèìàåò îäíî
èç ñâîáîäíûõ ìåñò â î÷åðåäè, åñëè òàêîâûå åñòü.

Êà÷åñòâî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ àääèòèâíûì ôóíêöèîíàëîì íà-
êîïëåíèÿ, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ êîíñòàíòàìè: c0 - ïðèáûëü çà îäíî îáñëóæåííîå òðå-
áîâàíèå; c1 - ïîòåðè çà îäèí ÷àñ ðàáîòû îäíîãî çàäåéñòâîâàííîãî êàíàëà; c2 - ïëàòà çà
îäèí ÷àñ ïðåáûâàíèÿ â î÷åðåäè òðåáîâàíèÿ; c3 - ïëàòà çà ïîòåðþ îäíîãî òðåáîâàíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ïðîöåññ èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè ÷èñëà çàÿâîê ξ1(t) è
ξ2(t) íà îáñëóæèâàíèè è â î÷åðåäè ñîîòâåòñòâåííî (ìíîæåñòâî äâóìåðíûõ òðàåêòî-
ðèé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà), è íà ìíîæåñòâå ñòóïåí÷àòûõ òðàåêòîðèé âûøå ââåäåííûå
êîíñòàíòû îïðåäåëÿþò ôóíêöèîíàë - ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå íàêîïëåííîãî ýô-
ôåêòà (ïðèáûëü) S(t) çà âðåìÿ t. Íàêîíåö, â ìîìåíòû tk + 0 ïðèíèìàþòñÿ ðåøåíèÿ
îá èçìåíåíèè ñòðóêòóðû ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ.

Îïèñàííàÿ âûøå ñõåìà ïîëíîñòüþ óêëàäûâàåòñÿ â ìîäåëü äèñêðåòíîãî óïðàâ-
ëåíèÿ ïîëóìàðêîâñêèì ïðîöåññîì [1,3], äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåð-
æäåíèÿ: limt→∞

S(t)
t

= S, ýêñòðåìóì ýòîãî ôóíêöèîíàëà S äîñòèãàåòñÿ íà âûðîæäåí-
íûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ è

S =

∑
j∈E sjπj∑
j∈Emjπj

, (2)

ãäå E ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé óïðàâëÿìîãî ïðîöåññà, sj ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå íà-
êîïëåííîãî ýôôåêòà çà âðåìÿ íåïðåðûâíîãî ïðåáûâàíèÿ â ñîñòîÿíèè j,mj ìàòåìàòè-
÷åñêîå îæèäàíèå âðåìåíè íåïðåðûâíîãî ïðåáûâàíèÿ â ñîñòîÿíèè j, πj ñòàöèîíàðíîå
ðàñïðåäåëåíèå âëîæåííîé öåïè Ìàðêîâà (çíà÷åíèå èññëåäóåìîãî ïðîöåññà â ìîìåíòû
èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèé).

Îïðåäåëèì ýòè õàðàêòåðèñòèêè äëÿ îïèñàííîãî âûøå óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà
ξ(t) = {ξ1(t), ξ2(t)}.

Îïèñàíèå ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ. Äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ (i, j) ∈ E ïðîñòðàí-
ñòâî óïðàâëåíèé Ui,j îïðåäåëÿåòñÿ âêëþ÷åíèÿìè Ui,j = {k : k ∈ [0, 1, ...,min(n−i, j)]},
à ñòðàòåãèè îïðåäåëÿþòñÿ âåðîÿòíîñòíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè γij(k).

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî âûðîæäåííûõ ñòðàòåãèé, ñðåäè êîòîðûõ îòûñêèâàåòñÿ
îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ,

γij(m) = 1, m = k, γij(m) = 0, m 6= k, k ∈ [0, 1, ...,min(n− i, j)].

Äðóãèìè ñëîâàìè, ôèêñèðîâàííàÿ âûðîæäåííàÿ ñòðàòåãèÿ åñòü âåêòîð ðàç-
ìåðíîñòè K = (n + 1)(N + 1) (÷èñëî ñîñòîÿíèé èññëåäóåìîãî ïðîöåññà), êàæäàÿ
êîìïîíåíòà êîòîðîãî îïðåäåëÿåò ðåøåíèå, êîòîðîå ïðèíèìàåòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùåì
ñîñòîÿíèè ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà.

Òàê êàê â ñîñòîÿíèè (i, j) ÷èñëî ðåøåíèé ðàâíî min(n − i, j) + 1, òî ÷èñëî
âûðîæäåííûõ ñòðàòåãèé ðàâíî

M =
∏

0≤i≤n, 0≤j≤N

{min(n− i, j) + 1} (3)
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Â äàëüíåéøåì áóäåì âûïèñûâàòü õàðåêòåðèñòèêè óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà ïðè
íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé âûðîæäåííîé ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ k = k(i,j), (i, j) ∈ E.

Îïèñàíèå îáúåêòà óïðàâëåíèÿ. Îáúåêòîì óïðàâëåíèÿ áóäåò äâóìåðíûé Ìàð-
êîâñêèé ïðîöåññ ξ(t) = {ξ1(t), ξ2(t)}, ãäå ξ1(t) è ξ2(t) ÷èñëî îáñëóæèâàåìûõ çàÿâîê è
÷èñëî çàÿâîê â î÷åðåäè â ìîìåíò t.

Ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé (i, j) ∈ E îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâàìè 0 ≤ i ≤ n,
0 ≤ j ≤ N . ×èñëî ñîñòîÿíèé èññëåäóåìîãî ïðîöåññà ðàâíî

K = (n+ 1)(N + 1). (4)

Ïîëóìàðêîâñêàÿ ìàòðèöà ïðîöåññà ξ(t) îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

Q(i,j)(i+k,j−k+1)(t, k) =
λ

λ+ µ(i+ k)
(1− e−(λ+µi)t),

Q(i,j)(i+k,j−k−1)(t, k) =
µ(i+ k)

λ+ µ(i+ k)
(1− e−(λ+µi)t),

0 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ N, k ∈ [0, 1, ...,min(n− i, j)], j − k 6= N, j − k 6= 0, (5)

Q(i,N)(i,N)(t, 0) =
λ

λ+ µi
(1− e−(λ+µi)t),

Q(i,N)(i,N−1)(t, 0) =
µi

λ+ µi
(1− e−(λ+µi)t),

îñòàëüíûå ýëåìåíòû ïîëóìàðêîâñêîé ìàòðèöû ðàâíû íóëþ.
Ïîÿñíèì ðàâåíñòâà (5). Åñëè ÷èñëî ðàáîòàþùèõ îïåðàòîðîâ ðàâíî i è ïðèíÿòî

ðåøåíèå ïîäêëþ÷èòü åùå k îïåðàòîðîâ, òî íà÷èíàþò îáñëóæèâàíèå i+k òðåáîâàíèé
è â î÷åðåäè îñòàåòñÿ j−k òðåáîâàíèé. Åñëè ñëåäóþùèé Ìàðêîâñêèé ìîìåíò, ïðîèçî-
øåäøèé äî ìîìåíòà t, åñòü ìîìåíò ïðèõîäà ñëåäóþùåãî òðåáîâàíèÿ, òî èññëåäóåìûé
ïðîöåññ ïåðåéäåò äî ìîìåíòà t â ñîñòîÿíèå (i+k), (j−k+1). Åñëè ñëåäóþùèé Ìàðêîâ-
ñêèé ìîìåíò, ïðîèçîøåäøèé äî ìîìåíòà t, åñòü ìîìåíò óõîäà òðåáîâàíèÿ èç ñèñòåìû,
òî èññëåäóåìûé ïðîöåññ ïåðåéäåò äî ìîìåíòà t â ñîñòîÿíèå (i+k), (j−k−1), ïîñêîëü-
êó ïî ïðåäïîëîæåíèþ ïðè îñâîáîæäåíèè îáñëóæèâàþùåãî ïðèáîðà èç î÷åðåäè îäíî
òðåáîâàíèå ïåðåõîäèò íà îáñëóæèâàíèå, åñëè î÷åðåäü íå ïóñòà. Åñëè î÷åðåäü ïóñòà
j − k = 0, òî ïåðåõîä â ñîñòîÿíèå (i+ k), (j − k − 1) ðàâíà íóëþ. Åñëè âñå ìåñòà äëÿ
îæèäàíèÿ çàíÿòû â ñîñòîÿíèè (i, N) è ïðèíÿòî ðåøåíèå k = 0, òî ïðèøåäøåå òðå-
áîâàíèå ïîòåðÿåòñÿ è ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ ïðîöåññ ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèÿ
(i, N) è (i− 1, N). Âåðîÿòíîñòè ýòèõ ñîáûòèé âûïèñàíû â ðàâåíñòâàõ (5).

Â äàëüíåéøåì ïðè ïîñòðîåíèè ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé âëîæåííîé
öåïè Ìàðêîâà èñïîëüçóåì ðàâåíñòâî

lim
t→∞

Q(i,j)(m,l)(t, k) = p(i,j)(m,l)(k).

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (5) äëÿ ïîëóìàðêîâñêîãî ÿäðà, ïîëó÷àåì ìàòðèöó ïå-
ðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé âëîæåííîé öåïè Ìàðêîâà

p(i,j)(i+k,j−k+1)(t, k) =
λ

λ+ µ(i+ k)
, p(i,j)(i+k,j−k−1)(t, k) =

µ(i+ k)

λ+ µ(i+ k)
,

0 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ N, k ∈ [0, 1, ...,min(n− i, j)], j − k 6= N, j − k 6= 0, (6)
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p(i,N)(i,N)(t, 0) =
λ

λ+ µi
, p(i,N)(i,N−1)(t, 0) =

µi

λ+ µi
,

îñòàëüíûå ýëåìåíòû ïîëóìàðêîâñêîé ìàòðèöû ðàâíû íóëþ.
Çàìåòèì, ÷òî â ýòîé ìàòðèöå â êàæäîé ñòðîêå áóäåò íå áîëåå äâóõ ïîëîæè-

òåëüíûõ ýëåìåíòîâ.
Åñëè â ñîñòîÿíèè (i, j) ∈ E ïðèíèìàåòñÿ ðåøåíèå k ∈ Ui,j , òî i+k òðåáîâàíèé

îáñëóæèâàåòñÿ è j − k òðåáîâàíèé ñòîÿò â î÷åðåäè. Òîãäà ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäà-
íèÿ R(i,j)(m,l)(t, k) íàêîïëåííîãî ýôôåêòà çà âðåìÿ t ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðîöåññ èç
ñîñòîÿíèÿ (i, j) ïåðåøåë â ñîñòîÿíèå (m, l) è áûëî ïðèíÿòî ðåøåíèå k, îïðåäåëÿþòñÿ
ðàâåíñòâàìè

R(i,j)(i,j+1)(t, k) = c1(i+ k)t+ c2(j − k)t,

R(i,j)(i,j−1)(t, k) = c0 + c1(i+ k)t+ c2(j − k)t,

0 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ N, k ∈ [0, 1, ...,min(n− i, j)], j − k 6= N, (7)

R(i,N)(i,N)(t, 0) = c1i+ c2Nt+ c3,

R(i,N)(i,N−1)(t, 0) = c0 + c1i+ c2Nt,

Îñòàëüíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ âû÷èñëÿòü íå íàäî, ïîñêîëüêó ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ýëåìåíòû ïîëóìàðêîâñêîãî ÿäðà ðàâíû íóëþ.

Ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ s(i,j) äîõîäà çà âðåìÿ íåïðåðûâíîãî ïðåáûâàíèÿ
ïðîöåññà â ñîñòîÿíèè (i, j) ∈ E îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

s(i,j) =
∑

(m,l)∈E

∑
k∈Ui,j

∫ ∞
0

R(i,j)(m,l)(x, k)dQ(i,j)(m,l)(x, k)γ(i,j)(k)

èëè ïðè ôèêñèðîâàííîé âûðîæäåííîé ñòðàòåãèè ïîëó÷àåì

s(i,j)(k) =
∑

(m,l)∈E

∫ ∞
0

R(i,j)(m,l)(x, k)dQ(i,j)(m,l)(x, k)

C ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (5) è (7) ïîëó÷àåì äëÿ ôèêñèðîâàííîé âûðîæäåííîé
ñòðàòåãèè

s(i,j)(k) =
c0µ(i+ k) + c1(i+ k) + c2(j − k)

λ+ µ(i+ k)
,

0 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ N, k ∈ [0, 1, ...,min(n− i, j)], j − k 6= N, (8)

s(i,N)(0) =
c0µi+ c1i+ c2N + c3λ

λ+ µi
.

Ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ m(i,j) âðåìåíè íåïðåðûâíîãî ïðåáûâàíèÿ ïðîöåññà
â ñîñòîÿíèè (i, j) ïðè ôèêñèðîâàííîé âûðîæäåííîé ñòðàòåãèè îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåí-
ñòâàìè

m(i,j)(k) =

∫ ∞
0

tdQ(i,j)(i+k,j−k+1)(t, k) +

∫ ∞
0

tdQ(i,j)(i+k,j−k−1)(t, k) =
1

λ+ µ(i+ k)
,

0 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ N, k ∈ [0, 1, ...,min(n− i, j)], j − k 6= N, j − k 6= 0, (9)

m(i,N)(0) =

∫ ∞
0

tdQ(i,N)(i,N)(t, 0) +

∫ ∞
0

tdQ(i,j)(i,N−1)(t, 0) =
1

λ+ µN
.
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Íàêîíåö, âûïèøåì ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé óðàâíåíèé äëÿ ñòàöè-
îíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé πi,j

π(i,j) =
∑

(s,l)∈E

π(s,l)p(s,l)(i,j)(k(s,l)),
∑

(i,j)∈E

π(i,j) = 1, k(s,l) = 0, 1, ...,min(n− s, l). (10)

Ïîäñòàâëÿåì ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (10) è âûðàæåíèÿ (9) è (8), âû÷èñ-
ëåííûå äëÿ ôèêñèðîâàííîé âûðîæäåííîé ñòðàòåãèè k = k(i,j), (i, j) ∈ E , â ñîîòíî-
øåíèå (2) è ïîëó÷àåì çíà÷åíèå öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà.

Ïåðåáèðàÿ çíà÷åíèÿ öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà äëÿ âñåõM âûðîæäåííûõ ñòðàòå-
ãèé {k(i,j), (i, j) ∈ E} îïðåäåëÿåì ìàêñèìóì öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà S(k(i,j), (i.j) ∈ E)

è ñîîòâåòñòâóþùóþ ýòîìó ìàêñèìóìó îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ {k(0)
(i,j), (i, j) ∈ E} .

ÂÛÂÎÄ. Íàáëþäàÿ â ìîìåíò óõîäà èëè ïðèõîäà çàÿâêè ñîñòîÿíèå (i, j) , ãäå i
÷èñëî îáñëóæèâàåìûõ çàÿâîê è j ÷èñëî çàÿâîê â î÷åðåäè, íóæíî ïðèíèìàòü ðåøåíèå
äîïîëíèòåëüíî ïîäêëþ÷èòü åùå k(0)

(i,j) îïåðàòîðîâ, òî åñòü ïåðåâåñòè k
(0)
(i,j) çàÿâîê èç

î÷åðåäè íà îáñëóæèâàíèå.
Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è.
Äëÿ êàæäîé âûðîæäåííîé ñòðàòåãèè:
1. Âû÷èñëÿåòñÿ íàáîð ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé m(i,j) âðåìåíè íåïðåðûâíîãî

ïðåáûâàíèÿ ïðîöåññà â ñîñòîÿíèè (i, j) (9);
2. Âû÷èñëÿåòñÿ íàáîð ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé s(i,j) äîõîäà çà âðåìÿ íåïðå-

ðûâíîãî ïðåáûâàíèÿ ïðîöåññà â ñîñòîÿíèè (i, j) ∈ E (8);
3. Âû÷èñëÿþòñÿ ýëåìåíòû p(i,j),(m,l) ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé (6);
4. Îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèå π(i,j) ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (10);
5. Âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà (2).

Ïðèìåð 1. Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè óïðàâ-
ëåíèÿ äëÿ ñëåäóþùèõ ïàðàìåòðîâ, îïðåäåëÿþùèõ ñòðóêòóðó ñèñòåìû ìàññîâîãî
îáñëóæèâàíèÿ, n = 3, N = 2. ×èñëî ñîñòîÿíèé, îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâîì (4), ðàâ-
íî K = 12. Òàê êàê â äàëüíåéøåì íåîáõîäèìî âûïèñûâàòü ìàòðèöû, äëÿ êîòîðûõ
óñòàíîâëåí ïîðÿäîê ñòðîê è ñòîëáöîâ, óñòàíîâèì ïîðÿäîê â äâóìåðíîì ìàññèâå
ñîñòîÿíèé {(i, j), 0 ≤ i ≤ 3, 0 ≤ j ≤ 2}, ïîëîæèâ

1 = (0, 0), 2 = (0, 1), 3 = (0, 2), 4 = (1, 0), 5 = (1, 1), 6 = (1, 2),

7 = (2, 0), 8 = (2, 1), 9 = (2, 2), 10 = (3, 0), 11 = (3, 1), 12 = (3, 2).

Ñîîòíîøåíèå k ∈ [0, 1, ...,min(n−i, j)] îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî ðåøåíèé â ñîñòî-
ÿíèè (i, j). Òîãäà, èñïîëüçóÿ íîâóþ êîäèðîâêó ñîñòîÿíèé, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî äëÿ
ñîñòîÿíèé i = 1, 4, 7, 10, 11, 12 ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñîñòîÿò èç îäíîãî ýëåìåíòà k = 0,
äëÿ ñîñòîÿíèé i = 2, 5, 8, 9 ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñîñòîÿò èç äâóõ ýëåìåíîâ k = 0, 1, äëÿ
ñîñòîÿíèé i = 3, 6 ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñîñòîÿò èç òðåõ ýëåìåíòîâ k = 0, 1, 2. Òàêèì
îáðàçîì, äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïðèìåðà èìååì M = 144 âûðîæäåííûõ ñòðàòåãèè
(3), êàæäàÿ èç êîòîðûõ âûðàæàåòñÿ 12-ðàçðÿäíûì âåêòîðîì ñ êîìïîíåíòàìè 0,1,2.
Äàëåå çàìåòèì, ÷òî àíàëèç ñòðóêòóðû ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé (6) ïîêà-
çûâàåò: äëÿ âñåõ âûðîæäåííûõ ñòðàòåãèé, ó êîòîðûõ â ñîñòîÿíèè i = 2 ïðèíèìàåòñÿ
ðåøåíèå k = 0, ýòî ñîñòîÿíèå i = 2 ÿâëÿåòñÿ ïîãëîùàþùèì. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ
ýòèõ âûðîæäåííûõ ñòðàòåãèé π2 = 1, πj = 0, j 6= 2 è S = 2c2 + c3λ è ñðåäè ýòèõ
ñòðàòåãèé íå ìîæåò áûòü îïòèìàëüíîé, åñëè c0 > 0. Äëÿ îñòàâøèõñÿ 96 âûðîæäåí-
íûõ ñòðàòåãèé áûëè ðåàëèçîâàíû ýòàïû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà äëÿ ñëåäó-
þùèõ âàðèàíòîâ èñõîäíûõ äàííûõ: λ = µ = 1 è (c0 = 10, c1 = c2 = −1, c3 = −1),
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(c0 = 10, c1 = −5, c2 = 0, c3 = −5), (c0 = 10, c1 = −12, c2 = −1, c3 = −5),
(c0 = 15, c1 = −12, c2 = −1, c3 = −5):
äëÿ âàðèàíòà 1 îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ (0, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0) è Sopt = 8.906,
äëÿ âàðèàíòà 2 îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ (0, 0, 2, 0, 1, 2, 0, 0, 1, 0, 0, 0) è Sopt = 4.930,
äëÿ âàðèàíòà 3 îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ (0, 1, 2, 0, 1, 2, 0, 1, 1, 0, 0, 0) è Sopt = −2.020,
äëÿ âàðèàíòà 4 îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ (0, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 0, 0) è Sopt = 2.913.
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Â çàäà÷àõ ïîèñêà îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé äëÿ ìíîãèõ ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèõ
ïðîöåññîâ, è íå òîëüêî, èññëåäîâàòåëè ÷àñòî ñòàëêèâàþòñÿ ñ ïðîáëåìîé ïîñòðîåíèÿ
àäåêâàòíûõ ìîäåëåé. ×àñòî âàðèàíòû ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëåíû íàáîðîì ïàðàìåòðîâ
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ïî ïåðå÷íþ êðèòåðèåâ îöåíèâàíèÿ. Äëÿ òàêèõ çàäà÷ ïîñòðîåíèå ôóíêöèîíàëüíûõ
çàâèñèìîñòåé ìåæäó ïàðàìåòðàìè ñèñòåìû, êàê ïðàâèëî, íå âîçìîæíî. Ìåòîäû òåî-
ðèè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ïðåäñòàâëÿþò öåëûé ðÿä àëãîðèòìîâ, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ
ïîäîáíîãî ðîäà çàäà÷. Îíè îáúåäèíåíû ïîä îáùèì íàçâàíèåì � ìåòîäû ìíîãîêðèòå-
ðèàëüíîé îïòèìèçàöèè äëÿ ñëàáîñòðóêòóðèðîâàííûõ ïðîáëåì.

Ñïåêòð ïðèìåíåíèÿ òàêèõ ìåòîäîâ çíà÷èòåëüíî øèðå, ÷åì äëÿ êëàññè÷åñêèõ
ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè. Ñ ïðîáëåìîé îñîçíàííîãî âûáîðà îäíîé àëüòåðíàòèâû èç ìíî-
æåñòâà îöåíèâàåìûõ ïî íåñêîëüêèì êðèòåðèÿì, ñòàëêèâàþòñÿ âñå, íà÷èíàÿ îò ìèíè-
ñòðà, ïðèíèìàþùåãî çíà÷èìîå ðåøåíèå äëÿ ñòðàíû, äî àâòîëþáèòåëÿ, îçàäà÷åííîãî
ïîêóïêîé íîâîé ìàøèíû.

Ñåðüåçíîé ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ ôîðìèðîâàíèå òà-
ðèôîâ äëÿ ïðèãîðîäíîãî æåëåçíîäîðîæíîãî ñîîáùåíèÿ. Äëÿ ìíîãèõ ðåãèîíîâ ýòîò
âèä ïåðåâîçîê ÿâëÿåòñÿ äîòàöèîííûì. Íåäîñòàòî÷íîñòü âûäåëÿåìûõ ñðåäñòâ è âîç-
íèêàþùèé â ñâÿçè ñ ýòèì ðîñò öåí, ïðèâîäèò ê ñåðüåçíûì ïîñëåäñòâèÿì. Ýòî ðîñò
ïàññàæèðîâ áåçáèëåòíèêîâ è ñîêðàùåíèå îáúåìà ïåðåâîçîê, çà ñ÷åò îòìåíû ýëåêòðî-
ïîåçäîâ. Òàêèå äåéñòâèÿ ñî ñòîðîíû ÐÆÄ ïðèâîäÿò ê ðîñòó âîçìóùåíèÿ ñî ñòîðîíû
ïàññàæèðîâ, îïëà÷èâàþùèõ ñâîé ïðîåçä è ïðè ýòîì íå èìåþùèõ âîçìîæíîñòü äî-
áðàòüñÿ äî ìåñòà íàçíà÷åíèÿ â òî âðåìÿ, êîãäà èì óäîáíî.

Ïðè ôîðìèðîâàíèè è èçìåíåíèè òàðèôíûõ ïëàíîâ äëÿ ïðèãîðîäíîãî ñîîáùå-
íèÿ íåîáõîäèìî ïðåäâàðèòåëüíî îöåíèâàòü ïîñëåäñòâèÿ ìåòîäàìè òåîðèè ïðèíÿòèÿ
ðåøåíèé.

Êðèòåðèè äëÿ îöåíêè íå îãðàíè÷èâàþòñÿ ýêîíîìè÷åñêîé ýôôåêòèâíîñòüþ.
Ýòî ìîæåò áûòü óäîáñòâî è ïîïóëÿðíîñòü ó ïàññàæèðîâ, ñîöèàëüíàÿ çíà÷èìîñòü è
ò.ä. Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ òàêèõ çàäà÷ ïîñòðîèòü ôóíêöèîíàëüíûå çàâèñèìîñòè ìåæäó
ïàðàìåòðàìè è êðèòåðèÿìè ýôôåêòèâíîñòè íåâîçìîæíî. Â ýòîì ñëó÷àå íóæíî èñ-
ïîëüçîâàòü ìåòîäû ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè äëÿ ñëàáîñòðóêòóðèðîâàííûõ
ìîäåëåé. Äëÿ òàêèõ ìîäåëåé íà ïåðâîå ìåñòî âûõîäèò ñóáúåêòèâíûé ôàêòîð ýêñïåðò-
íîé îöåíêè. Â çàäà÷àõ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè ñ ïîìîùüþ òàêèõ ìåòîäîâ
ìîæíî îðãàíèçîâàòü íàïðàâëåííûé ïåðåáîð ñóùåñòâóþùèõ ðåøåíèé, ÷òîáû âûáðàòü
ëèáî íàèëó÷øåå ðåøåíèå, ëèáî ðàñïîëîæèòü èõ â ïîðÿäêå ïåðñïåêòèâíîñòè.

Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå ìåòîäà àíàëèòè÷åñêîé èåðàðõèè (ÀÍÐ - Analytic
Hierarchy Process) äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è âûáîðà íàèëó÷øåãî âàðèàíòà ïðîåçäíûõ àáî-
íåìåíòîâ èç íåñêîëüêèõ ïðåäëîæåííûõ. Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ìåòîäà íåîáõîäèìî
îïðåäåëèòü öåëü, ïåðå÷åíü êðèòåðèåâ - C1, C2, ..., Ci, ..., Cm; ïåðå÷åíü àëüòåðíàòèâ,
ñ îöåíêàìè ïî êàæäîìó êðèòåðèþ - A1, A2, ..., As, ...Ad. Ïðîöåññ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå èåðàðõè÷åñêîé ñòðóêòóðû: íà ïåðâîì óðîâíå íàõîäèòñÿ öåëü,
íà âòîðîì óðîâíå � êðèòåðèè, íà òðåòüåì óðîâíå � ìíîæåñòâî àëüòåðíàòèâ. Ýêñïåðò
äîëæåí âûïîëíèòü ïîïàðíîå ñðàâíåíèå àëüòåðíàòèâ è êðèòåðèåâ è îòâåòèòü íà âî-
ïðîñ î òîì, êàêàÿ àëüòåðíàòèâà ïðåäïî÷òèòåëüíà, èìååò áîëüøåå âîçäåéñòâèå èëè
áîëåå âåðîÿòíà äëÿ äàííîãî êðèòåðèÿ Ci. Îöåíêàì ýêñïåðòîâ ñîïîñòàâëÿåòñÿ ÷èñëåí-
íàÿ øêàëà ïî çàäàííûì ïðàâèëàì. Åñëè äëÿ êàêèõ-ëèáî êðèòåðèåâ ïðåäñòàâëåíû
êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè, òî äëÿ íèõ òàêæå âûñòàâëÿþòñÿ îöåíêè.

Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå ìåòîäà àíàëèòè÷åñêîé èåðàðõèè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
âûáîðà íàèëó÷øåãî âàðèàíòà ïðîåçäíûõ àáîíåìåíòîâ èç íåñêîëüêèõ ïðåäëîæåííûõ.
Â êà÷åñòâå èñõîäíûõ äàííûõ ðàññìîòðèì 5 âèäîâ àáîíåìåíòíûõ áèëåòîâ íà 10 ïîåç-
äîê:

1. ñ ôèêñèðîâàííîé äàòîé è ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòüþ ïîåçäêè S1 � àëüòåðíà-
òèâà A1;
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2. íà 30 äíåé ñî ñòîèìîñòüþ ïîåçäêè S2 > S1 - àëüòåðíàòèâà A2;
3. íà 90 äíåé ñî ñòîèìîñòüþ S3 > S2 - àëüòåðíàòèâà A3;
4. ñ âîçìîæíîñòüþ ïîåçäêè â ëþáîì íàïðàâëåíèè, íà 10 äíåé è ñòîèìîñòüþ

ïîåçäêè S4 > S1 - àëüòåðíàòèâà A4.
5. íà 30 äíåé, ñ âîçìîæíîñòüþ ïîåçäêè â ëþáîì íàïðàâëåíèè è ñòîèìîñòüþ

ïîåçäêè S5 > S1 - àëüòåðíàòèâà A5.
Áóäåì èõ îöåíèâàòü ïî òðåì êðèòåðèÿì:
1. ýêîíîìè÷åñêàÿ âûãîäà � C1;
2. ïîïóëÿðíîñòü ñðåäè ïàññàæèðîâ � C2;
3. ïîääåðæêà ìåñòíûõ âëàñòåé � C3;
Äëÿ ñðàâíåíèÿ êðèòåðèåâ è àëüòåðíàòèâ èñïîëüçóþòñÿ ýêñïåðòíûå îöåíêè.
Íà ïðåäâàðèòåëüíîì ýòàïå ýêñïåðòû äîëæíû îöåíèòü çíà÷èìîñòü èëè ïðèîðè-

òåòíîñòü êàæäîãî êðèòåðèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ îñòàëüíûìè êðèòåðèÿìè ïî ñïåöèàëüíîé
øêàëå. Òðàäèöèîííî èñïîëüçóþò ñëåäóþùóþ ñèñòåìó îöåíîê:

íåâîçìîæíî îòâåòèòü � 0;
ðàâíàÿ âàæíîñòü êðèòåðèåâ (àëüòåðíàòèâ) � 1;
óìåðåííîå ïðåâîñõîäñòâî � 3;
ñóùåñòâåííîå ïðåâîñõîäñòâî � 5;
çíà÷èòåëüíîå ïðåâîñõîäñòâî � 7;
î÷åíü áîëüøîå ïðåâîñõîäñòâî � 9.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì ÀÍÐ ýêñïåðòíûå îöåíêè ñâîäÿòñÿ â òàáëèöó ñðàâíå-

íèÿ êðèòåðèåâ. Äàëåå, ïî êàæäîìó êðèòåðèþ ñðàâíèâàþòñÿ çàäàííûå àëüòåðíàòèâû,
çàïîëíÿþòñÿ àíàëîãè÷íûå òàáëèöû äëÿ êàæäîãî êðèòåðèÿ.

Ïîñëå òîãî, êàê äëÿ êàæäîãî êðèòåðèÿ âû÷èñëåíû òàáëèöû êîëè÷åñòâåííîãî
ïðåäïî÷òåíèÿ àëüòåðíàòèâ � âñåãî 3 òàáëèöû, íóæíî íàéòè âåëè÷èíó íîðìèðóåìîãî
âåñà àëüòåðíàòèâû As ïî êðèòåðèþ Ci − vis , i = 1, 2, 3; s = 1, ...4. Çíà÷åíèÿ âåñîâ vis
óêàçûâàþòñÿ â ïîñëåäíåì ñòîëáöå êàæäîé èç òàáëèö è âû÷èñëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûé
ïîêàçàòåëü Es äëÿ êàæäîé àëüòåðíàòèâû As s = 1, ...4: Es =

∑d
i=1wivis. Â êà÷åñòâå

îïòèìàëüíîé âûáèðàåòñÿ àëüòåðíàòèâà Ak, äëÿ êîòîðîé Ek = maxEs
s

[1].

Ðàññìîòðèì îïðåäåëåíèå îïòèìàëüíîãî òàðèôà äëÿ ïðåäëîæåííûõ àëüòåðíà-
òèâ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ÀÍÐ. Íà ïðåäâàðèòåëüíîì ýòàïå ýêñïåðòû äîëæíû îöåíèòü
çíà÷èìîñòü èëè ïðèîðèòåòíîñòü êàæäîãî êðèòåðèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ îñòàëüíûìè êðè-
òåðèÿìè. Ïîëîæèì, ÷òî ñàìûì çíà÷èìûì êðèòåðèåì ýêñïåðòû ñ÷èòàþò ïîääåðæ-
êó ìåñòíûõ âëàñòåé, ò.ê. ñîãëàñíî çàêîíîäàòåëüñòâó, ìåñòíûå âëàñòè êîìïåíñèðóþò
èç áþäæåòà óáûòêè ïðèãîðîäíîãî ïàññàæèðñêîãî ñîîáùåíèÿ. Âòîðîé ïî çíà÷èìîñòè
êðèòåðèé � ñòîèìîñòü, è ïîñëåäíèé � ïîïóëÿðíîñòü ó ïàññàæèðîâ. Òàêèì îáðàçîì, ó
êðèòåðèÿ C3 ïî ñðàâíåíèþ ñ C1 îöåíêà 7 áàëëîâ, ó êðèòåðèÿ C2 ïî ñðàâíåíèþ ñ C1 �
îöåíêà 5 áàëëîâ.

Òàáëèöà ñðàâíåíèÿ êðèòåðèåâ çàïîëíÿåòñÿ ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:
åñëè êðèòåðèé Ci ïðåâîñõîäèò êðèòåðèé Cj, òî ýëåìåíò cij = {3, 5, 7, 9}, åñëè

êðèòåðèè ðàâíîçíà÷íû, òî cij = 1. Ýëåìåíò cji ðàâåí îáðàòíîìó çíà÷åíèþ cji = 1/asr
. Äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû cii ðàâíû åäèíèöå. Âåñ êàæäîãî êðèòåðèÿ îïðåäåëÿåòñÿ
êàê ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå ýëåìåíòîâ ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðîêè òàáëèöû

αi = m
√
ci1ci2...cim , wi = αi/

∑m
i=1 αi ;

∑m
i=1 αi = 1.

Äàëåå, íåîáõîäèìî ñðàâíèòü ïî êàæäîìó êðèòåðèþ âñå àëüòåðíàòèâû. Ðåçóëü-
òàòû ïðèâåäåíû â òàáëèöàõ 2-4. Ýëåìåíòû ýòèõ òàáëèö âû÷èñëÿþòñÿ ïî àíàëîãè÷íûì
ïðàâèëàì.
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Òàáëèöà 1. Ñðàâíåíèå êðèòåðèåâ.

Êðèòåðèè C1 C2 C3 αi Âåñ wi
C1 1 0,2 0,143 0,306 0,072
C2 5 1 0,333 1,185 0,279
C3 7 3 1 2,759 0,649

Ïî êðèòåðèþ ýêîíîìè÷åñêàÿ âûãîäà ïðèîðèòåò îïðåäåëÿåòñÿ ïî öåíå àáîíå-
ìåíòà.

Òàáëèöà 2. Ñðàâíåíèå àëüòåðíàòèâ äëÿ êðèòåðèÿ C1 � ýêîíîìè÷åñêàÿ âûãîäà.

Àëüòåðíàòèâà A1 A2 A3 A4 A5 λi Âåñ vi
À1 1 0,333 0,143 0,2 0,111 0,254 0,033
À2 3 1 0,2 0,333 0,143 0,491 0,064
À3 7 5 1 3 0,333 2,036 0,264
À4 5 3 0,333 1 0,2 1 0,130
À5 9 7 3 5 1 3,936 0,510

Ïî êðèòåðèþ ïîïóëÿðíîñòü ó ïàññàæèðîâ ýêñïåðòû îöåíèëè êàê ñàìûé ïîïó-
ëÿðíûé - àáîíåìåíò A4 (7 áàëëîâ), ñëåäóþùèå ïî ïîïóëÿðíîñòè - A3 è A5, çàòåì -
A2, è íàèìåíåå ïîïóëÿðíûé - A1.

Òàáëèöà 3. Ñðàâíåíèå àëüòåðíàòèâ äëÿ êðèòåðèÿ C2 � ïîïóëÿðíîñòü ñðåäè
ïàññàæèðîâ.

Àëüòåðíàòèâà A1 A2 A3 A4 A5 λi Âåñ vi
À1 1 0,333 0,2 0,143 0,2 0,286 0,042
À2 3 1 0,333 0,2 0,333 0,582 0,086
À3 5 3 1 0,333 1 1,379 0,203
À4 7 5 3 1 3 3,160 0,466
À5 5 3 1 0,333 1 1,379 0,203

Ìåñòíûå âëàñòè ïîñ÷èòàëè ñàìûì ñîöèàëüíî îðèåíòèðîâàííûì àáîíåìåíò A3,
ñëåäóþùèé - A2, äàëåå A4 è A1 è ñàìûé íåçíà÷èìûé � A5.

Àíàëèç òàáëèö ïîêàçûâàåò, ÷òî ñèñòåìà îöåíîê îòðàæàåòñÿ â çíà÷åíèÿõ âåñîâ.
Êàæäàÿ àëüòåðíàòèâà, íàèáîëåå âûñîêî îöåíèâàåìàÿ ïî äàííîìó êðèòåðèþ, èìååò è
ìàêñèìàëüíûé âåñ. Ðàâíûå ïî çíà÷èìîñòè àëüòåðíàòèâû, îöåíèâàþòñÿ îäèíàêîâûìè
âåñàìè.

Ïîñëå òîãî, êàê äëÿ êàæäîãî êðèòåðèÿ ñîñòàâëåíû òàáëèöû êîëè÷åñòâåííîãî
ïðåäïî÷òåíèÿ àëüòåðíàòèâ � âñåãî 3 òàáëèöû, íóæíî íàéòè âåëè÷èíó vis íîðìèðóå-
ìîãî âåñà àëüòåðíàòèâû As ïî êðèòåðèþ Ci, i = 1, 2, 3; s = 1, ..., 5. Çíà÷åíèÿ âåñîâ vis
óêàçûâàþòñÿ â ïîñëåäíåì ñòîëáöå êàæäîé èç òàáëèö.
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Òàáëèöà 4. Ñðàâíåíèå àëüòåðíàòèâ äëÿ êðèòåðèÿ C3 � ïîääåðæêà ìåñòíûõ âëàñòåé.

Àëüòåðíàòèâà A1 A2 A3 A4 A5 λi Âåñ vi
À1 1 0,333 0,2 1 3 0,725 0,104
À2 3 1 0,333 3 5 1,718 0,246
À3 5 3 1 5 7 3,499 0,501
À4 1 0,333 0,2 1 3 0,725 0,104
À5 0,333 0,2 0,143 0,333 1 0,316 0,045

Âû÷èñëèì èíòåãðàëüíûé ïîêàçàòåëü Es äëÿ êàæäîé àëüòåðíàòèâû As, s =
1, ..., 5:

Es =
∑3

i=1 wivis ,s = 1, 2, 3, 4, 5 .
Â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòà ïîëó÷èì:
E1 = 0, 081 ; E2 = 0, 188; E3 = 0, 401; E4 = 0, 207; E5 = 0, 123.
Â êà÷åñòâå îïòèìàëüíîé àëüòåðíàòèâû âûáèðàåòñÿ àëüòåðíàòèâà Ak ñ ìàêñè-

ìàëüíûì èíòåãðàëüíûì ïîêàçàòåëåì. Â íàøåì ñëó÷àå íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì
ÿâëÿåòñÿ àáîíåìåíò íà 30 äíåé (àëüòåðíàòèâà A3).

Ìåòîä AHP îòëè÷àåòñÿ ïðàêòè÷åñêîé íàïðàâëåííîñòüþ íà ñðàâíåíèå ðåàëü-
íûõ àëüòåðíàòèâ. Ïðè ýòîì, ââåäåíèå íîâîé àëüòåðíàòèâû â ðàññìîòðåíèå òðåáóåò
ïåðåñ÷åòà âñåõ òàáëèö è ìîæåò ïðèâåñòè ê ñóùåñòâåííîìó èçìåíåíèþ ïðåäïî÷òå-
íèé ìåæäó ðàíåå çàäàííûìè àëüòåðíàòèâàìè. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ELECTRE (Ìå-
òîä ðàíæèðîâàíèÿ ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ àëüòåðíàòèâ Ålimination Etchoix Traduisant
la Realite) ïîçâîëÿåò âêëþ÷àòü â ðàññìîòðåíèå íîâûå àëüòåðíàòèâû, ó÷èòûâàÿ ðå-
çóëüòàòû ïðåäûäóùèõ ñðàâíåíèé íà îñíîâå íå àáñîëþòíûõ, à îòíîñèòåëüíûõ îöåíîê.
Èäåÿ ìåòîäà îòðàæåíà â íàçâàíèè, ïåðåâîä êîòîðîãî çâó÷èò êàê èñêëþ÷åíèå è âû-
áîð, îòðàæàþùèå ðåàëüíîñòü. Ìåòîä ELECTRE íàïðàâëåí íà ðåøåíèå çàäà÷ ñ óæå
çàäàííûìè ìíîãîêðèòåðèàëüíûìè àëüòåðíàòèâàìè. Â ýòîì ìåòîäå íå îïðåäåëÿåòñÿ
êîëè÷åñòâåííî ïîêàçàòåëü êà÷åñòâà êàæäîé èç àëüòåðíàòèâ, à óñòàíàâëèâàåòñÿ ëèøü
óñëîâèå ïðåâîñõîäñòâà îäíîé àëüòåðíàòèâû íàä äðóãîé.

Ñòàòüÿ ïîäãîòîâëåíà ïî ðåçóëüòàòàì èññëåäîâàíèé, âûïîëíåííûõ çà ñ÷åò áþä-
æåòíûõ ñðåäñòâ ïî Ãîñóäàðñòâåííîìó çàäàíèþ Ôèíóíèâåðñèòåòà 2014 ãîäà.
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Àííîòàöèÿ: Â ñòàòüå ðàçðàáîòàíà è ïðîãðàììíî ðåàëèçîâàíà íåéðîííàÿ ñåòü
òèïà ñàìîîðãàíèçóþùåéñÿ êàðòû äëÿ ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Ðàçðàáîòà-
íà áèáëèîòåêà ñïåöèàëüíûõ Java-êëàññîâ, îáåñïå÷èâàþùàÿ ïàðàëëåëüíóþ îáðàáîòêó
äàííûõ. Ñåòü àïðîáèðîâàíà íà ðÿäå êîíòðîëüíûõ ïðèìåðîâ ñ öåëüþ ýêñïåðèìåíòàëü-
íîé íàñòðîéêè åå ïàðàìåòðîâ. Ñàìîîðãàíèçóþùàÿñÿ êàðòà èìååò ÷åòûðå ïàðàìåòðà,
îò çíà÷åíèé êîòîðûõ çàâèñèò ýôôåêòèâíîñòü ðàáîòû ñåòè. Ýòèìè ïàðàìåòðàìè ÿâëÿ-
þòñÿ êîëè÷åñòâî âíóòðåííèõ íåéðîíîâ ñåòè, õàðàêòåðèñòèêà ñåòêè, âûðàæàåìàÿ îò-
íîøåíèåì øèðèíû ñåòêè, íà êîòîðîé ðàñïîëîæåíû íåéðîíû, ê åå âûñîòå, íà÷àëüíûé
êîýôôèöèåíò îáó÷åíèÿ, ÷èñëî èòåðàöèé îáó÷åíèÿ. Íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòîâ íàéäåíû
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ñåòè, ïðè êîòîðûõ äëÿ êëàññèôèêàöèè ðàäóæêè ñåòü ðàáîòàåò
íàèáîëåå ýôôåêòèâíî.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåéðîííûå ñåòè, ñàìîîðãàíèçóþùèåñÿ êàðòû, áèîìåòðè÷å-
ñêàÿ èäåíòèôèêàöèÿ, ðàñïîçíàâàíèå îáðàçîâ, Java-êëàññû.

SELF-ORGANIZING MAPS IN BIOMETRIC IDENTIFICATION
PROBLEMS

Abstract: In the paper a problem of constructing and implementing of a neural
network to solve the problem of biometric identi�cation via iris is considered. The neural
network has a type of self-organizing map. It receives the image of a human eye picture
at input, performs preprocessing of input data to allocate iris, identi�es the essential
components in input data, and then classi�es the iris.

Software implementation of a neural network was performed in Java. Via
experiments the settings of the network are chosen. These settings provide a su�ciently
high e�ciency of iris recognition. Network was tested for other classi�cation tasks, and it's
the fact that the values found for the parameters of the network are also very satisfactory
for those tasks.

Keywords: neural network, self-organizing map, biometric identi�cation, image
recognition, Java-classes

Çà ïîñëåäíèå äâà äåñÿòèëåòèÿ òåõíîëîãèè áèîìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèêàöèè
ñäåëàëè áîëüøîé øàã âïåðåä è çàíÿëè ïðî÷íûå ïîçèöèè íà ðûíêå ñèñòåì áåçîïàñ-
íîñòè. Ñèñòåìû áåçîïàñíîñòè ïîëüçóþòñÿ áîëüøèì ñïðîñîì ñî ñòîðîíû ðàçëè÷íûõ
ó÷ðåæäåíèé è îðãàíèçàöèé: áàíêîâ, àýðîïîðòîâ, áèáëèîòåê è äð. Â áèîìåòðè÷åñêèõ
ñèñòåìàõ èäåíòèôèêàöèÿ ÷åëîâåêà ïðîâîäèòñÿ ïî åãî áèîìåòðè÷åñêèì ïàðàìåòðàì,
à íå ïî êëþ÷ó èëè êàðòî÷êå. Ïî ïðîãíîçàì ýêñïåðòîâ, äîëÿ áèîìåòðè÷åñêèõ ñèñòåì
â áëèæàéøèå ãîäû áóäåò ñîñòàâëÿòü çíà÷èòåëüíóþ ÷àñòü îò îáùåãî ðûíêà ñèñòåì
áåçîïàñíîñòè [1].

Ìåòîäû áèîìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèêàöèè ìíîãîîáðàçíû. Îíè îñíîâàíû êàê íà
ñòàòè÷åñêèõ áèîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèêàõ, òàêèõ êàê îòïå÷àòêè ïàëüöåâ, ãåî-
ìåòðèÿ ëèöà, ñåò÷àòêà ãëàçà, ðàäóæíàÿ îáîëî÷êà ãëàçà, ðèñóíîê âåí ðóêè, òàê è
íà äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèêàõ, òàêèõ êàê ãîëîñ, ïî÷åðê, ñåðäöåáèåíèå, ïîõîäêà.
×òî êàñàåòñÿ ýêñïåðòîâ, èõ ìíåíèÿ â âîïðîñå âûäåëåíèÿ îñíîâíûõ áèîìåòðè÷åñêèõ
õàðàêòåðèñòèê ñîâïàäàþò. Ïî èõ ìíåíèþ ýòî îòïå÷àòêè ïàëüöåâ ðóê, ãåîìåòðèÿ ëèöà
è ðàäóæíàÿ îáîëî÷êà ãëàçà [2,3].

Ðàäóæíàÿ îáîëî÷êà ÿâëÿåòñÿ óíèêàëüíîé õàðàêòåðèñòèêîé ÷åëîâåêà. Ìåòîä
èäåíòèôèêàöèè ïî ðàäóæêå ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå òî÷íûì â áèîìåòðè÷åñêèõ òåõíîëî-
ãèÿõ. Íî ýòîò ìåòîä ñåãîäíÿ íà ìåæäóíàðîäíîì ðûíêå ñîñòàâëÿåò âñåãî 6-9%, â òî
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âðåìÿ êàê òåõíîëîãèÿ áèîìåòðè÷åñêîãî ðàñïîçíàâàíèÿ ïî îòïå÷àòêàì ïàëüöåâ ñî-
ñòàâëÿåò áîëåå ïîëîâèíû ðûíêà.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ ðåàëèçàöèè çàäà÷ áèîìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèêàöèè íà
ïîìîùü ïðèõîäÿò èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè, îáåñïå÷èâàþùèå ýôôåêòèâíóþ è
îïåðàòèâíóþ îáðàáîòêó áèîìåòðè÷åñêîé èíôîðìàöèè.

Áèîìåòðè÷åñêèå çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè ïðèíàäëåæàò êëàññó çàäà÷ ðàñïîçíà-
âàíèÿ îáðàçîâ, ñðåäè êîòîðûõ îñîáîå ìåñòî çàíèìàþò çàäà÷è êëàññèôèêàöèè. Â ýòèõ
çàäà÷àõ îáðàç äîëæåí áûòü êëàññèôèöèðîâàí, òî åñòü ñîîòíåñåí ê îäíîìó èç êëàñ-
ñîâ îáúåêòîâ íà îñíîâå äàííûõ îá óæå ñóùåñòâóþùèõ îáðàçàõ. Ñóùåñòâóåò ìíîãî
ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ, ñðåäè êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ òàê-
æå èñêóññòâåííûå íåéðîííûå ñåòè [4]. Â ðàáîòå ðàññìîòðåíà çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ è
ðåàëèçàöèè íåéðîííîé ñåòè òèïà ñàìîîðãàíèçóþùåéñÿ êàðòû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
áèîìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèêàöèè ëè÷íîñòè ïî ðàäóæíîé îáîëî÷êå ãëàçà. Íåéðîííàÿ
ñåòü ïîëó÷àåò íà âõîäå îáðàç ôîòîãðàôèè ÷åëîâå÷åñêîãî ãëàçà, âûïîëíÿåò ïðåäâàðè-
òåëüíóþ îáðàáîòêó ïî âûäåëåíèþ ðàäóæíîé îáîëî÷êè ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà Ñîáåëÿ
è òðàñôîðìàöèè Õàôôà, âûäåëÿåò ñóùåñòâåííûå êîìïîíåíòû âî âõîäíûõ äàííûõ,
è çàòåì ðåøàåò çàäà÷ó êëàññèôèêàöèè ðàäóæêè [5, 6, 7]. Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ
ñèñòåìû áèîìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèêàöèè âûïîëíåíà íà ÿçûêå Java.

1. Íåéðîííûå ñåòè è ñàìîîðãàíèçóþùèåñÿ êàðòû

Èñêóññòâåííàÿ íåéðîííàÿ ñåòü (ÈÍÑ) ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ áèî-
ëîãè÷åñêîãî íåéðîíà. Îíà ñîñòîèò èç ñâÿçàííûõ äðóã ñ äðóãîì íåéðîíîâ. Íåéðîííàÿ
ñåòü ïîäâåðãàåòñÿ îáó÷åíèþ ïóòåì ïðåäñòàâëåíèÿ åé âõîäíîé èíôîðìàöèè â âèäå
÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Â õîäå îáó÷åíèÿ íàñòðàèâàþòñÿ âíóòðåííèå ñâÿçè
ìåæäó íåéðîíàìè, áëàãîäàðÿ êîòîðûì ñåòü íàäåëÿåòñÿ ñïîñîáíîñòüþ ðàñïîçíàâàòü
íåçíàêîìûå îáðàçû.

Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå òèïû íåéðîííûõ ñåòåé, êîòîðûå ðàçëè÷àþòñÿ êàê òî-
ïîëîãèåé, òàê è àëãîðèòìàìè îáó÷åíèÿ. Â çàäà÷àõ êëàññèôèêàöèè îáðàçîâ îäíèìè
èç íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ ÿâëÿþòñÿ ñàìîîðãàíèçóþùèåñÿ êàðòû (ÑÎÊ), êîòîðûå
îáó÷àþòñÿ àëãîðèòìàìè áåç ó÷èòåëÿ. ÑÎÊ ñîñòîèò èç äâóõ ñëîåâ: âõîäíîãî è ôóíê-
öèîíàëüíîãî. Â ôóíêöèîíàëüíîì ñëîå íåéðîíû ðàñïîëîæåíû íà ñåòêå, ñîñòîÿùåé èç
ÿ÷ååê. Êàæäûé íåéðîí çàíèìàåò îäíó ÿ÷åéêó è ñâÿçàí ñî âñåìè íåéðîíàìè âõîäíîãî
ñëîÿ (ðèñ. 1).

ÑÎÊ äåéñòâóåò ïî ïðèíöèïó "ïîáåäèòåëü ïîëó÷àåò âñå". Òî åñòü, êîãäà ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü âõîäíûõ âåêòîðîâ ïðåäúÿâëÿåòñÿ ñåòè, âñå íåéðîíû ôóíêöèîíàëüíîãî
ñëîÿ âûçûâàþò ôóíêöèþ àêòèâàöèè, êîòîðàÿ îòðàæàåò ñâÿçü ìåæäó âõîäíûìè äàí-
íûìè è âåñîâûìè ñâÿçÿìè ýòèõ íåéðîíîâ. Ïîáåäèòåëåì ñòàíîâèòñÿ òîò íåéðîí, äëÿ
êîòîðîãî ôóíêöèÿ àêòèâàöèè ïðèíèìàåò îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå, íàïðèìåð ìàêñè-
ìàëüíîå èëè ìèíèìàëüíîå. Â äàííîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå ôóíêöèè àêòèâàöèè âûáðàíà
ôóíêöèÿ åâêëèäîâà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âåêòîðîì âõîäíûõ äàííûõ è âåñîâûì âåêòî-
ðîì íåéðîíà, à îïòèìàëüíûì çíà÷åíèåì ôóíêöèè ñ÷èòàåòñÿ åå ìèíèìàëüíîå çíà÷å-
íèå. Åñëè V1, V2, V3, . . . , Vn � âõîäíîé âåêòîð, à ôóíêöèîíàëüíûé ñëîé ÑÎÊ ñîñòîèò
èç k íåéðîíîâ, èìåþùèõ âåñîâûå êîýôôèöèåíòû

W11, W12, W13, . . . , W1n

W21, W22, W23, . . . , W2n

. . .
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Wk1, Wk2, Wk3, . . . , Wkn

ãäå Wij âåñîâîé êîýôôèöèåíò i-îãî íåéðîíà ôóíêöèîíàëüíîãî ñëîÿ, ñâÿçàííîãî ñ j-
ûì íåéðîíîì âõîäíîãî ñëîÿ, òî ïîáåäèòåëåì áóäåò òîò íåéðîí, äëÿ êîòîðîãî√√√√ n∑

j=1

(Vj −Wij)2 = min, i = 1, . . . , k

Ðèñ. 1. Ñòðóêòóðà ñàìîîðãàíèçóþùåéñÿ êàðòû

Íà ýòàïå îáó÷åíèÿ ñåòè ïðåäúÿâëÿåòñÿ îáó÷àþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äàí-
íûõ. Ñóòü îáó÷åíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî íà êàæäîì øàãå îïðåäåëÿåòñÿ íåéðîí-
ïîáåäèòåëü, è íåéðîíû, ðàñïîëîæåííûå â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íåéðîíà-ïîáåäèòåëÿ
âñå áîëüøå ïðèáëèæàþòñÿ ê íåìó. Â ðåçóëüòàòå îáó÷åíèÿ áëèçêèå ïî íàçíà÷åíèþ íåé-
ðîíû ñîáèðàþòñÿ â îáëàñòÿõ ñåòêè, îïðåäåëÿåìûõ îáó÷àþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
(ðèñ. 2).

Ðèñ. 2. Îêðåñòíîñòü íåéðîíà-ïîáåäèòåëÿ

Ðàäèóñ îêðåñòíîñòè íåéðîíà-ïîáåäèòåëÿ ìåíÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

σ(t) = σ0 exp

(
− t
λ

)
, t = 1, 2, 3, . . .

Ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ ðàäèóñà
îêðåñòíîñòè öåëåñîîáðàçíî áðàòü

σ0 =
max(width, height)

2
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ãäå width - øèðèíà ñåòêè ôóíêöèîíàëüíîãî ñëîÿ, height - âûñîòà, λ - âðåìåííàÿ
êîíñòàíòà, âû÷èñëÿåìàÿ ïî ôîðìóëå

λ =
n

log σ0

ãäå n - ÷èñëî èòåðàöèé îáó÷åíèÿ.
Òàêèì îáðàçîì, ðàäèóñ îêðåñòíîñòè ìåíÿåòñÿ ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó

(ðèñ. 3)

Ðèñ. 3. Èçìåíåíèå ðàäèóñà îêðåñòíîñòè íåéðîíà-ïîáåäèòåëÿ

Â õîäå îáó÷åíèÿ ñåòè íåéðîí-ïîáåäèòåëü è íåéðîíû èç åãî σ-îêðåñòíîñòè ìå-
íÿþò ñâîè âåñîâûå êîýôôèöèåíòû ñëåäóþùèì îáðàçîì

W (t+ 1) = W (t) + θ(t)L(t)(V (t)−W (t))

ãäå t - íîìåð èòåðàöèè, L(t) = L0 exp
(
− t
λ

)
, t = 1, 2, 3, . . ., θ(t) = exp

(
− dist2

2σ2(t)

)
, t =

1, 2, 3, . . ., dist - ðàññòîÿíèå ìåæäó íåéðîíîì è íåéðîíîì-ïîáåäèòåëåì íà ñåòêå ôóíê-
öèîíàëüíîãî ñëîÿ. Ôóíêöèÿ L(t) íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì îáó÷åíèÿ, θ(t) îòðàæàåò
âëèÿíèå ðàñïîëîæåíèÿ íåéðîíà íà ñåòêå. Î÷åâèäíî, ÷òî áîëüøå âñåãî ìåíÿþòñÿ âåñà
ïîáåäèâøåãî íåéðîíà (ðèñ. 4).

Ðèñ. 4. Âëèÿíèå ðàññòîÿíèÿ îò íåéðîíà-ïîáåäèòåëÿ íà èçìåíåíèå âåñîâ

Ïîñëå îáó÷åíèÿ ñåòü â ñîñòîÿíèè ðàñïîçíàòü äàííûå, ïîõîæèå íà òå, íà êîòî-
ðûõ îíà îáó÷åíà.
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2. Ðàñïîçíàâàíèå ðàäóæíîé îáîëî÷êè

Ðàñïîçíàâàíèå ðàäóæíîé îáîëî÷êè ãëàçà ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé áèîìåòðè÷åñêîé
èäåíòèôèêàöèè. Ðàäóæíàÿ îáîëî÷êà óíèêàëüíà äëÿ êàæäîãî ÷åëîâåêà è îñòàåòñÿ
íåèçìåííîé â òå÷åíèå âñåé åãî æèçíè. Îíà ÿâëÿåòñÿ íàäåæíîé õàðàêòåðèñòèêîé, ïî-
ñêîëüêó íå ïîäâåðæåíà èñêàæåíèþ, îáóñëîâëåííîìó âðåìåíåì èëè íåïîñðåäñòâåííûì
êîíòàêòîì ïðè âçÿòèè îáðàçöà.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ïðîãðàììíûõ ñèñòåì, ðàñïîçíàþ-
ùèõ ÷åëîâåêà ïî ðàäóæíîé îáîëî÷êå. Â äàííîé ðàáîòå ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ íåéðîííîé ñåòè òèïà ñàìîîðãàíèçóþùàÿñÿ êàðòà.

Çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ ðàäóæíîé îáîëî÷êè ðàçäåëåíà íà òðè ïîäçàäà÷è: îáíà-
ðóæåíèå îêðóæíîñòè ðàäóæíîé îáîëî÷êè íà èçîáðàæåíèè ãëàçà, âûäåëåíèå êðóãà
ñ ðàäóæíîé îáîëî÷êîé, ñîáñòâåííî ðàñïîçíàâàíèå ðàäóæíîé îáîëî÷êè ñ ïîìîùüþ
ñàìîîðãàíèçóþùåéñÿ êàðòû.

Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ äëÿ îáíàðóæåíèÿ ðàçíûõ ôèãóð íà èçîá-
ðàæåíèè. Ñðåäè íèõ íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ òðàíñôîðìàöèÿ Õàôôà [5].
Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ïðèìåíÿåòñÿ êðóãîîáðàçíîå ïðåîáðàçîâàíèå Õàôôà, ïî-
ñêîëüêó èñêîìûé îáðàç íà èçîáðàæåíèè - ýòî êðóã.

Ïðåîáðàçîâàíèå Õàôôà âûïîëíÿåòñÿ áîëåå ýôôåêòèâíî, êîãäà çàðàíåå ïðè-
ìåíÿþòñÿ àëãîðèòìû îáíàðóæåíèÿ è âûäåëåíèÿ ãðàíèö èñêîìûõ ôèãóð íà èçîáðà-
æåíèÿ. Â ðàáîòå äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è èñïîëüçîâàí îïåðàòîð Ñîáåëÿ [6]. Ýòî
äèñêðåòíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, êîòîðûé âû÷èñëÿåò ïðèáëèæåííîå çíà÷å-
íèå ãðàäèåíòà ôóíêöèè, îòðàæàþùåé ÿðêîñòü èçîáðàæåíèÿ â êàæäîé åãî òî÷êå. Òà-
êèì îáðàçîì îáíàðóæèâàåòñÿ âåëè÷èíà è íàïðàâëåíèå óâåëè÷åíèÿ ÿðêîñòè â êàæäîì
ïèêñåëå èçîáðàæåíèÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïèêñåë íàõîäèòñÿ íà
ãðàíèöå íåêîòîðîãî îáðàçà. Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåí ðåçóëüòàò ðàáîòû îïåðàòîðà Ñîáåëÿ,
ïðèìåíåííîãî ê èçîáðàæåíèþ ÷åëîâå÷åñêîãî ãëàçà. Íà ðèñóíêå âèäíû âûäåëåííûå
ãðàíèöû.

Ìîæíî ïîâûñèòü ýôôåêòèâíîñòü ðàáîòû îïåðàòîðà Ñîáåëÿ ó÷èòûâàÿ òîò
ôàêò, ÷òî ðàäóæêà îêðóæåíà îáëàñòüþ áåëîãî öâåòà, à îíà ñàìà èìååò áîëåå òåì-
íûé öâåò. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò îïðåäåëåííîå ïîðîãîå çíà÷åíèå ÿðêîñòè ïèêñå-
ëÿ, òàêîå, ÷òî ïèêñåëè ñ áîëüøèì çíà÷åíèåì ÿðêîñòè ëåæàò âíå îáëàñòè ðàäóæêè, à
ïèêñåëè ñ ìåíüøèì çíà÷åíèåì ÿðêîñòè - âíóòðè îáëàñòè ðàäóæêè. Òàêèì îáðàçîì,
åñëè çíà÷åíèå ïèêñåëÿ ìåíüøå, ÷åì ïîðîãîâîå, òî îíî çàìåíÿåòñÿ íóëåì, â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå - ìàêñèìàëüíûì âîçìîæíûì çíà÷åíèåì. Â ðåçóëüòàòå òàêîé çàìåíû ïèêñåëè
èçîáðàæåíèÿ áóäóò ðàçáèòû íà äâà êëàññà - òåìíûõ è ñâåòëûõ ïèêñåëåé, è îïåðàòîð
Ñîáåëÿ áóäåò ðàáîòàòü áîëåå ýôôåêòèâíî.

Ðèñ. 5. Ðåçóëüòàò ðàáîòû îïåðàòîðà Ñîáåëÿ

Òðàíñôîðìàöèÿ Õàôôà - ýòî ìåòîä äëÿ íàõîæäåíèÿ ôèãóð íà èçîáðàæåíèÿ.
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Ýòî îáùèé ìåõàíèçì, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæíî îáíàðóæèòü âñå çàðàíåå èçâåñò-
íûå âèäû ôèãóð: ïðÿìûå ëèíèè, îâàëû, êðóãè è ò.ä. Â ðàáîòå ïðèìåíÿåòñÿ êðóãî-
âîÿ òðàíñôîðìàöèÿ Õàôôà, ïðåäíàçíà÷åííàÿ äëÿ îáíàðóæåíèÿ êðóãîâ íà èçîáðàæå-
íèè, óæå îáðàáîòàííîì îïåðàòîðîì Ñîáåëÿ. Äàííûå õðàíÿòñÿ â òðåõìåðíîé ìàòðèöå,
ãäå ïåðâûå äâå ðàçìåðíîñòè çàäàþò äâóìåðíîå èçîáðàæåíèå, à òðåòüÿ ðàçìåðíîñòü
äîëæíà ïðèíÿòü çíà÷åíèå ðàäèóñà, ñ êîòîðûì èùåòñÿ êðóã íà èçîáðàæåíèè. ×åðåç
âñå ãðàíè÷íûå òî÷êè, òî åñòü òî÷êè, ãäå çíà÷åíèå ïèêñåëÿ íå ðàâíî íóëþ, ïðîâîäÿò
îêðóæíîñòè, à çíà÷åíèÿ â ìàòðèöå äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïèñåëåé óâåëè÷èâàþòñÿ íà
åäèíèöó. Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèòìà òà òî÷êà, â êîòîðîé ïåðåñåêàþòñÿ îêðóæíî-
ñòè, áóäåò öåíòðîì èñêîìîé îêðóæíîñòè. Áåðåòñÿ òà îêðóæíîñòü, çíà÷åíèå ðàäèóñà
êîòîðîé ìàêñèìàëüíà â ìàòðèöå. Íà ïðàêòèêå îáû÷íî èùóò êðóãè ñ ôèêñèðîâàííûì
çàðàíåå ðàäèóñîì.

Ïîñëå íåêîòîðîé äîïîëíèòåëüíîé îáðàáîòêè èçîáðàæåíèÿ ãëàçà ïî âûäåëåíèþ
ïîëîñû ìåæäó äâóìÿ îêðóæíîñòÿìè (ãðàíèö ðàäóæêè è çðà÷êà), ïðåâðàùåíèÿ èçîá-
ðàæåíèÿ èç öâåòíîãî â ÷åðíî-áåëîå, óâåëè÷åíèÿ êîíòðàñòíîñòè è ÿðêîñòè, à òàêæå
ïðåîáðàçîâàíèÿ ïî âûäåëåíèþ ãëàâíûõ êîìïîíåíòîâ ñ öåëüþ óìåíüøåíèÿ íåéðîíîâ
âõîäíîãî ñëîÿ ñåòè [7], âõîäíîé âåêòîðà ïðåäúÿâëÿåòñÿ íåéðîííîé ñåòè äëÿ êëàññè-
ôèêàöèè îáðàçà, òî åñòü ñîîòíåñåíèÿ ê ñîîòâåòñòâóþùåìó êëàññó îáðàçîâ.

3. Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ íàñòðîéêà ïàðàìåòðîâ ñàìîîðãàíèçóþùåéñÿ êàðòû

Ðàçðàáîòàíà è ïðîãðàììíî ðåàëèçîâàíà íåéðîííàÿ ñåòü òèïà ñàìîîðãàíèçó-
þùåéñÿ êàðòû äëÿ ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Ðàçðàáîòàíà áèáëèîòåêà ñïå-
öèàëüíûõ Java- êëàññîâ, îáåñïå÷èâàþùàÿ ïàðàëëåëüíóþ îáðàáîòêó äàííûõ [8]. Ñåòü
àïðîáèðîâàíà íà ðÿäå êîíòðîëüíûõ ïðèìåðîâ ñ öåëüþ ýêñïåðèìåíòàëüíîé íàñòðîéêè
åå ïàðàìåòðîâ.

Ñàìîîðãàíèçóþùàÿñÿ êàðòà èìååò ÷åòûðå ïàðàìåòðà, îò çíà÷åíèé êîòîðûõ çà-
âèñèò ýôôåêòèâíîñòü ðàáîòû ñåòè. Ýòèìè ïàðàìåòðàìè ÿâëÿþòñÿ êîëè÷åñòâî âíóò-
ðåííèõ íåéðîíîâ ñåòè, õàðàêòåðèñòèêà ñåòêè, âûðàæàåìàÿ îòíîøåíèåì øèðèíû ñåò-
êè, íà êîòîðîé ðàñïîëîæåíû íåéðîíû, ê åå âûñîòå, íà÷àëüíûé êîýôôèöèåíò îáó-
÷åíèÿ, ÷èñëî èòåðàöèé îáó÷åíèÿ. Íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòîâ íàéäåíû çíà÷åíèÿ ïà-
ðàìåòðîâ ñåòè, ïðè êîòîðûõ äëÿ êëàññèôèêàöèè ðàäóæêè ñåòü ðàáîòàåò íàèáîëåå
ýôôåêòèâíî.

Íà ðèñ. 6 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü ýôôåêòèâíîñòè ñåòè îò ÷èñëà íåéðîíîâ ôóíê-
öèîíàëüíîãî ñëîÿ. Çàâèñèìîñòü âûðàæåíà â ïðîöåíòàõ. Êîëè÷åñòâî íåéðîíîâ áåðåòñÿ
êðàòíûì êîëè÷åñòâó îáó÷àþùèõ âåêòîðîâ. Ïî îñè àáñöèññ îòëîæåíû çíà÷åíèÿ êîýô-
ôèöèåíòà êðàòíîñòè, ïî îñè îðäèíàò - ïðîöåíò ïðàâèëüíî ðàñïîçíàííûõ îáðàçîâ.

Êàê âèäíî íà ãðàôèêå, ýôôåêòèâíîñòü ñåòè âíà÷àëå ðåçêî ðàñòåò ïðè óâåëè-
÷åíèè êîýôôèöèåíòà êðàòíîñòè. Çàòåì ýôôåêòèâíîñòü ñåòè íå ðàñòåò. Ýòî ïðåäåëü-
íîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà êðàòíîñòè ðàâíî 10. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñåòü ÿâëÿåòñÿ
íàèáîëåå ýôôåêòèâíîé, êîãäà êîëè÷åñòâî íåéðîíîâ ïðèìåðíî â 10 ðàç áîëüøå, ÷åì
êîëè÷åñòâî îáó÷àþùèõ äàííûõ.

Äðóãèì ïàðàìåòðîì ñåòè ÿâëÿåòñÿ ôîðìà ïðÿìîóãîëüíèêà ñåòêè ôóíêöèî-
íàëüíîãî ñëîÿ. Ýòîò ïàðàìåòð âûðàæàåòñÿ îòíîøåíèåì âûñîòû ñåòêè ê åå øèðèíå.
Íà ðèñ. 7 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü ýôôåêòèâíîñòè ñåòè îò ôîðìû ïðÿìîóãîëüíèêà ñåò-
êè. Ïî îñè àáñöèññ îòëîæåíû çíà÷åíèÿ îòíîøåíèåì âûñîòû ñåòêè ê åå øèðèíå, ïî
îñè îðäèíàò - ïðîöåíò ïðàâèëüíî ðàñïîçíàííûõ îáðàçîâ.

Êàê âèäíî èç ãðàôèêà, ïðè óâåëè÷åíèè îòíîøåíèÿ âûñîòû ñåòêè ê åå øèðèíå
ýôôåêòèâíîñòü ñåòè ðàñòåò, è ïðè çíà÷åíèè, ðàâíîì 100, îíà ïî÷òè ïåðåñòàåò ðàñòè.
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Ýòî çíà÷åíèå âûáðàíî â êà÷åñòâå íàèëó÷øåãî çíà÷åíèÿ äëÿ äàííîãî ïàðàìåòðà ñåòè.

Ðèñ. 6. Çàâèñèìîñòü ýôôåêòèâíîñòè ñåòè îò ÷èñëà íåéðîíîâ

Ðèñ. 7. Çàâèñèìîñòü ýôôåêòèâíîñòè ñåòè îò ôîðìû ñåòêè

Äâà äðóãèõ ïàðàìåòðîâ ñåòè ñâÿçàíû ñ îáó÷åíèåì ñåòè. Ïåðâûì ÿâëÿåòñÿ íà-
÷àëüíûé êîýôôèöèåíò îáó÷åíèÿ. Íà ðèñ. 8 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü ýôôåêòèâíîñòè
ñåòè îò ýòîãî êîýôôèöèåíòà.

Êàê âèäíî íà ãðàôèêå, âíà÷àëå ýôôåêòèâíîñòü ñåòè ðàñòåò, íî ïîñëå äîñòèæå-
íèÿ êîýôôèöèåíòîì îáó÷åíèÿ çíà÷åíèÿ 0.1, îíà íà÷èíàåò óáûâàòü. Òàêèì îáðàçîì,
çíà÷åíèå 0.1 äëÿ íà÷àëüíîãî êîýôôèöèåíòà îáó÷åíèÿ ñ÷èòàåòñÿ îïòèìàëüíûì äëÿ
ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.

Ïîñëåäíèì ïàðàìåòðîì ñåòè, îò êîòîðîãî çàâèñèò åå ýôôåêòèâíîñòü, - ýòî
÷èñëî èòåðàöèé îáó÷åíèÿ. Ãðàôèê íà ðèñ. 9 èëëþñòðèðóåò ýòó çàâèñèìîñòü. Ïî îñè
àáñöèññ îòëîæåíû çíà÷åíèÿ ÷èñëà èòåðàöèé, ïî îñè îðäèíàò - ïðîöåíò ïðàâèëüíî
ðàñïîçíàííûõ îáðàçîâ.

Êàê âèäíî íà ãðàôèêå, âíà÷àëå, ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà èòåðàöèé ýôôåêòèâ-
íîñòü ñåòè ðàñòåò. Íî ïðè äîñòèæåíèè çíà÷åíèÿ 100, îíà óæå ïî÷òè íå ìåíÿåòñÿ.
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Ïîýòîìó, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî â êà÷åñòâå íàèëó÷øåãî ÷èñëà èòåðàöèé ìîæíî
ñ÷èòàòü çíà÷åíèå 100.

Ðèñ. 8. Çàâèñèìîñòü ýôôåêòèâíîñòè ñåòè îò íà÷àëüíîãî êîýôôèöèåíòà îáó÷åíèÿ

Ðèñ. 9. Çàâèñèìîñòü ýôôåêòèâíîñòè ñåòè îò ÷èñëà èòåðàöèé îáó÷åíèÿ

Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòîâ ïî àïðîáàöèè ñàìîîðãàíèçóþùåéñÿ
êàðòû è àíàëèçà èññëåäóåìûõ ïàðàìåòðîâ, ìîæíî êîíñòàòèðîâàòü, ÷òî ýôôåêòèâ-
íîñòü íåéðîííîé ñåòè òèïà ñàìîîðãàíèçóþùåéñÿ êàðòû äëÿ çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ
ðàäóæíîé îáîëî÷êè ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì ïîäáîðå çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ìîæåò ñî-
ñòàâèòü â ñðåäíåì 95%.

Ñåòü áûëà àïðîáèðîâàíà è äëÿ ðåøåíèÿ äðóãèõ çàäà÷ êëàññèôèêàöèè, è îêà-
çàëîñü, ÷òî íàéäåííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ñåòè òàêæå ÿâëÿþòñÿ âåñüìà óäîâëåòâî-
ðèòåëüíûìè.
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Ñåêöèÿ 8. Ïóòè ïîâûøåíèÿ

ìîòèâàöèè ê èçó÷åíèþ ìàòåìàòèêè è

åñòåñòâåííûõ íàóê â ñîâðåìåííîì

îáùåñòâå

ÏÐÎÅÊÒÍÀß ÄÅßÒÅËÜÍÎÑÒÜ Ó×ÀÙÈÕÑß - ÎÄÈÍ ÈÇ ÏÓÒÅÉ
ÏÎÂÛØÅÍÈß ÌÎÒÈÂÀÖÈÈ Ê ÈÇÓ×ÅÍÈÞ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ

Ð.Æ. Àòàìóðàòîâà

Îáëàñòíàÿ ñïåöèàëèçèðîâàííàÿ øêîëà-èíòåðíàò äëÿ îäàðåííûõ äåòåé ñ
óãëóáëåííûì èçó÷åíèåì ðàçëè÷íûõ ïðåäìåòîâ, Àêòàó, Êàçàõñòàí

e-mail: r.atamuratova@mail.ru

Àííîòàöèÿ: Â ñòàòüå çàòðàãèâàåòñÿ òåìà îðãàíèçàöèè ïðîåêòíîé äåÿòåëüíî-
ñòè íà óðîêàõ ìàòåìàòèêè. Àâòîð âûäâèãàåò ãèïîòåçó î òîì, ÷òî â õîäå ïðîåêòíîé
äåÿòåëüíîñòè ó ó÷àùèõñÿ ïîâûñèòñÿ óðîâåíü ìîòèâàöèè îáó÷åíèÿ, óðîâåíü ñàìîñòî-
ÿòåëüíîñòè â ïðèîáðåòåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ çíàíèé. Äàííàÿ ãèïîòåçà îñíîâûâàåòñÿ
íà åå ñîáñòâåííîì îïûòå, ïîäòâåðæäåííûìè îáó÷åííîñòè ó÷åíèêîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Ïðîåêòíî-èññëåäîâàòåëüñêàÿ ðàáîòà íà óðîêàõ ìàòåìàòèêè
ïîìîæåò øêîëüíèêàì ðàçâèòü ìûøëåíèå, íåñòàíäàðòíîå âèäåíèå îáúåêòà, îáîãàòèòü
ëè÷íîñòíûé îïûò, íàéòè ðåàëüíûå ïóòè ïðèìåíåíèÿ çíàíèé â æèçíåííîé ïðàêòèêå.

STUDENT'S PROJECT WORK IS ONE OF THE WAY OF INCREASING
MOTIVATION TO STUDYING OF MATHEMATICS

Abstract: The organizations of project work in the mathematical lessons are
revealed in the article. The author puts forward the hypothesis that students' motivation
level to the studying, independence in gaining mathematical knowledge will be increased
during the project work. Given hypothesis is based on her own experience, backed up the
teaching of the students.

Keywords: The research work will help students develop thinking, non-standing
vision of the subject to enrich the personal experience, to �nd real ways of using
knowledge in the practice.

Âîçðàñòàþùåå êîëè÷åñòâî èññëåäîâàíèé ïîäòâåðæäàåò, ÷òî äåòè ó÷àòñÿ ýô-
ôåêòèâíåå è èõ èíòåëëåêòóàëüíûå äîñòèæåíèÿ âûøå, ïðè óñëîâèè àêòèâíîãî èõ âî-
âëå÷åíèÿ â îáñóæäåíèÿ, äèàëîã, àðãóìåíòàöèþ è èññëåäîâàíèÿ. Â ïðîöåññå ðàáîòû
ÿ ñòîëêíóëàñü ñî ñëåäóþùåé ïðîáëåìîé. Âîñòðåáîâàííûìè êà÷åñòâàìè âûïóñêíèêà
íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ÿâëÿþòñÿ: ñïîñîáíîñòü áðàòü íà ñåáÿ îòâåòñòâåííîñòü, ó÷àñòâî-
âàòü â ñîâìåñòíîì ïðèíÿòèè ðåøåíèÿ, îöåíèâàòü è àíàëèçèðîâàòü, äåëàòü ñâîé âû-
áîð. Ïðè ýòîì íà óðîêàõ ìàòåìàòèêè ó÷èòåëü ïðåïîäàåò ó÷àùèìñÿ ñèñòåìó çíàíèé,
óìåíèé è íàâûêîâ. Îñíîâíîé âèä äåÿòåëüíîñòè - ðåøåíèå çàäà÷. Ñåãîäíÿ îâëàäåíèå
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îïðåäåëåííûì îáúåìîì íàâûêîâ ïåðåñòàåò áûòü ñàìîöåëüþ è ïðåâðàùàåòñÿ â ïðîöåññ
âîñïèòàíèÿ, ðàçâèòèÿ è îáðàçîâàíèÿ ëè÷íîñòè. Ó÷èòåëþ ïðèõîäèòñÿ çàäóìûâàòüñÿ
íàä íîâûìè ìåòîäàìè îáó÷åíèÿ, èñïîëüçîâàòü íîâûå òåõíîëîãèè ïðåïîäàâàíèÿ, êîòî-
ðûå ðàçâèâàþò ìîòèâàöèþ øêîëüíèêîâ ê ó÷åáíî-ïîçíàâàòåëüíîé äåÿòåëüíîñòè, ïî-
âûøàþò èõ èíòåëëåêòóàëüíûé óðîâåíü, ðàñêðûâàþò òâîð÷åñêèå ñïîñîáíîñòè. Ïîýòî-
ìó ñåãîäíÿ àêòóàëåí âîïðîñ: ¾Êàêèå òåõíîëîãèè âñå æå âûáðàòü?¿ ¾Êàê ïðåïîäíåñòè
ìàòåðèàë, ÷òîáû ðàñêðûòü èíòåëëåêòóàëüíûå ñïîñîáíîñòè ó÷àùèõñÿ?¿

Íà ìîé âçãëÿä, ôîðìèðîâàíèþ íàäïðåäìåòíûõ íàâûêîâ, èëè êàê ñåé÷àñ ïðè-
íÿòî ãîâîðèòü êîìïåòåíöèé, ñïîñîáñòâóåò ïðîåêòíàÿ äåÿòåëüíîñòü, êîòîðàÿ ñòàëà
ïðåäìåòîì ïåäàãîãè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ è ïîëåì èííîâàöèîííîé îáðàçîâàòåëüíîé
ïðàêòèêè. Ó ó÷åíèêà ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ðàñøèðåíèÿ è ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ñâî-
èõ èíòåëëåêòóàëüíûõ çíàíèé, îâëàäåíèÿ ýëåìåíòàìè ïðîåêòíîé äåÿòåëüíîñòè, ïðî-
åêòíûõ óìåíèé.

Ïðîåêòíîé äåÿòåëüíîñòüþ ó÷àùèåñÿ øêîëû çàíèìàþòñÿ äàâíî. Îäíàêî ïðî-
åêòû â ñâîåì áîëüøèíñòâå, ñîçäàâàëèñü â ãóìàíèòàðíûõ è åñòåñòâåííî- íàó÷íûõ îá-
ëàñòÿõ çíàíèé.

Ó ìåíÿ íàçðåëà íåîáõîäèìîñòü ïîêàçàòü ïðèìåíåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ çíàíèé
â æèçíè. Èçó÷àÿ òàêèå ñëîæíûå òåìû, êàê ¾Ïðîèçâîäíàÿ¿, ¾Èíòåãðàë¿, ðåáÿòà âñå
÷àùå çàäàâàëè âîïðîñ: ¾À çà÷åì ýòî íóæíî?¿ Â ðàìêàõ óðîêà ïîêàçàòü ýòî íå áûëî
âîçìîæíîñòè èç-çà íàñûùåííîñòè ïðîãðàììû. Âîçíèêëà èäåÿ îðãàíèçàöèè ïðîåêòíîé
äåÿòåëüíîñòè ó÷àùèõñÿ, ãäå îíè ñìîãóò ïðèìåíèòü ìàòåìàòè÷åñêèå çíàíèÿ â ðåøåíèè
èññëåäîâàòåëüñêèõ, òâîð÷åñêèõ è ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷.

ß ïðåäïîëîæèëà, ÷òî â õîäå ïðîåêòíîé äåÿòåëüíîñòè ó ó÷àùèõñÿ ïîâûñèòñÿ
óðîâåíü ìîòèâàöèè îáó÷åíèÿ, óðîâåíü ñàìîñòîÿòåëüíîñòè â ïðèîáðåòåíèå ìàòåìàòè-
÷åñêèõ çíàíèé.

×òî æå òàêîå ïðîåêò?
Ïðîåêò - ïðîèñõîäèò îò ëàòèíñêîãî projectus. Åãî áóêâàëüíûé ïåðåâîä � ¾áðî-

øåííûé âïåðåä¿ - óæå îáúÿñíÿåò ìíîãîå. Â ñîâðåìåííîì ðóññêîì ÿçûêå ñëîâî ¾ïðî-
åêò¿ èìååò íåñêîëüêî âåñüìà áëèçêèõ ïî ñìûñëó çíà÷åíèé. Òàê íàçûâàþò:

à) ñîâîêóïíîñòü äîêóìåíòîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîçäàíèÿ êàêîãî ëèáî ñîîðóæå-
íèÿ èëè èçäåëèÿ;

á) ïðåäâàðèòåëüíûé òåêñò êàêîãî � ëèáî äîêóìåíòà;
â) êàêîé � ëèáî çàìûñåë èëè ïëàí.
Êàê è âñÿêîå íàïðàâëåíèå îáó÷åíèÿ, ïðîåêòíîå îáó÷åíèå èìååò ñâîþ èñòî-

ðèþ è ñâîè êîðíè â êóëüòóðå. Â íà÷àëå ÕÕ âåêà àìåðèêàíñêèé ôèëîñîô è ïåäàãîã
Äæ.Äüþè è åãî ïîñëåäîâàòåëü Â.Õ Êèëïàòðèê ñòàëè àâòîðàìè ¾ìåòîäà ïðîåêòîâ¿.
Ñóòü íîâàòîðñêîé èäåè çàêëþ÷àëàñü â òîì, ÷òî äåòè, èñõîäÿ èç ñâîèõ èíòåðåñîâ, âìå-
ñòå ñ ó÷èòåëåì âûïîëíÿëè ñîáñòâåííûå ïðîåêòû. Òàê, ðåøàÿ êàêóþ-ëèáî çàäà÷ó, îíè
âêëþ÷àëèñü â ðåàëüíóþ äåÿòåëüíîñòü è îâëàäåâàëè íîâûìè çíàíèÿìè.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ¾ìåòîä ïðîåêòîâ¿ ïåðåæèâàåò âòîðîå ðîæäåíèå. Äåòè âû-
ïîëíÿþò ¾ïðîåêòû¿ - êîíêðåòíûå çàäàíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ó÷åáíûì ìàòåðèàëîì. Âàæ-
íàÿ ðîëü â îðãàíèçàöèè ýòîé äåÿòåëüíîñòè � óìåíèå ó÷èòåëÿ îïðåäåëèòü â íåì ïðè-
îðèòåòíîå íàïðàâëåíèå è ñîîòâåòñòâåííî ðàçðàáîòàòü öåëè, ìåòîäèêó ðåàëèçàöèè è
ñîäåðæàíèå.

Èñõîäÿ èç âîçíèêøèõ ïîòðåáíîñòåé ó÷àùèõñÿ, áûëè îïðåäåëåíû òåìû ïðîåê-
òîâ: ¾Ïî÷åìó ïàðàáîëîèä¿, ¾Âòîðàÿ êîñìè÷åñêàÿ¿, ¾Ýòîò Âåëèêèé Íüþòîí¿.

Ïåðâûé ïðîåêò, ñîçäàííûé â 2011 ãîäó ó÷åíèöåé 10á êëàññà Ûñòûáàåâîé Àÿ-
óæàí íà òåìó:¾Ïîñòðîåíèå ñå÷åíèé â ìíîãîãðàííèêå¿ íîñèë èññëåäîâàòåëüñêèé õà-
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ðàêòåð, òàê êàê äîëæåí áûë îòâåòèòü íà âîïðîñ: êàê ïðàâèëüíî ïîñòðîèòü ñå÷åíèÿ ,
îáüÿñíèòü, ÷òî òàêîå ñëåä. Ïðîäóêòîì ýòîãî ïðîåêòà ñòàëà êîìïüþòåðíàÿ ïðåçåíòà-
öèÿ ñ íåáîëüøèì âèäåîôèëüìîì.

Âòîðîé ïðîåêò � îçíàêîìèòåëüíî-îðèåíòèðîâàííûé, íàïðàâëåí íà ñáîð èíôîð-
ìàöèè ïî óêàçàííîé òåìå, îáðàáîòêó ýòîé èíôîðìàöèè, îáîáùåíèå ïîëó÷åííûõ ñâå-
äåíèé. Ðåçóëüòàòîì ïðîåêòà ñòàëî âûñòóïëåíèå ó÷åíèêà 10á êëàññà Ìóõàìåääèíîâà
Ðàôàýëÿ íà óðîêå íà òåìó: ¾Àðèôìåòè÷åñêàÿ è ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
âîêðóã íàñ¿. Ïðîäóêòîì äàííîãî ïðîåêòà ñòàë ðåôåðàò.

Â äàëüíåéøåé ðàáîòå â îñíîâó òàêèõ ïðîåêòîâ áûëè ïîëîæåíû òàêèå òåìû êàê:
¾Ìû æèâåì ñðåäè ÷èñåë¿, ¾Ïèðàìèäû ïðîøëîãî, íàñòîÿùåãî è áóäóùåãî¿, ¾Çàäà÷è
íà äâèæåíèå¿ è äðóãèå.

Êàæäûé ïðîåêò îò âîçíèêíîâåíèÿ èäåè äî ïîëíîãî ñâîåãî çàâåðøåíèÿ ïðîõî-
äèò ðÿä ñòóïåíåé ðàçâèòèÿ: ïîãðóæåíèå â ïðîåêò, ïëàíèðîâàíèå, ïîèñê èíôîðìàöèè,
îáîáùåíèå ðåçóëüòàòîâ è âûâîäîâ, ïðåçåíòàöèÿ, îöåíêà ïðîöåññà è ðåçóëüòàòîâ ðàáî-
òû. Íà êàæäîì ýòàïå ñòåïåíü àêòèâíîñòè ó÷åíèêîâ è ó÷èòåëÿ ðàçëè÷íû. Â ó÷åáíîì
ïðîåêòå ó÷åíèêè äîëæíû ðàáîòàòü ñàìîñòîÿòåëüíî, è ñòåïåíü ñàìîñòîÿòåëüíîñòè çà-
âèñèò íå îò èõ âîçðàñòà, à îò ñôîðìèðîâàííîñòè óìåíèé ïðîåêòíîé äåÿòåëüíîñòè.

Êàê ÿ è ïðåäïîëàãàëà, ó ìîèõ ó÷åíèêîâ ïîâûñèëàñü ìîòèâàöèÿ èçó÷åíèÿ ìàòå-
ìàòèêè. Çíàíèÿ, êîòîðûå îíè ïîëó÷àëè íà óðîêàõ, ïðèìåíÿëèñü íå òîëüêî äëÿ ðåøå-
íèÿ àáñòðàêòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäàíèé òèïà: ¾Ðåøè óðàâíåíèå¿, èëè ¾Óïðîñòè
âûðàæåíèå¿, íî è äëÿ ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ (êîíòåêñòíûõ) çàäà÷.

Ñòåïåíü ñàìîñòîÿòåëüíîñòè ó÷åíèêîâ áûëà ðàçëè÷íîé. Îíà çàâèñåëà êàê îò
âîçðàñòà, òàê è îò èíäèâèäóàëüíî � ïñèõîëîãè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé øêîëüíèêà. Êàæ-
äûé ó÷àñòíèê ïðîåêòà èìåë âîçìîæíîñòü ðàçâèâàòü ñâîè óìåíèÿ ïðîåêòíîé äåÿòåëü-
íîñòè.

Ïðîâåäåííûå ïñèõîëîãè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ìîòèâàöèè è ñàìîñòîÿòåëüíîñòè
ìåòîäîì îïðîñà ïîäòâåðäèëî ìîå ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ýòè êà÷åñòâà ìîãóò ïî-
âûøàòüñÿ â óñëîâèÿõ ïðîåêòíîé äåÿòåëüíîñòè. Èç ñêàçàííîãî âèäíî, ÷òî ó÷àùèåñÿ
âèäÿò ðåàëüíîå ïðèìåíåíèå ñâîèõ çíàíèé, ïîíèìàþò, êàê ìíîãî, îêàçûâàåòñÿ, îíè
åùå íå çíàþò, ó íèõ ïîÿâëÿåòñÿ ÷óâñòâî îòâåòñòâåííîñòè. Êðîìå òîãî, îíè âèäÿò, ÷òî
æèçíåííûå ïðîáëåìû íå èìåþò òîëüêî îäíîçíà÷íîãî ðåøåíèÿ, âàðèàíòîâ ìîæåò áûòü
íåñêîëüêî, è â ýòîì ñëó÷àå ïðîÿâëÿþòñÿ òâîð÷åñêèå ñïîñîáíîñòè ðåáÿò. Ãîòîâÿñü ê
çàùèòå ñâîåãî ïðîåêòà, ðåáÿòà äîëæíû âûñòðîèòü ñâîå âûñòóïëåíèå òàê, ÷òîáû îíî
áûëî ìàêñèìàëüíî àðãóìåíòèðîâàííûì, ÷åòêèì è ëîãè÷íûì, ÷òî ðàçâèâàåò, ïîìèìî
ëîãèêè è ìûøëåíèÿ, êóëüòóðó ðå÷è.

Ðåàëèçàöèÿ ïðîåêòíîãî ìåòîäà íà ïðàêòèêå âåäåò ê èçìåíåíèþ ïîçèöèè ó÷è-
òåëÿ. Èç íîñèòåëÿ ãîòîâûõ çíàíèé îí ïðåâðàùàåòñÿ â îðãàíèçàòîðà ïîçíàâàòåëüíîé
äåÿòåëüíîñòè ñâîèõ ó÷åíèêîâ. Ìåíÿåòñÿ è ïñèõîëîãè÷åñêèé êëèìàò íà óðîêå, òàê êàê
ó÷èòåëþ ïðèõîäèòñÿ ïåðåîðèåíòèðîâàòü ñâîþ ó÷åáíî-âîñïèòàòåëüíóþ ðàáîòó. Èç àâ-
òîðèòåòíîãî èñòî÷íèêà èíôîðìàöèè ïðåïîäàâàòåëü ñòàíîâèòñÿ ñîó÷àñòíèêîì èññëå-
äîâàòåëüñêîãî, òâîð÷åñêîãî ïðîöåññà, íàñòàâíèêîì, êîíñóëüòàíòîì, îðãàíèçàòîðîì
ñàìîñòîÿòåëüíîé äåÿòåëüíîñòè ó÷àùèõñÿ. Â ýòîì ÿ âèæó îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñâîåé
ðàáîòû.

Ïðîåêòíî-èññëåäîâàòåëüñêàÿ ðàáîòà íà óðîêàõ ìàòåìàòèêè ïîìîæåò øêîëüíè-
êàì ðàçâèòü ìûøëåíèå, íåñòàíäàðòíîå âèäåíèå îáúåêòà, îáîãàòèòü ëè÷íîñòíûé îïûò,
íàéòè ðåàëüíûå ïóòè ïðèìåíåíèÿ çíàíèé â æèçíåííîé ïðàêòèêå. ×àñòî íà óðîêàõ ÿ
ïðèìåíÿþ è ó÷åáíûå ìèíè- ïðîåêòû. Ó÷àùèåñÿ ïðèó÷åíû ðàáîòàòü ñàìîñòîÿòåëü-
íî, óìåþò îòñòàèâàòü ñâîå ìíåíèå. Îíè îáëàäàþò äîñòàòî÷íûì áàãàæîì çíàíèé è

268



Ñåêöèÿ 8. Ïóòè ïîâûøåíèÿ ìîòèâàöèè ê èçó÷åíèþ ìàòåìàòèêè è åñòåñòâåííûõ íàóê

ñîöèàëüíûì îïûòîì, êîòîðûé íå ïîçâîëÿåò èì òåðÿòüñÿ â íîâûõ óñëîâèÿõ, à áûòü
óâåðåííûìè â ñåáå. Íà ñâîèõ óðîêàõ ÿ èñïîëüçóþ òâîð÷åñêèå ðàáîòû. Òâîð÷åñêèå ðà-
áîòû øêîëüíèêîâ ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â ñëåäóþùèõ ôîðìàõ: èíôîðìàöèîííî
� ðåôåðàòèâíûå, ïðîáëåìíî � ðåôåðàòèâíûå, ýêñïåðèìåíòàëüíûå, îïèñàòåëüíûå, èñ-
ñëåäîâàòåëüñêèå. ×àùå âñåãî ýòî ïðèìåíèìî ëèáî ê áèîãðàôèè èëè âêëàäó âåëèêèõ
ìàòåìàòèêîâ, ëèáî â âûâåäåíèè íîâûõ ôîðìóë èëè ê ãåîìåòðè÷åñêèì ãèïîòåçàì è
òåîðåìàì. Òàêèå ðàáîòû ïîâûøàþò èíòåðåñ ê ïðåäìåòó, ïîâûøàåò ìîòèâàöèþ ó÷à-
ùèõñÿ. Öåëü ìîèõ óðîêîâ: ðàçâèòèå ìàòåìàòè÷åñêîé ãðàìîòíîé ðå÷è ó÷àùèõñÿ, óìå-
íèå àíàëèçèðîâàòü, îáîáùàòü, ñèíòåçèðîâàòü, îðèåíòèðîâàòüñÿ â èíôîðìàöèîííîì
ïðîñòðàíñòâå. Ñ ýòîé öåëüþ ÿ ïðàêòèêóþ íà ñâîèõ óðîêàõ çàùèòû ïîñòåðîâ, ïðè-
ó÷àþ ñîñòàâëÿòü êðàòêèå îïîðíûå ñõåìû ïî èçó÷åííîìó ìàòåðèàëó. Ñàìûé âåðíûé
ñïîñîá ïîìî÷ü ðåáåíêó ðàñêðûòü ñåáÿ � íàó÷èòü ó÷èòüñÿ. Â ýòîì ïîìîãàåò ñàìîñòî-
ÿòåëüíûé ïîèñê.

Âñå ó÷èòåëÿ ñòðåìÿòñÿ ê ñîçäàíèþ áëàãîïðèÿòíîé ñðåäû äëÿ äîñòèæåíèÿ ìàê-
ñèìàëüíîãî óñïåõà â ïðåïîäàâàíèè è îáó÷åíèè. ß ñ÷èòàþ, ÷òî äîëã è äàð ó÷èòåëÿ
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì. ÷òîáû ñîçäàòü óñëîâèÿ , â êîòîðûõ ó÷åíèê ìîã áû ïðîÿâèòü ñåáÿ
è ïîêàçàòü ïóòü äëÿ ñàìîðåàëèçàöèè.

Âîò óæå 5ãîä ÿ ãîòîâëþ äåòåé ê ïðîåêòíîé äåÿòåëüíîñòè.
Çà ïîñëåäíèå òðè ãîäà ìîè ó÷åíèêè ïðèíèìàëè àêòèâíîå ó÷àñòèå â ðàçëè÷íûõ

ìåðîïðèÿòèÿõ îáëàñòíîãî, ðåñïóáëèêàíñêîãî è ìåæäóíàðîäíûõ óðîâíåé. È íàäî îò-
ìåòèòü, ÷òî ó÷àñòèå âñåãäà áûëî ðåçóëüòàòèâíûì.

Â 2014 ãîäó ìîè ó÷åíèêè ñòàëè ëàóðåàòàìè Ðåñïóáëèêàíñêîãî ôåñòèâàëÿ ¾Øàã
â áóäóùåå¿ , êîòîðûé ïðîâîäèëñÿ ñðåäè Íàçàðáàåâ Èíòåëëåêòóàëüíûõ øêîë â ã. Ñå-
ìåé (Êàçàõñòàí). Ìîè ó÷åíèêè âûñòóïàëè ñ íàó÷íûì ïðîåêòîì íà òåìó: ¾ Çàìå÷à-
òåëüíûå òî÷êè è ëèíèè â òðåóãîëüíèêå¿.
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Â 2013 ãîäó ó÷åíèöà 11 êëàññà çàíÿëà 1 ìåñòî íà Ìåæäóíàðîäíîì êîíêóðñå
íàó÷íûõ ïðîåêòîâ èìåíè Äæîëäàñáåêîâà â Àëìàòû.

Â 2012, 2013,2014 ãîäàõ çàíèìàëè âòîðûå ìåñòà íà Ìåæäóíàðîäíîì êîíêóðñå
¾Ìàòåìàòèêà è ïðîåêòèðîâàíèå¿ â Ìîñêâå.

Ñåãîäíÿ øêîëà äîëæíà ôîðìèðîâàòü ëþäåé ñ íîâûì òèïîì ìûøëåíèÿ,
èíèöèàòèâíûõ, òâîð÷åñêèõ ëè÷íîñòåé. ×òîáû ðåàëèçîâàòü ýòè çàäà÷è íåîáõîäèìû
íîâîââåäåíèÿ- èííîâàöèè. Ìû ïîíèìàåì ñî âñåé ÿñíîñòüþ, ÷òî äåÿòåëüíîñòü ó÷èòå-
ëÿ äîëæíà áûòü íàïðàâëåíà íå íà îñâîåíèå ó÷åíèêàìè èìåþùåéñÿ èíôîðìàöèè, à íà
íîâóþ îðãàíèçàöèþ ñîçíàíèÿ ðåáåíêà, ïðè êîòîðîé èäåò ðàçâèòèå êîììóíèêàòèâíûõ
ñïîñîáíîñòåé êàæäîãî, ðàçâèòèå ìûøëåíèÿ, óìåíèÿ âûñêàçàòü ñâîþ òî÷êó çðåíèÿ
âëàäåÿ òåõíèêîé ðåôëåêñèè, òàê êàê ìåíÿåòñÿ ìèð , ìåíÿåìñÿ ìû.

Âî ìíîãîì óñïåøíîñòü ó÷åíèêà çàâèñèò îò ýôôåêòèâíîñòè ó÷èòåëÿ. Ýôôåê-
òèâíûé ó÷èòåëü � ýòî â ïåðâóþ î÷åðåäü êîìïåòåíòíûé ó÷èòåëü. ÏîØóëüìàíó êîìïå-
òåíòíîìó ó÷èòåëþ ïîìîãàþò ¾òðè ïîìîùíèêà ó÷èòåëÿ¿ - ýòî ãîëîâà, ðóêà è ñåðäöå .
Ýôôåêòèâåí òîò ó÷èòåëü, êîòîðûé ìîæåò ðàçâèòü ó ó÷àùèõñÿ ñàìîñòîÿòåëüíîå ìûø-
ëåíèå, æåëàíèå ó÷èòüñÿ ëó÷øå. Íà ìîé âçãëÿä, ìû äîëæíû ðàññìàòðèâàòü íàøèõ
ó÷åíèêîâ, íàøè ó÷åáíûå ïëàíû è ìåòîäû ïðåïîäàâàíèÿ ñ ñîâåðøåííî äðóãèõ ïîçè-
öèé. Ñîâðåìåííûé óðîê- ñâîáîäíûé óðîê, îñâîáîæäåííûé îò ñòðàõà: íèêòî íèêîãî
íå ïóãàåò è íèêòî íèêîãî íå áîèòñÿ. Íà òàêèõ óðîêàõ ðàáîòàþò âñå è êàæäûé, èìå-
þò ïðàâî âûñêàçàòü ñâîå ìíåíèå. Èññëåäîâàíèÿ ïñèõîëîãîâ è ïåäàãîãîâ ïîêàçûâàþò:
÷òîáû íàó÷èòü øêîëüíèêîâ ñàìîñòîÿòåëüíî è òâîð÷åñêè ó÷èòüñÿ, íóæíî âêëþ÷èòü
èõ â ñïåöèàëüíî îðãàíèçîâàííóþ ñàìîñòîÿòåëüíóþ äåÿòåëüíîñòü, ñäåëàòü �õîçÿåâà-
ìè� ýòîé äåÿòåëüíîñòè. Äëÿ ýòîãî íóæíî âûðàáîòàòü ó øêîëüíèêîâ ìîòèâû ê ó÷åáíîé
äåÿòåëüíîñòè.

Íà ñâîèõ óðîêàõ àêöåíò äåëàþ íà äèàëîãè÷åñêîå îáó÷åíèå, â êîòîðîì èíòå-
ãðèðóþòñÿ è äðóãèå ìåòîäû: ãðóïïîâàÿ ðàáîòà, ýëåìåíòû êðèòè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ,
çíà÷èìîñòü ñîñòàâëåíèÿ âîïðîñîâ ñîãëàñíî òåîðèè Áëóìà â ñîîòâåòñòâèè ñ âîçðàñò-
íûìè îñîáåííîñòÿìè ó÷àùèõñÿ.

Ìåíÿ âîëíîâàëè âîïðîñû: ¾Êàêèì îáðàçîì ìîæíî äîáèòüñÿ óñïåõà â óñâîåíèè
ó÷àùèìèñÿ íåîáõîäèìûõ çíàíèé è îòâåòèòü íà âñå èõ èíòåðåñóþùèå âîïðîñû?¿, ¾Êàê
ìîæíî ïîñòðîèòü óðîê, ÷òîáû ðàçâèòü ó ó÷àùèõñÿ ãðàìîòíóþ, ìàòåìàòè÷åñêóþ ðå÷ü,
óìåíèå ðàññóæäàòü, àðãóìåíòèðîâàòü, äîêàçûâàòü ñâîè ãèïîòåçû?¿

ß ðåøèëà èññëåäîâàòü âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ãðóïïîâîé ðàáîòû íà óðî-
êàõ ìàòåìàòèêè è ïðîñëåäèòü ðåçóëüòàòû ðàáîòû â 7 êëàññå. Ó÷àùèåñÿ ýòîãî êëàññà
ìîòèâèðîâàíû íà ó÷åáó, åñòü ÿâíûå è ñêðûòûå ëèäåðû. Ïðîáëåìà, êîòîðàÿ ÷àñòî
âñòðå÷àåòñÿ íà óðîêàõ ìàòåìàòèêè - ýòî íåóìåíèå íàøèõ ó÷åíèêîâ ìàòåìàòè÷åñêè,
ãðàìîòíî èçëàãàòü ñâîè ìûñëè, àðãóìåíòèðîâàòü, äîêàçûâàòü, äåëàòü âûâîäû, êðè-
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òè÷åñêè ìûñëèòü. Ãðóïïîâàÿ ðàáîòà ñïîñîáíà â êàêîé-òî ìåðå ðåøèòü äàííóþ ïðî-
áëåìó, ñïîñîáñòâîâàòü ðàçâèòèþ ïîçíàâàòåëüíîãî èíòåðåñà ó÷àùèõñÿ.

Çàêëþ÷åíèå

Ñîâðåìåííîå îáùåñòâî ñòàâèò ïåðåä øêîëîé çàäà÷ó ïîäãîòîâêè ñàìîñòîÿòåëü-
íûõ, ñïîñîáíûõ ê ñàìîîáó÷åíèþ, îòâåòñòâåííûõ, îáëàäàþùèõ êîììóíèêàòèâíûìè
íàâûêàìè ãðàæäàí. Øêîëà íå ìîæåò äàòü çíàíèÿ íà âñþ æèçíü, à âîò íàó÷èòü, âû-
ðàáîòàòü ñòðåìëåíèå ê ïîñòîÿííîìó ñàìîñîâåðøåíñòâîâàíèþ � å¼ ãëàâíàÿ çàäà÷à. Â
öåëîì ïðîåêòíî-èññëåäîâàòåëüñêàÿ ðàáîòà ñ äåòüìè ïîçâîëèò: ñîçäàòü âîçìîæíîñòè
äëÿ ïðîÿâëåíèÿ îäàð¼ííîñòè è òàëàíòà; îáåñïå÷èòü óñëîâèÿ äëÿ ïðîôåññèîíàëüíîé
îðèåíòàöèè, òâîð÷åñòâà è îáðàçîâàíèÿ ïîâûøåííîãî óðîâíÿ øêîëüíèêà ,âíåäðèòü
ìåòîäè÷åñêèå ðàçðàáîòêè è èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè â ñèñòåìó ðàáîòû ó÷èòåëåé-
ïðåäìåòíèêîâ; ïîâûñèòü ïîçíàâàòåëüíûé èíòåðåñ ê ïðåäìåòó âûðàáîòàòü ó øêîëü-
íèêîâ ìîòèâû ê ó÷åáíîé äåÿòåëüíîñòè.
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economist in the course of mathematical preparation in higher education institution is
considered.

271



Ñåêöèÿ 8. Ïóòè ïîâûøåíèÿ ìîòèâàöèè ê èçó÷åíèþ ìàòåìàòèêè è åñòåñòâåííûõ íàóê

Keywords: educational motivation, typical professional task, generalized method.

Íà ñîâðåìåííîì ýòàïå ðàçâèòèå ýêîíîìè÷åñêîé íàóêè òåñíî ñâÿçàíî ñ ïðèìåíå-
íèåì ìàòåìàòèêè ê èññëåäîâàíèþ íàó÷íûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ çàäà÷. Íå ñëó÷àéíî
80 % ëàóðåàòîâ Íîáåëåâñêîé ïðåìèè â îáëàñòè ýêîíîìèêè, ïðèñóæäàåìîé ñ 1969 ãî-
äà, ïîëó÷èëè çà óñïåøíîå ïðèìåíåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà â èññëåäîâàíèÿõ
ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Ìàòåìàòèêà çàíÿëà âàæíîå ìåñòî â ýêîíîìè÷åñêîé íàóêå,
à ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîäãîòîâêà � â ñèñòåìå ýêîíîìè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ. Ïðåòåðïåëî
ñóùåñòâåííûå èçìåíåíèÿ ñîäåðæàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêè ýêîíîìèñòîâ â âûñ-
øåé øêîëå: óâåëè÷èëñÿ å¼ îáúåì, ïîÿâèëèñü íîâûå äèñöèïëèíû êàê ôóíäàìåíòàëü-
íîãî, òàê è ïðèêëàäíîãî õàðàêòåðà.Â ñâÿçè ñ ýòèì âî ÔÃÎÑ ÂÏÎ ïî ýêîíîìè÷åñêèì
íàïðàâëåíèÿì ïîäãîòîâêè êîëè÷åñòâî ó÷åáíîãî âðåìåíè, îòâåäåííîãî äëÿ èçó÷åíèÿ
äèñöèïëèí ìàòåìàòè÷åñêîãî öèêëà, âîçðîñëî íà 48,7 % ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòàíäàðòàìè
âòîðîãî ïîêîëåíèÿ. Ïðè ýòîì óâåëè÷åíà äîëÿñàìîñòîÿòåëüíîé ó÷åáíîé äåÿòåëüíîñòè
ñòóäåíòîâ â îáùåé òðóäîåìêîñòè îáðàçîâàòåëüíûõ ïðîãðàìì.

È ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî áåç âûñîêîé ïîëîæèòåëüíîé ìîòèâàöèè ñòó-
äåíòîâ ê èçó÷åíèþ ìàòåìàòèêè íåâîçìîæíî ïîäãîòîâèòü ýêîíîìèñòà íîâîé ôîðìà-
öèè, îòâå÷àþùåãî ñîâðåìåííûì òðåáîâàíèÿì îáùåñòâà. Â ðàáîòàõ îòå÷åñòâåííûõ
ó÷åíûõ (Ï. ß. Ãàëüïåðèí, Â. Ä. Äàâûäîâ, È. À. Çèìíÿÿ, À. Ê. Ìàðêîâà, Í. Ô. Òàëû-
çèíà, Ä. Á. Ýëüêîíèí è äð.) ìîòèâàöèÿ ïðèçíàíà ïåðâûì è îáÿçàòåëüíûì êîìïîíåí-
òîì ó÷åáíîé äåÿòåëüíîñòè. Ïîä ó÷åáíîé ìîòèâàöèåé ìû ïîíèìàåì ïñèõîëîãè÷åñêóþ
ñòðóêòóðó, ñîñòîÿùóþ èç ïîòðåáíîñòè â ó÷åíèè, ñìûñëà ó÷åíèÿ, ìîòèâîâ ó÷åíèÿ,
öåëè, ýìîöèé, îòíîøåíèé è èíòåðåñîâ [1]. Êàê ïîêàçàëî íàøå èññëåäîâàíèå è èññëå-
äîâàíèÿ äðóãèõ àâòîðîâ (Í. À. Áóðìèñòðîâà, Ð. Ë. Èñàêîâà, Ý. Ë. Ëîêòèîíîâà, Ò.
Ï. Ìîíàêî, È. Ã. Õóäÿêîâà è äð.) äîñòàòî÷íî áîëüøîé ïðîöåíò ñòóäåíòîâ ýêîíîìè÷å-
ñêèõ íàïðàâëåíèé ïîäãîòîâêè íå èìååò ðàçâèòîé ìîòèâàöèè ê èçó÷åíèþ ìàòåìàòèêè.
Ýòî ñâÿçàíî, ïðåæäå âñåãî, ñ íåñôîðìèðîâàííûì â øêîëå èíòåðåñîì ê ìàòåìàòèêå,
íåïîíèìàíèåì çíà÷èìîñòè ìàòåìàòè÷åñêèõ çíàíèé äëÿ áóäóùåé ïðîôåññèîíàëüíîé
äåÿòåëüíîñòè. Ðåøåíèå ýòîé îñòðåéøåé ïðîáëåìû ìû ñâÿçûâàåì ñ ïðîôåññèîíàëü-
íîé íàïðàâëåííîñòüþ ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêè ýêîíîìèñòîâ â âóçå [2], ïîñêîëüêó
âåäóùèì ìîòèâàöèîííûì ôàêòîðîì ê îáó÷åíèþ äëÿ ñòóäåíòîâ ÿâëÿåòñÿ âîñòðåáîâàí-
íîñòü ïðèîáðåòàåìûõ çíàíèé âèõ áóäóùåé ïðîôåññèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè. Ïîä ïðî-
ôåññèîíàëüíîé íàïðàâëåííîñòüþìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêè áóäóùèõ ýêîíîìèñòîâ
ìû ïîíèìàåì îðèåíòàöèþ ìàòåìàòè÷åñêîéïîäãîòîâêè â å¼ öåëåâîì, ñîäåðæàòåëüíîì
è ïðîöåññóàëüíîì àñïåêòàõ íà äèíàìè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîôåññèîíàëüíîãî òðó-
äà ýêîíîìèñòà.

Äëÿ ðåàëèçàöèè ïðèíöèïà ïðîôåññèîíàëüíîé íàïðàâëåííîñòè ïðè îáó÷åíèè
ìàòåìàòèêå â âóçå, êàê ïðàâèëî, âêëþ÷àþò â ñîäåðæàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâ-
êè ïðîôåññèîíàëüíî íàïðàâëåííûå çàäà÷è. Êàê ïîêàçûâàåò ïðàêòèêà, èñïîëüçîâàíèå
çàäà÷ ïðîôåññèîíàëüíîé íàïðàâëåííîñòè ïðè èçó÷åíèè ìàòåìàòèêè ñïîñîáñòâóåò ïî-
âûøåíèþ ó÷åáíîé ìîòèâàöèè ñòóäåíòîâ, äåìîíñòðèðóÿ ñòóäåíòàì ïðèìåðû èñïîëü-
çîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ çíàíèé äëÿ ðåøåíèÿ ïðîôåññèîíàëüíûõ çàäà÷. Íî ïðè ýòîì
ó ñòóäåíòîâ íå ôîðìèðóåòñÿ ñïîñîáíîñòüïðèìåíÿòü ìàòåìàòè÷åñêèå çíàíèÿ äëÿ ðå-
øåíèÿ ëþáûõ êîíêðåòíûõ ïðîôåññèîíàëüíûõ çàäà÷, ò. ê. íå îïðåäåëåíà òèïîëîãèÿ
ïðîôåññèîíàëüíî íàïðàâëåííûõ çàäà÷, ðåøàåìûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòåìàòè÷åñêèõ
çíàíèé, è íå ðàçðàáîòàíû îáîáùåííûå ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå êàæäàÿ íî-
âàÿ ïðîôåññèîíàëüíî íàïðàâëåííàÿ çàäà÷à ïðåäñòàåò ïåðåä ñòóäåíòîì íîâîé ïðîáëå-
ìîé. Â ðåçóëüòàòå òàêîé ó÷åáíîé ïðàêòèêè ó÷åáíàÿ ìîòèâàöèÿ ñòóäåíòà ïîíèæàåòñÿ.
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Â êà÷åñòâå âåäóùåé èäåè ðåàëèçàöèè ïðîôåññèîíàëüíîé íàïðàâëåííîñòè íàìè
áûëà âûáðàíà èäåÿ Í. Ô. Òàëûçèíîé: ¾Ïðè ðàçðàáîòêå öåëåé îáó÷åíèÿ êîíêðåòíîìó
ïðåäìåòó, ïðåæäå âñåãî, íåîáõîäèìî âûäåëèòü îñíîâíóþ ñèñòåìó çàäà÷, äëÿ ðåøåíèÿ
êîòîðûõ ãîòîâèòñÿ îáó÷àåìûé¿ [3, ñ. 275].Åñëè âûÿâèòü òèïû ïðîôåññèîíàëüíûõ çà-
äà÷ ýêîíîìèñòà, ðåøàåìûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòåìàòè÷åñêèõ çíàíèé; ðàçðàáîòàòü
îáîáùåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷, òî ýòî ïîçâîëèò îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü
îáúåì è ñîäåðæàíèå îïîðíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ çíàíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ðåàëèçàöèè
îáîáùåííûõ ìåòîäîâ.Ôîðìèðîâàíèåîáîáùåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ òèïîâûõ ïðîôåñ-
ñèîíàëüíûõ çàäà÷ ó áóäóùèõ ýêîíîìèñòîâ ïðè îáó÷åíèè ìàòåìàòèêå â âóçå êàê äåÿ-
òåëüíîñòü îïðåäåëåííîãî ñîäåðæàíèÿ, ïîçâîëèò âûïóñêíèêàì ïðèìåíÿòü ïîëó÷åííûå
ìàòåìàòè÷åñêèå çíàíèÿ â ñîñòàâå îáîáùåííûõ ìåòîäîâ, àäåêâàòíûì çàäà÷àì èõ ïðî-
ôåññèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè.

Îïèðàÿñü íà ýòó èäåþ, ìû óòî÷íèëè öåëü ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêè áóäó-
ùèõ ýêîíîìèñòîâ êàê ôîðìèðîâàíèå îáîáùåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ òèïîâûõ ïðîôåñ-
ñèîíàëüíûõ çàäà÷ ýêîíîìèñòà, òðåáóþùèõ èñïîëüçîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõçíàíèé.
Ïîä òèïîâîé ïðîôåññèîíàëüíîé çàäà÷åé ýêîíîìèñòà (ÒÏÇ) áóäåì ïîíèìàòü öåëü,
êîòîðóþ ýêîíîìèñò ìíîãîêðàòíî ñòàâèò ïåðåä ñîáîé â ïðîöåññå âûïîëíåíèÿ ïðîôåñ-
ñèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè. Îáîáùåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ ÒÏÇ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âçàèìîñâÿçàííûõ îáîáùåííûõ äåéñòâèé, íàïðàâëåííûõ íà äîñòèæåíèå öåëè ÒÏÇ, ò.
å. ïîëó÷åíèå êîíå÷íîãî ïðîäóêòà ÒÏÇ ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè. Ïðè ýòîì ïîä îáîá-
ùåííûì äåéñòâèåì ìû ïîíèìàåì ðåçóëüòàò îáîáùåíèÿ êîíå÷íûõ ïðîäóêòîâ âûïîë-
íåíèÿ êîíêðåòíîé äåÿòåëüíîñòè. Îïîðíûå ìàòåìàòè÷åñêèå çíàíèÿ � çíàíèÿ, íåîá-
õîäèìûå è äîñòàòî÷íûå äëÿ âûïîëíåíèÿ îáîáùåííîãî äåéñòâèÿ. Ñôîðìèðîâàííîñòü
îáîáùåííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ ÒÏÇ îçíà÷àåò, ÷òî ÷åëîâåê ñïîñîáåí ïðèìåíèòü ýòîò
ìåòîä äëÿ ðåøåíèÿ ëþáîé êîíêðåòíîé ïðîôåññèîíàëüíîé çàäà÷è ýêîíîìèñòà, îòíîñÿ-
ùåéñÿ ê îïðåäåëåííîìó òèïó. Îáîáùåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ÒÏÇ ñòàíîâÿòñÿ ñòèëåì
ìûøëåíèÿ ýêîíîìèñòà, îáåñïå÷èâàþò íåçàâèñèìîñòü îò êîíêðåòíûõ óñëîâèé ïðîôåñ-
ñèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè, ÷òî ïîâûøàåò åãî ìîáèëüíîñòü è êîíêóðåíòîñïîñîáíîñòü
íà ðûíêå òðóäà.

Íà îñíîâå àíàëèçà êâàëèôèêàöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê ýêîíîìèñòîâ è ïðèìåíå-
íèÿ ìåòîäà ýêñïåðòíûõ îöåíîê áûëà îïðåäåëåíà òèïîëîãèÿ ïðîôåññèîíàëüíûõ çàäà÷
ýêîíîìèñòà, ðåøåíèå êîòîðûõ òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ çíàíèé:1) ñáîð
è îáðàáîòêà ýêîíîìè÷åñêîé èíôîðìàöèè;2) íàõîæäåíèå èëè îöåíêà çíà÷åíèé ïîêà-
çàòåëåé, õàðàêòåðèçóþùèõ ýêîíîìè÷åñêóþ äåÿòåëüíîñòü;3) âûÿâëåíèå çàâèñèìîñòè,
å¼ âèäà è ñâîéñòâ ìåæäó ïîêàçàòåëÿìè ýêîíîìè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè; 4) ïðîãíîçèðî-
âàíèå áóäóùèõ çíà÷åíèé ïîêàçàòåëåé ýêîíîìè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè;5) ïëàíèðîâàíèå
ýêîíîìè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè.Òèïîëîãèÿ ïðîôåññèîíàëüíûõ çàäà÷ ýêîíîìèñòà ïîç-
âîëÿåò ñèñòåìàòèçèðîâàòü ìíîæåñòâî ÷àñòíûõ ïðèìåðîâ ïðèìåíåíèÿ ìàòåìàòèêè â
ýêîíîìèêå, ðàçðàáîòàòüîáîáùåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ÒÏÇ [2], îïèðàÿñü íà êîòîðûå
ìîæíî ñîñòàâèòü ïëàí ðåøåíèÿ ëþáîé êîíêðåòíîé çàäà÷è, îòíîñÿùåéñÿ ê îäíîìó èç
âûäåëåííûõ òèïîâ.

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ ïñèõîëîãî-ïåäàãîãè÷åñêîé òåîðèè äåÿòåëüíîñòè ïîçâîëè-
ëè âûäåëèòü îáùóþ ñõåìó ïîñòðîåíèÿ îáîáùåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ òèïîâûõ ïðî-
ôåññèîíàëüíûõ çàäà÷, ñîñòîÿùóþ èç ñëåäóþùèõ äåéñòâèé:

1) Âûäåëèòü öåëü çàäà÷è, ñîäåðæàùóþ â ôîðìóëèðîâêå âèä äåÿòåëüíîñòè,
êîíå÷íûé ïðîäóêò è åãî ñâîéñòâà.

2) Âûäåëèòü ýêîíîìè÷åñêóþ äåÿòåëüíîñòü, ðåçóëüòàòîì èëè ïàðàìåòðîì êî-
òîðîé ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûé ïðîäóêò.
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3) Âûÿâèòü ïðåäìåò äåÿòåëüíîñòè è åãî ñóùåñòâåííûå ñâîéñòâà, êîòîðûå ìî-
ãóò áûòü çíà÷èìûìè äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ïðîäóêòà, îòâå÷àþùåãî òðåáîâàíèÿì
çàäà÷è.

4) Ïîñòðîèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü èñõîäíîãî ñîñòîÿíèÿ ïðåäìåòà äåÿòåëü-
íîñòè: ââåñòè ìàòåìàòè÷åñêèå ïîíÿòèÿ äëÿ îïèñàíèÿ åãî ñóùåñòâåííûõ ñâîéñòâ è
óêàçàòü çàêîíû, óðàâíåíèÿ âçàèìîñâÿçåé ìåæäó íèìè.

5) Âûáðàòü ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû è ñðåäñòâà äåÿòåëüíîñòè íà îñíîâå òðåáî-
âàíèé ê êîíå÷íîìó ïðîäóêòó äåÿòåëüíîñòè èëè íà îñíîâå ñâîéñòâ èìåþùåéñÿ ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðåäìåòà äåÿòåëüíîñòè.

6) Ñîñòàâèòü îáùèé ïëàí äåÿòåëüíîñòè ïî ïðåîáðàçîâàíèþ ïðåäìåòà äåÿòåëü-
íîñòè â êîíå÷íûé ïðîäóêò ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè â ñîîòâåòñòâèè ñ âûáðàííûìè
ìåòîäàìè è ñðåäñòâàìè.

7) Âûïîëíèòü ïðåîáðàçîâàíèå ïðåäìåòà äåÿòåëüíîñòè â êîíå÷íûé ïðîäóêò ñ
çàäàííûìè ñâîéñòâàìè â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîñòàâëåííûì ïëàíîì.

8) Âûäåëèòü ñóùåñòâåííûå ñâîéñòâà ïîëó÷åííîãî â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèé
êîíå÷íîãî ïðîäóêòà, ñðàâíèòü èõ ñ ïëàíèðóåìûìè ïðè âûäåëåíèè öåëè çàäà÷è è äàòü
èõ ýêîíîìè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ

9) Ñêîððåêòèðîâàòü, åñëè íåîáõîäèìî, ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ïðåäìåòà äå-
ÿòåëüíîñòè, âûáîð ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ è ñðåäñòâ äåÿòåëüíîñòè è îáùèé ïëàí
äåÿòåëüíîñòè.

Íà îñíîâå ïîëó÷åííîé îáùåé ñõåìû áûëè ðàçðàáîòàíû îáîáùåííûå ìåòîäû
ðåøåíèÿ âûäåëåííûõ ïÿòè òèïîâ ïðîôåññèîíàëüíûõ çàäà÷ ýêîíîìèñòà [2].

Ìîäåëü íåïðåðûâíîãî ôîðìèðîâàíèÿ îáîáùåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿÒÏÇ â
ïðîöåññå ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêè áàêàëàâðîâ ýêîíîìèêè â âóçå ïðåäñòàâëåíà â
òàáëèöå.

Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî äèäàêòè÷åñêîãî ñðåäñòâà îáó÷åíèÿ íà ìåæäèñöèïëè-
íàðíîì è ïðîôåññèîíàëüíîì ýòàïàõ ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêè ýêîíîìèñòîâ â âóçå
èñïîëüçóþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïñåâäîïðîôåññèîíàëüíûå è ïðîôåññèîíàëüíûå çàäà÷è
âûäåëåííûõ ïÿòè òèïîâ. Îñíîâíîå îòëè÷èå ïñåâäîïðîôåññèîíàëüíîé çàäà÷è îò ïðî-
ôåññèîíàëüíîé çàêëþ÷àåòñÿ â öåëè äåÿòåëüíîñòè. Öåëüþ ïñåâäîïðîôåññèîíàëüíîé
çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ çíàíèé (â ñîñòàâå îáîáùåííîãî ìåòî-
äà ðåøåíèÿ) äëÿ ðåøåíèÿ ïðîôåññèîíàëüíîé ïðîáëåìû. Öåëüþ ïðîôåññèîíàëüíîé
çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííî ðåøåíèå ïðîôåññèîíàëüíîé ïðîáëåìû.

Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî äèäàêòè÷åñêîãî ñðåäñòâà îáó÷åíèÿ íà ìåæäèñöèïëè-
íàðíîì è ïðîôåññèîíàëüíîì ýòàïàõ ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêè ýêîíîìèñòîâ â âóçå
èñïîëüçóþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïñåâäîïðîôåññèîíàëüíûå è ïðîôåññèîíàëüíûå çàäà÷è
âûäåëåííûõ ïÿòè òèïîâ. Îñíîâíîå îòëè÷èå ïñåâäîïðîôåññèîíàëüíîé çàäà÷è îò ïðî-
ôåññèîíàëüíîé çàêëþ÷àåòñÿ â öåëè äåÿòåëüíîñòè. Öåëüþ ïñåâäîïðîôåññèîíàëüíîé
çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ çíàíèé (â ñîñòàâå îáîáùåííîãî ìåòî-
äà ðåøåíèÿ) äëÿ ðåøåíèÿ ïðîôåññèîíàëüíîé ïðîáëåìû. Öåëüþ ïðîôåññèîíàëüíîé
çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííî ðåøåíèå ïðîôåññèîíàëüíîé ïðîáëåìû.

Ê ôóíäàìåíòàëüíûì ìàòåìàòè÷åñêèì äèñöèïëèíàì â ñòðóêòóðå ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ïîäãîòîâêè ýêîíîìèñòîâ îòíîñèì òàêèå äèñöèïëèíû êàê ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé àíà-
ëèç¿, ¾Ëèíåéíàÿ àëãåáðà¿, ¾Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé¿, ¾Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà¿,
¾Ìåòîäû îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé¿. Ñîñòàâ ïðèêëàäíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí
çàâèñèò îò ïðîôèëÿ ïîäãîòîâêè ýêîíîìèñòà. Ê òàêèì äèñöèïëèíàì ìîæíî, íàïðè-
ìåð, îòíåñòè äèñöèïëèíû ¾Ýêîíîìåòðèêà¿, ¾Òåîðèÿ èãð¿, ¾Èññëåäîâàíèå îïåðàöèé¿,
¾Ôèíàíñîâàÿ ìàòåìàòèêà¿.
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Òàáëèöà 1. Ìîäåëü ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêè áàêàëàâðîâïî íàïðàâëåíèþ
¾Ýêîíîìèêà¿ â âóçå íà îñíîâå ôîðìèðîâàíèÿ îáîáùåííûõ ìåòîäîâ ÒÏÇ

Ýòàï ìàòåìà-
òè÷åñêîé ïîä-
ãîòîâêè

Öåëü ýòàïà Ñðåäñòâà îáó-
÷åíèÿ

Ó÷åáíûå äèñ-
öèïëèíû

Àäàïòàöèîííûé
(1 ñåìåñòð)

Ôîðìèðîâàíèå
äåéñòâèé âûäå-
ëåíèÿ öåëè è
ïëàíèðîâàíèÿ
äåÿòåëüíîñòè
ïî ðåøåíèþ
çàäà÷

Ó÷åáíûå çàäà-
÷è øêîëüíîãî
êóðñà ìàòåìà-
òèêè

Ïðàêòèêóì ïî
ìàòåìàòèêå

Äèñöèïëèíàð-
íûé, (2-4
ñåìåñòðû)

Ôîðìèðîâàíèå
îòäåëüíûõ äåé-
ñòâèé îáîáùåí-
íûõ ìåòîäîâ
ðåøåíèÿ ÒÏÇ

Ó÷åáíûå çàäà-
÷è âóçîâñêîãî
êóðñà ìàòåìà-
òèêè

Ôóíäàìåíòàëü-
íûå ìàòå-
ìàòè÷åñêèå
äèñöèïëèíû

Ìåæäèñöèïëè-
íàðíûé, (3-7
ñåìåñòðû)

Ôîðìèðîâàíèå
îáîáùåííûõ
ìåòîäîâ ðåøå-
íèÿ ÒÏÇ

Ïñåâäî-
ïðîôåññèîíàëü-
íûå çàäà÷è
ýêîíîìèñòà

Ôóíäàìåíòàëü-
íûå è ïðè-
êëàäíûå ìà-
òåìàòè÷åñêèå
äèñöèïëèíû

Ïðîôåññèîíàëü-
íûé, (7-8 ñå-
ìåñòðû)

Ôîðìèðîâàíèå
íàâûêà ñàìî-
ñòîÿòåëüíîãî
ïðèìåíåíèÿ
îáîáùåííûõ
ìåòîäîâ ðåøå-
íèÿ ÒÏÇ

Ïðîôåññèîíàëü-
íûå çàäà÷è
ýêîíîìèñòà

Ïðîôèëüíûå
äèñöèïëèíû,
ïðîèçâîäñòâåí-
íàÿ ïðàêòèêà,
äèïëîìíîå ïðî-
åêòèðîâàíèå

Ðîëü ïðåïîäàâàòåëåé ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí â ðåàëèçàöèè ïðîôåññèî-
íàëüíîãî ýòàïà ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêè ýêîíîìèñòà â âóçå çàêëþ÷àåòñÿ â êîí-
ñóëüòèðîâàíèè ñòóäåíòîâ è ïðåïîäàâàòåëåé ýêîíîìè÷åñêèõ äèñöèïëèí ïî âîïðîñàì
òåîðèè è ìåòîäèêè ïðèìåíåíèÿ îáîáùåííûõ ìåòîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ ÒÏÇ ýêîíîìèñòîâ,
ñîðóêîâîäñòâå ó÷åáíûìè è äèïëîìíûìè ïðîåêòàìè áóäóùèõ ýêîíîìèñòîâ.

Ðàçðàáîòàíà ìåòîäèêà ôîðìèðîâàíèÿ îáîáùåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ÒÏÇ íà
ìåæäèñöèïëèíàðíîì ýòàïå, ïîñòðîåííàÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïàìè ïñèõîëîãè÷å-
ñêîé òåîðèè ïîýòàïíîãî ôîðìèðîâàíèÿ óìñòâåííûõ äåéñòâèé (Ï. ß. Ãàëüïåðèí, À.
Í. Ëåîíòüåâ, Í. Ô. Òàëûçèíà è äð.), ðåàëèçóåìàÿ â íåñêîëüêî ýòàïîâ [4]:

1) Ýòàï ñòðàòåãè÷åñêîãî ïëàíèðîâàíèÿ: ïðåïîäàâàòåëü âûñòðàèâàåò ìîäóëü-
íóþ ñòðóêòóðó ó÷åáíîé äèñöèïëèíû è îïðåäåëÿåò òèïû ïðîôåññèîíàëüíûõ çàäà÷
ýêîíîìèñòà, ðåøåíèå êîòîðûõ âîçìîæíî íà îñíîâå ìàòåìàòè÷åñêèõ çíàíèé êàæäîãî
ó÷åáíîãî ìîäóëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêè ýêîíîìèñòîâ â âóçå.

2) Ýòàï ïîäãîòîâêè ïðåïîäàâàòåëÿ: ïðåïîäàâàòåëü ðàçðàáàòûâàåò ñîäåðæà-
íèå îáó÷åíèÿ îáîáùåííûì ìåòîäàì ðåøåíèÿ ÒÏÇ íà ìåæäèñöèïëèíàðíîì ýòàïå ìà-
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òåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêè ýêîíîìèñòîâ â âóçå. Âèäû äåÿòåëüíîñòè ïðåïîäàâàòåëÿ íà
ýòîì ýòàïå:ðàçðàáîòàòü êîíêðåòíûå çàäà÷è êàæäîãî òèïà äëÿ ðåøåíèÿ â ðàìêàõ ó÷åá-
íûõ ìîäóëåé;êîíêðåòèçèðîâàòü îáîáùåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ÒÏÇ ïðè ðåøåíèè çà-
äà÷ ñîîòâåòñòâóþùèõ òèïîâ.

3) Ìîòèâàöèîííûé ýòàï: ïðåäëîæèòü ðåøèòü íåñêîëüêîêîíêðåòíûõ ÒÏÇ îä-
íîãî òèïà. Ïîñêîëüêó ìåòîä ðåøåíèÿ íå ñôîðìèðîâàí, âîçíèêàåò ïðîáëåìíàÿ ñèòóà-
öèÿ.

4) Ýòàï ïîäãîòîâêè ñòóäåíòîâ: ñòóäåíòû (ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðåïîäàâàòåëÿ)
ðàçðàáàòûâàþò ìåòîäû ðåøåíèÿ ÒÏÇ, ïðåäëîæåííûõ íà ìîòèâàöèîííîì ýòàïå.

5) Ìåòîäîëîãè÷åñêèé ýòàï: ñòóäåíòû ñàìîñòîÿòåëüíî (ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðå-
ïîäàâàòåëÿ) âûäåëÿþò îáîáùåííîå ñîäåðæàíèå è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèéìåòî-
äà ðåøåíèÿ ÒÏÇ äàííîãî òèïà.

6) Îáó÷àþùèé ýòàï: ñòóäåíòû ðåøàþò êîíêðåòíûå ÒÏÇ ñ îïîðîé íà ðàçðà-
áîòàííûé îáîáùåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ äàííîãî òèïà.

7) Ýòàï êîíòðîëÿ: ñòóäåíòàì ïðåäëàãàþò ðåøèòü ÒÏÇ äàííîãî òèïà, ïðîâå-
ðÿÿ íå òîëüêî ïðàâèëüíîñòü ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà, íî è ñîîòâåòñòâèå åãî äåéñòâèé
ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèé îáîáùåííîãî ìåòîäà.

Êàê ïîêàçàëà ïðàêòèêà ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêè áàêàëàâðîâ ïî íàïðàâ-
ëåíèþ ¾Ýêîíîìèêà, ôîðìèðîâàíèå îáîáùåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ÒÏÇ íå òðåáóåò
äîïîëíèòåëüíîãî ó÷åáíîãî âðåìåíè è ñïîñîáñòâóåò íå òîëüêî ïîâûøåíèþ ó÷åáíîé
ìîòèâàöèè ñòóäåíòîâ, íî è ïîâûøåíèþ êà÷åñòâà ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêè â àñ-
ïåêòå å¼ ïðîôåññèîíàëüíîé íàïðàâëåííîñòè.
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� Àñòðàõàíü: Èçä. äîì ¾Àñòðàõàíñêèé óíèâåðñèòåò¿, 2014. � 144 ñ.
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íèè äèñöèïëèí ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî öèêëà â øêîëå â çàâèñèìîñòè îò èíòåðåñîâ
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Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèñöèïëèíû ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî öèêëà, ìîòèâàöèÿ,
èñòîðèêî-êàòåãîðèàëüíûé ïîäõîä.

PHYSICAL AND MATHEMATICAL EDUCATION IN SCHOOLS, ITS
ROLE AND IMPORTANCE

Abstract: Problems of students' motivation in physico-mathematical education
in school are considered depending on their personal interests. The limitations of a
�pragmatical-professional approach� for the formation of the required motivation are
shown. A novel approach for the formation of motivation in physical and mathematical
education is proposed aiming at students with interests in the Humanities.

Keywords: sciences, motivation, historical-categorical approach.

Äëÿ ôèçèêà èëè ìàòåìàòèêà óæå ñàìà ïîñòàíîâêà âîïðîñà î öåëåñîîáðàçíîñòè
îáñòîÿòåëüíîãî èçó÷åíèÿ â øêîëå íàóê, ñëóæàùèõ îñíîâîé ñîâðåìåííûõ òåõíîëîãèé,
âûãëÿäèò äîâîëüíî ñòðàííîé: ¾ïðîáëåìàòèçàöèÿ¿ îáó÷åíèÿ ýòèì äèñöèïëèíàì ïî-
äîáíà ïîïûòêå ðóáèòü ñóê, íà êîòîðîì ñèäèøü. Îäíàêî â äåéñòâèòåëüíîñòè ñèòóàöèÿ
ÿâëÿåòñÿ íå ñòîëü îäíîçíà÷íîé.

Äëÿ áóäóùèõ èíæåíåðîâ è èíôîðìàòèêîâ ôèçèêà è ìàòåìàòèêà � îñíîâà èõ
ïðåäñòîÿùåé äåÿòåëüíîñòè, òàê ÷òî ïðîáëåìû ìîòèâàöèè ïðè èçó÷åíèè äàííûõ ïðåä-
ìåòîâ äëÿ íèõ, êîíå÷íî, íå ñóùåñòâóåò. Íî ýòà ïðîôåññèîíàëüíàÿ äåÿòåëüíîñòü áóäåò
ïðîèñõîäèòü, òàê ñêàçàòü, ¾âíóòðè¿ óêàçàííûõ äèñöèïëèí, êîãäà ñïåöèàëèñò â ïîë-
íîé ìåðå îïèðàåòñÿ íà ëó÷øèå äîñòèæåíèÿ ïðåäøåñòâåííèêîâ, íå ñòàâÿ ïîä ñîìíåíèå
êàêèå-ëèáî îñíîâîïîëîæåíèÿ íàóê î ïðèðîäå èëè êîëè÷åñòâåííûõ îòíîøåíèÿõ (èç-
âåñòíûé ôèëîñîô Ò. Êóí íàçûâàåò ýòî ¾íîðìàëüíîé íàóêîé¿; àíàëîãè÷íóþ ïîçèöèþ
çàíèìàþò è ìíîãèå ó÷åíûå-èññëåäîâàòåëè). À êàê áûòü, åñëè ó÷àùèéñÿ ïîëàãàåò,
÷òî äëÿ åãî áóäóùåé ïðîôåññèè ôèçèêà èëè ìàòåìàòèêà íå ïðåäñòàâëÿþò ïåðâî-
ñòåïåííîãî çíà÷åíèÿ? Ñ òî÷êè çðåíèÿ ¾ïðàãìàòè÷åñêè-ïðîôåññèîíàëüíîãî ïîäõîäà¿
ó íåãî íåò îñîáîãî ðåçîíà ðàçäåëÿòü ïîäõîä ñâåðñòíèêîâ, óæå ðàáîòàþùèõ âíóòðè
¾ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé ïàðàäèãìû¿. Ñëîâà î âîçìîæíîé âàæíîñòè ìàòåìàòèêè è
ôèçèêè äëÿ áóäóùåãî ðàçâèòèÿ ¾åãî ïðîôåññèè¿ âðÿä ëè ïîëîæèòåëüíî ñêàæóòñÿ íà
ìîòèâàöèè, ïîñêîëüêó íà äàííûé ìîìåíò íå ÿñíî, êàêèå èìåííî ðàçäåëû ìîãóò îêà-
çàòüñÿ ïîëåçíûìè çàâòðà, à ó÷èòü âñå ïîäðÿä ñåãîäíÿ íà ñëó÷àé, åñëè ÷òî-òî âäðóã
ïîíàäîáèòñÿ çàâòðà, óáåäèòü ñåáÿ òðóäíî: âåäü âåðîÿòåí è âàðèàíò, êîãäà íè÷åãî èç
âûó÷åííîãî â áóäóùåé ðàáîòå ïî ïðîôåññèè íå îêàæåòñÿ âîñòðåáîâàííûì.

Äëÿ ãóìàíèòàðíî-îðèåíòèðîâàííûõ ó÷àùèõñÿ ñèòóàöèÿ îñëîæíÿåòñÿ òàêæå
òåì, ÷òî â humanities â îòëè÷èå îò science ïðàêòè÷åñêè íå âñòðå÷àþòñÿ ñëó÷àè, êî-
ãäà êàêîé-òî êîíöåïöèè óäàåòñÿ çàíÿòü äîìèíèðóþùåå ïîëîæåíèå â ìèðîâîé íàóêå.
Â ãóìàíèòàðíîì çíàíèè ñèòóàöèÿ ïðîòèâîáîðñòâà íåñêîëüêèõ áîëåå èëè ìåíåå ðàâ-
íîöåííûõ êîíöåïöèé � ñêîðåå ïðàâèëî, íåæåëè èñêëþ÷åíèå (êàê ýòî èìååò ìåñòî â
åñòåñòâîçíàíèè). Ïîýòîìó äëÿ ãóìàíèòàðèåâ ¾íîðìàëüíàÿ íàóêà¿ â ëó÷øåì ñëó÷àå
� òðóäíîäîñòèæèìûé èäåàë.

Çäåñü, êàçàëîñü áû, è ìîæíî ïîïûòàòüñÿ ïðèâëå÷ü âíèìàíèå ãóìàíèòàðíî-
îðèåíòèðîâàííûõ ó÷àùèõñÿ ê ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîìó åñòåñòâîçíàíèþ, áåðÿ â êà-
÷åñòâå àâòîðèòåòà, íàïðèìåð, òàêîãî óíèâåðñàëüíîãî ó÷åíîãî, êàê Ì.Â. Ëîìîíîñîâ:
¾Ìàòåìàòèêó óæå çàòåì ó÷èòü íàäîáíî, ÷òî îíà óì â ïîðÿäîê ïðèâîäèò¿. Èëè ïðèâå-
ñòè ìíåíèå âåëèêîãî íåìåöêîãî ìàòåìàòèêà Ä. Ãèëüáåðòà: ¾ß óâåðåí: âñå, ÷òî ìîæåò
áûòü îáúåêòîì íàó÷íîãî èññëåäîâàíèÿ â öåëîì, è ïîñòîëüêó, ïîñêîëüêó îíî ñîçðåâàåò
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äëÿ îôîðìëåíèÿ â òåîðèþ, ïðèáåãàåò ê àêñèîìàòè÷åñêîìó ìåòîäó è ÷åðåç íåãî êîñ-
âåííî ê ìàòåìàòèêå. Îáðàùàÿñü âïåðåä, ïî íàïðàâëåíèþ ê áîëåå ãëóáîêîìó ïëàñòó
àêñèîì, â äîïîëíèòåëüíîì ïîíèìàíèè ìû äîñòèãàåì áîëåå ãëóáîêîãî ïðîíèêíîâåíèÿ
â ñóùíîñòü íàó÷íîãî ìûøëåíèÿ è åùå áîëåå ÿñíî îñîçíàåì åäèíñòâî íàøåãî çíàíèÿ.
Â ñâèäåòåëüñòâàõ àêñèîìàòè÷åñêîãî ìåòîäà, êàê ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ìàòåìàòèêà ïðèçâà-
íà èãðàòü ëèäèðóþùóþ ðîëü â íàóêå â öåëîì¿ [1, ñ. 104]. Ìîæíî âñïîìíèòü òàêæå,
÷òî òàêàÿ ïî÷òåííàÿ ãóìàíèòàðíàÿ íàóêà, êàê ñîöèîëîãèÿ, ïåðâîíà÷àëüíî íàçûâà-
ëàñü ¾ñîöèàëüíîé ôèçèêîé¿ (÷òî óêàçûâàåò íà ïàðàäèãìàëüíóþ ðîëü ôèçè÷åñêîé
íàóêè äëÿ çàðîæäåíèÿ îáùåñòâîçíàíèÿ).

Äëÿ ïðåäñòàâèòåëåé humanities, îäíàêî, ìíåíèÿ äàæå ñòîëü àâòîðèòåòíûõ â
åñòåñòâîçíàíèè èìåí ìàëî ÷òî çíà÷àò: âîçìîæíîñòü óìåíüøåíèÿ ðàçíîãëàñèé â ñâî-
åé ñðåäå îíè âèäÿò íå â ïðèâëå÷åíèè ìåòîäîâ science, à ïðåæäå âñåãî â ðàçâèòèè
èññëåäîâàíèé âíóòðè ñîáñòâåííûõ íàó÷íûõ äèñöèïëèí. Ïîïûòàåìñÿ ïîýòîìó àáñòðà-
ãèðîâàòüñÿ îò êîíêðåòíûõ èìåí è ïîäîéòè ê ïðîáëåìå ïîâûøåíèÿ ìîòèâàöèè èçó÷å-
íèÿ ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî åñòåñòâîçíàíèÿ ¾ãóìàíèòàðèÿìè¿ áîëåå îáúåêòèâíûì
îáðàçîì.

Åñòåñòâåííûå è ãóìàíèòàðíûå íàóêè ðîäíèò îäíî ïðîñòîå îáñòîÿòåëüñòâî: îíè
ñîçèäàþòñÿ ëþäüìè è, ñëåäîâàòåëüíî, èìåþò ñîáñòâåííóþ èñòîðèþ. Åñòåñòâåííûå íà-
óêè èìåþò áîëåå ïðîñòîé ïðåäìåò èçó÷åíèÿ è ðàçâèâàëèñü ãîðàçäî äîëüøå, ïîýòîìó
è ñ áîëåå èëè ìåíåå áåññïîðíûìè èñòèíàìè äåëî â íèõ îáñòîèò ãîðàçäî ëó÷øå, ÷åì
â íàóêàõ ãóìàíèòàðíûõ. Äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî èìååò ñëåäñòâèåì òåíäåíöèþ òàêîãî
èçëîæåíèÿ èñòîðèè ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî åñòåñòâîçíàíèÿ, êîãäà èìåâøèåñÿ â ïðî-
øëîì ðàçíîðå÷èâûå âîççðåíèÿ îöåíèâàþòñÿ ñ ïîçèöèé ãîñïîäñòâóþùåé íà äàííûé
ìîìåíò ïàðàäèãìû (íîðìàëüíîé íàóêè). Òîëüêî ýòèì, íàïðèìåð, ìîæíî îáúÿñíèòü
çíà÷èòåëüíî áîëåå âûñîêóþ îöåíêó àòîìèçìà Äåìîêðèòà ñîâðåìåííîé ôèçèêîé ïî
ñðàâíåíèþ ñ ôèçèêîé êîíöà XIX â. Â èñòîðèè ãóìàíèòàðíûõ íàóê èç-çà îòñóòñòâèÿ
ïî íàñòîÿùåå âðåìÿ àíàëîãè÷íîé åñòåñòâîçíàíèþ ¾íîðìàëüíîé íàóêè¿ ïðèíÿòî áîëåå
íåéòðàëüíîå èçëîæåíèå ñîïåðíè÷àþùèõ êîíöåïöèé (â ÷àñòíîñòè, èç-çà íåâîçìîæíî-
ñòè, â îòëè÷èå îò åñòåñòâåííûõ íàóê, ñòàâèòü ñïåöèàëüíûå ¾ïðîâåðî÷íûå ýêñïåðè-
ìåíòû¿).

Ìîæåò ñîçäàòüñÿ âïå÷àòëåíèå, ÷òî èìåþùèåñÿ ðàçëè÷èÿ â íàëè÷íîì ñîñòîÿ-
íèè science è humanities íå äàþò âîçìîæíîñòè õîòÿ áû ÷àñòè÷íîãî ñáëèæåíèÿ ìîòè-
âàöèîííûõ óñòàíîâîê ¾ôèçèêîâ¿ è ¾ëèðèêîâ¿ â îáðàçîâàíèè ïîñðåäñòâîì óäà÷íîãî
èñïîëüçîâàíèÿ èñòîðèè øêîëüíûõ äèñöèïëèí, ÷òî èñòîðèÿ ôèçèêè è èñòîðèÿ èñòî-
ðè÷åñêîé íàóêè, ñêîðåå, ñïîñîáñòâóþò ðàçäåëåíèþ, îò÷óæäåíèþ ¾äâóõ êóëüòóð¿ (â
òåðìèíîëîãèè ×.Ï. Ñíîó), íåæåëè èõ ñáëèæåíèþ. Ìåæäó òåì äëÿ ïîâûøåíèÿ ìîòè-
âàöèè èçó÷åíèÿ ôèçèêè è ìàòåìàòèêè âñåìè êàòåãîðèÿìè ó÷àùèõñÿ íåîáõîäèìî ýòè
¾äâå êóëüòóðû¿ íå ðàçäåëÿòü, à ñáëèæàòü.

Åñëè äèñöèïëèíàðíûå ðåàëèè ñîâðåìåííîé èñòîðèè íàóêè íå ïîçâîëÿþò íà-
ïðÿìóþ âîñïîëüçîâàòüñÿ ñêðûòûìè â íèõ ïîòåíöèÿìè â öåëÿõ øêîëüíîãî îáðàçî-
âàíèÿ, òî ìîæíî ïîïûòàòüñÿ èñïîëüçîâàòü èñòîðèþ íàóêè áîëåå îïîñðåäîâàííûì
ñïîñîáîì, ïðèáåãíóâ ê ïîìîùè äðóãîé ãóìàíèòàðíîé íàóêè � ôèëîñîôèè.

Âåðîÿòíî, íàèáîëåå ïî÷èòàåìûé ñðåäè ïðåäñòàâèòåëåé åñòåñòâåííûõ íàóê ôè-
ëîñîô � È. Êàíò � ðàçâèâàë â ðàìêàõ ñâîåãî ó÷åíèÿ, îáîáùàâøåãî äîñòèæåíèÿ ôè-
çèêè Íüþòîíà, âçãëÿä, ÷òî ¾ìû íå ìîæåì ìûñëèòü íè îäíîãî ïðåäìåòà èíà÷å êàê ñ
ïîìîùüþ êàòåãîðèé. . . ¿ [2, ñ. 214]. Ïîñêîëüêó ¾êàòåãîðèè íå âûâîäÿòñÿ èç ïðèðîäû
è íå ñîîáðàçóþòñÿ ñ íåé êàê ñ îáðàçöîì¿, òî ïîýòîìó ¾âîçíèêàåò âîïðîñ, êàê ïîíÿòü
òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ïðèðîäà äîëæíà ñîîáðàçîâàòüñÿ ñ êàòåãîðèÿìè, ò. å. êàêèì
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îáðàçîì êàòåãîðèè ìîãóò a priori îïðåäåëÿòü ñâÿçü ìíîãîîáðàçíîãî â ïðèðîäå, íå âû-
âîäÿ ýòó ñâÿçü èç ïðèðîäû¿ [Òàì æå]. Ïîñêîëüêó Êàíò ñ÷èòàë, ÷òî ¾ÿâëåíèÿ ñóòü
ëèøü ïðåäñòàâëåíèÿ î âåùàõ, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ îñòàåòñÿ íåèçâåñòíûì, êàêèìè
îíè ìîãóò áûòü ñàìè ïî ñåáå¿ [Òàì æå. Ñ. 213], òî îòâåò íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ
ôàêòè÷åñêè ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òî óêàçàííîå âûøå îáñòîÿòåëüñòâî ¾íå áîëåå ñòðàííî,
÷åì òî, ÷òî ñàìè ÿâëåíèÿ äîëæíû a priori ñîîáðàçîâàòüñÿ ñ ôîðìîé ÷óâñòâåííîãî
ñîçåðöàíèÿ¿ [Òàì æå]. Ïîñëåäíåå æå îáóñëîâëåíî ïñèõîôèçèîëîãè÷åñêèì ñòðîåíèåì
÷åëîâå÷åñêîãî îðãàíèçìà è òåì ñàìûì èíâàðèàíòíî ïî îòíîøåíèþ ê ¾ñòèëþ ìûøëå-
íèÿ¿ òîé èëè èíîé êóëüòóðû.

Âîñõîäÿùàÿ ê Êàíòó âåðà âî âñåîáùíîñòü êàòåãîðèàëüíîãî ìûøëåíèÿ, ñâÿçàí-
íîãî ñ ñîäåðæàòåëüíûìè îáðàçíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè, áûëà ïîäîðâàíà, îäíàêî, ïî-
ñëåäóþùèì ðàçâèòèåì ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî åñòåñòâîçíàíèÿ. Êðóïíûé íåìåöêèé
ôèëîñîô Ý. Êàññèðåð òàê îïèñûâàåò ïðè÷èíû íåóäà÷è êàíòîâñêîé êîíöåïöèè: ¾×à-
ñòî îäèí è òîò æå ó÷åíûé ïðè îáúÿñíåíèè òîãî æå ñàìîãî ôåíîìåíà èëè ðîäñòâåííîãî
åìó êðóãà ôåíîìåíîâ ïðîñòî âîçâîäèë ðÿäîì äðóã ñ äðóãîì ñîâåðøåííî ðàçëè÷íûå
îáðàçíûå ïðåäñòàâëåíèÿ. Äàæå ñòîëü ôóíäàìåíòàëüíàÿ ðàáîòà, êàê �Ýëåêòðè÷åñòâî
è ìàãíåòèçì� Ìàêñâåëëà, äàåò ïðèìåð ïåñòðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàçíîðîäíûõ êàð-
òèí, ìåíÿþùèõñÿ ñ êàëåéäîñêîïè÷åñêîé áûñòðîòîé¿ [3, ñ. 361]. Íåóäà÷à Ìàêñâåëëà (è
ðÿäà äðóãèõ ôèçèêîâ) â ïðèäàíèè óðàâíåíèÿì ýëåêòðîìàãíåòèçìà ñòåïåíè íàãëÿä-
íîñòè, ñîïîñòàâèìîé ñ íàãëÿäíîñòüþ ìåõàíèêè èëè òåðìîäèíàìèêè, ïîäòîëêíóëà ê
èçìåíåíèþ âçãëÿäîâ â ôèçèêå íà òî, ÷òî ñ÷èòàòü íàèëó÷øèì ñïîñîáîì îáúÿñíåíèÿ
ïðèðîäíûõ ÿâëåíèé. Ñîáñòâåííûé âûâîä î òîì, ÷òî â ôèçèêå XX â. ¾ñõåìàòèçì îáðà-
çîâ óñòóïèë ñâîå ìåñòî ñèìâîëèçìó ïðèíöèïîâ¿ [Òàì æå. Ñ. 366], Êàññèðåð ïîäêðåï-
ëÿåò àâòîðèòåòíîé öèòàòîé èç Ã. Âåéëÿ: ¾Ñîçåðöàåìûå ïðîñòðàíñòâî è âðåìÿ óæå
íå äîëæíû... ñëóæèòü ïîñðåäíèêîì, ñ ÷üåé ïîìîùüþ ôèçèêà êîíñòðóèðóåò âíåøíèé
ìèð; òàêîâûì ñòàíîâèòñÿ ÷åòûðåõìåðíûé êîíòèíóóì â àáñòðàêòíî-àðèôìåòè÷åñêîì
ñìûñëå. Åñëè äëÿ Ãþéãåíñà öâåòà áûëè �äåéñòâèòåëüíûìè� êîëåáàíèÿìè ýôèðà, òî
òåïåðü îíè îêàçûâàþòñÿ ëèøü ôóíêöèîíàëüíûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè ïðîöåññàìè ñ ïå-
ðèîäè÷åñêèì õàðàêòåðîì, ïðè÷åì â ýòèõ ôóíêöèÿõ ÷åòûðå íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå
âûñòóïàþò êàê ðåïðåçåíòàöèè ñîîòíåñåííîãî ñ êîîðäèíàòàìè ïîñðåäíèêà. Âñå îñòàëü-
íîå åñòü ëèøü ñèìâîëè÷åñêàÿ êîíñòðóêöèÿ â òîì òî÷íîì ñìûñëå, ÷òî áûë ââåäåí â
ìàòåìàòèêó Ãèëüáåðòîì¿ [4, s. 80; öèò. ïî: Êàññèðåð Ý. Ôèëîñîôèÿ ñèìâîëè÷åñêèõ
ôîðì. Ò. 3. Ñ. 367].

È âîò çäåñü ìû âèäèì, ÷òî êðèòèêà îòñòàèâàâøåãîñÿ íåìåöêèìè ôèëîñîôàìè
È. Êàíòîì, È.Ã. Ôèõòå, Ã.Â.Ô. Ãåãåëåì âçãëÿäà íà êàòåãîðèàëüíóþ ñóùíîñòü ÷åëî-
âå÷åñêîãî ìûøëåíèÿ ìîæåò ïðîâîäèòüñÿ ñåãîäíÿ íå òîëüêî ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèçè÷å-
ñêîé íàóêè, íî è ñ òî÷êè çðåíèÿ äðóãîé øêîëüíîé äèñöèïëèíû � èíôîðìàòèêè. Â
èíôîðìàòèêå ó÷àùèåñÿ ïðèâûêàþò � èëè íå ïðèâûêàþò � ê ìûñëè î òîì, ÷òî ñèìâî-
ëèçì ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ íàóêè ïîçâîëÿåò òî÷íåå îïèñûâàòü è èçìåíÿòü ðåàëüíîñòü,
íåæåëè îïèðàþùååñÿ íà åñòåñòâåííûå ÿçûêè êàòåãîðèàëüíîå ìûøëåíèå. È ñíîâà ýòî
àðãóìåíò íå â ïîëüçó ¾ëèðèêîâ¿. . .

Äîïóñòèì, ÷òî ¾ôèçèêè¿ ïðàâû ïðîòèâ ¾ëèðèêîâ¿ è ÷òî ¾ñèìâîëèçì ïðèí-
öèïîâ¿ ðàáîòàåò óñïåøíåå ¾ñõåìàòèçìà îáðàçîâ¿ â òåõíîëîãè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè,
îïèðàþùåéñÿ íà äîñòèæåíèÿ ìàòåìàòèêè, ôèçèêè è èíôîðìàòèêè, è âåðíåìñÿ ê
ïðîáëåìàì ïðåïîäàâàíèÿ ýòèõ íàóê ãóìàíèòàðíî-îðèåíòèðîâàííûì ó÷àùèìñÿ. Â èñ-
òîðèè íàóêè ìû èìååì äåëî íå ñ ïðèðîäîé êàê òàêîâîé è íå ñ òåõíèêîé êàê òàêîâîé,
à ñ èññëåäóþùèìè ïðèðîäó è ñîçèäàþùèìè òåõíèêó ëþäüìè, ñ èõ öåëåñîîáðàçíîé
æèçíåäåÿòåëüíîñòüþ. Íèêòî åùå íå äîêàçàë (è âðîäå áû íå ïûòàëñÿ ýòîãî äåëàòü),
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÷òî ôèëîñîôñêèå êàòåãîðèè, îïèñàííûå êëàññè÷åñêîé íåìåöêîé ôèëîñîôèåé ïðè-
ìåíèòåëüíî ê öåëåñîîáðàçíîé ÷åëîâå÷åñêîé æèçíåäåÿòåëüíîñòè çàäîëãî äî íàó÷íî-
òåõíè÷åñêîé ðåâîëþöèè XX âåêà, ïîñëå ýòîé ðåâîëþöèè ïåðåñòàëè áûòü ê íåé ïðè-
ìåíèìû. Äà, äëÿ îïèñàíèÿ ïðèðîäû è òåõíèêè ñåãîäíÿ áîëåå óäîáíûìè ñ÷èòàþòñÿ
ñèìâîëè÷åñêèå ÿçûêè íàóêè, íî äëÿ îïèñàíèÿ äåÿòåëüíîñòè òâîðöîâ íàóêè è òåõíèêè
ëó÷øå ôèëîñîôñêèõ êàòåãîðèé ïî-ïðåæíåìó íè÷åãî íå âèäíî.

×åì õîðîøè (è äëÿ ïðåïîäàâàíèÿ â òîì ÷èñëå) ôèëîñîôñêèå êàòåãîðèè? Òåì,
÷òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ Êàíòîì, ìû èìè ïîëüçóåìñÿ, êîãäà ðåøàåì òó èëè èíóþ ïðîáëå-
ìó, äàæå íå îòäàâàÿ ñåáå â ýòîì íèêàêîãî îò÷åòà. Ôèëîñîôèÿ ðàññìàòðèâàåò êàòåãî-
ðèè êàê ¾íàèáîëåå ìåëêèå åäèíèöû ìûøëåíèÿ¿ è ïîçâîëÿåò ðàçâîðà÷èâàòü � â öåëÿõ
ïðåïîäàâàíèÿ � èíäèâèäóàëüíûé îïûò òâîðöîâ íàóêè è òåõíèêè âî âñåîáùåå äîñòîÿ-
íèå ïîâòîðÿþùèõ â ñîêðàùåííîì è ¾âûïðÿìëåííîì¿ âèäå ýòîò îïûò íå îáÿçàòåëüíî
ñòîëü æå òàëàíòëèâûõ (èëè ãåíèàëüíûõ) ó÷àùèõñÿ øêîëû.

Âåðíåìñÿ ê íà÷àëó ðàññìàòðèâàåìîé ïðîáëåìû ðîëè è çíà÷åíèÿ ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ â øêîëå. Êàê óêàçûâàëîñü, äëÿ îäíèõ ¾ïðàãìàòè÷åñêè-
ïðîôåññèîíàëüíûé ïîäõîä¿ ñíèìàåò ñ ìîòèâàöèåé âñå ïðîáëåìû, íî äëÿ äðóãèõ òîò
æå ñàìûé ïîäõîä ïðèâîäèò ê ïðÿìî ïðîòèâîïîëîæíîìó: íåæåëàíèþ ïðèêëàäûâàòü
ñåðüåçíûå óñèëèÿ äëÿ îâëàäåíèÿ èäåÿìè ôèçèêè è ìàòåìàòèêè. Íåðàçðåøèìîñòü
ïðîáëåìû ìîòèâàöèè ïðè èçó÷åíèè ìàòåìàòèêè è åñòåñòâåííûõ íàóê â ðàìêàõ ïî-
äîáíîãî ïðàãìàòè÷åñêîãî ïîäõîäà ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî íà áàçîâîì � â îòëè÷èå
îò óãëóáëåííîãî � óðîâíå â îñíîâó øêîëüíîãî ïðåïîäàâàíèÿ äîëæåí áûòü ïîëîæåí
ñîâåðøåííî èíîé ïðèíöèï. È íà ýòî (ïðèìåíèòåëüíî ê ìàòåìàòèêå) óæå äîñòàòî÷-
íî äàâíî óêàçàë Í.Õ. Ðîçîâ. Ïî åãî óáåæäåíèþ, äëÿ ó÷àùèõñÿ, íå ïðåäïîëàãàþùèõ
ïîñâÿòèòü æèçíü ìàòåìàòèêå, åñòåñòâîçíàíèþ èëè òåõíèêå, âàæíî ïîíèìàíèå êîí-
öåïòóàëüíûõ ìîìåíòîâ ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè (à ýòî íå ïðåäïîëàãàåò âûðàáîòêó
òåõíè÷åñêèõ íàâûêîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ èñ÷èñëåíèé) è äåéñòâèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ çà-
êîíîâ â îêðóæàþùåì ìèðå, ïðèìåíåíèå èõ äëÿ íàó÷íîãî îáúÿñíåíèÿ ÿâëåíèé [5, ñ.
60].

Äëÿ èëëþñòðàöèè (âîçìîæíîé) ïëîäîòâîðíîñòè èñòîðèêî-êàòåãîðèàëüíîãî
ïîäõîäà ê ïðåïîäàâàíèþ øêîëüíîé ìàòåìàòèêè ðàññìîòðèì ïðèìåð ãåîìåòðèè
(ê îïûòó êîòîðîé àïåëëèðîâàëè è Ëîìîíîñîâ, è Ãèëüáåðò) è, ñîîòâåòñòâåííî,
àêñèîìàòèêî-äåäóêòèâíîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ñïîñîáà ðàññóæäåíèé. Ì.Â. Ëîìîíîñîâ
èñïîëüçîâàë ýòîò ìåòîä äëÿ èçëîæåíèÿ õèìèè, Ãèëüáåðò ïðèìåíÿë åãî â ñâîèõ ôè-
çè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ. Â XX â. èäåè Ãèëüáåðòà íàèáîëüøåå âîçäåéñòâèå îêàçàëè
íà ìàòåìàòèçàöèþ ýêîíîìè÷åñêîé íàóêè.

Åñëè áû ïðåäñêàçàíèå Ãèëüáåðòà îïðàâäàëîñü â ïîëíîé ìåðå è, íàðÿäó ñ ýêîíî-
ìèêîé, ôèçèêà, áèîëîãèÿ è èñòîðèÿ òàêæå áûëè áû ïåðåñòðîåíû íà îñíîâå àêñèîìàòè-
÷åñêîãî ìåòîäà, òî èçó÷åíèå ñòðîãèõ êàíîíîâ äåäóêòèâíîé ãåîìåòðèè äåéñòâèòåëüíî
èìåëî áû ñìûñë, èáî îíî ïîäãîòàâëèâàëî áû ó÷àùèõñÿ ê èñïîëüçîâàíèþ àêñèîìàòèêè
è äåäóêöèè â îáëàñòÿõ èõ áóäóùåé ïðîôåññèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè. Îäíàêî ýòîãî
íå ñëó÷èëîñü: âñåîáùåãî ïðîãðåññà â ïðåîáðàçîâàíèè ðàçäåëîâ ñîâðåìåííîé íàóêè íà
ïðèíöèïàõ àêñèîìàòèêî-äåäóêòèâíîãî ìåòîäà íå ïðîèçîøëî.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòî íå ñëó÷àéíî. Àêñèîìàòè÷åñêèé ìåòîä ñ íåîáõîäè-
ìîñòüþ âîçíèêàåò òîëüêî â îäíîé îáëàñòè çíàíèÿ, à èìåííî, â òîé, â êîòîðîé îí
èñòîðè÷åñêè è áûë ñîçäàí: â äðåâíåãðå÷åñêîé ãåîìåòðèè â IV â. äî í.ý. [6, ñ. 30-54]. Â
äðóãèõ íàóêàõ (â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíûõ ïðèìåðîâ óêàæåì íà ¾Ýòèêó¿ Ñïèíîçû è
àêñèîìàòè÷åñêîå èçëîæåíèå ìåõàíèêè Ã. Ãàìåëåì) àêñèîìàòèêî-äåäóêòèâíûé ìåòîä
áûë ïåðåíåñåí íà ÷óæäóþ åìó ïî÷âó è ïîòîìó íå ñòàë îñíîâàíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé
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¾íîðìàëüíîé íàóêè¿ (åäèíñòâåííîå èñêëþ÷åíèå â íåïðîäîëæèòåëüíûé ïåðèîä ñ íà-
÷àëà 90-õ ãã. XX â. äî 2008 ã. ñîñòàâèëà çàïàäíàÿ Economics). Òàê, àêñèîìàòèçàöèÿ
Ãàìåëÿ íå ïîêîëåáàëà íüþòîíîâñêîãî ãèïîòåòèêî-äåäóêòèâíîãî èçëîæåíèÿ ìåõàíèêè,
êîòîðîå è ïî ñåé äåíü îñòàåòñÿ ïàðàäèãìàëüíûì. Íå îáðåòÿ ñòàòóñ îáùåíàó÷íîãî ìå-
òîäà, àêñèîìàòèêî-äåäóêòèâíûé ïîäõîä íå îïðàâäàë âîçëàãàâøèõñÿ íà íåãî íàäåæä
è â îáëàñòè ïðåïîäàâàíèÿ, â òîì ÷èñëå è ñàìîé ìàòåìàòèêè.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ Ãèëüáåðòà, íà âûñêàçàííîå âûøå óòâåðæäåíèå î íåîáõîäèìî-
ñòè àêñèîìàòèêî-äåäóêòèâíîãî ìåòîäà äëÿ îäíîé òîëüêî ãåîìåòðèè ìîæíî áûëî áû
âîçðàçèòü: ¾Êàê ìîæíî óòâåðæäàòü ÷òî-ëèáî îá àêñèîìàòèêî-äåäóêòèâíîì ìåòîäå
êàê òàêîâîì áîëåå îïðåäåëåííûì îáðàçîì, ÷åì óòâåðæäàåò ãåîìåòðèÿ î ñâîéñòâàõ
ôèãóð ïîñðåäñòâîì ñàìîãî ýòîãî ìåòîäà?¿ Èñòîðèêî-êàòåãîðèàëüíûé ïîäõîä ïðîòèâ
ïîäîáíîãî âîçðàæåíèÿ ìîæåò ïðèâåñòè ñëåäóþùèé àðãóìåíò: ¾Ãåîìåòðèÿ ðàññìàò-
ðèâàåò ôèãóðû è òåëà êàê íåçàâèñèìî ñóùåñòâóþùèå îò ÷åëîâå÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè
îáúåêòû è ïîòîìó âûíóæäåíà ïîñòóëèðîâàòü èõ îáùèå ñâîéñòâà â âèäå àêñèîì, â òî
âðåìÿ êàê îïèñàíèå âîçíèêíîâåíèÿ èäåè äåäóêöèè ìîæåò îïèðàòüñÿ íà áåçóñëîâíî
ñóùåñòâóþùèå âìåñòå ñ öåëåñîîáðàçíîé ÷åëîâå÷åñêîé æèçíåäåÿòåëüíîñòüþ êàòåãî-
ðèè è ïîòîìó íå íóæäàåòñÿ â êàêèõ-ëèáî ñïåöèàëüíûõ àêñèîìàõ è ïîñòóëàòàõ¿.

Â çàêëþ÷åíèå îáñóæäåíèÿ ïðåïîäàâàíèÿ äèñöèïëèí ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî
öèêëà ñôîðìóëèðóåì òåçèñ: âèäèìî, åäèíñòâåííî âîçìîæíûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ïðî-
áëåìû ïîâûøåíèÿ ìîòèâàöèè ê èõ èçó÷åíèþ â ñîâðåìåííîì îáùåñòâå ñîñòîèò â òîì,
÷òîáû ¾ó÷èòü çàòåì, ÷òîáû ïîíèìàòü¿. Äåëî çà ¾ìàëûì¿: çà êîíêðåòèçàöèåé ýòèõ
îáùèõ èäåé ïðèìåíèòåëüíî ê îòäåëüíûì ðàçäåëàì ñîîòâåòñòâóþùèõ ó÷åáíûõ äèñ-
öèïëèí. Ðåàëüíàÿ ñëîæíîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ôèëîñîôèÿ íàóêè, êîòîðàÿ èç-
íà÷àëüíî ñòàâèëà ïåðåä ñîáîé èìåííî òàêèå îáùèå çàäà÷è, íà ñåãîäíÿøíèé äåíü òàê
è íå ïîëó÷èëà íà íèõ óäîâëåòâîðèòåëüíîãî îòâåòà. È ðåøàòü èõ ñåãîäíÿ ïðèõîäèòñÿ
èñõîäÿ íå èç ìîòèâàöèé ¾âûñîêîé¿ íàóêè, à èç ïîòðåáíîñòåé ¾ïðèçåìëåííîé¿ ïåäà-
ãîãèêè.
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Àííîòàöèÿ: Â ñòàòüå çàÿâëåíà ïðîáëåìà âûÿâëåíèÿ êëþ÷åâûõ óñëîâèé, âëè-
ÿþùèõ íà ôîðìèðîâàíèå ó ñòóäåíòîâ ïîëîæèòåëüíîãî îòíîøåíèÿ ê èçó÷åíèþ ìàòå-
ìàòèêè â âóçå, ñâÿçàííûõ ñ îðãàíèçàöèåé êîíòðîëÿ è îöåíêè ó÷åáíîé äåÿòåëüíîñòè.
Âî ââåäåíèè àêòóàëèçèðóåòñÿ ïðîáëåìà èçó÷åíèÿ êîððåëÿöèè ìåæäó ñèëîé ìîòèâà è
óñïåøíîñòüþ ïðîÿâëåíèÿ ó÷åáíîé äåÿòåëüíîñòè, îáîñíîâûâàþòñÿ åå ïñèõîëîãè÷åñêèå
îñíîâû. Â îñíîâíîé ÷àñòè óñòàíîâëåíà ðîëü âíåøíèõ è âíóòðåííèõ ìîòèâîâ ó÷åáíîé
äåÿòåëüíîñòè; îáîñíîâàíî äëÿ óñòàíîâëåíèÿ äîìèíèðóþùåãî ìîòèâà èñïîëüçîâàíèå
â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ çàäà÷, äîïóñêàþùèõ íåñêîëüêî ðåøåíèé; ïðîèëëþñòðèðîâàíî
ðåøåíèå êîíêðåòíîé çàäà÷è íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè. Â çàêëþ÷åíèè äàíû ðåêîìåí-
äàöèè ïî èñïîëüçîâàíèþ çàäà÷ ñ ìíîãîâàðèàíòíûì ðåøåíèåì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåòîäèêà îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå â âóçå, âíåøíèå è âíóòðåííèå
ìîòèâû ó÷åáíîé äåÿòåëüíîñòè, çàäà÷è ñ ìíîãîâàðèàíòíûì ðåøåíèåì.

CONTENT FEATURES OF THE ORGANIZATION OF CONTROL OF
KNOWLEDGE IN MATHEMATICS OF STUDENTS AS FACTOR OF
DEVELOPMENT OF MOTIVATION OF EDUCATIONAL ACTIVITY

Abstract: In article the problem of identi�cation of the key conditions in�uencing
formation at students of the positive relation to studying of mathematics in higher
education institution, bound to the organization of monitoring and an assessment of
educational activity is declared. In introduction the problem of studying of correlation
between power of motive and success of manifestation of educational activity is staticized,
its psychological bases locate. In the main part the role of external and internal motives
of educational activity is established; use in the course of tutoring of the tasks allowing
some decisions is proved for establishment of the dominating motive; the solution of a
speci�c objective in several ways is illustrated. In the conclusion recommendations about
use of tasks with the multivariant decision are made.

Keywords: the technique of training in mathematics in higher education institution,
external and internal motives of educational activity, a task with the multivariant decision.

Â ïîñëåäíèå ãîäû óñèëèëîñü ïîíèìàíèå ïåäàãîãàìè è ïñèõîëîãàìè ðîëè ïî-
ëîæèòåëüíîé ìîòèâàöèè ê ó÷åíèþ â îáåñïå÷åíèè óñïåøíîãî îâëàäåíèÿ çíàíèÿìè è
óìåíèÿìè. Îñîçíàíèå âûñîêîé çíà÷èìîñòè ìîòèâà ó÷åíèÿ ïðèâåëî ê ôîðìèðîâàíèþ
äèäàêòè÷åñêîãî ïðèíöèïà ìîòèâàöèîííîãî îáåñïå÷åíèÿ ó÷åáíîãî ïðîöåññà. Èññëåäî-
âàòåëÿìè áûëà óñòàíîâëåíà êîððåëÿöèÿ ìåæäó ñèëîé ìîòèâà â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ è
óñïåøíîñòüþ ïðîÿâëåíèÿ ó÷åáíîé äåÿòåëüíîñòè, åå ýôôåêòèâíîñòüþ, à òàêæå ñòåïå-
íüþ îñâîåíèÿ âûáðàííîé ñïåöèàëüíîñòè ñòóäåíòàìè [1]. Âûÿâëåíî, ÷òî âûñîêàÿ ïî-
çèòèâíàÿ ìîòèâàöèÿ èãðàåò ðîëü êîìïåíñèðóþùåãî ôàêòîðà â ñëó÷àå íåäîñòàòî÷íî
âûñîêèõ ñïîñîáíîñòåé; â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè ýòîò ïðèíöèï íå ñðàáàòûâàåò. Òàêèì
îáðàçîì, äëÿ óñïåøíîé ó÷åáû íàëè÷èå ôàêòîðà ïîçèòèâíîé ìîòèâàöèè îêàçûâàåòñÿ
ñèëüíåå, ÷åì ôàêòîð èíòåëëåêòà.

Îäíàêî äîñòàòî÷íî ñëîæíî âûäåëèòü îäèí âåäóùèé ìîòèâ â ó÷åáíîé äåÿòåëü-
íîñòè. Ðÿä èññëåäîâàòåëåé â êà÷åñòâå îñíîâîïîëàãàþùèõ ìîòèâîâ âûäåëÿþò ïðîôåñ-
ñèîíàëüíûå è ëè÷íîãî ïðåñòèæà (À.Í. Ïå÷íèêîâ, Ã.À. Ìóõèíà), äðóãèå ïðàãìàòè÷å-
ñêèå (Ô.Ì. Ðàõìàòóëèíà), òðåòüè ïîçíàâàòåëüíûå (Â.Ì. Äàìèðîâ). Äîêàçàíî, ÷òî
íà ðàçíûõ êóðñàõ ðîëü äîìèíèðóþùèõ ìîòèâîâ ìîæåò ìåíÿòüñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,
ìîòèâàöèþ áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñî ñòðóêòóðíûõ ïîçèöèé, êàê íåêóþ ñîâîêóïíîñòü
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ìîòèâîâ. Ñîãëàñíî ñõåìå Â.Ä. Øàäðèêîâà [2], ìîòèâàöèÿ îáóñëîâëåíà ïîòðåáíîñòÿìè
è öåëÿìè ëè÷íîñòè, óðîâíåì ïðèòÿçàíèé è èäåàëàìè, óñëîâèÿìè äåÿòåëüíîñòè è ìè-
ðîâîççðåíèåì, óáåæäåíèÿìè è íàïðàâëåííîñòüþ ëè÷íîñòè. Ñ ó÷åòîì ýòèõ ôàêòîðîâ
ïðîèñõîäèò ïðèíÿòèå ðåøåíèÿ, ôîðìèðîâàíèå íàìåðåíèÿ. Ïîýòîìó ñëåäóåò ãîâîðèòü
î ïîëèìîòèâèðîâàííîì õàðàêòåðå ó÷åáíîé äåÿòåëüíîñòè, ïðåäïîëàãàþùåé íàëè÷èå
èåðàðõèè ïîáóäèòåëüíûõ îñíîâàíèé ñ òî÷êè çðåíèÿ âëèÿíèÿ íà êîíå÷íûé ðåçóëüòàò.
Ïàðàäîêñàëüíî, ÷òî ïîáóäèòåëüíîé ñèëû âíåøíèõ ìîòèâàòîðîâ ìîæåò áûòü äîñòà-
òî÷íî äëÿ äîñòèæåíèÿ âûñîêèõ ðåçóëüòàòîâ â ó÷åíèè, íî õîðîøåå çíàíèå ó÷åáíîãî
ïðåäìåòà åùå íå îçíà÷àåò, ÷òî ïîçíàâàòåëüíûå ìîòèâû ñôîðìèðîâàíû.

Ïîñêîëüêó â ðàìêàõ äåÿòåëüíîñòíîé ïàðàäèãìû âñÿêîå äåéñòâèå ìîæåò áûòü
îïèñàíî íà äâóõ óðîâíÿõ åãî îðãàíèçàöèè � ñóáúåêòèâíîì è îáúåêòèâíîì, òî èññëåäî-
âàíèå ìîòèâàöèè îðãàíèçóåòñÿ ïî ñõåìå ¾äâîéíîé ñòèìóëÿöèè¿, íàïðèìåð, íàëè÷èå
äâóõ öåëåé � âåùåñòâåííîé è ïîçíàâàòåëüíîé (ïî À.Í. Ëåîíòüåâó), èëè äâóõ òèïîâ
çàäà÷ � îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûõ è ñóáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûõ (ïî Â.À. Ïåòðîâ-
ñêîìó), èëè äâóõ âèäîâ ìîòèâîâ � îáúåêòíîé è ñóáúåêòíîé îðèåíòàöèè (ïî À.Ì.
Ìàòóøêèíó).

Â ñâÿçè ñ âûøåèçëîæåííûì ñ÷èòàåì, ÷òî âåäóùèìè ìîòèâàìè ó÷åáíîé äåÿ-
òåëüíîñòè ó ñòóäåíòîâ ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ãðóïïû: âíåøíèå ìîòèâû, óäîâëåòâî-
ðÿþùèå çàäà÷å ñîöèàëüíîé àäàïòàöèè ëè÷íîñòè (æèçíåîáåñïå÷åíèÿ, êîìôîðòà, ñî-
öèàëüíîãî ñòàòóñà) è âíóòðåííèå ìîòèâû, ðåøàþùèå çàäà÷è ëè÷íîñòíîãî ðàçâèòèÿ
(îáùåé àêòèâíîñòè, òâîð÷åñêîé àêòèâíîñòè, ñîöèàëüíîé ïîëåçíîñòè)[3]. Â ïåäàãîãè-
÷åñêîé ïðàêòèêå ðàçëè÷èå â ìîòèâàöèè îáíàðóæèâàåòñÿ â îòíîøåíèè îáó÷àåìûõ ê
ðàçëè÷íûì ïðîâåðî÷íûì ðàáîòàì: íà îöåíêó èëè äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ëè÷íîñòíîé ñà-
ìîîöåíêè. Î÷åâèäíî, ÷òî âîïðîñ âûáîðà ñîäåðæàíèÿ ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà íà ýòàïå
îöåíêè ó÷åáíîé äåÿòåëüíîñòè äëÿ óñòàíîâëåíèÿ äîìèíèðóþùåãî ìîòèâà ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ íàèáîëåå âàæíûì è èíòåðåñíûì.

Îäíèì èç îñíîâíûõ íàïðàâëåíèé ñîâðåìåííîé ïñèõîëîãèè ðàçâèòèÿ ÿâëÿåòñÿ
îïåðàöèîíàëèçàöèÿ ôèëîñîôñêîãî ïðèíöèïà Ì.Ê. Ìàðìàäàøâèëëè î òîì, ÷òî ðàç-
âèòèå îñóùåñòâëÿåòñÿ â ñèòóàöèè íåâîçìîæíîñòè. Ïîýòîìó íåîáõîäèìû ñïåöèàëüíûå
ñðåäñòâà è ìåõàíèçìû, îáåñïå÷èâàþùèå ïîíèìàíèå, îáúåêòèâàöèþ è îïèñàíèå ôåíî-
ìåíîâ ðàçâèòèÿ [4]. Â ýòîì àñïåêòå ëþáàÿ ïðîáëåìíàÿ ñèòóàöèÿ, ñ êîòîðîé ñòàëêèâà-
åòñÿ îáó÷àþùèéñÿ, íå òîëüêî íåñåò â ñåáå ïîòåíöèàë äëÿ íåãî â âèäå "çîíû áëèæàé-
øåãî ðàçâèòèÿ" íî è îáåñïå÷èâàåò âåðîÿòíîñòü ïðîÿâëåíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ âîçìîæ-
íîñòåé äëÿ ñåáÿ, ðàçâèòèÿ îáúåêòèâíîé ìîòèâàöèè ó÷åáíîé äåÿòåëüíîñòè. Äåéñòâèÿ ñ
îïåðàòîðàìè â ïðåäåëàõ çàäàííîé íåîïðåäåëåííîñòè ìàòåìàòè÷åñêîé çàäà÷è, ñ îäíîé
ñòîðîíû ìîäåëèðóþò ñèòóàöèþ ðàçâèòèÿ, ñ äðóãîé � îáúåêòèâèçèðóþò îòäåëüíûå
ñîñòàâëÿþùèå ïðîöåññà ðàçâèòèÿ (ìûøëåíèÿ, ïàìÿòè è äð.) â âèäå äåÿòåëüíîñòíîãî
ïðåîäîëåíèÿ ñóáúåêòîì ðàçëè÷íûõ îãðàíè÷åíèé.

Èçáûòî÷íîñòü ïîçíàâàòåëüíîé èëè ëè÷íîñòíîé àêòèâíîñòè ïðîÿâëÿåòñÿ â ïî-
èñêå (èëè âûáîðå èç âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ) îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ. Â ìàòåìàòè÷å-
ñêîé íàóêå óñòàíîâëåíî, ÷òî êàæäîå ñîáûòèå äîëæíî áûòü îöåíåíî áîëåå ÷åì îäíèì
ñïîñîáîì, ïîýòîìó îò îáó÷àåìûõ ñëåäóåò òðåáîâàòü ìíîãîâàðèàíòíîãî ðåøåíèÿ ïðî-
áëåì. Èñïîëüçîâàíèå â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ çàäà÷, äîïóñêàþùèõ íåñêîëüêî ðåøåíèé,
íàïðàâëåíî íà àêòèâèçàöèþ ìûñëèòåëüíîé äåÿòåëüíîñòè, èíòåëëåêòóàëüíîé èíèöè-
àòèâû, ñïîñîáíîñòè ñàìîñòîÿòåëüíî äîáûâàòü çíàíèÿ, èñïîëüçóÿ ïîòåíöèàë ìàòåìà-
òèêè; ñòèìóëèðóåò ëè÷íîñòíîå ðàçâèòèå è ïðèâîäèò ê àêêóìóëèðîâàíèþ ïðîôåññèî-
íàëüíîãî ìàñòåðñòâà. Ïðèâåäåì ïðèìåð çàäàíèÿ, èìåþùåãî ìíîãîâàðèàíòíîå ðåøå-
íèå: íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè:
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y′′(x) + ay′(x) + by(x) = f(x), y(0) = y0, y
′(0) = y1.

Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òàêîãî âèäà ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ìåòîäû:
1) îïèðàÿñü íà òåîðåìó î ñòðóêòóðå îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî

äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, ïðèìåíèòü ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ
êîýôôèöèåíòîâ;

2) èñïîëüçîâàòü ìåòîä âàðèàöèè êîíñòàíò;
3) ïðèìåíèòü îïåðàöèîííûé ìåòîä: íàéòè èçîáðàæåíèå èñêîìîé ôóíêöèè (ïî

Ëàïëàñó), âîññòàíîâèòü îðèãèíàë ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ;
4) ïðèìåíèòü îïåðàöèîííûé ìåòîä: çàìåíèòü ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ � ôóíê-

öèåé Äèðàêà, ïîëó÷èòü èçîáðàæåíèå, âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé Äþàìåëÿ;
5) èñõîäÿ èç ôîðìóëû Êîøè ìíîãîêðàòíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ôóíêöèè, ïðåîá-

ðàçîâàòü äàííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Âîëüòåððû
âòîðîãî ðîäà, ðåøèòü ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ëþáûì èç èçâåñòíûõ ñïîñîáîâ (âûáîð
ñïîñîáà çàâèñèò îò ôîðìû ÿäðà).

1 ñïîñîá (ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ).
1) Ñîñòàâèì îäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå äàí-

íîìó íåîäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ:
y′′ − y = 0 (∗)

Åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå áóäåò èìåòü âèä:

k2 − 1 = 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî k = ±1. Òîãäà

y0 = C1 · ex + C2 · e−x

� îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (*).
2) ×àñòíîå ðåøåíèå èñõîäíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ áóäåì èñêàòü â âèäå:

ỹ = x · (Ax+B) · ex

èëè
ỹ = (Ax2 +Bx) · ex.

3) Íàéäåì ỹ′ è ỹ′′.

ỹ′ = (Ax2 + (2A+B) · x+B) · ex,

ỹ′′ = (Ax2 + (4A+B) · x+ 2A+ 2B) · ex.

4) Ïîäñòàâèâ ỹ, ỹ′, ỹ′′ â èñõîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì:

(Ax2 + (4A+B) · x+ 2A+ 2B) · ex − (Ax2 +Bx) · ex = xex.

Ñîêðàòèì îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íà ex è ïðåîáðàçóåì ðåçóëüòàò òà-
êîãî óïðîùåíèÿ ê âèäó:

4Ax+ 2A+ 2B = x.

ßñíî, ÷òî
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{
4A = 1
2A+ 2B = 0;{
A = 1

4

B = −1
4

Òîãäà ỹ = (1
4
x2 − 1

4
x)ex.

5) Îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ áóäåì èñêàòü â âèäå y = y0 + ỹ (ïî
òåîðåìå î ñòðóêòóðå îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ). Çíà÷èò,

y = C1e
x + C2e

−x + (
1

4
x2 − 1

4
x)ex

èëè

y = (
1

4
x2 − 1

4
x+ C1)ex + C2e

−x. (1)

6) Äëÿ íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé êîíñòàíò C1 è C2 áóäåì èñïîëüçîâàòü íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ. ßñíî, ÷òî

y(0) = C1 + C2 =
1

4
. (2)

Äàëåå

y′ = (
x

2
− 1

4
+

1

4
x2 − 1

4
x+ C1)ex − C2e

−x.

Ïîýòîìó

C1 −
1

4
− C2 = 0. (3)

7) Ðåøèâ ñèñòåìó, ñîñòàâëåííóþ èç óðàâíåíèé (2) è (3), ïîëó÷èì, ÷òî C1 = 1
4

è C2 = 0.
Îòâåò: y = 1

4
(x2 − x+ 1)ex.

2 ñïîñîá (ìåòîä âàðèàöèè êîíñòàíò).
1) Ñîñòàâèì îäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå äàí-

íîìó íåîäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ:
y′′ − y = 0 (∗)

Åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå áóäåò èìåòü âèä:

k2 − 1 = 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî k = ±1. Òîãäà

y0 = C1 · ex + C2 · e−x

� îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (*).
2) Âàðüèðóåì êîíñòàíòû, ò.å.

y = C1(x) · ex + C2(x) · e−x (∗∗)
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3) Ñîãëàñíî ìåòîäó âàðèàöèè êîíñòàíò äàëåå íàäî ðåøèòü ñèñòåìó âèäà:{
C ′1(x) · y1 + C ′2(x) · y2 = 0,
C ′1(x) · y′1 + C ′2(x) · y′2 = f(x).

Ó íàñ y1 = ex, y2 = e−x, f(x) = xex.
Ïîýòîìó áóäåì èìåòü{

C ′1(x) · ex + C ′2(x) · e−x = 0,
C ′1(x) · ex − C ′2(x) · e−x = xex.

Ñëîæèì ïî÷ëåííî óðàâíåíèÿ ýòîé ñèñòåìû. Ïîëó÷èì:

2C ′1(x)ex = xex, C ′1(x) =
1

2
x, C1(x) =

1

4
x2 + C̃1

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ñ ó÷åòîì, ÷òî C ′1(x) = 1
2
x ñëåäóåò:

1

2
x · ex + C ′2(x) · e−x = 0

C ′2(x) = −1

2
xe2x

C2(x) = −1

2

∫
xe2xdx.

Èòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì

C2(x) = −1

4
xe2x +

1

4
e2x + C̃2

Òîãäà ïî ôîðìóëå (**)

y =

(
1

4
x2 + C̃1

)
ex +

(
−1

4
xe2x +

1

4
e2x + C̃2

)
e−x

èëè

y =
1

4
x2ex + C̃1e

x − 1

4
xex +

1

4
ex + C̃2e

−x

Òî åñòü

y = C̃1e
x + C̃2e

−x +

(
1

4
x2 − 1

4
x+

1

4

)
ex

Èñïîëüçóåì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

y(0) = C̃1 + C̃2 +
1

4
=

1

4
, ⇒ C̃1 + C̃2 = 0.

y′ = C̃1e
x − C̃2e

−x +

(
1

4
x2 +

1

4
x

)
ex

y′(0) = C̃1 − C̃2 = 0

Çíà÷èò, {
C̃1 + C̃2 = 0,

C̃1 − C̃2 = 0,
⇔ C̃1 = C̃2 = 0.
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Òàêèì îáðàçîì,

y =
1

4

(
x2 − x+ 1

)
· ex.

Ýòîò ðåçóëüòàò ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò òîìó îòâåòó, êîòîðûé áûë ïîëó÷åí
ñïîñîáîì 1.

3 ñïîñîá (îïåðàöèîííûé ìåòîä)
1) Ïóñòü y(x) � ôóíêöèÿ îðèãèíàë, òî åñòü y + Y (p). Òîãäà ïî ñâîéñòâó äèô-

ôåðåíöèðîâàíèÿ îðèãèíàëà

y′ + p · Y (p)− 1

4
; y′′ + p2 · Y (p)− 1

4
p.

Ïî òàáëèöå îðèãèíàëîâ è èçîáðàæåíèé èìååì:

x · ex + 1

(p− 1)2
.

2) Ñîñòàâèì îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå äàííîìó äèôôåðåíöè-
àëüíîìó:

p2Y (p)− 1

4
p− Y (p) =

1

(p− 1)2
.

Ðåøèì åãî îòíîñèòåëüíî Y (p):

Y (p) · (p2 − 1) =
1

(p− 1)2
+

1

4
p;

Y (p) =
4 + p(p− 1)2

4(p− 1)2(p2 − 1)
=

4 + p(p− 1)2

4(p− 1)3(p+ 1)
=

=
1 + 1

4
p(p2 − 2p+ 1)

(p− 1)3(p+ 1)
=

1 + 1
4
p3 − 1

2
p2 + 1

4
p

(p− 1)3(p+ 1)
.

3) Ðàçëîæèì ïîëó÷åííóþ äðîáü íà ýëåìåíòàðíûå äðîáè:

1
4
p3 − 1

2
p2 + 1

4
p+ 1

(p− 1)3(p+ 1)
=

A

p− 1
+

B

(p− 1)2
+

C

(p− 1)3
+

D

p+ 1

èëè

1

4
p3 − 1

2
p2 +

1

4
p+ 1 = A(p− 1)2(p+ 1)−B(p2 − 1) + C(p+ 1) +D(p− 1)3.

Ðàñêðîåì ñêîáêè â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà è ïåðåãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå:

1

4
p3− 1

2
p2 +

1

4
p+1 = (A+D)p3 +(−A+B−3D)p2 +(−A+C+3D)p+(A−B+C−D).

Î÷åâèäíî, ÷òî

A =
1

4
; B = −1

4
; C =

1

2
; D = 0.

Çíà÷èò,

Y (p) =
1
4

p− 1
−

1
4

(p−)2
+

1
2

(p− 1)3
.
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Ïðèìåíÿÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà, áóäåì èìåòü:

y =
1

4
ex − 1

4
xex +

1

4
x2ex

èëè

y =
1

4
(x2 − x+ 1)ex.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî îäíèì èç êëþ÷åâûõ óñëîâèé, âëèÿþùèì íà ôîðìèðîâàíèå ó
ñòóäåíòîâ ïîëîæèòåëüíîãî îòíîøåíèÿ ê ó÷åáå, â ÷àñòíîñòè, íà èçó÷åíèå ìàòåìàòè-
êè, ÿâëÿåòñÿ îðãàíèçàöèÿ êîíòðîëÿ è îöåíêè ó÷åáíîé äåÿòåëüíîñòè, òî èñïîëüçîâà-
íèå çàäà÷, èìåþùèõ ìíîãîâàðèàíòíîå ðåøåíèå, ïðåäñòàâëÿåòñÿ âïîëíå îïðàâäàííûì
è ïåðñïåêòèâíûì, ÷òî ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî, íàïðèìåð, â ñåìåñòðîâîì çàäàíèè.
Ðàçðàáîòêà ïîäîáíûõ çàäàíèé óäà÷íî âñòðàèâàåòñÿ â áàëüíî-ðåéòèíãîâóþ ñèñòåìó
îöåíêè ó÷åáíîé äåÿòåëüíîñòè ñòóäåíòîâ. Çà ðåøåíèå ïîäîáíîé çàäà÷è ìîæåò ïðèìå-
íÿòüñÿ ïîâûøàþùèé êîýôôèöèåíò (ò.å. ¾áàçîâûé áàëë¿ çà ðåøåíèå çàäà÷è îäíèì
ñïîñîáîì óìíîæàåòñÿ íà êîýôôèöèåíò, ÷èñëåííî ðàâíûé êîëè÷åñòâó ïðàâèëüíî ïðè-
âåäåííûõ ðåøåíèé). Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä áóäåò ïîëåçåí äëÿ ðàçðàáîòêè ñîâðåìåí-
íûõ ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèõ êîìïëåêñîâ è ðàáî÷èõ ïðîãðàìì.
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Abstract: In article use of the cloudy version of Mathematics system for formation
of cognitive interest of students to training in mathematics in higher education institution
is considered.

Keywords: cognitive interest, information technologies in training in mathematics,
system of symbolical mathematics.

Îäíîé èç âåäóùèõ öåëåé îáðàçîâàíèÿ â èíôîðìàöèîííîì îáùåñòâå ÿâëÿåòñÿ
ôîðìèðîâàíèå óñòîé÷èâîé ìîòèâàöèè ê îáó÷åíèþ, ðàçâèòèþ, òâîð÷åñòâó è ïîçíà-
íèþ â òå÷åíèå âñåé æèçíè. Â ëþáîì âèäå äåÿòåëüíîñòè íåîáõîäèìî ïîñòîÿííî ðàçâè-
âàòüñÿ, ñîâåðøåíñòâîâàòü ñâîè óìåíèÿ, îáëàäàòü ñïîñîáíîñòÿìè ñèñòåìíîãî âèäåíèÿ
ñèòóàöèè è ïðèíèìàòü ðåøåíèÿ ñ ó÷åòîì ìíîãèõ ôàêòîðîâ.

Êîìïîíåíòîì âíóòðåííåé ìîòèâàöèè ÿâëÿåòñÿ ïîçíàâàòåëüíûé èíòåðåñ.
Ã.È. Ùóêèíà îïðåäåëÿåò ïîçíàâàòåëüíûé èíòåðåñ êàê èçáèðàòåëüíóþ íàïðàâëåí-
íîñòü ëè÷íîñòè, îáðàùåííóþ â îáëàñòü ïîçíàíèÿ ê å¼ ïðåäìåòíîé ñòîðîíå è ê ñà-
ìîìó ïðîöåññó îâëàäåíèÿ çíàíèÿìè [4]. Îí ìîæåò áûòü îõàðàêòåðèçîâàí òðåìÿ ïðè-
çíàêàìè: ïîëîæèòåëüíûìè ýìîöèÿìè ïî îòíîøåíèþ ê äåÿòåëüíîñòè, ïðèñóòñòâèåì
ïîçíàâàòåëüíîãî êîìïîíåíòà ýìîöèé, íàëè÷èåì ìîòèâà. Ñîáñòâåííî, ìîòèâ è ÿâëÿåò-
ñÿ ðåçóëüòàòîì ñàìîé äåÿòåëüíîñòè. Ïîýòîìó, îðãàíèçóÿ îáðàçîâàòåëüíûé ïðîöåññ,
íåîáõîäèìî îáåñïå÷èòü âîçíèêíîâåíèå ïîçèòèâíûõ ïåðåæèâàíèé îòíîñèòåëüíî ïî-
çíàâàòåëüíîé äåÿòåëüíîñòè, å¼ ôîðì, ìåòîäîâ, ñîäåðæàíèÿ. Â òàêîì ñëó÷àå ýôôåê-
òèâíûìè ñòàíîâÿòñÿ ïðîöåññû ïàìÿòè, ìûøëåíèÿ, âíèìàíèÿ. Òî, ÷òî òðåáóåò íàïðÿ-
æåíèÿ, íî â òî æå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ ïîñèëüíûì, äåëàòü èíòåðåñíî.

Èçó÷åíèå êóðñà ãåîìåòðèè âûñøåé øêîëû ïðåäïîëàãàåò íàëè÷èå ó ñòóäåíòîâ
âûñîêîãî óðîâíÿ àáñòðàêòíîãî ìûøëåíèÿ, ñïîñîáíîñòè ïðåäñòàâèòü ïðîñòðàíñòâåí-
íûå ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû. Ðåøåíèå çàäà÷ íà îïðåäåëåíèå õàðàêòåðèñòèê ãåîìåò-
ðè÷åñêèõ îáúåêòîâ ïóòåì ôîðìàëüíûõ âû÷èñëåíèé íå ñïîñîáñòâóåò ïîíèìàíèþ èçó-
÷àåìîãî ìàòåðèàëà. Â òàêîé ñèòóàöèè èñïîëüçîâàíèå èíñòðóìåíòà, ñ ïîìîùüþ êîòî-
ðîãî ìîæíî áûëî áû íàãëÿäíî ïðåäñòàâèòü ëèíèè, ïîâåðõíîñòè, âûïîëíèòü ñëîæíûå
âû÷èñëåíèÿ ìîãëî áû ïîâëèÿòü íà ðàçâèòèå ïîçíàâàòåëüíîãî èíòåðåñà, öåëîñòíîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ î ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòàõ.

Îäíèì èç òàêèõ èíñòðóìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà ñèìâîëüíûõ, ãðàôè÷åñêèõ è
÷èñëåííûõ âû÷èñëåíèé ¾Ìàòåìàòèêà¿, ãäå äëÿ âèçóàëèçàöèè ìàòåìàòè÷åñêèõ îáú-
åêòîâ èñïîëüçóþòñÿ ñðåäñòâà äâó- è òðåõìåðíîé ãðàôèêè [1].

Ðèñ. 1. Îêíî Wolfram
Programming Cloud

Ïî ñâîåé ñóùíîñòè ñèñòåìà ¾Ìàòåìàòè-
êà¿ ÿâëÿåòñÿ ÿçûêîì ïðîãðàììèðîâàíèÿ âûñî-
êîãî óðîâíÿ, ïîçâîëÿþùèìïîëüçîâàòåëþ ðåàëè-
çîâàòü êàê ïðîöåäóðíûé, òàê è ôóíêöèîíàëü-
íûé ñòèëü ïðîãðàììèðîâàíèÿ, à òàêæå ïðàâèëà
ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèìâîëüíûõ âûðàæåíèé. Ñèñòå-
ìà ÿâëÿåòñÿ óäîáíûì èíñòðóìåíòîì ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ èññëåäîâàíèé, ïîñêîëüêó ïîçâîëÿåò ïðèìå-
íèòü ðàçíîîáðàçíûå ÷èñëåííûå ìåòîäû.

Â èþíå 2014 ãîäà ñòàëî äî-
ñòóïíûì äëÿ ïîëüçîâàòåëåé Wolfram
Programming Cloud (Îáëàêî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ Wolfram�www.wolframcloud.com) (Ðèñ.1)
� ïåðâûé îáúåêò ñðåäè ïðîäóêòîâ, â îñíîâå êî-
òîðûõ íîâûé ÿçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ Wolfram Language(ßçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ
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Wolfram).Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ëþáîé çàðåãèñòðèðîâàííûé ïîëüçîâàòåëü, èìåþùèé
äîñòóï ê ñåòè Èíòåðíåò, ïîëó÷àåò âîçìîæíîñòü ïîëüçîâàòüñÿ ýòîé ñèñòåìîé.

Îáëàêî ïðîãðàììèðîâàíèÿWolfram � ýòî ïðèëîæåíèå ÿçûêàWolfram, êîòîðîå
ðàçðàáîòàíî äëÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ñîçäàíèÿ è ðàçâåðòûâàíèÿ îáëà÷íûõ ïðîãðàìì.

Ðàáîòà ñ îáëà÷íîé âåðñèåé íå òðåáóåò ñåðü¼çíîé ïîäãîòîâêè. Íåîáõîäèìî òîëü-
êî çàéòè â Wolfram Programming Cloud èç ëþáé ïðîãðàììû - îáîçðåâàòåëÿ ïîä ñâîèì
èìåíåì è âûáðàòü ïóíêò Create a new notebook.Ïðè ýòîì îòêðîåòñÿ îêíî áëîêíîòà,
íà ðàáî÷åì ïîëå êîòîðîãî ìîæíî ââîäèòü êîä.

Ðèñ. 2. Îêíî áëîêíîòà

Ñâîéñòâî èíòåðàêòèâíîñòè îáåñïå÷èâàåò âîçìîæíîñòü ñðàçó æå âûïîëíèòü âû-
÷èñëåíèÿ èëè ñèìâîëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîñòðîèòü ãðàôè÷åñêèå îáúåêòû è óâè-
äåòü ðåçóëüòàò íåïîñðåäñòâåííî â áëîêíîòå.

Íàïðèìåð, ïðè ââîäå êîìàíäû
ParametricPlot3D[Cos[2t],Sin[2t],Sin[t],t,0,2Pi]

è íàæàòèè êëàâèø Shift+Enter íà ýêðàíå áóäåò ïîñòðîåíà êðèâàÿ Âèâèàíè, ïàðàìåò-
ðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ êîòîðîé èìåþò âèä:

x(t) = cos 2t; y(t) = sin 2t; z(t) = sin t, ãäå t ∈ [2, 2π].

Îäíî èç ñàìûõ âàæíûõ äîñòèæåíèé Wolfram Programming Cloud çàêëþ÷àåòñÿ
â òîì, ÷òî îíî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü Wolfram Language äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàçâåðíóòü
ýòó ôóíêöèþ â îáëàêå.Ñ èñïîëüçîâàíèåì èíòåðôåéñà ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïðèëîæå-
íèé Web API ðåàëèçîâàòü ýòî â ÿçûêå Wolfram ïðîñòî. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ñîçäàòü
ñèìâîëüíóþ ôóíêöèþ API, à çàòåì ïîìåñòèòü å¼ â îáëàêî. Ïîñëå ýòîãî ìîæíî âû-
çâàòü ýòó API ôóíêöèþ, ïåðåéäÿ ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó URL - àäðåñó. Çàïèñàííûé êîä
íà ÿçûêå Wolfram áóäåò âûïîëíåí â Îáëàêå Wolfram è ìû ïîëó÷èì ðåçóëüòàò â òîì
ìåñòå, îòêóäà ìû âûçûâàëè API ôóíêöèþ, â äàííîì ñëó÷àå â âèäå PNG-èçîáðàæåíèÿ:

CloudDeploy[ ParametricPlot3D[Cos[2t],Sin[2t],Sin[t],t,0,2Pi]]
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Ðèñ. 3. Êðèâàÿ Âèâèàíè

ßñíîå ïðåäñòàâëåíèå î âíåøíåì âèäå êðèâîé â ïðîñòðàíñòâå, áåçóñëîâíî, áóäåò
äëÿ ñòóäåíòîâ ñòèìóëîì ê ðåøåíèþ çàäà÷, íàïðèìåð, òàêîãî òèïà [3]:

Äàíà âèíòîâàÿ ëèíèÿ: x = arccos t, y = arcsin t, z = bt. Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ
ãëàâíîé íîðìàëè, áèíîðìàëè, ñîïðèêàñàþùåéñÿ ïëîñêîñòè, ñïðÿìëÿþùåé ïëîñêîñòè
è íàéòè êîîðäèíàòíûå âåêòîðû êàíîíè÷åñêîãî ðåïåðà â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ëèíèè.

Ðèñ. 4. Êðèâàÿ â ïðîñòðàíñòâå

Îñíîâíûì èñòî÷íèêîì èíòåðåñà ê ó÷åáíîé
äåÿòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïðåæäå âñåãî åå ñîäåðæà-
íèå. Â äàííîì ñëó÷àå îáó÷àþùèéñÿ îñâàèâàåò
ñïîñîáû äåéñòâèÿ ñ íîâûì äëÿ íåãî èíñòðóìåí-
òîì, ïðèîáðåòàåò ïðàêòè÷åñêèé îïûò ðàáîòû ñ
ìàòåìàòè÷åñêèìè îáúåêòàìè.

Ðàçóìååòñÿ, ïðèìåíåíèå òàêîãî ñðåäñòâà
îáó÷åíèÿ ïîòðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ óñèëèé ñî
ñòîðîíû ïðåïîäàâàòåëÿ. Ýòî êàñàåòñÿ, ïðåæäå
âñåãî, ðàçðàáîòêè íîâûõ òèïîâ çàäàíèé, îðãà-
íèçàöèîííûõ ôîðì ðàáîòû, ñïîñîáîâ âçàèìîäåé-
ñòâèÿ, â òîì ÷èñëå ñåòåâîãî [2]. Ïðè ýòîì, ó÷èòû-
âàÿ, ÷òî êîëè÷åñòâî ÷àñîâ àóäèòîðíûõ çàíÿòèé
âåñüìà îãðàíè÷åíî, ñëåäóåò çàäóìàòüñÿ îá îðãà-
íèçàöèè ñàìîñòîÿòåëüíîé äåÿòåëüíîñòè ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ñðåäñòâ ñîâðåìåííûõ èíôîðìàöèîííûõ
òåõíîëîãèé. ×òîáû óñèëèòü ñòèìóëèðóþùåå âëè-
ÿíèå ñîäåðæàíèÿ, íåîáõîäèìî ÷åòêî ñîáëþäàòü

òðåáîâàíèÿ ïðèíöèïîâ íàó÷íîñòè, ñèñòåìàòè÷íîñòè è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñâÿçè îáó-
÷åíèÿ ñ æèçíüþ è ïðàêòèêîé.

Îñâàèâàÿ ïðè¼ìû ðàáîòû â Îáëàêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Wolfram, ñòóäåíòû èìå-
þò âîçìîæíîñòü îçíàêîìèòüñÿ ñ ãîòîâûìè èíòåðàêòèâíûìè ìîäóëÿìè äëÿ âûïîëíå-
íèÿ âû÷èñëåíèé (Ðèñ.5), ïîëüçîâàòüñÿ âñòðîåííîé ñïðàâî÷íîé ñèñòåìîé, ñîäåðæàùåé
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Ðèñ. 5. Îêíî ìîäóëÿ ¾Èññëåäîâàíèÿ¿

ñâåäåíèÿ î íåñêîëüêèõ òûñÿ÷àõ ôóíêöèé è ñàìîñòîÿòåëüíî íàó÷èòüñÿ ïðèìåíÿòü èõ,
òåì ñàìûì ïîäíèìàÿñü íà îñîáóþ ñòàäèþ ðàçâèòèÿ ïîçíàâàòåëüíîãî èíòåðåñà �èíòå-
ðåñà òâîð÷åñêîãî.
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Abstract: The problems of teaching mathematics to Humanities University
students who specialize in the �eld of information technology and focus on applications
in the humanities �elds are discussed.

Keywords: mathematics, information technology, university of humanities,
intelligent systems, robotics

Îòäåëåíèå èíòåëëåêòóàëüíûõ ñèñòåì ÐÃÃÓ âûïóñêàåò ñïåöèàëèñòîâ â îáëà-
ñòè èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, îðèåíòèðîâàííûõ íà ïðèëîæåíèÿ â ãóìàíèòàðíîé
ñôåðå, ïðåæäå âñåãî, â ëèíãâèñòèêå, ñîöèîëîãèè, ïñèõîëîãèè è ïñèõèàòðèè, þðèñ-
ïðóäåíöèè è ïîëèòîëîãèè. Ïîäîáíûå ñïåöèàëèñòû äîëæíû èìåòü õîðîøåå ïðåäñòàâ-
ëåíèå î ïðåäìåòíîé îáëàñòè, à òàêæå èìåòü âîçìîæíîñòü òåñíî âçàèìîäåéñòâîâàòü
ñ èññëåäîâàòåëÿìè, ðàáîòàþùèìè â äàííûõ îáëàñòÿõ. Ïîýòîìó ñðàçó ñëåäóåò îòìå-
òèòü, ÷òî ãîòîâèòü ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé äîëæíû
íå òîëüêî òåõíè÷åñêèå, íî è ãóìàíèòàðíûå óíèâåðñèòåòû. Êîìïüþòåðíûå òåõíîëî-
ãèè â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàçâèâàþòñÿ íàñòîëüêî áûñòðî, ÷òî èõ îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ â
ãóìàíèòàðíûõ îáëàñòÿõ çíàíèé ïîñòîÿííî ðàñøèðÿåòñÿ.

Ïîäãîòîâêà ñïåöèàëèñòà â îáëàñòè èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé â ãóìàíè-
òàðíîì óíèâåðñèòåòå èìååò ñâîþ ñïåöèôèêó. Ïðåæäå âñåãî, îíà îïðåäåëÿåòñÿ îñ-
íîâíîé îáëàñòüþ ïðèëîæåíèé, êîòîðóþ ñîñòàâëÿþò ãóìàíèòàðíûå íàóêè. Ñïåöèàëè-
ñòû äîëæíû èìåòü õîðîøåå ïðåäñòàâëåíèå î ïðåäìåòíîé îáëàñòè, ïîýòîìó ñòóäåíòû
äîëæíû íà äîñòàòî÷íî ñåðüåçíîì óðîâíå èçó÷àòü ãóìàíèòàðíûå äèñöèïëèíû. Êðî-
ìå ýòîãî, ãóìàíèòàðíûå çíàíèÿ ñëàáî ôîðìàëèçîâàíû, òî÷íûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ
äîâîëüíî ÷àñòî íå ïðèìåíèìû, ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ íèõ íåîáõîäèìî ðàçðàáàòûâàòü
è èñïîëüçîâàòü ñâîè, ñïåöèôè÷åñêèå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñïå-
öèàëèñò â îáëàñòè èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé äîëæåí èìåòü äîñòàòî÷íóþ òåõíè-
÷åñêóþ ïîäãîòîâêó.

Ãäå áû íè îñóùåñòâëÿëàñü ïîäãîòîâêà ñïåöèàëèñòà â îáëàñòè èíôîðìàöèîííûõ
òåõíîëîãèé, îñíîâíîå ñîäåðæàíèå åãî îáó÷åíèÿ ñîñòàâëÿþò ìàòåìàòèêà è ïðîãðàì-
ìèðîâàíèå.

Áîëüøèíñòâî êàíäèäàòñêèõ äèññåðòàöèé, êîòîðûå çàùèòèëè âûïóñêíèêè îò-
äåëåíèÿ, ñîñòàâëÿþò äèññåðòàöèè ïî òåõíè÷åñêèì íàóêàì (â îáëàñòè èíôîðìàöèîí-
íûõ òåõíîëîãèé). Ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî èç íèõ ñâÿçàíî ñ ïðèëîæåíèÿìè â ðàç-
ëè÷íûõ îáëàñòÿõ çíàíèé, ïðåæäå âñåãî, ãóìàíèòàðíûõ (íî íå òîëüêî), òàêîãî ìåòîäà
èíòåëëåêòóàëüíîãî àíàëèçà äàííûõ êàê ÄÑÌ-ìåòîäà àâòîìàòè÷åñêîãî ïîðîæäåíèÿ
ãèïîòåç. Êàæäàÿ îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ òðåáóåò ðàçðàáîòêè ñâîåãî ñïîñîáà ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ çíàíèé, ìîäèôèêàöèè àëãîðèòìîâ è ñâîåé ¾íàñòðîéêè¿ àâòîìàòè÷åñêèõ ðàñ-
ñóæäåíèé. Ïðèëîæåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ íà-
ïðàâëåíèé, ðàçâèâàþùèõñÿ íà îòäåëåíèè, ïîýòîìó âïîëíå åñòåñòâåííî, ÷òî ñòóäåíòû
èçó÷àþò ìíîãî êóðñîâ, ñâÿçàííûõ ñ ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêîé.

Äðóãèì áîëüøèì íàïðàâëåíèåì èññëåäîâàíèé îòäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ àâòîìàòè÷å-
ñêàÿ îáðàáîòêà òåêñòîâ íà åñòåñòâåííîì ÿçûêå, â ðàìêàõ êîòîðîãî ñîçäàþòñÿ ñèñòåìû
ìîðôîëîãè÷åñêîãî è ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëèçà. Ñòóäåíòû èçó÷àþò êóðñû ñèíòàêñèñà,
ñåìàíòèêè, ëåêñèêîãðàôèè, ìàòåìàòè÷åñêîé ëèíãâèñòèêè, ìåòîäû àâòîìàòè÷åñêîé
îáðàáîòêè òåêñòà.

Åùå îäíèì íàïðàâëåíèåì ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ñèñòåìû îíòîëîãèé, â êîòîðîé
äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ çíàíèé èñïîëüçóåòñÿ êàòåãîðíûé ïîäõîä. Ñòóäåíòû ñòðîÿò ïðè-
ìåðû îïèñàíèÿ ïîíÿòèé â âèäå àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì, à òàêæå èçó÷àþò îñíîâíûå
îïðåäåëåíèÿ òåîðèè êàòåãîðèé.
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Êðîìå ýòîãî, ðàçðàáàòûâàþòñÿ ïðîãðàììû äëÿ ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè ñòè-
õîâåäåíèÿ, â êîòîðûõ äëÿ àíàëèçà ñòèõîòâîðíûõ òåêñòîâ èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ìà-
òåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, à òàêæå ñïåöèàëèñòîâ â äðóãèõ îáëàñòÿõ ãóìàíèòàðíîãî
çíàíèÿ.

Íåäàâíî ïîÿâèëîñü íîâîå íàïðàâëåíèå � ðîáîòîòåõíèêà, êîòîðîå íå òîëüêî
òðåáóåò ïîâûøåíèÿ óðîâíÿ âëàäåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèìè ìåòîäàìè, íî è ïðåäîñòàâ-
ëÿåò áîëüøèå âîçìîæíîñòè äëÿ èõ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ. Îíî ìîæåò, ñ îäíîé
ñòîðîíû, ñòèìóëèðîâàòü ñòóäåíòîâ çàíèìàòüñÿ ìàòåìàòèêîé, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî-
ìî÷ü ñòóäåíòàì â îâëàäåíèè íåêîòîðûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè ïîíÿòèÿìè.

Èòàê, îñíîâíîå ïðîòèâîðå÷èå â îáó÷åíèè ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè èíôîðìàöè-
îííûõ òåõíîëîãèé â ãóìàíèòàðíîì óíèâåðñèòåòå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî, ñ îäíîé ñòî-
ðîíû, ñòóäåíòû äîëæíû èìåòü ïðåäïî÷òåíèÿ â îáëàñòè ãóìàíèòàðíûõ íàóê, ñ äðóãîé
ñòîðîíû, â ðåçóëüòàòå îáó÷åíèÿ îíè äîëæíû ñòàòü òåõíè÷åñêèìè ñïåöèàëèñòàìè.

Íà îòäåëåíèå èíòåëëåêòóàëüíûõ ñèñòåì ÐÃÃÓ íåðåäêî ïðèõîäÿò âûïóñêíè-
êè ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ êëàññîâ, êîòîðûå ñîçíàòåëüíî âûáèðàþò ìåñòî ó÷åáû.
Âìåñòå ñ òåì çíà÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî ñòóäåíòîâ çàêàí÷èâàåò ãóìàíèòàðíûå êëàññû
ñðåäíèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé è èçíà÷àëüíî íå èìåþò äîñòàòî÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ î
ñïåöèàëüíîñòè, êîòîðóþ îíè ñîáèðàþòñÿ îñâîèòü. Â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ ñòóäåíòû ïî-
ñòåïåííî ñòàíîâÿòñÿ âñå áîëåå ñàìîñòîÿòåëüíûìè. Íî áàçîâûå ìàòåìàòè÷åñêèå äèñ-
öèïëèíû èçó÷àþòñÿ íà ìëàäøèõ êóðñàõ. Ïîýòîìó çäåñü ñëåäóåò ó÷èòûâàòü èõ ïðåä-
ïî÷òåíèÿ, à òàêæå îñîáåííîñòè èõ âîñïðèÿòèÿ.

Âîñïðèÿòèå ìàòåìàòèêè ãóìàíèòàðèÿìè îòëè÷àåòñÿ îò âîñïðèÿòèÿ òåõíàðÿ-
ìè. Ñòóäåíòû-òåõíàðè ñïîêîéíî îòíîñÿòñÿ ê ñëîæíûì ïîíÿòèÿì èëè ê òîìó, ÷òî
îíè ÷òî-òî íå ïîíÿëè ñðàçó, èì ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ðàçîáðàòüñÿ ñ ýòèì
âíå àóäèòîðèè, â ïðîöåññå ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû. Äëÿ ñòóäåíòîâ-ãóìàíèòàðèåâ ýòî
íåäîïóñòèìî. Åñëè ïåðâûå, êàê ïðàâèëî, ñ óäîâîëüñòâèåì ðåøàþò ãîëîâîëîìêè è ïî-
ïóëÿðíûå çàäà÷è è ñìåëî áåðóòñÿ çà ðåøåíèå íåñòàíäàðòíûõ çàäà÷, òî âòîðûå áîÿòñÿ
çàäà÷, êîòîðûå íå ïîíÿòíî êàê ðåøàòü. Îíè òåðÿþòñÿ, åñëè ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è èì
íå èçâåñòåí, òàêèå çàäà÷è âûçûâàþò ó íèõ äèñêîìôîðò è îòòîðæåíèå. Â òî æå âðåìÿ,
îíè ñ óäîâîëüñòâèåì ïðèìåíÿþò ïîíÿòíûå äëÿ íèõ ìåòîäû ê ðåøåíèþ íåñëîæíûõ
çàäà÷. Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ýòî îòíîñèòñÿ ê ñòóäåíòàì, êîòîðûå çàíèìàþòñÿ
ìàòåìàòèêîé äîâîëüíî ìíîãî (ñòóäåíòû áîëåå ¾÷èñòûõ¿ ãóìàíèòàðíûõ íàïðàâëåíèé
íåðåäêî èñïûòûâàþò òðóäíîñòè â òîì, ÷òîáû ¾ïîäñòàâèòü öèôðû âìåñòî áóêâ¿ â ãî-
òîâûõ ôîðìóëàõ, ïîòîìó ÷òî ýòè äåéñòâèÿ â ïðèíöèïå âûçûâàþò ó íèõ íåïðèÿòèå).
Ýòî æå îòíîñèòñÿ è ê ïðîãðàììèðîâàíèþ. Åñëè ñòóäåíòû�òåõíàðè ïðåäïî÷èòàþò
ïðèäóìàòü ñâîþ ðåàëèçàöèþ ÷åãî-ëèáî, òî ñòóäåíòû-ãóìàíèòàðèè äîëæíû, ïðåæ-
äå âñåãî, ïîíÿòü ãîòîâûå ìåòîäû ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó äëÿ ñòóäåíòîâ ãóìàíèòàðíûõ
íàïðàâëåíèé íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü áîëüøåå êîëè÷åñòâî ïðèìåðîâ, ÷åì äëÿ ñòó-
äåíòîâ òåõíè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé. Êðîìå ýòîãî, ñëåäóåò ó÷èòûâàòü ñîäåðæàòåëüíóþ
÷àñòü ïðèìåðîâ è óïðàæíåíèé. Åñëè äëÿ ñðåäíåãî ñòóäåíòà-òåõíàðÿ íàïèñàíèå ïðî-
ãðàììû, êîòîðàÿ íàõîäèò ðàíã ìàòðèöû íåáîëüøîãî ðàçìåðà, íå ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìîé,
òî äëÿ ñòóäåíòà-ãóìàíèòàðèÿ, èçó÷àþùåãî ïðîãðàììèðîâàíèå, ïîäîáíûå çàäà÷è ñòà-
âèòü íåöåëåñîîáðàçíî. Èòàê, íåîáõîäèìî ðàçëè÷àòü áóäóùåãî ïðîãðàììèñòà-òåõíàðÿ
è áóäóùåãî ïðîãðàììèñòà-ãóìàíèòàðèÿ.

Ðàçëè÷èå â ïðåäïî÷òåíèÿõ áóäóùèõ ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè èíôîðìàöèîí-
íûõ òåõíîëîãèé òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ ê èçëîæåíèþ â ó÷åáíîé
ëèòåðàòóðå. Îòìåòèì, ÷òî èìååòñÿ äîâîëüíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ó÷åáíèêîâ è ó÷åá-
íûõ ïîñîáèé ïî ìàòåìàòèêå äëÿ ñòóäåíòîâ, èçó÷àþùèõ ïðîãðàììèðîâàíèå (õîòÿ è
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íå òàêîå áîëüøîå, êàê äëÿ ñòóäåíòîâ, ñïåöèàëèçèðóþùèõñÿ â îáëàñòè ýêîíîìèêè è
óïðàâëåíèÿ). Íî ÿâíî íåäîñòàòî÷íî ó÷åáíîé ëèòåðàòóðû, â êîòîðîé ó÷èòûâàëàñü áû
ñïåöèôèêà ïîäãîòîâêè ñïåöèàëèñòà â îáëàñòè èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé â ãóìà-
íèòàðíîì óíèâåðñèòåòå. Ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, êàêîé äîëæíà áûòü ýòà ëèòå-
ðàòóðà.

Íà íàø âçãëÿä, ëèòåðàòóðà äëÿ áóäóùèõ ïðîãðàììèñòîâ-ãóìàíèòàðèåâ
íå äîëæíà îòëè÷àòüñÿ áîëåå ïîâåðõíîñòíûì èçëîæåíèåì îò ëèòåðàòóðû äëÿ
ïðîãðàììèñòîâ-òåõíàðåé. Îñíîâíîå îòëè÷èå äîëæíî çàêëþ÷àòüñÿ â âûáîðå òåì è
ïðèìåðîâ. Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî èìåþùèåñÿ àóäèòîðíûå ÷àñû íå ïîçâîëÿþò
èñïîëüçîâàòü áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïðèìåðîâ íåïîñðåäñòâåííî íà çàíÿòèÿõ. Ïîýòîìó
ó ñòóäåíòà äîëæíà áûòü âîçìîæíîñòü èçó÷èòü âîïðîñ ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåé ëèòå-
ðàòóðû.

Íåîáõîäèìîñòü ââåäåíèÿ ñëîæíûõ ïîíÿòèé òðåáóåò ñïåöèàëüíîãî ïîäáîðà òà-
êèõ ïðèìåðîâ, êîòîðûå áûëè áû äîñòóïíû è èíòåðåñíû, à òàêæå ïîëåçíû â ïðàêòèêå
ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Äëÿ ïîâûøåíèÿ óðîâíÿ ìàòåìàòè÷åñêîé êóëüòóðû ñòóäåíòîâ-
ãóìàíèòàðèåâ õîðîøèì ïîäñïîðüåì ÿâëÿþòñÿ ãîëîâîëîìêè è ïîïóëÿðíûå çàäà÷è.
Äëÿ èëëþñòðàöèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîíÿòèé ñëåäóåò âûáèðàòü, ïî âîçìîæíîñòè, íàè-
áîëåå ïðîñòûå çàíèìàòåëüíûå çàäà÷è, òàêèå, êîòîðûå ñòóäåíòû ñìîãëè áû ëåãêî ðå-
øèòü. Ïðè èñïîëüçîâàíèè áîëåå òðóäíîé çàäà÷è ñòîèò ïðèâåñòè åå ðåøåíèå ñòóäåíòàì
ñðàçó èëè ïî÷òè ñðàçó, èíà÷å îíè ìîãóò ïåðåñòàòü âîñïðèíèìàòü èíôîðìàöèþ. Çà-
íèìàòåëüíûõ çàäà÷ íå äîëæíî áûòü ìíîãî â îäíîì êóðñå èç-çà îãðàíè÷åííîãî ÷èñëà
÷àñîâ.

Íèæå ïðèâåäåíû ïðèìåðû çàíèìàòåëüíûõ çàäà÷, êîòîðûå ïîëåçíû êàê äëÿ
èëëþñòðàöèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîíÿòèé, òàê è äëÿ ïðàêòèêè ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

1. Çàäà÷à î ïåðåëèâàíèÿõ.

Èìååòñÿ äâà êóâøèíà îáúåìîì âîñåìü è ïÿòü ëèòðîâ è íåîãðàíè÷åííûé èñ-
òî÷íèê âîäû. Íåîáõîäèìî îòìåðèòü ÷åòûðå ëèòðà âîäû.

Èñõîäíàÿ çàäà÷à ëåãêî ðåøàåòñÿ. Äàëåå îíà îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé êóâøèíîâ,
îáúåìû êîòîðûõ ðàâíû m è n ëèòðîâ, ãäå m > n. Òðåáóåòñÿ îòìåðèòü k ëèòðîâ âîäû
çà íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ïåðåëèâàíèé. Çäåñü m, n è k � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå
÷èñëà. Åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû íóæíîå êîëè÷åñòâî ëèòðîâ âîäû îêàçàëîñü â áîëü-
øåì êóâøèíå, à ìåíüøèé êóâøèí áûë ïóñòûì, òî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå åäèíñòâåííî.
Äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé m, n è k çàäà÷à ðàçðåøèìà? Êàê äîêàçàòü, ÷òî îïòèìàëüíîå
ðåøåíèå åäèíñòâåííî? Êàê ïî çíà÷åíèÿì m, n è k íàéòè êîëè÷åñòâî øàãîâ â îïòè-
ìàëüíîì ðåøåíèè, íå íàõîäÿ ñàìîãî ðåøåíèÿ?

Ïðàêòèêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Íàïèñàòü ïðîãðàììó, êîòîðàÿ íàõîäèò îïòè-
ìàëüíûé àëãîðèòì ïåðåëèâàíèÿ. Äîïîëíèòåëüíûé âîïðîñ: ïðèâåñòè ïðèìåðû òàêèõ
çíà÷åíèé m, n è k, ÷òîáû îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ñîäåðæàëî íå ìåíåå ìèëëèîíà øàãîâ.

Åñëè ñòóäåíòû ìàòåìàòè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé äîëæíû óìåòü ñàìè íàéòè îòâå-
òû íà ïåðå÷èñëåííûå âûøå âîïðîñû, òî äëÿ áóäóùèõ ïðîãðàììèñòîâ-ãóìàíèòàðèåâ
ýòè âîïðîñû ìîãóò ïîñëóæèòü òîëüêî äëÿ ïðèâëå÷åíèÿ âíèìàíèÿ ê òåìå äåëèìî-
ñòè öåëûõ ÷èñåë. Äëÿ íèõ ñëåäóåò ïðèâåñòè ïîäðîáíûå îòâåòû íà âñå âîïðîñû èëè
ïðåäîñòàâèòü èì âîçìîæíîñòü ïðî÷èòàòü îá ýòîì.

Â ïðàêòèêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ çàäà÷à ïîëåçíà òåì, ÷òî çíàíèå îòâåòîâ íà ýòè
âîïðîñû ñóùåñòâåííî óïðîùàåò íàïèñàíèå ïðîãðàììû äëÿ òàêèõ äàííûõ, â êîòîðûõ
òðåáóåòñÿ ñäåëàòü áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïåðåëèâàíèé.
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2. Çàäà÷à î ðûöàðÿõ è îðóæåíîñöàõ è çàäà÷à î ìèññèîíåðàõ è
êàííèáàëàõ.

Ïåðâàÿ çàäà÷à. Òðè ðûöàðÿ, êàæäûé ñî ñâîèì îðóæåíîñöåì, äîëæíû ïåðåïðà-
âèòüñÿ ñ ëåâîãî áåðåãà ðåêè íà ïðàâûé áåðåã ñ ïîìîùüþ äâóõìåñòíîé ëîäêè. Íè îäèí
îðóæåíîñåö íå ìîæåò íàõîäèòüñÿ, ãäå áû òî íè áûëî, áåç ñâîåãî ðûöàðÿ â ïðèñóòñòâèè
÷óæîãî ðûöàðÿ. Êàê îðãàíèçîâàòü ïåðåïðàâó?

Âòîðàÿ çàäà÷à. Òðè ìèññèîíåðà è òðè êàííèáàëà õîòÿò ïåðåïðàâèòüñÿ ñ ëåâîãî
áåðåãà ðåêè íà ïðàâûé áåðåã ñ ïîìîùüþ äâóõìåñòíîé ëîäêè. Êîëè÷åñòâî êàííèáà-
ëîâ, íè íà áåðåãó, íè â ëîäêå, íå ìîæåò ïðåâûøàòü êîëè÷åñòâî ìèññèîíåðîâ. Êàê
îðãàíèçîâàòü ïåðåïðàâó?

Îáå çàäà÷è ëåãêî ðåøàþòñÿ. Îíè îáîáùàþòñÿ íà ñëó÷àé n ïàð ðûöàðåé è
îðóæåíîñöåâ â ïåðâîé çàäà÷å, è n ìèññèîíåðîâ è òàêîãî æå êîëè÷åñòâà êàííèáàëîâ
âî âòîðîé çàäà÷å. Ëîäêà äîëæíà áûòü k-ìåñòíîé. Â îáåèõ çàäà÷àõ òðåáóåòñÿ íàéòè
îïòèìàëüíûé àëãîðèòì ïåðåïðàâû. Êàêîâà äîëæíà áûòü íàèìåíüøàÿ âìåñòèìîñòü
ëîäêè (äëÿ êàæäîãî n ñëåäóåò íàéòè íàèìåíüøåå çíà÷åíèå k), ÷òîáû ïåðåïðàâà áûëà
âîçìîæíîé? Êàê ïî ðåøåíèþ îäíîé èç ýòèõ çàäà÷ íàéòè ðåøåíèå äðóãîé çàäà÷è? Êàê
ïî ìíîæåñòâó ðåøåíèé îäíîé èç ýòèõ çàäà÷ íàéòè ìíîæåñòâî ðåøåíèé äðóãîé çàäà÷è?
×åìó ðàâíî êîëè÷åñòâî îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé äëÿ çíà÷åíèé n, íå ïðåâîñõîäÿùèõ
òðåõ?

Ïðàêòèêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Íàïèñàòü ïðîãðàììó, êîòîðàÿ íàõîäèò îïòè-
ìàëüíûé àëãîðèòì ïåðåïðàâû.

Èëëþñòðèðóåìûå ïîíÿòèÿ: äåéñòâèå ãðóïïû íà ìíîæåñòâî (äåéñòâèå ñèììåò-
ðè÷åñêîé ãðóïïû íà ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé), ïîíÿòèå êàòåãîðèè [1].

3. Èãðà êðåñòèêè-íîëèêè 3× 3.

Âñåì èçâåñòíàÿ äåòñêàÿ èãðà. Ïî÷åìó ïðàâèëüíàÿ èãðà âñåãäà çàêîí÷èòñÿ âíè-
÷üþ? Ñêîëüêî âñåãî âîçìîæíî ïîçèöèé?

Ïðàêòèêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Íàïèñàòü ïðîãðàììó, â êîòîðîé ïîëüçîâàòåëü
èãðàåò ñ êîìïüþòåðîì. Íàïèñàòü ïðîãðàììó, êîòîðàÿ íàõîäèò âñå âîçìîæíûå ïî-
çèöèè, áåç ó÷åòà è ñ ó÷åòîì ñèììåòðèè. Íàïèñàòü ïðîãðàììó, êîòîðàÿ ãåíåðèðóåò
âñå ïàðòèè, è íàéòè êîëè÷åñòâî ýòèõ ïàðòèé, à òàêæå êîëè÷åñòâî ïàðòèé, êîòîðûå
âûèãðàë ïåðâîé èãðîê, âòîðîé èãðîê è êîëè÷åñòâî ïàðòèé, çàêîí÷èâøèõñÿ âíè÷üþ.
Íàïèñàòü ïðîãðàììó, êîòîðàÿ íàõîäèò âñå ïàðòèè ñ òî÷íîñòüþ äî ñèììåòðèè. Ïðîùå
âñåãî òàêèå ïðîãðàììû ïèøóòñÿ íà ÿçûêå ëîãè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Èëëþñòðèðóåìûå ïîíÿòèÿ: äåéñòâèå ãðóïïû íà ìíîæåñòâî (äåéñòâèå ãðóïïû
ñèììåòðèé êâàäðàòà íà ìíîæåñòâî ïîçèöèé).

Â ïðàêòèêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ áûëî áû ïîëåçíî íàïèñàòü ñàìîîáó÷àþùóþ
ïðîãðàììó èãðû â êðåñòèêè-íîëèêè, â êîòîðîé èç îðáèòû ïîçèöèè õðàíèòñÿ òîëüêî
íåêîòîðàÿ êàíîíè÷åñêàÿ ïîçèöèÿ.

Ñïèñîê ìîæíî ïðîäîëæèòü. Ñóùåñòâóåò äîâîëüíî ìíîãî èçâåñòíûõ çàíèìà-
òåëüíûõ çàäà÷, êîòîðûå ìîãëè áû ïîñëóæèòü èëëþñòðàöèÿìè äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ ïîíÿòèé. Îáû÷íî êàæäûé ïðåïîäàâàòåëü, îáó÷àþùèé ñòóäåíòîâ íåìàòå-
ìàòè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé, èìååò ñâîé íàáîð èíòåðåñíûõ ïðèìåðîâ. Íî ñáîðíèêè çà-
íèìàòåëüíûõ çàäà÷ îáû÷íî ïðåäíàçíà÷åíû äåòÿì èëè ëþáèòåëÿì ìàòåìàòèêè, à íå
ñòóäåíòàì c ãóìàíèòàðíûìè ïðåäïî÷òåíèÿìè, äëÿ êîòîðûõ ëèòåðàòóðû ñóùåñòâåííî
ìåíüøå.

Èññëåäîâàíèÿìè â îáëàñòè ðîáîòîòåõíèêè íà îòäåëåíèè èíòåëëåêòóàëüíûõ ñè-
ñòåì ÐÃÃÓ ðóêîâîäèò Â.Å. Ïàâëîâñêèé. Â Èíñòèòóòå ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ÐÀÍ
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ïîä åãî ðóêîâîäñòâîì áûë ñîçäàí ðîáîò-ìàíèïóëÿòîð ManGo, ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ
èãðû â íàñòîëüíûå èãðû (ðèñ. 1). Óïðàâëåíèå ýòèì ìàíèïóëÿòîðîì îòðàáàòûâàåò-
ñÿ íà èãðå ¾Ãîìîêó¿, êîòîðàÿ â Ðîññèè îáû÷íî íàçûâàåòñÿ ¾Êðåñòèêè-íîëèêè¿ èëè
¾Ïÿòü â ðÿä¿ [2]. Â èãðå ¾Ãîìîêó¿ âìåñòî êðåñòèêîâ è íîëèêîâ èñïîëüçóþòñÿ êàìíè
÷åðíîãî è áåëîãî öâåòà.

Ðèñ. 1. Ðîáîò-ìàíèïóëÿòîð ManGo

Íàïèñàíèå ïðîãðàìì äëÿ ðîáîòîâ-ìàíèïóëÿòîðîâ ìîæåò ïîìî÷ü ñòóäåíòàì â
îñâîåíèè èäåé ñèììåòðèè è ïëàíèðîâàíèÿ. Êðîìå ýòîãî, áîëüøîå ïîëå äëÿ òâîð÷åñòâà
ïðåäîñòàâëÿåò àíäðîèäíûé ðîáîò Aldebaran NAO.

Òàêèì îáðàçîì, ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, ðàáîòà-
þùèõ ñ ïðèëîæåíèÿìè â ãóìàíèòàðíûõ îáëàñòÿõ, íåîáõîäèìî ãîòîâèòü â ãóìàíèòàð-
íûõ óíèâåðñèòåòàõ, â ñèëó ñïåöèôèêè ïðåäìåòíîé îáëàñòè è ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ.
Ïðè îáó÷åíèè ñòóäåíòîâ ñ ãóìàíèòàðíûìè ïðåäïî÷òåíèÿìè, êîòîðûì ïðèõîäèòñÿ çà-
íèìàòüñÿ ìàòåìàòèêîé è ïðîãðàììèðîâàíèåì, ïîìîùü ìîãóò îêàçàòü çàíèìàòåëüíûå
çàäà÷è, êîòîðûå ïîëåçíû íå òîëüêî äëÿ èëëþñòðàöèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîíÿòèé, íî è
äëÿ ïðàêòèêè ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ñïåöèôèêà îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå òàêèõ ñòóäåíòîâ
äîëæíà ó÷èòûâàòüñÿ â ó÷åáíîé ëèòåðàòóðå.
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SOCIAL ROLE OF MATHEMATICS

Abstract: The social roles of mathematics are enumerated and discussed. The
understanding of these roles is important for interest of the citizens in study of
mathematics. Without it it is impossible to organize suitable teaching of mathematics,
and, in particular, to realize the Concept of mathematical formation in Russian
Federation.
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Ââåäåíèå

Â ñîâðåìåííîì ìèðå ñîöèàëüíàÿ ðîëü ôóíäàìåíòàëüíîé íàóêè âîçðàñòàåò, è â
ýòîì ïðîöåññå ìàòåìàòèêå ïðèíàäëåæèò öåíòðàëüíîå ìåñòî. Â ðàáîòå [1] ïåðå÷èñëåíû
è èññëåäîâàíû ñîöèàëüíûå ðîëè ôóíäàìåíòàëüíîé íàóêè, â òîì ÷èñëå òå, â êîòîðûõ
ñî âðåìåí àíòè÷íîñòè ìàòåìàòèêà èãðàåò âåäóùóþ ðîëü. Çàíÿòèÿ ìàòåìàòèêîé âîñ-
ïèòûâàþò íàâûêè ñòðîãîãî ìûøëåíèÿ, óâàæåíèå è ïðèâû÷êó ê óìñòâåííîìó òðóäó,
óìåíèå îòëè÷àòü èñòèííîå îò ëîæíîãî, ðàçâèâàþò àáñòðàêòíîå ìûøëåíèå, ñïîñîá-
ñòâóþò îñâîáîæäåíèþ îò ïðåäðàññóäêîâ è ìèôîâ è ò.ï.

Â Åâðîïå âîïðîñ î ñîöèàëüíîé ðîëè ìàòåìàòèêè âîçíèê â XVII â., ïðè ïå-
ðåõîäå ê Íîâîìó âðåìåíè, êîãäà ïîòðåáîâàëîñü ìàññîâîå øêîëüíîå îáðàçîâàíèå äëÿ
äîñòèæåíèÿ áîëåå âûñîêîãî êà÷åñòâà íàñåëåíèÿ, ÷åì ýòî áûëî â ñðåäíåâåêîâîé Åâ-
ðîïå.

Â Ðîññèè çíà÷åíèå ìàòåìàòèêè â ðàçâèòèè ñòðàíû áûëî îñîçíàíî Ïåòðîì I,
î ÷åì ñâèäåòåëüñòâóþò ïðèíÿòûå èì ðåøåíèÿ, íà÷èíàÿ ñ ñîçäàíèÿ â 1701 ã. Øêîëû
ìàòåìàòè÷åñêèõ è íàâèãàöêèõ íàóê äî ó÷ðåæäåíèÿ â 1724 ã. Ïåòåðáóðãñêîé àêàäåìèè
íàóê, óíèâåðñèòåòà è ãèìíàçèè. Áëàãîäàðÿ óñèëèÿì Ïåòðà â Àêàäåìèè áûëè ñîáðà-
íû ó÷åíûå èç ëó÷øèõ óíèâåðñèòåòîâ Åâðîïû, â òîì ÷èñëå ìàòåìàòèêè Íèêîëàé è
Äàíèèë Áåðíóëëè, ßêîá Ãåðìàí, à ñ 1727 ã. � Ëåîíàðä Ýéëåð.

Î âàæíîé ðîëè íàóêè â ðàçâèòèè ñòðàíû è îáùåñòâà è ñâÿçàííîé ñ ýòèì íåîá-
õîäèìîñòè ïîïóëÿðèçàöèè íàó÷íûõ äîñòèæåíèé âûñêàçûâàëèñü ìíîãèå âûäàþùèåñÿ
äåÿòåëè ðîññèéñêîé íàóêè è êóëüòóðû. Òàê, ×åðíûøåâñêèé, ñ÷èòàâøèé íàóêó îñíîâ-
íîé ñèëîé ïðîãðåññà, óòâåðæäàë, ÷òî åå îòêðûòèÿ ïðèíîñÿò äåéñòâèòåëüíóþ ïîëüçó
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òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàçëèâàþòñÿ â ìàññå ïóáëèêè (öèò. ïî [2, ñ. 80]). Î íåîáõîäèìîñòè
ïîïóëÿðèçàöèè íàó÷íûõ çíàíèé ïèñàë Ãåðöåí: �...ïî íåñ÷àñòèþ, âåëèêèå èñòèíû, âå-
ëèêèå îòêðûòèÿ... íå ïåðåõîäÿò â îáùèé ïîòîê êðóãîîáðàùàþùèõñÿ èñòèí [3, ñ. 143].
Òèìèðÿçåâ, êîòîðûé áûë íå òîëüêî áëåñòÿùèì ïîïóëÿðèçàòîðîì, íî òàêæå èñòîðè-
êîì è òåîðåòèêîì ïîïóëÿðèçàöèè íàóêè, ïèñàë î òîì, ÷òî ïðîöâåòàíèå íàóêè íàõî-
äÿòñÿ â ïðÿìîé çàâèñèìîñòè îò óðîâíÿ îáðàçîâàííîñòè è ïðîñâåùåííîñòè íàñåëåíèÿ:
�Áåçíàäåæíî ñîñòîÿíèå íàóêè, êîãäà îíà íàõîäèòñÿ â ïîëîæåíèè èñêóññòâåííî íà-
ñàæäåííîãî îàçèñà ñðåäè áåçãðàíè÷íîé ïóñòûíè âñåîáùåãî ðàâíîäóøèÿ. Áåçíàäåæíî
ïîëîæåíèå ó÷åíîãî, ñîçíàþùåãî, ÷òî îêðóæàþùàÿ ñðåäà åãî òåðïèò è òîëüêî. Ïîïó-
ëÿðèçàöèÿ íàóêè, ÿâëÿÿñü âåðíûì îðóäèåì íàðîäíîãî ïðîñâåùåíèÿ, ÿâèòñÿ è çàëîãîì
ñâîáîäû ñàìîé íàóêè� (öèò. ïî [4]). Ïðèáàâèì ê ýòîìó, ÷òî ñòîëü æå áåçíàäåæíûì
ÿâëÿåòñÿ è ñîñòîÿíèå îáðàçîâàíèÿ, è ïîëîæåíèå ïðåïîäàâàòåëåé.

Öåëü ñòàòüè � ñôîðìóëèðîâàòü òå êîíêðåòíûå çàäà÷è, êîòîðûå íåîáõîäèìî
ðåøèòü äëÿ èñïðàâëåíèÿ ñèòóàöèè. Ìû òàêæå íàìå÷àåì ïóòè ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷.

I. Ðîëü ìàòåìàòèêè êàê îäíîé èç íàóê îá îêðóæàþùåì ìèðå

Â ñîâðåìåííîì ðîññèéñêîì îáùåñòâå ñîöèàëüíàÿ ðîëü ìàòåìàòèêè êàê íàóêè,
ôîðìèðóþùåé çíàíèÿ î ÷èñëàõ, ôèãóðàõ, çàâèñèìîñòÿõ, íè÷òîæíî ìàëà, ïîñêîëüêó
ýòè çíàíèÿ ó íàøèõ ãðàæäàí íàõîäÿòñÿ íà êðàéíå íèçêîì óðîâíå, õîòÿ âñå èçó÷àëè
ìàòåìàòèêó, ïî êðàéíåé ìåðå, â øêîëå.

Îáùåïðèçíàí âûñîêèé óðîâåíü íàøåé íàó÷íîé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëû è çàìå-
÷àòåëüíûå òðàäèöèè ýëèòàðíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ (îò ìàòåìàòè÷åñêèõ
êðóæêîâ è ñïåöèàëèçèðîâàííûõ øêîë äëÿ îäàðåííûõ äåòåé äî ìàòåìàòè÷åñêèõ ôà-
êóëüòåòîâ è àñïèðàíòóðû â ëó÷øèõ óíèâåðñèòåòàõ ñòðàíû). Íî ýòî áåñöåííîå íàöè-
îíàëüíîå äîñòîÿíèå íå ìîæåò ñêðûòü òîò ôàêò, ÷òî ìû íå óìååì ó÷èòü òîé ìàòåìà-
òèêå, êîòîðàÿ äîëæíà ïðèìåíÿòüñÿ âñåìè ãðàæäàíàìè â ñàìûõ ðàñïðîñòðàíåííûõ
æèçíåííûõ ñèòóàöèÿõ. Ïðîãðàììà ìàòåìàòèêè äëÿ ñðåäíåé øêîëû ôîðìèðóåò î íåé
ñîâåðøåííî íåïðàâèëüíîå ïðåäñòàâëåíèå.

Â íà÷àëå 1860-õ ãã. Ä.È. Ïèñàðåâ â ðàáîòå �Øêîëà è æèçíü� ïèñàë: �Îáùåñòâî
íàøå ïëîõî çíàåò ìàòåìàòèêó è âîâñå íå æåëàåò ñ íåé çíàêîìèòüñÿ, ïîòîìó ÷òî ïèòà-
åò ê íåé ãëóáîêîå, õîòÿ è ïî÷òèòåëüíîå îòâðàùåíèå� [5, ò. 4, ñ. 557]. Åñëè èñêëþ÷èòü
ñëîâî �ïî÷òèòåëüíîå�, òî ýòè ñëîâà ñ ïîëíûì îñíîâàíèåì ìîæíî ïðèìåíèòü ê ñîâðå-
ìåííîìó îáùåñòâó. Â áëèæàéøèå ãîäû ïîëîæåíèå áóäåò òîëüêî óñóãóáëÿòüñÿ â ñâÿçè
ñ óçàêîíåííîé �ïðîôèëèçàöèåé� îáùåãî ñðåäíåãî îáðàçîâàíèÿ, ñîêðàùåíèåì è óïðî-
ùåíèåì ìàòåìàòè÷åñêèõ êóðñîâ â òåõíè÷åñêèõ âóçàõ, à òàêæå èñ÷åçíîâåíèåì êóðñà
ìàòåìàòèêè íà ãóìàíèòàðíûõ ôàêóëüòåòàõ óíèâåðñèòåòîâ. Îòìåòèì, ÷òî â �Êîíöåï-
öèè ðàçâèòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ â Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè�, óòâåðæäåííîé
Ïðàâèòåëüñòâîì 24.12.2013 ã., î êóðñå ìàòåìàòèêè äëÿ �ãóìàíèòàðèåâ� íåò íè ñëîâà.

Ìû âèäèì áîëüøóþ îïàñíîñòü â òîì, ÷òî ïðåäñòàâèòåëè ãóìàíèòàðíûõ ïðî-
ôåññèé (æóðíàëèñòû, ïîëèòîëîãè, àðòèñòû è äð.), ÷üå âëèÿíèå íà îòäåëüíûõ ëþäåé
è íà îáùåñòâî â öåëîì îñîáåííî âåëèêî, íå ñòåñíÿÿñü âûñêàçûâàþò ïðåíåáðåæèòåëü-
íîå îòíîøåíèå ê ìàòåìàòèêå è äàæå áðàâèðóþò îòñóòñòâèåì ýëåìåíòàðíûõ ìàòåìà-
òè÷åñêèõ çíàíèé è óìåíèé. Ïîýòîìó íà÷èíàòü ïîâûøàòü ìàòåìàòè÷åñêóþ êóëüòóðó
íóæíî ñ ãóìàíèòàðèåâ.

Åñòü íåñêîëüêî çàäà÷, ðåøàòü êîòîðûå êàæäîìó ðàçóìíîìó ñóùåñòâó ïðèõî-
äèòñÿ ÷óòü ëè íè åæåäíåâíî. È òîëüêî ìàòåìàòèêà äàåò ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ. Ýòî
çàäà÷è âûáîðà; ïðîãíîçà; âûÿâëåíèÿ è óñòàíîâëåíèÿ çàâèñèìîñòåé, à òàêæå èõ àíà-
ëèçà; ôîðìèðîâàíèÿ ãèïîòåç è èõ ïðîâåðêè; àíàëèçà ôàêòîðîâ; ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé.
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Èãíîðèðóÿ ìàòåìàòèêó, íàøè ñîãðàæäàíå ïîñòîÿííî îøèáàþòñÿ â ðåøåíèÿõ
òàêèõ çàäà÷. Ïîñëåäñòâèÿ ýòîãî ÷àñòî áûâàþò êàòàñòðîôè÷åñêèìè.

Íà íàø âçãëÿä, îäíèì èç ýôôåêòèâíûì ñïîñîáîâ óëó÷øèòü ñèòóàöèþ, ÿâëÿåò-
ñÿ òîòàëüíûé àíàëèç ñîäåðæàíèÿ è ìåòîäèêè ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè â ñðåäíåé è
âûñøåé øêîëå ñ öåëüþ ïåðåíîñà àêöåíòà â òðèàäå �÷òî�êàê�çà÷åì� ñ �êàê� íà �÷òî� è
îñîáåííî �çà÷åì� (ñåé÷àñ ïðîèñõîäèò ðîâíî íàîáîðîò). Òàêîé ïåðåíîñ ñîîòâåòñòâóåò
äèäàêòè÷åñêîìó ïðèíöèïó ñîçíàòåëüíîñòè (èëè îñìûñëåííîñòè) èçó÷åíèÿ ìàòåìàòè-
êè íà âñåõ óðîâíÿõ ïîäãîòîâêè.

Äðóãèì ñïîñîáîì ïîâûøåíèÿ ñîöèàëüíîé ðîëè ìàòåìàòèêè êàê íàóêè ÿâëÿ-
åòñÿ ïðîñâåòèòåëüñêàÿ äåÿòåëüíîñòü ó÷åíûõ è ïåäàãîãîâ, âêëþ÷àÿ ïåäàãîãè÷åñêóþ
ïåðåðàáîòêó è ïîïóëÿðèçàöèþ äîñòèæåíèé â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè è èõ
ïðèëîæåíèé â îáûäåííîé æèçíè è æèçíè îáùåñòâà, à òàêæå â åñòåñòâåííûõ è ãó-
ìàíèòàðíûõ íàóêàõ, â òåõíèêå, òåõíîëîãèè è èñêóññòâå. Âìåñòå ñ òåì, î÷åíü âàæíî,
÷òîáû âñåì áûëè èçâåñòíû îñíîâíûå çíàíèÿ î ìèðå, êîòîðûå íåñåò ìàòåìàòèêà.

Èíûìè ñëîâàìè, ìàòåìàòèêà ïðèçâàíà èãðàòü âàæíóþ ñîöèàëüíóþ ðîëü êàê
íàóêà è êàê ìåòîäîëîãèÿ. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ïîéäåò ðå÷ü î òîì, êàêóþ ðîëü ïðè-
çâàíà èãðàòü ìàòåìàòèêà êàê ñðåäñòâî âîñïèòàíèÿ.

II. Ðîëü ìàòåìàòèêè â ôîðìèðîâàíèè ìåíòàëèòåòà ëè÷íîñòè è îáùåñòâà

Î âîñïèòàòåëüíîì çíà÷åíèè ìàòåìàòè÷åñêîãî è åñòåñòâåííîíàó÷íîãî çíàíèÿ
Ïèñàðåâ ïèñàë òàê: �Ýòè íàóêè ñîîáùàþò ÷åëîâåêó, ïîñâÿòèâøåìó ñåáÿ èõ èçó÷åíèþ,
òàêóþ òðåçâîñòü è íåïîäêóïíîñòü ìûøëåíèÿ, òàêóþ òðåáîâàòåëüíîñòü â îòíîøåíèè
ê ñâîèì è ÷óæèì èäåÿì, òàêóþ ñèëó êðèòèêè, êîòîðàÿ ñîïðîâîæäàåò ýòîãî ÷åëîâåêà
çà ïðåäåëû âûáðàííûõ èì íàóê, êîòîðàÿ íå îñòàâëÿåò åãî â äåéñòâèòåëüíîé æèçíè
è êëàäåò ñâîþ ïå÷àòü íà âñå åãî ðàññóæäåíèÿ è ïîñòóïêè� [5, ò. 3, ñ. 110].

Ñåé÷àñ âîñïèòàòåëüíîå çíà÷åíèå èçó÷åíèÿ ìàòåìàòèêè íè÷òîæíî, è ýòî îáñòî-
ÿòåëüñòâî èìååò ðÿä íåãàòèâíûõ ïîñëåäñòâèé. Ïåðå÷èñëèì ëèøü íåêîòîðûå èç íèõ.

1. Íåïðàâèëüíî ñôîðìèðîâàííûå äåôèíèöèè ïðèâîäèò ê âçàèìíîìó íåïîíè-
ìàíèþ, ñóæåíèþ ñëîâàðíîãî çàïàñà è ò.ï., òåì ñàìûì çàòðóäíÿÿ âçàèìîäåéñòâèå êàê
èíäèâèäóóìîâ, òàê è ðàçëè÷íûõ ïðîôåññèîíàëüíûõ, ïîëèòè÷åñêèõ, ãðàæäàíñêèõ è
èíûõ îáúåäèíåíèé (ïîäðîáíî îá ýòîì øëà ðå÷ü â íàøåé ðàáîòå [6]).

2. Íåâåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ î òîì, ÷òî òàêîå àêñèîìà, ãèïîòåçà è äðóãèå òåð-
ìèíû, ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî â îáùåñòâå íåò êîíñåíñóñà äàæå â îòíîøåíèè áàçîâûõ
ïîíÿòèé.

3. Îòñóòñòâèå íàâûêà àíàëèçà óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî äàííîå
óòâåðæäåíèå, ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî â îáûäåííîé æèçíè îòäåëüíûå ëþäè è îáùåñòâî
â öåëîì ñòàíîâÿòñÿ ëåãêîé äîáû÷åé âñÿêîãî ðîäà äåìàãîãîâ è øàðëàòàíîâ, ðèñêóþò
ïîòåðïåòü ôèàñêî â ïðîôåññèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè è ò.ä. Òàê, èãíîðèðîâàíèå ïðè-
íÿòèÿ Ãîñóäàðñòâåííîé Äóìîé íîâûõ çàêîíîâ, (â ÷àñòíîñòè, Çàêîíà îá îáðàçîâàíèè
2012 ã.) ëèøàåò ïåäàãîãè÷åñêîå ñîîáùåñòâî âîçìîæíîñòè (è ïðàâà) êîíñòðóêòèâíî
îáñóæäàòü âàæíåéøèå ïðîáëåìû ñóùåñòâóþùåé ñèñòåìû îáðàçîâàíèÿ è ïóòè åå ðå-
ôîðìèðîâàíèÿ. Íàâûê àíàëèçà óñëîâèé (íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ) ñïðàâåäëèâî-
ñòè òîãî èëè èíîãî óòâåðæäåíèÿ âûðàáàòûâàåòñÿ â ïðîöåññå èçó÷åíèÿ ìàòåìàòèêè,
ïîñêîëüêó èãíîðèðîâàíèå èçìåíèâøèõñÿ óñëîâèé ñòðîãî íàêàçûâàåòñÿ, íàïðèìåð, ïî-
ñðåäñòâîì êîíòðïðèìåðîâ.

Â ñîâðåìåííîì äåìîêðàòè÷åñêîì îáùåñòâå îäíà èç ãëàâíûõ çàäà÷ âîñïèòàíèÿ
÷åëîâåêà � íàó÷èòü åãî ïðèíèìàòü îáîñíîâàííûå ðåøåíèÿ, ïðåäâèäåòü ïîñëåäñòâèÿ
ñâîåãî âûáîðà è íåñòè çà íåãî îòâåòñòâåííîñòü. Ñôîðìèðîâàëèñü íîâûå îáëàñòè íàó÷-
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íûõ èññëåäîâàíèé è ñîîòâåòñòâóþùèå ó÷åáíûå äèñöèïëèíû â âóçàõ: ìíîãîêðèòåðè-
àëüíàÿ îïòèìèçàöèÿ, òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Îïðåäåëåííûå äîñòèæåíèÿ â ýòèõ
îáëàñòÿõ ìîãóò ñòàòü ïðåäìåòîì ïåäàãîãè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé è èñïîëüçîâàòüñÿ â
ïðàêòèêå èííîâàöèîííîãî îáó÷åíèÿ.

Âïåðâûå ó÷àùèéñÿ âñòðå÷àåòñÿ ñ çàäà÷àìè âûáîðà íà óðîêàõ ìàòåìàòèêè ïðè
èçó÷åíèè ìíîæåñòâ. Îí äîëæåí óñâîèòü, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ñäåëàòü âûáîð, íåîá-
õîäèìî óïîðÿäî÷èòü ìíîæåñòâî, ò.å. îïðåäåëèòü äëÿ åãî ýëåìåíòîâ îòíîøåíèÿ ýêâè-
âàëåíòíîñòè è ïîðÿäêà, âûäåëèòü êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè è óïîðÿäî÷èòü èõ. Äëÿ
âûáîðà äîëæíî áûòü íå ìåíåå òðåõ âàðèàíòîâ, èíà÷å íåëüçÿ ïðîâåðèòü ÷òî âûáîð
îáëàäàåò ñâîéñòâîì òðàíçèòèâíîñòè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âûáîð èç äâóõ âàðèàíòîâ
(íàïðèìåð, îäíîãî èç äâóõ êàíäèäàòîâ íà ðóêîâîäÿùèé ïîñò) íå ìîæåò áûòü îáîñíî-
âàí â íàäëåæàùåé ìåðå.

Ïðè ðåøåíèè âàæíûõ çàäà÷ î âûáîðå ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ îöåíèâàòü ïîñëåäñòâèÿ
òîãî èëè èíîãî âàðèàíòà. À äëÿ ýòîãî íóæíî óìåòü ïðîãíîçèðîâàòü ðàçâèòèå ñèòó-
àöèè. Õîòÿ ìàòåìàòèêà ïðåäëàãàåò ìíîãî ìåòîäîâ ïðîãíîçà, ïðàêòè÷åñêîå èñïîëü-
çîâàíèå ïîëó÷èëè òîëüêî ëèíåéíûå ìåòîäû, ïðè÷åì áåç êîððåêöèè. ×òî æå òîãäà
óäèâëÿòüñÿ íèçêîé òî÷íîñòè ïðîãíîçîâ?

Â îáûäåííîé æèçíè ìû ÷àñòî âñòðå÷àåìñÿ ñ çàâèñèìîñòÿìè, óñòàíîâëåííûìè
íå ïðèðîäîé, à ÷èíîâíèêàìè. Íàïðèìåð, îò ÷åãî çàâèñèò çàðïëàòà? Ïåíñèÿ? Ïëàòà
çà êîììóíàëüíûå óñëóãè? Ôèíàíñèðîâàíèå ïîëèêëèíèêè èëè ó÷åáíîãî çàâåäåíèÿ? Î
òàêèõ ïðèìåðàõ ôóíêöèé ïðè èçó÷åíèè ìàòåìàòèêè íè÷åãî íå ãîâîðèòñÿ. È ýòî �
ê ðàäîñòè íåðàäèâûõ ÷èíîâíèêîâ, ïîòîìó ÷òî àíàëèç óñòàíàâëèâàåìûõ èìè çàâè-
ñèìîñòåé ïîêàçàë áû èõ íåïðèåìëåìî íèçêóþ êâàëèôèêàöèþ. Íî ãîòîâû ëè íàøè
ãðàæäàíå âîñïðèíèìàòü ðåçóëüòàòû òàêîãî àíàëèçà? Äóìàåòñÿ, ÷òî íåò.

Ìû âèäèì, ÷òî îñíîâíûå çàäà÷è óïðàâëåíèÿ (âûáîð ðåøåíèÿ è óñòàíîâëå-
íèå çàâèñèìîñòåé) ðåøàþòñÿ áåç êîíòðîëÿ ñî ñòîðîíû îáùåñòâà èëè ñ êîíòðîëåì
ïî íåãîäíûì ïàðàìåòðàì. Çíà÷èò, óïðàâëåíèå ïðîèñõîäèò áåç íàäëåæàùåé îáðàòíîé
ñâÿçè, à ýòî � íå óïðàâëåíèå. Òîëüêî ìàòåìàòèêà ìîæåò ðàçúÿñíèòü ñóòü ýòîãî è
àíàëîãè÷íûõ òåçèñîâ. Â ýòîì åå âàæíåéøàÿ ñîöèàëüíàÿ ðîëü, èñïîëíÿåìàÿ ÷åðåç
âîñïèòàíèå ãðàæäàí.

Íàóêà âîîáùå (è ìàòåìàòèêà â ÷àñòíîñòè) èãðàåò ñîöèàëüíóþ ðîëü ïðè óñëî-
âèè åå äîñòóïíîñòè äëÿ âñåõ, à íå òîëüêî äëÿ îñîáî îäàðåííûõ, è ïðè óñëîâèè, ÷òî
åþ â íàäëåæàùåé ñòåïåíè îâëàäåâàþò âñå. Â íàøå âðåìÿ äîñòóïíîñòü íàó÷íûõ çíà-
íèé îáåñïå÷èâàåòñÿ, âî-ïåðâûõ, îáÿçàòåëüíûì ñðåäíèì îáùèì îáðàçîâàíèåì, è âî-
âòîðûõ, ïðîñâåòèòåëüñêîé äåÿòåëüíîñòüþ ó÷åíûõ è ïåäàãîãîâ, âêëþ÷àþùåé ïåäàãî-
ãè÷åñêóþ ïåðåðàáîòêó è ïîïóëÿðèçàöèþ äîñòèæåíèé â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ìàòå-
ìàòèêè è îñîáåííî èõ ïðèëîæåíèé â ñàìûõ îáûäåííûõ îáëàñòÿõ èíòåëëåêòóàëüíîé
äåÿòåëüíîñòè.

III. Î Êîíöåïöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû îáñóäèì íåêîòîðûå ïîëîæåíèÿ Êîíöåïöèè ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî îáðàçîâàíèÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ òîãî, êàê èõ ðåàëèçàöèÿ ñïîñîáñòâóåò ïîâûøåíèþ
ñîöèàëüíîé ðîëè ìàòåìàòèêè.

Â ïåðâîì ðàçäåëå Êîíöåïöèè �Çíà÷åíèå ìàòåìàòèêè â ñîâðåìåííîì ìèðå è â
Ðîññèè� óòâåðæäàåòñÿ: �Óñïåõ íàøåé ñòðàíû â XXI âåêå, ýôôåêòèâíîñòü èñïîëüçî-
âàíèÿ ïðèðîäíûõ ðåñóðñîâ, ðàçâèòèå ýêîíîìèêè, îáîðîíîñïîñîáíîñòü, ñîçäàíèå ñî-
âðåìåííûõ òåõíîëîãèé çàâèñÿò îò óðîâíÿ ìàòåìàòè÷åñêîé íàóêè, ìàòåìàòè÷åñêîãî
îáðàçîâàíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêîé ãðàìîòíîñòè âñåãî íàñåëåíèÿ...� Ýòî óòâåðæäåíèå ðàç-
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âèâàåòñÿ äàëåå.
Òàê, â ðàçäåëå III �Öåëè è çàäà÷è Êîíöåïöèè� â êà÷åñòâå îäíîé èç çàäà÷ ôèãó-

ðèðóåò �ìîäåðíèçàöèÿ ñîäåðæàíèÿ ó÷åáíûõ ïðîãðàìì ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ
íà âñåõ óðîâíÿõ..., èñõîäÿ èç ïîòðåáíîñòåé îáó÷àþùèõñÿ è ïîòðåáíîñòåé îáùåñòâà âî
âñåîáùåé ìàòåìàòè÷åñêîé ãðàìîòíîñòè...� Îòìåòèì, ÷òî â Êîíöåïöèè íå ñôîðìóëè-
ðîâàíî îïðåäåëåíèå âñåîáùåé ìàòåìàòè÷åñêîé ãðàìîòíîñòè � ó÷åíûì è ïåäàãîãàì
åùå ïðåäñòîèò ýòî ñäåëàòü.

Ïî íàøåìó ìíåíèþ, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ãðàìîòíîñòü â ñîâðåìåííîì ïîíèìàíèè
îçíà÷àåò, ÷òî êàæäûé ïîëó÷èâøèé ñðåäíåå îáùåå îáðàçîâàíèå, èìååò ÿñíûå ïðåä-
ñòàâëåíèÿ è ñâîáîäíî îðèåíòèðóåòñÿ â ìèðå

1. ÷èñåë;
2. ôèãóð (ïðîñòðàíñòâåííûõ è ïëîñêèõ);
3. îòíîøåíèé (ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîðÿäêà, ôóíêöèîíàëüíûìè);
4. çàâèñèìîñòåé â øèðîêîì ñìûñëå (ôóíêöèè, ðåãðåññèè, êîððåëÿöèè è äð.);
5. ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè;
6. ëîãèêè;
7. èñòîðèè ìàòåìàòèêè.
Ïðè ýòîì êàæäûé ãðàæäàíèí äîëæåí ñîçíàâàòü ðîëü ìàòåìàòèêè æèçíè è

ðàçâèòèè îáùåñòâà, à òàêæå åå ìåñòî â ÷åëîâå÷åñêîé êóëüòóðå.
Â ðàçäåëå II �Ïðîáëåìû ðàçâèòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ� âñå ïðîáëå-

ìû ðàçäåëåíû íà òðè îñíîâíûå ãðóïïû. Â ïåðâóþ ãðóïïó îáúåäèíåíû ïðîáëåìû
ìîòèâàöèîííîãî õàðàêòåðà. Â ðÿäó ïðè÷èí íèçêîé ó÷åáíîé ìîòèâàöèè øêîëüíèêîâ
è ñòóäåíòîâ íàçâàíû:

1) �îáùåñòâåííàÿ íåäîîöåíêà çíà÷èìîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ�;
2) �óñòàðåâøåå ñîäåðæàíèå�;
Íà ïåðâûé âçãëÿä, ìàòåìàòèêè íå ìîãóò ïîæàëîâàòüñÿ íà �íåäîîöåíêó çíà-

÷èìîñòè�. Âåäü â òå÷åíèå 11 ëåò âñå øêîëüíèêè åæåäíåâíî èçó÷àþò ìàòåìàòèêó,
âñå ñäàþò ìàòåìàòèêó â ðàìêàõ ÃÈÀ è ÅÃÝ, íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî êîíòðîëüíûõ è
äèàãíîñòè÷åñêèõ ìåðîïðèÿòèé ïðåäóñìîòðåíî èìåííî ïî ìàòåìàòèêå. Îäíàêî, ïðåïî-
äàâàíèå îðãàíèçîâàíî ñ ïðèíóæäåíèåì. Èç-çà ýòîãî ó çíà÷èòåëüíîé ÷àñòè ó÷àùèõñÿ
ôîðìèðóþòñÿ ìîòèâàöèè íåãàòèâíîãî ðîäà (�íå âíèêàòü�, �ñïèõíóòü�, ...) è ñîîòâåò-
ñòâóþùèé ñòèëü ïîâåäåíèÿ (çóáðåæêà, ñïèñûâàíèå, îáìàí è ò.ï.).

Â ðåçóëüòàòå ïåðâàÿ çàäà÷à ïðåïîäàâàòåëÿ � èçìåíèòü ýòîò ñòèëü ïîâåäåíèÿ,
à äëÿ ýòîãî ïðèäåòñÿ èçìåíèòü ñóùåñòâóþùóþ ìîòèâàöèþ (íå ïîëó÷èøü çà÷åò, íå
ñäàøü ýêçàìåí, âûãîíÿò, çàáåðóò â àðìèþ) íà äðóãóþ, îñíîâàííóþ íà ïîíèìàíèè
òîãî, êàê ñòèëü èçó÷åíèÿ íàóêè âëèÿåò íà âñå ñòîðîíû æèçíè (ëè÷íóþ, ïðîôåññè-
îíàëüíóþ, îáùåñòâåííóþ). Ìàòåìàòèêà êàê ó÷åáíàÿ äèñöèïëèíà ïðåäîñòàâëÿåò äëÿ
ýòîãî íàèáîëüøèå âîçìîæíîñòè, ïîñêîëüêó îíà ó÷èò

� ïðîãíîçèðîâàòü ðåçóëüòàò è ïðîâåðÿòü ïðàâèëüíîñòü ïîëó÷åííûõ îòâåòîâ (â
òîì ÷èñëå, ïðîìåæóòî÷íûõ);

� âûäâèãàòü ãèïîòåçû è îáîñíîâûâàòü èõ èëè îòáðàñûâàòü;
� äåëàòü îáîñíîâàííûé è îòâåòñòâåííûé âûáîð, ïîíèìàòü, êàêîâû êðèòåðèè

âûáîðà, è îöåíèâàòü ïîñëåäñòâèÿ èõ èçìåíåíèÿ;
� îòëè÷àòü íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îò äîñòàòî÷íûõ;
� îòâåòñòâåííî ïîäõîäèòü ê èçìåíåíèþ óñëîâèé çàäà÷è è îöåíèâàòü ïîñëåä-

ñòâèÿ òåõ èëè èíûõ èçìåíåíèé;
� èñïîëüçîâàòü ìíîæåñòâåííîñòü ïðåäñòàâëåíèé îá îäíîì è òîì æå îáúåêòå è,

ñîîòâåòñòâåííî, íîâûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ äëÿ ðàñøèðåíèÿ âîçìîæíîñòåé ïîçíà-
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íèÿ.
Ýòîò ñïèñîê ìîæíî ïðîäîëæàòü. Îòìåòèì òîëüêî, ÷òî �âîñïèòàíèå ìàòåìàòè-

êîé� ïðîèñõîäèò, åñëè ïðåïîäàâàòåëü (æåëàòåëüíî, âìåñòå ñ ó÷àùèìèñÿ) áóäåò ðå-
ãóëÿðíî (íî íåíàâÿç÷èâî) ïðîâîäèòü ïàðàëëåëè ñ ðåàëüíîé æèçíüþ èíäèâèäóóìà è
ñîöèóìà.

Â ýòîé ñâÿçè íóæíî îáñóäèòü ñòàðóþ, íî ñòàâøóþ ïîïóëÿðíîé ñ ðàñïðîñòðàíå-
íèåì Èíòåðíåò, êîíöåïöèþ îáó÷åíèÿ, îñíîâàííóþ íà òîì, ÷òî çíàíèÿ íå òàê âàæíû,
è ãëàâíàÿ öåëü îáó÷åíèÿ � ó÷èòü äóìàòü. Ïðè ýòîì ïðàêòè÷åñêè íå îáñóæäàåòñÿ
âîïðîñû î òîì, ÷òî çíà÷èò �óìåòü äóìàòü�, êàê ôîðìèðîâàòü è êàê îöåíèâàòü ýòî
óìåíèå.

Íà íàø âçãëÿä, ïðîòèâîïîñòàâëÿòü îáó÷åíèå çíàíèÿì è îáó÷åíèå óìåíèþ äó-
ìàòü íåäîïóñòèìî. Â ýòîé ñâÿçè óìåñòíî âñïîìíèòü, ÷òî àêàäåìèê È.Ï. Ïàâëîâ ïèñàë:
�Äóìàòü � ýòî óïîðíî èññëåäîâàòü ïðåäìåò, èìåòü åãî â âèäó è íûíå, è çàâòðà, ïè-
ñàòü, ãîâîðèòü, ñïîðèòü î íåì, ïîäõîäèòü ê íåìó ñ îäíîé è äðóãîé ñòîðîíû, ñîáðàòü
âñå äîâîäû â ïîëüçó òîãî èëè äðóãîãî ìíåíèÿ î íåì, óñòðàíèòü âñå âîçðàæåíèÿ, ïðè-
çíàòü ïðîáåëû òàì, ãäå îíè åñòü, êîðî÷å � èñïûòàòü è ðàäîñòü, è ãîðå ñåðüåçíîãî
óìñòâåííîãî íàïðÿæåíèÿ, óìñòâåííîãî òðóäà� [7, ñ. 31].

Ìû âèäèì, ÷òî íåëüçÿ íà÷èíàòü äóìàòü î ïðåäìåòå, ïîêà îí íå ïðåäñòàë ïåðåä
íàøèì óìñòâåííûì âçîðîì â äîñòàòî÷íîé îïðåäåëåííîñòè, ñî äîñòàòî÷íûì íàáîðîì
ñâîéñòâ. Ñëåäîâàòåëüíî, íåëüçÿ äóìàòü î òîì, î ÷åì íåò äîñòàòî÷íûõ çíàíèé. Áîëåå
òîãî, ïî Ïàâëîâó ñîñòàâëÿþùåé ìûøëåíèÿ î ïðåäìåòå ÿâëÿåòñÿ åãî ìíîãîñòîðîííåå
èññëåäîâàíèå. À ÷òî áóäåò ðåçóëüòàòîì ìûøëåíèÿ? Êîíå÷íî, çíàíèÿ.

Ïðîòèâîïîñòàâëåíèå òàêèõ ÷åðò ëè÷íîñòè, êàê ýðóäèöèÿ è óìåíèå äóìàòü îò-
ðàæàåò ñòðåìëåíèå ñôîðìèðîâàòü îáùåñòâî íåâåæä. Âåäü òîëüêî èì ñ âûñîêèõ òðè-
áóí è ïî êàíàëàì ÑÌÈ ìîæíî âíóøàòü ñêîëü óãîäíî íåëåïûå ïðåäñòàâëåíèÿ î ïðî-
øëîì, íàñòîÿùåì è áóäóùåì.

Ðåäêî êàêèå ïðåäìåòû èññëåäîâàíèÿ áûâàþò äàíû ñ òàêîé îïðåäåëåííîñòüþ,
êàê ìàòåìàòè÷åñêèå. Ïîýòîìó çàíÿòèÿ ìàòåìàòèêîé íàèëó÷øèì îáðàçîì ïîäõîäÿò
äëÿ òîãî, ÷òîáû ó÷èòüñÿ äóìàòü. Íî èìåííî íà ýòèõ çàíÿòèÿõ ñî âñåé îò÷åòëèâîñòüþ
âèäíî, ÷òî íåò ìûøëåíèÿ áåç êîíêðåòíûõ çíàíèé.

Â êà÷åñòâå åùå îäíîé ïðè÷èíû íèçêîé ìîòèâàöèè àâòîðû Êîíöåïöèè óêàçû-
âàþò �óñòàðåâøåå ñîäåðæàíèå îáðàçîâàòåëüíûõ ïðîãðàìì� è âûäåëÿþò îòäåëüíóþ
ãðóïïó ïðîáëåì ïîä íàçâàíèåì �Ïðîáëåìû ñîäåðæàòåëüíîãî õàðàêòåðà�. Öèòèðó-
åì: �Âûáîð ñîäåðæàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ íà âñåõ óðîâíÿõ... ïðîäîëæàåò
óñòàðåâàòü è îñòàåòñÿ ôîðìàëüíûì è îòîðâàííûì îò æèçíè... Ïîòðåáíîñòè áóäóùèõ
ñïåöèàëèñòîâ â ìàòåìàòè÷åñêèõ çíàíèÿõ è ìåòîäàõ ó÷èòûâàþòñÿ íåäîñòàòî÷íî...�

Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ: à êàê íàñ÷åò ïîòðåáíîñòåé ãðàæäàí? Îíè âîîá-
ùå õîòü êàê-òî ó÷èòûâàþòñÿ? Íà íàø âçãëÿä, ïðèâåäåííàÿ öèòàòà ïðîòèâîðå÷èò ïðî-
âîçãëàøåííûì Êîíöåïöèåé çàäà÷àì: óñèëåíèå ìîòèâàöèè ê èçó÷åíèþ ìàòåìàòèêè,
äîñòèæåíèå âñåîáùåé ìàòåìàòè÷åñêîé ãðàìîòíîñòè, ïîâûøåíèå îáùåñòâåííîé çíà-
÷èìîñòè è ñîöèàëüíîé ðîëè ìàòåìàòèêè.

Îäíèì èç âàæíåéøèõ ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåíèå ñî-
äåðæàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ íà êàæäîì óðîâíå îáó÷åíèÿ â ñîîòâåòñòâèå ñ
ïðåäñòàâëåíèåì î âñåîáùåé ìàòåìàòè÷åñêîé ãðàìîòíîñòè, ñ ïîëíîé ñèñòåìîé äèäàê-
òè÷åñêèõ ïðèíöèïîâ (óáåäèòåëüíîñòè, íàó÷íîñòè, ñîçíàòåëüíîñòè è äð.) è ñ óðîâíåì
ðàçâèòèÿ íàóêè, òåõíèêè, òåõíîëîãèè è îáùåñòâåííîãî ñîçíàíèÿ â XXI âåêå.

Íîâîå ñîäåðæàíèå ïîòðåáóåò íîâûõ ìåòîäèê ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè. Ñëåä-
ñòâèåì âñåõ ýòèõ èçìåíåíèé áóäåò îáîñòðåíèå êàäðîâûõ ïðîáëåì â ñðåäíåé è âûñøåé
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øêîëå, êîòîðûå íåëüçÿ ðàçðåøèòü áåç ðåôîðìû êëàññè÷åñêîãî è ïåäàãîãè÷åñêîãî
óíèâåðñèòåòñêîãî îáðàçîâàíèÿ.

Çàêëþ÷åíèå

Ñôîðìóëèðóåì íàøè îñíîâíûå òåçèñû.
1. Ìàòåìàòèêå (êàê è äðóãèì ôóíäàìåíòàëüíûì íàóêàì) îòâåäåíà áîëüøàÿ

ñîöèàëüíàÿ ðîëü.
2. Ìàòåìàòèêà (êàê è äðóãèì ôóíäàìåíòàëüíûì íàóêàì) ýòó ðîëü íå èñïîë-

íÿåò.
3. Ïðè÷èíà � íèçêèé óðîâåíü ìàòåìàòè÷åñêîé êóëüòóðû ãðàæäàí è îáùåñòâà

â öåëîì.
4. Èç-çà òàêîãî íèçêîãî óðîâíÿ êóëüòóðû ó ïðåïîäàâàòåëåé íåò âîçìîæíîñòè

ïðåïîäàâàòü ìàòåìàòèêó, à ó ó÷àùèõñÿ íåò æåëàíèÿ åå èçó÷àòü. Ïîýòîìó èõ êóëüòóðà
è êóëüòóðà îáùåñòâà â öåëîì íå ïîâûøàåòñÿ. Êàê ðàçîðâàòü ýòîò ïîðî÷íûé êðóã?

Ìû ïðåäëàãàåì èçìåíèòü ñîäåðæàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí òàê, ÷òîáû
îñíîâíîå âðåìÿ â íèõ óäåëÿëîñü ìàòåìàòè÷åñêèì çíàíèÿì îá îêðóæàþùåì ìèðå è
óìåíèþ ðåøàòü îñíîâíûå èíòåëëåêòóàëüíûå çàäà÷è, âîçíèêàþùèå â îáûäåííîé æèç-
íè. Ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçäåëû åñòåñòâåííî íàçâàòü �Îáùàÿ ìàòåìàòèêà�, ò.å. ìàòå-
ìàòèêà äëÿ âñåõ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî íèêòî íå ñìîæåò ñêàçàòü, ÷òî òî, ÷òî ïðåïîäàþò,
åìó íå íóæíî, ïîñêîëüêó âîçðàæåíèå ïðåïîäàâàòåëÿ áóäåò èçâåñòíûì: áåç ýòîãî òû
íå òîëüêî íå áóäåøü òàêèì ãðàæäàíèíîì, êàêèì íàäëåæèò áûòü â XXI âåêå, íî äàæå
è ðàçóìíûì ñóùåñòâîì.
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ìîòèâàöèè ñòóäåíòîâ áóäóùèõ ïðåïîäàâàòåëåé ìàòåìàòèêè, è ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå
äàííûå ýêñïåðèìåíòàëüíîãî õàðàêòåðà. Âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî îáó÷àþùèåñÿ ñ áîëåå âûñî-
êèì óðîâíåì ðàçâèòèÿ ìîòèâèðóþòñÿ çà ñ÷åò ïåðñîíàëèçàöèè, à ñ áîëåå íèçêèì � çà
ñ÷åò ñàìîðåàëèçàöèè.
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SOME PSYCHOLOGY AND PEDAGOGICAL ASPECTS OF THE
TARGET IMPORTANCE OF MOTIVATION IN EDUCATIONAL AND

PROFESSIONAL ACTIVITY OF PUPILS OF AVERAGE AND HIGHEST
SCHOOLS

Abstract: In article theoretical aspects of various type of motivation of students
of future teachers of mathematics are discussed, and some data of experimental character
are provided. It becomes clear that trained with higher level of development are based
due to personalisation, and with lower � due to self-realization.

Keywords: educational activity, motivation, motives of training and doctrine,
motivational and valuable system.

Èçó÷åíèå ìîòèâàöèîííî-öåííîñòíîé ñèñòåìû ó÷àùèõñÿ êàê â ñèñòåìå îáùå-
ãî, òàê è â ñôåðå âûñøåãî ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ, îñîáåííî ïåäàãîãè÷åñêî-
ãî, ïðîäîëæàåò îñòàâàòüñÿ àêòóàëüíûì[1;2;3;5;6;8;12;15], ïîñêîëüêó ýôôåêòèâíîñòü
ñòàíîâëåíèÿ áóäóùèõ ïåäàãîãîâ (íàïðèìåð, ìàòåìàòèêè) îáóñëîâëåíà ñîîòâåòñòâèåì
ó÷åáíûõ ìîòèâîâ è àäåêâàòíûõ èì àêàäåìè÷åñêèõ öåííîñòåé [4;9].

Ïðè ðàññìîòðåíèè ñâÿçè îáó÷åíèÿ è ðàçâèòèÿ â ñîâìåñòíîé ó÷åáíîé äåÿòåëü-
íîñòè øêîëüíèêîâ èëè â ñèñòåìå ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ íåîáõîäèìî âû-
äåëÿòü íåêîòîðûå îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, ïîçâîëÿþùèå ðàçðàáàòûâàòü ñòðàòåãè÷åñêèå
ïëàíû ðàçâèòèÿ îáðàçîâàòåëüíûõ ñóáúåêòîâ. Èìåþòñÿ ââèäó: à) ïðîôåññèîíàëüíûå
è ëè÷íîñòíûå ðàçâèòèÿ â ñèñòåìå ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ, á) ñàìîðàçâèòèå â
ïðîôåññèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè, â) ðåôëåêñèÿ, ãëóáîêîå ïîíèìàíèå ñóùíîñòè è çíà-
÷åíèÿ ñâîåãî îáðàçîâàíèÿ, ñâîèõ ó÷åáíûõ äåéñòâèé è ò.ä.[11;12;13]. Èçó÷åíèþ ïðîáëå-
ìû ðàçâèòèÿ è ñàìîðàçâèòèÿ îòâîäèòñÿ âàæíîå ìåñòî â ñèñòåìå îáðàçîâàíèÿ. Ñàìî-
ðàçâèòèå - åñòü ñëîæíîå è èíâîëþöèîííî-ýâîëþöèîííîå ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå,
â õîäå êîòîðîãî ïðîèñõîäÿò ïðîãðåññèâíûå è ðåãðåññèâíûå èíòåëëåêòóàëüíûå, ëè÷-
íîñòíûå, ïîâåäåí÷åñêèå è äåÿòåëüíîñòíûå èçìåíåíèÿ â ñàìîì ñóáúåêòå. Ðàçâèòèå,
îñîáåííî ëè÷íîñòíîå, ïðîäîëæàåòñÿ äî ìîìåíòà ïðåêðàùåíèÿ ñàìîé æèçíè, ìåíÿÿñü
òîëüêî ïî íàïðàâëåíèþ èíòåíñèâíîñòè, õàðàêòåðó è êà÷åñòâó. Òàê êàê ïñèõèêà, ò.å.
âíóòðåííèé ìèð, ôîðìèðóåòñÿ è ðàçâèâàåòñÿ â àêòèâíîé äåÿòåëüíîñòè ÷åëîâåêà, òî
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî, â ÷àñòíîñòè, â ïîçíàâàòåëüíîé äåÿòåëüíîñòè åñòü ðåàëüíûå ðåñóðñû
äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïåòåíöèé.

Ñ. Ë. Ðóáèíøòåéí ïîíÿòèå äåÿòåëüíîñòè ôîðìóëèðóåò ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: ¾Ïîä äåÿòåëüíîñòüþ ïîíèìàþò àêòèâíîñòü ñóáúåêòà, íàïðàâëåííóþ íà èçìå-
íåíèå ìèðà, íà ïðîèçâîäñòâî èëè ïîðîæäåíèå îïðåäåëåííîãî îáúåêòèâíîãî ïðîäóê-
òà ìàòåðèàëüíîé è äóõîâíîé êóëüòóðû¿[14]. Îñíîâîïîëîæíèê òåîðèè äåÿòåëüíîñòè
À. Í. Ëåîíòüåâ â ñòðóêòóðå äåÿòåëüíîñòè âûäåëÿåò òðè çâåíà: à) ìîòèâàöèîííî-
îðèåíòèðîâî÷íîå, á) èñïîëíèòåëüíî-îïåðàöèîííîå, â) êîíòðîëüíî-îöåíî÷íîå. Ó÷åá-
íàÿ äåÿòåëüíîñòü âêëþ÷àåò â ñåáÿ ðàçíîîáðàçíûå êîìïîíåíòû. Ñðåäè íèõ òîëüêî
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êîìïîíåíò ìîòèâàöèè ïîêàçûâàåò è îïðåäåëÿåò îòíîøåíèå ñóáúåêòà ê ñâîåé äåÿ-
òåëüíîñòè, îòíîøåíèå ê ìèðó, ëþäÿì, ê ðàçíûì âîïðîñàì æèçíè.

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ðàçíîîáðàçíûå èíòåðåñû ó÷àùåãîñÿ, ñêëîííîñòè, ñàìîïîçíà-
íèå è ñàìîîöåíêà ìîãóò ôîðìèðîâàòüñÿ â ó÷åáíîé äåÿòåëüíîñòè, ñòàòü óñëîâèåì èñ-
ïîëíåíèÿ äàííîé äåÿòåëüíîñòè. Ïåðâûì ýëåìåíòîì ñòðóêòóðû ó÷åáíîé äåÿòåëüíî-
ñòè ÿâëÿåòñÿ ó÷åáíî-ïîçíàâàòåëüíûå ìîòèâû. Ìîòèâ � ýòî òî, ÷òî ïîáóæäàåò ÷åëî-
âåêà ê äåÿòåëüíîñòè è ñâÿçàíî ñ óäîâëåòâîðåíèåì îïðåäåëåííîé ïîòðåáíîñòè. Ìíî-
ãèå àâòîðû (À.Ê.Ìàðêîâà, Ë.Ì.Ôðèäìàí è äð.) ñâîèìè èññëåäîâàíèÿìè ïîäòâåð-
æäàþò, ÷òî èçó÷åíèå îñíîâíîãî âîïðîñà ìîòèâàöèè ïîêà íåóäîâëåòâîðèòåëüíî äëÿ
öåëîñòíîãî âîññîçäàíèÿ êàðòèíû ó÷åáíîé äåÿòåëüíîñòè, äëÿ ïîíèìàíèÿ âçàèìîñâÿ-
çè ñîñòàâíûõ ÷àñòåé. Ïî ìíåíèþ À.Ê.Ìàðêîâîé è Ë.Ì.Ôðèäìàíà ãëàâíîé ïñèõîëî-
ãè÷åñêîé ïðè÷èíîé íåóäîâëåòâîðèòåëüíîãî èçó÷åíèÿ ìîòèâàöèè ÿâëÿåòñÿ íå òîëü-
êî îòñóòñòâèå öåëîñòíîãî èññëåäîâàíèÿ ñîñòàâíûõ ÷àñòåé âìåñòå ñ èõ âîçìîæíû-
ìè ñâÿçÿìè è îòíîøåíèÿìè, íî è íåóäîâëåòâîðèòåëüíàÿ ñèñòåìà, õàðàêòåðèçóþùàÿ
ó÷åáíóþ äåÿòåëüíîñòü, íåñèñòåìàòèçèðîâàííîñòü ñòðóêòóðû äåÿòåëüíîñòè, íåâûäå-
ëåííîñòü âîçðàñòíûõ îñîáåííîñòåé. À.Ê.Ìàðêîâà îòìå÷àåò: ¾Íàñêîëüêî âçðîñëåå ðå-
áåíîê, íàñòîëüêî óñòîé÷èâåå åãî ìîòèâàöèîííàÿ ñôåðà, íî äàæå ó çðåëîãî ÷åëîâå-
êà ìîòèâàöèÿ ïðîäîëæàåò îñòàâàòüñÿ äèíàìè÷íûì îáðàçîâàíèåì. Äëÿ óñïåõà âñå-
ãî ó÷åáíî-âîñïèòàòåëüíîãî ïðîöåññà íåîáõîäèìî ó÷åñòü ñëîæíóþ ñòðóêòóðó ìîòè-
âàöèîííîé ñôåðû¿ [11, ñ.32] . Â ïñèõîëîãî-ïåäàãîãè÷åñêîé ëèòåðàòóðå óêàçûâàþòñÿ
ðàçíûå ïðè÷èíû ïîíèæåíèÿ ó÷åáíîé ìîòèâàöèè. Îäíà èç íèõ: åñëè ó÷åáíàÿ äåÿ-
òåëüíîñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïðîöåññ è ðåçóëüòàò âçàèìîâëèÿíèÿ îáó÷àþùèõ è
îáó÷àþùèõñÿ, òî ïðè÷èíà ïîíèæåíèÿ óðîâíÿ ìîòèâàöèè öåëèêîì çàâèñèò îò âçàèìî-
âëèÿþùèõ ñóáúåêòîâ.

Ñðåäè ïðè÷èí, ïîíèæàþùèõ ìîòèâàöèþ îáó÷àåìûõ, îòìå÷àþòñÿ : à) íåóìåíèå
îðãàíèçîâûâàòü ïðîäóêòèâíóþ ðàáîòó ñ èñòî÷íèêàìè èíôîðìàöèè (êíèãè, êàðòû è
ò.ä.), á) íåóìåíèå ñàìîñòîÿòåëüíî îðãàíèçîâûâàòü ñâîþ ñîçíàòåëüíóþ äåÿòåëüíîñòü,
â) íåïîëíîòà ïðîöåññà ôîðìèðîâàíèÿ ó÷åáíîé äåÿòåëüíîñòè [7;8], ã) îòñóòñòâèå ñâÿçè
ìåæäó ïðèîáðåòåííûìè ëè÷íîñòüþ çíàíèÿìè è ðåàëüíûì ìèðîì.

Èñõîäÿ èç íåîáõîäèìîñòè ôîðìóëèðîâêè ýìïèðè÷åñêèõ öåëåé èññëåäîâàíèÿ,
èç ñóùåñòâóþùèõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ â íàóêå ìíîãî÷èñëåííûõ îïðåäåëåíèé ìîòè-
âàöèè è ìîòèâàöèîííîé ñèñòåìû, ìû âûáðàëè ïîäõîäû À.Ðåàíà è ß.Êîëîìèíñêîãî
[13], Â.Ñ.Êàðàïåòÿíà [9, ñ.33-39]. Ïîñêîëüêó ó÷åáíàÿ ìîòèâàöèÿ îòíîñèòñÿ ê ìîòè-
âàöèîííîé ñôåðå ëè÷íîñòè, à ïîñëåäíÿÿ âîñïðèíèìàåòñÿ êàê ¾ñîâîêóïíîñòü ñòîéêèõ
ìîòèâîâ, èìåþùèõ îïðåäåëåííóþ èåðàðõèþ è âûðàæàþùèõ íàïðàâëåííîñòü ëè÷íî-
ñòè¿, òî ìîòèâ êàê âíóòðåííåå ïîáóæäåíèå ëè÷íîñòè ê äåÿòåëüíîñòè, êîììóíèêàöèè
è îïðåäåëåííîìó ïîâåäåíèþ, íàïðàâëåí íà óäîâëåòâîðåíèå êîíêðåòíûõ ïîòðåáíîñòåé
[5, ñ.56].

Àâòîðû ñ÷èòàþò, ÷òî â êà÷åñòâå ìîòèâîâ ìîãóò âûñòóïàòü èäåàëû, èíòåðåñû,
óáåæäåíèÿ, ñîöèàëüíûå óñòàíîâêè, öåííîñòè.

Ðîññèéñêèìè è àðìÿíñêèìè èñïîëíèòåëÿìè ïðîåêòà áûëà ðàçðàáîòàíà c ó÷å-
òîì [12], îòêîððåêòèðîâàíà è àïðîáèðîâàíà â Àðìÿíñêîì ãîñóäàðñòâåííîì ïåäàãî-
ãè÷åñêîì óíèâåðñèòåòå èìåíè Õ. Àáîâÿíà ìåòîäèêà ¾Ìîòèâàöèÿ ó÷åíèÿ ñòóäåíòîâ
ïåäàãîãè÷åñêèõ âóçîâ¿.

Àíàëèç äàííûõ, ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ýòîé ìåòîäèêè ïîêà-
çàë, ÷òî ñðåäíèå àðèôìåòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè ìîòèâîâ ó÷åíèÿ ñòóäåíòîâ 1-ãî êóðñà
åñòåñòâåííîíàó÷íîãî ïîòîêà ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî ïðåâàëèðóþò âíåøíèå ìî-
òèâû ïîñòóïëåíèÿ â âóç ïî ñðàâíåíèþ ñ ðåàëüíî äåéñòâóþùèìè ìîòèâàìè ó÷åíèÿ
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è ïðîôåññèîíàëüíûìè ìîòèâàìè (ñì. òàáë.1) (ñîîòâåòñòâåííî ïîêàçàòåëè 29,4; 25,4;
24,9.).

Òàáëèöà 1. Ñðåäíèå àðèôìåòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè äèíàìèêè ìîòèâîâ ó÷åíèÿ
ñòóäåíòîâ 1-4-õ êóðñîâ åñòåñòâåííîíàó÷íîãî ïîòîêà

Ìîòèâû,
êóðñû

Âíóòð.
ïî-
ñòóïë.
âóçà

Âíóòð.
ðåàëü-
íûå
äåéñòâ.
ìîòèâû
ó÷åíèÿ

Âíóòð.
ïðî-
ôåññ.

Âíåøí.
ïî-
ñòóïë. â
âóç

Âíåøí.
ðåàëü-
íûå
äåéñòâ.
ìîòèâû
ó÷åíèÿ

Âíåøí.
ïðî-
ôåññ.

Åñòâåííî-
íàó÷.
1 êóðñ

23 21.6 18 29.4 25.4 24.9

Åñòâåííî-
íàó÷.
2 êóðñ

21 24.9 22.8 24.5 24.5 27.8

Åñòâåííî-
íàó÷.
3 êóðñ

17.9 22.5 20.8 25 25 28.2

Åñòâåííî-
íàó÷.
4 êóðñ

18.4 22.5 21.4 24.3 24.3 25.8

Ôàêòè÷åñêè ìîòèâû Âíåøíåãî áëîêà äîìèíèðóþò íàä ìîòèâàìè âíóòðåííåãî
áëîêà, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ó÷åáíûé ïðîöåññ íà ïåðâîì êóðñå îáóñëîâëåí
ãëàâíûì îáðàçîì óçêî ñîöèàëüíûìè, ïîçèöèîííûìè ìîòèâàìè. Â îòëè÷èå îò âíåøíèõ
ìîòèâîâ, âíóòðåííèå ìîòèâû èìåþò ïîêàçàòåëè ñðåäíåé âûðàæåííîñòè, ÷òî ïîçâî-
ëÿåò ïðåäïîëîæèòü ñëàáóþ çàèíòåðåñîâàííîñòü ïåðâîêóðñíèêîâ ó÷åáíûì ïðîöåññîì
êàê òàêîâûì è ïðîôåññèåé ïåäàãîãà. Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî è âî âíåøíåì, è âî âíóòðåí-
íåì áëîêå ìîòèâîâ äîìèíèðóþò ìîòèâû ïîñòóïëåíèÿ â âóç. Èñõîäÿ èç ïîëó÷åííûõ
ñðåäíèõ äàííûõ, ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ÷òî íà ïðîòÿæåíèè âñåé ó÷åáû âíåøíèå ìîòè-
âû ïðåâàëèðóþò íàä âíóòðåííèìè. Ôàêòè÷åñêè, âíåøíèå ìîòèâû ïîñòóïëåíèÿ â âóç
íà ïåðâîì êóðñå ïðåäîïðåäåëèëè íàïðàâëåííîñòü ó÷åáíûõ ìîòèâîâ íà ïîñëåäóþùèõ
êóðñàõ, ò.å. ó÷åáíûé ïðîöåññ ó÷àùèõñÿ ãëàâíûì îáðàçîì áûë îáóñëîâëåí âíåøíèìè
ìîòèâàìè, òàêèìè êàê ñòàòóñ ñòóäåíòà, ñòóäåí÷åñêàÿ æèçíü, îáùåíèå.

Ýòî çàêîíîìåðíî äëÿ ñòóäåíòîâ ïåðâîãî êóðñà è îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ñðå-
äè îáó÷àþùèõñÿ íàèáîëåå àêòóàëåí ôàêò ïîñòóïëåíèÿ â âóç. Ñðåäè ïåðâîêóðñíè-
êîâ ñëàáî âûðàæåííûå ìîòèâû íå âûÿâëåíû. Â ðåçóëüòàòå êîððåëÿöèîííîãî àíàëèçà
ìîòèâîâ ó÷åíèÿ è îáðàçîâàòåëüíûõ öåííîñòåé ïåðâîêóðñíèêîâ åñòåñòâåííîíàó÷íîãî
ïîòîêà áûëè âûÿâëåíû ñëåäóþùèå ñâÿçè: ïîëîæèòåëüíàÿ ñâÿçü óìåðåííîé òåñíîòû
îáíàðóæåíà ìåæäó âíóòðåííèìè ïðîôåññèîíàëüíûìè ìîòèâàìè (r = 0,43 ), âíóò-
ðåííèìè ðåàëüíî äåéñòâóþùèìè ìîòèâàìè ó÷åíèÿ (r = 0,44) è ïåðåìåííîé ¾òðåòüÿ
ëè÷íîñòü êàê öåííîñòü¿, à òàêæå ìåæäó âíóòðåííèìè ïðîôåññèîíàëüíûìè ìîòèâàìè
è ïåðåìåííîé ¾îòâåòñòâåííîñòü êàê öåííîñòü¿ (r = 0,45). Íàëè÷èå òàêèõ ñâÿçåé íàì
êàæåòñÿ çàêîíîìåðíûì, ïîñêîëüêó ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ÷åëîâåêà, âûáðàâøåãî
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ïðîôåññèþ ïåäàãîãà, îòíîøåíèÿ ¾÷åëîâåê-÷åëîâåê¿ äîëæíû áûòü çíà÷èìû. Êîððå-
ëÿöèîííàÿ ñâÿçü ñóùåñòâóåò êàê ìåæäó âíåøíèìè ìîòèâàìè ïîñòóïëåíèè â âóç(r=
0,48), âíåøíèìè ðåàëüíî äåéñòâóþùèìè ìîòèâàìè ó÷åíèÿ (r = 0,31) è ïåðåìåííûì
¾îáùåñòâåííî-ïîëåçíûé òðóä êàê öåííîñòü¿,òàê è ìåæäó âíåøíèìè ðåàëüíî äåéñòâó-
þùèìè ìîòèâàìè ó÷åíèÿ è ïåðåìåííîé ¾òðåòüÿ ëè÷íîñòü êàê öåííîñòü ¿(r = 0,49).

Èñïîëíèòåëüíî-îïeðàöèîííîå çâåíî îñóùåñòâëÿåòñÿ â ôîðìå äåéñòâèé èëè öå-
ïè äåéñòâèé. Äåéñòâèå, èìåÿ îïðåäåëåííóþ öåëü, îñóùåñòâëÿåòñÿ ðàçíûìè ñïîñî-
áàìè â çàâèñèìîñòè îò óñëîâèé, â êîòîðûõ ýòî äåéñòâèå ñîâåðøàåòñÿ. Ýòè ñïîñîáû
îñóùåñòâëåíèÿ äåéñòâèé íàçûâàþò îïåðàöèÿìè.

Ó÷åáíàÿ äåÿòåëüíîñòü èìååò ñâîè ñïåöèôè÷åñêèå îñîáåííîñòè.
Âî-ïåðâûõ, ó÷åáíàÿ äåÿòåëüíîñòü ó÷àùèõñÿ íàïðàâëåííàÿ íà óñâîåíèå è ïðè-

ìåíåíèå çíàíèé, äîëæíà çàâåðøàòüñÿ íå ñòàíîâëåíèåì óìñòâåííûõ äåéñòâèé, à ðåà-
ëèçàöèé ýòîãî äåéñòâèÿ â ïðàêòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè.

Âî-âòîðûõ, â æèçíè äåÿòåëüíîñòü ïîáóæäàåòñÿ ôàêòè÷åñêè íå îäíèì ìîòèâîì,
à íåñêîëüêèìè è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öåïü êàêèõ-òî äåéñòâèé.

Â-òðåòüèõ, ôîðìèðîâàíèå ó ó÷àùèõñÿ îñíîâíûõ äåéñòâèé ñòðîèòñÿ â ïðîöåññå
îáó÷åíèÿ êàê äâèæåíèå ïî ñïèðàëè. Ñîãëàñíî ýòîìó ïîëîæåíèþ, äåéñòâèå â ó÷åáíîì
ïðîöåññå ìîæåò ñòàòü äåÿòåëüíîñòüþ íà ñëåäóþùåì ýòàïå îáó÷åíèÿ.

Ñëîæèâøàÿñÿ ïðàêòèêà ïðåäìåòíîãî îáó÷åíèÿ â ïåäàãîãè÷åñêèõ ó÷åáíûõ
çàâåäåíèÿõ îòðàæàåò îáúåêòèâíóþ íåîáõîäèìîñòü äèôôåðåíöèàöèè ñîöèàëüíî-
ïåäàãîãè÷åñêîãî çíàíèÿ, ñïîñîáñòâóåò óãëóáëåíèþ ïðîôåññèîíàëüíîé ïîäãîòîâêè ïå-
äàãîãîâ[2].

Âêëþ÷àÿ îáó÷àþùèõñÿ â ïðîöåññ ïåðñîíàëèçàöèè è ñàìîðåàëèçàöèè, ïåäàãîã
ïîáóæäàåò èõ ê íåïðîèçâîëüíîé, íî àêòèâíîé ìûñëèòåëüíîé äåÿòåëüíîñòè. Èññëåäî-
âàíèÿ Ä.Á. Ýëúêîíèíà è Â.Â. Äàâûäîâà ïîêàçàëè, ÷òî åñëè â ãðóïïó ñîöèàëüíîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ âõîäÿò îáó÷àþùèåñÿ ñ ðàçíûì óðîâíåì ðàçâèòèÿ, íî òàê, ÷òîáû ýòè
óðîâíè íå îòëè÷àëèñü áîëüøå ÷åì íà îäèí øàã äðóã îò äðóãà, òî ýòî ñïîñîáñòâóåò èõ
ðàçâèòèþ. Ïðè ýòîì îáó÷àþùèåñÿ ñ áîëåå âûñîêèì óðîâíåì ðàçâèòèÿ ìîòèâèðóþòñÿ
çà ñ÷åò ïåðñîíàëèçàöèè, à ñ áîëåå íèçêèì � çà ñ÷åò ñàìîðåàëèçàöèè.

Ðàññìîòðåííûå ïñèõîëîãî-ïåäàãîãè÷åñêèå àñïåêòû öåëåâîé çíà÷èìîñòè ìîòè-
âàöèè â ó÷åáíîé è ïðîôåññèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè ó÷àùèõñÿ è àíàëèç äàííûõ ýêñ-
ïåðèìåíòà, ïðîâåäåííîãî ïî îïðåäåëåííîé ìåòîäèêå â Àðìÿíñêîì ïåäàãîãè÷åñêîì
óíèâåðñèòåòå, íàãëÿäíî âûÿâèëè íåîáõîäèìîñòü ïîèñêà ïóòåé ïîâûøåíèÿ :

- âíóòðåííåé ìîòèâàöèè ó÷àùèõñÿ ê ó÷åáíîé äåÿòåëüíîñòè â öåëîì è ê èçó÷å-
íèþ ìàòåìàòèêè â ÷àñòíîñòè;

- âíåøíåé ìîòèâàöèè ïðè èñïîëüçîâàíèè âñåõ âîçìîæíûõ ðåñóðñîâ îáùåñòâà
(ãîñóäàðñòâî, ÑÌÈ, áèçíåñ, ñåìüÿ), ñïîñîáñòâóþùèõ ðàçâèòèþ èíòåðåñà ó÷àùèõñÿ ê
ïîëó÷åíèþ ñðåäíåãî è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ è ê çíà÷èìîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðà-
çîâàíèÿ íà âñåõ óðîâíÿõ îáó÷åíèÿ.

Íåêîòîðûå ïóòè ïîâûøåíèÿ ìîòèâàöèè ê èçó÷åíèþ ìàòåìàòèêè â ñîâðåìåííîì
îáùåñòâå íàìå÷åíû â ðàáîòå [6].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÃÍÔ, ïðîåêò � 14-26-20004.

Ëèòåðàòóðà

1. Àñååâ Â.Ã. Ìîòèâàöèÿ è ôîðìèðîâàíèå ëè÷íîñòè. - Ì: Ìûñëü, 392 ñ

308



Ñåêöèÿ 8. Ïóòè ïîâûøåíèÿ ìîòèâàöèè ê èçó÷åíèþ ìàòåìàòèêè è åñòåñòâåííûõ íàóê

2. Ðîçàíîâà Ñ.À., Ñàíèíà Å.È. Ìîòèâàöèÿ êàê öåëåâàÿ îðèåíòàöèÿ ïîâûøåíèÿ
èíòåðåñà ê ìàòåìàòèêå â ñîâðåìåííîì îáùåñòâå, Òåçèñû è òåêñòû äîêëàäîâ Ìåæäó-
íàðîäíîé êîíôåðåíöèè 15-18 äåêàáðÿ 2014ã., ¾Áåñêîíå÷íîìåðíûé àíàëèç, ñòîõàñòèêà,
ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå: íîâûå çàäà÷è è ìåòîäû. Ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî
è åñòåñòâåííîíàó÷íîãî îáðàçîâàíèÿ¿, Ìîñêâà, ÐÓÄÍ, ñ. 368-372.

3. Âûãîòñêèé Ë. Ñ., Ïåäàãîãè÷åñêàÿ ïñèõîëîãèÿ.� Ì., 1991.- 480 ñ.
4. Ãóñåâ Â. À., Ïñèõîëîãî-ïåäàãîãè÷åñêèå îñíîâû îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå.� Ì.,

2003
5. Äàâûäîâ Â. Â., Òåîðèÿ ðàçâèâàþùåãî îáó÷åíèÿ.� Ì., 1996.- 544ñ.
6. Ðîçàíîâà Ñ.À. Ïðîáëåìà ðàçâèòèÿ ìîòèâàöèè ê èçó÷åíèþ ìàòåìàòèêè â ñî-

âðåìåííîì îáùåñòâå è íåêîòîðûå ïóòè åå ðåøåíèÿ. Òåçèñû è òåêñòû äîêëàäîâ Ìåæ-
äóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè 15-18 äåêàáðÿ 2014 ã. ¾Áåñêîíå÷íîìåðíûé àíàëèç, ñòîõà-
ñòèêà ,ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå: íîâûå çàäà÷è è ìåòîäû. Ïðîáëåìû ìàòåìà-
òè÷åñêîãî è åñòåñòâåííîíàó÷íîãî îáðàçîâàíèÿ¿,Ìîñêâà.ÐÓÄÍ,ñ.353-363.

7. Êàðàïåòÿí Â.Ñ., Ìîòèâàöèÿ â ñòðóêòóðå ó÷åáíîé äåÿòåëüíîñòè, ïóòè åå ôîð-
ìèðîâàíèÿ, Òðóäû ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè, 24-29 ìàðòà 2014ã, Öàõêàä-
çîð - 2014, ñ.152-156

8. Êàðàïåòÿí Â.Ñ, Êåëîÿí Ì.À., Ñîîòíîøåíèå ó÷åáíîé ìîòèâàöèè è îáðàçîâà-
òåëüíûõ öåííîñòåé â åñòåñòâåííîíàó÷íûõ ïîòîêàõ âûñøåãî ïåäàãîãè÷åñêîãî îáðàçî-
âàíèÿ //Universum: Ïñèõîëîãèÿ è îáðàçîâàíèå: ýëåêòðîí. íàó÷í. æóðí. 2014, �5-6(6).
URL: http://7universum.com/ru/psy/archive/item/1378

9. Êàðàïåòÿí Â.Ñ., Ïñèõîëîãè÷åñêèå ïðîáëåìû îâëàäåíèÿ çíàêîâî-
ñèìâîëè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòüþ, Òáèëèñè: Ìåöíèåðåáà, 2001. � 91 ñ.

10. Êîâàëåâ Â. È., Ìîòèâû ïîâåäåíèÿ è äåÿòåëüíîñòè. � Ì.: Íàóêà, 1988. � 192
ñ.

11. Ìàðêîâà À. Ê., Ìàòèñ Ò. À., Îðëîâ À.Á. Ôîðìèðîâàíèå ìîòèâàöèè ó÷åíèÿ.
- Ì., Ïåäàãîãèêà, 1983.-64 ñ.

12. Ïàêóëèíà Ñ.À., Êåòüêî Ñ.Ì. Ìåòîäèêà äèàãíîñòèêè ìîòèâàöèè ó÷åíèÿ
ñòóäåíòîâ ïåäàãîãè÷åñêîãî âóçà// Ïñèõîëîãè÷åñêàÿ íàóêà è îáðàçîâàíèå. � 2010. �
� 1. Ýëåêòðîííûé æóðíàë ¾Ïñèõîëîãè÷åñêàÿ íàóêà è îáðàçîâàíèå¿ www.psyedu.ru
/ ISSN: 2074-5885

13. Ðåàí À.À., Êîëîìèíñêèé ß.Ë. Ñîöèàëüíàÿ ïåäàãîãè÷åñêàÿ ïñèõîëîãèÿ. �
ÑÏÁ.: Ïèòåð Êîì, 1999. � 416 ñ.

14. Ðóáèíøòåéí Ñ. Ë., Îñíîâû îáùåé ïñèõîëîãèè: Ïèòåð, 2009, 592 ñ.
15. Ùóêèíà Ã.È. Àêòèâèçàöèÿ ïîçíàâàòåëüíîé äåÿòåëüíîñòè ó÷àùèõñÿ â ó÷åá-

íîì ïðîöåññå, Ó÷åá. ïîñîáèå. - Ì.: Ïðîñâåùåíèå, 1979. - 160 ñ.

Î ÏÐÎÃÐÀÌÌÅ È ÍÎÂÛÕ ÔÎÐÌÀÕ ÎÐÃÀÍÈÇÀÖÈÈ
ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÊÐÓÆÊÀ, ÍÀÏÐÀÂËÅÍÍÛÕ ÍÀ
ÐÀÇÂÈÒÈÅ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÏÎÑÎÁÍÎÑÒÅÉ

ÎÁÓ×ÀÞÙÈÕÑß

Ì.À. Ìêðò÷ÿí1, Ò.À. Êóçíåöîâà2

1Ìèíèñòåðñòâî îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÀ, Åðåâàí, Àðìåíèÿ
2ÌÃÒÓ ÌÈÐÝÀ, Ìîñêâà, Ðîññèÿ

e-mail: 1acf2004@yandex.ru, 2kuzta@yandex.ru

309



Ñåêöèÿ 8. Ïóòè ïîâûøåíèÿ ìîòèâàöèè ê èçó÷åíèþ ìàòåìàòèêè è åñòåñòâåííûõ íàóê

Àííîòàöèÿ: Ïðåäëàãàåòñÿ êîíöåïöèÿ îðãàíèçàöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî êðóæêà
ñ ðàçíîâîçðàñòíûì ñîñòàâîì ó÷àùèõñÿ è ñ ó÷¼òîì èõ èíäèâèäóàëüíûõ îñîáåííîñòåé.
Êîíöåïöèÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïðîãðàììó è ôîðìó îðãàíèçàöèè ó÷åíîãî ïðîöåññà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàçâèòèå ñïîñîáíîñòåé, èíäèâèäóàëüíûå îñîáåííîñòè, ðàçíî-
âîçðàñòíûé ñîñòàâ.

ABOUT THE PROGRAM AND NEW FORMS OF ORGANIZATIONS OF
MATHEMATICAL CIRCLE, DIRECTED ON THE DEVELOPMENT OF

MATHEMATICAL CHARACTERISTICS OF THE STUDENTS

Abstract: Concept of organizations of mathematical circle with a compound of
students of various ages and individual characteristics is o�ered. The concept includes
program and form of the organization of the scienti�c process.

Keywords: development of abilities, individual characteristics, compound of
various ages.

Âîïðîñàìè ðàçâèòèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñïîñîáíîñòåé äåòåé çàíèìàëèñü ìíîãèå
ó÷¼íûå � òåîðåòèêè è ïðàêòèêè. Îçíàêîìèòüñÿ ñ òàêèìè ðàáîòàìè ìîæíî, íàïðèìåð,
ïî êíèãàì [1-4] è äð.

Äàííàÿ îáðàçîâàòåëüíàÿ ïðîãðàììà êðóæêà ¾Çàíèìàòåëüíàÿ ìàòåìàòèêà.
Òâîð÷åñêîå ðàçâèòèå¿, ðàçðàáîòàííàÿ ñîâìåñòíî ðîññèéñêèìè è àðìÿíñêèìè èñïîë-
íèòåëÿìè ïðîåêòà ÐÃÍÔ � 14-26-20004, îòíîñèòñÿ ê åñòåñòâåííîíàó÷íîé íàïðàâëåí-
íîñòè è îðèåíòèðîâàíà íà ôîðìèðîâàíèå â ñèñòåìå äîïîëíèòåëüíîãî îáðàçîâàíèÿ
äåòåé èíòåðåñà ê ìàòåìàòèêå. Ïðîãðàììà ðåàëèçóåò îäíî èç îñíîâíûõ êîíöåïòóàëü-
íûõ ïîëîæåíèé - ðàçâèòèå òâîð÷åñêîãî ìûøëåíèÿ ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòèêè ñ ðàííåãî
âîçðàñòà [5,6].

Ïðåäëàãàåòñÿ íîâàÿ ôîðìà îðãàíèçàöèè çàíÿòèé êðóæêà ñ ðàçíîâîçðàñòíûì
ñîñòàâîì ó÷àùèõñÿ. Êðóæîê ôóíêöèîíèðóåò íåïðåðûâíî. Òå ó÷åíèêè, êîòîðûå âû-
ïîëíèëè ïðîãðàììó, âûõîäÿò èç ñîñòàâà êðóæêà. Íîâûå ó÷åíèêè ìîãóò ïîäêëþ÷èòü-
ñÿ ê ðàáîòå êðóæêà â ëþáîå âðåìÿ ó÷åáíîãî ãîäà.

Öåëü.
Ñïîñîáñòâîâàòü ðàçâèòèþ èíòåðåñà ê ìàòåìàòèêå, ðàçâèòèþ ìîòèâàöèè ê èçó-

÷åíèþ ìàòåìàòèêè, ðàçâèòèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñïîñîáíîñòåé ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû
íåñòàíäàðòíûõ çàíèìàòåëüíûõ çàäà÷.

Çàäà÷è ïðîãðàììû.
- Ïîïûòàòüñÿ ñäåëàòü çàíÿòèÿ ìàòåìàòèêîé èíòåðåñíûìè è ïîçíàâàòåëüíûìè.
- Ó÷èòü ïîíèìàòü óñëîâèÿ çàäà÷ (÷òî èçâåñòíî â çàäà÷å è ÷òî òðåáóåòñÿ îïðå-

äåëèòü), â ÷àñòíîñòè, çàäà÷ ñ ÿðêèìè è îðèãèíàëüíûìè ñþæåòàìè.
- Ó÷èòü íàâûêàì ñàìîñòîÿòåëüíîãî ïîèñêà ðåøåíèé ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷.
- Ïîêàçàòü ðàçíîîáðàçèå ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷.
- Ôîðìèðîâàòü òðóäîëþáèå è óïîðñòâî ïðè ðåøåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷.
- Ðàçâèâàòü àêêóðàòíîñòü è îòâåòñòâåííîñòü çà êîíå÷íûé ðåçóëüòàò ïðè ðåøå-

íèè ëþáûõ çàäà÷.
- Ôîðìèðîâàòü íàâûêè êîëëåêòèâíîé ðàáîòû è äóõ ñîïåðíè÷åñòâà, ñîñòÿçà-

òåëüíîñòè.
Âèäû çàäà÷.
Îáó÷àþùèå:
- çíàêîìñòâî ñ èñòîðèåé âîçíèêíîâåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷;
- çíàêîìñòâî ñ èñòîðè÷åñêîé òåðìèíîëîãèåé;
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- îáó÷åíèå íàâûêàì è óìåíèÿì èñïîëüçîâàíèÿ óñëîâèé çàäà÷è, îòêðûòûõ è
çàìàñêèðîâàííûõ;

- îâëàäåíèå óìåíèåì ðàáîòàòü ñ ðàçëè÷íûìè âèäàìè èíôîðìàöèè, â òîì ÷èñëå
ãðàôè÷åñêîé, òåêñòîâîé.

Ðàçâèâàþùèå:
- ðàñøèðåíèå êðóãîçîðà íà èñòîðèè ðàçâèòèÿ ìàòåìàòèêè è íà áèîãðàôè÷å-

ñêèõ äàííûõ ìàòåìàòèêîâ;
- ðàñøèðåíèå ïðåäñòàâëåíèé ó îáó÷àþùèõñÿ î ïîñòàíîâêå çàäà÷;
- ðàçâèòèå ìåæïðåäìåòíûõ ñâÿçåé, ðàçâèòèå ïðîñòðàíñòâåííîãî âîîáðàæåíèÿ,

ëîãè÷åñêîãî è âèçóàëüíîãî ìûøëåíèÿ;
- ðàçâèòèå ìåëêîé ìîòîðèêè ðóê (óçëû â ìàòåìàòèêå);
- ðàçâèòèå ðå÷åâîãî àïïàðàòà, çíàíèé î ïðîôåññèÿõ;
- ôîðìèðîâàíèå óñòîé÷èâîãî èíòåðåñà ê ïîçíàâàòåëüíîìó òâîð÷åñòâó;
- ðàçâèòèå òâîð÷åñêîé èíèöèàòèâû îáó÷àþùèõñÿ: ñàìîñòîÿòåëüíûé âûáîð ìå-

òîäîâ ðåøåíèÿ, ñðåäñòâ è ñïîñîáîâ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ;
- ðàçâèòèå ÷óâñòâà ïðåêðàñíîãî â ìàòåìàòèêå.
Âîñïèòàòåëüíûå:
- ñîäåéñòâèå â áóäóùåì ïðîôåññèîíàëüíîìó ñàìîîïðåäåëåíèþ îáó÷àþùèõñÿ;
- ðàñêðûòèå âîñïèòàòåëüíûõ âîçìîæíîñòåé ìàòåìàòè÷åñêîãî òâîð÷åñòâà;
- âîñïèòàíèå èíôîðìàöèîííîé ïîòðåáíîñòè;
- ðàçâèòèå êóëüòóðû îáùåíèÿ;
- ðàçâèòèå òâîð÷åñêè àêòèâíîé ëè÷íîñòè;
- ôîðìèðîâàíèå ãðàæäàíñòâåííîñòè è ïàòðèîòèçìà;
- ôîðìèðîâàíèå àêòèâíîé æèçíåííîé ïîçèöèè.
Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ïðîãðàììû ¾Çàíèìàòåëüíàÿ ìàòåìàòèêà.

Òâîð÷åñêîå ðàçâèòèå¿ ÿâëÿåòñÿ å¼ óíèâåðñàëüíàÿ íàïðàâëåííîñòü:
- ðàçâèòü ìàòåìàòè÷åñêèå ñïîñîáíîñòè;
- ïðèîáùèòü îáó÷àþùèõñÿ ê èñïîëüçîâàíèþ êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé;
- ïðèâèòü óìåíèÿ îñâàèâàòü íîâûé ìàòåðèàë;
- ôîðìèðîâàòü ÷åñòíîñòü è õîðîøèé ýñòåòè÷åñêèé âêóñ;
- ôîðìèðîâàòü è ðàçâèòü óñòîé÷èâûé èíòåðåñ ê ñàìîîáðàçîâàíèþ;
- âûÿâèòü ëè÷íîñòíûé òâîð÷åñêèé ïîòåíöèàë.
Äàííàÿ ïðîãðàììà ðàññ÷èòàíà íà ðàáîòó ñ äåòüìè îò 8 äî 14 ëåò.

Ñîäåðæàíèå ïðîãðàììû

1. Ëîãèêà è çàáàâíûå ëîãè÷åñêèå çàäà÷è. (10 ÷.)
Çàäà÷è, ïðè ðåøåíèè êîòîðûõ îïðåäåëÿþùèì ôàêòîðîì ÿâëÿåòñÿ îáíàðóæå-

íèå ñâÿçåé ìåæäó äàííûìè çàäà÷è è èõ àíàëèç, ïðè ýòîì, ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ
ôîðìóëèðîâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñóæäåíèé, à ëþáûå âû÷èñëåíèÿ è ïîñòðîåíèÿ
èãðàþò âñïîìîãàòåëüíóþ ðîëü èëè ñîâñåì îòñóòñòâóþò.

2. Çàíèìàòåëüíûå çàäà÷è è ðàçâèòèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ñïîñîáíîñòåé. (10 ÷.)
Çàíèìàòåëüíûå çàäà÷è ïîëåçíû òåì, ÷òî èìè ìîæíî óâëå÷ü è çàèíòåðåñîâàòü

äåòåé íà äëèòåëüíûé ïåðèîä. Ðàçìûøëåíèÿ ìîãóò ïðîäîëæàòüñÿ äîìà ñ ðîäèòåëÿìè,
ïî ïóòè â øêîëó èëè íà ñïåöèàëüíîì êîíêóðñå, íà øêîëüíîì ïðàçäíèêå. Âàæíî òî,
÷òî âîçìîæíû íåêîòîðûå íàì¼êè, ìàëåíüêèå ïîäñêàçêè è äàæå óêàçàíèÿ.

3. Ìàòåìàòèêà áåç âû÷èñëåíèé. Ðàññóæäåíèÿ, òàáëèöû, ãðàôû. (8 ÷.)
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Çàòåéíûå çàäà÷è âûçûâàþò èíòåðåñ, ëþáîïûòñòâî, ñîçäàþò çàòðóäíåíèÿ. Íî
÷àñòî èõ ðåøåíèÿ íàõîäÿòñÿ áåç âû÷èñëåíèé, ñ ïîìîùüþ ðàññóæäåíèé, òàáëèö è
ãðàôîâ.

4. Ðàçâèòèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ñïîñîáíîñòåé ó÷àùèõñÿ íà çàäà÷àõ ãåîìåòðèè
(24÷.):

à. ãåîìåòðè÷åñêîå çðåíèå,
á. çàäà÷è íà ðàçðåçàíèå ôèãóð,
â. àíàëèòèêî-ñèíòåòè÷åñêèå ìåòîäû ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñî ñïè÷êàìè. êîðàáëÿ

èëè ñàìîë¼òà è ò. ï.).
5. Ðàçâèòèå ìîòèâàöèè ê èçó÷åíèþ êóðñà ãåîìåòðèè (24 ÷.).
Íà ñïåöèàëüíî ïîäîáðàííîì ãåîìåòðè÷åñêîì ìàòåðèàëå, èíòåðåñíûõ çàäà÷àõ

ôîðìèðóåòñÿ ñòðåìëåíèå ïîíÿòü âàæíåéøèå ïîëîæåíèÿ (îïðåäåëåíèÿ, àêñèîìû, ïðà-
âèëà, ïîñòóëàòû), ôîðìèðóåòñÿ ïîíèìàíèå íåîáõîäèìîñòè äîêàçàòåëüñòâ. ×òî îòëè-
÷àåò ìàòåìàòèêó îò ìíîãèõ äðóãèõ ïðåäìåòîâ.

à. çàäà÷è ïî òåìå ¾òî÷êè è ïðÿìûå¿,
á. êîìïëåêñíûå òâîð÷åñêèå çàäà÷è,
â. ðàñïðåäåëåíèå äåðåâüåâ, öâåòîâ, ìîíåò.
6. Ïðîáëåìíûå çàäàíèÿ: ¾òð¼õòî÷å÷íèêè¿, ¾÷åòûð¼õòî÷å÷íèêè¿, èãðû ñ

øàøêàìè (10 ÷.).
Ïðîãðàììîé ïðåäóñìàòðèâàþòñÿ ïîñòàíîâêà ïðîáëåìíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ çà-

äàíèé. Ýòî ïðåäïîëàãàåò òàêóþ îðãàíèçàöèþ ó÷åáíûõ çàíÿòèé, êîòîðàÿ ñîçäà¼ò ïîä
ðóêîâîäñòâîì ïåäàãîãà ñèòóàöèþ àêòèâíîé ñàìîñòîÿòåëüíîé äåÿòåëüíîñòè ó÷àùèõñÿ
ïî ïîèñêó ðåøåíèÿ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî è ïðîèñõîäèò òâîð÷åñêîå îâëàäåíèå çíàíèÿìè,
óìåíèÿìè, íàâûêàìè.

7. Çàäà÷è íà ïðîñòðàíñòâåííîå âîîáðàæåíèå. Ðàçáèåíèå ïëîñêîñòè è ïðî-
ñòðàíñòâà. Ñòðàòåãèè ïîèñêà ðåøåíèé èññëåäîâàòåëüñêèõ çàäà÷. (10 ÷.)

Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è â ïðîãðàììå íàöåëåíû íà äîáûâàíèå çíàíèé ÷åðåç
ó÷åáíóþ äåÿòåëüíîñòü è ðàçâèòèå ìûøëåíèÿ. Ïëàíèðóþòñÿ òàêèå çàäà÷è, ãäå âîç-
íèêàåò ïðîáëåìíàÿ ñèòóàöèÿ, ãäå íàëè÷íûõ çíàíèé íåäîñòàòî÷íî è íàäî èõ ëèáî
ïåðåîñìûñëèòü, ëèáî íàéòè íîâûå è ïðèìåíèòü â ñëîæèâøåéñÿ ñèòóàöèè.

8. Çàäà÷è ñ îðèãèíàëüíûì ñîäåðæàíèåì. Çàäà÷è, ñôîðìóëèðîâàííûå â îëèì-
ïèàäíîì ñòèëå. (16 ÷.)

Ïðîãðàììîé ïëàíèðóåòñÿ ïîñòàíîâêà è ðåøåíèå îëèìïèàäíûõ çàäà÷. Êàê ïðà-
âèëî, òàêèå çàäà÷è íå òðåáóåò çíàíèé, âûõîäÿùèõ çà ðàìêè øêîëüíîé ïðîãðàììû.
Íî îíè îáû÷íî ñôîðìóëèðîâàíû òàê, ÷òî íå ïðèíàäëåæàò íè ê îäíîìó èç ñòàíäàðò-
íûõ òèïîâ çàäà÷ øêîëüíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî êóðñà. Ïîýòîìó ðåøåíèå êàæäîé òàêîé
çàäà÷è òðåáóåò îñîáîãî ïîäõîäà, íàëè÷èå òâîð÷åñêîñòè, íåñòàíäàðòíîñòè ìûøëåíèÿ.
Ïðîãðàììà ïðåäóñìàòðèâàåò ôîðìèðîâàíèå èíòåðåñà ê ìàòåìàòèêå ïîñòàíîâêîé è
ðåøåíèåì ïðàêòè÷åñêè çíà÷èìûõ äëÿ øêîëüíèêà çàäà÷ (âû÷èñëèòü ïëîùàäü ó÷àñò-
êà ñëîæíîé ôîðìû, íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó äîìàìè, îáú¼ì çäàíèé è ò.ä.)

9. Ìàòåìàòèêà è ïîýçèÿ. Ìàòåìàòèêà è øàõìàòû. Ìàòåìàòèêà è ñîöè-
àëüíûå ïðîåêòû (14 ÷.)

ßçûê ìàòåìàòèêè - ÿçûê ðàññóæäåíèé è äîêàçàòåëüñòâ. Íî îçíà÷àåò ëè ýòî,
÷òî â ìàòåìàòèêå íå íàéäåòñÿ ìåñòà ëèðèêå? Íà ïðîãðàììíûõ çàíÿòèÿõ ïðèâîäÿòñÿ
èíòåðåñíûå êîíòðïðèìåðû. Ìàòåìàòè÷åñêèé ôåñòèâàëü. Ñîöèàëüíûé ïðîåêò: ¾Çäî-
ðîâüå â òâîèõ ðóêàõ. Î âðåäå êóðåíèÿ¿.

Òåõíîëîãèÿ ó÷åáíîãî ïðîöåññà ïî ìàòåìàòèêå ïî äàííîé ïðîãðàììå, àïðî-
áèðîâàííàÿ â òâîð÷åñêîì êðóæêå â Ðîññèè (Ìîñêâà), èçëîæåíà â [6].
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Òåõíîëîãèÿ ó÷åáíîãî ïðîöåññà, àïðîáèðîâàííàÿ â Àðìåíèè (Åðåâàí), îñíî-
âàíà íà èñïîëüçîâàíèè êîëëåêòèâíîé ôîðìû çàíÿòèé (îá îðãàíèçàöèè êîëëåêòèâíûõ
çàíÿòèé â ãðóïïå ñ ðàçíîâîçðàñòíûì ñîñòàâîì ó÷àùèõñÿ (ñì. [5] è ðèñ. 1).Çàíÿòèÿ
ïðîõîäÿò � 2 ðàçà â íåäåëþ ïî 2 ÷àñà. ×èñëåííîñòü îáó÷àþùèõñÿ â ãðóïïå äî 40 ÷åëî-
âåê. ×ëåíû êðóæêà âðåìåííî ðàñïðåäåëÿþòñÿ ïî ðàçíûì ïîäãðóïïàì, â çàâèñèìîñòè
îò îáðàçîâàòåëüíûõ çàäà÷. Ýòè ïîäãðóïïû ÿâëÿþòñÿ âðåìåííûìè êîîïåðàöèÿìè ó÷à-
ùèõñÿ. Â õîäå çàíÿòèé äåéñòâóþò íåñêîëüêî âðåìåííûõ êîîïåðàöèé, îòëè÷àþùèõñÿ
êàê îñâàèâàåìûìè òåìàìè, òàê è ìåòîäàìè ðàáîòû, è ÷èñëåííîñòüþ ñîñòàâà. Ïåðåõîä
ó÷àñòíèêîâ ó÷åáíîãî ïðîöåññà èç îäíîé âðåìåííîé êîîïåðàöèè â äðóãóþ êîîðäèíè-
ðóåòñÿ ïóëüòîì óïðàâëåíèÿ. Ïóëüò � ýòî ñïåöèàëüíî îòâåä¼ííîå ìåñòî, ãäå ðåøàþòñÿ
îðãàíèçàöèîííî óïðàâëåí÷åñêèå çàäà÷è. Êàæäûé ÷ëåí ó÷åáíîé ãðóïïû ðåàëèçèðó-
åò ñâîè ó÷åáíûå öåëè è çàäà÷è ñ ïîìîùüþ äðóãèõ ÷ëåíîâ ãðóïïû. Êàæäûé åñòü è
îáó÷àåìûé, è îáó÷àþùèé, è îðãàíèçàòîð ó÷åáíîãî ïðîöåññà. Ó÷åáíàÿ ãðóïïà ïî ñïî-
ñîáó îðãàíèçàöèè ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ó÷èòåëüñêî-ó÷åíè÷åñêèì ñàìîîáåñïå÷èâàþùèìñÿ
è ñàìîóïðàâëÿþùèìñÿ êîëëåêòèâîì.

Ðèñ. 1. Îáùàÿ ñõåìà êîëëåêòèâíûõ ó÷åáíûõ çàíÿòèé

Îæèäàåìûå ðåçóëüòàòû

Ïðîãðàììà äëÿ êàæäîãî ó÷åíèêà ðàññ÷èòàíà íà îäèí ãîä îáó÷åíèÿ.
Ê êîíöó îáó÷åíèÿ ó÷àùèéñÿ:
- áóäåò èìåòü ïðåäñòàâëåíèå î ñòàíäàðòíûõ çàäà÷àõ, íåñòàíäàðòíûõ çàäà÷àõ,

îëèìïèàäíûõ çàäà÷àõ;
- ñìîæåò ïîíÿòü è èçëîæèòü äîñòóïíî óñëîâèÿ íåñòàíäàðòíûõ çàäà÷;
- ïðåäëàãàòü âàðèàíòû ðåøåíèé.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÃÍÔ, ïðîåêò � 14-26-20004.
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DEVELOPMENT OF MOTIVATION TO STUDI MATHEMATICS IN
EDUCATION REFORM: SHOOLS, UNIVERSITIES AND SOCIETY

Abstract: The project considers a global problem: - the development of motivation
to study mathematics in the modern world (schools, universities, state, media, business,
family, society of Russia, Armenia and society of other countries). As a result we have: 15
conceptual provisions of the motivation for the study of mathematics, methods of using
information technology as an e�ective mechanism for increasing motivation in schools and
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universities, project of monograph �The development of the motivation for the study of
mathematics in the modern world�

Keywords: Conceptual provisions, development of motivation, schools, universities,
state, business, society, e�ective mechanism, methods and technology, project of
monograph.

Â ñòàòüå èçëîæåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé, âûïîëíåííûõ ïî ìåæäóíàðîä-
íîìó ïðîåêòó ¾Ðàçâèòèå ìîòèâàöèè ê èçó÷åíèþ ìàòåìàòèêè â óñëîâèÿõ ðåôîðìèðî-
âàíèÿ îáðàçîâàíèÿ: øêîëû, âóçû, îáùåñòâî¿ â òå÷åíèå 2014 ãîäà ó÷åíûìè èç Ðîññèè,
÷ëåíàìè ÍÌÑ ïî ìàòåìàòèêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÔ, (ðóêîâîäè-
òåëü Ðîçàíîâà Ñ.À.) è Àðìåíèè (ðóêîâîäèòåëü Êàðàïåòÿí Â.Ñ.). Â Ðîññèè ïðîåêò
ïîääåðæàí ÐÃÍÔ (ãðàíò � 14-26-20004), â Àðìåíèè � Ãîñóäàðñòâåííûì Êîìèòåòîì
ïî íàóêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ Ðåñïóáëèêè Àðìåíèÿ. Ðàññìîòðåíû ïåðñïåêòè-
âû èññëåäîâàíèÿ íà 2015 ãîä.

Ðàçâèòèå ìîòèâàöèè îáó÷àþùèõñÿ ê èçó÷åíèþ ìàòåìàòèêè ÿâëÿåòñÿ îäíîé
èç âàæíåéøèõ ïðîáëåì ðàçâèòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ íå òîëüêî â íàøåé
ñòðàíå, íî è äðóãèõ ñòðàíàõ. Â ¾Êîíöåïöèè ðàçâèòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ
â ÐÔ¿, óòâåðæäåííîé 24 äåêàáðÿ 2013 ãîäà, ñðåäè îáîçíà÷åííûõ â íåé ïðîáëåì íà
ïåðâîì ìåñòå ñòîèò ïðîáëåìà ìîòèâàöèîííîãî õàðàêòåðà: ¾Íèçêàÿ ó÷åáíàÿ ìîòèâà-
öèÿ øêîëüíèêîâ è ñòóäåíòîâ ñâÿçàíà ñ îáùåñòâåííîé íåäîîöåíêîé çíà÷èìîñòè ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ. . . ¿ [1]. Äåéñòâèòåëüíî, ñðåäè ðÿäà ðàçíîîáðàçíûõ ïðè÷èí
âîçíèêíîâåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû, â äîïîëíåíèå ê [1], ìîæíî îòìåòèòü ñëåäóþùèå:

1. Ñëîæíîñòü ìàòåìàòèêè êàê ó÷åáíîãî ïðåäìåòà è
òðóäíîñòü åå óñâîåíèÿ ìàññîâûì øêîëüíèêîì è ñòóäåíòîì.
Êðàñèâî ïîä÷åðêíóë ýòî êà÷åñòâî ìàòåìàòèêè Á. Ðàññåë: ¾Ìà-
òåìàòèêà âëàäååò íå òîëüêî èñòèíîé, íî è âûñøåé êðàñîòîé �
êðàñîòîé õîëîäíîé è ñóðîâîé, ïîäîáíîé êðàñîòå ñêóëüïòóðû,
âîçâûøåííî ÷èñòàÿ, ñïîñîáíàÿ ê òàêîìó ñòðîãîìó ñîâåðøåí-
ñòâó, êîòîðîå äîñòóïíî òîëüêî âåëè÷àéøåìó èñêóññòâó¿;

2. Íå âñåãäà óäîâëåòâîðèòåëüíîå êà÷åñòâî ïðåïîäàâà-
íèÿ ìàòåìàòèêè â øêîëàõ è âóçàõ;

3. Ïðåäìåòíîå ñîäåðæàíèå ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà áûâàåò
íåàäåêâàòíî ñëîæèâøèìñÿ ñîöèàëüíûì ðåàëèÿì;

4. Êà÷åñòâî ïîäãîòîâêè ó÷èòåëåé è ïðåïîäàâàòåëåé
íóæäàåòñÿ â ñîâåðøåíñòâîâàíèè;

5. Îòñóòñòâèå ñèñòåìàòè÷åñêîé ïîïóëÿðèçàöèè ðîëè
ìàòåìàòèêè â ñîâðåìåííîì ìèðå.

Íåîáõîäèìîñòü èññëåäîâàíèÿ âûçâàíà ñëîæèâøèìñÿ â
ïîñëåäíåå âðåìÿ íåãàòèâíûì îòíîøåíèåì ê ìàòåìàòèêå â íà-

øåì ñîâðåìåííîì îáùåñòâå (â âûñòóïëåíèÿõ íåêîòîðûõ ó÷åíûõ, ïåäàãîãîâ, ïèñàòåëåé
â ÑÌÈ, â òîì ÷èñëå è íà êàíàëå ¾Êóëüòóðà¿).

Ïðîáëåìà óìåíüøåíèÿ íåãàòèâíîãî îòíîøåíèÿ ê ìàòåìàòèêå ÿâëÿåòñÿ âàæíîé
íå òîëüêî äëÿ Ðîññèè, íî è äëÿ äðóãèõ ñòðàí. Òàê, íàïðèìåð, øêîëüíèêè ã. Êðàêî-
âà îáðàòèëèñü ê ÷ëåíó ãîñóäàðñòâåííîãî ñîâåòà ñ ïðîñüáîé ïîñîäåéñòâîâàòü îòìåíå
ïðåïîäàâàíèÿ â øêîëàõ ìàòåìàòèêè, ïîñêîëüêó, ïî èõ ìíåíèþ, îíà íè äëÿ ÷åãî íå
íóæíà.

Âîçíèêàåò äèëåììà:
- ëèáî óñòóïèòü íåãàòèâíûì òðåáîâàíèÿì îáùåñòâà è ñîêðàòèòü ÷èñëî ÷àñîâ
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íà ìàòåìàòèêó èëè âîîáùå åå îòìåíèòü;
- ëèáî ¾ïîñòóïèòü òàê, êàê ó÷èò ïðèðîäà, êîòîðàÿ ðàçáðàñûâàåò òûñÿ÷è çå-

ðåí, õîòÿ ëèøü íåñêîëüêî èç íèõ óïàäóò íà ïëîäîðîäíóþ ïî÷âó. È èç ýòèõ íåñêîëü-
êèõ çåðåí ïîçæå âûðàñòóò Ïàñêàëü, Ãàóññ è Áîëüÿè. . . ¿ (Ã. Øòåéíãàóç èç êíèãè¿
Ìàòåìàòèêà - ïîñðåäíèê ìåæäó äóõîì è ìàòåðèåé¿ ).

Âñå ýòî âûçûâàåò îñòðóþ íåîáõîäèìîñòü ðåøåíèÿ îáîçíà÷åííîé ïðîáëåìû.
Àêòóàëüíîñòü ïðîáëåìû îáóñëîâëåíà: âîçðàñòàíèåì ðîëè ìàòåìàòèêè â åñòå-

ñòâîçíàíèè, êîìïüþòåðíûõ è ãóìàíèòàðíûõ íàóêàõ; ïàäåíèåì èíòåðåñà ê ïîëó÷åíèþ
ìàòåìàòè÷åñêèõ çíàíèé â ìîëîäåæíîé ñðåäå Ðîññèè, Àðìåíèè, Ïîëüøå è äð. ñòðà-
íàõ. Óðîâåíü ôóíäàìåíòàëüíîñòè îáóñëîâëåí òåì, ÷òî ýòà ïðîáëåìà, êàê è ñàìà
ìàòåìàòèêà, ÿâëÿåòñÿ âàæíåéøèì ïðèîðèòåòîì ñóùåñòâîâàíèÿ è ïðîöâåòàíèÿ ãîñó-
äàðñòâà è îáùåñòâà, à òàêæå íàó÷íî-òåõíè÷åñêîãî ïðîãðåññà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäëàãàåìûì êîìïëåêñíûì ïîäõîäîì ê ðå-
øåíèþ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è:

- ôîðìóëèðîâàíèå êîíöåïòóàëüíûõ ïîëîæåíèé ðàçâèòèÿ ìîòèâàöèè ê èçó÷å-
íèþ ìàòåìàòèêè è ñîçäàíèå ìåòîäèê èõ ðåàëèçàöèè, íàïðàâëåííûõ íà ïðèîðèòåòíîå
îòíîøåíèå îáùåñòâà è ãîñóäàðñòâà ê ìàòåìàòèêå;

- ðàññìîòðåíèå ðàçâèòèÿ ìîòèâàöèè ê èçó÷åíèþ ìàòåìàòèêè øêîëüíèêîâ è
ñòóäåíòîâ âóçîâ ðàçëè÷íûõ ïðîôèëåé;

- ðàññìîòðåíèå ïðîáëåìû äëÿ îáùåñòâà â öåëîì (ãîñóäàðñòâåííûå ñòðóêòóðû,
ñðåäñòâà ìàññîâîé èíôîðìàöèè, áèçíåñ, ñåìüÿ è ïð.).

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü: ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçî-
âàíû øêîëàìè, âóçàìè è îáùåñòâîì â öåëîì (ãîñóäàðñòâî, ÑÌÈ, áèçíåñ, ñåìüÿ).

Èçó÷åíèå ìèðîâûõ ðåéòèíãîâ îáðàçîâàòåëüíûõ ñèñòåì è àíàëèç ñîñòîÿíèÿ îá-
ðàçîâàíèÿ, â òîì ÷èñëå ìàòåìàòè÷åñêîãî, â ðÿäå ñòðàí (Àðìåíèÿ, Ðîññèÿ, ßïîíèÿ,
Êèòàé, Ñèíãàïóð, ÑØÀ, Ãåðìàíèÿ, Ôèíëÿíäèÿ è äð.), ïðîâåäåííûé ñîâìåñòíî ñ ñî-
èñêàòåëÿìè ïðîåêòà èç Àðìåíèè, ïîçâîëÿþò îòìåòèòü ñëåäóþùåå:

1) Ðîñò èíòåðåñà ê ìàòåìàòèêå êàê ê ó÷åáíîìó ïðåäìåòó íàáëþäàåòñÿ â ñè-
ñòåìàõ îáðàçîâàíèÿ, â êîòîðûõ ìàêñèìàëüíî ñíèæåíû èëè ïîëíîñòüþ ïðåîäîëåíû
ó÷åáíûå òðóäíîñòè. Ïåðåõîä îò îäíîé òåìû ê äðóãîé ñ÷èòàåòñÿ íåäîïóñòèìûì, ïîêà
ïðåäûäóùèé ìàòåðèàë íå óñâîåí íà ñîîòâåòñòâóþùåì óðîâíå.

2) Ïîñòàíîâêà ïðåäìåòà ¾Ìàòåìàòèêà¿, îáðàçîâàòåëüíûå óñëîâèÿ, ñîçäàííûå
â ñòðàíàõ � ëèäåðàõ îáðàçîâàòåëüíûõ ñèñòåì ( Þæíàÿ Êîðåÿ, ßïîíèÿ, Ñèíãàïóð,
Êèòàé, Ôèíëÿíäèÿ, Âåëèêîáðèòàíèÿ è äð.), ïðåäúÿâëÿåìûå òðåáîâàíèÿ, òåîðåòèêî-
ìåòîäîëîãè÷åñêèå è ïñèõîëîãè÷åñêèå ïîäõîäû ïðåïîäàâàòåëåé (èñïîëüçóåìûå ìåòî-
äû, ñðåäñòâà è ôîðìû ïðåäñòàâëåíèÿ èíôîðìàöèè, ïñèõîëîãî-ïåäàãîãè÷åñêèå óñëî-
âèÿ) äîñòîéíû áîëåå ãëóáîêîãî èçó÷åíèÿ.

3) Âî âñåõ ñòðàíàõ äëÿ ïîâûøåíèÿ ìîòèâàöèè ê èçó÷åíèþ ìàòåìàòèêè êðî-
ìå îáÿçàòåëüíîãî äîñòîéíîãî ôèíàíñèðîâàíèÿ, âàæíà åùå ¾êóëüòóðà îáðàçîâàíèÿ¿,
ñòèìóëèðóþùàÿ æåëàíèå ó÷èòüñÿ, âåðà îáùåñòâà â âàæíîñòü îáðàçîâàíèÿ è åãî âû-
ñîêóþ ìîðàëüíóþ öåííîñòü.

4) Äëÿ ïîâûøåíèÿ ìîòèâàöèè ê èçó÷åíèþ ìàòåìàòèêè â îáùåñòâàõ Ðîññèè è
Àðìåíèè íåîáõîäèìî:

4.1 îáåñïå÷åíèå ñèñòåìàòè÷åñêîé ïîïóëÿðèçàöèè ðîëè ìàòåìàòèêè â ñîâðåìåí-
íîì ìèðå, âûäåëåíèå òåõ áàçîâûõ èäåé è ìåòîäîâ â ìàòåìàòèêå, îâëàäåòü êîòîðû-
ìè íåîáõîäèìî êàæäîìó îáðàçîâàííîìó ÷åëîâåêó (êîíöåïòóàëüíûå ïîëîæåíèÿ), ñî-
çäàíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðèìåðíûõ ïðîãðàìì; ñîçäàíèå èííîâàöèîííûõ ïîñîáèé ïî
ìàòåìàòèêå, îáåñïå÷èâàþùèõ íàãëÿäíîñòü ìàòåìàòè÷åñêèõ èäåé è èõ ïðèëîæåíèé,
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ñîäåðæàùèõ èñòîðè÷åñêèå ôàêòû, çàäà÷è ïðàêòè÷åñêîãî õàðàêòåðà, çàíèìàòåëüíûå
çàäà÷è;

4.2 ñîçäàíèå êîíöåïöèè ðàçâèòèÿ ìîòèâàöèè è ìåòîäèêè åå ðåàëèçàöèè (à òàê-
æå íåîáõîäèìûé ïëàí ðåàëèçàöèè).

Íåêîòîðûå ïóòè ðåøåíèÿ ïðîáëåìû:
1. Ïîääåðæêà ðåøåíèÿ ïðîáëåìû íà ãîñóäàðñòâåííîì óðîâíå.
Â ðÿäå ðàçâèòûõ ñòðàí çà ïîñëåäíèå ãîäû çíà÷èòåëüíî óâåëè÷èëñÿ èíòåðåñ

ê èçó÷åíèþ ìàòåìàòèêè, áëàãîäàðÿ îïðåäåëåííîé, ÷àñòî æåñòêîé, ïîëèòèêå ãîñó-
äàðñòâ, ïîíèìàþùèõ âàæíîñòü ðàçâèòèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ íàóê äëÿ ñâîèõ ñòðàí.
Íàïðèìåð, â Åâðîïåéñêîì ñîþçå, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç áîãàòûõ ðåãèîíîâ â
ìèðå, ïîääåðæêà íàóêè è îáðàçîâàíèÿ, â òîì ÷èñëå è ìàòåìàòè÷åñêîãî, îñóùåñòâëÿ-
åòñÿ ÷åðåç âàæíåéøèå èíñòðóìåíòû ðåãèîíàëüíîé ïîëèòèêè � ñòðóêòóðíûå ôîíäû
(Åâðîïåéñêèé ôîíä ðåãèîíàëüíîãî ðàçâèòèÿ, Åâðîïåéñêèé ñîöèàëüíûé ôîíä è äð.).
Åâðîïåéñêèé ñîöèàëüíûé ôîíä ðàçðàáîòàë îïåðàòèâíóþ ïðîãðàììó ¾×åëîâå÷åñêèé
êàïèòàë¿. Â ýòîé ïðîãðàììå âûäåëåíû 9 ïðèîðèòåòîâ, èç êîòîðûõ âàæíîå ìåñòî çà-
íèìàþò âûñîêîå êà÷åñòâî ñèñòåìû îáðàçîâàíèÿ, âûñøåå îáðàçîâàíèå è íàóêà.

Â ÑØÀ åùå ïðè Áóøå-ìëàäøåì ïî ðåçóëüòàòàì ðàáîòû ýêñïåðòíîé êîìèñ-
ñèè ïðèíÿòà ïðîãðàììà ïðèîðèòåòíûõ íàïðàâëåíèé, â êîòîðîé âàæíåéøåå ìåñòî
çàíèìàåò ïîâûøåíèå êà÷åñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ. Òàêèå ìåðû íà ãîñó-
äàðñòâåííîì óðîâíå äàþò ìîùíûé èìïóëüñ äëÿ ðàçâèòèÿ íàó÷íûõ è ïñèõîëîãî-
ïåäàãîãè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé.

Äðóãèì ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü âûñòàâêà Ãåòå-Èíñòèòóòà ¾Îùóòè ìàòåìà-
òèêó¿, êîòîðàÿ ïðîõîäèëà â ôåâðàëå 2013 ã. â Ïîëèòåõíè÷åñêîì ìóçåå Ìîñêâû ïîä
äåâèçîì ¾Äåëàé ñàì è äóìàé ñàì¿ [2].

Ïðåçèäåíò Ðîññèè Â.Â. Ïóòèí 7 ìàÿ 2012 ãîäà ïîäïèñàë óêàç ¾Î ìåðàõ ïî
ðåàëèçàöèè ãîñóäàðñòâåííîé ïîëèòèêè â îáëàñòè îáðàçîâàíèÿ è íàóêè¿, â êîòîðîì
ïîðó÷àåò Ïðàâèòåëüñòâó ÐÔ ðàçðàáîòàòü è óòâåðäèòü â äåêàáðå 2013 ã. ¾Êîíöåïöèþ
ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ â Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè íà îñíîâå àíàëèòè÷åñêèõ äàí-
íûõ î ñîñòîÿíèè ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ íà ðàçëè÷íûõ óðîâíÿõ îáðàçîâàíèÿ¿.
Ýòà êîíöåïöèÿ è ïëàí åå ðåàëèçàöèè áûëè ðàçðàáîòàíû è âñòóïèëè â ñèëó [1], [3].

Â 2012 ã. íà÷àëüíèê Ìîñêîâñêîãî Äåïàðòàìåíòà îáðàçîâàíèÿ È.È. Êàëèíà ïðî-
âåë ñîâåùàíèå î ïðîáëåìàõ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ, â ðàáîòå êîòîðîãî ïðèíÿëè
ó÷àñòèå ïðåäñòàâèòåëè Íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêîãî ñîâåòà ïî ìàòåìàòèêå Ìèíèñòåðñòâà
îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÔ (ÍÌÑ) è äèðåêòîðà ðÿäà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ øêîë. Â
ðåçóëüòàòå 2-õ ÷àñîâîé áåñåäû è îáìåíà ìíåíèÿìè ó÷àñòíèêè ñîâåùàíèÿ ïðèøëè ê
âûâîäó î íåîáõîäèìîñòè ðàçðàáîòêè ðÿäà ïðåäëîæåíèé è ìåð ïî ïîâûøåíèþ ìîòè-
âàöèè ê èçó÷åíèþ ìàòåìàòèêè â ñîâðåìåííîì îáùåñòâå.

Áîëüøîé âêëàä â ðåøåíèå îáîçíà÷åííîé ïðîáëåìû áóäåò âíåñåí ïðè âûïîëíå-
íèè ïëàíà ðåàëèçàöèè êîíöåïöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ [3].

Âåñü ìèð èùåò ïóòè, ôîðìû è ìåòîäû ðàçâèòèÿ ìîòèâàöèè ê èçó÷åíèþ ìàòå-
ìàòèêè â áûñòðî ìåíÿþùèõñÿ óñëîâèÿõ ñóùåñòâîâàíèÿ ÷åëîâå÷åñòâà.

2. Ðîëü ãîñóäàðñòâåííî-îáùåñòâåííîé îðãàíèçàöèè ¾Íàó÷íî-
ìåòîäè÷åñêèé ñîâåò ïî ìàòåìàòèêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè¿
(ÍÌÑ) â ðåøåíèè ïðîáëåìû.

ÍÌÑ ñòàâèò ïåðåä ñîáîé öåëü ïî ðàçðàáîòêå è âíåäðåíèþ íàó÷íî-ó÷åáíî-
ìåòîäè÷åñêîãî êîìïëåêñà, îðãàíèçàöèîííûõ è íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêèõ ìåðîïðèÿòèé,
îáåñïå÷èâàþùèõ ïîâûøåíèå êà÷åñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ ó÷àùèõñÿ ñðåä-
íåé øêîëû, ÍÏÎ, ÑÏÎ è ñòóäåíòîâ ÂÏÎ íåìàòåìàòè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé.
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ÍÌÑ ñôîðìóëèðîâàë ïðåäâàðèòåëüíûé ïëàí è íåêîòîðûå íàïðàâëåíèÿ ðàáîò
ïî ïîâûøåíèþ ìîòèâàöèè ê èçó÷åíèþ ìàòåìàòèêè ó÷àùèìèñÿ è ñòóäåíòàìè.

1) Ñîçäàíèå íàó÷íî-ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêîãî êîìïëåêñà ïî ìàòåìàòèêå
(ÍÓÌÊÌ), íàïðàâëåííîãî íà ïîâûøåíèå ìîòèâàöèè ê èçó÷åíèþ ìàòåìàòèêè,
áàçîâûì â ýòîì êîìïëåêñå ÿâëÿåòñÿ ñáîðíèê ïðîãðàìì ïî ìàòåìàòèêå äëÿ âñåõ
îáðàçîâàòåëüíûõ íàïðàâëåíèé [4].

Îáîáùåíèå îïûòà ïðåïîäàâàíèÿ êóðñà ¾Ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà¿ ñòóäåí-
òàì ãóìàíèòàðíûõ ñïåöèàëüíîñòåé è ýêñïåðòèçà ñóùåñòâóþùèõ ÃÎÑ ïîñëåäíåãî ïî-
êîëåíèÿ è íà ýòîé îñíîâå

- âûäåëåíèå òåõ áàçîâûõ èäåé è ìåòîäîâ ìàòåìàòèêè, îâëàäåòü êîòîðûìè íåîá-
õîäèìî âñåì (êîíöåïòóàëüíûå ïîëîæåíèÿ);

- ñîçäàíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðèìåðíûõ ïðîãðàìì;
- ñîçäàíèå èííîâàöèîííûõ ïîñîáèé ïî ìàòåìàòèêå, â òîì ÷èñëå è ýëåêòðîííûõ,

îáåñïå÷èâàþùèõ íàãëÿäíîñòü ìàòåìàòè÷åñêèõ èäåé è èõ ïðèëîæåíèé, ñîäåðæàùèõ
èñòîðè÷åñêèå ôàêòû, çàäà÷è ïðàêòè÷åñêîãî ñîäåðæàíèÿ, çàíèìàòåëüíûå çàäà÷è è
ò.ï. è ïîâûøàþùèõ ìîòèâàöèþ;

- ðàçðàáîòêà ìåòîäè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ äëÿ ïîâûøåíèÿ íàó÷íîãî óðîâíÿ ó÷åá-
íèêîâ, ó÷åáíûõ ïîñîáèé è ìåòîäè÷åñêèõ ðåêîìåíäàöèé ó÷èòåëÿì ìàòåìàòèêè [5].

2) Ðàçðàáîòêà è àïðîáàöèÿ îðãàíèçàöèîííûõ è íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêèõ ìåðîïðè-
ÿòèé ïî âíåäðåíèþ ÍÓÌÊÌ:

- ïðîâåäåíèå òâîð÷åñêèõ ñåìèíàðîâ äëÿ ïðåïîäàâàòåëåé ñðåäíèõ øêîë, ÍÏÎ,
ÑÏÎ è ÂÏÎ íà áàçå ÍÌÑ (ÌÈÐÝÀ è ÐÓÄÍ);

- ñîçäàíèå ëåêòîðèÿ äëÿ ðîäèòåëåé, øêîëüíèêîâ è ñòóäåíòîâ äëÿ ôîðìèðî-
âàíèÿ ïðàâèëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé î ñóòè ìàòåìàòèêè, å¼ ðîëè â îáû÷íîé æèçíè, å¼
çíà÷åíèÿ ïðè âûáîðå áóäóùåé ïðîôåññèè; èñïîëüçîâàíèå ÑÌÈ äëÿ ïîïóëÿðèçàöèè
ðîëè ìàòåìàòèêè, â òîì ÷èñëå è òåëåïðîãðàììó ¾Àêàäåìèÿ¿ íà êàíàëå ¾Êóëüòóðà¿,
ïðèâëåêàÿ ÷ëåíîâ ÍÌÑ äëÿ äîñòèæåíèÿ ýòîé öåëè;

- ïðèâëå÷åíèå ïðåïîäàâàòåëåé ìàòåìàòèêè è òàëàíòëèâûõ ó÷åíèêîâ ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ øêîë (è, âîçìîæíî, äðóãèõ øêîë) ê ó÷àñòèþ â øêîëàõ ìîëîäûõ
ó÷¼íûõ, ðîññèéñêèõ è ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ, åæåãîäíî ïðîâîäèìûõ ÍÌÑ,
ñ ïóáëèêàöèåé íàó÷íûõ è íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ;

- ïðèãëàøåíèå âåäóùèõ ó÷èòåëåé ìàòåìàòèêè øêîë ê ó÷àñòèþ â ðàáîòå ñåêöèè
ñðåäíèõ øêîë, ñåêöèè ñðåäíèõ òåõíè÷åñêèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé, ñåêöèè êîìïüþòåð-
íîé ïîääåðæêè ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ;

- ïðîâåäåíèå ñîðåâíîâàòåëüíûõ ìåðîïðèÿòèé ïî ìàòåìàòèêå äëÿ ìàññîâîãî
ó÷àñòèÿ øêîëüíèêîâ è ñòóäåíòîâ ñ öåëüþ âîñïèòàíèÿ èõ óñïåøíîñòè (ïèëîòíûé ïðî-
åêò íà èííîâàöèîííûõ ïëîùàäêàõ ÍÌÑ);

- ñîçäàíèå ïðîãðàìì ñ âêëþ÷åíèåì ìîòèâàöèîííîé ñîñòàâëÿþùåé è îðãàíèçà-
öèÿ êóðñîâ ïîâûøåíèÿ êâàëèôèêàöèè ïåäàãîãîâ âûñøèõ øêîë[6].

3. Íåîáõîäèìîñòü îáúåäèíåíèÿ óñèëèé íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêîé îáùå-
ñòâåííîñòè íà ìèðîâîì óðîâíå äëÿ ïðîâåäåíèÿ ïñèõîëîãî-ïåäàãîãè÷åñêèõ
èññëåäîâàíèé ïî ïðîáëåìå ¾Ðàçâèòèå ìîòèâàöèè ê èçó÷åíèþ ìàòåìàòèêè
â óñëîâèÿõ ðåôîðìèðîâàíèÿ îáðàçîâàíèÿ: øêîëû, âóçû, îáùåñòâî¿.

Âñå ýòî òðåáóåò êîìïëåêñíîãî ïîäõîäà ê ðåøåíèþ ïîñòàâëåííîé àêòóàëüíîé
ïðîáëåìû. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü ñëåäóþùèé àëãîðèòì åå ðåøåíèÿ, äëÿ
îòâåòà íà ïîñòàâëåííûå âîïðîñû:

1. ×òî òàêîå ìîòèâàöèÿ è åå ðàçâèòèå?
2. Îñîáåííîñòè ìàòåìàòèêè êàê íàóêè è ó÷åáíîãî ïðåäìåòà.
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3. Ìîäåðíèçàöèÿ îáðàçîâàíèÿ: ïëþñû è ìèíóñû.
4. Ìîòèâàöèîííàÿ ñôåðà ó÷åíèêîâ, îáó÷àþùèõñÿ â ñîâðåìåííîé øêîëå.
5. Ìîòèâàöèîííàÿ ñôåðà ñòóäåíòîâ, îáó÷àþùèõñÿ â ñîâðåìåííûõ âóçàõ ðàç-

ëè÷íîãî ïðîôèëÿ.
6. Ìåòîäîëîãèÿ ðàçâèòèÿ ìîòèâàöèîííîé ñôåðû îáó÷àåìûõ â øêîëå è âóçå:

îáùèå è îòëè÷èòåëüíûå êîìïîíåíòû.
7. Èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè êàê ýôôåêòèâíûé ìåõàíèçì ïîâûøåíèÿ ìî-

òèâàöèè ê èçó÷åíèþ ìàòåìàòèêè.
8. Ôîðìèðîâàíèå êîíöåïòóàëüíûõ ïîëîæåíèé, íàïðàâëåííûõ íà èçìåíåíèå îò-

íîøåíèÿ ê ìàòåìàòè÷åñêîìó îáðàçîâàíèþ â îáùåñòâå (ãîñóäàðñòâî, ÑÌÈ, áèçíåñ,
ñåìüÿ).

9.Ïóòè ðåàëèçàöèè êîíöåïòóàëüíûõ ïîëîæåíèé êàê â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè ïëà-
íà Êîíöåïöèè [3], òàê è â äîïîëíåíèå ê íåìó.

10. Ìåòîäèêè ðåàëèçàöèè.
Â 2014 ãîäó èñïîëíèòåëÿìè ïðîåêòà �14-26-20004 áûëà âûïîëíåíà ñëåäóþùàÿ

ðàáîòà:
1. Ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ñîñòîÿíèÿ ðàçâèòèÿ ìîòèâàöèè ê

èçó÷åíèþ ìàòåìàòèêè â øêîëå, âóçàõ (ïåäàãîãè÷åñêèõ, òåõíè÷åñêèõ, ýêî-
íîìè÷åñêèõ), â îáùåñòâå Ðîññèè è Àðìåíèè, à òàêæå â íåêîòîðûõ ñòðàíàõ
áëèæíåãî è äàëüíåãî çàðóáåæüÿ. Âûÿâëåíû ñëàáûå è ñèëüíûå ñòîðîíû
èñïîëüçóþùèõñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìåòîäîâ ïåäàãîãèêè è ïñèõîëîãèè.

2. Ðàçðàáîòàíû êîíöåïòóàëüíûå ïîëîæåíèÿ ðàçâèòèÿ ìîòèâàöèè ê
èçó÷åíèþ ìàòåìàòèêè è ïðîâåäåíà èõ êëàññèôèêàöèÿ íà óíèâåðñàëüíûå
è ñïåöèôè÷åñêèå:

1) Êîíöåïòóàëüíûå ïîëîæåíèÿ � îáùèå (óíèâåðñàëüíûå) äëÿ ñðåäíåé è âûñøåé
øêîë. Ãëàâíàÿ ìåòîäîëîãè÷åñêàÿ èäåÿ óíèâåðñàëüíûõ ïîëîæåíèé äëÿ ñðåäíåé è âûñ-
øåé øêîë - îïòèìàëüíîå ðàçâèòèå ìîòèâàöèîííîé ñôåðû ëè÷íîñòè îáó÷àåìîãî äîëæ-
íî âêëþ÷àòü â ñåáÿ èíòåãðàòèâíîå âçàèìîäåéñòâèå òðèàäû êîìïîíåíòîâ âíåøíåé è
âíóòðåííåé ìîòèâàöèé ( ìîòèâàöèè äîñòèæåíèÿ, ñàìîîïðåäåëåíèÿ è èíòåëëåêòóàëü-
íîãî íàïðÿæåíèÿ â èçó÷åíèè ìàòåìàòèêè íà îñíîâå äèôôåðåíöèàöèè è ñëîæíîñòè
âçàèìîäåéñòâèÿ êîãíèòèâíûõ è ëè÷íîñòíûõ ïîäñèñòåì).

2) Îñíîâíàÿ îáùàÿ ìåòîäîëîãè÷åñêàÿ èäåÿ äëÿ âûñøåé ïðîôåññèîíàëüíîé
øêîëû -ðàçâèòèå ïðîôåññèîíàëüíîé ìîòèâàöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìåòîäîâ è ìîäåëåé.

3) Îäíî èç ãëàâíûõ ñïåöèôè÷åñêèõ ïîëîæåíèé äëÿ âûñøåé ïðîôåññèîíàëü-
íîé øêîëû � ó÷åò ïðîôèëåé âóçîâ, íàïðàâëåíèé è ñïåöèàëüíîñòåé ïðè ñîñòàâëåíèè
ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé è èñïîëüçîâàíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ.

4) Îäíî èç âàæíåéøèõ êîíöåïòóàëüíûõ ïîëîæåíèé äëÿ ñðåäíåé øêîëû � ðàç-
âèòèå òâîð÷åñêîãî ìûøëåíèÿ ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòèêè ñ ðàííåãî âîçðàñòà.

5) Êîíöåïòóàëüíûå ïîëîæåíèÿ, íàïðàâëåííûå íà èçìåíåíèå îòíîøåíèÿ ê ìà-
òåìàòè÷åñêîìó îáðàçîâàíèþ â ñîöèóìå ( ãîñóäàðñòâî, ÑÌÈ, áèçíåñ).

5.1. Ïîääåðæêà îáùåñòâà, ãîñóäàðñòâà, ÑÌÈ, áèçíåñà (ïîëèòè÷åñêàÿ, îðãàíè-
çàöèîííàÿ è ìàòåðèàëüíàÿ) - îñíîâà ðàçâèòèÿ ìîòèâàöèè ê èçó÷åíèþ ìàòåìàòèêè
â ñîâðåìåííîì îáùåñòâå è îñóùåñòâëåíèå ïëàíà ðåàëèçàöèè êîíöåïöèè ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî îáðàçîâàíèÿ â íàøåé ñòðàíå.

5.2. Îòâåòñòâåííîñòü èñïîëíèòåëåé çà ïðèíÿòûå ðåøåíèÿ íà âñåõ óðîâíÿõ îò
ìèíèñòåðñêèõ ðàáîòíèêîâ äî ïðåïîäàâàòåëÿ è îáó÷àåìîãî.

5.3. Ïîïóëÿðèçàöèÿ ìàòåìàòèêè ÷åðåç ÑÌÈ, èçäàòåëüñòâà, ëåêòîðèè è ñåìè-
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íàðû äëÿ ðîäèòåëåé, äëÿ øêîëüíèêîâ � êðóæêè è ôàêóëüòàòèâû, äëÿ ñòóäåíòîâ �
ñïåöêóðñû, ëåêöèè â ðàìêàõ êóðñà ¾Ââåäåíèå â ñïåöèàëüíîñòü¿ è èññëåäîâàíèÿ â
ðàìêàõ ÓÈÐÑ è ÍÈÐÑ.

Óíèâåðñàëüíûå êîíöåïòóàëüíûå ïîëîæåíèÿ äëÿ îáùåñòâà â öåëîì:
[13]

1. Ñîöèàëüíî çíà÷èìûé óðîâåíü ïîíèìàíèÿ îáùåñòâîì â öåëîì (ãîñóäàðñòâî,
ÑÌÈ, ñåìüÿ, áèçíåñ) ðîëè ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ â ñîâðåìåí-
íîì ìèðå - çàëîã ðàçâèòèÿ ìîòèâàöèè ê èçó÷åíèþ ìàòåìàòèêè â îáðàçîâàòåëüíûõ
ñòðóêòóðàõ.

2. Íåîáõîäèìîñòü âëàäåíèÿ ñïåöèàëèñòàìè ëþáîãî ïðîôèëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé
êóëüòóðîé (íà ðàçíûõ óðîâíÿõ) � îòâåò íà âûçîâ ñîâðåìåííîãî ñîñòîÿíèÿ îáùåñòâà
â åãî ñèíåðãåòè÷åñêèõ è òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîÿâëåíèÿõ.

3. Ðàçâèòèå ìîòèâàöèè ê èçó÷åíèþ ìàòåìàòèêè ñ ðàííåãî äåòñòâà íà îñíîâå
ðàçâåðòûâàíèÿ ôóíäèðóþùèõ èåðàðõè÷åñêèõ ñòðóêòóð îáîáùåííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
çíàíèé è àêòóàëèçàöèè ëè÷íîñòíûõ ïðåäïî÷òåíèé.

4. Íåïðåðûâíîñòü è ïðååìñòâåííîñòü ðàçâèòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé êóëüòóðû è
ìîòèâàöèè ê èçó÷åíèþ ìàòåìàòèêè â øêîëå è â âóçå â íåðàçðûâíîé âçàèìîñâÿçè
ñ ðàçâèòèåì ýìîöèîíàëüíî-âîëåâîé ñôåðû è òâîð÷åñêîé ñàìîñòîÿòåëüíîñòè îáó÷àþ-
ùèõñÿ.

5. Èíòåãðàòèâíûé ðîñò êîìïîíåíòîâ òðèàäû âíåøíåé è âíóòðåííåé ìîòèâà-
öèè ê èçó÷åíèþ ìàòåìàòèêè � îäíî èç îñíîâíûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîãî ðàçâèòèÿ
ìîòèâàöèîííîé ñôåðû ëè÷íîñòè.

6. Àêòóàëèçàöèÿ âûðàæåííîñòè èíäèâèäóàëüíîãî ñòèëÿ êàê îòâåò íà èçìåí-
÷èâîñòü, âàðèàòèâíîñòü è îòêðûòîñòü îáðàçîâàòåëüíûõ ñèòóàöèé, íåîáõîäèìîñòü èñ-
ïîëüçîâàíèÿ ¾ìÿãêèõ¿ ìîäåëåé îáðàçîâàíèÿ è ðàçâèòèÿ ìîòèâàöèîííîé ñôåðû èçó-
÷åíèÿ ìàòåìàòèêè.

7. Ïîâûøåíèå òðåáîâàíèé ê ïðîôåññèîíàëüíûì ñòàíäàðòàì ïåäàãîãè÷åñêîé
äåÿòåëüíîñòè (øêîëû, ÑÏÎ, âûñøåé øêîëû) íà îñíîâå ñèñòåìîãåíåçà ïñèõîëîãè÷å-
ñêîé ñèñòåìû äåÿòåëüíîñòè, ïðîôåññèîíàëüíîé èäåíòè÷íîñòè òðåáîâàíèÿì ïðîôåñ-
ñèè è âûñîêîé ñòåïåíè àêòóàëèçàöèè ïðîôåññèîíàëüíîé ìîòèâàöèè.

8. Èñïîëüçîâàíèå èíôîðìàöèîííî-êîììóíèêàöèîííûõ òåõíîëîãèé è äèñòàí-
öèîííîãî îáó÷åíèÿ êàê ýôôåêòèâíûé ìåõàíèçì ïîâûøåíèÿ ìîòèâàöèè ê èçó÷åíèþ
ìàòåìàòèêè è ðîñòà èíôîðìàöèîííîé êóëüòóðû ïåäàãîãà è ó÷åíèêà íà îñíîâå êîì-
ìóíèêàöèé.

9. Àäàïòàöèÿ ñîâðåìåííûõ äîñòèæåíèé ìàòåìàòèêè è åå ïðèëîæåíèé ê ýêîíî-
ìèêå, íàóêå, òåõíèêå è ïðîèçâîäñòâåííîé ñôåðå ê ñîäåðæàíèþ è èíñòðóìåíòàëèçàöèè
ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ íà ðàçëè÷íûõ óðîâíÿõ.

10. Ïðîåêòèðîâàíèå è ðåàëèçàöèÿ èññëåäîâàòåëüñêîãî ïîâåäåíèÿ øêîëüíèêîâ
(ñòóäåíòîâ) â óñëîâèÿõ àêòóàëèçàöèè íàãëÿäíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â ðàçâåðòûâàíèè
ôóíäèðóþùèõ êîíñòðóêòîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî çíàíèÿ, èíñàéòîâ è ðåôëåêñèè ïðè àê-
òèâíîì âçàèìîäåéñòâèè ó÷åáíûõ ïðåäìåòîâ è èíòåãðàöèè ìàòåìàòè÷åñêèõ, èíôîð-
ìàöèîííûõ, ãóìàíèòàðíûõ èëè åñòåñòâåííîíàó÷íûõ çíàíèé ñîçäàåò àòìîñôåðó ïî-
âûøåíèÿ ìîòèâàöèè ê èçó÷åíèþ ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà;

11. Ðàçâèòèå òåõíîëîãèè âíåäðåíèÿ îñíàùåííûõ ñïèðàëåé ôóíäèðîâàíèÿ ìà-
òåìàòè÷åñêèõ çíàíèé â ïðîöåññ îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå ñòóäåíòîâ ãóìàíèòàðíûõ
(åñòåñòâåííîíàó÷íûõ) íàïðàâëåíèé è ñïåöèàëüíîñòåé óíèâåðñèòåòîâ; ýòà òåõíîëîãèÿ
íà îñíîâå îáîñíîâàííîãî îòáîðà îáîáùåííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ êîíñòðóêòîâ è äèäàê-
òè÷åñêîãî àíàëèçà âûïîëíèìîñòè è àäåêâàòíîñòè òåõíîëîãè÷åñêèõ íîâøåñòâ â àêòó-
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àëüíîì ïîëå ãóìàíèòàðíîãî (åñòåñòâåííîíàó÷íîãî) çíàíèÿ âåäåò ê àêòèâèçàöèÿ ìîòè-
âàöèîííûõ è êîãíèòèâíûõ ñòðóêòóð â ïðîöåññå èçó÷åíèÿ ìàòåìàòèêè ñïîñîáñòâîâàëà
ïîëîæèòåëüíûì èçìåíåíèÿì â ëè÷íîñòíîì ðàçâèòèè è óñïåøíîñòè îñâîåíèÿ ìàòåìà-
òè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè ñòóäåíòîâ.

12. Ôîðìèðîâàíèå è ðàçâèòèå èíòåãðàòèâíûõ êîíñòðóêòîâ èíòåëëåêòóàëü-
íûõ îïåðàöèé (ìîäåëèðîâàíèå, ïîíèìàíèå, ïëàíèðîâàíèå, ïðîãíîçèðîâàíèå, ïðèíÿ-
òèå ðåøåíèÿ) êàê ìåõàíèçìîâ ðàçâèòèÿ ïðàêòè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ; ýòè êîíñòðóê-
òû íà îñíîâå äèàãíîñòèêè è ðàçâåðòûâàíèÿ ôóíäèðóþùèõ ïðîöåäóð ïðàêòèêî-
îðèåíòèðîâàííîãî õàðàêòåðà, íàïðàâëåííûõ íà ðåøåíèå ÷àñòíûõ, êîíêðåòíûõ çàäà÷
ýôôåêòèâíî ðåàëèçóþòñÿ â õîäå ðåñóðñíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ, èíôîð-
ìàöèîííûõ, ãóìàíèòàðíûõ (åñòåñòâåííîíàó÷íûõ) çíàíèé, ïîâûøåíèÿ ñàìîñòîÿòåëü-
íîñòè, îòâåòñòâåííîñòè çà ïðèíèìàåìûå ðåøåíèÿ (âêëþ÷àÿ âîëåâîé è íðàâñòâåííûé
àñïåêòû) â ïåðåõîäå îò ðàçìûøëåíèÿ ê äåéñòâèÿì.

13. Ðàçðàáîòêà òðåáîâàíèé, êðèòåðèåâ, ïàðàìåòðîâ è ïîêàçàòåëåé îöåíêè
ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ íîâîãî ïîêîëåíèÿ äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ìîòèâèðóþùå-
ãî èçó÷åíèÿ ìàòåìàòèêè íà îñíîâå ïðîöåññîâ èíòåãðàöèè ïðîôåññèîíàëüíî âàæíûõ
çíàíèé è íàãëÿäíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ó÷åáíûõ ýëåìåíòîâ. Ðàçðàáîòêà ýêñïåðòíûõ òàá-
ëèö è îöåíî÷íûõ ïîêàçàòåëåé òðåáîâàíèé ê ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèì ìàòåðèàëàì íîâîãî
ïîêîëåíèÿ.

14. Ïðèîðèòåò â ñîçäàíèè íàñûùåííîé èíôîðìàöèîííîé ñðåäû: äèàëîã êóëü-
òóð, ïîëèôóíêöèîíàëüíàÿ äåÿòåëüíîñòü, èíòåãðàöèÿ ïðåäìåòíûõ, èíôîðìàöèîííûõ,
ãóìàíèòàðíûõ è åñòåñòâåííîíàó÷íûõ çíàíèé, ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ è ïîèñêîâàÿ àêòèâ-
íîñòü ñ ðåàëüíûìè ïðåäìåòàìè, èñïîëüçîâàíèå èíôîðìàöèîííî-êîììóíèêàöèîííûõ
òåõíîëîãèé.

15. Ïîääåðæêà è ðàçâèòèå äîìèíàíòíîé ìîäàëüíîñòè âîñïðèÿòèÿ (äèàãíîñòè-
êà ìîäàëüíîñòåé âîñïðèÿòèÿ, ïîñòðîåíèå èíäèâèäóàëüíûõ îáðàçîâàòåëüíûõ òðàåêòî-
ðèé, âàðèàòèâíîñòü è òåõíîëîãè÷åñêàÿ ïîääåðæêà ñðåäñòâàìè îáó÷åíèÿ, îïòèìèçà-
öèÿ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ äðóãèõ ìîäàëüíîñòåé (çíàêîâî-ñèìâîëè÷åñêîé, âåðáàëüíîé,
îáðàçíî-ãåîìåòðè÷åñêîé è êîíêðåòíî - äåÿòåëüíîñòíîé) çà ñ÷åò äèàëîãà êóëüòóð è
ðàáîòû â ìàëûõ ãðóïïàõ, ïåðåõîä ïðîöåññîâ ðàçâèòèÿ â ïðîöåññû ñàìîðàçâèòèÿ).

Â ðàçðàáîòêå ýòèõ ïîëîæåíèé çíà÷èòåëüíîå ó÷àñòèå êðîìå àâòîðà ñòàòüè ïðè-
íÿë ïðîôåññîð ßðÃÏÓ Å.È. Ñìèðíîâ.

Íåêîòîðûå ñïåöèôè÷åñêèå êîíöåïòóàëüíûå ïîëîæåíèÿ áûëè ðàçðàáîòàíû èñ-
ïîëíèòåëÿìè ïðîåêòà:

Äëÿ ïåäàãîãè÷åñêèõ âóçîâ - ïðîôåññîðîì Å.È. Ñìèðíîâûì è äîöåíòîì
Â.Â.Áîãóíîì [5; 7], äëÿ ýêîíîìè÷åñêèõ âóçîâ � ïðîôåññîðàìè Ï.Ñ. Ãåâîðêÿíîì è
Ñ.À.Ðîçàíîâîé [ 8 ]; äëÿ òåõíè÷åñêèõ âóçîâ � äîöåíòîì Ò.À.Êóçíåöîâîé è ïðîôåññî-
ðîì Ñ.À.Ðîçàíîâîé [4; 9]; äëÿ ñðåäíèõ øêîë � ïðîôåññîðîì Â.À.Ãóñåâûì , äîöåíòîì
Ò.À. Êóçíåöîâîé è ä.ï.í. Â.À.Ëàçàðåâûì [10].

Ñ.À.Ðîçàíîâà è Â.À.Ëàçàðåâ âûäåëèëè ñëåäóþùèå âàæíûå ïîëîæåíèÿ äëÿ èç-
ìåíåíèÿ îòíîøåíèÿ ê ìàòåìàòè÷åñêîìó îáðàçîâàíèþ â îáùåñòâå [11]:

1. Îòâåòñòâåííîñòü âñåõ èñïîëíèòåëåé çà ïðèíÿòûå ðåøåíèÿ íà âñåõ óðîâíÿõ.
Îò ïðàâèòåëüñòâåííîãî ÷èíîâíèêà äî ó÷èòåëÿ è ó÷àùåãîñÿ. ×åòêîå èñïîëíåíèå ïðè-
íÿòûõ äîêóìåíòîâ, ïîðó÷åíèé, îáÿçàòåëüñòâ.

2. Îáåñïå÷åíèå íåîáõîäèìîãî ôèíàíñèðîâàíèÿ äëÿ óñïåøíîé ðåàëèçàöèè ìå-
ðîïðèÿòèé, íàïðàâëåííûõ íà ðàçâèòèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ.

3. Àêòèâèçàöèÿ ñðåäñòâ ìàññîâîé èíôîðìàöèè, èçäàòåëüñòâ, ëåêöèé è ñåìè-
íàðîâ äëÿ ðîäèòåëåé, ïîïóëÿðíûõ ëåêöèé î ðîëè ìàòåìàòèêè â ñîâðåìåííîì ìèðå
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äëÿ ñòóäåíòîâ â ðàìêàõ êóðñà ¾ Ââåäåíèå â ñïåöèàëüíîñòü¿, ïðèâëå÷åíèå ñòóäåíòîâ ê
ðàáîòå â ÓÈÐÑ è ÍÈÐÑ - âñå ýòî âàæíåéøèé ìåõàíèçì ïîïóëÿðèçàöèè ìàòåìàòèêè
è îáåñïå÷åíèÿ óñòîé÷èâîãî èíòåðåñà ê åå èçó÷åíèþ.

3. Èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè ðàññìîòðåíû êàê ýôôåêòèâíûé ìåõàíèçì ïî-
âûøåíèÿ ìîòèâàöèè ê èçó÷åíèþ ìàòåìàòèêè â øêîëå è âóçàõ ðàçëè÷íîãî ïðîôèëÿ.
Ðàçðàáîòàíû ìåòîäèêè èõ èñïîëüçîâàíèÿ â ñðåäíèõ øêîëàõ [12].

4. Ïîäãîòîâëåíû è ïðîâåäåíû äâå Ìåæäóíàðîäíûå êîíôåðåíöèè:
¾Îáðàçîâàíèå, íàóêà è ýêîíîìèêà â øêîëàõ è âóçàõ¿ 24-29 ìàðòà 2014 ãîäà â

Àðìåíèè è
¾Áåñêîíå÷íîìåðíûé àíàëèç, ñòîõàñòèêà, ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå: íî-

âûå çàäà÷è è ìåòîäû. Ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî è åñòåñòâåííîíàó÷íîãî îáðàçîâà-
íèÿ¿, 15-18 äåêàáðÿ 2014 ãîäà ÐÓÄÍ. Ïàðàëëåëüíî ïðîâåäåíû âìåñòå ñ èñïîëíèòå-
ëÿìè èç Àðìåíèè äâà ñåìèíàðà ñîîòâåòñòâåííî â Àðìåíèè è Ðîññèè, ïîñâÿùåííûå
õîäó âûïîëíåíèÿ ñîâìåñòíîãî ïðîåêòà.

Ïðîâåäåíèå ýòèõ êîíôåðåíöèé è ñåìèíàðîâ, äèñêóññèè, àíàëèç äîêëàäîâ, ñäå-
ëàííûõ (â Àðìåíèè - íà ñåêöèÿõ 5, 6,9,10,11, 12, â Ðîññèè, ÐÓÄÍ � íà ñåêöèÿõ 8, 9,
10) ñïîñîáñòâîâàëè:

- â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ñðàâíèòåëüíîìó àíàëèçó ñîñòîÿíèÿ ïðîáëåìû â îá-
ùåñòâàõ Ðîññèè è Àðìåíèè, à òàêæå â íåêîòîðûõ ñòðàíàõ áëèæíåãî è äàëüíåãî çà-
ðóáåæüÿ;

- âûÿâëåíèþ íàïðàâëåíèé èññëåäîâàíèé ïî äàííîé ïðîáëåìå â ðåãèîíàõ Ðîñ-
ñèè, â Àðìåíèè è äðóãèõ ñòðàíàõ;

- îáìåíó îïûòîì è ìåòîäèêàìè ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè â øêîëàõ è âóçàõ
ðàçëè÷íûõ ïðîôèëåé Ðîññèè, Àðìåíèè , íà ïîñòñîâåòñêîì ïðîñòðàíñòâå è äðóãèõ
ñòðàí;

- îáúåäèíåíèþ óñèëèé ïåäàãîãè÷åñêîé îáùåñòâåííîñòè äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâ-
ëåííîé àêòóàëüíîé ïðîáëåìû.

5. Ïîäãîòîâëåíû ñîâìåñòíî ñîèñïîëíèòåëÿìè èç Ðîññèè è Àðìåíèè ðàáî÷èå
ìàòåðèàëû è ïëàí ìîíîãðàôèè ¾ Ðàçâèòèå ìîòèâàöèè ê èçó÷åíèþ ìàòåìàòèêè â
ñîâðåìåííîì ìèðå¿.

Íàïèñàíî è îïóáëèêîâàíî 26 ñòàòåé, èç íèõ 2 ñòàòüè ñîâìåñòíî ñ ðîññèéñêîé
è àðìÿíñêîé ñòîðîíàìè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÃÍÔ, ïðîåêò � 14-26-20004.
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Àííîòàöèÿ: Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå ïðîáëåìû ðàçâè-
òèÿ ìîòèâàöèè øêîëüíèêîâ, êîòîðûå âîçíèêàþò â ïðîôèëüíûõ êëàññàõ ñîâðåìåííîé
ñðåäíåé øêîëû ïðè óãëóáëåííîì èçó÷åíèè ìàòåìàòèêè è íàìå÷àþòñÿ ïóòè èõ ðåøå-
íèÿ. Àâòîð � ó÷èòåëü ìàòåìàòèêè, ðàáîòàþùèé â òàêèõ êëàññàõ áîëåå 25 ëåò, õîðîøî
çíàêîì ñ ðåàëüíûìè ïðîáëåìàìè ñîâðåìåííîãî øêîëüíîãî îáðàçîâàíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óãëóáëåííîå èçó÷åíèå ìàòåìàòèêè, ðàçâèòèå ìîòèâàöèè, ïðî-
ôèëüíûå êëàññû, ñîâðåìåííûå ïåäàãîãè÷åñêèå òåõíîëîãèè, íà÷àëà ìàòåìàòè÷åñêîãî
àíàëèçà.

SOME PROBLEMS OF DEVELOPMENT PUPILS` MOTIVATION TO
DEPTH MATHEMATICS STUDYING IN SPECIALIZED CLASSES IN

MODERN SECONDARY SCHOOL

Abstract: This article discusses problems of development pupils` motivation which
arise in specialized classes of modern secondary school the in-depth studying of Maths
and ways of their solution. The author is the Maths` teacher, who has been working in
such classes more than 25 years and who is familiar with the problems of modern school
education.

Keywords: depth study, development of motivation, specialized classes, modern
pedagogical technologies, the beginnings of the mathematical analysis.

Ñîâðåìåííîå øêîëüíîå îáðàçîâàíèå � ñëîæíàÿ íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà âçàèìî-
äåéñòâèÿ ïåäàãîãîâ, ó÷åíèêîâ è èõ ðîäèòåëåé. Îäíà èç âàæíûõ õàðàêòåðèñòèê ýòîé
ñèñòåìû � óñïåøíîñòü îáó÷åíèÿ, êîòîðàÿ çàâèñèò îò ìíîæåñòâà ôàêòîðîâ, ñðåäè êî-
òîðûõ ìîòèâàöèÿ ê îáó÷åíèþ. Ìîòèâàöèÿ ê îáó÷åíèþ � ýòî íåêîòîðîå âíåøíåå âîç-
äåéñòâèå, êîòîðîå ïî òåì èëè èíûì ïðè÷èíàì ïðåâðàùàåòñÿ âî âíóòðåííåå äåéñòâèå
ñóáúåêòà îáó÷åíèÿ, ïðèâîäÿùåå ê æåëàåìîìó ðåçóëüòàòó.

Â ïåäàãîãèêå ìîòèâàöèÿ � îáùåå íàçâàíèå äëÿ ïðîöåññîâ, ìåòîäîâ è ñðåäñòâ ïî-
áóæäåíèÿ ó÷àùèõñÿ ê ïðîäóêòèâíîé ïîçíàâàòåëüíîé äåÿòåëüíîñòè, àêòèâíîìó îñâî-
åíèþ ñîäåðæàíèÿ îáðàçîâàíèÿ. Ïðè ýòîì ó÷åáíàÿ ìîòèâàöèÿ � ýòî ïðîÿâëÿåìàÿ
ó÷àùèìèñÿ ìîòèâèðîâàííàÿ àêòèâíîñòü ïðè äîñòèæåíèè öåëåé ó÷åíèÿ. Íåîáõîäèìî
îòìåòèòü, ÷òî îñîáåííîñòü ó÷åáíîé ìîòèâàöèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ïðîöåññå äåÿ-
òåëüíîñòè ïî åå îñóùåñòâëåíèþ ó÷åíèê óñâàèâàåò çíàíèÿ è ôîðìèðóåòñÿ êàê ëè÷-
íîñòü. Ïðè ýòîì ìîòèâàöèÿ � îäíî èç ãëàâíûõ óñëîâèé óñïåøíîãî îáó÷åíèÿ â øêîëå.
Í.Þ.Ñêîðîõîäîâà ñ÷èòàåò, ÷òî ¾òåõíîëîãèÿ ðàçâèòèÿ ìîòèâàöèè ó÷åíèÿ â ñîâðåìåí-
íîé øêîëå ñòðîèòñÿ íà ðàçâèòèè ìîòèâà äîñòèæåíèÿ ó÷åíèêîâ. Ýòà òåõíîëîãèÿ âêëþ-
÷àåò êàê ñîçäàíèå îñîáîé ó÷åáíîé ïðîãðàììû ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ôèêñèðóåìûõ
ãðàäàöèé ïî ñëîæíîñòè çàäà÷, âðåìåíè óñâîåíèÿ è ò.ï., òàê è îñîáûé ñòèëü âçàèìî-
äåéñòâèÿ ó÷èòåëÿ è ó÷åíèêà íà óðîêå¿[1].
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Íà ñàìîì äåëå, ïðàêòèêà ñåãîäíÿøíåé øêîëû ïîêàçûâàåò, ÷òî ìîòèâ äîñòè-
æåíèÿ ÷àñòî ÿâëÿåòñÿ âåñüìà íåçíà÷èìûì äëÿ ó÷àùèõñÿ, ÷òî åùå áîëåå ïîâûøàåò
çíà÷åíèå ýôôåêòèâíîé ìîòèâàöèè è ýôôåêòèâíîãî ìîòèâèðîâàíèÿ ïðè èçó÷åíèè òî-
ãî èëè èíîãî ïðåäìåòà, â ÷àñòíîñòè, ìàòåìàòèêè.

Èñïîëüçîâàíèå ñîâðåìåííûõ îáðàçîâàòåëüíûõ òåõíîëîãèé íà óðîêàõ ïîìîãà-
åò ñîçäàòü áëàãîïðèÿòíóþ ýìîöèîíàëüíóþ îáñòàíîâêó, ïîâûøàåò ìîòèâàöèþ îáó-
÷àþùèõñÿ ê èçó÷åíèþ ïðåäìåòà, óãëóáëÿåò ðåàëüíûå çíàíèÿ, ñïîñîáñòâóåò ðàçâè-
òèþ ïñèõîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ â ëè÷íîñòè ó÷åíèêà, ÷òî â êîíå÷íîì
èòîãå, ïîâûøàåò êà÷åñòâî çíàíèé îáó÷àþùèõñÿ. Çàìåòíî ïîâûøàåò ìîòèâàöèþ ó÷à-
ùèõñÿ áëàãîïðèÿòíûé è ïðîäóêòèâíûé ìèêðîêëèìàò íà óðîêå. Åãî ïîääåðæàíèþ
íà óðîêå ñïîñîáñòâóþò âîâëå÷åíèå â äåÿòåëüíîñòü âñåõ ó÷àùèõñÿ êëàññà; ñîçäàíèå
íåñòàíäàðòíûõ ñèòóàöèé; äåìîíñòðàöèÿ äîñòèæåíèé êàæäîãî ó÷àùåãîñÿ íà êàæäîì
óðîêå; óìåíèå õâàëèòü ëþáîãî ó÷åíèêà íà êàæäîì óðîêå äàæå çà ìàëûå äîñòèæåíèÿ
è óñïåõè, àðòèñòè÷åñêèå ñïîñîáíîñòè ó÷èòåëÿ.

Íà íàø âçãëÿä, ó÷èòåëü â ñâîåé ðàáîòå íå äîëæåí çàáûâàòü î òàêîì ïîíÿòèè,
êàê àêòèâíàÿ ìîòèâàöèÿ. Àêòèâíàÿ ìîòèâàöèÿ ïðåäïîëàãàåò, ÷òî 1) íèêàêèå ðåçóëü-
òàòû íåëüçÿ ïðèçíàòü õîðîøèìè, êàê áû âûñîêè îíè íè áûëè, åñëè ó÷åíèê ìîã áû
äîñòèãíóòü áîëåå âûñîêèõ ðåçóëüòàòîâ; 2)íèêàêèå ðåçóëüòàòû, êàê áû îíè íå áûëè
ìàëû, íåëüçÿ ïðèçíàòü ïëîõèìè, åñëè îíè ñîîòâåòñòâóþò ìàêñèìàëüíûì âîçìîæíî-
ñòÿì ó÷åíèêà.

Ó÷èòûâàÿ îñîáåííîñòè ñîâðåìåííîãî îáùåñòâà, ìû íàõîäèìñÿ â ñèòóàöèè, êî-
ãäà ïîòðåáíîñòü â íåïðåðûâíîì îáðàçîâàíèè äîëæíà áûòü ñôîðìèðîâàíà êàê ìîæ-
íî ðàíüøå. Âàæíóþ ðîëü â ôîðìèðîâàíèè òàêîé ïîòðåáíîñòè èãðàåò äåÿòåëüíîñòü
ó÷èòåëÿ ïî ðàçâèòèþ ìîòèâàöèîííîé ñôåðû ó÷åíèêà ñðåäíåé øêîëû. Àëãîðèòì ïðå-
îäîëåíèÿ êðèçèñà, óñïåøíûé è ïîëîæèòåëüíûé âûõîä èç êðèçèñíîãî ñîñòîÿíèÿ êàê
ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ýôôåêòèâíûõ òåõíîëîãèé ðàçíîãî ðîäà � îäíî èç íàïðàâëåíèé
ñîâðåìåííîãî ìîòèâèðîâàííîãî îáðàçîâàíèÿ íà âñåõ óðîâíÿõ

Ñïðàâåäëèâî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî â ïðîôèëüíûõ êëàññàõ è êëàññàõ ñ óãëóáëåí-
íûì èçó÷åíèåì ìàòåìàòèêè ñîáðàëèñü ó÷àùèåñÿ, áîëåå ìîòèâèðîâàííûå ê èçó÷åíèþ
ïðåäìåòà, ÷åì â êëàññàõ äðóãèõ ïðîôèëåé. Ìîòèâû èõ îáó÷åíèÿ âåñüìà ðàçëè÷íû:
îò âíóòðåííèõ, îáîñíîâàííûõ âíóòðåííèìè ëè÷íûìè ïîçûâàìè ê ðàçâèòèþ, äî àá-
ñîëþòíî âíåøíèõ, íàâÿçàííûõ ðîäèòåëÿìè áåç ó÷åòà êîíêðåòíûõ ëè÷íîñòíûõ îñî-
áåííîñòåé. Ìíîãîëåòíèé îïûò íàøåé ðàáîòû â ÌÎÓ ÑÎØ �1 ÑÓÈÎÏ ã.Ôðÿçèíî
Ìîñêîâñêîé îáëàñòè ãîâîðèò î òîì, ÷òî ïðîáëåìû â ìîòèâàöèîííîé ñôåðå ïðèñóùè
è íàøèì ó÷åíèêàì. Åñëè ïðîàíàëèçèðîâàòü ïðè÷èíû, ïî êîòîðûì ó÷åíèêè âûáè-
ðàþò äëÿ îáó÷åíèÿ â ñòàðøèõ êëàññàõ ôèçèêî - ìàòåìàòè÷åñêèé ïðîôèëü, òî íà
ïåðâîì ìåñòå îêàæåòñÿ æåëàíèå ðîäèòåëåé äàòü ñâîåìó ðåáåíêó êà÷åñòâåííîå îáðà-
çîâàíèå, íà âòîðîì ìåñòå îêàæåòñÿ æåëàíèå ó÷åíèêà â áóäóùåì ïîëó÷èòü âûñøåå
îáðàçîâàíèå, ñâÿçàííîå ñ ïðèìåíåíèåì â ïðîôåññèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè ìàòåìàòè-
êè è ôèçèêè. Ñðåäè âûïóñêíèêîâ ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ êëàññîâ íàøåé øêîëû -
ó÷åíûå- ìàòåìàòèêè, ôèçèêè, èíæåíåðû, âðà÷è, õóäîæíèêè, ïîýòû, ãîñóäàðñòâåííûå
è ìóíèöèïàëüíûå ñëóæàùèå, ó÷èòåëÿ, òàê êàê ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîå îáðàçîâàíèå
âñåãäà ñïîñîáñòâîâàëî îáùåìó ðàçâèòèþ, ïîìîãàëî óñïåøíî îñâàèâàòü ñàìûå ðàç-
ëè÷íûå îòðàñëè ÷åëîâå÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â 2013 è 2014
ãîäàõ â íåçàâèñèìîì ðåéòèíãå ÐÈÀÍ ¾Íîâîñòè¿ è Ìîñêîâñêîãî öåíòðà íåïðåðûâíî-
ãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ (ÌÖÍÌÎ) íàøà øêîëà çàíèìàëà ìåñòî â ÒÎÏ-500
ëó÷øèõ øêîë Ðîññèè è âõîäèëà â äâàäöàòü ëó÷øèõ îáðàçîâàòåëüíûõ ó÷ðåæäåíèé
Ìîñêîâñêîé îáëàñòè. Ïðè ýòîì â øêîëå, ãäå â ñðåäíåì ïîñòîÿííî 1240 ó÷åíèêîâ,
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íåâîçìîæíî ñîçäàòü è îòñëåæèâàòü ïîäðîáíóþ Ïðîãðàììó ïî ðàáîòå ñ îäàðåííûìè
äåòüìè. Íåñìîòðÿ íà ýòî, ìîòèâàöèÿ íàøèõ ó÷àùèõñÿ ê êà÷åñòâåííîìó îáðàçîâàíèþ
ïî ïÿòèáàëëüíîé øêàëå ìîæåò áûòü îöåíåíà íà 4. Â ÷àñòíîñòè, äèàãíîñòèêà ìîòè-
âàöèè ó÷àùèõñÿ ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ êëàññîâ 8-11 êëàññîâ, ïðîâåäåííàÿ íàìè ïî
ìåòîäèêå èçó÷åíèÿ ìîòèâàöèè ó÷åíèÿ ñòàðøåêëàññíèêîâ Îêóíåâîé Î.Þ., ïîêàçàëà
âûñîêèé óðîâåíü ìîòèâàöèè ó÷åíèÿ, ïðè÷åì âíóòðåííèå è âíåøíèå ìîòèâû áûëè
âûðàæåíû ïðèìåðíî â îäèíàêîâîé ñòåïåíè

Ó÷èòûâàÿ îáúåêòèâíóþ ñëîæíîñòü øêîëüíîé ìàòåìàòèêè è òîò ôàêò, ÷òî âû-
ïóñêíîé ýêçàìåí ïî ìàòåìàòèêå îáÿçàòåëåí äëÿ âñåõ ó÷àùèõñÿ, ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíûì,
íàñêîëüêî íåïðîñòà áûëà âñåãäà ýòà çàäà÷à: îáó÷èòü ìàòåìàòèêå õîòÿ áû íà áàçîâîì
óðîâíå. Ïðè ýòîì ó÷èòåëü ìàòåìàòèêè îáÿçàí ðàçâèâàòü èíòåðåñ ê ìàòåìàòèêå è äëÿ
ýòîãî îí ìîæåò èñïîëüçîâàòü òåõíîëîãèè è ìåòîäû, îïèðàþùèåñÿ íà íåîæèäàííîñòü,
ïàðàäîêñàëüíîñòü, çàíèìàòåëüíîñòü, ñîçäàíèå ñèòóàöèé íîâèçíû, ñîçäàíèå óñïåõà,
ìåòîä ïðîáëåìíûõ ñèòóàöèé è òàê äàëåå.

Ê ñîæàëåíèþ, â ñîâðåìåííîé øêîëå ñóùåñòâóåò ðÿä ìåæïðåäìåòíûõ ïðîòèâî-
ðå÷èé, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü óñòðàíåíû òîëüêî ïî æåëàíèþ ó÷èòåëÿ ìàòåìàòèêè.
Òàê ñëîæèëîñü, ÷òî ÷àùå âñåãî ìàòåìàòè÷åñêèé ïðîôèëü îáðàçîâàíèÿ èíòåãðèðî-
âàí ñ ôèçè÷åñêèì. Îäíàêî íà íàñòîÿùèé ìîìåíò îòñóòñòâóåò ïîëíîå ñîãëàñîâàíèå
ïðîãðàìì è ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèõ êîìïëåêòîâ, êîòîðîå ìîãëî áû íå òîëüêî ïîâûñèòü
êà÷åñòâî îáó÷åíèÿ, íî è ñòèìóëèðîâàòü ìîòèâàöèþ ê èçó÷åíèþ äâóõ òàêèõ ñëîæíûõ
äèñöèïëèí êàê ôèçèêà è ìàòåìàòèêà. Ðå÷ü èäåò îá èñïîëüçîâàíèè ïðè óãëóáëåííîì
(ïðîôèëüíîì) èçó÷åíèè ôèçèêè âåêòîðîâ, êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè, ïðîèçâîäíîé, èí-
òåãðàëà ãîðàçäî ðàíüøå, ÷åì ýòî çàëîæåíî â ïðîãðàììå èçó÷åíèÿ ìàòåìàòèêè. Íî
è èçó÷åíèå ìàòåìàòèêè íå ìîæåò áûòü ïîäñòðîåíî òîëüêî ïîä èçó÷åíèå ôèçèêè, à
äîëæíî ó÷èòûâàòü è ëîãèêó ðàçâèòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé íàóêè. Íà íàø âçãëÿä, åñ-
ëè áû âîçìîæíî áûëî ó÷åñòü âñå òàêèå ïðîòèâîðå÷èÿ íà óðîâíå ñðåäíåé øêîëû, íå
òîëüêî ó÷åíèê ñìîã áû áîëåå ïîëíî ðàñêðûòü äëÿ ñåáÿ ëè÷íîñòíûé ñìûñë èçó÷àåìîãî
ìàòåðèàëà.

Êàê ñ÷èòàåò îäèí èç âåäóùèõ èäåîëîãîâ ñåãîäíÿøíåé ïåäàãîãèêè Ìàðê Ïî-
òàøíèê [2], îäíèì èç íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ ñðåäñòâ ôîðìèðîâàíèÿ óñòîé÷èâîé ìî-
òèâàöèè ïîçíàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ëè÷íûé ïðèìåð ó÷èòåëÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, òðåáîâàíèÿ ê
ó÷èòåëþ, ðàáîòàþùåìó â êëàññå ñ óãëóáëåííûì èçó÷åíèåì ìàòåìàòèêè, ìíîãîêðàòíî
âîçðàñòàþò. Äî ñèõ ïîð â ïåäàãîãè÷åñêîé ñðåäå ñóùåñòâóåò ìíåíèå, ÷òî ðàáîòàòü â
ïðîôèëüíûõ êëàññàõ ïðîùå, ÷åì â íåïðîôèëüíûõ, èìåííî ïîòîìó, ÷òî â íèõ ñîáðà-
ëèñü çàèíòåðåñîâàííûå ó÷åíèêè, òî åñòü áîëåå ìîòèâèðîâàííûå. Îäíàêî ïîïðîáóåì
íå ñîãëàñèòüñÿ ñ òàêèì ïîäõîäîì. Ó÷åíèêè â òàêèõ êëàññàõ ïðîÿâëÿþò áîëåå âûñîêèå
ñïîñîáíîñòè ê èçó÷åíèþ íå òîëüêî ìàòåìàòèêè, íî è äðóãèõ ïðåäìåòîâ, î ÷åì ñâè-
äåòåëüñòâóþò ðåçóëüòàòû ó÷àñòèÿ ó÷àùèõñÿ ýòèõ êëàññîâ â ïðåäìåòíûõ îëèìïèàäàõ
è òâîð÷åñêèõ êîíêóðñàõ ðàçëè÷íûõ óðîâíåé. Çíà÷èò, ó÷èòåëü ìàòåìàòèêè, ðàáîòàþ-
ùèé â òàêèõ êëàññàõ, äîëæåí îáëàäàòü íå òîëüêî ãëóáîêèìè ñïåöèàëüíûìè çíàíèÿìè
ïî ïðåäìåòó, íî è èìåòü øèðîêèé êðóãîçîð, áûòü ãîòîâûì îòâåòèòü íà ëþáîé âîïðîñ
ó÷åíèêîâ, âëàäåòü àðòèñòè÷åñêèìè ïðèåìàìè âåäåíèÿ óðîêà. Ó÷èòåëü äîëæåí çíàòü
íå òîëüêî ïñèõîëîãèþ ñîâðåìåííûõ ïîäðîñòêîâ, íî è èõ ðîäèòåëåé, òàê êàê ÷àñòî
ãëàâíûì âíåøíèì ìîòèâîì ê îáó÷åíèþ âûñòóïàåò íå æåëàíèå è âîçìîæíîñòè ó÷åíè-
êà, à æåëàíèå ðîäèòåëåé, êîòîðûå âèäÿò â ñâîèõ ñïîñîáíûõ äåòÿõ âîçìîæíîñòü ðå-
àëèçàöèè ñâîèõ ëè÷íîñòíûõ èíòåðåñîâ è íåðåàëèçîâàííûõ ïîòðåáíîñòåé. Â êëàññàõ
ñ óãëóáëåííûì èçó÷åíèåì ìàòåìàòèêè çàäà÷à ó÷èòåëÿ - íå òîëüêî ñâîáîäíî âëàäåòü
ïðîãðàììíûì ìàòåðèàëîì íà óãëóáëåííîì óðîâíå, íî è óìåòü ïðåïîäíåñòè åãî ó÷à-
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ùèìñÿ òàê, ÷òîáû èì áûëî âàæíî ïîíÿòü è îñâîèòü îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è àëãîðèòìû..
Âîñïèòàíèå âîëåâûõ êà÷åñòâ ëè÷íîñòè ÷åðåç èçó÷åíèå ìàòåìàòèêè, íà íàø âçãëÿä,
îäèí èç ãëàâíûõ ïóòåé ñòèìóëèðîâàíèÿ è ìîòèâàöèè ó÷åíèêà.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìíîãèå ïåäàãîãè óäåëÿþò âðåìÿ èññëåäîâàòåëüñêîé äåÿ-
òåëüíîñòè ó÷àùèõñÿ. Â êëàññàõ ñ óãëóáëåííûì èçó÷åíèåì ìàòåìàòèêè òàêàÿ äåÿ-
òåëüíîñòü äîëæíà áûòü ñâÿçàíà ñ îñíîâíûì ïðîôèëåì. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â Ìîñ-
êîâñêîé îáëàñòè îðãàíèçîâàíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ìàòåìàòè÷åñêèõ êîíêóðñîâ, â êî-
òîðûõ ìîæåò ïðèíèìàòü ó÷àñòèå ëþáîé øêîëüíèê. Îäíèì èç íàèáîëåå èíòåðåñíûõ,
íà íàø âçãëÿä, ÿâëÿåòñÿ Ìåæäóíàðîäíûé êîíêóðñ ¾Ìàòåìàòèêà è ïðîåêòèðîâàíèå¿,
êîòîðûé âîò óæå íåñêîëüêî ëåò ïðîâîäèòñÿ Àêàäåìèåé ñîöèàëüíîãî óïðàâëåíèÿ Ìîñ-
êîâñêîé îáëàñòè è Áîëãàðñêîé Àêàäåìèåé íàóê. Ó÷àñòèå â ýòîì êîíêóðñå ñ êàæäûì
ãîäîì òðåáóåò âñå áîëüøåãî ïðîôåññèîíàëèçìà ó÷èòåëÿ, êóðèðóþùåãî äåÿòåëüíîñòü
ó÷åíèêà. Ó÷èòåëü äîëæåí ñàì õîðîøî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå, êàê óñòðîåí èññëåäîâàòåëü-
ñêèé ïðîöåññ, êàêèå ñòðóêòóðíûå ýëåìåíòû íåîáõîäèìî îñâîèòü ó÷åíèêó. À ýòî çíà-
÷èò, ÷òî îí äîëæåí áûòü âêëþ÷åí â íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêóþ äåÿòåëüíîñòü, õîòÿ áû
íà íà÷àëüíîì óðîâíå. Ñîâðåìåííàÿ ïåäàãîãèêà òðåáóåò, ÷òîáû ó÷èòåëü ïðîôèëüíî-
ãî êëàññà âëàäåë ïðàêòè÷åñêè âñåìè ñóùåñòâóþùèìè ñåãîäíÿ ïåäàãîãè÷åñêèìè òåõ-
íîëîãèÿìè îò ïðîâåðåííûõ ãîäàìè (íàïðèìåð, äèôôåðåíöèðîâàííîãî îáó÷åíèÿ) äî
ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðíûõ (èíôîðìàöèîííî�êîììóíèêàöèîííûõ), ÷òî òàêæå ñïî-
ñîáñòâóåò ðàçâèòèþ ó÷åáíîé ìîòèâàöèè.

Ñîâðåìåííûå èíôîðìàöèîííî � êîììóíèêàöèîííûå òåõíîëîãèè èñïîëüçóþòñÿ
â îáðàçîâàòåëüíûõ ó÷ðåæäåíèÿõ â òðåõ íàïðàâëåíèÿõ:

1. Äëÿ ïîâûøåíèÿ íàãëÿäíîñòè ïðè èçó÷åíèè ïðîãðàììíîãî ìàòåðèàëà (íà-
ïðèìåð, ýëåêòðîííûå îáðàçîâàòåëüíûå ðåñóðñû (ÝÎÐ), ïðåçåíòàöèè óðîêîâ)

2. Äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ ïðîöåññà îáó÷åíèÿ (âûïîëíåíèå óïðàæíåíèé, îñóùåñòâ-
ëåíèÿ îïåðàòèâíîãî êîíòðîëÿ (¾Ìàòåìàòè÷åñêèé êîíñòðóêòîð¿ 6.0, ¾Äèíàìè÷åñêàÿ
ãåîìåòðèÿ¿, ñèñòåìà ¾VERDICT¿));

3. Äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ óïðàâëåí÷åñêèõ ôóíêöèé (ýëåêòðîííûå æóðíàëû, äíåâ-
íèêè)

Ó÷èòûâàÿ òîò ôàêò, ÷òî â ïåäàãîãèêå ðåçóëüòàò íå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâè-
åì èñïîëüçîâàíèÿ òåõ èëè èíûõ òåõíîëîãèé, íà óðîêå îïûòíûé ó÷èòåëü ïðèìåíÿåò
èíòåãðèðîâàííûå, íåëèíåéíûå òåõíîëîãèè, êîòîðûå ïîä÷àñ íåâîçìîæíî ÷åòêî äèô-
ôåðåíöèðîâàòü è îòîðâàòü îäíó îò äðóãîé. Èìåííî ïîýòîìó âîïðîñ îñâîåíèÿ òåõíèêè
ïåäàãîãè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè ìîëîäûìè ó÷èòåëÿìè � îäèí èç ñàìûõ àêòóàëüíûõ ïðè
ðåøåíèè ïðîáëåìû ñòèìóëèðîâàíèÿ è ìîòèâàöèè ó÷àùèõñÿ ê èçó÷åíèþ ìàòåìàòèêè
íà óãëóáëåííîì óðîâíå.

Îáó÷àÿñü â ñòàðøåé øêîëå, áîëüøèíñòâî ó÷àùèõñÿ óæå èìååò íåêîòîðîå ïðåä-
ñòàâëåíèå î ñâîåì áóäóùåì ïðîôåññèîíàëüíîì âûáîðå. Äóìàåì, ÷òî íå îøèáåìñÿ,
åñëè îòìåòèì, ÷òî ìàññîâûé âûáîð ó÷àùèõñÿ � íå â ïîëüçó òåõ ïðîôåññèé, êîòîðûå
òðåáóþò ãëóáîêîé ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêè. Íàóêîåìêèå è òðóäîåìêèå ñôåðû, ê
êîòîðûì îòíîñèòñÿ è ìàòåìàòèêà, âñå ìåíüøå èíòåðåñóþò øêîëüíèêîâ â òîé ñòåïå-
íè, ÷òîáû ïðåâðàòèòüñÿ â èõ ïðîôåññèþ. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî çàäåéñòâîâàòü è òàêîé
ïîáóäèòåëüíûé ìîòèâ, êàê ÷óâñòâî òðåâîãè è îòâåòñòâåííîñòè ïåðåä áóäóùèì.

Äðóãîé îñíîâîé äëÿ ðàçâèòèÿ ìîòèâàöèè â êëàññàõ ñ óãëóáëåííûì èçó÷åíèåì
ìàòåìàòèêè ÿâëÿåòñÿ ðàñêðûòèå ñàìîöåííîñòè çíàíèé ñàìèõ ïî ñåáå ñ öåëüþ ïîëó-
÷åíèÿ óäîâîëüñòâèÿ îò ïðîöåññà ïîçíàíèÿ, îò îòêðûòèÿ íîâûõ çíàíèé, îò òîãî, ÷òî
ó÷åíèê ïðîñòî óçíàë ÷òî-òî íîâîå äëÿ ñåáÿ. Áîëüøóþ ðîëü çäåñü èãðàåò òàêîé ðàçäåë
øêîëüíîé ìàòåìàòèêè, êàê ¾Íà÷àëà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà¿. Ñîäåðæàíèå ýòîãî
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ðàçäåëà â øêîëüíûõ ó÷åáíèêàõ íå ìåíÿåòñÿ âîò óæå ìíîãî ëåò, ÷òî ìîæíî îòíåñòè
ê ïîëîæèòåëüíûì ÿâëåíèÿì. Ìîæíî ñïîðèòü, â êàêîé ïåðèîä îáó÷åíèÿ âêëþ÷àòü
äàííûé ðàçäåë â ïðîãðàììó èçó÷åíèÿ: â íà÷àëå 10 êëàññà, ïîñëå èçó÷åíèÿ ðàçäåëà
¾Òðèãîíîìåòðèÿ¿, äî èçó÷åíèÿ ðàçäåëà ¾Ñòåïåíè è ëîãàðèôìû¿ è òàê äàëåå. Ñóùå-
ñòâóþùèå ñåãîäíÿ ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèå êîìïëåêòû ïîçâîëÿþò ðåøàòü ýòîò âîïðîñ
ïî-ðàçíîìó. Â íàøåé øêîëå ìû ìíîãî ëåò èñïîëüçóåì ÓÌÊ Ñ.Ì.Íèêîëüñêîãî, ïîä-
òâåðæäàÿ ýôôåêòèâíîñòü ýòîãî ïîñîáèÿ.

Ãîâîðÿ î ìîòèâàöèè ó÷àùèõñÿ ïðîôèëüíûõ êëàññîâ, íåîáõîäèìî ïîä÷åðêíóòü,
÷òî èìåííî ¾Íà÷àëà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà¿ ÿâëÿþòñÿ ïðîïåäåâòè÷åñêèì ýòà-
ïîì èçó÷åíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà â âûñøåé øêîëå íà áîëåå âûñîêîì íàó÷íîì
óðîâíå. Îäíàêî óæå â ñðåäíåé øêîëå, ñòàëêèâàÿñü ñ ðåàëüíûìè çàäà÷àìè íà íàõîæ-
äåíèå íàèáîëüøèõ èëè íàèìåíüøèõ çíà÷åíèé, çàäà÷àìè, òðåáóþùèõ èññëåäîâàíèÿ
ôóíêöèé, ïîñòðîåíèåì ãðàôèêîâ, ó÷åíèê íà÷èíàåò ïîëó÷àòü ïðåäñòàâëåíèå î ðåàëü-
íîé ðîëè ìàòåìàòèêè â îêðóæàþùåì ìèðå, åå ðåàëüíûõ âîçìîæíîñòÿõ. Åñëè øêîëü-
íàÿ ìàòåìàòèêà äî 9 êëàññà âîñïðèíèìàåòñÿ ó÷åíèêàìè áîëüøå êàê íåêàÿ óâëåêà-
òåëüíàÿ èãðà, òî èçó÷åíèå íà÷àë ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, îñîáåííî ïðè ïîääåðæêå
ýòîãî àïïàðàòà íà äðóãèõ óðîêàõ (ôèçèêå, õèìèè, áèîëîãèè, ýêîíîìèêå), ïîçâîëÿåò
îñîçíàòü èññëåäîâàòåëüñêóþ ðîëü ìàòåìàòèêè. Åñëè ïðè ýòîì èñïîëüçîâàòü è âîç-
ìîæíîñòè èíôîðìàöèîííî-êîììóíèêàöèîííûõ òåõíîëîãèé, íàïðèìåð, ïðè èçó÷åíèè
òåìû ¾Ïîñòðîåíèå ãðàôèêîâ ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé¿, ìîæíî ïîâûñèòü íàãëÿäíîñòü
è ýôôåêòèâíîñòü óðîêà, ïðîáóäèòü îñîçíàííûé èíòåðåñ ó ó÷àùèõñÿ. Êîíå÷íî, ó÷è-
òûâàÿ ðåàëüíûé óðîâåíü èíòåëëåêòóàëüíîé çðåëîñòè øêîëüíèêîâ, ó÷èòåëü íå ìîæåò
òðåáîâàòü îò íèõ àáñîëþòíî òî÷íîãî âîñïðîèçâåäåíèÿ îïðåäåëåíèé, äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåì ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, íî è íåäîîöåíèâàòü ðîëü ýòîãî ðàçäåëà íåëüçÿ. Ó÷å-
íèêè, ïëàíèðóþùèå ñâÿçàòü ñâîþ ïðîôåññèîíàëüíóþ äåÿòåëüíîñòü ñ ìàòåìàòèêîé,
ïîëó÷àþò õîðîøåå ïðåäñòàâëåíèå î ñïîñîáàõ ðåøåíèÿ çàäà÷. Ó îñòàëüíûõ ó÷åíè-
êîâ ñêëàäûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå î ìàòåìàòèêå, êàê î ìîùíîé è ñîâðåìåííîé íàóêå.
Áîëüøåãî ýôôåêòà ìîòèâèðîâàíèÿ ìîæíî äîáèòüñÿ, åñëè ïðè èçó÷åíèè ïðîñòåéøèõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé êàê ìîæíî øèðå ðàçíîîáðàçèòü òåìàòèêó çàäà÷, èñ-
ïîëüçóÿ íå òîëüêî çàäà÷è î ðàçìíîæåíèè áèîìàññû, ðàäèîàêòèâíîãî ðàñïàäà, íî è,
íàïðèìåð, ñóäåáíîé ìåäèöèíû, ýêîíîìèêè. Íåîáõîäèìî ðàñøèðÿòü òèïû çàäà÷, èñ-
ïîëüçóåìûå íà ýòèõ óðîêàõ. Áîëüøóþ ðîëü â ìîòèâàöèè ó÷àùèõñÿ ïðîôèëüíûõ êëàñ-
ñîâ èãðàþò ïðàâèëüíî îðãàíèçîâàííûå óðîêè ãåîìåòðèè, â ÷àñòíîñòè çàòðàãèâàþùèå
âîïðîñû àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè è âåêòîðíîé àëãåáðû. Â ïðîãðàììå äëÿ ïðîôèëü-
íûõ êëàññîâ íà èçó÷åíèå ýòîé òåìû îòâîäèòñÿ äî 20 ÷àñîâ. Çíà÷èò, ó÷èòåëü ìîæåò
ïîêàçàòü óíèâåðñàëüíûå ìåòîäû ðàáîòû ñ çàäà÷àìè, ïîäãîòîâèòü ó÷àùèõñÿ ê èçó÷å-
íèþ ìàòåìàòèêè íà áîëåå âûñîêîì óðîâíå.

Êðîìå óðîêîâ áîëüøóþ ðîëü â ðàçâèòèè ìîòèâàöèè øêîëüíèêà ê óãëóáëåííî-
ìó èçó÷åíèþ ìàòåìàòèêè èãðàåò âíåóðî÷íàÿ äåÿòåëüíîñòü ïî ìàòåìàòèêå, ê êîòîðîé
ìîãóò áûòü îòíåñåíû: Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ, ïðåäìåòíûå îëèìïè-
àäû, êîíêóðñû, ôåñòèâàëè (â ÷àñòíîñòè, Ôåñòèâàëü íàóêè), Ìåæäóíàðîäíàÿ ìàòå-
ìàòè÷åñêàÿ èãðà-êîíêóðñ ¾Êåíãóðó¿, ïîñåùåíèå âåäóùèõ Óíèâåðñèòåòîâ, çàî÷íûå
øêîëû, äèñòàíöèîííûå êóðñû äëÿ ó÷àùèõñÿ è äðóãèå ìåðîïðèÿòèÿ. ×åì áîëüøå
ó÷àùèõñÿ áóäåò ó÷àñòâîâàòü â òàêîé äåÿòåëüíîñòè, òåì âûøå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
áîëüøå ìîëîäûõ è òàëàíòëèâûõ ìîëîäûõ ëþäåé âûáåðóò ñâîé ïðîôåññèåé ìàòåìàòè-
êó èëè ñâÿçàííûå ñ íåé äèñöèïëèíû. Çíà÷èò, öåëü äåÿòåëüíîñòè ó÷èòåëÿ ïî ðàçâèòèþ
ìîòèâàöèè ê èçó÷åíèþ ìàòåìàòèêè áóäåò äîñòèãíóòà.
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Àííîòàöèÿ: Â ñòàòüå îïèñàí îïûò îðãàíèçàöèè è ïðîâåäåíèÿ äâóõ êîíêóðñîâ
ïî ñîñòàâëåíèþ è ðåøåíèþ êðàåâåä÷åñêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷. Ïåðâûé êîíêóðñ
îðèåíòèðîâàí íà ó÷àùèõñÿ îáùåîáðàçîâàòåëüíûõ øêîë, âòîðîé àäðåñîâàí ñòóäåíòàì.
Êîíêóðñû èìåþò öåëüþ ïîâûøåíèå èíòåðåñà ó÷àùèõñÿ ê òðàäèöèÿì, êóëüòóðå è èñ-
òîðèè ðîäíîãî êðàÿ, ïîïóëÿðèçàöèþ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêèõ
çíàíèé.
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EXPERIENCE AND PROSPECTS OF PREPARING COMPETITIONS
ON FORMULATION AND SOLVING MATHEMATICAL PROBLEMS OF

LOCAL LORE

Abstract: The article describes the experience of organizing and conducting two
competitions on the formulation and solving the mathematical problems of local history.
The �rst competition is aimed to secondary school pupils, the second is addressed to
students. These contests are designed to increase students' interest in the traditions,
culture and history of his native land, and the popularization of mathematics education
and mathematics.

Keywords: mathematical problems of local lore, contest, formulation the tasks,
popularization of mathematical knowledge.

Îäíîé èç çàäà÷ ñîâðåìåííîé øêîëû, îïðåäåëåííûõ Ôåäåðàëüíûì ãîñóäàð-
ñòâåííûì îáðàçîâàòåëüíûì ñòàíäàðòîì ñðåäíåãî (ïîëíîãî) îáùåãî îáðàçîâàíèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ ðàçâèòèå ëè÷íîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê âûïóñêíèêà, ëþáÿùåãî ñâîé êðàé è ñâîþ
Ðîäèíó, óâàæàþùåãî ñâîé íàðîä, åãî êóëüòóðó è äóõîâíûå òðàäèöèè [1].

Äëÿ åå ðåøåíèÿ íåîáõîäèì ïîèñê äîïîëíèòåëüíûõ ñðåäñòâ, ñòèìóëèðóþùèõ
ðàçâèòèå îáùåé àêòèâíîñòè, ñàìîñòîÿòåëüíîñòè, ëè÷íîé èíèöèàòèâû è òâîð÷åñòâà
ó÷àùèõñÿ. Òàêèì ñðåäñòâîì äëÿ ó÷àùèõñÿ ìîæåò ñòàòü èçó÷åíèå íà óðîêàõ ìàòåìà-
òèêè ðîäíîãî êðàÿ, êîòîðîå îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç çàäà÷è, ñîäåðæàùèå êðàåâåä÷åñêèé
ìàòåðèàë. Çàäà÷è, ñîñòàâëåííûå íà îñíîâå êðàåâåä÷åñêîãî ìàòåðèàëà, Í.È. Ìåðëèíà
íàçûâàåò êðàåâåä÷åñêèìè.[2]
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Ìû áóäåì íàçûâàòü êðàåâåä÷åñêèìè òåêñòîâûå çàäà÷è, ôàáóëà êîòîðûõ
ñîäåðæèò ìàòåðèàë, îñâåùàþùèé èñòîðè÷åñêèå, êóëüòóðîëîãè÷åñêèå, ïðèðîäíî-
êëèìàòè÷åñêèå, ãåîãðàôè÷åñêèå, ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèå îñîáåííîñòè ðåãèîíà.

Ðåøàÿ ïîäîáíûå çàäà÷è íà óðîêàõ ìàòåìàòèêè, ó÷àùèåñÿ ñòàëêèâàþòñÿ ñ íî-
âûìè, íåèçâåñòíûìè, ïîðàæàþùèìè èõ âîîáðàæåíèå óäèâèòåëüíûìè ôàêòàìè, î
êðàå, â êîòîðîì îíè æèâóò. Îäíàêî â øêîëüíûõ ó÷åáíèêàõ ìàòåìàòèêè êðàåâåä-
÷åñêèå çàäà÷è ïðåäñòàâëåíû íåäîñòàòî÷íî.

Ïîýòîìó â öåëÿõ ïîâûøåíèÿ èíòåðåñà ó÷àùèõñÿ ê ìàòåìàòèêå, òðàäèöèÿì,
êóëüòóðå è èñòîðèè ðîäíîãî êðàÿ, ïîïóëÿðèçàöèè ìàòåìàòè÷åñêèõ çíàíèé, íà÷èíàÿ
ñ 2013 ãîäà â Èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè, èíôîðìàöèîííûõ è êîñìè÷åñêèõ òåõíîëîãèé
Ñåâåðíîãî (Àðêòè÷åñêîãî) ôåäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà ïðî-
âîäèòñÿ êîíêóðñ ïî ñîñòàâëåíèþ è ðåøåíèþ êðàåâåä÷åñêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷
¾Àðõàíãåëüñêàÿ îáëàñòü â ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷àõ¿. Îñîáåííîñòü ýòîãî êîíêóðñà
ñîñòîèò â òîì, ÷òî â íåì ìîãóò ïðèíèìàòü ó÷àñòèå äàæå ó÷àùèåñÿ, íå îáëàäàþùèå
âûñîêèì óðîâíåì ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêè. Ðóêîâîäèòåëÿìè ðàáîò ó÷àùèõñÿ ÿâ-
ëÿþòñÿ íå òîëüêî ó÷èòåëÿ ìàòåìàòèêè, íî è ó÷èòåëÿ èñòîðèè è ãåîãðàôèè, ðîäèòåëè
ó÷åíèêîâ.

Ñþæåòû äëÿ çàäà÷ àâòîðû áåðóò èç ñåìåéíûõ àðõèâîâ, ëåòíèõ ïóòåøåñòâèé ïî
ðîäíîìó êðàþ, ïàìÿòíûõ èñòîðè÷åñêèõ ñîáûòèé, ñîñòàâëÿþò çàäà÷è ïî ìîòèâàì òå-
ìàòèê óðîêîâ èñòîðèè, ãåîãðàôèè, ëèòåðàòóðû, ýêñêóðñèé â ìóçåè è íà ïðåäïðèÿòèÿ
îáëàñòè. Òàêèå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå èíòåðåñíûìè.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû êðàåâåä÷åñêèõ çàäà÷, ñîñòàâëåííûõ ó÷àùèìèñÿ 3-7 êëàñ-
ñîâ.

Çàäà÷à 1. ¾Ðàñòèòåëüíîñòü Êåíîçåðñêîãî íàöèîíàëüíîãî ïàðêà¿. (Îâ÷èííèêîâ
Ñåìåí, 5 êëàññ)

Îáùàÿ ïëîùàäü Êåíîçåðñêîãî íàöèîíàëüíîãî ïàðêà ïðèìåðíî ðàâíà 140 òûñ.
ãà, ëåñà çàíèìàþò 74,2% îò âñåé òåððèòîðèè. Ïðåîáëàäàþùèìè ÿâëÿþòñÿ õâîéíûå
íàñàæäåíèÿ, êîòîðûå çàíèìàþò 81,7% ëåñîïîêðûòîé ïëîùàäè, èç íèõ ñîñíîâûå �
50,3%. Ñðåäè ëèñòâåííûõ ëåñîâ äîìèíèðóþò áåðåçíÿêè � 94,8%. Ñêîëüêî ãåêòàðîâ
çåìëè â ïàðêå çàíèìàþò ñîñíîâûå íàñàæäåíèÿ? Ñêîëüêî ãåêòàðîâ çåìëè çàíèìàþò
áåðåçíÿêè? Ðåçóëüòàò îêðóãëèòü äî äåñÿòûõ. Çàäà÷à ñîñòàâëåíà àâòîðîì ýêñêóðñèè
â Êåíîçåðñêèé íàöèîíàëüíûé ïàðê.

Çàäà÷à 2. ¾Îðíèòîôàóíà Êåíîçåðñêîãî íàöèîíàëüíîãî ïàðêà¿ (Ìèõíîâ Ìèõà-
èë, 3 êëàññ).

Â Êåíîçåðñêîì íàöèîíàëüíîì ïàðêå îáèòàåò 263 âèäà ïòèö. Îäíà èç íèõ �
÷¼ðíûé ñòðèæ. Èçâåñòíî, ÷òî îäèí ñòðèæ ñúåäàåò îêîëî 40 òûñ. íàñåêîìûõ çà ñóòêè.
Ñêîëüêî íàñåêîìûõ ñúåäÿò 5 ñòðèæåé çà 10 äíåé? Àâòîð çàäà÷è ó÷èòñÿ â øêîëå,
íàõîäÿùåéñÿ íà òåððèòîðèè Êåíîçåðñêîãî íàöèîíàëüíîãî ïàðêà.

Çàäà÷à 3. ¾Èñòîðèÿ ñåëà Îøåâåíñêîå¿. (Òðåòüÿêîâ Âëàäèñëàâ, 7 êëàññ).
Â ìàðòå 1881 ãîäà â Îøåâåíñêîì ïîãîñòå ñîñòîÿëñÿ Ãðèãîðüåâñêèé òîðæîê.

Ãëàâíàÿ òîðãîâëÿ ïðîèçâîäèëàñü ñóðîâñêèì, áàêàëåéíûì è êîëîíèàëüíûì òîâàðîì.
Îáîðîòû ïðîñòèðàëèñü ïî ïðèâîçó äî 12015 ðóáëåé. Ïðèâåçëè íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî
ïîìîðñêîé ðûáû. Õëåáà, ñîëè è ëüíÿíîãî ñåìåíè ïðèâåçëè íà 198 ðóáëåé áîëüøå,
÷åì ïîìîðñêîé ðûáû, à ãëèíÿíîé è äåðåâÿííîé ïîñóäû íà 250 ðóáëåé áîëüøå, ÷åì
õëåáà, ñîëè è ëüíÿíîãî ñåìåíè. Òåëåæíûõ ÿùèêîâ è êîë¼ñ íà 336 ðóáëåé ìåíüøå,
÷åì ïîñóäû, à ñòîèìîñòü ïðèâåçåííûõ ëîøàäåé áûëà íà 39 ðóáëåé áîëüøå ñòîèìîñòè
ïîñóäû. Ïðèâîç êîæè íà 425 ðóáëåé ìåíüøå âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ òîâàðîâ. Êðîìå
òîãî ïðî÷åãî òîâàðà âûñòàâèëè íà ïðîäàæó íà ñóììó 8820 ðóáëåé. Íà êàêóþ ñóììó
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ïðèâåçëè êàæäîãî òîâàðà? (Çàäà÷à ñîñòàâëåíà íà îñíîâå çàìåòêè, îïóáëèêîâàííîé â
Îëîíåöêèõ ãóáåðíñêèõ âåäîìîñòÿõ çà 1881 ãîä).

Êîíêóðñ ïðîâîäèòñÿ â äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå (çàî÷íîì) îòáèðàþòñÿ ëó÷-
øèå ðàáîòû. Âòîðîé (î÷íûé) ýòàï ïðîâîäèòñÿ âî âðåìÿ ïðîâåäåíèÿ ðåãèîíàëüíîé
íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ¾Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêàÿ äåÿòåëüíîñòü øêîëü-
íèêîâ â îáëàñòè ìàòåìàòèêè, ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè¿.

Â 2013 ãîäó íà êîíêóðñ ïðåäñòàâëÿëèñü ïðåçåíòàöèè, âêëþ÷àþùèå:
- ôîðìóëèðîâêó êðàåâåä÷åñêîé çàäà÷è, ñîñòàâëåííîé ñàìèìè ó÷àùèìèñÿ, ëèáî

íàéäåííîé èìè â àðõèâíûõ ìàòåðèàëàõ, ëèáî çàïèñàííîé ñî ñëîâ æèòåëåé Àðõàíãåëü-
ñêîé îáëàñòè;

- ðåøåíèå çàäà÷è (æåëàòåëüíî íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè);
- èíôîðìàöèþ, ðàñêðûâàþùóþ èñòî÷íèêè è ñîäåðæàíèå êðàåâåä÷åñêîãî ìà-

òåðèàëà, âêëþ÷åííîãî â ñþæåò çàäà÷è, à òàêæå îïèñàíèå âêëàäà ó÷àùåãîñÿ â ïîñòà-
íîâêó çàäà÷è.

Ëó÷øèìè áûëè ïðèçíàíû çàäà÷è: ¾Ðàñ÷åò âîäîïðîâîäíîé ñåòè: ê 110-ëåòèþ
Àðõàíãåëüñêîãî âîäîïðîâîäà¿, ¾Íîâîäâèíñêàÿ êðåïîñòü¿, ¾Ñîëîâåöêîå ñèäåíèå¿,
¾Àðõàíãåëüñêèå äåíüãè¿. Êðîìå òîãî, ó÷àñòíèêè êîíêóðñà ïîëó÷èëè íàãðàäû â îò-
äåëüíûõ íîìèíàöèÿõ:

- ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå èñòîðèè â ëèöàõ¿;
- ¾Êóëüòóðíîå íàñëåäèå ðóññêîãî Ñåâåðà¿;
- ¾Áåðåæíîå îòíîøåíèå ê äóõîâíîìó íàñëåäèþ¿;
- ¾Íàó÷íàÿ çíà÷èìîñòü è ïåðñïåêòèâíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ¿;
- ¾Íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ïðåäëîæåííûõ ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è¿;
- ¾Èñòîðè÷åñêàÿ äîñòîâåðíîñòü è ìàòåìàòè÷åñêàÿ âåðíîñòü¿;
- ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé êàëåéäîñêîï¿;
- ¾Îðèãèíàëüíîñòü òâîð÷åñêîãî çàìûñëà¿.
Òàêèì îáðàçîì, íàèáîëüøåå ïðåäïî÷òåíèå ó÷àùèåñÿ óäåëèëè ñîñòàâëåíèþ

çàäà÷, îòðàæàþùèõ èñòîðè÷åñêèå è äóõîâíî-êóëüòóðíûå, à òàêæå ïðèðîäíî-
ãåîãðàôè÷åñêèå îñîáåííîñòè ðåãèîíà.

Ïîýòîìó â 2014 ãîäó â êà÷åñòâå íîìèíàöèé êîíêóðñà áûëè âûáðàíû:
- ¾Çàäà÷è î Êåíîçåðñêîì íàöèîíàëüíîì ïàðêå¿;
- ¾Çàäà÷è î õðàìàõ è ìîíàñòûðÿõ Ñåâåðíîé çåìëè¿;
- ¾Ìóçåé Ìàëûå Êîðåëû â ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷àõ¿;
- ¾Çàäà÷è î Âåëèêèõ Ïîìîðàõ¿;
- ¾Çàäà÷è î òàéíàõ è êðàñîòàõ Ñåâåðíîé çåìëè¿;
- ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå ñåêðåòû íàðîäíûõ ðåìåñåë Ïîìîðüÿ¿.
Îïûò ïðîâåäåíèÿ â 2013 ãîäó ïåðâîãî êîíêóðñà òàêæå ïîêàçàë, ÷òî äëÿ îöåíêè

äîñòîâåðíîñòè ñîñòàâëåííûõ ó÷àùèìèñÿ çàäà÷ íåîáõîäèìî âêëþ÷åíèå â ýêñïåðòíîå
æþðè íå òîëüêî ïðåïîäàâàòåëåé ìàòåìàòèêè, íî è ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè êðàåâåäå-
íèÿ.

Â 2014 ãîäó â êà÷åñòâå ÷ëåíîâ æþðè áûëè ïðèãëàøåíû ïðåäñòàâèòåëè ÔÃÁÓ
¾Íàöèîíàëüíûé ïàðê ¾Êåíîçåðñêèé¿, ìóçåÿ ¾Ìàëûå Êîðåëû¿; îòäåëà ðåëèãèîçíîãî
îáðàçîâàíèÿ è êàòåõèçàöèè Àðõàíãåëüñêîé è Õîëìîãîðñêîé Åïàðõèè, òóðèñòè÷åñêîé
êîìïàíèè ÎÎÎ ¾À Òóðñ¿.

Ïî èòîãàì ïåðâîãî êîíêóðñà áûëè óòî÷íåíû òðåáîâàíèÿ ê êðàåâåä÷åñêèì çà-
äà÷àì. Íà êîíêóðñ ïðèíèìàëèñü ñþæåòíûå ìàòåìàòè÷åñêèå çàäà÷è, ñîñòàâëåííûå
ó÷àùèìèñÿ è óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì:
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- çàäà÷à äîëæíà îáëàäàòü êðàåâåä÷åñêîé öåííîñòüþ (ïðåäñòàâëåííûé â çàäà÷å
êðàåâåä÷åñêèé ìàòåðèàë äîëæåí áûòü îðèãèíàëüíûì, îí äîëæåí áûòü äîñòàòî÷íî
ïîëíî ïðåäñòàâëåí êàê â ñþæåòå çàäà÷è, òàê è ïðåäâàðèòåëüíîì îïèñàíèè ìîòèâîâ
åå ïîñòàíîâêè; òðåáîâàíèå çàäà÷è äîëæíî áûòü ïðàêòè÷åñêè çíà÷èìûì);

- çàäà÷à äîëæíà îáëàäàòü ìàòåìàòè÷åñêîé öåííîñòüþ (çàäà÷à äîëæíà áûòü
êîððåêòíî ïîñòàâëåííîé, ïî âîçìîæíîñòè äîïóñêàòü îðèãèíàëüíîå ðåøåíèå èëè
íåñêîëüêî ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâîâàòü ïðîãðàììå øêîëüíîãî êóðñà ìàòåìà-
òèêè);

- ïðåçåíòàöèÿ çàäà÷è äîëæíà îáëàäàòü ýòè÷åñêîé è ýñòåòè÷åñêîé öåííîñòüþ
(â ïðåçåíòàöèè äîëæåí áûòü âûäåðæàí åäèíûé ñòèëü â ïðåäñòàâëåíèè èíôîðìàöèè,
êà÷åñòâåííî è ïðàâèëüíî èñïîëüçîâàí àóäèî-âèçóàëüíûé ìàòåðèàë, â ïðåçåíòàöèè
äîëæíû áûòü êîððåêòíûå ññûëêè íà èñòî÷íèêè è ñïîñîáû ïîëó÷åíèÿ èíôîðìàöèè).

Ýòè òðåáîâàíèÿ áûëè ïîëîæåíû â îñíîâó êðèòåðèåâ ýêñïåðòíîé îöåíêè êîí-
êóðñíûõ ðàáîò ó÷àùèõñÿ.

Çàäà÷è ïîáåäèòåëåé êîíêóðñà, ïîáåäèòåëåé è ïðèçåðîâ â êàæäîé íîìèíà-
öèè êîíêóðñà áûëè îïóáëèêîâàíû â ñáîðíèêå ìàòåðèàëîâ ðåãèîíàëüíîé íàó÷íî-
ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè øêîëüíèêîâ. [3]

Îäíîé èç êëþ÷åâûõ êîìïåòåíöèé, âõîäÿùèõ â ïðîãðàììó ïîäãîòîâêè ñòó-
äåíòîâ ïðàêòè÷åñêè âñåõ íàïðàâëåíèé è óðîâíåé ïîäãîòîâêè, ñîãëàñíî òðåáîâàíèÿì
ÔÃÎÑ ÂÏÎ ÿâëÿåòñÿ ãîòîâíîñòü ê êóëüòóðíî-ïðîñâåòèòåëüñêîé äåÿòåëüíîñòè. Ó÷à-
ñòèå ñòóäåíòîâ â êóëüòóðíî-ïðîñâåòèòåëüñêîì äâèæåíèè â îáëàñòè êðàåâåäåíèÿ è
ìàòåìàòèêè ïîçâîëèò ñòóäåíòàì âíåñòè ïîñèëüíûé âêëàä â ðåøåíèå âàæíîé ãîñóäàð-
ñòâåííîé çàäà÷è � ïîïóëÿðèçàöèè ìàòåìàòè÷åñêèõ çíàíèé è ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðà-
çîâàíèÿ, ôîðìèðîâàíèÿ íåðàâíîäóøíîãî îòíîøåíèÿ ê ðîäíîìó êðàþ, åãî ïðîáëåìàì
è äîñòèæåíèÿì. Äîêàçàòåëüñòâîì ãîñóäàðñòâåííîé âàæíîñòè çàäà÷è ïîïóëÿðèçàöèè
ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ Êîíöåïöèÿ ðàçâèòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðà-
çîâàíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè, óòâåðæäåííàÿ ðàñïîðÿæåíèåì ïðàâèòåëüñòâà ÐÔ 24
äåêàáðÿ 2013 ãîäà. Â Êîíöåïöèè îòìå÷àåòñÿ, ÷òî îäíà èç åå çàäà÷ � ¾ïîïóëÿðèçàöèÿ
ìàòåìàòè÷åñêèõ çíàíèé è ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ¿. [4]

Íà åå ðåøåíèå è áûë íàöåëåí êîíêóðñ ¾Ðåøè çàäà÷ó � óçíàé îá Àðõàíãåëü-
ñêîì êðàå¿. Îí âïåðâûå áûë ïðîâåäåí â 2014 ãîäó â ðàìêàõ ñòóäåí÷åñêîãî ïðîåêòà
¾Èíèöèàòèâà¿. Ðàáîòû ôèíàëèñòîâ è ó÷àñòíèêîâ êîíêóðñà ¾Àðõàíãåëüñêàÿ îáëàñòü
â ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷àõ¿ ñîñòàâèëè ñîäåðæàòåëüíóþ îñíîâó ñòóäåí÷åñêîãî êîí-
êóðñà ïî ðåøåíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ êðàåâåä÷åñêèõ çàäà÷ ¾Ðåøè çàäà÷ó � óçíàé îá
Àðõàíãåëüñêîì êðàå¿. Â îñíîâíîì ýòî áûëè ñþæåòíûå ìàòåìàòè÷åñêèå çàäà÷è, ñîäåð-
æàùèå ñâåäåíèÿ îá èñòîðè÷åñêèõ è äóõîâíî-êóëüòóðíûõ, ïðèðîäíî-ãåîãðàôè÷åñêèõ
îñîáåííîñòÿõ ðåãèîíà, à òàêæå îá èçâåñòíûõ ëþäÿõ Ïîìîðüÿ. ×åðåç ðåøåíèå çàäà÷,
ñîñòàâëåííûõ øêîëüíèêàìè, ñòóäåíòû ìîãëè ïîçíàêîìèòüñÿ ñ äîñòîïðèìå÷àòåëüíî-
ñòÿìè òåõ ìåñò, ãäå èì ïðåäñòîèò ó÷èòüñÿ è ðàáîòàòü, óçíàòü î ïðîáëåìàõ è çàäà÷àõ
ðàçâèòèÿ ðåãèîíà.

Ó÷àñòíèêàì êîíêóðñà ïðåäëàãàëîñü ðåøèòü 19 ìàòåìàòè÷åñêèõ êðàåâåä÷åñêèõ
çàäà÷. Ïðèâåäåì ïðèìåðû çàäà÷ ó÷àùèõñÿ.

Çàäà÷à 1. ¾Âåëèêèå ëþäè Ïîìîðüÿ¿ (Êèì Âàëåðèÿ, 6 êëàññ).
Àðõàíãåëüñêàÿ çåìëÿ, êðîìå Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, äàëà ìèðó ìíîãèõ èçâåñòíûõ

ëþäåé. Â 1746 ã. ðîäèëñÿ Áàðàíîâ Àëåêñàíäð Àíäðååâè÷ (ðóññêèé êóïåö, ïåðâûé
Ãëàâíûé ïðàâèòåëü ðóññêèõ ïîñåëåíèé â Àìåðèêå). Îí ïðîæèë 73 ãîäà. Ïîñëå åãî
ñìåðòè ïðîéä¼ò 1/10 âåêà, êîãäà íà ñâåò ïîÿâèòñÿ Èîàíí Êðîíøòàäòñêèé (ñâÿùåííèê
Ïðàâîñëàâíîé Ðîññèéñêîé öåðêâè, íàñòîÿòåëü è ïðîïîâåäíèê), êîòîðûé ïðîæèë 79
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ëåò. Àíäðåé Ìèõàéëîâè÷ Êóðî÷êèí (ñóäîâûõ äåë ìàñòåð, ñòðîèòåëü ïåðâûõ êîðàáëåé
â Àðõàíãåëüñêå) ðîäèëñÿ, êîãäà êóïöó áûëî 24 ãîäà, è óìåð ÷åðåç 18/25 âåêà. Øóáèí
Ôåäîò Èâàíîâè÷ (âåëèêèé ðóññêèé ñêóëüïòîð è õóäîæíèê), íà 30 ëåò ñòàðøå À.Ì.
Êóðî÷êèíà, ïðîæèë 65 ëåò. Â êàêîì âåêå óìåð ñêóëüïòîð? Óêàæèòå ãîäû æèçíè ýòèõ
èçâåñòíûõ ëþäåé?

Çàäà÷à 2. ¾500-ëåòèå Ñâÿòî-Òðîèöêîãî Àíòîíèåâî�Ñèéñêîãî ìîíàñòûðÿ¿ (Ëà-
øóòèíà Åëèçàâåòà, Ìàëüöåâà Àíàñòàñèÿ, 6 êëàññ)

Â êàêîì ãîäó áóäåò îòìå÷àòüñÿ 500-ëåòèå Ñâÿòî-Òðîèöêîãî Àíòîíèåâî-
Ñèéñêîãî ìóæñêîãî ìîíàñòûðÿ, åñëè äî çàêðûòèÿ ñîâåòñêîé âëàñòüþ îí ñóùåñòâî-
âàë 400 ëåò? Ñïóñòÿ 72 ãîäà ïîñëå çàêðûòèÿ íà÷àëîñü âîññòàíîâëåíèå ìîíàñòûðÿ
àðõèìàíäðèòîì Òðèôîíîì (Ïëîòíèêîâûì). Â 2012 ãîäó îòìå÷àëîñü 20-ëåòèå ñî äíÿ
âîññòàíîâëåíèÿ ìîíàñòûðÿ.

Çàäà÷à 3. Èñòîðèÿ ìîíàñòûðÿ. (Âûäðèíà Àííà, 10 êëàññ)
Â êàêîì ãîäó öàðåì Ìèõàèëîì Ôåäîðîâè÷åì áûë ïîäàðåí Íèêîëî-

Êîðåëüñêîìó ìîíàñòûðþ íàáàòíûé êîëîêîë Ñïàññêèõ âîðîò Ìîñêîâñêîãî Êðåìëÿ,
åñëè ÷èñëî ãîäà ðàâíî êâàäðàòó ñóììû çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè y = (2x+ 1)5

â òî÷êå x0 = −1, óâåëè÷åííîé â 4 ðàçà, è çíà÷åíèÿ òàíãåíñà óãëà ìåæäó êàñàòåëü-
íîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè h(x) =

√
tg (x) â òî÷êå ñ àáñöèññîé x0 = π

4
è ïîëîæèòåëüíî

íàïðàâëåííîé îñüþ x?
Â êîíêóðñå ïðèíÿëè ó÷àñòèå ñòóäåíòû ðàçëè÷íûõ èíñòèòóòîâ ÑÀÔÓ èìåíè

Ì. Â. Ëîìîíîñîâà.
Ìû íàäååìñÿ, ÷òî ñòóäåíòû áóäóò â äàëüíåéøåì ó÷àñòâîâàòü íå òîëüêî â ðåøå-

íèè çàäà÷, ñîñòàâëåííûõ øêîëüíèêàìè, íî è ñîñòàâÿò ñâîè çàäà÷è. Äëÿ òàêèõ ñòóäåí-
òîâ ìû ïëàíèðóåì ðàñøèðèòü âîçðàñòíûå ðàìêè êîíêóðñà ¾Àðõàíãåëüñêàÿ îáëàñòü
â ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷àõ¿. Êðîìå òîãî, ïëàíèðóåì ðàñøèðèòü ãåîãðàôèþ êîíêóðñà
¾Àðõàíãåëüñêàÿ îáëàñòü â ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷àõ¿ è ïðèâëå÷ü ê ó÷àñòèþ ó÷àùèõñÿ
âñåõ ðàéîíîâ îáëàñòè.

Â 2015 ãîäó ïðîéäåò òðåòèé êîíêóðñ ¾Àðõàíãåëüñêàÿ îáëàñòü â ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ çàäà÷àõ¿, îñíîâíîé íîìèíàöèåé êîòîðîãî áóäåò íîìèíàöèÿ ¾Àðõàíãåëüñêàÿ îá-
ëàñòü â ãîäû Âåëèêîé Îòå÷åñòâåííîé âîéíû¿.

Ëèòåðàòóðà

1. Ôåäåðàëüíûé ãîñóäàðñòâåííûé îáðàçîâàòåëüíûé ñòàíäàðò ñðåäíåãî (ïîëíî-
ãî) îáùåãî îáðàçîâàíèÿ. � http://www.edu.ru/db/mo/Data/d_12/m413.pdf

2. Ìåðëèíà Í.Í. Ôîëüêëîðíûå è êðàåâåä÷åñêèå ìàòåìàòè÷åñêèå çàäà÷è íàðî-
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4. Êîíöåïöèÿ ðàçâèòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ â Ðîññèéñêîé Ôå-
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matematicheskogo-obrazovaniya-v-rossiyskoy-federatsii/
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íîâå èçó÷åíèÿ äèñöèïëèí ìàòåìàòè÷åñêîãî öèêëà, êîòîðûé ñîñòîèò â ïîâûøåíèè
óðîâíÿ ìîòèâàöèè ó ñòóäåíòîâ-ýêîíîìèñòîâ çà ñ÷åò âíåäðåíèÿ ïðîôåññèîíàëüíî-
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WAYS TO IMPROVE MOTIVATION TO LEARN MATHEMATICS WITH
ECONOMICS STUDENTS BASED ON PROFESSIONALLY-ORIENTED

ECONOMIC TASKS

Abstract: The article discusses the basic principle underlying the study of
mathematical disciplines cycle, which is to increase the level of motivation among students
of economics by introducing professionally-oriented economic problems in the learning
process.

Keywords: motivation professionally-oriented economic tasks, information and
communication technology.

Ìîòèâàöèÿ äîñòèæåíèÿ â èçó÷åíèè ðÿäà ó÷åáíûõ äèñöèïëèí ìàòåìàòè÷åñêîãî
öèêëà (â ÷àñòíîñòè, òàêèõ äèñöèïëèí, êàê ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç¿, ¾Òåîðèÿ âåðî-
ÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà¿, ¾Ýêîíîìåòðèêà¿, ¾Òåîðèÿ èãð¿, ¾Ñòàòèñòè-
êà¿, ¾Ìåòîäû îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé¿, ¾Èññëåäîâàíèå îïåðàöèé¿, ¾Îñíîâû ôèíàíñî-
âûõ âû÷èñëåíèé¿) ñòóäåíòàìè-ýêîíîìèñòàìè ìîæåò áûòü ïîâûøåíà ïóòåì âíåäðåíèÿ
â îáðàçîâàòåëüíûé ïðîöåññ èííîâàöèîííûõ ìåòîäîâ îáó÷åíèÿ, îòëè÷íûõ îò òðàäè-
öèîííûõ ôîðì îáó÷åíèÿ, êîòîðûå, â îñíîâíîì, íàïðàâëåíû íà ìåõàíè÷åñêîå çàïîìè-
íàíèå èíôîðìàöèè. Òðàäèöèîííûå ôîðìû îáó÷åíèÿ äîëæíû äîïîëíÿòüñÿ íîâûìè
èííîâàöèîííûìè òåõíîëîãèÿìè, ðàçðàáîòàííûìè â ñîîòâåòñòâèè ñ èíòåðàêòèâíûìè
ôîðìàìè îáó÷åíèÿ, ÷òî ïîçâîëèò ïîâûñèòü ìîòèâàöèþ, à òåì ñàìûì è êà÷åñòâåí-
íûé óðîâåíü ïîäãîòîâêè ñòóäåíòîâ, ïîääåðæèâàÿ è íàïðàâëÿÿ èõ èíòåëëåêòóàëü-
íûé ïîòåíöèàë. Îäíîé èç òàêèõ òåõíîëîãèé, íà íàø âçãëÿä, ÿâëÿåòñÿ òåõíîëîãèÿ
êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò îðãàíè÷íî ñèíòåçèðîâàòü çíàíèÿ
ïî ýêîíîìèêå, ìàòåìàòèêå, èíôîðìàöèîííûì òåõíîëîãèÿì è îáëàäàåò çíà÷èòåëüíûì
äèäàêòè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì â ôîðìèðîâàíèè èíôîðìàöèîííî-àíàëèòè÷åñêîé êîì-
ïåòåíòíîñòè ñòóäåíòîâ ýêîíîìè÷åñêèõ âóçîâ.

Îñîáåííîñòü èíôîðìàöèîííî-àíàëèòè÷åñêèõ òåõíîëîãèé îáó÷åíèÿ ñîñòîèò â
òîì, ÷òî íàðÿäó ñ èíôîðìàöèîííîé ñîñòàâëÿþùåé â íèõ äîìèíèðóþùóþ ðîëü èãðàåò
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ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâîé êîìïîíåíòîé èíñòðóìåí-
òàëüíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñëîæíûõ àíàëèòè÷åñêèõ çàäà÷ ýêîíîìè÷åñêîãî õàðàêòåðà.

Ïðîåêòèðîâàíèå èíôîðìàöèîííî-àíàëèòè÷åñêèõ òåõíîëîãèé îáó÷åíèÿ
ñòóäåíòîâ-ýêîíîìèñòîâ ïîä÷èíÿåòñÿ îáùèì ïðèíöèïàì ïðîåêòèðîâàíèÿ êîìïüþ-
òåðíûõ ñèñòåì ó÷åáíîãî íàçíà÷åíèÿ, îñíîâîïîëàãàþùèìè èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ:
ïðèíöèï öåëîñòíîñòè; ïðèíöèï âîñïðîèçâîäèìîñòè; ïðèíöèï íåëèíåéíîñòè ïåäàãî-
ãè÷åñêèõ ñòðóêòóð; ïðèíöèï àäàïòàöèè ïðîöåññà îáó÷åíèÿ ê ëè÷íîñòè îáó÷àåìîãî;
ïðèíöèï ïîòåíöèàëüíîé èçáûòî÷íîñòè èíôîðìàöèè.

Íàðÿäó ñ îáùèìè ïðèíöèïàìè ïðîåêòèðîâàíèÿ êîìïüþòåðíûõ ñèñòåì
ó÷åáíîãî íàçíà÷åíèÿ, ïðîöåññó äèäàêòè÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ èíôîðìàöèîííî-
àíàëèòè÷åñêèõ òåõíîëîãèé ïðèñóùè ñïåöèôè÷åñêèå ÷åðòû, ñðåäè êîòîðûõ ìîæíî
âûäåëèòü ñëåäóþùèå:

- àïðèîðíàÿ äèäàêòè÷åñêàÿ ñèñòåìà èíôîðìàöèîííî-àíàëèòè÷åñêîé ïîäãî-
òîâêè ñïåöèàëèñòîâ ýêîíîìè÷åñêîãî ïðîôèëÿ äîëæíà îðèåíòèðîâàòüñÿ íà êîí-
öåïòóàëüíóþ ìîäåëü íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêîãî àïïàðàòà ðåøåíèÿ ïðîôåññèîíàëüíî-
îðèåíòèðîâàííûõ ýêîíîìè÷åñêèõ çàäà÷;

- ýëåìåíòû ðåàëüíîé äèäàêòè÷åñêîé ñèñòåìû èíôîðìàöèîííî-àíàëèòè÷åñêîé
ïîäãîòîâêè ñïåöèàëèñòîâ ýêîíîìè÷åñêîãî ïðîôèëÿ äîëæíû ñîîòâåòñòâîâàòü ñïîñî-
áàì, ìåòîäàì è ìîäåëÿì îáðàáîòêè ýêîíîìè÷åñêîé èíôîðìàöèè, äîìèíèðóþùèì â
ïðîôåññèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè;

- ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ è àíàëèçà îäíîòèïíûõ ìîäåëåé ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì
äîëæåí îñíîâûâàòüñÿ íà îáùèõ ìåòîäîëîãè÷åñêèõ ïîäõîäàõ è ïðèíöèïàõ;

- èñïîëüçóåìîå ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêîå ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå äîëæíî áûòü
îðèåíòèðîâàíî íà îáó÷àåìûõ, íå èìåþùèõ ñïåöèàëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâ-
êè, ãëàâíîé çàäà÷åé êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïîíèìàíèå òîëüêî îñíîâîïîëàãàþùèõ èäåé è
ïðèíöèïîâ, ðåàëèçîâàííûõ â èçó÷àåìûõ ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ è ìåòî-
äàõ.

Ñîãëàñíî Ôåäåðàëüíîìó ãîñóäàðñòâåííîìó îáðàçîâàòåëüíîìó ñòàíäàðòó âûñ-
øåãî ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ ïî íàïðàâëåíèþ ïîäãîòîâêè Ýêîíîìèêà (êâà-
ëèôèêàöèÿ (ñòåïåíü) "áàêàëàâð") ïðîöåññ èçó÷åíèÿ äèñöèïëèí ìàòåìàòè÷åñêîãî öèê-
ëà íàïðàâëåí íà ôîðìèðîâàíèå ñëåäóþùèõ îñíîâíûõ (èç ÔÃÎÑ ñ óêàçàíèåì íîìå-
ðà/èíäåêñà) êîìïåòåíöèé:

� ñïîñîáåí ñîáðàòü è ïðîàíàëèçèðîâàòü èñõîäíûå äàííûå, íåîáõîäèìûå äëÿ
ðàñ÷åòà ýêîíîìè÷åñêèõ è ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé, õàðàêòåðèçóþùèõ
äåÿòåëüíîñòü õîçÿéñòâóþùèõ ñóáúåêòîâ (ÏÊ-1);

� ñïîñîáåí îñóùåñòâëÿòü ñáîð, àíàëèç è îáðàáîòêó äàííûõ, íåîáõîäèìûõ äëÿ
ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ ýêîíîìè÷åñêèõ çàäà÷ (ÏÊ-4);

- ñïîñîáåí âûáðàòü èíñòðóìåíòàëüíûå ñðåäñòâà äëÿ îáðàáîòêè ýêîíîìè÷åñêèõ
äàííûõ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîñòàâëåííîé çàäà÷åé, ïðîàíàëèçèðîâàòü ðåçóëüòàòû ðàñ-
÷åòîâ è îáîñíîâàòü ïîëó÷åííûå âûâîäû (ÏÊ-5);

� ñïîñîáåí íà îñíîâå îïèñàíèÿ ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è ÿâëåíèé ñòðîèòü
ñòàíäàðòíûå òåîðåòè÷åñêèå è ýêîíîìåòðè÷åñêèå ìîäåëè, àíàëèçèðîâàòü è ñîäåðæà-
òåëüíî èíòåðïðåòèðîâàòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû (ÏÊ-6).

Äëÿ îâëàäåíèÿ ñòóäåíòàìè-ýêîíîìèñòàìè óêàçàííûõ êîìïåòåíöèé ìàòåìàòè-
÷åñêîå îáðàçîâàíèå ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê âàæíåéøóþ ñîñòàâëÿþùóþ ôóíäà-
ìåíòàëüíîé ïîäãîòîâêè ñòóäåíòà è ýëåìåíòîì îáùåé êóëüòóðû.

Îñíîâíîé ïðèíöèï, ëåæàùèé â îñíîâå èçó÷åíèÿ äèñöèïëèí ìàòåìàòè÷åñêîãî
öèêëà, ñîñòîèò â ïîâûøåíèè óðîâíÿ ìîòèâàöèè ó ñòóäåíòîâ-ýêîíîìèñòîâ çà ñ÷åò âíåä-
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ðåíèÿ ïðîôåññèîíàëüíî-îðèåíòèðîâàííûõ ýêîíîìè÷åñêèõ çàäà÷ (ÏÎÝÇ) â ïðîöåññå
îáó÷åíèÿ.

Ïåðâûì ôîðìàëüíûì ïðèçíàêîì, õàðàêòåðèçóþùèì ÏÎÝÇ, ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíü
èõ íåîïðåäåëåííîñòè, êîòîðàÿ ïðîÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî â íåòî÷íîñòè (èëè íåïîëíî-
òå) èíôîðìàöèè îá èñõîäíûõ äàííûõ, íî òàêæå è â íåîïðåäåëåííîñòè ìåæäó ïðè-
íÿòûì íà îñíîâå ÏÎÝÇ ðåøåíèåì è åãî èñõîäîì. Ïî ýòîìó ïðèçíàêó (â òåîðèè
ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé îí ïîëó÷èë íàçâàíèå "îïðåäåëåííîñòü-ðèñê-íåîïðåäåëåííîñòü")
ïðîôåññèîíàëüíî-îðèåíòèðîâàííûå ýêîíîìè÷åñêèå çàäà÷è ìîæíî ðàçäåëèòü íà òðè
áîëüøèõ êëàññà:

1. ÏÎÝÇ â óñëîâèÿõ îïðåäåëåííîñòè (èëè äåòåðìèíèðîâàííûå ÏÎÝÇ). Îíè
õàðàêòåðèçóþòñÿ îäíîçíà÷íîé, äåòåðìèíèðîâàííîé ñâÿçüþ ìåæäó ðåøåíèåì çàäà÷è
è åãî èñõîäîì, ò. å. îïåðèðóþùåé ñòîðîíå îòíîñèòåëüíî êàæäîé ñòðàòåãèè çàðàíåå,
äî ïðîâåäåíèÿ îïåðàöèè, èçâåñòíî, ÷òî îíà íåèçìåííî ïðèâîäèò ê îïðåäåëåííîìó
êîíêðåòíîìó ðåçóëüòàòó.

2. ÏÎÝÇ â óñëîâèÿõ ðèñêà (èëè ñòîõàñòè÷åñêèå ÏÎÝÇ). Îíè õàðàêòåðèçóþò-
ñÿ âåðîÿòíîñòíîé ñâÿçüþ ìåæäó ïðèíÿòûì ðåøåíèåì è åãî èñõîäîì. Â ýòîì ñëó÷àå
êàæäàÿ ñòðàòåãèÿ îïåðèðóþùåé ñòîðîíû ìîæåò ïðèâåñòè ê îäíîìó èç ìíîæåñòâà
âîçìîæíûõ èñõîäîâ, ïðè÷åì êàæäûé èñõîä èìååò îïðåäåëåííóþ âåðîÿòíîñòü ïîÿâëå-
íèÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýêîíîìèñòó-àíàëèòèêó ýòè âåðîÿòíîñòè çàðàíåå, äî ïðèíÿ-
òèÿ ðåøåíèÿ, ïîëíîñòüþ èçâåñòíû (èëè ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ñ ëþáîé òðåáóåìîé
äëÿ öåëåé èññëåäîâàíèÿ ñòåïåíüþ òî÷íîñòè).

3. ÏÎÝÇ â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè. Îíè õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì, ÷òî ëþ-
áîå ïðèíÿòîå ðåøåíèå ìîæåò ïðèâåñòè ê îäíîìó èç ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ èñõîäîâ,
âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ êîòîðûõ íåèçâåñòíû.

Ôîêóñ âíèìàíèÿ ñìåñòèì íà ÏÎÝÇ, ñâÿçàííûå ñ ôèíàíñîâî-ýêîíîìè÷åñêèìè
ðàñ÷åòàìè. È ðàññìîòðèì òåõíîëîãèþ ðàáîòû ñ ôèíàíñîâûìè ôóíêöèÿìè â Microsoft
Excel, êîòîðûå ïðèõîäÿò íà ïîìîùü â ðåøåíèè ïî ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäåëÿì
ïðîôåññèîíàëüíî-îðèåíòèðîâàííûõ ýêîíîìè÷åñêèõ çàäà÷.

Â Microsoft Excel åñòü ðÿä ôóíêöèé, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò êàòåãîðèè "ôè-
íàíñîâûå ÷òî, áåçóñëîâíî, ñ òî÷êè çðåíèÿ áóäóùåé ïðîôåññèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè
ïðåäñòàâëÿåò îïðåäåëåííûé èíòåðåñ.

Ïî óìîë÷àíèþ â MS Excel ðåàëèçîâàíû 15 ôèíàíñîâûõ ôóíêöèé. Ïðè ïîä-
êëþ÷åíèè ïðîãðàììíîé íàäñòðîéêè "Ïàêåò àíàëèçà" â êàòåãîðèþ "Ôèíàíñîâûå" äî-
áàâëÿåòñÿ åù¼ 37 ôóíêöèé, òàêèì îáðàçîì, äàííàÿ êàòåãîðèÿ ðàñøèðÿåòñÿ äî 52
ôóíêöèé [1].

Ñôåðà ïðèëîæåíèÿ ôèíàíñîâûõ ôóíêöèé ñâÿçàíà ñ îñóùåñòâëåíèåì
ôèíàíñîâî-ýêîíîìè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ. Ïî òèïó ðåøàåìûõ çàäà÷ âñå ôèíàíñîâûå ôóíê-
öèè MS Excel ìîæíî ðàçäåëèòü íà ñëåäóþùèå 4 óñëîâíûå ãðóïïû:

- ôóíêöèè äëÿ àíàëèçà ïîòîêîâ ïëàòåæåé (íàïðèìåð, ôóíêöèè ÁÇ, ÏÇ è äð.);
- ôóíêöèè äëÿ àíàëèçà èíâåñòèöèîííûõ ïðîåêòîâ (íàïðèìåð, ôóíêöèè ÍÏÇ,

ÂÍÄÎÕ è äð.);
- ôóíêöèè äëÿ àíàëèçà öåííûõ áóìàã (íàïðèìåð, ôóíêöèè ÄÎÕÎÄ, ÖÅÍÀ è

äð.);
- ôóíêöèè äëÿ ðàñ÷åòà àìîðòèçàöèîííûõ îò÷èñëåíèé (íàïðèìåð, ÀÌÐ, ÀÌÃÄ

è äð.).
Èíôîðìàöèþ î íàçíà÷åíèè èíòåðåñóþùåé ôóíêöèè, èñïîëüçóåìûõ åþ àðãó-

ìåíòàõ, à òàêæå äåìîíñòðàöèîííûé ïðèìåð ðàáîòû ñ ôóíêöèåé ìîæíî íàéòè â ñî-
îòâåòñòâóþùåì ðàçäåëå ñïðàâî÷íîé ñèñòåìû Microsoft Excel.
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Áîëåå ïîäðîáíî ìû îñòàíîâèìñÿ íà ðàññìîòðåíèè ôèíàíñîâûõ ôóíêöèé, èñ-
ïîëüçóåìûõ äëÿ àíàëèçà ïîòîêîâ ïëàòåæåé [2].

Ðàçðàáîòêà ïëàíîâ ïîãàøåíèÿ êðåäèòîâ � îäíà èç âàæíåéøèõ è ÷àñòî âñòðå-
÷àþùèõñÿ íà ïðàêòèêå çàäà÷. Êàê ïðàâèëî, êðåäèò ïîãàøàåòñÿ îäèíàêîâûìè ïëàòå-
æàìè, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûìè âî âðåìåíè. Òàêîé ìåòîä ÷àñòî íàçûâàþò àìîð-
òèçàöèåé äîëãà. Âîçíèêàþùèå ïðè ýòîì äåíåæíûå ïîòîêè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óæå
õîðîøî çíàêîìûé íàì ïðîñòîé àííóèòåò.

Îñíîâíàÿ çàäà÷à ïëàíèðîâàíèÿ ïîñòóïëåíèé (âûïëàò) ïî êðåäèòàì ñâîäèòñÿ
ê èñ÷èñëåíèþ ñîñòàâíûõ ýëåìåíòîâ ïëàòåæåé è ðàñïðåäåëåíèþ èõ âî âðåìåíè. Äëÿ
ýòèõ öåëåé â MS Excel ðåàëèçîâàíà ñïåöèàëüíàÿ ãðóïïà ôóíêöèé, ñðåäè êîòîðûõ
ðàññìàòðèâàþòñÿ ôóíêöèÿ ÏËÏÐÎÖ ("ïëàòåæ ïðîöåíòíûé) è ôóíêöèÿ ÎÑÍÏËÀÒ
("îñíîâíîé ïëàòåæ"). Óêàçàííûå ôóíêöèè èñïîëüçóþò àðãóìåíò ïåðèîä � íîìåð ïå-
ðèîäà âûïëàòû.

Ôèíàíñîâàÿ ñóùíîñòü ôóíêöèé ÏËÏÐÎÖ è ÎÑÍÏËÀÒ â òîì, ÷òî ïåðèîäè-
÷åñêèé ïëàòåæ (íàïðèìåð, ïî êðåäèòó) ñîñòîèò èç 2-óõ îñíîâíûõ ÷àñòåé � îñíîâíîé
÷àñòè (íàïðàâëåíà íà ïîãàøåíèå îñíîâíîãî äîëãà) è ïðîöåíòíîé ÷àñòè (ïðîöåíòíûå
âûïëàòû ïî êðåäèòó). Òàêîå äåëåíèå ïëàòåæà, êàê äëÿ áàíêà, òàê è äëÿ çàåìùèêà
ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ. Äëÿ áàíêà ïðîöåíòíàÿ ÷àñòü ïëàòåæà ñîñòàâëÿåò äî-
õîä îò îïåðàöèè, à äëÿ çàåìùèêà � ñóììó, âû÷èòàåìóþ èç íàëîãîîáëàãàåìîé áàçû.
Ïðè ýòîì ñîîòíîøåíèå ìåæäó îñíîâíîé è ïðîöåíòíîé ÷àñòÿìè ïëàòåæà âî âðåìåíè
ìåíÿåòñÿ, íî íåèçìåííîé îñòàåòñÿ èõ ñóììà [3]:

CF
ïðîö
t + CFîñít = CFt,

èëè â "òåðìèíîëîãèè" ôóíêöèé MS Excel:

ÏËÏÐÎÖ() + ÎÑÍÏËÀÒ() = ÏÏËÀÒ().

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ ÏËÏÐÎÖ ðàññ÷èòûâàåò ïðîöåíòíóþ ÷àñòü ïëàòåæà,
à ôóíêöèÿ ÎÑÍÏËÀÒ � îñíîâíóþ ÷àñòü.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ÏÎÝÇ â èçó÷åíèè äèñöèïëèí ìàòåìàòè÷åñêîãî öèêëà òðå-
áóåòñÿ ïðîåêòèðîâàíèå è êîíñòðóèðîâàíèå óíèâåðñàëüíûõ ìåõàíèçìîâ èíòåãðàöèè
ïðîôåññèîíàëüíî çíà÷èìûõ çíàíèé, ïðèåìîâ è âèäîâ ïîçíàâàòåëüíîé äåÿòåëüíîñòè,
îñíîâàííûõ íà óñòàíîâëåíèè ïðååìñòâåííûõ ñâÿçåé ìåæäó áëîêàìè çíàíèé, àêòóàëè-
çàöèè îñíîâîïîëàãàþùèõ êîíöåïöèé, èäåé è ñòðóêòóðîîáðàçóþùèõ ëèíèé ãåíåçèñà
áàçîâûõ ó÷åáíûõ ýëåìåíòîâ [4].

Äèäàêòè÷åñêèå òðåáîâàíèÿ ê ïðîôåññèîíàëüíîé ïîäãîòîâêå áóäóùèõ ýêîíî-
ìèñòîâ äîëæíû áûòü íàïðàâëåíû íà ðàçâèòèå ìîòèâàöèîííîé ñôåðû ó÷åíèÿ.
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ABOUT SOME ASPECTS OF SCHOOL MATHEMATICAL EDUCATION

Abstract: In the article connection is grounded between forward motion of society
and necessity of development in particular of mathematical sciences. Some lines of school
mathematical education are analysed, one of variants of further motion is grounded.

Keywords: mathematics, school, examination, program, estimation of knowledge.

Êàê èçâåñòíî, ðàçâèòûå ñòðàíû ìèðà ïðèçíàþò íåîáõîäèìîñòü ïðèîðèòåòíîãî
è îïåðåæàþùåãî îáåñïå÷åíèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ åñòåñòâåííîíàó÷íûõ èññëåäîâàíèé,
êàê ãàðàíòà ðîñòà ñòðàíû â îáëàñòè íàó÷íî-òåõíè÷åñêèõ èííîâàöèÿõ. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî
äëÿ äîñòèæåíèÿ âûñîêîãî êà÷åñòâà ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà, òðåáóåòñÿ ðåøèòü çàäà÷ó
ïîñòîÿííîãî è íåïðåðûâíîãî âîñïðîèçâîäñòâà èíòåëëåêòóàëüíîãî êàïèòàëà ñòðàíû, à
ïîëîæèòåëüíûå ðåçóëüòàòû ôóíäàìåíòàëüíûõ è ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèé â îáëàñòè
åñòåñòâîçíàíèÿ ïîçâîëÿþò ñäåëàòü îòêðûòèÿ è âî ìíîãèõ äðóãèõ ñôåðàõ äåÿòåëüíî-
ñòè ÷åëîâåêà.

Â ñâÿçè ñ ýòèì, ïîâûøåíèå óðîâíÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ äëÿ ìíî-
ãèõ ãîñóäàðñòâ, ñòàëî ïðèîðèòåòíûì íàïðàâëåíèåì. Íå ñëó÷àéíî â ÑØÀ áûëà ñî-
çäàíà Íàöèîíàëüíàÿ êîìèññèÿ ïî ïðåïîäàâàíèþ ìàòåìàòèêè è åñòåñòâåííûõ íàóê â
21-îì âåêå. Çàäà÷à ýòîé êîìèññèè ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ êà÷åñòâà ïðåïîäàâàíèÿ,
â ÷àñòíîñòè ìàòåìàòèêè, è íàõîæäåíèþ ïóòåé óëó÷øåíèÿ ïîäáîðà êàäðîâ, ïîäãî-
òîâêè, ñîõðàíåíèÿ è ïðîôåññèîíàëüíîãî ðîñòà ïðåïîäàâàòåëåé ìàòåìàòèêè è åñòå-
ñòâåííûõ íàóê â ìàñøòàáå âñåé ñòðàíû. Âîò ëèøü íåñêîëüêî âûäåðæåê èç äîêëàäà :
¾. . . ìàòåìàòèêà è åñòåñòâåííûå íàóêè � ýòî ïåðâè÷íûé èñòî÷íèê íåïðåðûâíîãî çíà-
íèÿ è ïðîãðåññà íàøåé öèâèëèçàöèè. . . ¿, ¾. . . àìåðèêàíñêèå ó÷àùèåñÿ äîëæíû ïîâû-
ñèòü óðîâåíü çíàíèé â ìàòåìàòèêå è åñòåñòâåííûõ íàóêàõ, åñëè èì ïðåäñòîèò äîáèòü-
ñÿ óñïåõîâ â ñåãîäíÿøíåì ìèðå. . . ¿, ¾. . . ïîñêîëüêó íàøè äåòè èäóò ê òîìó âðåìåíè,
êîãäà èõ ðåøåíèÿ áóäóò ôîðìèðîâàòü íîâóþ Àìåðèêó, âñòà¼ò âîïðîñ: áóäóò ëè îíè
îáëàäàòü íåîáõîäèìûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè è åñòåñòâåííîíàó÷íûìè èíñòðóìåíòàìè,
÷òîáû âñòðåòèòü íîâûå ïðîáëåìû è èçâëå÷ü âûãîäó èç íîâûõ âîçìîæíîñòåé?¿ [1].
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Ñîâñåì íåäàâíî îáðàçîâàíèå â Ðîññèè ñ÷èòàëîñü îäíèì èç ëó÷øèõ â ìèðå. Âû-
ïóñêíèê ïîëó÷àë îáøèðíûé áàãàæ çíàíèé, èçó÷àÿ â ïîëíîì îáúåìå è ãóìàíèòàðíûå
è åñòåñòâåííûå äèñöèïëèíû. Â èòîãå áûë ðàçíîñòîðîííå ðàçâèòûì è õîðîøî ïîäãî-
òîâëåííûì ê ïîëó÷åíèþ âûñøåãî èëè ñðåäíåãî ñïåöèàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ, ïðè÷åì,
ìîã ïîñòóïèòü ïî÷òè â ëþáîé ÂÓÇ áåç äîïîëíèòåëüíîé ïîäãîòîâêè ñ ðåïåòèòîðàìè,
äàæå íà ôàêóëüòåòû ñ ìàòåìàòè÷åñêèì óêëîíîì.

Ê ñîæàëåíèþ, ýòè ïîçèöèè äàâíî ïîòåðÿíû è ïî-ïðåæíåìó ïðîäîëæàåòñÿ ïðî-
öåññ ñíèæåíèÿ óðîâíÿ øêîëüíîãî îáðàçîâàíèÿ âîîáùå, è ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâà-
íèÿ, â ÷àñòíîñòè. Êàçàëîñü áû, ÷òî â ýòèõ óñëîâèÿõ îòíîøåíèå â ñîâðåìåííîì îá-
ùåñòâå ê ìàòåìàòèêå (ìàòåìàòè÷åñêîìó îáðàçîâàíèþ) äîëæíî áûòü áåðåæíûì, áåç
ðåçêèõ, íåïðîäóìàííûõ ðåøåíèé. Íî íå ïîëó÷àåòñÿ.

Ïðîôåññîð ÌÃÓ, ìàòåìàòèê è ïåäàãîã-ïðîñâåòèòåëü È.Ô. Øàðûãèí òàê ãî-
âîðèë î ìàòåìàòè÷åñêîì îáðàçîâàíèè: ¾Ìû âïðàâå ðàññìàòðèâàòü íàøå ìàòåìàòè-
÷åñêîå îáðàçîâàíèå, êàê âåñüìà ìîùíûé ñòðàòåãè÷åñêèé ðåñóðñ Ðîññèè. Ïðè ýòîì
â êà÷åñòâå ñòðàòåãè÷åñêîãî ðåñóðñà ìàòåìàòèêà è ìàòåìàòè÷åñêîå îáðàçîâàíèå ìî-
ãóò âûñòóïàòü è âíóòðè Ðîññèè è íà âíåøíåì ðûíêå. Íî â òàêîì ñëó÷àå âîïðîñ î
òîì, êàêèìè äîëæíû áûòü ñòàíäàðòû ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ, âûõîäèò äàëå-
êî çà óçêîïðåäìåòíûå ðàìêè è ñòàíîâèòñÿ âàæíåéøèì îáùåñòâåííî-ïîëèòè÷åñêèì
âîïðîñîì¿, ¾. . . Ïðåæäå âñåãî, öåëüþ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàçâè-
òèå ó÷àùèõñÿ, ïðè÷åì ðàçâèòèå ñàìûõ ðàçíûõ âèäîâ: . . . êóëüòóðíîå ðàçâèòèå-. . . ,
äóõîâíîå ðàçâèòèå-. . . ,. . . ýñòåòè÷åñêîå ðàçâèòèå-. . . , íðàâñòâåííîå ðàçâèòèå (âîñïè-
òàíèå) -. . . ,òâîð÷åñêîå ðàçâèòèå-. . . , . . . èíòåëëåêòóàëüíîå ðàçâèòèå-. . . ¿ [2].

Ñåãîäíÿ â øêîëå ìîæíî óâèäåòü ñëåäóþùèå íåïðîñòûå ñèòóàöèè. Ðàçíûå ïî
ïðîôèëþ ïîäãîòîâêè êëàññû îáó÷àþò øêîëüíèêîâ ìàòåìàòèêå ñîîòâåòñòâåííî ïî
ðàçíûì ïðîãðàììàì (êîòîðûå, êàê ïðàâèëî, âûáèðàþò ðîäèòåëè). Íà âûõîäå ïîëó-
÷àåì: îäíî è òî æå êà÷åñòâî çíàíèé ïî ìàòåìàòèêå ìîæåò èìåòü ñîâåðøåííî ðàçíûå
îöåíêè: ¾îòëè÷íî¿ â ãóìàíèòàðíîì êëàññå è ¾óäîâëåòâîðèòåëüíî¿ â ìàòåìàòè÷åñêîì.
Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ âîïðîñ ïîñòóïëåíèÿ â ÂÓÇ ìîæåò ðåøàòüñÿ âåëè÷èíîé
ñðåäíåãî áàëëà àòòåñòàòà, ïîýòîìó ïðè ïðî÷èõ îäèíàêîâûõ îöåíêàõ, èìååì íåîáîñíî-
âàííîå ïðåèìóùåñòâî ãóìàíèòàðèÿ. Åùå áîëåå íåïðèÿòíûé ìîìåíò âîçíèêàåò, êîãäà,
íàïðèìåð, øêîëüíèê-ãóìàíèòàðèé â êîíöå 11-ãî êëàññà âäðóã îñîçíàåò, ÷òî áëèæå
åìó åñòåñòâåííûå íàóêè, à âðåìåíè íàâåðñòàòü óïóùåííîå, óæå íåò.

Âîçüìåì ÅÃÝ. Êòî òîëüêî íå áðîñàë êàìíè â ýòî ¾âåëèêîå èçîáðåòåíèå¿! Áåñ-
ñïîðíî, èç ãîäà â ãîä ýòîò ïðîöåññ ñäà÷è ýêçàìåíîâ óñîâåðøåíñòâóåòñÿ. Íî íåêîòîðûå
îòðèöàòåëüíûå ìîìåíòû âñåãäà áóäóò îñòàâàòüñÿ. Ñàì ôàêò íàõîæäåíèÿ ó÷åíèêà â
÷óæîì çäàíèè øêîëû, ãäå, ñèäÿ çà ïàðòîé, îí ìîæåò ïîëó÷èòü îò îáñëóæèâàþùåãî
ÅÃÝ ïåðñîíàëà óãðîçû è îáåùàíèå ¾âûãíàòü ñ ýêçàìåíà¿ çà íå òîò ïîâîðîò ãîëîâû,
ïðèâîäèò ïîñëåäíåãî â ñòóïîð, ëèøàåò óâåðåííîñòè â ñâîèõ ñèëàõ. Èìåþòñÿ ìíîãî-
÷èñëåííûå ôàêòû òîãî, ÷òî ïðèëåæíûå, õîðîøî óñïåâàþùèå çà âñå âðåìÿ îáó÷åíèÿ
â øêîëå ðåáÿòà-îòëè÷íèêè, ïèñàëè ÅÃÝ ïî ìàòåìàòèêå íà óðîâíå 40 áàëëîâ.

Ïîñìîòðèì íà çàäàíèå C3 � ñèñòåìó äâóõ íåðàâåíñòâ (ñòîèò ñêàçàòü, ÷òî íåðà-
âåíñòâà ïîïàäàþòñÿ â ðàçëè÷íûõ âàðèàíòàõ ðàçíîé ñòåïåíè ñëîæíîñòè, ÷åãî íå äîëæ-
íî áûòü). Ó÷åíèê ðåøàåò îáà íåðàâåíñòâà, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðàâèëüíî, íî â îòâåòàõ çà-
ïèñûâàåò âìåñòî, íàïðèìåð, èíòåðâàëîâ � ïîëóèíòåðâàëû èëè îòðåçêè. Â ýòîì ñëó÷àå
çà çàäà÷ó îí ïîëó÷àåò íîëü áàëëîâ. Íà íàø âçãëÿä ýòî íåñïðàâåäëèâî è íàçûâàåòñÿ
¾áåç ïðàâà íà îøèáêó¿. Íî îíè æå âñå åùå äåòè è íå ñäàþò ýêçàìåí íà ñàïåðà.

Ïî ïîâîäó åæåãîäíîãî îáíîâëåíèÿ ìàòåðèàëîâ ýêçàìåíà ÅÃÝ ìîæíî ñêàçàòü
ñëåäóþùåå.
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1) Øêîëüíèêè ïîêóïàþò êàæäûé ãîä âûõîäÿùèå ñîëèäíûìè òèðàæàìè èç-
âåñòíûõ àâòîðîâ ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèå ìàòåðèàëû (10 âàðèàíòîâ ÅÃÝ, 20 ðåàëüíûõ
âàðèàíòîâ ÅÃÝ,30 íàñòîÿùèõ âàðèàíòîâ ÅÃÝ è ò.ä.) è íà÷èíàþò è â øêîëå, è äî-
ìà ðåøàòü âñå ýòî. Âðîäå ïîëó÷àåòñÿ, çíà÷èò ïîäãîòîâèëèñü. Íî êîãäà íà ýêçàìåíå
ïîïàäàåòñÿ ïîäîáíàÿ çàäà÷à ñ íåçíà÷èòåëüíûìè èçìåíåíèÿìè â ôîðìóëèðîâêå (îñî-
áåííî ýòî êàñàåòñÿ çàäà÷ ãðóïïû C), øêîëüíèê òåðÿåòñÿ è íå ìîæåò ðåøèòü. Ýòî
ïðîèñõîäèò îòòîãî, ÷òî ïðè ïîäãîòîâêå ê ýêçàìåíó íå ðåøàëèñü ïðèìåðû è çàäà÷è
áîëåå øèðîêîãî ñïåêòðà, íå èçó÷àëàñü áîëåå ãëóáîêî òåîðèÿ. À çà÷åì, åñëè èìåþòñÿ
¾ðåàëüíûå âàðèàíòû¿?

Òàêèì îáðàçîì, ñîäåðæàíèå âàðèàíòîâ ìåòîäè÷åê ÅÃÝ îïðåäåëÿåò ñîäåðæà-
òåëüíîñòü (çíà÷èò è êà÷åñòâî) ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ â ñòàðøèõ êëàññàõ øêî-
ëû: ò.å. ó÷åíèêè íå èçó÷àþò ìàòåìàòèêó â ïîëíîì ñìûñëå ýòîãî ñëîâà, à ãîòîâÿòñÿ
ïî îïðåäåëåííûì ëåêàëàì ê ñäà÷å ýêçàìåíà. Ò.å. íà ñåãîäíÿøíèé äåíü â îñíîâíîì
ìàòåìàòè÷åñêèå çíàíèÿ âûïóñêíèêîâ øêîë ôðàãìåíòàðíû.

2) Â ìàòåðèàëàõ ÅÃÝ íåò çàäàíèé íà äîêàçàòåëüñòâî êàêèõ-ëèáî òåîðåì. À
ðàç òàê, òî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ èìååì ñîîòâåòñòâóþùåå îòíîøåíèå ó÷èòåëåé ê
èçó÷åíèþ òåîðåòè÷åñêèõ îñíîâ øêîëüíîé ïðîãðàììû. È êàê òóò íå âñïîìíèòü ñëîâà
àêàäåìèêà Â.È. Àðíîëüäà: ¾Òîò, êòî íå íàó÷èëñÿ èñêóññòâó äîêàçàòåëüñòâà â øêîëå,
íå ñïîñîáåí îòëè÷èòü ïðàâèëüíîå ðàññóæäåíèå îò íåïðàâèëüíîãî. Òàêèìè ëþäüìè
ìîãóò ëåãêî ìàíèïóëèðîâàòü. . . ¿ [3].

3) ×àñòî ìîæíî óñëûøàòü âîïðîñ: ¾Äåéñòâèòåëüíî ëè ìîæíî îáúåêòèâíî îöå-
íèòü óðîâåíü çíàíèé øêîëüíèêîâ ïî ðåçóëüòàòàì ÅÃÝ?¿. Îòâåò äàëî ìèíèñòåðñòâî
îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÔ, êîãäà ðàçðåøèëî íåêîòîðûì ÂÓÇàì ïðîâîäèòü äîïîëíè-
òåëüíûå âñòóïèòåëüíûå ýêçàìåíû ïî ìàòåìàòèêå.

4) Åùå âîïðîñ: åñëè íà ôàêóëüòåò íóæíî íàáðàòü n àáèòóðèåíòîâ, à ïîäàíî
n + k çàÿâëåíèé ñ îäèíàêîâûìè ðåçóëüòàòàìè ÅÃÝ è îòëè÷íûìè àòòåñòàòàìè. Êàê
îòîáðàòü ëó÷øèõ?

Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, êà÷åñòâî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ
ñòðàòåãè÷åñêèì âîïðîñîì äëÿ âåäóùèõ ñòðàí ìèðà. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ñòàëî î÷å-
âèäíûì, ÷òî ìíîãèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû ïðåâðàòèëèñü â óíèâåðñàëüíûå ìåòîäû
èññëåäîâàíèÿ, ò.å. ñòàëè îáùåíàó÷íûìè èíñòðóìåíòàìè. Ýòî ÿâëåíèå ñâÿçàíî ñ òåì,
÷òî ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû îáëàäàþò, â ÷àñòíîñòè, òàêèìè ñâîéñòâàìè, êàê ÷åòêîñòü
â ïîñòàíîâêå çàäà÷, ðåãóëèðóåìàÿ òî÷íîñòü ïîëó÷àåìûõ îöåíîê, íåïîêîëåáèìàÿ ëîãè-
êà ðàññóæäåíèé. Êðîìå òîãî, èçó÷åíèå ìàòåìàòèêè, èñïîëüçîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìåòîäîâ â ñâîåé ðàáîòå, ôîðìèðóåò îñîáûé ñòèëü ìûøëåíèÿ: àáñòðàêòíûé, ëîãè÷å-
ñêèé, íàöåëåííûé íà ïîèñê çàêîíîìåðíîñòåé. Ñïåöèàëèñòà, ãðàìîòíî ïðèìåíÿþùåãî
ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû, ñåãîäíÿ ìîæíî óâèäåòü åäâà ëè íå âî âñåõ ñôåðàõ äåÿòåëü-
íîñòè ÷åëîâåêà.

Ïîýòîìó ïîñòåïåííî îáùåñòâî ïðèõîäèò ê îñîçíàíèþ òîãî ôàêòà, ÷òî áåç ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ íå áóäåò îáõîäèòüñÿ íè îäíà ñôåðà äåÿòåëüíîñòè
÷åëîâåêà, è ìàòåìàòèêó ïðèäåòñÿ èçó÷àòü è â øêîëå è â ÂÓÇå íà âûñîêîì óðîâíå âñåì
áåç èñêëþ÷åíèÿ. È â ýòîì íåò íè÷åãî íåîáû÷íîãî, ò.ê. åùå àêàäåìèê Ë.Ä.Êóäðÿâöåâ
ãîâîðèë: ¾. . . êàæäûé íîðìàëüíûé ÷åëîâåê ìîæåò îâëàäåòü ëþáûì ðîäîì óìñòâåííîé
äåÿòåëüíîñòè, â òîì ÷èñëå è ïðàâèëüíûì èñïîëüçîâàíèåì ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ,
íà òàêîì óðîâíå, ÷òî îí áóäåò íóæíûì, ïîëåçíûì è íàäåæíûì ñïåöèàëèñòîì. . . ¿[4].

Ìîæåò óæå ñåãîäíÿ ñòîèò ïîäóìàòü î åäèíîé øêîëüíîé ïðîãðàììå îáó÷åíèÿ
ìàòåìàòèêå, î íîâûõ ôîðìàõ âûïóñêíîãî (è, èëè âñòóïèòåëüíîãî) ýêçàìåíà è î íîâûõ
òðåáîâàíèÿõ ê êà÷åñòâåííîé ïîäãîòîâêå êàäðîâ � øêîëüíûõ ó÷èòåëåé?
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Abstract: During the 19th century the theory of partial di�erential equations
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and as the theory of boundary problems for the equations of mathematical physics.
In the last third of the XIXth century however the research on the geometric theory
became to a certain extent marginal and the point of view on the general theory of
partial di�erential equations as on the theory of boundary problems for di�erent types
of equations - elliptic, parabolic and hyperbolic equations - was accepted. The situation
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when the studies on this theory were in the spotlight of the mathematicians as the part
of the modern theory of di�erentiable manifolds.
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Ââåäåíèå. Ðîæäåíèå òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðî-
èçâîäíûìè ñâÿçàíî ñ ðàáîòàìè Æ. Äàëàìáåðà è Ë. Ýéëåðà, ïîëîæèâøèõ íà÷àëî å¼
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ðàçâèòèþ â îáñòàíîâêå îñòðîé âçàèìíîé êîíêóðåíöèè (ñì. [1]) Èòîãè ýòèõ èññëåäîâà-
íèé áûëè ïîäâåäåíû â ¾Èññëåäîâàíèÿõ ïî èíòåãðàëüíîìó èñ÷èñëåíèþ¿ Äàëàìáåðà[2]
è â ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçäåëàõ òðåòüåãî òîìà ýéëåðîâñêîãî ¾Èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñ-
ëåíèÿ¿ [3]. Óæå â èõ èññëåäîâàíèÿõ íàìåòèëèñü äâå îñíîâíûå ëèíèè èññëåäîâàíèé â
ýòîé îáëàñòè - ïîñòðîåíèå îáùåé òåîðèè òàêèõ óðàâíåíèé è ðàçðàáîòêà òåîðèè êðàå-
âûõ çàäà÷ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Åñëè îñíîâíîé çàäà÷åé â ïåðâîé áûëî
íàõîæäåíèå îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ, â âûðàæåíèå êîòîðîãî âõîäÿò ïðîèçâîëüíûå
ôóíêöèè, è ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì îïðåäåëèòü êàê ñòåïåíü ïðîèçâîëüíîñòè íàèáîëåå
îáùåãî ðåøåíèÿ, òàê è, ïî âîçìîæíîñòè, ñàìî ýòî ðåøåíèå, òî îñíîâíîé çàäà÷åé âòî-
ðîãî íàïðàâëåíèÿ ñòàëî íàõîæäåíèå ðåøåíèÿ îïðåäåë¼ííîé ôèçè÷åñêîé ïðîáëåìû,
óäîâëåòâîðÿþùåå íåêîòîðûì íà÷àëüíûì è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì.

Î÷åíü ñêîðî, ïðåæäå âñåãî áëàãîäàðÿ èññëåäîâàíèÿì Ã. Ìîíæà (åãî ¾Ïðèëîæå-
íèþ àíàëèçà ê ãåîìåòðèè¿ [4] è äð. ðàáîòàì), ïåðâîå íàïðàâëåíèå ïðèîáðåëî ãåîìåò-
ðè÷åñêèé õàðàêòåð è îáùàÿ (òåïåðü óæå) ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè îáðàçîâàëà åäèíîå öåëîå ñ äèôôåðåíöèàëüíîé
ãåîìåòðèåé. Â ðàìêàõ ýòîãî íàïðàâëåíèÿ ïîëó÷èëà çàìå÷àòåëüíîå ðàçâèòèå òåîðèÿ
óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà (Ã. Ìîíæ - Æ. Ëàãðàíæ). Ýòà òåîðèÿ ïîëó÷èëà èçâåñò-
íîå çàâåðøåíèå â 70-å ãîäû XIX ñòîëåòèÿ â ðàáîòàõ Ñ. Ëè (ñì. [5]). Òåîðèÿ óðàâíåíèé
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè äîñòèãëà çàìå÷àòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ óæå ê êîíöó ïåðâîãî
äåñÿòèëåòèÿ XIX âåêà - â òåîðèè êîëåáàíèé (Äàëàìáåð, Ýéëåð è äð.), â ìåõàíèêå
æèäêîñòè (Äàëàìáåð, Ýéëåð è äð.), òåîðèè ïîòåíöèàëà (Æ. Ëàãðàíæ, Ï.Ñ. Ëàïëàñ,
À.Ì. Ëåæàíäð è äð.), íàêîíåö, â òåîðèè òåïëîïðîâîäíîñòè (Æ. Ôóðüå è äð.) - è
ïðîäîëæàëà àêòèâíîå ïîñëåäóþùåå ðàçâèòèå.

Âûäåëåíèå ýòèõ äâóõ íàïðàâëåíèé ñîõðàíÿëîñü äî êîíöà XIX âåêà. Òàê Ä.Ô.
Åãîðîâ âî ââåäåíèè ê ñâîåé ìàãèñòåðñêîé äèññåðòàöèè ¾Óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèç-
âîäíûìè 2-ãî ïîðÿäêà ïî äâóì íåçàâèñèìûì ïåðåìåííûì. Îáùàÿ òåîðèÿ èíòåãðàëîâ,
õàðàêòåðèñòèêè¿ [6], çàùèù¼ííîé â 1899 ãîäó è ïîñâÿù¼ííîé îáùåé òåîðèè óðàâíå-
íèé, ïèñàë [6, c. II]: ¾Àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè
2-ãî ïîðÿäêà îòäåëèëàñü îò ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, áëàãîäàðÿ ïðèíöèïèàëüíîé ðàç-
íèöå â ñàìîé ïîñòàíîâêå âîïðîñà ïðè èçûñêàíèè èíòåãðàëà äàííîãî óðàâíåíèÿ, â çà-
âèñèìîñòè îò òîãî, ðàññìàòðèâàåòñÿ ëè îíî ñàìîñòîÿòåëüíî èëè æå êàê óðàâíåíèå
îïðåäåë¼ííîé çàäà÷è ôèçèêè.¿

Äåéñòâèòåëüíî, âñÿêàÿ ôèçè÷åñêàÿ çàäà÷à ïðèâîäèò ê îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè,
óäîâëåòâîðÿþùåé íå òîëüêî óðàâíåíèþ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, íî åù¼ íåêîòî-
ðûì íà÷àëüíûì è ïðåäåëüíûì óñëîâèÿì, â ñèëó êîòîðûõ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ âïîëíå
îïðåäåë¼ííîé; èñêîìàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü íàéäåíà òåì èëè äðóãèì ïðè¼ìîì (ðàç-
ëîæåíèåì â ðÿä, ïðè ïîìîùè îïðåäåë¼ííûõ èíòåãðàëîâ), ïðè÷¼ì â âûðàæåíèå å¼
íå âõîäèò íèêàêèõ ïðîèçâîëüíûõ âåëè÷èí. Ìåæäó òåì, åñëè çàäà÷åé íàøåé ÿâëÿåò-
ñÿ îïðåäåëåíèå ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùåé òîëüêî äàííîìó óðàâíåíèþ ñ ÷àñòíûìè
ïðîèçâîäíûìè, òî â âûðàæåíèå ýòîé ôóíêöèè íåîáõîäèìî äîëæíû âõîäèòü ïðîèç-
âîëüíûå âåëè÷èíû, è ÿâëÿåòñÿ æåëàòåëüíûì îïðåäåëèòü êàê ñòåïåíü ïðîèçâîëà ñà-
ìîãî îáùåãî ðåøåíèÿ, òàê ïî âîçìîæíîñòè è ñàìî ðåøåíèå¿. Ýòèì äâóì íàïðàâëåíè-
ÿì ïîñâÿùåíû îòäåëüíûå ñòàòüè - Ý. ôîí Âåáåðà ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ
÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè¿ [7] è À. Çîììåðôåëüäà ¾Ãðàíè÷íûå çàäà÷è â òåîðèè äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè¿[8] - â íåìåöêîé ýíöèêëîïåäèè
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê.

Îáùàÿ òåîðèÿ â XIX âåêå. Íà÷àëî íîâîãî âàæíîãî ýòàïà â ðàçâèòèè îáùåé
òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïîëîæèëè èäåè
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Ñ. Ëè, ïåðâîå èçëîæåíèå êîòîðûõ ñîäåðæàò åãî ðàáîòû 1870-ûõ ãîäîâ [5, 9]. Ñâîè
èññëåäîâàíèÿ Ëè íà÷àë ñ òåîðèè óðàâíåíèé 1-ãî ïîðÿäêà. Ñëåäóÿ èäåå Þ. Ïëþêêåðà
¾îáîáù¼ííîãî ýëåìåíòà ïðîñòðàíñòâà¿, îí ïðåäëîæèë ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå

f(x, y, z, p, q) = 0 (p =
∂z

∂x
, q =

∂z

∂y
) (1)

íå êàê îáû÷íî - â ñâÿçè ñ òð¼õìåðíûì êîîðäèíàòíûì ïðîñòðàíñòâîì R3, íî â ñâÿçè
ñ ïÿòèìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì R5, ðàññìàòðèâàÿ íàáîð (x, y, z, p, q), êàê òî÷êó ýòîãî
ïðîñòðàíñòâà. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (1) çàäà¼ò ìíîãîîáðàçèå M4 ðàçìåðíîñòè 4
â ïðîñòðàíñòâå R5. Ïðîèíòåãðèðîâàòü òàêîå óðàâíåíèå ïî Ñ. Ëè îçíà÷àåò íàéòè âñå
ìíîãîîáðàçèÿMk (k ≤ 2), x = x(t1, t2, . . . , tk), y = y(t1, t2, . . . , tk), z = z(t1, t2, . . . , tk),
p = p(t1, t2, . . . , tk), q = q(t1, t2, . . . , tk), êîîðäèíàòû òî÷åê êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿ-
þò óðàâíåíèþ (1) è óñëîâèþ dz − pdx − qdy = 0. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðîáëåìà
èíòåãðèðîâàíèÿ ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ âñåõ èíòåãðàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé M2 äâóõ
èçìåðåíèé.

Â òàêèì îáðàçîì èíòåðïðåòèðîâàííîé òåîðèè ïîëó÷àåò îáîáùåíèå è ïîíÿòèå
óðàâíåíèÿ, è ïîíÿòèå åãî ðåøåíèÿ. Òàê îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì ðàññìàòðèâàòü êàê
óðàâíåíèå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî ïîðÿäêà âûðàæåíèå z = 0, à äâóìåðíîå
ìíîãîîáðàçèå x = 0, y = 0, z = 0, p = t1, q = t2 (êîòîðîå â R3 ìîæåò áûòü èíòåðïðå-
òèðîâàíî êàê ìíîæåñòâî ïëîñêîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò) êàê åãî
ðåøåíèå.

Â R5 Ëè âûäåëèë êëàññ ïðåîáðàçîâàíèé âèäà x′ = x′(x, y, z, p, q), y′ =
y′(x, y, z, p, q), z′ = z′(x, y, z, p, q), p′ = p′(x, y, z, p, q), q′ = q′(x, y, z, p, q),
ïðè êîòîðûõ òîæäåñòâåííî óäîâëåòâîðÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå dz′ − p′dx′ − q′dy′ =
ρ(x, y, z, p, q)(dz − pdx − qdy), ãäå ρ(x, y, z, p, q) - ôóíêöèÿ îòëè÷íàÿ îò íóëÿ è çà-
âèñÿùàÿ îò ïðåîáðàçîâàíèÿ. Èíâàðèàíòíûì ñâîéñòâîì òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïîëó-
÷èâøèõ íàèìåíîâàíèå êîíòàêòíûõ, ÿâëÿåòñÿ êàñàíèå. Êëàññè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ëåæàíäðà è Àìïåðà ïðåäñòàâëÿëè ñîáîé ïðèìåðû òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé. Â 1872 ãî-
äó Ñ. Ëè äîêàçàë, ÷òî âñåãäà ñóùåñòâóåò êîíòàêòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðåîáðàçóþùåå
ëþáîå óðàâíåíèå â ëþáîå íàïåð¼ä çàäàííîå, â ÷àñòíîñòè, â óðàâíåíèå z = 0. Òàêèì
îáðàçîì, èç ýòîãî ïðîñòåéøåãî óðàâíåíèÿ ìîæíî âû÷èòàòü âñþ òåîðèþ óðàâíåíèé
ïåðâîãî ïîðÿäêà! Îïèñàíèå èíòåãðàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé óðàâíåíèÿ z = 0 (ñì. [9, c.
115]) äà¼ò èçÿùíîå èçëîæåíèå ¾ëàãðàíæåâîé òåîðèè¿ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà.

(Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ïðåäëîæåííîå Ëè ðåøåíèå ïðîáëåìû ýêâèâàëåíò-
íîñòè ñ ñîâðåìåííîé òî÷êè çðåíèÿ âûãëÿäèò íåóäîâëåòâîðèòåëüíûì. Âî-ïåðâûõ, íå
îòìå÷åí ëîêàëüíûé õàðàêòåð ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà - ñëåäóåò ãîâîðèòü î âîçìîæíî-
ñòè óñòàíîâëåíèÿ èçîìîðôèçìà ïîñðåäñòâîì êîíòàêòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè ìíîãîîáðàçèÿ f(x, y, z, p, q) = 0 è íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
ìíîãîîáðàçèÿ f1(x′, y′, z′, p′, q′) = 0. Âî-âòîðûõ, íå óêàçàíî òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî
òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå íåâîçìîæíî â îêðåñòíîñòè íåðåãóëÿðíûõ òî÷åê (íåîáõîäèìîå
óñëîâèå íåðåãóëÿðíîñòè p2 + q2 = 0) ×òî êàñàåòñÿ ïåðâîãî çàìå÷àíèÿ, òî íå ìîæåò
áûòü íèêàêîãî ñîìíåíèÿ â òîì, ÷òî Ëè áûë ÿñåí ëîêàëüíûé õàðàêòåð åãî ðåçóëüòàòà,
÷åãî îí íè çäåñü, íè â äðóãèõ ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ íå ñ÷èòàë íóæíûì îãîâàðèâàòü.
Âòîðîå çàìå÷àíèå ñëåäóåò îòíåñòè ñêîðåå ê îáùåé äëÿ ìàòåìàòèêîâ XIX âåêà ìàíåðå
ôîðìóëèðîâàòü ðåçóëüòàòû, âåðíûå â ¾îáùåì ñëó÷àå¿, èãíîðèðóÿ èõ íåâûïîëíåíèå â
íåêîòîðûõ îòäåëüíûõ îñîáûõ ñëó÷àÿõ. Òàê è çäåñü, êàê ìîæíî ïîêàçàòü, íåðåãóëÿð-
íûå òî÷êè ñîñòàâëÿþò íà ìíîãîîáðàçèè f(x, y, z, p, q) = 0 çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî
ìåíüøåãî ÷èñëà èçìåðåíèé, è ðåçóëüòàò Ëè îêàçûâàåòñÿ âåðíûì ¾ïî÷òè âñåãäà¿, òî
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åñòü â ¾îáùåì ñëó÷àå¿. Òî÷íûå ôîðìóëèðîâêè è ñòðîãèå äîêàçàòåëüñòâà ñòàëè íîð-
ìîé ëèøü ÷åðåç äîáðóþ ñîòíþ ëåò - â 70-ûå ãîäû ÕÕ ñòîëåòèÿ - ñì. [5, 9].)

Íà ýòîì ïóòè Ñ. Ëè íà÷àë èññëåäîâàíèå ïðîáëåìû èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé
áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ. Ýòè èññëåäîâàíèÿ ïðîäîëæèëè Ý. Êàðòàí, Ä.Ô. Åãîðîâ (åãî
äèññåðòàöèþ [6] ìû öèòèðîâàëè âûøå), Ý. Âåññèî, Æ. Äðàø è äð. Îäíàêî, ïðîãðåññ
â ðàçâèòèè òåîðèè äëÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïîðÿäêîâ áîëüøå åäèíèöû îêàçàëñÿ
áîëåå ÷åì ñêðîìíûé.

Ñìåíà èäåîëîãèè íà ðóáåæå XIX - XX ñòîëåòèé. Â ïîñëåäíåé òðåòè XIX èäåî-
ëîãèÿ, ãîñïîäñòâîâàâøàÿ â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðî-
èçâîäíûìè, íà÷àëà ìåíÿòüñÿ. Ñòàëî ÿñíî (Ñ. Ëè, À. Ïóàíêàðå), ÷òî èíòåãðèðóåìûå
óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñêîðåå èñêëþ÷åíèå, ÷åì ïðàâèëî. Åù¼ â 1864 ãîäó â
êíèãå [10] Ï. Äþáóà Ðåéìîí âûñêàçàë òàêóþ òî÷êó çðåíèÿ: ¾Åñëè ïîä îáùèì èí-
òåãðàëîì ïîíèìàòü àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå, ñîäåðæàùåå âñå ÷àñòíûå èíòåãðàëû,
òî òàêîãî, íà ìîé âçãëÿä, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñóùåñòâóåò ... Íàïðîòèâ, äèôôåðåíöè-
àëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü ñîâìåñòíî
ñ ãðàíè÷íûìè çíà÷åíèÿìè êàê öåëîå è íåëüçÿ ðàçðûâàòü èõ ïðè èññëåäîâàíèè¿ [10,
c. VII - VIII]. È ê êîíöó âåêà èññëåäîâàíèÿ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñò-
íûìè ïðîèçâîäíûìè ñòàíîâÿòñÿ âñ¼ áîëåå ñèñòåìàòè÷åñêèìè. Ñòàíîâèòñÿ âñ¼ áîëåå
ðàñïðîñòðàí¼ííîé òî÷êà çðåíèÿ, ñîãëàñíî êîòîðîé, åñëè è ìîæíî ãîâîðèòü îá îáùåé
òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, òî ýòî äîëæíàÿ
áûòü òåîðèÿ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî, ãèïåðáîëè÷åñêîãî è
ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïîâ ñîãëàñíî êëàññèôèêàöèè, ïðåäëîæåííîé Äþáóà Ðåéìîíîì â
1889 ãîäó [11]. Èìåííî òàê íà÷èíàåò èçëàãàòüñÿ òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé â ïîëó÷àþùèõ øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíèå êóðñàõ àíàëèçà Ý. Ïèêàðà è Ý. Ãóðñà.
Íîâûé âçãëÿä íà îáùóþ òåîðèþ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íå áåç èçâåñòíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ.
Òàê Ñ.Í. Áåðíøòåéí â ñâîåé ðå÷è â Õàðüêîâå â 1913 ãîäó íà çàùèòå äîêòîðñêîé
äèññåðòàöèè âñïîìèíàë: ¾Àíàëèòè÷åñêîå íàïðàâëåíèå â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé óòâåðäèëîñü íåäàâíî; è åù¼ ñåìü ëåò òîìó íàçàä ïîêîéíûé À.Í. Êîðêèí
â áåñåäå ñî ìíîé ïðåíåáðåæèòåëüíî îòçûâàëñÿ î ¾äåêàäåíòñêèõ¿ èññëåäîâàíèÿõ À.
Ïóàíêàðå. Íî ââèäó áëåñòÿùèõ åæåäíåâíûõ óñïåõîâ íîâûõ èäåé, ïëîäîòâîðíîñòü è
æèçíåííîñòü èõ íå ïîäëåæèò óæå íèêàêîìó ñîìíåíèþ, è òåïåðü íèêòî íå ñòàíåò
ñåðü¼çíî âîçðàæàòü ïðîòèâ òîãî, ÷òî òåîðèÿ êîíå÷íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïîòåðÿëà ñà-
ìîñòîÿòåëüíîå çíà÷åíèå è ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ÷àñòüþ áûñòðî ðàçâèâàþùåéñÿ îáùåé èëè
àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé¿ [12, c. 211]. .

Íîâàÿ òî÷êà çðåíèÿ áûëà ïðèíÿòà è îñòàâàëàñü ãîñïîäñòâóþùåé íà ïðîòÿæå-
íèè äâóõ òðåòåé âåêà. È òðåòüÿ ãëàâà êíèãè Ð. Êóðàíòà ¾Óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè
ïðîèçâîäíûìè¿ (1962) íà÷èíàåòñÿ ñ ðàññóæäåíèÿ î òîì, ÷òî ¾âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ
äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïîðÿäêà âûøå ïåðâîãî,
íàñòîëüêî ðàçíîîáðàçíû, ÷òî ïîñòðîåíèå åäèíîé îáùåé òåîðèè (êàê â ãëàâå II) (à
â ãëàâå âòîðîé ðå÷ü øëà îá óðàâíåíèÿõ ïåðâîãî ïîðÿäêà - Ñ.Ä.) íå ïðåäñòàâëÿåò-
ñÿ âîçìîæíûì. Ñóùåñòâåííîå ðàçëè÷èå èìååòñÿ ìåæäó íåñêîëüêèìè òèïàìè äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, íàçûâàåìûõ ¾ýëëèïòè÷åñêèìè¿, ¾ãèïåðáîëè÷åñêèìè¿ è
¾ïàðàáîëè÷åñêèìè¿; óðàâíåíèÿ êàæäîãî èç íàçâàííûõ òèïîâ îáëàäàþò ñîâåðøåííî
ðàçíûìè ÷åðòàìè â âîïðîñàõ, êàñàþùèõñÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé è èõ ñâîéñòâ¿ [13, ñ.
159].

Íîâîå êàê õîðîøî çàáûòîå ñòàðîå. Â 60-å ãîäû ìîãëî êàçàòüñÿ, ÷òî îá-
ùàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ â èòîãå óñòóïèëà ñâîè ïîçèöèè è âûðîäèëàñü â ðàçäåë
îêàçàâøèéñÿ íà îáî÷èíå ãëàâíîãî íàïðàâëåíèÿ ðàçâèòèÿ òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ
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óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, ïðåäñòàâëåííîì òåîðèåé ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ
îñíîâíûõ òèïîâ òàêèõ óðàâíåíèé. Îäíàêî, â 70-å ãîäû ñèòóàöèÿ íà÷àëà ìåíÿòüñÿ è
ýòè èçìåíåíèÿ íîñèëè êàðäèíàëüíûé õàðàêòåð. Âàæíî çàìåòèòü, ÷òî èìïóëüñ ê ïå-
ðåìåíàì èñõîäèë íå èç ÷èñòîé ìàòåìàòèêè, íî èç òåîðåòè÷åñêîé è ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè. Èìåííî ñïåöèàëèñòàì â ýòèõ îáëàñòÿõ îòêðûëàñü âàæíîñòü âïîëíå èíòå-
ãðèðóåìûõ óðàâíåíèé. Õîòÿ òàêèå óðàâíåíèÿ è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé áîëüøóþ ðåä-
êîñòü, íî, êàê âûÿñíèëîñü â ïîñëåäíåé òðåòè ÕÕ âåêà, îíè èãðàþò áîëüøóþ ðîëü
â ôèçèêå. Çàìå÷àòåëüíûé ïðèìåð òàêèõ óðàâíåíèé - óðàâíåíèå Êîðòåâåãà-äå Ôðèçà
∂u
∂t

+6u∂u
∂x

+ ∂3u
∂x3

= 0, îïèñûâàþùåå äâèæåíèå âîëí íà ìåëêîé âîäå, àêóñòè÷åñêèå âîëíû
â êðèñòàëëàõ, ïåðåäà÷ó ýëåêòðè÷åñêèõ ñèãíàëîâ ïî íåðâó. Ýòî óðàâíåíèå îêàçûâàåòñÿ
âïîëíå èíòåãðèðóåìûì.

Òàêèì îáðàçîì, åñòåñòâîçíàíèå âûäâèíóëî èíòåãðèðóåìûå óðàâíåíèÿ íà ïå-
ðåäíþþ ëèíèþ ñîâðåìåííûõ èññëåäîâàíèé è âíîâü ñäåëàëî àêòóàëüíîé îáùóþ ãåî-
ìåòðè÷åñêóþ òåîðèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Ìà-
òåìàòèêè âåðíóëèñü ê êàçàëîñü çàáûòûì ðåçóëüòàòàì ïî èíòåãðèðóåìûì ñèñòåìàì
Ñ. Ëè, À. Áýêëóíäà, Ã. Äàðáó. Âíîâü îêàçàëèñü â öåíòðå âíèìàíèÿ ñîâðåìåííûõ ñïå-
öèàëèñòîâ (ñì., íàïðèìåð, [14, 15]) ðàáîòû ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì Ä.Ô.
Åãîðîâà ([6], [16] è äð.).

Â èòîãå îáùàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ, ïî êàçàëîñü áû ñîâåðøåííî îáúåêòèâ-
íûì ïðè÷èíàì âûòåñíåííàÿ íà îáî÷èíó îñíîâíîãî ïîòîêà èññëåäîâàíèé ïî òåîðèè
óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, íà íîâîì âèòêå ðàçâèòèÿ ìàòåìàòèêå âíîâü
îêàçàëàñü â öåíòðå ñîáûòèé.

Çàìå÷àòåëüíî òî, ÷òî ê 70-ûì ãîäàì ÕÕ âåêà áûë óæå âûñòðîåí ìàòåìàòè÷å-
ñêèé àïïàðàò, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî îêàçàëîñü âîçìîæíûì íà÷àòü ñòðîèòü ýôôåêòèâ-
íóþ òåîðèþ íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè
ïîðÿäêà âûøå ïåðâîãî - òåîðèþ, êîòîðóþ íåâîçìîæíî áûëî ïîñòðîèòü ìàòåìàòè÷å-
ñêèìè ñðåäñòâàìè Ëè - Åãîðîâà.

Íîâûå èññëåäîâàíèÿ ïî îáùåé ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè
ïðîèçâîäíûìè óñèëèÿìè Ã. Ãîëüäøìèäòà, Ñ. Ñòåðíáåðãà è äð. ñòàëè ÷àñòüþ ñîâðå-
ìåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèðóåìûõ ìíîãîîáðàçèé. Â ðåçóëüòàòå ñèíòåçà ýòîé òåîðèè,
êîììóòàòèâíîé è ãîìîëîãè÷åñêîé àëãåáðû, àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè, àëãåáðàè÷å-
ñêîé è äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è ñòàëè âîçìîæíû äîñòèæåíèÿ â ýòîé îáëàñòè.
Ãåîìåòðè÷åñêèì àíàëîãîì äëÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé îêàçàëèñü î÷åíü ñëîæíûå çà-
÷àñòóþ áåñêîíå÷íîìåðíûå ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû ñ ðàçëè÷íûìè ñòðóêòóðàìè (õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêèå êîíóñû, L-ëó÷è è ò.ä.). Äëÿ èõ èçó÷åíèÿ À.Ì. Âèíîãðàäîâûì è
åãî ó÷åíèêàìè áûëî ñêîíñòðóèðîâàíî òàê íàçûâàåìîå âòîðè÷íîå äèôôåðåíöèàëüíîå
èñ÷èñëåíèå, êîòîðîå è ñòàëî ýôôåêòèâíûì ñðåäñòâîì ïîñòðîåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé
òåîðèè íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [17, 18].

Òàê êàçàâøàÿñÿ áåñïåðñïåêòèâíîé è ïîòîìó, êàçàëîñü áû, ïðî÷íî çàáûòàÿ òå-
ìàòèêà îáùåé ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè
ïðîèçâîäíûìè âíîâü îêàçàëàñü íà ïåðåäíåé ëèíèè ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè. Òàêîâà
äèàëåêòèêà å¼ êîíöåïòóàëüíîãî ðàçâèòèÿ.
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ìåíåíèé â íàóêå è ìèðîâîççðåíèè è íåêîòîðûå àñïåêòû èõ âëèÿíèÿ íà ñîâðåìåííóþ
íàóêó.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èñòîðèÿ íàóêè, ôèëîñîôèÿ íàóêè, èñòîðèÿ ìåõàíèêè, èñ-
òîðèÿ ýêîíîìè÷åñêèõ ó÷åíèé, È.Íüþòîí, Í.Êîïåðíèê, Äæ.Ì.Êåéíñ, êà÷åñòâåííàÿ
òåîðèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, òåîðèÿ áèôóðêàöèé.

SCIENTIFIC REVOLUTION OF 16-17 CENTURY AND CHANGING
ROLE OF MATHEMATICS IN NATURAL SCIENCE

Abstract: The article describes a new approach to the scienti�c materials related
to the period of "scienti�c and technological revolution of 16-17 centuries which revealed a
largely unexpected aspects have occurred at this time of changes in science and philosophy
and some aspects of their in�uence on modern science.

Keywords: history of science, philosophy of science, history of mechanics, economic
history, Copernicus, Newton. J.M. Keynes, the qualitative theory of dynamical systems,
bifurcation theory.

Â èñòîðèè ìèðîâîé íàóêè õîðîøî èçâåñòåí ïðîèçîøåäøèé â òå÷åíèå 16-17 âå-
êîâ êàðäèíàëüíûé ïåðåëîì â ôèëîñîôèè, íàóêå è òåõíèêå, ïîëó÷èâøèé íàçâàíèå
¾íàó÷íî-ìèðîâîççðåí÷åñêîé ðåâîëþöèè¿. Îäíàêî òðàäèöèîííûå âçãëÿäû íà ýòîò ïå-
ðèîä îñòàâëÿþò ñëèøêîì ìíîãî âîïðîñîâ, è ïðåæäå âñåãî íå äàþò îòâåòà íà ãëàâíûé
èç íèõ: ¾ïî÷åìó?¿. Áîëåå òîãî, äåòàëüíûé èñòîðèêî-ýêîíîìè÷åñêèé àíàëèç ïðîèñ-
õîäèâøèõ â òî âðåìÿ èñòîðè÷åñêèõ ïðîöåññîâ [1-2] íå äàåò îòâåòà íà âîïðîñ î òîì,
ñîáñòâåííî êàêèìè ïðè÷èíàìè áûëè îáóñëîâëåíû êàðäèíàëüíûå èçìåíåíèÿ â ýêîíî-
ìè÷åñêîé, è åñëè òàê ìîæíî ñêàçàòü, ¾íàó÷íîé¿ ãåîãðàôèè Åâðîïû òåõ âðåìåí, à îíè
íåñîìíåííû è êðàéíå çíà÷èòåëüíû.

Â íàñòîÿùåì ñòàòüå äåëàåòñÿ ïîïûòêà ïðîëèòü ñâåò íà ýòè ñîáûòèÿ è îòâåòèòü
íà âîïðîñ, ÷òî æå ñîáñòâåííî, ïðîèçîøëî â íàó÷íîì ìèðîâîççðåíèè, ïî-íîâîìó âçãëÿ-
íóâ íà ðîëü â íèõ îñíîâíûõ íàó÷íî-èñòîðè÷åñêèõ ïåðñîíàæåé � Êîïåðíèêà, Ãàëèëåÿ,
Äåêàðòà, Íüþòîíà. Â ÷àñòíîñòè, ñîâåðøåííî ïî-èíîìó ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðîëü Êîïåð-
íèêà è åãî îòêðûòèÿ, êîòîðûå íà ïîâåðêó îêàçûâàþòñÿ ñîâñåì íå òåìè, î êîòîðûõ
îáû÷íî ðàññêàçûâàåòñÿ â ëèòåðàòóðå. Ãèïîòåçà î âðàùåíèè Çåìëè íå áûëà íîâèí-
êîé ê ìîìåíòó ïîÿâëåíèÿ çíàìåíèòîé êíèãè Êîïåðíèêà [4], áîëåå òîãî, ñàì àâòîð
íàçûâàåò íà ïåðâûõ ñòðàíèöàõ ñâîèõ ïðåäøåñòâåííèêîâ, õîòÿ è íå âñåõ: ¾ß ïðèíÿë
íà ñåáÿ òðóä ïåðå÷èòàòü êíèãè âñåõ ôèëîñîôîâ, êîòîðûå òîëüêî ìîã äîñòàòü, æåëàÿ
íàéòè, íå âûñêàçûâàë ëè êîãäà êòî-íèáóäü ìíåíèÿ, ÷òî ó ìèðîâûõ ñôåð ñóùåñòâóþò
äâèæåíèÿ, îòëè÷íûå îò òåõ, êîòîðûå ïðåäïîëàãàþò ïðåïîäàþùèå â ìàòåìàòè÷åñêèõ
øêîëàõ. Ñíà÷àëà ÿ íàøåë ó Öèöåðîíà, ÷òî Íèêåò âûñêàçûâàë ìíåíèå î äâèæåíèè
Çåìëè, çàòåì ÿ âñòðåòèë ó Ïëóòàðõà, ÷òî ýòîãî âçãëÿäà äåðæàëèñü è íåêîòîðûå äðó-
ãèå¿. Íàèáîëåå æå èíòåðåñíà íå ñàìà ãèïîòåçà î âðàùåíèè Çåìëè, à àðãóìåíòàöèÿ
Êîïåðíèêà è â ñâÿçè ñ ýòèì - åãî îáùèé âçãëÿä íà îñíîâàíèÿ íàó÷íîé àðãóìåíòà-
öèè, êîòîðûé îñòàåòñÿ êðàéíå âàæíûì, åñëè íå ñêàçàòü � îñíîâíûì, è äî íàñòîÿùåãî
âðåìåíè. Ïðè÷åì, ñ ýòîé æå òî÷êè çðåíèÿ ïðèíöèïèàëüíûì îêàçûâàåòñÿ è òåêñò
ïðåäèñëîâèÿ, íàïèñàííîãî íåèçâåñòíûì àâòîðîì, íî âîøåäøèì â îðèãèíàëüíûå èç-
äàíèÿ Êîïåðíèêà. Óäèâèòåëüíûì îêàçûâàåòñÿ òî, ÷òî â äàëüíåéøåì ðàçâèòèè íàóêè
ïðîñëåæèâàþòñÿ îáå ëèíèè íàó÷íîé àðãóìåíòàöèè � êàê ñàìîãî Êîïåðíèêà, òàê è
äîñòîâåðíî íåèçâåñòíîãî ¾êîììåíòàòîðà¿, ïðè÷åì ïîñòåïåííî ïîáåæäàåò èìåííî ëè-
íèÿ ¾êîììåíòàòîðà¿, ÷òî âîçìîæíî è ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé ïîòåðè ñâÿçè ýòîé ëèíèè
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ñ êíèãîé. À ñäåëàííûå Êîïåðíèêîì âàæíåéøèå îòêðûòèÿ â ìåõàíèêå ñîâåðøåííî
çàáûòû è îáû÷íî ïðèïèñûâàþòñÿ äðóãèì èñòîðè÷åñêèì ïåðñîíàæàì.

Òàêæå ñîâåðøåííî èíîé, ïî ñðàâíåíèþ ñ òðàäèöèîííûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè
îêàçûâàåòñÿ ðîëü È.Íüþòîíà â ëèöå åãî ¾òðåõ çàêîíîâ ïðèðîäû¿ [5], è åãî âçàèìîîò-
íîøåíèÿ ñ Äåêàðòîì [6], ïîñëåäîâàòåëåì êîòîðîãî, à íå îïïîíåíòîì, îí îêàçûâàåòñÿ.
Ïðè÷åì ýòî, êîíå÷íî ñîâåðøåííî íå îòðèöàåò ñïîð î ïðèðîäå äèñòàíöèîííûõ âçàè-
ìîäåéñòâèé. Â ñîâðåìåííûõ êóðñàõ ìåõàíèêè îáû÷íî ¾çàêîíû Íüþòîíà¿ èçëàãàþòñÿ
â ñîâåðøåííî íåâåðíîé èíòåðïðåòàöèè, íå äàþùåé âîçìîæíîñòè îöåíèòü èõ ïåðâîíà-
÷àëüíûé çàìûñåë. Ïðî÷òåíèå îðèãèíàëüíîãî ìàòåðèàëà êàê ìåòîäîëîãèè ïîñòðîåíèÿ
ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ïî ñóòè ñíèìàåò âñå øèðîêî èçâåñòíûå âîçðàæåíèÿ ïðîòèâ
ÿêîáû îøèáîê Íüþòîíà â îïðåäåëåíèè âðåìåíè, ìàññû è ïîíÿòèÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò.
Ïðèâåäåì îðèãèíàëüíûå ôîðìóëèðîâêè òðåõ çàêîíîâ Íüþòîíà â ïåðåâîäå Êðûëîâà
[5]:

1. ¾Âñÿêîå òåëî ïðîäîëæàåò óäåðæèâàòüñÿ â ñâîåì ñîñòîÿíèè ïîêîÿ èëè
ðàâíîìåðíîãî è ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ, ïîêà è ïîñêîëüêó îíî íå ïîíó-æäàåòñÿ
ïðèëîæåííûìè ñèëàìè èçìåíÿòü ýòî ñîñòîÿíèå.

2. Èçìåíåíèå êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíî ïðèëîæåííîé äâèæó-
ùåé ñèëå è ïðîèñõîäèò ïî íàïðàâëåíèþ òîé ïðÿìîé, ïî êîòîðîé ýòà ñèëà äåéñòâó-
åò.

3. Äåéñòâèþ âñåãäà åñòü ðàâíîå è ïðîòèâîïîëîæíîå ïðîòèâîäåéñòâèå, èíà-
÷å � âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ òåë äðóã íà äðóãà ìåæäó ñîáîþ ðàâíû è íàïðàâëåíû â
ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû.¿

Ïåðâûé çàêîí äàåò, ïî ñóòè, ôóíêöèîíàëüíîå îïðåäåëåíèå ñèëû (â îòëè÷èå
îò ðàíåå äàííîãî êîíöåïòóàëüíîãî, íà äàííûé ìîìåíò ïî÷òè ñîâåðøåííî çàáûòîãî),
âòîðîé çàêîí � ÷èñëåííóþ îöåíêó ñèëû, è, íàêîíåö, òðåòèé � ñïîñîá ñâåäåíèÿ íåèç-
âåñòíûõ ñèë ê ìåõàíè÷åñêèì, èëè ïî-äðóãîìó � ñïîñîá èçó÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ ñèë ñ
ïîìîùüþ èçâåñòíûõ ìåõàíè÷åñêèõ â õîäå ýêñïåðèìåíòà, íàòóðíîãî èëè ìûñëåííîãî.

Îðèãèíàëüíûå ôîðìóëèðîâêè çàêîíîâ äàþò íåñêîëüêî ñâÿçàííûõ àëãîðèòìîâ
ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé äâèæåíèÿ, äàëåå óñïåøíî ïðîäåìîíñòðèðîâàí-
íûõ â ïîñëåäóþçèõ ãëàâàõ ¾Íà÷àë¿ ñàìèì Íüþòîíîì, íà àêòóàëüíûõ äëÿ òîãî âðå-
ìåíè ïðèìåðàõ:

1. Íà îñíîâàíèè èìåþùåãîñÿ èçâåñòíîãî äâèæåíèÿ îïðåäåëÿåì ñèëó, êîòîðàÿ
äåéñòâóåò íà òåëî

2. Íà îñíîâàíèè èçâåñòíîé ñèëû, îïðåäåëÿåì äâèæåíèå, êîòîðîå îíà ïðîèçâå-
äåò, áóäó÷è ïðèëîæåíà ê èçâåñòíîìó òåëó

3. È, íàêîíåö, âïåðâûå ïîÿâèâøèéñÿ ïî-âèäèìîìó, èìåííî ó Íüþòîíà, àëãî-
ðèòì èçó÷åíèÿ òîãî, ÷òî òåïåðü íàçûâàþò ¾ñâÿçÿìè¿. Ó Íüþòîíà îò÷åòëèâî ðàññìîò-
ðåí ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé òàêèõ ñèëñâÿçåé, à èìåííî � öåíòðîñòðåìèòåëüíûå ñèëû, ñ
ïîïûòêàìè îáîáùèòü äàííîå ïîíÿòèå. Ïî ñóòè � èçó÷àÿ äâèæåíèå ïëàíåò, Íüþòîí
êàê ðàç èçó÷àåò ñâÿçè, óäåðæèâàþùèå ïëàíåòû íà îðáèòå è èõ âçàèìíîå âëèÿíèå.

Â ñâÿçè ñ ïîñëåäíèì êðàéíå âàæíî òî, ÷òî Íüþòîí âåñüìà îïðåäåëåííî ïðèçû-
âàë îïåðèðîâàòü èìåííî ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè, à íå ðåàëüíûìè ôèçè÷åñêèìè
îáúåêòàìè, ÷òî áûëî õàðàêòåðíî äëÿ åãî ïðåäøåñòâåííèêîâ, è ñîñòàâëÿëî ñåðüåçíîå
çàòðóäíåíèå, òàê êàê ïðèðîäà ïî÷òè âñåõ åñòåñòâåííûõ ñèë â òî âðåìÿ åùå áûëà
íåèçâåñòíà. Ïðèâåäåì öèòàòó [5]: ¾Äëÿ êðàòêîñòè ýòè âåëè÷èíû ñèë ìîæíî íàçû-
âàòü ñèëàìè äâèæóùèìè, óñêîðÿþùèìè è àáñîëþòíûìè, è äëÿ îòëè÷èÿ � îòíîñèòü
èõ ê ñàìèì ïðèòÿãèâàåìûì ê öåíòðó òåëàì, ê ìåñòó òåë è ê öåíòðó ñèë, à èìåííî:
äâèæóùóþ ñèëó � ê òåëó, êàê ñòðåìëåíèå âñåãî òåëà ê öåíòðó, ïðè÷åì ýòî ïîëíîå

349



Ñåêöèÿ 9. Ðàçâèòèå ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîãî åñòåñòâîçíàíèÿ

ñòðåìëåíèå ñîñòàâëÿåòñÿ èç ñòðåìëåíèé îòäåëüíûõ ÷àñòèö òåëà; ñèëó óñêîðèòåëü-
íóþ � ê ìåñòó òåëà â ïðîñòðàíñòâå, êàê íåêîòîðóþ ñïîñîáíîñòü, ðàñïðîñòðàíåííóþ
öåíòðîì íà âñå ìåñòà îêðóæàþùåãî ïðîñòðàíñòâà è çàñòàâëÿþùóþ ïðèõîäèòü â äâè-
æåíèå òåëà, â ýòèõ ìåñòàõ íàõîäÿùèåñÿ, àáñîëþòíóþ æå ñèëó � ê ñàìîìó öåíòðó,
êàê çàêëþ÷àþùóþñÿ â íåì ïðè÷èíó, áåç êîòîðîé äâèæóùèå ñèëû íå ðàñïðîñòðà-
íÿëèñü áû â îêðóæàþùåì ïðîñòðàíñòâå; ñêàçàííîþ ïðè÷èíîþ ìîæåò ñëóæèòü èëè
êàêîå-ëèáî öåíòðàëüíîå òåëî (êàê, íàïð., ìàãíèò â öåíòðå ñèë ìàãíèòíûõ èëè Çåìëÿ
â öåíòðå ñèë òÿæåñòè), èëè ÷òî áû òî íè áûëî èíîå, õîòÿ áû è íè ÷åì íå îáíàðóæè-
ìîå. Ýòè ïîíÿòèÿ äîëæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìàòåìàòè÷åñêèå, èáî ÿ åùå
íå îáñóæäàþ ôèçè÷åñêèõ ïðè÷èí è ìåñòà íàõîæäåíèÿ ñèë¿. Â ýòîì êîíòåê-
ñòå âîçíèêàåò æåëàíèå ïðîöèòèðîâàòü Äåêàðòà[6]: ¾64. ×òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü
îáîñíîâàòü ïîñðåäñòâîì äîêàçàòåëüñòâà âñå, ÷òî ÿ áóäó âûâîäèòü, ÿ íå ïðèíèìàþ
â ôèçèêå íèêàêèõ íà÷àë, êîòîðûå íå áûëè áû òàêæå íà÷àëàìè ìàòåìàòèêè; è ýòèõ
íà÷àë äîñòàòî÷íî, òåì áîëåå ÷òî ïîñðåäñòâîì èõ ìîãóò áûòü îáúÿñíåíû âñå ÿâëåíèÿ
ïðèðîäû¿

Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé àóäèòîðèè, êîíå÷íî æå, íàèáîëåå èíòåðåñíûì ÿâëÿåòñÿ
ðàññêàç î òîì, êàê èçìåíèëàñü ðîëü ìàòåìàòèêè â íàóêå â òå÷åíèå óêàçàííîãî ïåðèîäà
è êàê ýòî ñîîòíîñèòñÿ ñ äàëüíåéøèì ïðîãðåññîì íàóê. Â ÷àñòíîñòè, ïðîãðåññîì ñàìîé
ìåõàíèêè, ðîëü êîòîðîé â ïðîöåññàõ ìîäèôèêàöèè íàó÷íîãî ìèðîâîççðåíèÿ îêàçûâà-
åòñÿ ñèëüíî íåäîîöåíåííîé. Õîðîøî èçâåñòíîå ïîíÿòèå ¾ìåõàíèöèçìà¿, îêàçûâàåòñÿ
íå ïðîñòî ñèëüíî óïðîùåííûì, íî ñêîðåå äàæå óòðèðîâàííûì â ñîâðåìåííûõ îïè-
ñàíèÿõ, ïî êðàéíåé ìåðå, â îòå÷åñòâåííîé ëèòåðàòóðå. Óòðàòèâ ñâÿçü ñ èñòî÷íèêîì,
êîòîðûì ÿâëÿþòñÿ çàêîíû Íüþòîíà â èõ èçíà÷àëüíîé ôîðìóëèðîâêå, îíî îêàçàëîñü
èíòåðïðåòèðóåìûì êðàéíå óïðîùåííî è äàæå íåâåðíî. Êîíå÷íî, íåëüçÿ îòðèöàòü
ôîðìàëèñòè÷åñêèå ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ èäåé èíîãäà äàæå ê ñîâåð-
øåííî íåïîäõîäÿùèì äëÿ ýòîãî îòðàñëÿì çíàíèÿ, íî ýòî âðÿä ëè ìîæíî ñ÷èòàòü
ãëàâíûì äîñòèæåíèåì ¾ìåõàíèñòè÷åñêîãî¿ ïîäõîäà. Â ðåàëüíîñòè æå ìåõàíèöèçì �
ýòî ïðèìåíåíèå ìåòîäà Íüþòîíà â öåëîì ðÿäå åñòåñòâåííûõ è äàæå ñîöèàëüíûõ íà-
óê, âïîëíå óñïåøíîå è äàâøåå ñåðü¼çíûå ðåçóëüòàòû. È íåóäèâèòåëüíî, ÷òî èìåííî
êíèãà Íüþòîíà äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè ñ÷èòàåòñÿ ÷óòü ëè íå îñíîâîé âñåãî ñîâðå-
ìåííîãî åñòåñòâîçíàíèÿ [7], à àâòîð âõîäèò â ÷èñëî ñàìûõ çíà÷èòåëüíûõ ìûñëèòåëåé
âñåõ âðåìåí è íàðîäîâ ïî âåðñèè BBC [8], çàíèìàÿ â ýòîì êðàéíå ïðåäñòàâèòåëüíîì
ñïèñêå 3 ìåñòî. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå ïîÿâëåíèÿ êíèãè Íüþòîíà èìåííî ìàòåìàòè-
êà, ÷àñòî â îáðàçå ñâîåãî íàèáîëåå ðàçâèòîãî ïðèëîæåíèÿ � ìåõàíèêè, ñòàíîâèòñÿ
îñíîâíûì ñïîñîáîì ïîçíàíèÿ ìèðà, âî ìíîãîì ñîõðàíÿÿ òàêîå ñâîå çíà÷åíèå äî íà-
ñòîÿùåãî âðåìåíè. Ìåòîäîëîãè÷åñêîé îñíîâîé ýòîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ ìåòàìàòåìà-
òè÷åñêèé ôîðìàëèçì Íüþòîíà, ñôîðìóëèðîâàííûé èì â íà÷àëüíûõ ðàçäåëàõ ¾Ìà-
òåìàòè÷åñêèõ íà÷àë íàòóðàëüíîé ôèëîñîôèè¿, è âïåðâûå óñïåøíî ïðèìåíåííûé èì
æå â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ.

Ðàññìàòðèâàÿ âëèÿíèå ìåõàíèêè è Íüþòîíà íà ðàçâèòèå íàóêè, ìîæíî óïî-
ìÿíóòü î íåîáû÷àéíî áîëüøîì âëèÿíèè ìåõàíèêè íà ýêîíîìè÷åñêóþ íàóêó, êîòîðîå
ñîáñòâåííî ïðîäîëæàåòñÿ äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè, îñòàâàÿñü ïðè ýòîì â ñàìûõ ðàí-
íèõ ïðåäåëàõ ïðåèìóùåñòâåííî ñòàòè÷åñêîãî âîñïðèÿòèÿ ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.
Óäèâèòåëüíî, ÷òî íåñìîòðÿ íà ïðîãðåññ è â ìàòåìàòèêå è ìåõàíèêå, è âðîäå áû ÿñíîå
ïîíèìàíèå òîãî, ÷òî ýêîíîìè÷åñêèå ïðîöåññû íåñòàöèîíàðíû, â ýêîíîìèêå ïðîäîë-
æàþòñÿ ðàññóæäåíèÿ î ¾ðûíî÷íîì ðàâíîâåñèè¿, óñòîé÷èâîñòè ðûíêîâ è ò.ï.. Ïî-
âèäèìîìó ýêîíîìèñòû äî ñèõ ïîð ðóêîâîäñòâóþòñÿ âåñüìà ïðèìå÷àòåëüíîé ìåòîäîé
Àëüôðåäà Ìàðøàëëà, îñíîâàòåëÿ òàê íàçûâàåìîãî íåîêëàññè÷åñêîãî íàïðàâëåíèÿ â
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ýêîíîìèêå [10]:
¾[Ó ìåíÿ] â ïîñëåäíèå ãîäû ðàáîòû íàä ýòèì ïðåäìåòîì ðîñëî îùóùåíèå âåñü-

ìà ìàëîé âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî õîðîøàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðåìà, èìåþùàÿ äåëî ñ
ýêîíîìè÷åñêèìè ãèïîòåçàìè, êàæåòñÿ õîðîøåé ýêîíîìèêîé. È ÿ âñå áîëüøå è áîëüøå
ñêëîíÿëñÿ ê ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:

1. Èñïîëüçóé ìàòåìàòèêó êàê ÿçûê äëÿ ñòåíîãðàôèè, à íå èññëåäîâàòåëüñêèé
ìåõàíèçì.

2. Ïðèäåðæèâàéñÿ ìàòåìàòèêè, ïîêà íå çàêîí÷èë äåëî.
3. Ïåðåâåäè íà àíãëèéñêèé.
4. Ïðîèëëþñòðèðóé ïðèìåðàìè, âàæíûìè â ðåàëüíîé æèçíè.
5. Ñîæãè ìàòåìàòèêó.
6. Åñëè íå äîñòèã óñïåõà â (4), ñîæãè (3). Îñîáåííî ÷àñòî ÿ ïîëüçîâàëñÿ èìåííî

ïîñëåäíèì ïðèåìîì¿
Ïðè òàêîì ïîäõîäå èñõîäíàÿ ìîäåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ, èñïîëüçîâàííàÿ ïðè ïî-

ñòðîåíèè ýêîíîìè÷åñêèõ òåîðèé, îêàçûâàåòñÿ óòåðÿííîé. È ýòî ïðèòîì, ÷òî âëèÿíèå
êðèçèñîâ ðåçêî è îïðåäåëåííî ñòàâèò âîïðîñ î ðàññìîòðåíèè äèíàìè÷åñêèõ, áèôóðêà-
öèîííûõ è ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â ýêîíîìèêå. Îñîáåííî óäèâèòåëüíî ýòî âèäåòü
â êîíêðåòíîé ìèêðîýêîíîìèêå, êîãäà, íàïðèìåð, êîìïàíèÿ îêàçûâàåòñÿ óáûòî÷íîé
èëè îøèáî÷íî çàêðûâàåò ¾óáûòî÷íîå¿ ÿêîáû íàïðàâëåíèå äåÿòåëüíîñòè â ðåçóëü-
òàòå íåâåðíîãî ðàñ÷åòà ñåáåñòîèìîñòè, ïðè÷èíîé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ êàòåãîðè÷åñêîå
íåïîíèìàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, ïîëîæåííîé â îñíîâó ýòîãî ðàñ÷åòà è ïàðàìåò-
ðè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé, åé ïðèñóùèõ. Â íåêîòîðîì ñìûñëå, ïîñëåäíèé ãëîáàëüíûé
ýêîíîìè÷åñêèé êðèçèñ ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òàêîé æå ïðîáëåìû.

Ïðîáëåìà ó÷åòà äèíàìèêè â ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññàõ, õîòÿ è áûëà ïîñòàâëå-
íà Êåéíñîì [3] åùå â 1936 ãîäó, äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè íå íàøëà ñâîåãî ðåøåíèÿ,
ñêîðåå âñåãî â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, íåîáõîäèìûé äëÿ òàêîãî
ðåøåíèÿ, ñôîðìèðîâàëñÿ â îòíîñèòåëüíî íåäàâíåå âðåìÿ, è åùå íå óñïåë íàéòè ñâîè
ïðèëîæåíèÿ â ýêîíîìèêå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ýêîíîìèêå âûÿâëåíî ñåðüåçíîå âëèÿ-
íèå ïñèõîëîãè÷åñêèõ è èíûõ ñóáúåêòèâíûõ ôàêòîðîâ â ïîâåäåíèè ïîòðåáèòåëåé, ó÷åò
êîòîðûõ â êëàññè÷åñêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðîáëåìàòè÷íûì,
îäíàêî âåðîÿòíî, âîçìîæåí â áîëåå ñîâðåìåííûõ. Âîçìîæíî èìåííî ïîýòîìó òîëüêî
íåäàâíî èññëåäîâàííûå ðàáîòû Èñààêà Íüþòîíà, âûçûâàþò òàêîé èíòåðåñ ñ òî÷êè
çðåíèÿ èõ ïðèìåíåíèÿ â íîâûõ íàïðàâëåíèÿõ ýêîíîìè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé [9].

Ðåçþìèðóÿ, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî â èññëåäîâàíèè ïåðèîäà íàó÷íî-
ìèðîâîççðåí÷åñêîé ðåâîëþöèè 16-17 âåêîâ åñòü åùå î÷åíü ìíîãî âîïðîñîâ, âëèÿíèå
êîòîðûõ íà ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå íàóêè êðàéíå èíòåðåñíî è ïîäëåæèò äàëüíåéøåìó
èçó÷åíèþ.
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A. DE MORGAN'S RELATION ALGEBRA

Abstract: The article is dedicated to the early period in the history of the theory
of relations, which is an important branch of modern mathematical logic. We mainly focus
on A. De Morgan's contribution, whose works contain the �rst version of a relation algebra.
Some preceding results are also mentioned along with the stages of further development.

Keywords: Boolean algebra, relation algebra, proposition, inference, conclusion,
syllogism, term, universe.

Àâãóñò Äå Ìîðãàí (1806 � 1871) � áðèòàíñêèé ìàòåìàòèê è ëîãèê. Ïðîôåññîð
ìàòåìàòèêè Ëîíäîíñêîãî óíèâåðñèòåòñêîãî Êîëëåäæà (1828 � 1831; 1836 � 1866).
Ïåðâûé ïðåçèäåíò Ëîíäîíñêîãî Ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà (1865).

Â 1847 ãîäó âûøåë åãî òðàêòàò "Ôîðìàëüíàÿ ëîãèêà" [1], îòðàæàþùèé ðåçóëü-
òàòû, ïîëó÷åííûå àâòîðîì ê òîìó âðåìåíè è, ÷òî äëÿ íåãî âàæíåå, öåëè äàëüíåéøèõ
èññëåäîâàíèé. Îí ïîëàãàë, ÷òî îñíîâíàÿ çàäà÷à ëîãèêè ñîñòîèò â èññëåäîâàíèè ñïî-
ñîáîâ âûâîäà ñëåäñòâèé èç ïîñûëîê, à òàêæå îáùèõ ïðèíöèïîâ è ïðàâèë ïîñòðîåíèÿ
äîêàçàòåëüñòâ. Âûñîêî îöåíèâàÿ ñèëëîãèñòèêó Àðèñòîòåëÿ, îäíîé èç ñâîèõ çàäà÷, åñ-
ëè íå îñíîâíîé çàäà÷åé, Äå Ìîðãàí ñ÷èòàë óñîâåðøåíñòâîâàíèå òåîðèè ñèëëîãèçìîâ.
Îá ýòîì ñâèäåòåëüñòâóþò è íàçâàíèÿ ïîñëåäóþùèõ åãî ðàáîò ïî îñíîâàíèÿì ëîãèêè,
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îíè íà÷èíàþòñÿ ñëîâàìè "On the syllogism" è íóìåðóþòñÿ ðèìñêèìè öèôðàìè (îò I
äî VI), ïîä÷åðêèâàÿ òåì ñàìûì, ÷òî ñîñòàâëÿþò åäèíûé öèêë. Â XX â. ñòàòüè ýòîãî
öèêëà è íåêîòîðûå äðóãèå åãî ðàáîòû, îòíîñÿùèåñÿ ê ëîãèêå, ñîáðàíû â îäíîì òîìå
[2].

Â òðàêòàòå [1] ñîäåðæàòñÿ âàæíåéøèå ðåçóëüòàòû, ìíîãèå èç êîòîðûõ ñàì
àâòîð, ê ñîæàëåíèþ, íå îöåíèë äîëæíûì îáðàçîì, íå ãîâîðÿ óæ î ñîâðåìåííèêàõ
è ïîñëåäîâàòåëÿõ. Öåíòðàëüíûå ãëàâû òðàêòàòà ïîñâÿùåíû ñèëëîãèñòèêå, íî îíè
ïðåäâàðÿþòñÿ èíòåðåñíûìè èññëåäîâàíèÿìè è íàõîäêàìè â ëîãèêå. Â 1839 ãîäó ðà-
áîòå [3] Äå Ìîðãàí ââîäèò ïîíÿòèå óíèâåðñóìà, ñëåäîâàòåëüíî, òðàêòóåò ïîíÿòèÿ ñ
òî÷êè çðåíèÿ èõ îáúåìà, ïðåäñòàâëÿÿ êàê êëàññû, ñîñòàâëÿþùèå óíèâåðñóì (ðå÷è).
Êëàññû è èõ äîïîëíåíèÿ ðàâíîïðàâíû ïî îòíîøåíèþ ê óíèâåðñóìó, ïîýòîìó çàâèñèò
îò íàøåãî âûáîðà, ïðåäñòàâëÿåò íåêîòîðûé êëàññ ïîëîæèòåëüíîå èëè îòðèöàòåëü-
íîå ïîíÿòèå. Ïîíÿòèÿ, â êîíêðåòíîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåìûå êàê ïîëîæèòåëüíûå,
Äå Ìîðãàí îáîçíà÷àåò ïðîïèñíûìè áóêâàìè, ñîîòâåòñòâóþùèå èì îòðèöàòåëüíûå -
ñòðî÷íûìè áóêâàìè: X, Y , Z,. . . ; ñîîòâåòñòâåííî x, y, z,. . . Óíèâåðñóì îí îáîçíà-
÷àåò ÷åðåç U , ïóñòîé êëàññ � ÷åðåç u. Òàêèì îáðàçîì, Äå Ìîðãàí íå íóæäàåòñÿ â
ÿâíî çàäàííîì çíàêå îïåðàöèè îòðèöàíèÿ. Íî õîòÿ ïðîïèñíûå è ñòðî÷íûå áóêâû ðàâ-
íîïðàâíû â óïîòðåáëåíèè, îíè âèçóàëüíî ðàçëè÷èìû. Ïðèíÿòûå çäåñü îáîçíà÷åíèÿ
èñïîëüçóþòñÿ èì â äàëüíåéøèõ ðàáîòàõ áåç èçìåíåíèé.

Ïåðâûå ãëàâû òðàêòàòà, ïðåäâàðÿþùèå èññëåäîâàíèå ñèëëîãèñòè÷åñêèõ âû-
âîäîâ, ïîñâÿùåíû èçó÷åíèþ è ôîðìàëèçàöèè îáúåêòîâ, ïîíÿòèé, (èäåé è èìåí, ïî
Äå Ìîðãàíó), ïðåäëîæåíèé. Â òðåòüåé ãëàâå, îçàãëàâëåííîé "Îá àáñòðàêòíîé ôîðìå
ïðåäëîæåíèé", ðàññìàòðèâàþòñÿ êëàññè÷åñêèå ñóæäåíèÿ (ïðåäëîæåíèÿ, ïî Äå Ìîð-
ãàíó). Èõ òðàäèöèîííûå îáîçíà÷åíèÿ A, E, I, O, îí ñíàáæàåò íèæíèìè èíäåêñàìè è
ââîäèò ñëåäóþùèå ñèìâîëè÷åñêèå îáîçíà÷åíèÿ. Îáùåå óòâåðäèòåëüíîå ïðåäëîæåíèå
(A1) îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç X)Y , îáùåîòðèöàòåëüíîå (E1) � ÷åðåç X.Y , ÷àñòíîå óòâåð-
äèòåëüíîå (I1) �XY , à ÷àñòíîå îòðèöàòåëüíîå � ïîñðåäñòâîìX : Y . Çàòåì â êàæäîì
èç ïðåäëîæåíèé (è, ãëàâíîå, â èõ ñèìâîëè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèÿõ) îí, ïîëüçóÿñü ðàâ-
íîïðàâèåì ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ ïîíÿòèé, çàìåíÿåò âñå ïðîïèñíûå áóêâû
ñòðî÷íûìè, ïîëó÷åííûì ïðåäëîæåíèÿì ñîîòíîñèò ñîîòâåòñòâóþùèå áóêâû ñ âåðõíè-
ìè èíäåêñàìè: A′, E ′, I ′, O′, ýòè îáîçíà÷åíèÿ îí ôèêñèðóåò, èñïîëüçóÿ â äàëüíåéøåì
áåç ðàçúÿñíåíèé. Ýòè âîñåìü îáîáùåíèé òðàäèöèîííûõ ïðåäëîæåíèé (ñóæäåíèé) îí
íàçûâàåò ïðîñòûìè (simple).

Êîìáèíèðóÿ ïðîïèñíûå è ñòðî÷íûå áóêâû, Äå Ìîðãàí ïîëó÷àåò ðàçíîîáðàç-
íûå ýêâèâàëåíòíîñòè, êîòîðûå âïîñëåäñòâèè èñïîëüçóåò áåç îãîâîðîê, íàïðèìåð, äëÿ
A1 îí ïîëó÷àåò X)Y = X.y = y)x ; äëÿ A′: x)y = x.Y = Y )X, è òàê äàëåå, äëÿ âñåõ
âîñüìè ñëó÷àåâ. [1, p. 61] Ñâÿçàííûå çíàêîì ðàâåíñòâà âûðàæåíèÿ âçàèìîçàìåíÿåìû,
÷òî îòêðûâàåò ïðîñòîð äëÿ ïîëó÷åíèÿ, ïî ñóòè, ðàçíîîáðàçíûõ ñëåäñòâèé.

Ïîñðåäñòâîì îïåðèðîâàíèÿ ñ ïðîñòûìè ïðåäëîæåíèÿìè, Äå Ìîðãàí ïîëó÷àåò
ïðåäëîæåíèÿ, êîòîðûå íàçûâàåò ñîñòàâíûìè (complex): A1 + A1 = D: "Êàæäûé X
åñòü Y , è êàæäûé x åñòü y" (çäåñü + êîíúþíêöèÿ), ò.å. X è Y � îäèí è òîò æå êëàññ,
X = Y ; D1 = A1 + O1 , ÷òî äàåò, â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ, X ⊂ Y.D1 = A1 + O1, ò.å.
X ⊃ Y ; C = E1 +E1 îçíà÷àåò, ÷òî X = y; C1 = E1 + I1 : X ⊂ y; C1 = E1 + I1 : X ⊃ y;
P = I1 + I1 +O1 +O1. P îçíà÷àåò, ÷òî íè îäèí èç êëàññîâ, X ∩ Y , X ∩ y, x∩ y, x∩ Y ,
íå ïóñò.

Îäíèì èç ðåçóëüòàòîâ ýòèõ íîâøåñòâ Äå Ìîðãàí ñ÷èòàåò óñòðàíåíèå íåîïðå-
äåëåííîñòè òðàäèöèîííûõ ñóæäåíèé. Òàê, îáùåóòâåðäèòåëüíîå A: "Âñå A ñóòü B",
ìîæåò îçíà÷àòü êàê ñîâïàäåíèå êëàññîâ A è B, òàê è âêëþ÷åíèå êëàññà â êëàññ , â

353



Ñåêöèÿ 9. Ðàçâèòèå ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîãî åñòåñòâîçíàíèÿ

òî âðåìÿ êàê ñîñòàâíûå ïðåäëîæåíèÿ D è D1, ÿâíî ðàçäåëÿþò ýòè äâà ñëó÷àÿ.
Ãëàâû 5 � 8 òðàêòàòà [1] ïîñâÿùåíû ñèëëîãèçìàì. Ïî àíàëîãèè ñ òåì, êàê

â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ Äå Ìîðãàí ðàññìàòðèâàåò ñíà÷àëà ïðîñòûå, çàòåì ñîñòàâíûå
ïðåäëîæåíèÿ è èõ ñâîéñòâà, çäåñü, ïîñëå ñèëëîãèçìîâ, â êîòîðûõ ôèãóðèðóþò òàê
íàçûâàåìûå ïðîñòûå (ò.å. îáû÷íûå) ïîíÿòèÿ, îí îïðåäåëÿåò ñëîæíûå ïîíÿòèÿ, ïó-
òåì çàäàíèÿ íà ìíîæåñòâå ïîíÿòèé (êëàññîâ) îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ.
Ïîñêîëüêó îòðèöàíèå (äîïîëíåíèå), óíèâåðñóì è ïóñòîå ìíîæåñòâî ââåäåíû èì â
ïðåäøåñòâóþùèõ ãëàâàõ, â ñîâîêóïíîñòè ó íåãî ïîëó÷åíà áóëåâà àëãåáðà. Çàòåì îí
ïðèñòóïàåò ê èçó÷åíèþ ñèëëîãèçìîâ, òåðìèíàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ñëîæíûå ïîíÿ-
òèÿ.

Äå Ìîðãàí íåîäíîêðàòíî óêàçûâàë, ÷òî ñóáúåêòíî-ïðåäèêàòíàÿ ñòðóêòóðà
ïðåäëîæåíèÿ ñêðûâàåò ïîäëèííóþ âçàèìîñâÿçü ñóáúåêòà è ïðåäèêàòà. Îäíèì èç ñïî-
ñîáîâ óòî÷íåíèÿ òîãî, ÷òî ñêðûâàåòñÿ çà ñâÿçêàìè is è is not ÿâèëñÿ ðàññìîòðåííûé
íàìè àíàëèç òðàäèöèîííûõ ñóæäåíèé. Ýòîò àíàëèç âûÿâèë, ÷òî äëÿ óòî÷íåíèÿ ñïî-
ñîáîâ ïîëó÷åíèÿ âûâîäîâ, â òîì ÷èñëå ñèëëîãèñòè÷åñêèõ, íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü
ñâîéñòâà ðåàëüíûõ îòíîøåíèé. Â [1] èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà ñâÿçîê is è is not, âûÿâëÿ-
þòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà îòíîøåíèé, íî åùå íå ââîäÿòñÿ îïåðàöèé íàä îòíîøåíèÿìè.

Ïîñëåäíèé ïàðàãðàô ðàáîòû [3], â êîòîðîì ïðîäîëæàåòñÿ íà÷àòîå â [1] èññëå-
äîâàíèå ñâîéñòâ íåêîòîðûõ îòíîøåíèé. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ àáñòðàêòíûõ îòíîøåíèé Äå
Ìîðãàí èñïîëüçóåò ÷åðòó: X−Y , åñëè X è Y , ãîâîðÿ ñîâðåìåííûì ÿçûêîì, íå ñðàâ-
íèìû â äàííîì îòíîøåíèè, òî ïèøåòñÿ X − y. Çàòåì âûäåëÿþòñÿ ñâîéñòâà îòíîøå-
íèé, òàêèå êàê ñèììåòðè÷íîñòü (convertibility) è òðàíçèòèâíîñòü (transitiveness).
Íàïðèìåð, îòíîøåíèÿ "X ñòàðøå Y ", "X ïðåäîê Y " � òðàíçèòèâíû; îòíîøåíèå "X
ðàâåí Y " � ñèììåòðè÷íî è òðàíçèòèâíî, à îòíîøåíèå "X â ññîðå ñ Y " � ñèììåòðè÷-
íî, íî íå òðàíçèòèâíî.

Ñïîñîá îáîçíà÷åíèÿ îòíîøåíèé, êîòîðûé èñïîëüçîâàëñÿ â ðàáîòå [3], Äå Ìîð-
ãàí èçìåíèë â ðàáîòå 1860 ãîäà [4]. Àáñòðàêòíûå îòíîøåíèÿ âìåñòî ÷åðòû, îí ñòàë
îáîçíà÷àòü áóêâàìè. Íàïðèìåð, "X..LY " îçíà÷àåò: X íàõîäèòñÿ â îòíîøåíèè L ê
Y ; X � ñóáúåêò, Y � ïðåäèêàò, L � îòíîøåíèå. "X.LY " îçíà÷àåò: X íå íàõîäèòñÿ
â îòíîøåíèè L ê Y . Íà ìíîæåñòâå àáñòðàêòíûõ îòíîøåíèé Äå Ìîðãàí îïðåäåëÿåò
îïåðàöèè êîíâåðñèè, îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ äîïîëíåíèÿ è êîìïîçèöèè, ïî âîç-
ìîæíîñòè ñîõðàíÿÿ çíàêè äëÿ îïåðàöèé íàä îòíîøåíèÿìè, êîòîðûå îí èñïîëüçîâàë
äëÿ îïåðàöèé íàä ïîíÿòèÿìè (êëàññàìè).

Êîíâåðñèþ îòíîøåíèÿ L îí îáîçíà÷àåò ïîñðåäñòâîì L−1(X..L−1Y òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà Y..LX).

Îáúåäèíåíèå îòíîøåíèé M è L îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç M,L(X..M,LY òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà X..MY èëè X..LY ).

Ïåðåñå÷åíèå îòíîøåíèé, îáîçíà÷àåòñÿ êàêML′(X..ML′Y òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà X..MY è X..LY ).

Äîïîëíåíèå îòíîøåíèÿ L îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç l(X..lY òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà X.LY ).

Èíòåðåñíî ÷òî, Äå Ìîðãàí îïðåäåëÿåò îïåðàöèþ îòðèöàíèÿ îòíîøåíèÿ äâóìÿ
ñïîñîáàìè: X..lY è X.LY . Ïî îïðåäåëåíèþ äîïîëíåíèÿ, îíè ýêâèâàëåíòíû, îäíàêî
èìåþò ðàçíîå ëîãè÷åñêîå çíà÷åíèå: ïåðâîå èç íèõ ïîëîæèòåëüíîå, à âòîðîå � îòðè-
öàòåëüíîå (Ýòî èì íå ïîä÷åðêèâàåòñÿ).

Êîìïîçèöèÿ îòíîøåíèé L è M îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç X..LMY , íà ïðèìåðàõ
ðàçúÿñíÿåòñÿ åå ñìûñë, íî ÷åòêîé ôîðìóëèðîâêè ýòîé îïåðàöèè Äå Ìîðãàí íå äàåò.

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàöèè íàä êëàññàìè, ââåäåííûå Äå Ìîðãàíîì â "Ôîðìàëü-
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íîé ëîãèêå" ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà áèíàðíûå îòíîøåíèÿ. Çàòåì ñëåäóþò ìíîãî÷èñ-
ëåííûå, íî áåçóñïåøíûå ïîïûòêè ôîðìàëèçàöèè òåîðèè ñèëëîãèçìîâ, â òîì ÷èñëå è
ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãåáðû îòíîøåíèé. Äå Ìîðãàíó íå óäàëîñü ôîðìàëèçîâàòü ñèëëî-
ãèñòèêó, ýòî è íåâîçìîæíî áûëî îñóùåñòâèòü äîñòóïíûìè åìó ñðåäñòâàìè. Èññëåäî-
âàíèå ñèëëîãèñòèêè ñðåäñòâàìè ëîãèêè XX âåêà áûëî ïðåäïðèíÿòî ß. Ëóêàñåâè÷åì
ñ öåëüþ åå ïîïîëíåíèÿ è óòî÷íåíèÿ â åãî êíèãå "Àðèñòîòåëåâñêàÿ ñèëëîãèñòèêà ñ
òî÷êè çðåíèÿ ôîðìàëüíîé ëîãèêè" [7].

Êàê óæå îòìå÷åíî âûøå, ñîâðåìåííèêè íå ñëèøêîì âíèìàòåëüíî ÷èòàëè ñî÷è-
íåíèÿ Äå Ìîðãàíà, íå çàìåòèëè îíè àëãåáðó îòíîøåíèé, êàê íå çàìåòèëè è àëãåáðó
ëîãèêè. Ïî ñóùåñòâó äåëà íà ýòó àëãåáðó îáðàòèëè âíèìàíèå ëèøü â 20 âåêå. Ê
ýòîìó âîïðîñó ìû åùå âåðíåìñÿ, òåïåðü æå ðàññìîòðèì ïðèìåðû ïðåäøåñòâóþùèõ
ïîïûòîê ôîðìàëèçàöèè îòíîøåíèé â ïðîöåññå ðàçâèòèÿ ëîãèêè.

"Îòíîøåíèå" � îäíà èç êàòåãîðèé Àðèñòîòåëÿ. Â ðàìêàõ åãî òåîðèè ñèëëîãèç-
ìîâ ðàçâèâàåòñÿ îòíîøåíèå, êîòîðîå â òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîé òðàêòîâêå ìîæíî
íàçâàòü îòíîøåíèåì âêëþ÷åíèÿ, íàïðèìåð, îäíîãî ìíîæåñòâà â äðóãîå. Îòíîøåíèÿ
èíòåíñèâíî èçó÷àþòñÿ â ôèëîñîôèè è ëîãèêå ïîñëå Àðèñòîòåëÿ. Èç áîëåå ðàííèõ
ïðèìåðîâ îñòàíîâèìñÿ ñîâñåì êðàòêî òðàêòîâêå îòíîøåíèé ó Ëåéáíèöà è Ëàìáåðòà.

Ëåéáíèö (1646 � 1716) ïîíèìàë àíàëèç ïðîèçâîëüíûõ îòíîøåíèé êàê ñâåäåíèå
èõ ê îäíîìåñòíûì îòíîøåíèÿì, íàïðèìåð, ðàññìàòðèâàÿ ìíîãîìåñòíûå îòíîøåíèÿ
êàê êîíúþíêöèè îäíîìåñòíûõ îòíîøåíèé âèäà A est B, êîòîðûå îí íàçûâàë ýëåìåí-
òàðíûìè. Ëåéáíèö ïûòàëñÿ âûäåëèòü èñõîäíûå îòíîøåíèÿ è, îòïðàâëÿÿñü îò íèõ,
ñòðîèòü îáùóþ òåîðèþ. Â îäíîì èç âàðèàíòîâ ôîðìàëèçàöèè ãåîìåòðèè, îí â êà÷å-
ñòâå èñõîäíûõ, ïðèíèìàåò îòíîøåíèÿ òîæäåñòâà, ðàâåíñòâà, íåðàâåíñòâà, êîíãðóýí-
öèè, ïîäîáèÿ, âêëþ÷åíèÿ, öåëîãî è ÷àñòè, à òàêæå òðåõìåñòíîå îòíîøåíèå "ëåæàòü
ìåæäó". [Ñì., íàïðèìåð, 6, p., 545 � 560].

Ëàìáåðò (1728 � 1777) â òåîðèè îòíîøåíèé ðàçëè÷àåò îòíîøåíèÿ ïðîñòûå
(Ratio) è ñîñòàâíûå (Relatio). Ïðîñòîå îòíîøåíèå åñòü ïðèçíàê, ïîñðåäñòâîì êîòî-
ðîãî îäíî èç ïîíÿòèé âûðàæàåòñÿ ÷åðåç äðóãîå. Ñîñòàâíîå îòíîøåíèå ñëóæèò äëÿ
âûðàæåíèÿ äàííîãî ïîíÿòèÿ ÷åðåç íåñêîëüêî äðóãèõ ïîíÿòèé. Äâà ïîíÿòèÿ îí íà-
çûâàåò ðàâíîçíà÷íûìè, åñëè âñå èõ ïðèçíàêè îäèíàêîâû. Îòíîøåíèÿ ïîäîáíû, åñ-
ëè ó íèõ ñîâïàäàþò íåêîòîðûå ïðèçíàêè; ðîäñòâåííû, åñëè îäíî èç ïîíÿòèé ÿâëÿ-
åòñÿ ïðèçíàêîì äðóãîãî; ïîíÿòèÿ ïðîòèâîïîëîæíû, åñëè ïðîòèâîïîëîæíû èõ ïðè-
çíàêè. Êðîìå òîãî, âñå îòíîøåíèÿ Ëàìáåðò ïîäðàçäåëÿåò íà îòíîøåíèÿ ëîãè÷åñêèå
è ìåòàôèçè÷åñêèå. Ïåðâûå õàðàêòåðèçóþò îáúåêòû êîëè÷åñòâåííî, âòîðûå îïèñû-
âàþò ñâîéñòâà, ìîæíî ñêàçàòü, êà÷åñòâåííî. Ïåðå÷èñëåííûå îòíîøåíèÿ � ëîãè÷å-
ñêèå. Ïóñòü, íàïðèìåð, N îçíà÷àåò ïðè÷èíó, A � îãîíü, B � òåïëî, òîãäà ñóæäåíèå
"Îãîíü åñòü ïðè÷èíà òåïëà" ñèìâîëè÷åñêè çàïèøåòñÿ â âèäå A = N :: B, ãäå çíàê ::
óêàçûâàåò íà ìåòàôèçè÷åñêîå îòíîøåíèå. Ïóñòü èìååì ìåòàôèçè÷åñêîå îòíîøåíèå
A = F :: B. Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî B = F :: C, à C = F :: D, òî ìîæíî çàïèñàòü
A = F :: F :: C = F :: F :: F :: D. Ëàìáåðò îáîçíà÷àåò F :: F â âèäå F 2 , à F :: F :: F
� â âèäå F 3 , è ò.ä., ò.å. ïîëó÷àåò íà ìíîæåñòâå îòíîøåíèé îïåðàöèþ âîçâåäåíèÿ â
ñòåïåíü - àíàëîã ñóïåðïîçèöèè ôóíêöèé. Äåëåíèå íà ìíîæåñòâå îòíîøåíèé Ëàìáåðò
îñóùåñòâëÿåò, áóêâàëüíî ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà îäíó èç áóêâ èç ïðàâîé åãî
÷àñòè. Ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå òàêîãî äåëåíèÿ âûðàæåíèå òðåáóåòñÿ èñòîëêîâûâàòü
ëîãè÷åñêè, ÷òî ïðåäñòàâëÿåò òðóäíîñòè, ñðàâíèìûå ñ íåïîñðåäñòâåííûì ñëîâåñíûì
àíàëèçîì îòíîøåíèÿ, åñëè íå ïðåâîñõîäÿùèå èõ [7]. Òåïåðü, õîòÿ áû êðàòêî, êîñíåì-
ñÿ äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ àëãåáðû îòíîøåíèé. Îáðàòèìñÿ, ïðåæäå âñåãî, ê òåîðèè
îòíîøåíèé ×. Ïèðñà (1839 � 1914).
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Ïåðâàÿ ðàáîòà Ïèðñà ïî ëîãèêå îòíîøåíèé, îçàãëàâëåííàÿ "Îïèñàíèå ñèñòå-
ìû îáîçíà÷åíèé ëîãèêè îòíîøåíèé, ÿâëÿþùåéñÿ îáîáùåíèåì êîíöåïöèé ëîãè÷åñêîãî
èñ÷èñëåíèÿ Áóëÿ", îïóáëèêîâàíà â 1870 ã. [9]. Òåîðèÿ îòíîøåíèé Ïèðñà ñòðîèòñÿ êàê
ïîëóôîðìàëüíîå àëãåáðàè÷åñêîå èñ÷èñëåíèå, îïåðàöèè ââîäÿòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî
àëãåáðà êëàññîâ ó íåãî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì àëãåáðû îòíîøåíèé. Ðàññìàòðè-
âàþòñÿ îòíîøåíèÿ âêëþ÷åíèÿ, ñòðîãîãî âêëþ÷åíèÿ, ðàâåíñòâà, îïðåäåëÿåìîãî êàê
êîíúþíêöèÿ îòíîøåíèé "x ïðåäøåñòâóåò y" è "y ïðåäøåñòâóåò x". Îòíîøåíèÿ Ïèðñ
òðàêòóåò êàê êëàññû, 0 � ïóñòîå, 1 � òîæäåñòâåííîå îòíîøåíèÿ. Íà ìíîæåñòâå îòíî-
øåíèé ââîäÿòñÿ îïåðàöèè: îáúåäèíåíèå ïðîèçâîëüíûõ îáúåêòîâ, îáúåäèíåíèå íåïå-
ðåñåêàþùèõñÿ îáúåêòîâ, ïåðåñå÷åíèå, êîìïîçèöèþ îòíîøåíèé, âîçâåäåíèå â ñòåïåíü,
xy îçíà÷àåò êëàññ òåõ îáúåêòîâ, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ â îòíîøåíèè x êî âñåì îáúåêòàì
êëàññà y. Â äàëüíåéøåì Ïèðñ ïðîäîëæàåò óãëóáëåíèå ðàññìàòðèâàåìîé òåìû. Àëãåá-
ðà êëàññîâ íåãî, ñ îäíîé ñòîðîíû, âûñòóïàåò êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé àëãåáðû îòíîøåíèé,
à ñ äðóãîé, ìîæåò òðàêòîâàòüñÿ êàê èñ÷èñëåíèå ïðåäëîæåíèé, â ýòîì ñëó÷àå îí ââî-
äèò ïðåäñòàâëåíèå îá èñòèííîñòè è ëîæíîñòè ïðåäëîæåíèé è èñïîëüçóåò òàê íàçû-
âàåìûå ìàòðèöû (èñòèííîñòè è ëîæíîñòè), â ñîâðåìåííîé òåðìèíîëîãèè � òàáëèöû
èñòèííîñòè (è ëîæíîñòè) âûñêàçûâàíèé. Îòìåòèì åùå îäíî âàæíîå îáñòîÿòåëüñòâî.
Ïèðñ ðàññìàòðèâàåò îòíîøåíèÿ íå òîëüêî ïî ñîäåðæàíèþ, íî è êàê ìíîæåñòâà ïàð
(áèíàðíûå îòíîøåíèÿ), òðîåê (òåðíàðíûå îòíîøåíèÿ), ò.å. ñ îáúåìíîé òî÷êè çðåíèÿ.

Àëãåáðà ëîãèêè, à òàêæå òåîðèÿ îòíîøåíèé ïîëó÷èëè äàëüíåéøåå ðàçâèòèå â
òðóäàõ Ý.Øð�eäåðà (1841 � 1902). Îí âûñîêî îöåíèë âêëàä Äå Ìîðãàíà è ×. Ïèðñà â
ñîçäàíèå è ðàçâèòèå òåîðèè îòíîøåíèé, îòìå÷àÿ ïðè ýòîì, ÷òî íå ñëåäóåò çàáûâàòü
è çíà÷èòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ Ð. Äåäåêèíäà, ïîëó÷åííûõ â ðàáîòàõ, îòíîñÿùèõñÿ ê
óòî÷íåíèþ ïîíÿòèÿ äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà è ê àëãåáðå. Â öåíòðå âíèìàíèÿ Øð�eäåðà
îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ýòîãî íàïðàâëåíèÿ ïðèâîäèò, íàïðèìåð, ê
ñîçäàíèþ òåîðèè ðåøåòîê.

Ðàçâèòèå òåîðèè îòíîøåíèé â íàïðàâëåíèè, íàìå÷åííîì Êàíòîðîì, ïðîèñõî-
äèò óæå â XX âåêå. Ïðåæäå âñåãî, â àðèôìåòèêå îòíîøåíèé Ðàññåëà [11], çàòåì
â [12]. Îí îòìå÷àåò ïîçäíåå, ÷òî àðèôìåòèêà îòíîøåíèé åãî ñîáñòâåííûé âêëàä â
"Principia. . . ". Îáúåêòû àðèôìåòèêè îòíîøåíèé Ðàññåë íàçûâàåò ÷èñëàìè îòíîøå-
íèé (relation-numbers). ×èñëî îòíîøåíèÿ P îïðåäåëÿåòñÿ êàê êëàññ îòíîøåíèé Q ,
ïîäîáíûõ îòíîøåíèþ P . Ïîä ïîäîáèåì (likeness) îòíîøåíèé, èíà÷å íàçûâàåìûì îð-
äèíàëüíûì ñõîäñòâîì (ordinal similarity), Ðàññåë ïîíèìàåò èçîìîðôèçì îòíîøåíèé.
Àðèôìåòèêà ÷èñåë îòíîøåíèé ñòðîèòñÿ ïóòåì çàäàíèÿ îïåðàöèé è èññëåäîâàíèÿ èõ
ñâîéñòâ.

Îáîáùåíèÿìè â ýòîì íàïðàâëåíèè çàíèìàëèñü À.Òàðñêèé (1901 � 1981) è åãî
ó÷åíèêè â 40 � 50-å ãîäû XX âåêà. Îáîáùåíèå, ìîæíî ñêàçàòü, äî åñòåñòâåííûõ ïðå-
äåëîâ, îñóùåñòâèë À. Òàðñêèé â äâóõ ñâîèõ ìîíîãðàôèÿõ, ïîñâÿùåííûõ îðäèíàëüíîé
è êàðäèíàëüíîé àëãåáðàì ñîîòâåòñòâåííî.

Â 1917 ã. ðóññêèé ôèëîñîô è ëîãèê Ñ.È.Ïîâàðíèí îïóáëèêîâàë íåáîëüøóþ
ðàáîòó î ëîãèêå îòíîøåíèé, â êîòîðîé ïî äîñòîèíñòâó îöåíèë èññëåäîâàíèÿ Äå Ìîð-
ãàíà â ðàçâèòèè ëîãèêè è òåîðèè îòíîøåíèé, â ÷àñòíîñòè, îí ïèøåò: "Ïåðâûé ñäåëàë
âïîëíå îò÷åòëèâóþ ïîïûòêó ïîëîæèòü ïîäîáíîå ó÷åíèå î ñóæäåíèè â îñíîâó òåîðèè
óìîçàêëþ÷åíèé è ïîñòðîèòü íàñòîÿùóþ "ëîãèêó îòíîøåíèé" (è ïåðâûé äàë åé ýòî
íàçâàíèå) èçâåñòíûé àíãëèéñêèé ëîãèê è ìàòåìàòèê Ìîðãàí. Èñõîäíûì ïóíêòîì ïî-
ñëóæèëî ó÷åíèå î ñâÿçêå, êîòîðóþ îí îòîæäåñòâëÿåò ñ îñíîâíûì îòíîøåíèåì". [13,
ñ. 56].
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íîâëåíèå è ðàçâèòèå ó÷åáíî-âñïîìîãàòåëüíûõ êàáèíåòîâ, ñîäåðæàùèõ ó÷åáíûå ïîñî-
áèÿ ïî ìàòåìàòèêå è ìåõàíèêå, â Ðîññèéñêèõ Èìïåðàòîðñêèõ óíèâåðñèòåòàõ (â îñíîâ-
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Ïåòåðáóðãñêîãî óíèâåðñèòåòà Ï. Ïëåòíåâûì è ïðîôåññîðîì Â. Â. Ãðèãîðüåâûì, à
òàêæå èíâåíòàðíàÿ êíèãà êàáèíåòà ïðàêòè÷åñêîé ìåõàíèêè, êîòîðàÿ õðàíèòñÿ íà
êàôåäðå òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîãî ôàêóëü-
òåòà ÑÏáÃÓ. Òàêæå ìû ïðèâîäèì èíôîðìàöèþ î ìàòåìàòè÷åñêèõ è ìåõàíè÷åñêèõ
êîëëåêöèÿõ äåâÿòíàäöàòîãî âåêà ðàçíûõ ñòðàí ìèðà (â îñíîâíîì, èç èíòåðíåò-ñàéòîâ
âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé ìèðà).

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ó÷åáíûå ïîñîáèÿ ïî ìàòåìàòèêå è ìåõàíèêå, ìàòåìàòè÷åñêèå
êîëëåêöèè, êîëëåêöèè ìåõàíèçìîâ, èñòîðèÿ ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè.
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ABOUT CABINETS FOR MATHEMATICS AND MECHANICS IN
RUSSIAN IMPERIAL UNIVERSITIES

Abstract: In the paper the formation and development of training and auxiliary
cabinets, containing a collection of teaching models in mathematics and mechanics in
Russian Imperial Universities are discussed. Basically, we consider the facts from the life
of St. Petersburg State University of the nineteenth century, as we have access to the
historical materials of our university. We added the introduction where some information
about the collections of di�erent countries around the world is given (according to web-
sites of Universities around the world).

Keywords: historical collections, mathematical models, mechanisms collections,
history of mathematics and mechanics.

Ââåäåíèå

Ñðåäè ñîâðåìåííûõ íàó÷íûõ îïèñàíèé è èññëåäîâàíèé ïî èñòîðèè ìàòåìà-
òèêè è ìåõàíèêè âûäåëÿþòñÿ èññëåäîâàíèÿ, êàñàþùèåñÿ ó÷åáíûõ âñïîìîãàòåëü-
íûõ êàáèíåòîâ è ó÷åáíûõ ïîñîáèé, ïðèíàäëåæàùèõ ñòàðåéøèì èíñòèòóòàì è óíè-
âåðñèòåòàì ìèðà. Ñóùåñòâóþò èíòåðíåò-ñàéòû, ïîñâÿùåííûå ãåîìåòðè÷åñêèì ìî-
äåëÿì, íàïðèìåð, êîëëåêöèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ìîäåëåé êàôåäðû ãåîìåòðèè ìåõàíè-
êî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Õàðüêîâñêîãî íàöèîíàëüíîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè
Â. Í. Êàðàçèíà [1]. Çäåñü îïèñûâàþòñÿ íåêîòîðûå ôàêòû èç æèçíè çîëîòîãî âåêà
ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ò.å. íà÷èíàÿ ñ êîíöà âîñåìíàäöàòîãî, âåñü äåâÿòíàäöàòûé
âåê è íà÷àëî äâàäöàòîãî âåêà. Â ýòî âðåìÿ, èñïîëüçóÿ ðàçëè÷íûå ìàòåðèàëû (ãèïñ,
êàðòîí, ìåòàëë, íèòè è ò.ï.), ìàòåìàòèêè ñîçäàâàëè ðåàëüíûå ìîäåëè òåõ îáúåêòîâ,
êîòîðûå îíè èññëåäîâàëè. Íà ýòîì æå ñàéòå îòìå÷àåòñÿ, ÷òî ïîõîæèå ðåñóðñû ñ êîë-
ëåêöèÿìè èìåþòñÿ òàêæå â äðóãèõ ñòàðåéøèõ èíñòèòóòàõ è óíèâåðñèòåòàõ ìèðà, íà-
ïðèìåð, â Ñîåäèíåííûõ Øòàòàõ Àìåðèêè [2],[3], â Ãåðìàíèè [4],[5]. Áîëåå äåòàëüíûé
ñïèñîê, âêëþ÷àÿ èíñòèòóòû è óíèâåðñèòåòû ÑØÀ, Ãîëëàíäèè, Ãåðìàíèè, Èçðàèëÿ,
Ôðàíöèè, Âåëèêîáðèòàíèè, Ïîðòóãàëèè, Èòàëèè, ßïîíèè, äàí â [1]. Ýòè êîëëåêöèè
ñîáèðàëèñü êàê ó÷åáíûå ïîñîáèÿ ïî ìàòåìàòèêå è ìåõàíèêå â äåâÿòíàäöàòîì âåêå, â
íà÷àëå äâàäöàòîãî âåêà. Ñåé÷àñ ýòè ïîñîáèÿ âûñòàâëåíû â èíòåðíåò ñàéòàõ êàê èñòî-
ðè÷åñêèå ìîäåëè ñ ôîòîãðàôèÿìè, èñòîðè÷åñêîé ñïðàâêîé, ññûëêàìè íà ëèòåðàòóðó,
èíîãäà ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îïèñàíèåì è ñ êîìïüþòåðíûì ìîäåëèðîâàíèåì.

Ñóùåñòâóþò êíèãè è ñòàòüè, ïîñâÿùåííûå ÷èñòî ìåõàíè÷åñêèì êîëëåêöèÿì,
íàïðèìåð, êîëëåêöèÿ Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà èìå-
íè Í. Ý. Áàóìàíà (ñîêðàùåííî: ÌÃÒÓ èì. Áàóìàíà) [6]. Î ïðèìåíåíèè êîëëåêöèè
ìåõàíèçìîâ ÌÃÒÓ èì. Áàóìàíà (â òîì ÷èñëå, è ìåõàíèçìîâ äåâÿòíàäöàòîãî âåêà) â
ïðåïîäàâàíèè ìàøèíîâåäåíèÿ óêàçûâàåòñÿ â [7]. Ïðèìåíåíèå ìåõàíèçìîâ èñòîðè÷åñ-
êîé ÷àñòè êîëëåêöèè Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî óíèâåðñèòåòà â ïðåïîäàâàíèè òåîðåòè-
÷åñêîé ìåõàíèêè îáñóæäàåòñÿ â [8]. Ñîçäàíèå âèðòóàëüíîãî ìóçåÿ Ðîññèéñêèõ òåõíè-
÷åñêèõ óíèâåðñèòåòîâ íà áàçå êîëëåêöèè ÌÃÒÓ èì. Áàóìàíà, Ïîëèòåõíè÷åñêîãî ìó-
çåÿ Ìîñêâû îáñóæäàåòñÿ â [9]. Íåêîòîðûå ôîòîãðàôèè ó÷åáíûõ ìîäåëåé êàê ïàìÿò-
íèêîâ íàóêè è òåõíèêè â ñîáðàíèÿõ ìóçååâ Ðîññèè äàíû íà ïîðòàëå åäèíîé êîëëåêöèè
öèôðîâûõ îáðàçîâàòåëüíûõ ðåñóðñîâ è íà ñàéòå Àññîöèàöèè íàó÷íî-òåõíè÷åñêèõ ìó-
çååâ Ðîññèéñêîãî êîìèòåòà Ìåæäóíàðîäíîãî ñîâåòà ìóçååâ (ICOM), íàïðèìåð, â [10]
è [11]. Ñîâðåìåííûå ðîññèéñêèå ïðåïîäàâàòåëè ìåõàíèêè èñïîëüçóþò è âèðòóàëüíûå
ìîäåëè ìåõàíèçìîâ, êàê îïèñàíî, íàïðèìåð, â [12].
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Êîëëåêöèÿ ìåõàíèçìîâ êàôåäðû òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè
Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî óíèâåðñèòåòà

Ñ íåêîòîðîé èíôîðìàöèåé î ñîõðàíèâøåéñÿ ÷àñòè êîëëåêöèè ìîæíî îçíàêî-
ìèòüñÿ â ðàáîòàõ àâòîðà [8],[13]. Çäåñü îòìåòèì, ÷òî íà êàôåäðå òåîðåòè÷åñêîé è
ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî
ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà (ñîêðàùåííî, íà êàôåäðå ìåõàíèêè ÑÏáÃÓ) â êàáè-
íåòå çàâåäóþùåãî õðàíèòñÿ èíâåíòàðíàÿ êíèãà ñ íàäïèñüþ "Êàáèíåò ïðàêòè÷åñêîé
ìåõàíèêè. Èíâåíòàðü". Ðÿäîì ñ êàáèíåòîì çàâåäóþùåãî åñòü íåñêîëüêî àóäèòîðèé,
ãäå ðàñïîëàãàþòñÿ øêàôû ñ êîëëåêöèÿìè ìåõàíèçìîâ. Íà ýòèõ ìåõàíèçìàõ åñòü ìåò-
êè, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî ñîïîñòàâèòü íàäïèñü â èíâåíòàðíîé êíèãå è ñàìè
ìåõàíèçìû. Çàïèñè èíâåíòàðíîé êíèãè äàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: "Âðåìÿ ïðèîá-
ðåòåíèÿ èëè èñòî÷íèê. Íàèìåíîâàíèå. N ïî êàòàëîãó 1876 ã. N èíâåíòàðíîé êíèãè.
Ñòîèìîñòü". Ïî ýòèì çàïèñÿì ñîîáùàåì, ÷òî ïåðâûå ïðèîáðåòåíèÿ êàáèíåòà ïðàê-
òè÷åñêîé ìåõàíèêè áûëè èç áûâøåãî òåõíîëîãè÷åñêîãî êàáèíåòà. Â ýòîé ñòàòüå ìû
ïðåäñòàâèì íàøå èññëåäîâàíèå î òîì, êàê òåõíîëîãè÷åñêèé êàáèíåò è êàáèíåò ïðàê-
òè÷åñêîé ìåõàíèêè Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî óíèâåðñèòåòà îòðàæåíû â óñòàâàõ Èìå-
ðàòîðñêèõ óíèâåðñèòåòîâ, ÷òî áûëî ïðåäøåñòâåííèêîì òåõíîëîãè÷åñêîãî êàáèíåòà.
Òàêæå óïîìèíàåì è êàáèíåòû äðóãèõ Èìïåðàòîðñêèõ óíèâåðñèòåòîâ, íà êîòîðûå ðàñ-
ïðîñòðàíÿëèñü ýòè óñòàâû.

Óñòàâû Ðîññèéñêèõ Èìïåðàòîðñêèõ Óíèâåðñèòåòîâ 19 âåêà. Ñòàíîâëåíèå
è ðàçâèòèå ó÷åáíî-âñïîìîãàòåëüíûõ êàáèíåòîâ ïî ìàòåìàòèêå è ìåõàíèêå

Ýòîò ïàðàãðàô íà÷íåì öèòàòîé èç àâòîðåôåðàòà äèññåðòàöèè íà ñîèñêàíèå
ó÷åíîé ñòåïåíè êàíäèäàòà þðèäè÷åñêèõ íàóê (Ïîïîâà Ë.À.,2005 ã.) [14]. "Â XIX âåêå
ñëîæèëñÿ óíèêàëüíûé çàêîíîäàòåëüíûé îïûò ðåãëàìåíòàöèè ñèñòåìû âûñøåãî îáðà-
çîâàíèÿ, çàêëþ÷àâøèéñÿ â ñîçäàíèè óíèâåðñèòåòñêèõ Óñòàâîâ. Îñòàâàÿñü îñíîâíûìè
ïðàâîâûìè àêòàìè, ðåãóëèðîâàâøèìè äåÿòåëüíîñòü âûñøåé øêîëû, óíèâåðñèòåòñêèå
óñòàâû 1804 ã., 1835 ã., 1864 ã., 1884 ã. ñûãðàëè îãðîìíóþ ðîëü â ðàçâèòèè îòíîøåíèé
â ñôåðå âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ. Â íà÷àëå XX â. ðîëü óñòàâîâ ñíèçèëàñü, è ýòà ñôåðà
îáùåñòâåííûõ îòíîøåíèé ñòàëà ðåãóëèðîâàòüñÿ Âðåìåííûìè ïðàâèëàìè è ìíîãî÷èñ-
ëåííûìè ïîäçàêîííûìè àêòàìè Ìèíèñòåðñòâà Íàðîäíîãî Ïðîñâåùåíèÿ." Â íàøåé
ðàáîòå óêàæåì êàê îòðàæåíû â óñòàâàõ Èìïåðàòîðñêèõ óíèâåðñèòåòîâ 19 âåêà ó÷åá-
íûå ïîñîáèÿ è ó÷åáíî-âñïîìîãàòåëüíûå êàáèíåòû ïî ìàòåìàòèêå è ìåõàíèêå.

Â óñòàâå 1804 ã. [15] åñòü ãëàâà VIII, êîòîðàÿ íîñèò íàçâàíèå "Îá ó÷åáíûõ ïîñî-
áèÿõ è Èíñòèòóòàõ". Ñîãëàñíî ïàðàãðàôó 84 ýòîé ãëàâû äîëæíî áûëî ñóùåñòâîâàòü
ñîáðàíèå ìàøèí è ìîäåëåé, êîòîðîå íàõîäèëîñü ïîä âåäåíèåì Ïðîôåññîðà Ìàòåìà-
òèêè.

Â óñòàâå 1835 ã. [16] â ãëàâå IX "Ó÷åáíûå è âñïîìîãàòåëüíûå ïîñîáèÿ è çàâå-
äåíèÿ" ïðèâîäÿòñÿ 22 ïóíêòà ðàçíûõ ó÷åáíûõ ïîñîáèé, çàâåäåíèé è ñîáðàíèé, ñðåäè
íèõ åñòü òåõíîëîãè÷åñêèé êàáèíåò è ñîáðàíèå ìàøèí è ìîäåëåé äëÿ Ïðèêëàäíîé
Ìàòåìàòèêè. Â èñòîðè÷åñêîé çàïèñêå, ÷èòàííîé ðåêòîðîì Óíèâåðñèòåòà Ï. Ïëåòíå-
âûì íà ïóáëè÷íîì òîðæåñòâåííîì àêòå 8 ôåâðàëÿ 1844 ãîäà, ÷èòàåì [17]: "Â ñîáðàíèè
ìîäåëåé äëÿ ïðèêëàäíîé Ìàòåìàòèêè åñòü ãåîäåçè÷åñêèå ïðèáîðû è ìîäåëè ýëå-
ìåíòàðíûõ ìàøèí, ñëóæàùèõ äëÿ ïåðåäà÷è è ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ äâèæåíèé
îäíîãî â äðóãîå, ÷èñëîì 55. Ãåîäåçè÷åñêèå ïðèáîðû, â 1827 ãîäó, êóïëåíû â âîåííî-
òèïîãðàôè÷åñêîì äåïî, à ìîäåëè ýëåìåíòàðíûõ ìàøèí, â 1833 ãîäó, èçãîòîâëåíû,
ïî çàêàçó Óíèâåðñèòåòà, â àðòèëëåðèéñêîé Òåõíè÷åñêîé øêîëå. Öåíà òåõ è äðóãèõ
âîñõîäèò äî 1,200 ð. ñåð." Â êíèãå, ñîñòàâëåííîé ïðîôåññîðîì Â. Â. Ãðèãîðüåâûì â
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1870 ãîäó, óêàçûâàåòñÿ óæå áîëüøåå ÷èñëî ïðåäìåòîâ òåõíîëîãè÷åñêîãî êàáèíåòà [18]:
"Íà óñòðîéñòâî Òåõíîëîãè÷åñêîãî Êàáèíåòà è ñîáðàíèÿ ìàøèí è ìîäåëåé ïî Ïðè-
êëàäíîé Ìàòåìàòèêå íàçíà÷àëîñü óñòàâîì 1835 ãîäà 1200 ðóá. àññ. åæåãîäíî. Íî
óñòðîèëñÿ Òåõíîëîãè÷åñêèé Êàáèíåò íå ðàíåå êàê â 1848 ãîäó: òîãäà, ñî âêëþ÷åíèåì
ýëåìåíòàðíûõ ìàøèí è ïðèâîäîâ, íàõîäèëîñü óæå â íåì 529 ïðåäìåòîâ. "

Ïî óñòàâó óíèâåðñèòåòîâ 1863 ã. [19] òåõíîëîãè÷åñêîãî êàáèíåòà óæå íå áûëî.
Ïðååìíèêîì åãî áóäåì ñ÷èòàòü êàáèíåò ïðàêòè÷åñêîé ìåõàíèêè, ò.ê. â èíâåíòàðíîé
êíèãå êàáèíåòà ïðàêòè÷åñêîé ìåõàíèêè äëÿ íåñêîëüêèõ ïåðâûõ ïðåäìåòîâ óêàçûâà-
åòñÿ ìåñòî ïðèîáðåòåíèÿ - èç áûâøåãî òåõíîëîãè÷åñêîãî êàáèíåòà. Îòìåòèì òàêæå,
÷òî ïðîåêò óñòàâà 1863 ã. áûë ðàçîñëàí äëÿ ïðåäâàðèòåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ âî âñå
óíèâåðñèòåòñêèå ñîâåòû è íåêîòîðûì óíèâåðñèòåòñêèì ïðîôåññîðàì, ìíåíèå êîòî-
ðûõ ïðåäñòàâëÿëîñü èíòåðåñíûì äëÿ Ìèíèñòåðñòâà íàðîäíîãî ïðîñâåùåíèÿ [20]. Ñî-
õðàíèëèñü çàìå÷àíèÿ , ñäåëàíûå ïðîôåññîðîì Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî óíèâåðñèòåòà,
àêàäåìèêîì Ï. Ë. ×åáûøåâûì [21], íåêîòîðûå èç êîòîðûõ áûëè ó÷òåíû Ó÷åíûì êî-
ìèòåòîì Ìèíèñòåðñòâà íàðîäíîãî ïðîñâåùåíèÿ ïðè îêîí÷àòåëüíîì ðåäàêòèðîâàíèè
ïðîåêòà óíèâåðñèòåòñêîãî óñòàâà 1863 ã.

Ïî øòàòàì ê óñòàâó 1884 ã. [22] ïðè Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîì óíèâåðñèòåòå
(ÑÏáÓ) ñóùåñòâîâàë óæå ìåõàíè÷åñêèé êàáèíåò. Òîãäà êàê, â Ìîñêîâñêîì, Õàðüêîâ-
ñêîì, Êàçàíñêîì óíèâåðñèòåòàõ, â óíèâåðñèòåòå Ñâ. Âëàäèìèðà (Êèåâ), â Íîâîðîñ-
ñèéñêîì óíèâåðñèòåòå (Îäåññà) äîëæíû áûëè áûòü êàáèíåòû ïðàêòè÷åñêîé ìåõàíè-
êè. Ìåõàíè÷åñêèé êàáèíåò ÑÏáÓ çíàìåíèò òåì, ÷òî â íåì íàõîäèëèñü è ìåõàíèçìû,
ñîçäàííûå ñîáñòâåííîðó÷íî èëè ïî ÷åðòåæàì àêàäåìèêà Ï. Ë. ×åáûøåâà. Èõ ìîæ-
íî óâèäåòü íà ôîòîãðàôèè èç àëüáîìà Á.Í. Ìåíøóòêèíà (ñäåëàííîé â 1899 ã.) ïîä
íîìåðîì 32, íàïðèìåð, íà ñàéòå [23] (à òàêæå â ïðîåêòå "Ìåõàíèçìû ×åáûøåâà"
[24]).

Çàêëþ÷åíèå

Ê êîíöó 19 â. âî âñåõ Ðîññèéñêèõ Èìïåðàòîðñêèõ óíèâåðñèòåòàõ ñóùåñòâî-
âàëè êàáèíåòû ïðàêòè÷åñêîé ìåõàíèêè. Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé óíèâåðñèòåò îáëàäàë
áîãàòîé êîëëåêöèåé ó÷åáíûõ ïîñîáèé: äåðåâÿííûå è ìåòàëëè÷åñêèå ìîäåëè ìåõà-
íèçìîâ (êèíåìàòè÷åñêèå è ñòàòè÷åñêèå ìîäåëè), ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, ïðèáîðû,
÷åðòåæè, êíèãè. Âåäóùèå âûñøèå ó÷åáíûå çàâåäåíèÿ Èòàëèè, Ãåðìàíèè, Ôðàíöèè,
Øâåéöàðèè òàêæå èìåëè ïîäîáíûå êàáèíåòû [25]. Â îáúÿñíèòåëüíîé çàïèñêå ê ïëà-
íó ïðåïîäàâàíèÿ íà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå Èìïåðàòîðñêîãî Ñàíêò-
Ïåòåðáóðãñêîãî óíèâåðñèòåòà (1908 ã.) óêàçûâàåòñÿ, ÷òî "Â ÷àñû ïðàêòè÷åñêèõ çà-
íÿòèé ðóêîâîäèòåëü ìîæåò, â ñëó÷àå íàäîáíîñòè, äåìîíñòðèðîâàòü è èçó÷àòü ñî ñëó-
øàòåëÿìè ìàòåìàòè÷åñêèå ïðèáîðû è ìîäåëè (îñîáåííî â àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè è
ïðèëîæåíèè àíàëèçà ê ãåîìåòðèè). Ðàññìîòðåíèå òàêèõ ìîäåëåé ìîæåò â çíà÷èòåëü-
íîé ñòåïåíè ñîäåéñòâîâàòü óÿñíåíèþ è ëó÷øåìó ïîíèìàíèþ ïðåäìåòà. Êîëëåêöèÿ
òàêèõ ïðîñòåéøèõ ìîäåëåé èìååòñÿ â ìåõàíè÷åñêîì êàáèíåòå óíèâåðñèòåòà è ìîæåò
áûòü ïðåäîñòàâëåíà, â ñëó÷àå íàäîáíîñòè, â ïîëüçîâàíèå ðóêîâîäèòåëÿì ïðàêòè÷å-
ñêèõ çàíÿòèé." Òàê ïîæåëàåì è ñîâðåìåííûì ïðåïîäàâàòåëÿì ñ óñïåõîì èñïîëüçî-
âàòü ó÷åáíûå ïîñîáèÿ, à ìîæåò áûòü è ñîçäàâàòü ñâîè.
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Õàðàêòåð ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê â Ìîñêîâñêîì óíèâåðñèòåòå â
êîíöå XIX � â ñàìîì íà÷àëå XX âåêà îïðåäåëÿëñÿ íàèáîëåå âëèÿòåëüíûì ìîñêîâ-
ñêèì ìàòåìàòèêîì òîé ïîðû Í.Â. Áóãàåâûì (1837 � 1903) [1] è ïðåïîäàâàíèå ýòî,
ïî îáðàçíîìó âûðàæåíèþ Ï.Ñ. Àëåêñàíäðîâà [2, ñ. 11], ¾íå áûëî ëèøåíî ÷åðò ïðî-
âèíöèàëèçìà¿. Ïðîãðàììà ïðåïîäàâàíèÿ äëÿ ñòóäåíòîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî îòäåëåíèÿ
(à èìåííî î ïðåïîäàâàíèè íà ìàòåìàòè÷åñêîì îòäåëåíèè áóäåò èäòè ðå÷ü â íàñòîÿ-
ùåé ñòàòüå) áûëà ðàçðàáîòàíà èì [3, ñ. 312 � 313] â ñîîòâåòñòâèè ñ åãî ôèëîñîôñêî-
ìàòåìàòè÷åñêèìè âîççðåíèÿìè (ñì. [4]). Òà å¼ ÷àñòü, êîòîðóþ ìû îòíîñèì ñåãîäíÿ
ê ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó (ñîâðåìåííîå åãî ïîíèìàíèå íåñêîëüêî îòëè÷íî îò òî-
ãî, êàê ïîíèìàë åãî Áóãàåâ: äëÿ íåãî àíàëèç � ¾òåîðèÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé¿ è
îí âêëþ÷àåò â íåãî è àëãåáðó), ñîäåðæèò ðÿäû, äèôôåðåíöèàëüíîå è èíòåãðàëüíîå
èñ÷èñëåíèå, âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå è òåîðèþ ôóíêöèé. ×òåíèå ýòèõ äèñöèïëèí
ïðåäâàðÿë êóðñ ¾Ââåäåíèÿ â àíàëèç¿, îäíîé èç öåëåé êîòîðîãî áûëî ïðåîäîëåíèå ó
ñòóäåíòîâ òðóäíîñòè ïåðåõîäà îò øêîëüíîé ìàòåìàòèêè ê òîìó ìàòåðèàëó, êîòîðûé
áûëî ïðèíÿòî íàçûâàòü òîãäà ¾âûñøåé ìàòåìàòèêîé¿ (òåðìèí ýòîò ñòàë èñ÷åçàòü èç
óïîòðåáëåíèÿ ëèøü âî âòîðîé ïîëîâèíå ÕÕ âåêà). Ýòîò êóðñ (äî 1888 ãîä îí íîñèë íà-
çâàíèå ¾Ââåäåíèå â èñ÷èñëåíèå áåñêîíå÷íî ìàëûõ¿), íà÷èíàÿ ñ 1885 ãîäà è äî ñàìîé
ñìåðòè, ÷èòàë ñàì Áóãàåâ. Ñàì îí ÷èòàë è êóðñû äèôôåðåíöèàëüíîãî è èíòåãðàëü-
íîãî èñ÷èñëåíèÿ, à òàêæå âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå. Â ñâîèõ ëåêöèÿõ îí ïðèìåíÿë
ñîáñòâåííóþ òåðìèíîëîãèþ, âïîñëåäñòâèè íå ïðèâèâøóþñÿ, äîïóñêàë íåêîððåêòíûå
(èíîãäà ïðîñòî îøèáî÷íûå) ðàññóæäåíèÿ (êðèòèêó êóðñîâ Áóãàåâà ñì., íàïðèìåð, â
[5]). Îäíàêî, åãî âñåãäàøíåå ñòðåìëåíèå ïðèäàòü èçëàãàåìîìó ìàòåðèàëó ôèëîñîô-
ñêîå çâó÷àíèå, óâèäåòü çà ìàòåìàòè÷åñêèìè ïîíÿòèÿìè è ôàêòàìè ñêðûòûé ìèðî-
âîççðåí÷åñêèé ñìûñë óâëåêàëè è ïðèâëåêàëè ñëóøàòåëåé. Òàê îäíèì èç âîñòîðæåí-
íûõ åãî ïîêëîííèêîâ è ó÷åíèêîâ ñòàë Ï.À. Ôëîðåíñêèé. Èçâåñòíûé ìàòåìàòè÷åñêèé
¾ïðîâèíöèàëèçì¿ ëåêöèé Áóãàåâà äî íåêîòîðîé ñòåïåíè êîìïåíñèðîâàëñÿ êóðñàìè
(â òîì ÷èñëå ñïåöèàëüíûìè êóðñàìè) ìàòåìàòèêîâ ñëåäóþùåãî ïîêîëåíèÿ, ïðîíèê-
íóòûõ íîâûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè èäåÿìè è èçëàãàâøèõ ìàòåðèàë íà ñàìîì ñîâðåìåí-
íîì óðîâíå. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íàçîâ¼ì çäåñü êóðñû Á.Ê. Ìëîäçååâñêîãî ïî òåîðèè
ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî è Ä.Ô. Åãîðîâà ïî òåîðèè äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.

Ïðååìíèêîì Áóãàåâà â ÷òåíèè êóðñà àíàëèçà ñòàë åãî ó÷åíèê Ëåîíèä Êóçüìè÷
Ëàõòèí (1863 � 1927). Îêîí÷èâ ìàòåìàòè÷åñêîå îòäåëåíèå ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî
ôàêóëüòåòà Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà â 1885 ãîäó, îí áûë îñòàâëåí íà ôàêóëüòåòå
¾äëÿ ïîäãîòîâêè ê ïðîôåññîðñêîìó çâàíèþ¿. Âñÿ åãî ïîñëåäóþùàÿ æèçíü (çà èñ-
êëþ÷åíèåì ïåðèîäà ñ äåêàáðÿ 1892 äî ëåòà 1896 ãîäà, êîãäà îí ðàáîòàë â Þðüåâñêîì
óíèâåðñèòåòå) îêàçàëàñü ñâÿçàííîé ñ Ìîñêîâñêèì óíèâåðñèòåòîì, ãäå îí ïðîñëóæèë
äî ñàìîé ñìåðòè, íà÷àâ ïðèâàò-äîöåíòîì è ïðîéäÿ ñòóïåíè àäìèíèñòðàòèâíîé ëåñò-
íèöû îò ñåêðåòàðÿ ôàêóëüòåòà äî ðåêòîðà [6,7]. Ïðåïîäàâàòåëüñêóþ äåÿòåëüíîñòü
íà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå îí íà÷àë åù¼ â 1888 ãîäà. Îäíàêî ôèãóðîé,
îïðåäåëÿþùåé ñîäåðæàíèå è íàïðàâëåííîñòü ïðåïîäàâàíèÿ îñíîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî
îáðàçîâàíèÿ (â òîì ÷èñëå êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà) ñòóäåíòàì ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî îòäåëåíèÿ, îí ñòàë ëèøü â 1903 ã. � ïîñëå ñìåðòè Áóãàåâà. Â ýòó ðîëü îí âõîäèë ïî-
ñòåïåííî, ñòàâøè ïî âîçâðàùåíèþ íà ôàêóëüòåò ïîñëå ñëóæáû ïðîôåññîðîì Þðüåâ-
ñêîãî óíèâåðñèòåòà â 1892 � 96 ãã. îñíîâíûì åãî ïîìîùíèêîì. Ñëåäóÿ áóãàåâñêîé
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ïðîãðàììå äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îòäåëåíèÿ [1, 3], îí ïðî÷èòàë ïî÷òè âñå âõîäÿùèå
â íå¼ êóðñû: ââåäåíèå â àíàëèç, äèôôåðåíöèàëüíîå è èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå, èñ-
÷èñëåíèå êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé, òåîðèþ ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, òåîðèþ
ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé, èíòåãðèðîâàíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, âàðèàöè-
îííîå èñ÷èñëåíèå, âûñøóþ àëãåáðó, òåîðèþ ÷èñåë, òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé. Îñíîâíîé
êóðñ àíàëèçà � ââåäåíèå â àíàëèç, äèôôåðåíöèàëüíîå è èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå �
îí ïðîäîëæàë ÷èòàòü åù¼ â ñåðåäèíå 20-ûõ ãã. Îäíèì èç åãî ñëóøàòåëåé â 1923/24
ó÷åáíîì ãîäó ñòàë À.Ï.Þøêåâè÷ [8].

Ðàçóìååòñÿ, ñîñòàâèòü ïðåäñòàâëåíèå îá ýâîëþöèè êóðñà Ëàõòèíà ïî ñîõðàíèâ-
øèìñÿ íåìíîãèì ìàòåðèàëàì äîâîëüíî òðóäíî. Ëèòîãðàôèðîâàííûõ êóðñîâ äîøëî
äî íàñ íåìíîãî. Ýòî êóðñ 1898/1899 ó÷åáíîãî ãîäà ¾Èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå¿, ¾Ââå-
äåíèå â àíàëèç. Ïî ëåêöèÿì Ë.Ê. Ëàõòèíà è ïðîôåññîðà Í.Â. Áóãàåâà. Ñîñòàâèë è
èçäàë ñòóäåíò È.Ì. Ñàìîéëîâ¿ (Ìîãèë¼â: Òèïîëèò. ß.Í. Ïîäçåìñêîãî. 1909), ¾Äèô-
ôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå. Ïî ëåêöèÿì ïðîôåññîðà Ë.Ê. Ëàõòèíà. Ñîñòàâèë è èçäàë
ñòóäåíò È.Ì. Ñàìîéëîâ¿ (Ìîãèë¼â: Òèïîëèò. ß.Í. Ïîäçåìñêîãî. 1909), ¾Èíòåãðàëü-
íîå èñ÷èñëåíèå. Ïî ëåêöèÿì ïðîôåññîðà Ë.Ê. Ëàõòèíà è Ê.À. Ïîññå ñ ïðèëîæåíèåì
ôîðìóë âñòðå÷àþùèõñÿ â êóðñå è 61 çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè. Ñîñòàâèë è èçäàë ñòó-
äåíò È.Ì. Ñàìîéëîâ¿ (Ìîãèë¼â. 1910), ¾Äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå: êîíñïåêò
ëåêöèé ïðîôåññîðà Ëàõòèíà, ïðîôåññîðà Øàïîøíèêîâà è äð.¿ (Ìîñêâà: Ñêîðîïå÷.
¾Òåõíèê¿, 1911). Êðîìå ýòèõ êóðñîâ â 1925 ã. èì áûëî èçäàíî óæå òèïîãðàôñêè ¾Ââå-
äåíèå â àíàëèç. (Ýíöèêëîïåäèÿ ìàòåìàòèêè. ×. 1. Ââåäåíèå â àíàëèç)¿ (Ìîñêâà:
Ãîñèçäàò. 1925).

Íåäàâíî â áèáëèîòåêå ÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áàóìàíà ìû íàøëè ëèòîãðàôèðîâàí-
íûé ìàøèíîïèñíûé òåêñò íà 259 ñòð.: ¾Àíàëèç. Çàïèñêè ïî ëåêöèÿì Ë.Ê. Ëàõòèíà¿
Ìîñêâà, 1899. Ñóäÿ ïî âñåìó, ýòè ëåêöèè â ÷àñòè, êàñàþùåéñÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî
èñ÷èñëåíèÿ, áûëè ïðî÷èòàíû îñåíüþ 1899, à â ÷àñòè, êàñàþùåéñÿ èíòåãðàëüíîãî èñ-
÷èñëåíèÿ, âåñíîé è îñåíüþ òîãî æå ãîäà . Èçëîæåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ
áëèçêî ê áóãàåâñêîìó, èíòåãðàëüíîå æå áëèæå ê êóðñàì Ï.À. Íåêðàñîâà è Ïîññå.

Ñóäèòü ïî ýòèì ïóáëèêàöèÿì îá ýâîëþöèè êóðñà Ëàõòèíà äîâîëüíî çàòðóä-
íèòåëüíî � îòäåëèòü â èçëîæåíèÿ Ñàìîéëîâà ôðàãìåíòû, âîñõîäÿùèå ê Ëàõòèíó, îò
òåêñòîâ, èìåþùèõ èñòî÷íèêîì êóðñû Áóãàåâà èëè Øàïîøíèêîâà, çàäà÷à ïðàêòè÷å-
ñêè íå ðåøàåìà.

Îäíàêî, ñîõðàíèëèñü èñòî÷íèêè, ïîçâîëÿþùèå äàòü íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå
îá èçìåíåíèÿõ â ñîäåðæàíèè åãî êóðñà. Âî-ïåðâûõ, ýòî Îáîçðåíèÿ ïðåïîäàâàíèÿ íàóê
â Èìïåðàòîðñêîì ìîñêîâñêîì óíèâåðñèòåòå, êîòîðûå ðåãóëÿðíî âûõîäèëè â ïðåäðå-
âîëþöèîííûå ãîäû (âïëîòü äî 1917/1918). Èç íèõ ìû óçíà¼ì, ÷òî ñâîè êóðñû Ëàõòèí
ïîñòîÿííî ìîäåðíèçèðîâàë, íà ÷òî óêàçûâàþò èçìåíåíèÿ â ñïèñêå ðåêîìåíäóåìîé ëè-
òåðàòóðû, âêëþ÷àÿ â íåãî íîâåéøèå èçäàíèÿ. Òàê óæå â 1904/1905 ó÷åáíîì ãîäó îí
ðåêîìåíäîâàë îïóáëèêîâàííûé â 1903 ãîäó ¾Êóðñ äèôôåðåíöèàëüíîãî è èíòåãðàëü-
íîãî èñ÷èñëåíèÿ¿ Ê.À. Ïîññå, à â 1905/1906, íàðÿäó ñ êóðñîì Ïîññå, íåäàâíî ïî-
ÿâèâøèéñÿ âî Ôðàíöèè ¾Cours d'analyse math�ematique¿ Ý. Ãóðñà. Êîãäà ïåðâûé òîì
ýòîé êíèãè ïîÿâèëñÿ â 1912 ãîäó â Ìîñêâå â ðóññêîì ïåðåâîäå, îñóùåñòâë¼ííîì À.È.
Íåêðàñîâûì ïîä ðåäàêöèåé Ìëîäçååâñêîãî, òî èìåííî ýòîò êóðñ ñòàë îñíîâíûì, íà
êîòîðûé áûëî îðèåíòèðîâàíî ïðåïîäàâàíèå àíàëèçà â Ìîñêâå âïëîòü äî 30-ûõ ãîäîâ.
Íà÷èíàÿ ñ 1911 ãîäà Ëàõòèí ñòàë âêëþ÷àòü â ñïèñêè ðåêîìåíäîâàííîé ëèòåðàòóðû
òàêæå îñîáî ïîëþáèâøååñÿ åìó ¾Introduction �a la th�eorie des fonctions d'une variable¿
Æ. Òàííåðè, âûøåäøåå â Ïàðèæå â 1904 ãîäó.
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Âî-âòîðûõ, äî íàñ äîøëè âîñïîìèíàíèÿ âûäàþùèõñÿ ñîâðåìåííèêîâ Ëàõòèíà,
â êîòîðûõ îíè äåëÿòñÿ ñâîèìè âïå÷àòëåíèÿìè î åãî ïðåïîäàâàíèè. Òàê â ìàðòå 1980
ã. â áåñåäå ñ Þøêåâè÷åì âûäàþùèéñÿ ðóññêèé ìàòåìàòèê Ä.Å. Ìåíüøîâ âñïîìèíàë
[9, c. 315 � 316]: ¾Íà ïåðâîì êóðñå (ø¼ë 1912 ãîä � Ñ.Ï.) àíàëèç ÷èòàë ïðîôåññîð Ë.Ê.
Ëàõòèí . . . Ëàõòèí ÷èòàë î÷åíü ÷¼òêî, ÿñíî, íî ìàòåðèàëà äàâàë íåìíîãî, âî âñÿêîì
ñëó÷àå ìåíüøå, ÷åì ÿ óæå çíàë. Â îáùåì, åãî èçëîæåíèå áûëî äîâîëüíî áëèçêî ïî
ñîäåðæàíèþ ê ó÷åáíèêó Ïîññå¿. Âîïðîñ Þøêåâè÷à: ¾Êàêîâ áûë óðîâåíü ñòðîãîñòè
êóðñà Ë.Ê. Ëàõòèíà ? Êîãäà ÿ ñëóøàë ââåäåíèå â àíàëèç ó òîãî æå Ë.Ê. Ëàõòèíà â
1923 ã., èçëîæåíèå áûëî äîâîëüíî óïðîù¼ííîå, áûòü ìîæåò, ïðèìåíèòåëüíî ê óðîâíþ
ïîäãîòîâêè ìíîãèõ òîãäàøíèõ ñòóäåíòîâ¿. Ìåíüøîâ îòâå÷àë òàê: ¾Íåò, â ìîè ñòó-
äåí÷åñêèå ãîäû Ëàõòèí ÷èòàë ëåêöèè äîñòàòî÷íî ñòðîãî, êîíå÷íî, ïî òåì âðåìåíàì.
Â íèõ íå äîêàçûâàëèñü ìíîãèå òåîðåìû, êîòîðûå ñ÷èòàëèñü î÷åâèäíûìè è êîòîðûå
òåïåðü äîêàçûâàþòñÿ íà ïåðâîì æå êóðñå (íàïðèìåð, ñóùåñòâîâàíèå ìàêñèìóìà è
ìèíèìóìà ó ôóíêöèè, íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå; îáðàùåíèå íåïðåðûâíîé ôóíêöèè,
èìåþùåé íà êîíöàõ îòðåçêà ðàçíûå çíàêè, âíóòðè îòðåçêà â íóëü è ò.ï.). Ïî ñîäåð-
æàíèþ êóðñ Ë.Ê. Ëàõòèíà áûë äàæå áîëåå ñæàòûé â ñðàâíåíèè ñ ó÷åáíèêîì [Ê.À.]
Ïîññå, è ÿ óçíàë èç íåãî ìàëî íîâîãî. Âñ¼ æå ÿ ñ óäîâîëüñòâèåì âñ¼ ïðîñëóøàë ïî
âòîðîìó ðàçó. Ïîìíþ, ÷òî îïðåäåëåíèå ïðåäåëà Ëàõòèí äàâàë ñ ε è δ, ÷åãî ó Ïîññå
íå áûëî¿. (Îòìå÷åííàÿ Þøêåâè÷åì óïðîù¼ííîñòü èçëîæåíèÿ â ëåêöèÿõ Ëàõòèíà
1923 ãîäà, äåéñòâèòåëüíî, êàê ýòî îáúÿñíèë Ìåíüøîâ, îáúÿñíÿëàñü íèçêèì ñðåäíèì
óðîâíåì ¾ïðîëåòàðñêîãî ñòóäåí÷åñòâà¿ òîé ïîðû.)

Òàêèì îáðàçîì ñ òå÷åíèåì âðåìåíè êóðñ Ëàõòèíà ìîäåðíèçèðîâàëñÿ è óæå ê
1912 ãîäó ïðèîáð¼ë òîò õàðàêòåð, êîòîðûé óäîâëåòâîðèë äàæå ñòîëü âçûñêàòåëüíîãî
ñëóøàòåëÿ êàêèì áûë òîãäàøíèé ñòóäåíò áóäóùèé êëàññèê òåîðèè òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèõ ðÿäîâ Ä.Å. Ìåíüøîâ. Ýòîò êóðñ îêàçàëñÿ ¾âðàòàìè ìàòåìàòè÷åñêîé ó÷¼íîñòè¿
äëÿ íåñêîëüêèõ ïîêîëåíèé ìàòåìàòèêîâ, ñòàâøèõ ãîðäîñòüþ ñîâåòñêîé ìàòåìàòè÷å-
ñêîé íàóêè � ýòî è Â.Â. Ãîëóáåâ, è Â.Â. Ñòåïàíîâ, è Ä.Å. Ìåíüøîâ, è Ì.ß. Ñóñëèí,
è À.ß. Õèí÷èí, è Ï.Ñ. Àëåêñàíäðîâ, è Ë.À. Ëþñòåðíèê, è Ì.À. Ëàâðåíòüåâ, è È.Ã.
Ïåòðîâñêèé, è À.Í. Êîëìîãîðîâ, è Ë.Ã. Øíèðåëüìàí, è À.Î. Ãåëüôîíä, è À.Í. Òè-
õîíîâ. Ìíîãèå èç íèõ, êàê è Ìåíüøîâ, ñîõðàíèëè äîáðóþ ïàìÿòü î ëåêöèÿõ ñâîåãî
ó÷èòåëÿ. Ïîñòàíîâêà æå êóðñà àíàëèçà íà ñîâðåìåííûå ðåëüñû ñòàëà óæå èõ äåëîì,
ê ñèñòåìàòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè êîòîðîãî îíè ïðèñòóïèëè â 30-å ãîäû.
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ÀÐÕÈÌÅÄ: ÏÈÑÜÌÀ Ê ÄÎÑÈÔÅÞ È ÀÊÑÈÎÌÀ ÏÎËÍÎÒÛ

Ã.È. Ñèíêåâè÷

Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àðõèòåêòóðíî-ñòðîèòåëüíûé
óíèâåðñèòåò, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, Ðîññèÿ

e-mail: galina.sinkevich@gmail.com

Àííîòàöèÿ: Ê êîíöó XIXâåêà â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå â ðàáîòàõ Âåéåð-
øòðàññà, Êàíòîðà è Äåäåêèíäà ñôîðìèðîâàëàñü êîíöåïöèÿ íåïðåðûâíîñòè. Ãèëüáåðò
äîáàâèë â àêñèîìàòèêó ãåîìåòðèè àêñèîìó Àðõèìåäà è àêñèîìó ïîëíîòû. Ïîçæå Êîë-
ìîãîðîâ ïîêàçàë, ÷òî àêñèîìà ïîëíîòû ìîæåò áûòü çàìåíåíà ïðèíöèïîì âëîæåííûõ
îòðåçêîâ âìåñòå ñ àêñèîìîé Àðõèìåäà. Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàçâèòèå íàçâàííûõ
ïðèíöèïîâ â ðàáîòàõ Àðõèìåäà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àêñèîìà ïîëíîòû, àêñèîìà Àðõèìåäà, ïðèíöèï ñòÿãèâàþùèõ-
ñÿ îòðåçêîâ, íåïðåðûâíîñòü.

ARCHIMEDES' LETTERS TO DOSITHEUS AND COMPLETENESS
AXIOM

Abstract: By the end of the XIX century in mathematical analysis the concept
of continuity was formed in the works of Weierstrass, Cantor and Dedekind. Gilbert
added the Archimedean axiom and the axiom of completeness to the axiomatic of
geometry. Later researches showed that the axiom of completeness can be replaced with
the principle of nested intervals and Archimedean axiom jointly. The article discusses the
early development of these principles in Archimedes'works.

Keywords: axiom of completeness, Archimedean axiom, nested interval, continuity.

Ïðîöåññ ðåôîðìû è àðèôìåòèçàöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà XIX âåêà çàâåð-
øèëñÿ ñîçäàíèåì êîíöåïöèè äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà, íåïðåðûâíîñòè è àêñèîìàòèçà-
öèè àðèôìåòèêè [1]. Áûëî óñòàíîâëåíî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó îá-
ëàñòüþ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë è ãåîìåòðè÷åñêîé ïðÿìîé [2]. Ïîÿâëåíèå íååâêëèäîâîé
ãåîìåòðèè ïðèâåëî ê íåîáõîäèìîñòè àíàëèçà àêñèîì ãåîìåòðèè, ïîíÿòèÿ íåïðåðûâíî-
ñòè è ïîëíîòû. Â 1899 ãîäó Ãèëüáåðò ââ¼ë íîâóþ ñèñòåìó àêñèîì, ê êîòîðîé äîáàâèë
àêñèîìó Àðõèìåäà è àêñèîìó ïîëíîòû:

¾Àêñèîìà èçìåðåíèÿ èëè àêñèîìà Àðõèìåäà¿. Ïóñòü A1 åñòü ïðîèçâîëüíàÿ
òî÷êà íà ïðÿìîé ìåæäó ïðîèçâîëüíî äàííûìè òî÷êàìè A è B; ñòðîèì çàòåì òî÷êè
A2, A3, A4, . . . òàê, ÷òî òî÷êà A1 ëåæèò ìåæäó òî÷êàìè A è A2, A2 ìåæäó A1 è A3,
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A3 ìåæäó A2 è A4, è ñâåðõ òîãî, îòðåçêè AA1, A1A2, A2A3, A3A4, . . . ðàâíû ìåæäó
ñîáîþ: òîãäà â ðÿäó òî÷åê A2, A3, A4, . . . âñåãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà An, ÷òî òî÷êà
B ëåæèò ìåæäó A è An.

Àêñèîìà ïîëíîòû. Ýëåìåíòû (òî÷êè, ïðÿìûå, ïëîñêîñòè) ãåîìåòðèè îáðàçóþò
ñèñòåìó âåùåé, êîòîðàÿ, ïðè óñëîâèè ñîõðàíåíèÿ âñåõ óêàçàííûõ âûøå àêñèîì, íå
äîïóñêàåò ðàñøèðåíèÿ, òî åñòü ê ñèñòåìå òî÷åê, ïðÿìûõ, ïëîñêîñòåé íåâîçìîæíî ïðè-
ñîåäèíèòü äðóãóþ ñèñòåìó òàê, ÷òîá â íîâîé ðàñøèðåííîé ñèñòåìå áûëè ïî-ïðåæíåìó
óäîâëåòâîðåíû âìåñòå âñå àêñèîìû¿ [3].

Ìû õîòèì ïîêàçàòü, êàê ïåðâûå òåîðåòè÷åñêèå ìåòîäû ðàáîòû ñ ãåîìåòðè÷å-
ñêèìè âåëè÷èíàìè ñîñòàâèëè îñíîâó ñîâðåìåííîãî ïîíèìàíèÿ äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñ-
ëà, ðàññìîòðåâ çäåñü òîëüêî òîò àñïåêò, êîòîðûé êàñàåòñÿ íåïðåðûâíîñòè îáëàñòè
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë è åãî îáîñíîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòÿãèâàþ-
ùèõñÿ ñåãìåíòîâ. Ýòà êîíñòðóêöèÿ çàðîäèëîñü â àíòè÷íûõ ìåòîäàõ � â ìåòîäå èñ÷åð-
ïûâàíèÿ Åâäîêñà, ïðèíöèïå Åâêëèäà, èõ ðàçâèòèè â ìåòîäàõ Àðõèìåäà. Ëîãè÷åñêèå
ñõåìû, ïðåäøåñòâóþùèå âîçíèêíîâåíèþ ïðèíöèïà ñòÿãèâàþùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé, âñòðå÷àþòñÿ â ðàáîòàõ Æ. Áóðèäàíà, Ï. Ôåðìà, Ä. Ãðåãîðè, Íüþòîíà, Ê. Ãàóñ-
ñà, Æ.-Á. Ôóðüå. Ñàì ìåòîä âîçíèêàåò â XIX âåêå â ðàáîòàõ Á. Áîëüöàíî, Î.-Ë.
Êîøè, Ï. Ëåæåíà Äèðèõëå, Ø. Ìåðå, Ý. Ãåéíå, Ã. Êàíòîðà, Ã. Äàðáó. Â XX âåêå
ïðèíöèï âëîæåííûõ îòðåçêîâ ïðèçíàí îäíèì èç ôóíäàìåíòàëüíûõ â àêñèîìàòèêå
äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà.

V âåê äî í.ý,. Ïèôàãîð. ¾Ïèôàãîð îòêðûë îáëàñòü èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë1¿
[4]. Â IV âåêå òåîðèåé èððàöèîíàëüíûõ âåëè÷èí çàíèìàëñÿ Òåýòåò Àôèíñêèé.

Â IV âåêå äî í.ý. Åâäîêñ ñîçäàë òåîðèþ îòíîøåíèé äëÿ å¼ ïðèìåíåíèÿ ê ãåî-
ìåòðè÷åñêèì âåëè÷èíàì � äëèíàì, ïëîùàäÿì è îáú¼ìàì. ¾Åâäîêñ Êíèäñêèé áûë
íåìíîãî ìëàäøå Ëåîíòà è áûë äðóæåí ñ îêðóæåíèåì Ïëàòîíà; îí ïåðâûé óâåëè-
÷èë ÷èñëî òàê íàçûâàåìûõ îáùèõ òåîðåì, ïðèáàâèë ê òðåì ïðîïîðöèÿì åùå òðè è
� âçÿâ ó Ïëàòîíà îñíîâó � ðàçðàáîòàë ìíîæåñòâî âèäîâ ñå÷åíèÿ, èñïîëüçóÿ ïðè
ýòîì ìåòîä àíàëèçà¿ [4]. Â III âåêå äî í.ý. åãî òåîðèþ îòíîøåíèé èçëîæèë Åâêëèä
â V êíèãå ¾Íà÷àë¿, ñîäåðæàùåé 18 îïðåäåëåíèé è 25 ïðåäëîæåíèé (òåîðåì). Çäåñü
ratio åù¼ íå ÷èñëî, íî ìîæåò áûòü ñðàâíèìî ïî âåëè÷èíå ñ äðóãèìè îòíîøåíèÿìè:
¾Ãîâîðÿò, ÷òî âåëè÷èíû èìåþò îòíîøåíèå ìåæäó ñîáîé, åñëè îíè, âçÿòûå êðàòíî,
ìîãóò ïðåâçîéòè äðóã äðóãà¿ (Íà÷àëà, Êíèãà V, îïðåäåëåíèå 4) [5, ñ. 142]. Ìåòîä
èñ÷åðïûâàíèéÅâäîêñà èçëîæåí X è äâóõ ïîñëåäóþùèõ Êíèãàõ ¾Íà÷àë¿ Åâêëèäà.

¾Íåìíîãî ìëàäøå . . . � Åâêëèä, ñîñòàâèâøèé "Íà÷àëà ñîáðàâøèé ìíîãîå èç
îòêðûòîãî Åâäîêñîì, óëó÷øèâøèé ìíîãîå èç îòêðûòîãî Òåýòåòîì, à ïîìèìî ýòîãî
ñäåëàâøèé íåîïðîâåðæèìûìè äîêàçàòåëüñòâàìè òî, ÷òî äî íåãî äîêàçûâàëîñü ìåíåå
ñòðîãî. Îí æèë ïðè Ïòîëåìåå Ïåðâîì, ïîòîìó ÷òî è Àðõèìåä, æèâøèé ïðè Ïòîëåìåå
Ïåðâîì, óïîìèíàåò îá Åâêëèäå è, â ÷àñòíîñòè, ðàññêàçûâàåò, ÷òî Ïòîëåìåé îäíàæäû
ñïðîñèë åãî, åñòü ëè áîëåå êîðîòêèé ïóòü èçó÷åíèÿ ãåîìåòðèè, íåæåëè "Íà÷àëà"; à
òîò îòâåòèë, ÷òî íåò öàðñêîãî ïóòè ê ãåîìåòðèè. Òàêèì îáðàçîì, îí ìîëîæå ïëàòî-
íîâñêîãî êðóæêà è ñòàðøå Ýðàòîñôåíà è Àðõèìåäà, � îíè-òî æèëè â îäíî âðåìÿ, êàê
ãäå-òî ãîâîðèò Ýðàòîñôåí. Îí ïðèíàäëåæèò ê ïëàòîíèêàì è áëèçîê èõ ôèëîñîôèè
[4].

Åâêëèä ðàçâèâàåò èäåè Åâäîêñà, àíàëèçèðóÿ íåñîèçìåðèìûå â X Êíèãå: ¾Ñî-
èçìåðèìûìè âåëè÷èíàìè íàçûâàþòñÿ èçìåðÿåìûå îäíîé è òîé æå ìåðîé, íåñîèçìå-
ðèìûìè æå � äëÿ êîòîðûõ íèêàêàÿ îáùàÿ ìåðà íå ìîæåò áûòü îáðàçîâàíà¿ (Íà÷à-
ëà,êíèãà X, îïðåäåëåíèå 1) [6, ñ. 101]. Â X êíèãå Åâêëèä äîêàçûâàåò ïðåäëîæåíèå 1:

1Âåëè÷èí.
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¾Äëÿ äâóõ çàäàííûõ íåðàâíûõ âåëè÷èí, åñëè îò áîëüøåé îòíèìàåòñÿ áîëüøå ïîëî-
âèíû, è îò îñòàòêà áîëüøå ïîëîâèíû, è ýòî äåëàåòñÿ ïîñòîÿííî, òî îñòàíåòñÿ íåêîòî-
ðàÿ âåëè÷èíà, êîòîðàÿ áóäåò ìåíüøå çàäàííîé ìåíüøåé âåëè÷èíû¿ [6, ñ. 102]. Òàêèì
îáðàçîì, èñêîìàÿ âåëè÷èíà ¾èñ÷åðïûâàëàñü¿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñóìì èçâåñòíûõ
âåëè÷èí, ïðèáëèæàÿñü ê íåé ñ îäíîé ñòîðîíû � ëèáî ñ íåäîñòàòêîì, ëèáî ñ èçáûòêîì.
Çàìåòèì, ÷òî èìåííî ê X Êíèãå Åâêëèäà îáðàùàëèñü Øòèôåëü, Áîëüöàíî è Êàíòîð
â ñâîèõ ðàáîòàõ, ïîñâÿù¼ííûõ êîíöåïöèè ÷èñëà [2, 7, 8].

III âåê äî í. ý. Àðõèìåä. Ñëåäóþùèì ýòàïîì â ðàçâèòèè ïîíèìàíèÿ ÷èñëà áûëî
ïÿòü ðàáîò Àðõèìåäà, èçëîæåííûõ â åãî ïèñüìàõ ê Äîñèôåþ: ¾Êâàäðàòóðà ïàðàáî-
ëû¿, ¾Î øàðå è öèëèíäðå¿, ¾Î êîíîèäàõ è ñôåðîèäàõ¿, ¾Î ñïèðàëÿõ¿ è âåí÷àþùàÿ
ýòîò öèêë ðàáîòà ¾Îá èçìåðåíèè êðóãà¿.

Â ¾Êâàäðàòóðå ïàðàáîëû¿ Àðõèìåä äîêàçûâàåò, ÷òî ¾âñÿêèé ñåãìåíò, çàêëþ-
÷¼ííûé ìåæäó ïðÿìîé è ïàðàáîëîé, ñîñòàâëÿåò ÷åòûðå òðåòè òðåóãîëüíèêà, èìå-
þùåãî ñ ñåãìåíòîì òî æå ñàìîå îñíîâàíèå è ðàâíóþ âûñîòó¿ [9, ñ. 89]. Äëÿ ýòîãî
îí èñïîëüçóåò äâå ñóììû òðàïåöèé, ïëîùàäè êîòîðûõ ñîîòâåòñòâåííî íå äîñòèãàþò
è ïðåâîñõîäÿò îïèñàííûé òðåóãîëüíèê. ¾ß óòâåðæäàþ, ÷òî òðåóãîëüíèê B∆Γ áóäåò
ìåíüøå óòðîåííûõ òðàïåöèé KE, ΛZ, MH, NI âìåñòå ñ òðåóãîëüíèêîì ΣIΓ, íî áîëüøå
óòðîåííûõ òðàïåöèé ZΦ, ΠΘ, ΠI ñ òðåóãîëüíèêîì IOΓ¿ [9, ñ. 85].

Ýòî ïåðâîå â èñòîðèè ìàòåìàòèêè ïðèìåíåíèå äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âïè-
ñàííûõ è îïèñàííûõ ïëîùàäåé, ïðèáëèæàþùèõñÿ ê èñêîìîìó ñ ðàçíûõ ñòîðîí. Âî
âòîðîé ÷àñòè ñâîåé ðàáîòû Àðõèìåä, ñëåäóÿ Åâäîêñó, ¾èñ÷åðïûâàåò¿ èñêîìóþ ïëî-
ùàäü ñåãìåíòà ñ ïîìîùüþ ñóìì ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ, òî åñòü ïðèáëèæàÿñü ê
èñêîìîìó ñ íåäîñòàòêîì.

Â ðàáîòå ¾Î øàðå è öèëèíäðå¿ Àðõèìåä ïîêàçûâàåò, ÷òî îòíîøåíèå ñóìì
äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âñ¼ áëèæå è áëèæå ê åäèíèöå. Â ðàáîòàõ ¾Î ñïèðàëÿõ¿,
¾Î êîíîèäàõ è ñôåðîèäàõ¿ Àðõèìåä ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàçíîñòü ìåæäó ýòèìè ñóììàìè
ìîæåò áûòü ñäåëàíà ñêîëü óãîäíî ìàëîé. Ýòà æå èäåÿ èñïîëüçîâàíà â ¾Èçìåðåíèè
êðóãà¿, ãäå Àðõèìåä ïîëó÷àåò ïðèáëèæåíèå ÷èñëà π. Â ñî÷èíåíèè ¾Î ñïèðàëÿõ¿
Àðõèìåä ôîðìóëèðóåò ñëåäñòâèå: ¾Îêîëî óïîìÿíóòîé ïëîùàäè ìîæíî îïèñàòü, êàê
óêàçàíî, ïëîñêóþ ôèãóðó òàê, ÷òîáû îïèñàííàÿ ôèãóðà áûëà áîëüøå ýòîé ïëîùàäè
íà âåëè÷èíó, ìåíüøóþ âñÿêîé íàïåð¼ä çàäàííîé ïëîùàäè è çàòåì âïèñàòü òàê, ÷òîáû
óïîìÿíóòàÿ ïëîùàäü áûëà áîëüøå âïèñàííîé ôèãóðû íà âåëè÷èíó, ìåíüøóþ âñÿêîé
íàïåð¼ä çàäàííîé ïëîùàäè¿. [9, ñ. 254].

Â àíòè÷íîñòè ìåòîä èñ÷åðïûâàíèé ìîã áûòü ïðèìåíèì ëèøü ê îäíîðîäíûì
âåëè÷èíàì: îò îòðåçêà ìîæíî áûëî îòíèìàòü òîëüêî îòðåçîê, îò ïëîùàäè ïëîùàäü
è òàê äàëåå. Îòíîøåíèÿ áûëè âîçìîæíû ëèøü ìåæäó îäíîðîäíûìè âåëè÷èíàìè.
Äëèíà, ïëîùàäü, îáú¼ì âûðàæàëèñü íå ÷èñëîì, à ðàâíîâåëèêîé äëèíîé, ïëîùàäüþ,
îáú¼ìîì èçâåñòíîé ýëåìåíòàðíîé ôèãóðû (êâàäðàò, òðåóãîëüíèê, êóá, öèëèíäð). Åâ-
êëèä ãîâîðèò, ÷òî âåëè÷èíû ìîãóò áûòü â ìàòåìàòè÷åñêîì îòíîøåíèè, åñëè ìåíüøàÿ
èç íèõ, âçÿòàÿ êðàòíî, ìîæåò ïðåâçîéòè áîëüøóþ, òî åñòü ðàññìàòðèâàåò ýòî êàê
ñâîéñòâî, ïðèñóùåå îäíîðîäíûì âåëè÷èíàì. Àðõèìåä çàìåíÿåò ýòó ôîðìóëèðîâêó
íà áîëåå ñèëüíóþ: âåëè÷èíû ìîãóò íàõîäèòüñÿ â îòíîøåíèè, åñëè èõ ðàçíîñòü, âçÿ-
òàÿ êðàòíî, ìîæåò ïðåâçîéòè ëþáóþ èç íèõ. Ýòà ôîðìóëèðîâêà ïîâòîðåíà èì äëÿ
ïëîùàäåé â ¾Êâàäðàòóðå ïàðàáîëû¿; äëÿ ëèíèé, ïîâåðõíîñòåé èëè òåë â ñî÷èíåíèè
¾Î øàðå è öèëèíäðå¿, äëÿ îòðåçêîâ â ñî÷èíåíèè ¾Î ñïèðàëÿõ¿. Âîçìîæíî, èìåííî
ýòèì Àðõèìåä èñêëþ÷àåò ïîÿâëåíèå íåäåëèìûõ, êîãäà, íàïðèìåð, òî÷êà ìîæåò ñ÷è-
òàòüñÿ ÷àñòüþ ëèíèè è òàê äàëåå. Ýòî ïðèíöèï áûë íàðóøåí â Íîâîå âðåìÿ â ðàáîòàõ
Êàâàëüåðè è Êåïëåðà, ãäå òî÷êà âõîäèëà êàê íåäåëèìàÿ ÷àñòü â ëèíèþ, ëèíèÿ áûëà
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íåäåëèìîé ÷àñòüþ ïëîñêîñòè è òàê äàëåå.
Â XIX âåêå ê àêñèîìå Àðõèìåäà îáðàòèëèñü ìíîãèå ìàòåìàòèêè, ïûòàâøèåñÿ

ïîñòðîèòü ãåîìåòðèþ áåç íå¼: Äæóçåïïå Âåðîíåçå (1854-1917), êîòîðûé â 1890 ãîäó
ïðåäëîæèë êîíöåïöèþ ëèíåéíîãî íåàðõèìåäîâà êîíòèíóóìà [10], Îòòî Øòîëüö [11],
Äàâèä Ãèëüáåðò [12]. Êàê ïèøåò Ãèëüáåðò, ¾Âûïîëíèìîñòü àêñèîìû ïîëíîòû ñó-
ùåñòâåííî îáóñëîâëèâàåòñÿ ïðåäâàðèòåëüíûì óñòàíîâëåíèåì àêñèîìû Àðõèìåäà;
ýòî çíà÷èò � àêñèîìà ïîëíîòû ïðèâåëà áû ê ïðîòèâîðå÷èþ, åñëè áû ê àêñèîìàì I-IV
íå áûëà åù¼ ïðèñîåäèíåíà àêñèîìà Àðõèìåäà¿ [3, ñ. 20].

Â 1887 ãîäó Ãåîðã Êàíòîð, îáñóæäàÿ ïîïûòêè Âåðîíåçå è Øòîëüöà ââåñòè â
ãåîìåòðèþ àêòóàëüíî áåñêîíå÷íûå è ïîñòðîèòü íåàðõèìåäîâó ãåîìåòðèþ, â ïèñüìå ê
Âåéåðøòðàññó ïèñàë: ¾Àðõèìåä, ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå îáðàòèë âíèìàíèå íà òî, ÷òî
ïðèìåíÿåìàÿ â Åâêëèäîâûõ ¾Íà÷àëàõ¿ òåîðåìà, ñîãëàñíî êîòîðîé èç ëþáîãî ñêîëü
óãîäíî ìàëîãî îãðàíè÷åííîãî îòðåçêà ìîæíî ïîëó÷èòü ïðîèçâîëüíî áîëüøèå êîíå÷-
íûå îòðåçêè ïóò¼ì óìíîæåíèÿ íà êîíå÷íûå äîñòàòî÷íî áîëüøèå ÷èñëà, íóæäàåòñÿ
â äîêàçàòåëüñòâå, è îí ñ÷èòàë ñåáÿ ïîýòîìó âïðàâå íàçâàòü ýòó òåîðåìó ¾äîïóùå-
íèåì¿<. . . >. Ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ àêòóàëüíî áåñêîíå÷íî ìàëûõ ÷èñåë íå òîëüêî íå
ÿâëÿåòñÿ îñíîâàíèåì äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ àêòóàëüíî áåñêîíå÷íî ìàëûõ âåëè÷èí, íî,
ñêîðåå, êàê ðàç ñ ïîìîùüþ ïåðâûõ äîêàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíîñòü ïîñëåäíèõ¿. Êàí-
òîð ïðèâîäèò ñâîþ òåîðåìó: ¾Íå ñóùåñòâóåò îòëè÷íûõ îò íóëÿ ëèíåéíûõ ÷èñëî-
âûõ âåëè÷èí (ò.å., êîðî÷å ãîâîðÿ, òàêèõ ÷èñëîâûõ âåëè÷èí, êîòîðûå ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â îáðàçå îãðàíè÷åííûõ íåïðåðûâíûõ ïðÿìîëèíåéíûõ îòðåçêîâ), êîòîðûå áûëè
áû ìåíüøå ñêîëü óãîäíî ìàëîé êîíå÷íîé ÷èñëîâîé âåëè÷èíû, ò.å. òàêèå âåëè÷èíû
ïðîòèâîðå÷àò ïîíÿòèþ ëèíåéíîé ÷èñëîâîé âåëè÷èíû¿, è äîáàâëÿåò, ÷òî ¾Ïîòðåá-
íîñòü â íàøåé òåîðåìå îñîáåííî î÷åâèäíà íà ôîíå íîâåéøèõ ïîïûòîê Î. Øòîëüöà
è Ï.Äþáóà-Ðåéìîíà îáîñíîâàòü àêòóàëüíî áåñêîíå÷íî ìàëûå âåëè÷èíû ñ ïîìîùüþ
òàê íàçûâàåìîé àêñèîìû Àðõèìåäà. ß äóìàþ òàêæå, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò íåâîçìîæíî
âïîëíå ñòðîãî ïîëó÷èòü èíûì ïóò¼ì. Õîä ìûñëåé öèòèðîâàííûõ âûøå àâòîðîâ (Î.
Øòîëüö, óêàç.ðàáîòû) çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî åñëè îòáðîñèòü ýòó ìíèìóþ ¾àêñèî-
ìó¿, òî ìû áóäåì âïðàâå ñîçäàâàòü àêòóàëüíî áåñêîíå÷íî ìàëûå âåëè÷èíû, íàçâàí-
íûå òàì ¾ìîìåíòàìè¿. Íî èç äîêàçàííîé ìíîþ âûøå òåîðåìû, åñëè ïðèìåíèòü å¼
ê ïðÿìîëèíåéíûì íåïðåðûâíûì îòðåçêàì, íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò íåîáõîäèìîñòü
åâêëèäîâà ïîñòóëàòà. Ñëåäîâàòåëüíî, òàê íàçûâàåìàÿ àêñèîìà Àðõèìåäà âîâñå íå
ÿâëÿåòñÿ àêñèîìîé, à åñòü òåîðåìà, âûòåêàþùàÿ ñ ëîãè÷åñêîé íåîáõîäèìîñòüþ èç
ïîíÿòèÿ ëèíåéíîé âåëè÷èíû.Â ïåðâóþ î÷åðåäü ñëåäóåò óêàçàòü íà òåîðèþ èððàöè-
îíàëüíûõ ÷èñëîâûõ âåëè÷èí, îáîñíîâàíèå êîòîðîé íåâîçìîæíî, åñëè íå ïðèâëå÷ü
â êàêîé-íèáóäü ôîðìå à.á. ×òî ýòî ïðèâëå÷åíèå ìîæåò ñîâåðøàòüñÿ ïî-ðàçíîìó, ÿ
âêðàòöå óêàçàë â � 9 ¾Îñíîâ îáùåãî ó÷åíèÿ î ìíîãîîáðàçèÿõ¿. Äëÿ ýòîãî ÿ åù¼ ðà-
íåå (Math.An., Bd. 5, S. 123) [I.1] âîñïîëüçîâàëñÿ îñîáûìè àêòóàëüíî áåñêîíå÷íûìè
ìíîæåñòâàìè ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, êîòîðûå ÿ íàçûâàþ ôóíäàìåíòàëüíûìè ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòÿìè. Ã-í Ý. Ãåéíå ïîñëåäîâàë â ýòîì çà ìíîé (Crelles, Bd.74, S. 172).¿[13,
ñ. 294-297].

Â XX âåêå èññëåäîâàíèÿ Êîëìîãîðîâà ïîêàçàëè, ÷òî àêñèîìà ïîëíîòû ìîæåò
áûòü çàìåíåíà ïðèíöèïîì âëîæåííûõ îòðåçêîâ (ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé Êîøè-Êàíòîðà) âìåñòå ñ àêñèîìîé Àðõèìåäà[14, 15, 16, 17].
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Àííîòàöèÿ: Â ðàáîòå èçëîæåíà ìîäåëü ðàçâèòèÿ ôèçè÷åñêèõ è ñîöèàëüíî-
ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì ïî òðîéíîé çîëîòîé ñïèðàëè íà îñíîâå òåîðèè ñèììåòðèè õàîñà
è ïîðÿäêà. Íåîáõîäèìîñòü ðàçðàáîòêè íîâîé òåîðèè, îïèñûâàþùåé ðàçâèòèå îðãà-
íèçàöèé â ïðèðîäå è îáùåñòâå ê ãàðìîíèè îòíîøåíèé ïî çîëîòîé ïðîïîðöèè, ðàñ-
ñìîòðåíà â òðóäàõ Í.À. Óìîâà, Í.Â. Áóãàåâà, Ï.À. Íåêðàñîâà, À.À.Áîãäàíîâà, Ë.À.
Øåëåïèíà è äð.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñïèðàëü ðàçâèòèÿ, ñèììåòðèÿ õàîñà è ïîðÿäêà, ãàðìîíèÿ îò-
íîøåíèé, çîëîòàÿ ïðîïîðöèÿ.

TRIPLE GOLDEN SPIRAL: DEVELOPMENT OF THE MODELOF THE
PRE-ESTABLISHED OF HARMONY MOSCOW PHILOSOPHICAL AND

MATHEMATICAL SCHOOL

Abstract: The paper presents a model of the development of physical and socio-
economic systems all over, along triple golden spiral based on the theory of symmetry
of chaos and order. The need to develop a new theory describing the development of the
organizations in the natural and social harmony relations on the golden ratio, is considered
in the works of N.A. Umov, N.V. Bugaev, P.A. Nekrasov, A.A. Bogdanov, L.A. Shelepin
and others.

Keywords: spiral of development, the symmetry of chaos and order, harmony of
relations, the golden proportion.

Ñàìîäâèæåíèå áèîëîãè÷åñêèõ è ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèõ îðãàíèçàöèé ïî
ñïèðàëè ê ãàðìîíèè îòíîøåíèé îïèñûâàåòñÿ ìåòîäîì Ôèáîíà÷÷è íà îñíîâå ìîäå-
ëè ðàâíîâåñèÿ ïîñëåäóþùèõ ñòðóêòóð ïî çîëîòîé ïðîïîðöèè [1]. Îäíàêî ýòîò ìåòîä
íå ñâÿçàí ñ èçâåñòíûìè äèíàìè÷åñêèìè òåîðèÿìè, êîòîðûå ïîñòðîåíû íà ìîäåëè
ðàâíîâåñèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïîðîâíó èëè íà ïîñòóëàòå î ðàâíîâåðîÿòíî-
ñòè äîñòóïíûõ ìèêðîñîñòîÿíèé äëÿ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê. Êëàññè÷åñêèå äèíàìè÷å-
ñêèå òåîðèè íå ó÷èòûâàþò èçìåíåíèå ñòðóêòóðíûõ ïàðàìåòðîâ, îòâåòñòâåííûõ çà
æèçíåííûé öèêë îðãàíèçàöèé è íåîáðàòèìîå ñòàíîâëåíèå Áûòèÿ, âêëþ÷àþùåå ñà-
ìîäâèæåíèå è ðàçâèòèå îðãàíèçàöèè â êðóãîâîðîòå ýíåðãèè â ïðèðîäå. Ïîýòîìó îíè
ïðîòèâîðå÷àò îïûòó ýâîëþöèè áèîëîãè÷åñêèõ è ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðîöåññîâ ñîâåðøåíèÿ ðàáîòû áèîëîãè÷åñêèõ è ñîöèàëüíûõ
ñèñòåì ïðîòèâ âòîðîãî çàêîíà òåðìîäèíàìèêè Í.À. Óìîâ ïðåäëîæèë ó÷åñòü àêòèâ-
íîå âçàèìîäåéñòâèå ñòðóêòóð è ðàçðàáîòàòü èíóþ ìîäåëü ðàâíîâåñèÿ âìåñòî ìîäåëè
ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Ìîäåëü ðàâíîâåñèÿ çàäà¼ò äèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû è öåëü
ýâîëþöèè: äëÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì - ê ìàêñèìàëüíîìó õàîñó, à äëÿ ñòðóêòóð-
íûõ ïàðàìåòðîâ - ê ãàðìîíèè îòíîøåíèé. Äëÿ ó÷¼òà ñòðóêòóðíûõ âçàèìîäåéñòâèé
Í.Â. Áóãàåâ ïðåäëîæèë ðàçðàáîòàòü àðèòìîëîãèþ - íàóêó î ðàçðûâíûõ ôóíêöèÿõ,
êîòîðûå, ïî íàøåìó ìíåíèþ, ñîîòâåòñòâóþò ôðàêòàëüíûì âçàèìîäåéñòâèÿì, õàðàê-
òåðèçóþùèì íåîáðàòèìîå ñòàíîâëåíèå Áûòèÿ. Èçâåñòíàÿ æå ðàçðûâíàÿ ôóíêöèÿ
Äèðèõëå îêàçàëàñü íåïðèåìëåìîé äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû, ñôîðìóëèðîâàííîé
Í.Â. Áóãàåâûì. À.À. Áîãäàíîâ ïðåäëîæèë ðàçðàáàòûâàòü òåêòîëîãèþ, êàê íàóêó î
âñåîáùåé îðãàíèçàöèè ìàòåðèè. Îäíàêî ìàòåìàòè÷åñêèé ïðèíöèï ðàçðàáîòêè òåê-
òîëîãèè èì íå áûë ñôîðìóëèðîâàí. Ï.À. Íåêðàñîâ è ÷åðåç ñòî ëåò Ë.À. Øåëåïèí
èññëåäîâàëè ñòàòèñòèêó (íåìàðêîâñêèõ) ïðîöåññîâ ñ ïàìÿòüþ äëÿ îïèñàíèÿ ñòðåì-
ëåíèÿ îáùåñòâà ê ãàðìîíèè îòíîøåíèé íà îñíîâå çîëîòîé ïðîïîðöèè.

Äæ. Ìàêñâåëë óêàçàë íà ïðîáëåìó îáîñíîâàíèÿ ìîäåëè ìàòåðèàëüíîé òî÷-
êè, ðàçðàáîòàííóþ Ã. Ãàëèëååì è È. Íüþòîíîì. Ã. Ãåðö ïðåäëîæèë ñâîþ ìåõàíèêó
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âçàèìîäåéñòâèÿ òð¼õ ðàçëè÷íûõ ñîðòîâ ÷àñòèö.
Â 1903 ãîäó Ë. Áîëüöìàí ïèñàë, ÷òî åãî îïðåäåëåíèå ýíòðîïèè, ðàâíîé òîëüêî

ìåðå õàîñà, ñïðàâåäëèâî äëÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, à ¾æèâîå áîðåòñÿ . . . çà ðîñò îð-
ãàíè÷åñêîãî (ñòðóêòóðíîãî) ìíîãîîáðàçèÿ ôîðì ìàòåðèè. . . ¿. Ïîýòîìó îí îòìåòèë,
÷òî íàäî ñëåäèòü çà âûáîðîì àêñèîì, ÷òîáû îíè ñîîòâåòñòâîâàëè îáúåêòó è öåëè åãî
èññëåäîâàíèÿ.

Èç ýòîãî ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðîáëåìà çàìåíû ìîäåëè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè
(èäåàëèçàöèè Ãàëèëåÿ-Íüþòîíà) äëÿ îïèñàíèÿ ôèçèêè ñëîæíûõ ñèñòåì, íàïðèìåð,
áèîëîãè÷åñêèõ è ñîöèàëüíûõ ñèñòåì, áûëà âûÿâëåíà åù¼ â êîíöå ïîçàïðîøëîãî âåêà
è øèðîêî îáñóæäàëàñü â Ìîñêîâñêîé ôèëîñîôñêî-ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå.

Å.Ñ. Âåíòöåëü ïðåäëîæèëà ðàññìàòðèâàòü òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé íå òîëüêî êàê
íàóêó î ñëó÷àéíûõ ñîáûòèÿõ, íî è êàê íîâûé ñïîñîá îïèñàíèÿ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîìåð-
íîñòåé. Ï.Ê. Ðàøåâñêèé ïðåäëîæèë îòêàçàòüñÿ îò äîãìàòà íàòóðàëüíîãî ðÿäà, êàê
ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ÷èñëà îò åãî ïîðÿäêîâîãî íîìåðà. Þ.Ñ. Âëàäèìèðîâ ïðåäëî-
æèë ðåëÿöèîííóþ ôèçè÷åñêóþ òåîðèþ áåç òðàäèöèîííûõ ïðåäñòàâëåíèé î ïðîñòðàí-
ñòâå.

Ìû æå îáðàòèëè âíèìàíèå íà òîò ôàêò [1, 2], ÷òî ñòàòèñòè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ S
ðàâíà ìåðå õàîñà, êîãäà âòîðûì ñëàãàåìûì � ìåðîé ïîðÿäêà - ìîæíî ïðåíåáðå÷ü:

S = H +G,

ãäåH-ìåðà õàîñà èëè ìåðà íåîïðåäåë¼ííîñòè ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, G-ìåðà îïðå-
äåë¼ííîñòè èëè ìåðà ïîðÿäêà. Ïðè ñîáëþäåíèè ïîñòóëàòà Áîëüöìàíà ìåðà ïîðÿäêà
G ðàâíà íóëþ è ðàçðûâàìè ïðîñòðàíñòâ äîñòóïíûõ ñîáûòèé ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Ìåðà õàîñà H íå ó÷èòûâàåò ðàçðûâû ôóíêöèé, ñãëàæèâàÿ èõ íà ìíîæåñòâå
ðàññìàòðèâàåìûõ ñîñòîÿíèé, ÷òî ïîçâîëÿåò å¼ èñïîëüçîâàòü â ìàòåìàòè÷åñêîì àíà-
ëèçå. Ìåðà ïîðÿäêà æå G, íàîáîðîò, ó÷èòûâàåò ðàçðûâû ôóíêöèé íà ìíîæåñòâå
ðàññìàòðèâàåìûõ ñîñòîÿíèé.

Ìû ïîëàãàåì, ÷òî ââåäåíèå â íàó÷íûé îáîðîò íîâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ôóíê-
öèé - ìåð õàîñà è ïîðÿäêà - â òð¼õ ïðîñòðàíñòâàõ ñîáûòèé íà àêñèîìàõ õîëèçìà
(öåëîñòíîñòè ïðèðîäû) ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ôðàêòàëüíîå îïèñàíèå çàêîíîìåðíîñòåé
ïðèðîäû. Íîâûå ôóíêöèè ïîçâîëèëè íàì îïðåäåëèòü ïðîöåññû ðàññåÿíèÿ è êîíöåí-
òðàöèè ýíåðãèè è âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó íèìè, êàê ñòàíîâëåíèå Áûòèÿ. Ýòè âçàè-
ìîäåéñòâèÿ îïèñûâàþò óñëîâèÿ âûæèâàíèÿ è ðàçâèòèÿ îðãàíèçàöèè â êðóãîâîðîòå
ýíåðãèè â ïðèðîäå.

Æèçíåñïîñîáíûå ÷àñòè ïîäîáíû öåëîìó è îðãàíèçîâàíû ïî çîëîòîé ïðîïîð-
öèè � çàêîí Ïðåäóñòàíîâëåííîé ãàðìîíèè /Ã. Ëåéáíèö, 1695ã./. Ìû äîïîëíèëè ýòîò
çàêîí ìîäåëüþ ðàçâèòèÿ ïî òðîéíîé çîëîòîé ñïèðàëè è óñòàíîâëåíèåì äâóõ ïóòåé
äîñòèæåíèÿ ãàðìîíèè îòíîøåíèé çà ñ÷¼ò óïðîùåíèÿ èëè óñëîæíåíèÿ ñòðóêòóðû îð-
ãàíèçàöèè ñëîæíûõ ñèñòåì.

Äëÿ ñòàíîâëåíèÿ Áûòèÿ èçâåñòíû ðàâíîâåñèå ñòðóêòóð ïî çîëîòîé ïðîïîðöèè,
íàáëþäàåìîå ýêñïåðèìåíòàëüíî, ïðèíöèï ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, ïðèíöèï òðèåäèíñòâà,
ðÿä Ôèáîíà÷÷è, îïèñûâàþùèå ñàìîäâèæåíèå ñëîæíûõ ñèñòåì ïî ñïèðàëè.

Ââåäåíèå íîâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ôóíêöèé - ìåð õàîñà è ïîðÿäêà - ïîçâîëèëî
íàì ïîñòðîèòü ìîäåëü âçàèìîäåéñòâèÿ ïðîöåññîâ ðàññåÿíèÿ è êîíöåíòðàöèè ýíåð-
ãèè, îïèñàòü ïðîöåññ ñòàíîâëåíèÿ Áûòèÿ, â êîòîðîì èìååò ìåñòî ôðàêòàëüíîå âçà-
èìîäåéñòâèå âûæèâàþùèõ îðãàíèçàöèé ïî çîëîòîé ïðîïîðöèè è çàêîíîìåðíîñòü èõ
ðàçâèòèÿ, êîãäà ôðàêòàëüíûå ÷àñòè îðãàíèçîâàíû ñëîæíåå ñâîåãî öåëîãî.
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Ìîäåëü öåëîãî ìîæíî îïðåäåëèòü êàê åäèíèöó, ñîñòîÿùóþ èç ñóììû ìåð õà-
îñà è ïîðÿäêà, à ðàâåíñòâî ìåð õàîñà è ïîðÿäêà ïîçâîëèëî èññëåäîâàòü âîçìîæíûå
ïðèðàùåíèÿ ýòèõ ôóíêöèé, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ çîëîòîé ïðîïîðöèåé. Ðàçëè÷íûå
àëãîðèòìû äåéñòâèé óæå ñ çîëîòîé ïðîïîðöèåé èìåþò ôðàêòàëüíûå ñâîéñòâà ñàìîé
çîëîòîé ïðîïîðöèè, èç êîòîðûõ ìîæíî âûâîäèòü íàòóðàëüíûé ðÿä ÷èñåë, ðàâíîâåñ-
íîå ðàñïðåäåëåíèå è ãåîìåòðèþ Åâêëèäà, à òàêæå íîâûå ôðàêòàëüíûå ìàòåìàòè÷å-
ñêèå è ôèçè÷åñêèå çàêîíîìåðíîñòè.

Â õîëèçìå ìîæíî ñòðîèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå íà ïðèíöèïå ïîäîáèÿ ïðî-
öåññîâ ðàññåÿíèÿ è êîíöåíòðàöèè ýíåðãèè â îðãàíèçàöèÿõ ÷àñòåé è öåëîãî, èëè ïî-
äîáèÿ ñòàíîâëåíèÿ Áûòèÿ, ïðî êîòîðîå â íàóêå óæå ìíîãîå áûëî èçâåñòíî, íà÷èíàÿ
ñ ïðèíöèïà Ïðîòàãîðà: ¾×åëîâåê � ýòî ìåðà âñåõ âåùåé. . . ¿, íî íå õâàòàëî ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà äëÿ ðàçðûâíûõ ôóíêöèé ïðè îïèñàíèè ôðàê-
òàëüíûõ âçàèìîäåéñòâèé.

Ñîãëàñíî ïðåäëàãàåìîé íàìè òåîðèè, ïîñëå âíåøíåãî èëè âíóòðåííåãî âîçìó-
ùåíèÿ, ñëîæíàÿ ñèñòåìà ýâîëþöèîíèðóåò ê ñâîåìó èñõîäíîìó ðàâíîâåñèþ ïîðîâíó
� äëÿ ïðîöåññîâ ðàññåÿíèÿ è êîíöåíòðàöèè ýíåðãèè âî âíåøíåé ñèñòåìå îòñ÷¼òà è
ïî çîëîòîé ïðîïîðöèè - äëÿ ïîñëåäóþùèõ ñòðóêòóðíûõ ïàðàìåòðîâ âî âíóòðåííåé
ñèñòåìå îòñ÷¼òà äâóìÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè: çà ñ÷¼ò óïðîùåíèÿ èëè óñëîæíåíèÿ ñâîåé
ñòðóêòóðû.

Ìåæäó îðãàíèçàöèÿìè ñ ðàçíîé ñòðóêòóðîé ìîãóò ïðîèñõîäèòü ñâîè íîâûå,
â òîì ÷èñëå äèíàìè÷åñêèå (ñèëîâûå) è ãàðìîíè÷íûå âçàèìîäåéñòâèÿ. Ýòî ìîæåò
ïðîÿñíèòü ïðè÷èíó âîçíèêíîâåíèÿ ñëîæíûõ ôîðì îðãàíèçàöèé â ïðèðîäå.

Áåñêîíå÷íîå ÷èñëî àêòîâ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ïðîöåññàìè ðàññåÿíèÿ è êîí-
öåíòðàöèè ýíåðãèè ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå àëãîðèòìû äåéñòâèÿ çîëîòîé
ïðîïîðöèè ñàìîé íà ñåáÿ è ìåæäó ñâîèìè ýëåìåíòàìè.

Ýòè ôðàêòàëüíûå ñâîéñòâà ïîçâîëèëè âûâåñòè êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè íàòóðàëü-
íûé ðÿä, ãåîìåòðèþ Åâêëèäà è ðàâíîâåñíûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ãäå ïîä ôðàê-
òàëîì ïîíèìàåòñÿ îáúåêò, èìåþùèé ðàçâåòâë¼ííóþ ñòðóêòóðó, ÷àñòè êîòîðîãî â ÷¼ì-
òî ïîäîáíû öåëîìó. Âûæèâàþò â ïðèðîäå òå îðãàíèçàöèè, êîòîðûå ïîäîáíû îðãàíè-
çàöèè öåëîãî, ñòðåìÿòñÿ ê ãàðìîíèè îòíîøåíèé ïî çîëîòîé ïðîïîðöèè ðàçíûìè ñïî-
ñîáàìè. Ïðè ýòîì îðãàíèçàöèè ÷àñòåé ìîãóò áûòü ñëîæíåå öåëîãî çà ñ÷¼ò óâåëè÷åíèÿ
÷èñëà ðåçîíàíñíûõ âçàèìîäåéñòâèé è ïîÿâëåíèÿ íîâûõ ñòðóêòóð.

Íîâûì ôèçè÷åñêèì îáúåêòîì îïèñàíèÿ â íàøåé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ âçàèìîäåé-
ñòâèå ïðîöåññîâ ðàññåÿíèÿ è êîíöåíòðàöèè ýíåðãèè: ïî êîîðäèíàòàì, èìïóëüñàì è
ñòðóêòóðíûì ïàðàìåòðàì. Íîâûìè ïàðàìåòðàìè òàêîãî îïèñàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðèðà-
ùåíèÿ ìåð õàîñà èëè ïîðÿäêà è ôðàêòàë çîëîòîé ïðîïîðöèè. Ýòî âçàèìîäåéñòâèå
äëÿ öåëîñòíûõ ñèñòåì íàõîäèòñÿ â áàëàíñå è ëîêàëüíî íåóñòîé÷èâî, íî ñòðåìèòñÿ ê
ìèíèìóìó ñâîáîäíîé ýíåðãèè îáðàçîâàíèÿ, êàê åñòåñòâåííîìó ìåõàíèçìó îáðàòíîé
ñâÿçè, è ãåíåðèðóåò íîâûå ñîáûòèÿ çà ñ÷¼ò ðåçîíàíñíûõ âçàèìîäåéñòâèé îñöèëëÿöèé
âáëèçè çîëîòîé ïðîïîðöèè.

Âîçíèêëà âîçìîæíîñòü èññëåäîâàòü ñâÿçü ãëàäêèõ ôóíêöèé ñ ðàçðûâíûìè
ôóíêöèÿìè, ñâÿçàííûìè ñ çîëîòûì ñå÷åíèåì,

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òàêèì ñïîñîáîì îïèñàíèÿ ðàçâèòèå îðãàíèçàöèé ïðîèñõîäèò
ïî òðîéíîé çîëîòîé ñïèðàëè, ãäå äâå ñïèðàëè, õàðàêòåðèçóþùèå ðàñïðåäåëåíèå ïî
êîîðäèíàòàì è èìïóëüñàì, ñæèìàþòñÿ ñ øàãîì ðÿäà Ôèáîíà÷÷è, à ñïèðàëü, õàðàê-
òåðèçóþùàÿ ðàñïðåäåëåíèå ïî ñòðóêòóðíûì ïàðàìåòðàì, ðàçâîðà÷èâàåòñÿ ñ øàãîì
ðÿäà Ëþêà.
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Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü òåîðèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíà ñîäåðæèò ¾ñòðàòåãèþ¿
äëÿ áèîëîãè÷åñêèõ è ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì � ñòðåìèòüñÿ âûæèòü ïóò¼ì
ðàçâèòèÿ ïî òðîéíîé çîëîòîé ñïèðàëè, â ÷àñòíîñòè, çà ñ÷¼ò ðîñòà ñòðóêòóðíîãî ìíî-
ãîîáðàçèÿ â èçìåðÿåìûõ ïîêàçàòåëÿõ [3].

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü Â.Ê. Ðóäåíêî çà ïîìîùü â ðàáîòå.
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Âûäàþùèéñÿ ó÷åíûé, òåîðåòèê ñåëüñêîõîçÿéñòâåííîé ìàøèííîé òåõíèêè, îñ-
íîâîïîëîæíèê íîâîé íàó÷íîé äèñöèïëèíû ¾Çåìëåäåëü÷åñêàÿ ìåõàíèêà¿, ïî÷¼òíûé
÷ëåí ÀÍ ÑÑÑÐ, àêàäåìèê ÂÀÑÕÍÈË Âàñèëèé Ïðîõîðîâè÷ Ãîðÿ÷êèí â 1890 ã. îêîí-
÷èë ñ îòëè÷èåì ìàòåìàòè÷åñêîå îòäåëåíèå ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Ìîñ-
êîâñêîãî óíèâåðñèòåòà, à â 1894 ã. Èìïåðàòîðñêîå Ìîñêîâñêîå òåõíè÷åñêîå ó÷èëèùå
(íûíå ÌÂÒÓ èì. Áàóìàíà). Ó÷èòåëåì Ãîðÿ÷êèíà è íàñòàâíèêîì â îáîèõ âóçàõ áûë
Íèêîëàé Åãîðîâè÷ Æóêîâñêèé.
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Ðèñ. 1. Ãîðÿ÷êèí Âàñèëèé Ïðîõîðîâè÷ Ðèñ. 2. Çåìëåäåëü÷åñêàÿ ìåõàíèêà. Ì.
1919 ã.

Èìåÿ ïåðñïåêòèâó âìåñòå ñ äðóãèìè ó÷åíèêàìè Æóêîâñêîãî ïðîäîëæèòü ðà-
áîòó â îáëàñòè àýðîäèíèìèêè, Â.Ï. Ãîðÿ÷êèí íàøåë â ñåáå ñìåëîñòü âñòóïèòü íà
ñîâåðøåííî íåèññëåäîâàííûé, íî íå ìåíåå âàæíûé äëÿ ÷åëîâå÷åñòâà ïóòü � ñîçäà-
íèå íàóêè î ñ.-õ. ìàøèíàõ, ïîëó÷èâøåé âïîñëåäñòâèè íàçâàíèå ¾Çåìëåäåëü÷åñêîé
ìåõàíèêè¿

Â.Ï. Ãîðÿ÷êèí ñðàçó ïðèñòóïèë ê íîâîìó äëÿ íåãî äåëó � èçó÷åíèþ ñåëüñêî-
õîçÿéñòâåííûõ ìàøèí. Ìèíèñòåðñòâî çåìëåäåëèÿ íàïðàâèëî åãî â äâå äëèòåëüíûå
íàó÷íûå êîìàíäèðîâêè. Ñíà÷àëà îí â òå÷åíèå øåñòè ìåñÿöåâ çíàêîìèëñÿ ñ îòå÷å-
ñòâåííûìè çàâîäàìè ñ.-õ. ìàøèíîñòðîåíèÿ, à çàòåì Âàñèëèé Ïðîõîðîâè÷ ïîëòîðà
ãîäà ïðîáûë â Ãåðìàíèè è Ôðàíöèè. Çàãðàíè÷íàÿ êîìàíäèðîâêà ïîêàçàëà åìó, ÷òî
è â ïåðåäîâûõ ñòðàíàõ Çàïàäà åùå íå ñîçäàíà íàó÷íàÿ îñíîâà äëÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ
è èñïûòàíèÿ ñ.-õ . ìàøèí è îðóäèé.

Âàñèëèé Ïðîõîðîâè÷ íà÷àë ñâîþ íàó÷íóþ è ó÷åáíóþ ðàáîòó â 1896 ã. â Ìîñ-
êîâñêîì ñåëüñêîõîçÿéñòâåííîì èíñòèòóòå.(ÌÑÕÈ), ñðàçó æå ïî âîçâðàùåíèè èç êî-
ìàíäèðîâîê, è âåë åå íåïðåðûâíî äî 1935 ã. (äî êîíöà ñâîåé æèçíè).

Íà ðàçðàáîòêó è ðàçâèòèå çåìëåäåëü÷åñêîé ìåõàíèêè ïîòðåáîâàëèñü ìíîãèå
ãîäû, à êóðñ ¾Ó÷åíèå î ñåëüñêîõîçÿéñòâåííûõ ìàøèíàõ è îðóäèÿõ¿ Âàñèëèé Ïðî-
õîðîâè÷, äîëæåí áûë ÷èòàòü ñ ïåðâîãî æå ãîäà ñâîåé ïðîôåññîðñêîé äåÿòåëüíîñòè.
Òåì íå ìåíåå, óæå â 1897 ã. âûøëè ïåðâûå, à â 1898 � âñå îñòàëüíûå ëèñòû (â òîì
÷èñëå ñ ÷åðòåæàìè) ëåêöèé Ãîðÿ÷êèíà ïî ýòîìó êóðñó, èçäàííûå ëèòîãðàôè÷åñêèì
ñïîñîáîì.

Åãî ïåðâûé ïå÷àòíûé òðóä ¾Îòâàë¿ [1, ò.3, ñ. 9-54] óâèäåë ñâåò â 1898 ã., íî
îí íå óòðàòèë ñâîåé çíà÷èìîñòè äî ñåãîäíÿøíåãî äíÿ. Ýòà ðàáîòà ïðèâëåêëà ê íåìó
âíèìàíèå ñïåöèàëèñòîâ. Â 1911 ã. Ãîðÿ÷êèí óæå ñîçäàë àòëàñ æàòâåííûõ ìàøèí
è îïóáëèêîâàë ñâîþ êëàññè÷åñêóþ ðàáîòó ¾Òåîðèÿ æàòâåííûõ ìàøèí¿, ñîïðîâîäèâ
å¼ òåõíè÷åñêèìè îáîñíîâàíèÿìè è ðàñ÷¼òàìè. Çàïàäíûå ïðîìûøëåííèêè ñêóïèëè
ïî÷òè ïîëîâèíó âñåãî òèðàæà àòëàñà è ïðåäëîæèëè Ãîðÿ÷êèíó ïåðååõàòü â Àìåðèêó.
Íî îí ðåøèòåëüíî îòêàçàëñÿ, ñêàçàâ: ¾ß íóæåí ñâîåé ñòðàíå¿.

Ìîñêîâñêîå îáùåñòâî ñåëüñêîãî õîçÿéñòâà â 1896, 1897, 1898, 1903, 1908, 1909
è 1910 ãã. óñòðàèâàëî âûñòàâêè ñ.-õ. ìàøèí è îðóäèé íà Áóòûðñêîì õóòîðå, ðàñïî-
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ëîæåííîì íåïîäàëåêó îò Ìîñêîâñêîãî ñåëüñêîõîçÿéñòâåííîãî èíñòèòóòà. Íà÷èíàÿ ñ
1897 ã., Ãîðÿ÷êèí ïðèíèìàë äåÿòåëüíîå ó÷àñòèå â ýòèõ âûñòàâêàõ è ðóêîâîäèë èñ-
ïûòàíèÿìè ïðåäñòàâëåííûõ íà âûñòàâêó ìàøèí, à ñ 1903 ã. áûë ïðåäñåäàòåëåì ýêñ-
ïåðòíûõ êîìèññèé íà ýòèõ âûñòàâêàõ. Ýòè âûñòàâêè è èñïûòàíèÿ ìàøèí è îðóäèé
äàëè Âàñèëèþ Ïðîõîðîâè÷ó ïåðâîíà÷àëüíûé ìàòåðèàë äëÿ èçó÷åíèÿ êîíñòðóêöèé è
âûÿñíåíèÿ òåîðåòè÷åñêèõ îñíîâ èõ ðàáîòû è ïîñòðîåíèÿ. Îðãàíèçîâàâ èñïûòàíèÿ íà
ïðèíöèïèàëüíî íîâîé îñíîâå, îí ñîçäàë ìîãó÷èé ðû÷àã íàó÷íîãî ïîçíàíèÿ, ðàñêðû-
òèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ñðåäû è ìåõàíèçìîâ, à òàêæå êðèòåðèåâ ïðîâåðêè òåîðåòè÷åñêèõ
èññëåäîâàíèé, ñîçäàâ äëÿ ýòîãî öåëûé ðÿä ïðèáîðîâ, ìåõàíèçìîâ è ìåòîäèê.

Âñêîðå ñòàëè âûõîäèòü â ñâåò åãî íåáîëüøèå êíèæêè è áðîøþðû: ¾Êàêèå
áûâàþò ïëóãè¿, ¾Ïëóãè¿, ¾ìîëîòèëêè¿ è äð. Â êàæäîé èç ðàáîò äàíî òåîðåòè÷åñêîå
îñâåùåíèå óñòðîéñòâà è ðàáîòû ìàøèíû; â êàæäîé èç íèõ àâòîð ñòðåìèòñÿ óêàçàòü
òå çàêîíû ìåõàíèêè, íà êîòîðûõ îñíîâàíî äåéñòâèå ìàøèíû, è òðåáîâàíèÿì êîòîðûõ
äîëæíî ñîîòâåòñòâîâàòü åå óñòðîéñòâî.

×àñòü èññëåäîâàíèé Ãîðÿ÷êèíà áûëà ïîñâÿùåíà îáùèì âîïðîñàì: ðàñ÷åòó ñèë
èíåðöèè, òåîðèè êîëåáàíèé, ìåõàíè÷åñêîìó ïîäîáèþ, òåîðèè ìàññ è ñêîðîñòåé ñ.-õ.
ìàøèí è îðóäèé, òåîðèè ðàçðóøåíèÿ ìàòåðèàëîâ ïðè èõ ìåõàíè÷åñêîé îáðàáîòêå,
òåîðèè êëèíà, ñïîñîáàì îáðàáîòêè ðåçóëüòàòîâ îïûòà.

Èçëîæåíèå êóðñà íà÷èíàåòñÿ ñ ââåäåíèÿ â èñòîðèþ ìåõàíèêè; Ãîðÿ÷êèí ïåðå-
÷èñëÿåò îñíîâíûå ýòàïû ñòàíîâëåíèÿ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè, ñâÿçàííûå ñ èìåíàìè
Ãàëèëåÿ, Íüþòîíà, Äåêàðòà. Äàëåå èçëàãàþòñÿ ââîäíûå ïîëîæåíèÿ âåêòîðíîãî àíà-
ëèçà, à â îòäåëå ¾Äâèæåíèå¿ ðàññìàòðèâàþòñÿ äåòàëè íåêîòîðûõ ñ.õ. ìàøèí ñ òî÷êè
çðåíèÿ ïîñòóïàòåëüíîãî, âðàùàòåëüíîãî è âèíòîâîãî äâèæåíèé. Çàòåì ïåðå÷èñëÿþò-
ñÿ áàçîâûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ïëîñêèõ è ïðîñòðàíñòâåííûõ ìåõàíèçìîâ, ïðè ýòîì
îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ÷åòûðåõçâåííîìó ìåõàíèçìó, ïðèâåäåíû ïðèìåðû åãî èñ-
ïîëüçîâàíèÿ â ðàçëè÷íûõ ñ.õ. óñòðîéñòâàõ. Èçëîæåíèå èëëþñòðèðóåòñÿ ïðåêðàñíî
âûïîëíåííûìè ÷åðòåæàìè. Â ðàçäåëå ¾Êèíåìàòèêà¿ ïðèâåäåíû îñíîâíûå ôîðìóëû
äëÿ êîìïîíåíò óñêîðåíèé òî÷êè; à â ãëàâå ¾Äèíàìèêà¿ îí ââîäèò òàêèå ïîíÿòèÿ, êàê
ìàññà, ìîìåíò èíåðöèè òâåðäîãî òåëà, ìîìåíò ñèëû, ðàáîòà è ýíåðãèÿ; äàíû îñíîâíûå
ïîëîæåíèÿ äèíàìèêè ìàòåðèàëüíîé ñèñòåìû. Ïîñëå èçëîæåíèÿ ñòàòèêè ñëåäóþò ãëà-
âû: ¾Ó÷åíèå î êîëåáàíèè¿, ¾Ó÷åíèå îá óäàðå¿, ñòðîèòñÿ òåîðèÿ êëèíà (ïëîñêîãî äâó-
ãðàííîãî è òðåõãðàííîãî). Îñîáî âûäåëåíî äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà ïî ôðèêöèîííîé
ïëîñêîñòè, òàê êàê îíî èìååò áîëüøîå çíà÷åíèå â çåìëåäåëü÷åñêîé ìåõàíèêå (ðåøåòî,
ãðîõîò, êîëåñî). Â ñëåäóþùåé ãëàâå îáñóæäàåòñÿ îáùèé ïëàí îïûòíûõ èññëåäîâàíèé
äâèæåíèÿ êîëåñ ñ ãëàäêèì è ðèôëåíûì îáîäîì. Èçëîæåíèå êóðñà çàâåðøàåòñÿ 246
çàäà÷àìè ïî ìåõàíèêå.

Â äðóãèõ ñâîèõ èññëåäîâàíèÿõ Âàñèëèé Ïðîõîðîâè÷ ðàññìàòðèâàë îòäåëüíûå
âèäû ðàáî÷èõ îðãàíîâ, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ïîäãîòîâêè ïî÷âû è ïîñåâà, óáîðêè
óðîæàÿ, ïîñëåäóþùåé åãî îáðàáîòêè è ò.ä.

Îáå ýòè áîëüøèå ãðóïïû âîïðîñîâ, îáùèõ è ñïåöèàëüíûõ, Â.Ï. Ãîðÿ÷êèí îò-
íîñèë ê îäíîé íàóêå � çåìëåäåëü÷åñêîé ìåõàíèêå, êàê áû ïðîòèâîïîñòàâëÿÿ åå ïî
ïðåèìóùåñòâó îïèñàòåëüíîìó ñ.-õ. ìàøèíîñòðîåíèþ. Âïåðâûå â èñòîðèè ñåëüñêîõî-
çÿéñòâåííûå ìàøèíû è îðóäèÿ ñòàëè ïðåäìåòîì ãëóáîêîãî è ðàçíîñòîðîííåãî íàó÷-
íîãî èçó÷åíèÿ, áûëà âñêðûòà ìåõàíè÷åñêàÿ ñóùíîñòü ìíîãèõ ïðîöåññîâ è ìàøèí è
ñîçäàíà íàó÷íàÿ òåîðèÿ äëÿ èõ ïðîåêòèðîâàíèÿ è ðàöèîíàëüíîãî ïîñòðîåíèÿ.

Åìó óäàâàëîñü î÷åíü êðàòêî è ÿñíî èçëîæèòü òå íàó÷íûå ïîëîæåíèÿ, êîòîðûå
áûëè íåîáõîäèìû äëÿ ïðàâèëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ çåìëåäåëü÷åñêîé ìåõàíèêè. Îí
îáû÷íî íå ïîëüçîâàëñÿ èçëèøíå ñëîæíûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè âûêëàäêàìè, åñëè ýòî-
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ãî íå òðåáîâàëî ñóùåñòâî âîïðîñà. Òåì íå ìåíåå îáèëèå íîâûõ ìûñëåé è âîçìîæíûõ
ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ êàæäîé ãðóïïû ñïåöèàëüíûõ çàäà÷ äåëàåò èçó÷åíèå ðàáîò Âà-
ñèëèÿ Ïðîõîðîâè÷à íåëåãêèì äåëîì. Çàòî íåðåäêî íåñêîëüêî ñòðîê åãî òåêñòà äàþò
ãîòîâîå íàó÷íîå îáîñíîâàíèå äëÿ îáøèðíûõ ðàáîò, îñóùåñòâëåííûõ âïîñëåäñòâèè,
íàïðèìåð, â îáëàñòè òåîðèè íîæåé æàòâåííûõ ìàøèí, òåîðèè êîëåñ � âåäóùèõ è
âåäîìûõ, òåîðèè áàðàáàíà.

Â ãîäîâùèíó ñâîåãî 50-ëåòèÿ Âàñèëèé Ïðîõîðîâè÷ çàêîí÷èë ðàáîòó íàä ¾Çåì-
ëåäåëü÷åñêîé ìåõàíèêîé¿ (1919 ã.), ñòàâøåé îñíîâîé ìåòîäîëîãèè ïðè ðàçðàáîòêå
òåîðèè, ðàñ÷åòà ñ.-õ. ìàøèí è íàó÷íûõ ïðèíöèïîâ âûñøåãî àãðîèíæåíåðíîãî îá-
ðàçîâàíèÿ. Ãîðÿ÷êèí ñ÷èòàë, ÷òî â áóäóùåì çåìëåäåëü÷åñêàÿ ìåõàíèêà ïî îáèëèþ
è ðàçíîîáðàçèþ ñâîèõ çàäà÷ áóäåò ñàìîé èíòåðåñíîé ìåõàíèêîé ñðåäè ìíîãèõ äðó-
ãèõ ñâîèõ ñîáðàòüåâ. Ôîðìóëèðóÿ åå îñîáåííîñòè, îí ïèñàë [1]: ¾. . . çåìëåäåëü÷åñêàÿ
ìåõàíèêà ñëóæèò ïîñðåäíèöåé ìåæäó ìåõàíèêîé ìåðòâîãî è æèâîãî òåëà¿. Â ýòîì
îñîáåííîñòü ìåõàíèêè Ãîðÿ÷êèíà, åå èñõîäíûõ íà÷àë è êîíå÷íûõ ðåøåíèé. Ðàçðóøå-
íèå ïî÷âåííîãî ïëàñòà, èçìåëü÷åíèå è âûñóøèâàíèå ðàñòåíèé, ðàññåëåíèå ìèêðîîð-
ãàíèçìîâ è äðóãîå îí ðàññìàòðèâàë íå êàê ¾ñòðóæêó, ñíèìàåìóþ ñ îáðàáàòûâàåìîé
ñðåäû (äåòàëè) è íàïðàâëÿåìóþ â îòâàë, à êàê æèâûå ñîâîêóïíîñòè¿, ñîõðàíÿÿ êîòî-
ðûå äîñòèãàåòñÿ ïîëåçíîñòü ïðîäóêòà äëÿ ïîòðåáëåíèÿ è ïðåóìíîæàþòñÿ ¾êà÷åñòâà
æèâîãî¿ äëÿ ïîñëåäóþùåãî âîñïðîèçâîäñòâà. Íàðÿäó ñ ýòèì Âàñèëèé Ïðîõîðîâè÷
â ¾æèâîé ïðèðîäå¿ âèäåë òâîðöà. Òàê, îí ñôîðìóëèðîâàë ðÿä ïðèíöèïîâ ïåðåõî-
äà îò ïåðåìåùåíèÿ æèâûõ îáúåêòîâ ê ïåðåìåùåíèþ ìåõàíè÷åñêèõ äâèæèòåëåé. Íà
îñíîâå äâèãàòåëüíûõ ôóíêöèé êîíå÷íîñòåé ÷åëîâåêà è æèâîòíûõ èì ðàçðàáîòàíû
ñõåìû ìåõàíè÷åñêèõ øàãàþùèõ è êîëåñíûõ ñèñòåì, ïðåîäîëåâàþùèõ ïðåïÿòñòâèÿ â
ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ.

Øèðîêàÿ ýðóäèöèÿ, íàáëþäàòåëüíîñòü è óìåíèå àíàëèçèðîâàòü ïîìîãàëè ìî-
ëîäîìó èíæåíåðó ðàñïîçíàâàòü è âñêðûâàòü ìåõàíè÷åñêèå ÿâëåíèÿ è ïðîöåññû, îïðå-
äåëÿþùèå äåéñòâèå ìàøèíû, è óÿñíÿòü çàêîíû, êîòîðûå óïðàâëÿþò èìè. Ïîñòåïåííî
îí ñîçäàë íîâóþ òåõíè÷åñêóþ äèñöèïëèíó, êîòîðóþ íàçâàë çåìëåäåëü÷åñêîé ìåõàíè-
êîé. Ñèñòåìà ïîñëóæèëà îñíîâîé äëÿ ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ ïðîåêòèðîâàíèÿ è ðàñ÷¼òà
êàæäîé ìàøèíû. ×àñòü ýòèõ ìåòîäîâ ðàçðàáîòàë ñàì Ãîðÿ÷êèí.

Ïî âîñïîìèíàíèÿì íåêîòîðûõ åãî ñëóøàòåëåé, ëåêöèè Âàñèëèÿ Ïðîõîðîâè÷à
áûëè íàñûùåíû ãëóáîêèì ðàñêðûòèåì ñóùåñòâà ðàáî÷èõ ïðîöåññîâ ñ îáÿçàòåëüíû-
ìè âûâîäàìè, êàê îáåñïå÷èòü ñîçäàíèå ìàøèí, êîòîðûå ïîçâîëÿò èìåòü â ñòðàíå ñî-
âðåìåííûå ñðåäñòâà ìåõàíèçàöèè ñåëüñêîãî õîçÿéñòâà. Ñëóøàòåëè åãî ëåêöèé ÷åòêî
ñåáå ïðåäñòàâëÿëè, ÷òî ýòà çàäà÷à îáÿçàòåëüíî ëÿæåò íà èõ ïëå÷è, è èìåííî ëåêöèè
Ãîðÿ÷êèíà ÿâÿòñÿ äëÿ íèõ òåì èíñòðóìåíòîì, êîòîðûé îêàæåòñÿ â èõ ðóêàõ ïîñëå
îêîí÷àíèÿ èíñòèòóòà. Òî, ÷òî ÷èòàë Âàñèëèé Ïðîõîðîâè÷, íåâîçìîæíî áûëî íàéòè
íå òîëüêî â íàøåé ëèòåðàòóðå, íî è â çàðóáåæíîé. Èìåííî îí çàëîæèë îñíîâû ïðîåê-
òèðîâàíèÿ ïðàêòè÷åñêè âñåõ ìàøèí, ïðèìåíÿåìûõ â òî âðåìÿ â ñåëüñêîì õîçÿéñòâå
[3].

Íàó÷íûå òðóäû Ãîðÿ÷êèíà ïî ñåé äåíü ÿâëÿþòñÿ êëàññè÷åñêèìè â îáëàñòè
òåõíè÷åñêèõ íàóê. Â íèõ, íàðÿäó ñ ðàçðàáîòêîé âîïðîñîâ òåîðèè ñåëüñêîõîçÿéñòâåí-
íûõ ìàøèí, ïîëó÷èëè ðàçâèòèå è òàêèå ôóíäàìåíòàëüíûå òåîðåòè÷åñêèå âîïðîñû,
êàê òåîðèÿ ìàññ è ñêîðîñòåé, òåîðèÿ óäàðà è ðàçðóøåíèÿ ìàòåðèàëîâ, òåîðèÿ êëè-
íà è ðåçàíèÿ, òåîðèÿ ïîäîáèÿ, îáùàÿ ñõåìà ïðèðîäíûõ ÿâëåíèé è ïðîöåññîâ. Äëÿ
èñïûòàíèÿ ìàøèí èì ñîçäàíû ïðèáîðû, ïîðàæàþùèå è ñåãîäíÿ ñâîåé îðèãèíàëüíî-
ñòüþ: ïëîòíîìåð ïî÷âû, ïðîôèëîãðàôû, äèíàìîãðàôû è äð. Ìíîãèå èç íèõ ñòàëè
îáðàçöîì ñîâðåìåííîãî ïðèáîðîñòðîåíèÿ. Åãî íàó÷íîå íàñëåäèå, ðàçâèòîå â òðóäàõ
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ó÷åíèêîâ è ïîñëåäîâàòåëåé, îáåñïå÷èëî ïðèîðèòåò îòå÷åñòâåííîé íàóêå â ðåøåíèè
ïðîáëåì ìåõàíèçàöèè ñåëüñêîõîçÿéñòâåííîãî ïðîèçâîäñòâà [3].

Èñêëþ÷èòåëüíî ãëóáîêàÿ êîíöåïöèÿ Â.Ï. Ãîðÿ÷êèíà î íåîáõîäèìîñòè ðàññìàò-
ðèâàòü òåîðèþ ñåëüñêîõîçÿéñòâåííûõ ìàøèí â êîìïëåêñå ¾÷åëîâåê � ìàøèíà - ñðåäà¿
ïîëó÷èëà â íàøè äíè ñàìîå øèðîêîå ïðèçíàíèå â ñîâðåìåííîé òåîðèè ìàøèí. Äåé-
ñòâèòåëüíî, èìåííî ñ ó÷åòîì âñåõ òðåõ ôàêòîðîâ ïðîåêòèðóþòñÿ îòäåëüíûå ìàøèíû
àâòîìàòè÷åñêîãî äåéñòâèÿ, ñèñòåìû ìàøèí àâòîìàòè÷åñêîãî äåéñòâèÿ (ïîòî÷íûå àâ-
òîìàòè÷åñêèå ñèñòåìû ìàøèí), ñòàíêè è äðóãèå àâòîìàòû ñ ïðîãðàììíûì óïðàâëå-
íèåì è, íàêîíåö, ïðîìûøëåííûå ðîáîòû è øàãàþùèå ìàøèíû.

¾Çåìëåäåëü÷åñêàÿ ìåõàíèêà¿ Ãîðÿ÷êèíà áûëà ïåðåâåäåíà íà àíãëèéñêèé, àðàá-
ñêèé è áîëãàðñêèé ÿçûêè.

Â1899 ã. Â.Ï.Ãîðÿ÷êèì ïîëó÷èë çâàíèå àäúþíêò-ïðîôåññîðà, â 1913 ã. � ïðî-
ôåññîðà. Ñ 1913 ã. îí çàâåäîâàë ñîçäàííîé èì ìàøèíîñòðîèòåëüíîé ñòàíöèåé, êîòîðàÿ
ñòàëà ýêñïåðèìåíòàëüíîé áàçîé åãî íàó÷íûõ ðàáîò. Â ÌÑÕÈ Ãîðÿ÷êèí îðãàíèçîâàë
îòäåëåíèå Èíæåíåðíîãî ôàêóëüòåòà (1915), à â 1928 ã. � ôàêóëüòåò ñ.-õ. ìàøèíîñòðî-
åíèÿ. Êàê âûäàþùèéñÿ ó÷åíûé è îáùåñòâåííûé äåÿòåëü Â.Ï. Ãîðÿ÷êèí áûë â 1919 ã.
âûáðàí è íàçíà÷åí ðåêòîðîì Ïåòðîâñêîé ñåëüñêîõîçÿéñòâåííîé Àêàäåìèè, òàê ñòàë
íàçûâàòüñÿ ñåëüñêîõîçÿéñòâåííûé èíñòèòóò. Ñ 1929 ã. îí � äèðåêòîð Âñåñîþçíîãî èí-
ñòèòóòà ñåëüñêîõîçÿéñòâåííîé ìåõàíèêè (ÂÈÑÕÎÌ). Èì áûë îðãàíèçîâàí ñîâåò ïðè
Âñåñîþçíîì íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì èíñòèòóòå ìåõàíèçàöèè ñåëüñêîãî õîçÿéñòâà
(ÂÈÌå).

Ïîñëå îðãàíèçàöèè âñåñîþçíîé àêàäåìèè ñåëüñêîõîçÿéñòâåííûõ íàóê
(ÂÀÑÕÍÈË) îí ñòàë åå äåéñòâèòåëüíûì ÷ëåíîì, à çàòåì è ïî÷åòíûì ÷ëåíîì
Àêàäåìèè íàóê ÑÑÑÐ. Â 1935 ã. àêàäåìèê Â.Ï.Ãîðÿ÷êèí áûë íàãðàæäåí îðäåíîì
Òðóäîâîãî Êðàñíîãî çíàìåíè. Åìó áûëî ïðèñóæäåíî çâàíèå ¾Çàñëóæåííûé äåÿòåëü
íàóêè è òåõíèêè ÐÑÔÑÐ¿, åãî èìåíåì áûëè íàçâàíû ÌÃÀÓ è ÂÈÑÕÎÌ. Â 1980 ãîäó
îòêðûò ìóçåé-ìåìîðèàë èì. Â. Ï. Ãîðÿ÷êèíà, êîòîðûé ðàñïîëàãàåòñÿ â ïîìåùåíèè
áûâøåé ìàøèíîèñïûòàòåëüíîé ñòàíöèè

Ïîñëå ñìåðòè Ãîðÿ÷êèíà â 1935 ãîäó âûøëî Ñîáðàíèå ñî÷èíåíèé â 7 òîìàõ
(1937-1949), à ê 100-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ, â 1968 ã. � Ñîáðàíèå ñî÷èíåíèé â òðåõ
òîìàõ [1]. Ïî÷òè êàæäàÿ òåîðåòè÷åñêàÿ ðàáîòà, ïîÿâëÿþùàÿñÿ çà ãðàíèöåé, ñîäåð-
æèò óïîìèíàíèå èìåíè Â.Ï. Ãðÿ÷êèíà, êàê íåïðåðåêàåìîãî àâòîðèòåòà â îáëàñòè
çåìëåäåëü÷åñêîé ìåõàíèêè.
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Â ñâÿçè ñ ïåðåõîäîì íà ñèñòåìó áàêàëàâð-ìàãèñòð ïåðåä êàôåäðàìè ìàòåìà-
òèêè èíæåíåðíûõ ÂÓÇîâ ïîñòàâëåíà çàäà÷à ðàçðàáîòêè è âíåäðåíèÿ ñïåöèàëüíûõ
ìàòåìàòè÷åñêèõ êóðñîâ äëÿ ìàãèñòðîâ. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ïðàêòèêà ïðåïîäà-
âàíèÿ òàêèõ êóðñîâ áûëà øèðîêî ðàçâèòà â ñîâåòñêîå âðåìÿ â ñèñòåìå ïîäãîòîâêè
ñïåöèàëèñòîâ. Òàêîé ïîäõîä áûë ÷àñòüþ îáùåé êîíöåïöèè ïîäãîòîâêè âûñîêîêëàññ-
íûõ ñïåöèàëèñòîâ, îñíîâíûì ïîòðåáèòåëåì êîòîðûõ áûë âîåííî-ïðîìûøëåííûé êîì-
ïëåêñ.

Â òî âðåìÿ ê ñïåöèàëüíûì ðàçäåëàì ìàòåìàòèêè îòíîñèëè ñëåäóþùèå: ìà-
òåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà, ìåòîäû âû÷èñëåíèé, äîïîëíèòåëüíûå ãëàâû ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî àíàëèçà, ýëåìåíòû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, èíòåãðàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ìå-
òîäû ñòàòèñòè÷åñêèõ èñïûòàíèé. Êðîìå òîãî, ñåðüåçíûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò
èñïîëüçîâàëñÿ â êóðñàõ òåîðèè óïðóãîñòè, ãèäðîäèíàìèêè, ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè,
òåïëîôèçèêè, ñòàòèñòè÷åñêîé ðàäèîòåõíèêå è ðÿäå äðóãèõ.

Ýòè êóðñû áàçèðîâàëèñü íà îñíîâå äîñòàòî÷íî ïîëíîãî êóðñà âûñøåé ìàòåìà-
òèêè, äëèòåëüíîñòü êîòîðîãî ñîñòàâëÿëà ÷åòûðå-ïÿòü ñåìåñòðîâ. Çà ýòî âðåìÿ ñòó-
äåíòû óñïåâàëè íå òîëüêî èçó÷èòü îñíîâíûå ðàçäåëû ìàòåìàòèêè, íî è ðàçâèòü ñâîå
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àáñòðàêòíîå ìûøëåíèå, ïîíÿòü è îñîçíàòü ìåñòî ìàòåìàòèêè â ñôåðå ñîâðåìåííîé
íàóêè, íàó÷èòüñÿ ðåøàòü íåêîòîðûå ïðîáëåìû, òðåáóþùèå ïðèâëå÷åíèå ðàçâèòîãî
ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà. Áîëåå ïîäðîáíûé àíàëèç ïðîáëåì ìàòåìàòè÷åñêîãî îá-
ðàçîâàíèÿ èíæåíåðîâ ïðåäñòàâëåí â ðàáîòàõ [1,2].

Òðàäèöèîííûé áàçîâûé êóðñ âûñøåé ìàòåìàòèêè äëÿ èíæåíåðîâ ñîñòîÿë èç
ñëåäóþùèõ ðàçäåëîâ:

- Ìàòðèöû è äåéñòâèÿ ñ íèìè. Îïðåäåëèòåëè;
- Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è ýëåìåíòû ëèíåéíîé àëãåáðû;
- Âåêòîðû;
- Ïðÿìàÿ è ïëîñêîñòü. Ëèíèè è ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà;
- Òåîðèÿ ïðåäåëîâ. Íåïðåðûâíîñòü;
- Ïðîèçâîäíàÿ è å¼ ïðèëîæåíèÿ;
- Èíòåãðàë è åãî ïðèëîæåíèÿ;
- Ôóíêöèè ìíîãèõ è êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ:
- Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ;
- ×èñëîâûå è ôóíêöèîíàëüíûå ðÿäû; ðÿäû Ôóðüå
- Êðàòíûå èíòåãðàëû è òåîðèÿ ïîëÿ;
- Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà;
Ñâÿçü ñ âûïóñêàþùèìè êàôåäðàìè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ çàêàç÷èêàìè "âûïóñ-

êàåìîé ïðîäóêöèè" â âèäå ìàòåìàòè÷åñêè ãðàìîòíûõ ñòóäåíòîâ, òàêæå îñóùåñòâëÿ-
ëàñü çà ñ÷åò ïðèâëå÷åíèÿ ñîòðóäíèêîâ êàôåäðû ìàòåìàòèêè ê âûïîëíåíèþ ðàáîò ïî
õîçÿéñòâåííûì äîãîâîðàì. Ýòà ðàáîòà ïðèâîäèëà ê âçàèìíîìó îáîãàùåíèþ çíàíèÿ-
ìè è ëó÷øåìó ïîíèìàíèþ çàäà÷, ñòîÿùèõ ïåðåä îáùèìè êàôåäðàìè. Òàêèì ïóòåì
ôîðìèðîâàëñÿ êëàññ òâîð÷åñêèõ ëþäåé, áóäóùèõ äâèãàòåëåé íàó÷íî-òåõíè÷åñêîãî
ïðîãðåññà. ÷òî ñîâïàäàëî ñ îáùåé êîíöåïöèåé ðàçâèòèÿ ñòðàíû.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â ñâÿçè ñ èçìåíåíèåì îáùåé êîíöåïöèè îáðàçîâàíèÿ, íà-
ïðàâëåííîé íà âîñïèòàíèå "ãðàìîòíûõ ïîòðåáèòåëåé óðîâåíü ìàòåìàòè÷åñêîé ïîä-
ãîòîâêè øêîëüíèêîâ è ñòóäåíòîâ îáúåêòèâíî ñíèçèëñÿ. Òàêæå ïðîèçîøëî è ñóùå-
ñòâåííûì ñîêðàùåíèåì ÷èñëà ó÷åáíûõ çàâåäåíèé, îñóùåñòâëÿþùèõ ïîäãîòîâêó êâà-
ëèôèöèðîâàííûõ ðàáî÷èõ è ñðåäíåãî òåõíè÷åñêîãî óïðàâëåí÷åñêîãî çâåíà. Ïîíÿòíî,
÷òî äëÿ ðåøåíèÿ íåñëîæíûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ çàäà÷ è âûïîëíåíèÿ ïðîñòûõ îðãàíè-
çàöèîííûõ ìåðîïðèÿòèé íå òðåáóåòñÿ ñëèøêîì ãëóáîêîå çíàíèå îñíîâ ìàòåìàòèêè,
ôèçèêè è äðóãèõ "ìàëî íóæíûõ" íàóê. Âûñòóïàÿ â êà÷åñòâå çàêàç÷èêîâ âûïóñêàå-
ìûõ èíæåíåðîâ, ñîâðåìåííûå ðàáîòîäàòåëè âñå ÷àùå ãîâîðÿò î òîì, ÷òî èì íå íóæíû
"âñÿêèå âàøè èíòåãðàëû ïîòîìó ÷òî èõ íåãäå ïðèìåíÿòü. Áîëåå âàæíî ïîäãîòîâèòü
ãðàìîòíîå ñðåäíåå çâåíî.

Â ñâÿçè ñ èçìåíåíèåì öåëåé èíæåíåðíîãî îáðàçîâàíèÿ åñòåñòâåííûì îáðà-
çîì òðàíñôîðìèðóþòñÿ è ñðåäñòâà äëÿ äîñòèæåíèÿ íîâûõ öåëåé. Åñëè íåò çàäà÷è
ïîäãîòîâêè âûñîêîêëàññíûõ ñïåöèàëèñòîâ, òî â êà÷åñòâå óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ
âïîëíå ïîäõîäèò "ïîäóøåâîå ôèíàíñèðîâàíèå". ßñíî, ÷òî åñëè íå áóäåò óñêîðåííîãî
ðàçâèòèÿ ðîññèéñêîé ïðîìûøëåííîñòè, òî íå áóäåò è âîñòðåáîâàííîñòè â áîëüøîì
êîëè÷åñòâå ãðàìîòíûõ è ñïîñîáíûõ ê òâîð÷åñêîìó ïðîöåññó èíæåíåðîâ, êîíñòðóêòî-
ðîâ, òåõíîëîãîâ è äðóãèõ ðàáîòíèêîâ, ÷åé òðóä âî ìíîãîì îïðåäåëÿåò òåõíè÷åñêèé
ïðîãðåññ.

Êîíå÷íî, èíæåíåðíûå Âóçû íå ìîãóò ñòîÿòü â ñòîðîíå îò òåêóùèõ ïðîáëåì ñî-
âðåìåííîãî ñîñòîÿíèÿ îáùåñòâà. Ìû ìîæåì è äîëæíû âçÿòü íà ñåáÿ ðåøåíèå çàäà÷è
ïîäãîòîâêè ñïåöèàëèñòîâ ñðåäíåãî çâåíà. Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ ïåðåñìîòðåòü ñîäåðæà-
íèå è ìåòîäû ïðåïîäàâàíèÿ êóðñîâ ìàòåìàòèêè ïðèìåíèòåëüíî ê íîâûì îáñòîÿòåëü-
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ñòâàì. Ðàçóìíûì âûõîäîì ìîæåò ñòàòü èñïîëüçîâàíèå ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðíûõ
òåõíîëîãèé, âêëþ÷àÿ ïðîâåäåíèå ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé â ðåæèìå "îí-ëàéí". Ñëåäó-
åò çàìåòèòü, ÷òî ðàçðàáîòêà è ïîñòàíîâêà òàêèõ êóðñîâ òðåáóåò ñóùåñòâåííûõ çàòðàò
âðåìåíè è ñðåäñòâ. Îäíàêî â óñëîâèÿõ ðåçêîãî ñîêðàùåíèÿ êîëè÷åñòâà ïðåïîäàâàòå-
ëåé è âîçðàñòàíèÿ êîëè÷åñòâà ñòóäåíòîâ, ïðèõîäÿùèõñÿ íà îäíîãî ïåäàãîãà, òðóäíî
îæèäàòü, ÷òî êà÷åñòâî ïîäãîòîâêè ñïåöèàëèñòîâ ìîæåò âîçðàñòè.

Íàïðèìåð, ïðè íàãðóçêå â 20 ÷àñîâ â íåäåëþ, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî , êàê ïðàâèëî,
â íåäåëþ âûäåëÿåòñÿ äâà ÷àñà íà ãðóïïó äëÿ ïðîâåäåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé è
ãðóïïà ñîñòîèò èç 20 ÷åëîâåê. íà îäíîãî ïðåïîäàâàòåëÿ ïðèõîäèòñÿ îêîëî äâóõñîò
ñòóäåíòîâ â ñåìåñòðå. Íè î êàêîé èíäèâèäóàëüíîé ðàáîòå â òàêîé ñèòóàöèè íå ìî-
æåò áûòü è ðå÷è. Òàêæå ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ïðè òàêîé íàãðóçêå è íèçêîé îïëàòå
òðóäà ñòàëî ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî ïðèâëåêàòü ñèëüíûõ ìàòåìàòèêîâ ê ðàáîòå íà
êàôåäðå. Òî åñòü ïîñòàâëåííûå óñëîâèÿ äèêòóþò ñòðàòåãèþ ïðèâëå÷åíèÿ êàê ìîæíî
áîëüøåãî ÷èñëà ñîòðóäíèêîâ íà óðîâíå àññèñòåíòîâ è ñòàðøèõ ïðåïîäàâàòåëåé.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íàëè÷èå ìàãèñòðàòóðû ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè îáðà-
ùåíèÿ âûïóñêàþùèõ êàôåäð ê êàôåäðå ìàòåìàòèêè ñ ïðåäëîæåíèåì ïðåïîäàâàíèÿ
ñïåöèàëèçèðîâàííûõ êóðñîâ äëÿ ìàãèñòðîâ. Ïðè ýòîì âîçíèêàåò ðÿä ïðîáëåì, êîòî-
ðûå íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ïðè ñîñòàâëåíèè ïðîãðàìì íîâûõ êóðñîâ:

1. Ýòè êóðñû äîëæíû áûòü ïðîôåññèîíàëüíî îðèåíòèðîâàííûìè, òî åñòü ãëàâ-
íûì èòîãîì ðàáîòû äîëæíî ñòàòü óìåíèå ïðèìåíÿòü ñîîòâåòñòâóþùèå çíàíèÿ, óìå-
íèÿ è íàâûêè ê ðåøåíèþ êîíêðåòíûõ çàäà÷ äàííîé ñïåöèàëüíîñòè.

2. Ñ ó÷åòîì íåäîñòàòî÷íûõ áàçîâûõ çíàíèé ïî ìàòåìàòèêå ïîñòóïèâøèõ â ìà-
ãèñòðàòóðó íåîáõîäèìî âïèñûâàòü â êàíâó êóðñà ïîâòîðåíèå ðàçäåëîâ, íåîáõîäèìûõ
äëÿ âîñïðèÿòèÿ íîâûõ ìåòîäîâ è ïîäõîäîâ, íàïðèìåð, îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé, óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, ýëåìåí-
òîâ ñòîõàñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è ò. ä.

3. Ñ òî÷êè çðåíèÿ áóäóùèõ ìàãèñòðîâ, êîòîðûå â îñíîâíîé ñâîåé ìàññå ðàáî-
òàþò, èõ ïîñòóïëåíèå íà ó÷åáó ñâÿçàíî ñ îæèäàíèåì âîçìîæíîñòåé êàðüåðíîãî ðîñòà,
ïîâûøåíèå ñâîåãî ñòàòóñà, ïðèáàâêè îïëàòû òðóäà. Â ýòèõ óñëîâèÿõ òðàäèöèîííûé
ìåòîä ëåêöèÿ -ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ ïî çàäà÷íèêó ìîãóò âûçâàòü âçàèìíîå íåïîíè-
ìàíèå öåëè ïðîâîäèìûõ çàíÿòèé.

4. Òàêæå íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ôèçè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ðåáÿò ïîñëå íàïðÿæåí-
íîãî òðóäîâîãî äíÿ.

Âñå ïåðå÷èñëåííûå è íåêîòîðûå äðóãèå îñîáåííîñòè ðàáîòû ñ ìàãèñòðàìè ïðè-
âîäÿò ê âûâîäó, ÷òî îäíèì èç íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ïðîâåäåíèÿ çàíÿòèé
ÿâëÿåòñÿ èíòåðàêòèâíàÿ ôîðìà îáó÷åíèÿ ñ ïðèâëå÷åíèåì ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåð-
íûõ è äèñòàíöèîííûõ òåõíîëîãèé.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ êàôåäðà âûñøåé ìàòåìàòèêè íàøåãî óíèâåðñèòåòà ïðåä-
ëàãàåò ñëåäóþùèå êóðñû äëÿ ìàãèñòðîâ:

- Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè òåïëîâûõ ýíåðãåòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ;
- Íåéðîííûå ñåòè è èõ ïðèìåíåíèå;
- Ôóíäàìåíòàëüíûé êóðñ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé;
- Ýëåìåíòû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà;
- Ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è;
- Óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè;
- Àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû â ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå è ìåõàíèêå;
- ×èñëåííûå ìåòîäû ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ;
- Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ïðîöåññîâ ñ âûñîêîé ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè;
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- Òåîðèÿ è ïðàêòèêà ïðèíÿòèÿ èíæåíåðíûõ ðåøåíèé.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäó ðàçëè÷èå â êóðñàõ "Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðî-

âàíèå" äëÿ íàïðàâëåíèé ïîäãîòîâêè "Òåõíîñôåðíàÿ áåçîïàñíîñòü" è "Òåõíîëîãèÿ è
îðãàíèçàöèÿ ñòðîèòåëüñòâà".

Â ïåðâîì ñëó÷àå îñíîâíîé óïîð äîëæåí áûòü ñäåëàí íà ìîäåëè, îïèñûâàþùèå
àòìîñôåðíûå è áûñòðîïðîòåêàþùèå ïðîöåññû ñ ó÷åòîì ñèëüíûõ ýíåðãåòè÷åñêèõ âîç-
äåéñòâèé. Ýòè ìîäåëè íóæíû äëÿ îöåíêè ðèñêîâ, âîçíèêàþùèõ ïðè ñîçäàíèè âíå-
øòàòíûõ ñèòóàöèé. Òàêæå ñëåäóåò äàòü ïîíÿòèÿ î ìîäåëÿõ, ïîçâîëÿþùèõ îöåíèòü
íàäåæíîñòü ñðåäñòâ çàùèòû â ÷ðåçâû÷àéíûõ ñèòóàöèÿõ è âåðîÿòíîñòè ïîñëåäñòâèé
ðàñïðîñòðàíåíèÿ ðàçëè÷íûõ ýïèäåìèé. Â ýòîì ñëó÷àå èíòåðåñ ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü
ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1. Âåðîÿòíîñòü ðàçðóøåíèÿ îáúåêòà ïðè îäíîêðàòíîì âîçäåéñòâèè âûñîêîé
òåìïåðàòóðû ñîñòàâëÿåò 0,2. Îïðåäåëèòü äîïóñòèìîå êîëè÷åñòâî âîçäåéñòâèé èç
óñëîâèÿ, ÷òî âåðîÿòíîñòü ñîõðàíåíèÿ îáúåêòà äîëæíà áûòü íå ìåíåå 0,5.

2. Ìåäèöèíñêèé àíàëèç âûÿâëÿåò èìåþùóþñÿ ó ïàöèåíòà áîëåçíü ñ âåðîÿò-
íîñòüþ 0,8 è îøèáî÷íî óêàçûâàåò íà ýòó áîëåçíü ïðè åå îòñóòñòâèè ñ âåðîÿòíîñòüþ
0,05. Èçâåñòíî, ÷òî â ñðåäíåì 75% ïðåäâàðèòåëüíî îáñëåäîâàííûõ ïàöèåíòîâ ñ äàí-
íûì äèàãíîçîì äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿþòñÿ áîëüíûìè. Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
ó ïàöèåíòà äåéñòâèòåëüíî èìååòñÿ äàííàÿ áîëåçíü, åñëè íà íåå óêàçàë ìåäèöèíñêèé
àíàëèç.

Âî âòîðîì ñëó÷àå ñëåäóåò áîëåå ïîäðîáíî ðàññìîòðåòü ìîäåëè, ïîçâîëÿþùèå
îöåíèâàòü ñòàòè÷åñêèå è äèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû ïðîöåññîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïðîåêòè-
ðîâàíèåì çäàíèé è ñîîðóæåíèé è òàêæå âîïðîñû áåçîïàñíîñòè è íàäåæíîñòè ñòðî-
èòåëüíûõ êîíñòðóêöèé. Òàêæå öåëåñîîáðàçíî ïðèâåñòè ïðèìåðû çàäà÷ èç îáëàñòè
ýêîíîìèêè è ôèíàíñîâ, ïîçâîëÿþùèå äàòü ïðåäâàðèòåëüíóþ îöåíêó áèçíåñ-ïëàíó
ïðåäñòîÿùèõ ðàáîò.

Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùèå çàäà÷è:
1. Òåïëîâàÿ èçîëÿöèÿ òðóá ãîðÿ÷åé âîäû âûïîëíåíà â âèäå óêóòûâàíèÿ ïîâåðõ-

íîñòè òðóáû ñëîåì òåïëîèçîëÿöèîííîãî ìàòåðèàëà, èìåþùåãî íèçêóþ, çàðàíåå èç-
âåñòíóþ òåïëîïðîâîäíîñòü. Îïðåäåëèòü êðèòè÷åñêóþ òîëùèíó ñëîÿ èçîëÿöèè. Êðè-
òè÷åñêàÿ òîëùèíà èçîëÿöèè îïðåäåëÿåòñÿ êàê íàèáîëüøàÿ åå òîëùèíà, ñ äàëüíåéøèì
óâåëè÷åíèåì êîòîðîé òåïëîîáìåí ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé ïåðåñòàåò óìåíüøàòüñÿ.

2. Îïðåäåëèòü êðèâóþ, êîòîðóþ îáðàçóåò êàíàò öåïíîãî ìîñòà.
3. Âû ðåøèëè îòêðûòü ñîáñòâåííîå äåëî - îáîðóäîâàòü òîðãîâóþ òî÷êó. Èç-

âåñòíî, ÷òî àðåíäà çåìëè îáîéäåòñÿ âàì â 10000 ðóá. çà ìåñÿö. Âû ðàññ÷èòûâàåòå,
÷òî ïîäãîòîâèòåëüíûå ðàáîòû çàéìóò òðè ìåñÿöà, ïîñëå ÷åãî ìîæíî áóäåò ïîëó÷àòü
äîõîä. Íå èìåÿ äîñòàòî÷íûõ ñîáñòâåííûõ ñðåäñòâ, âû ñîáèðàåòåñü âçÿòü êðåäèò â
áàíêå íà ñëåäóþùèõ óñëîâèÿõ: ñóììà êðåäèòà � 500 000 ðóá., ñðîêîì íà 12 ìåñÿöåâ
ïîä 5% â ìåñÿö áåç ïðàâà äîñðî÷íîãî ïîãàøåíèÿ.

Ñïðàøèâàåòñÿ: êàêèì äîëæåí áûòü ìèíèìàëüíûé ìåñÿ÷íûé äîõîä, ïîëó÷àå-
ìûé îò òîðãîâëè, ÷òîáû âîâðåìÿ ðàñïëàòèòüñÿ ñ êðåäèòîðàìè è èçáåæàòü øòðàôíûõ
ñàíêöèé?

Â ëþáîì ñëó÷àå ñîâåðøåííî íåîáõîäèìî, ÷òîáû îáó÷àþùèåñÿ ïîíÿëè ãðàíèöû
ïðèìåíèìîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, à òàêæå ïóòè èõ ðàçâèòèÿ
è ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ.

Êîíå÷íî, áûëî áû ðàçóìíî ïðèâëåêàòü ìàãèñòðîâ ê íàó÷íîé ðàáîòå, â ïåðâóþ
î÷åðåäü äëÿ ðàçðàáîòêè ñëîæíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé è ïðîâåäåíèÿ ñ èõ ïî-
ìîùüþ èññëåäîâàíèé â ñîîòâåòñòâóþùåé ïðåäìåòíîé îáëàñòè. Ê ñîæàëåíèþ, ìîé
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ëè÷íûé îïûò ïîäñêàçûâàåò, ÷òî ïðàêòè÷åñêè íèêòî èç íèõ íå èìååò âîçìîæíîñòè
èñïîëüçîâàòü ðàçâèòûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò äëÿ ðåøåíèþ ñòîÿùèõ ïåðåä íèìè
çàäà÷. Îäíàêî íå ñëåäóåò îïóñêàòü ðóêè. Âîçìîæíî, ìû ñàìè åùå íå äî êîíöà ïî-
íèìàåì, êàêîãî ðîäà ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò ìîæåò áûòü âîñòðåáîâàí. Êðîìå òîãî,
îñòàåòñÿ íàäåæäà íà òî, ÷òî òàêèå çàäà÷è ìîãóò âîçíèêíóòü â ñâÿçè ñ êóðñîì íà âîç-
ðîæäåíèå ðîññèéñêîé ïðîìûøëåííîñòè è âíåäðåíèÿ íîâûõ ñîâðåìåííûõ òåõíîëîãèé.
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DEVELOPMENT OF FUNCTIONAL LITERACY OF
SCHOOLCHILDREN OF KAZAKHSTAN

Abstract: The article is considered matters of development of functional literacy of
schoolchildren of Kazakhstan. For the development of functional literacy of schoolchildren
and achievement of key and subject competencies, the educational system of the Republic
of Kazakhstan currently accept a series of e�ective measures to update the content of
education, the creation of educational program, textbooks, revision of the programs of
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their knowledge to life situations.

Keywords: functional literacy, key competencies, subject speci�c competences,
reading hall, mathematical and scienti�c literacy, international study, content of
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education.

Ãëàâîé ãîñóäàðñòâà Êàçàõñòàíà Í.À.Íàçàðáàåâûì â Ïîñëàíèè íàðîäó Êàçàõ-
ñòàíà îò 27 ÿíâàðÿ 2012 ãîäà ¾Ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêàÿ ìîäåðíèçàöèÿ � ãëàâíûé
âåêòîð ðàçâèòèÿ Êàçàõñòàíà¿ ïîñòàâëåíà êîíêðåòíàÿ çàäà÷à ïî ðàçâèòèþ ôóíêöè-
îíàëüíîé ãðàìîòíîñòè øêîëüíèêîâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì Ïîñòàíîâëåíèåì Ïðàâèòåëüñòâà
Ðåñïóáëèêè Êàçàõñòàí óòâåðæäåí Íàöèîíàëüíûé ïëàí äåéñòâèé ïî ðàçâèòèþ ôóíê-
öèîíàëüíîé ãðàìîòíîñòè øêîëüíèêîâ. Íàñòîÿùèé ïëàí âêëþ÷àåò êîìïëåêñ ìåðîïðè-
ÿòèé ïî ñîäåðæàòåëüíîìó, ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêîìó, ìàòåðèàëüíî-òåõíè÷åñêîìó îáåñ-
ïå÷åíèþ ïðîöåññà ðàçâèòèÿ ôóíêöèîíàëüíîé ãðàìîòíîñòè øêîëüíèêîâ. Îí ïðèçâàí
îáåñïå÷èòü öåëåíàïðàâëåííîñòü, öåëîñòíîñòü è ñèñòåìíîñòü äåéñòâèé ïî ðàçâèòèþ
ôóíêöèîíàëüíîé ãðàìîòíîñòè øêîëüíèêîâ êàê êëþ÷åâîãî îðèåíòèðà äëÿ ñîâåðøåí-
ñòâîâàíèÿ êà÷åñòâà îáðàçîâàíèÿ Ðåñïóáëèêè Êàçàõñòàí.

Äàííàÿ çàäà÷à ïîñòàâëåííàÿ Ïðåçèäåíòîì ðåñïóáëèêè àêòóàëèçèðóåòñÿ â ïðî-
öåññå âõîæäåíèÿ Êàçàõñòàíà â ÷èñëå 50 íàèáîëåå êîíêóðåíòîñïîñîáíûõ ñòðàí ìèðà. Â
óñëîâèÿõ ðåøåíèÿ ýòîé ñòðàòåãè÷åñêè âàæíîé äëÿ ñòðàíû çàäà÷è ãëàâíûìè ôóíêöè-
îíàëüíûìè êà÷åñòâàìè ëè÷íîñòè ÿâëÿþòñÿ èíèöèàòèâíîñòü, ñïîñîáíîñòü òâîð÷åñêè
ìûñëèòü è íàõîäèòü íåñòàíäàðòíûå ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé ïðîáëåìû, óìåíèÿ âûáè-
ðàòü ïðîôåññèîíàëüíûé ïóòü, ãîòîâíîñòü îáó÷àòüñÿ â òå÷åíèå âñåé æèçíè.

Èçâåñòíî, ÷òî ïîíÿòèå ¾ôóíêöèîíàëüíàÿ ãðàìîòíîñòü¿ âïåðâûå ïîÿâèëîñü â
êîíöå 60-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà â äîêóìåíòàõ ÞÍÅÑÊÎ è ïîçäíåå âîøëî â îáè-
õîä èññëåäîâàòåëåé. Ôóíêöèîíàëüíàÿ ãðàìîòíîñòü â íàèáîëåå øèðîêîì îïðåäåëåíèè
âûñòóïàåò êàê ñïîñîá ñîöèàëüíîé îðèåíòàöèè ëè÷íîñòè, èíòåãðèðóþùèé ñâÿçü îáðà-
çîâàíèÿ (â ïåðâóþ î÷åðåäü îáùåãî) ñ ìíîãîïëàíîâîé ÷åëîâå÷åñêîé äåÿòåëüíîñòüþ.
Â ñîâðåìåííîì, áûñòðî ìåíÿþùåìñÿ ìèðå, ôóíêöèîíàëüíàÿ ãðàìîòíîñòü ñòàíîâèòñÿ
îäíèì èç áàçîâûõ ôàêòîðîâ, ñïîñîáñòâóþùèõ àêòèâíîìó ó÷àñòèþ ëþäåé â ñîöèàëü-
íîé, êóëüòóðíîé, ïîëèòè÷åñêîé è ýêîíîìè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè, à òàêæå îáó÷åíèþ íà
ïðîòÿæåíèè âñåé æèçíè.

Ïåðåäîâîé îïûò êàçàõñòàíñêèõ øêîë ïîêàçûâàåò, ÷òî íà ðàçâèòèå ôóíêöèî-
íàëüíîé ãðàìîòíîñòè ó÷àùèõñÿ âëèÿþò ñëåäóþùèå ôàêòîðû:

- ñîäåðæàíèå îáðàçîâàíèÿ (íàöèîíàëüíûå ñòàíäàðòû, ó÷åáíûå ïðîãðàììû);
- ôîðìû è ìåòîäû îáó÷åíèÿ;
- ñèñòåìà äèàãíîñòèêè è îöåíêè ó÷åáíûõ äîñòèæåíèé îáó÷àþùèõñÿ;
- ïðîãðàììû âíåøêîëüíîãî, äîïîëíèòåëüíîãî îáðàçîâàíèÿ;
- ìîäåëü óïðàâëåíèÿ øêîëîé (îáùåñòâåííî-ãîñóäàðñòâåííàÿ ôîðìà âûñîêèé

óðîâåíü àâòîíîìèè øêîë â ðåãóëèðîâàíèè ó÷åáíîãî ïëàíà);
- íàëè÷èå äðóæåëþáíîé îáðàçîâàòåëüíîé ñðåäû, îñíîâàííîé íà ïðèíöèïàõ

ïàðòíåðñòâà ñî âñåìè çàèíòåðåñîâàííûìè ñòîðîíàìè;
- àêòèâíàÿ ðîëü ðîäèòåëåé â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ è âîñïèòàíèÿ äåòåé.
Ðåçóëüòàòîì ðàçâèòèÿ ôóíêöèîíàëüíîé ãðàìîòíîñòè ÿâëÿåòñÿ îâëàäåíèå îáó-

÷àþùèìèñÿ ñèñòåìîé êëþ÷åâûõ êîìïåòåíöèé, ïîçâîëÿþùèõ ìîëîäûì ëþäÿì ýôôåê-
òèâíî ïðèìåíÿòü óñâîåííûå çíàíèÿ â æèçíåííîé ñèòóàöèè è óñïåøíî èñïîëüçîâàòü
â ïðîöåññå ñîöèàëüíîé àäàïòàöèè. Êëþ÷åâûå êîìïåòåíöèè � ýòî òðåáîâàíèå ãîñóäàð-
ñòâà ê êà÷åñòâó ëè÷íîñòè âûïóñêíèêà ñðåäíåé øêîëû â âèäå ðåçóëüòàòîâ îáó÷åíèÿ.
Â Êàçàõñòàíå âûäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèå êëþ÷åâûå êîìïåòåíöèè âûïóñêíèêà ñðåäíåé
øêîëû:

- óïðàâëåí÷åñêèå (ñïîñîáíîñòü ê ðàçðåøåíèþ ïðîáëåì);
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- èíôîðìàöèîííûå (ñïîñîáíîñòü ê ñàìîñòîÿòåëüíîé ïîçíàâàòåëüíîé äåÿòåëü-
íîñòè èëè óìåíèå ó÷èòüñÿ íà ïðîòÿæåíèè âñåé æèçíè);

- êîììóíèêàòèâíûå (ñïîñîáíîñòü ê óñòíîé, ïèñüìåííîé, ïðîäóêòèâíîé êîììó-
íèêàöèè íà êàçàõñêîì, ðóññêîì è àíãëèéñêîì (èíîñòðàííîì) ÿçûêàõ);

- ñîöèàëüíûå (ñïîñîáíîñòü ê ñîöèàëüíîìó âçàèìîäåéñòâèþ);
- ëè÷íîñòíûå (ñïîñîáíîñòü ê ñàìîîðãàíèçàöèè, ñàìîñîâåðøåíñòâîâàíèþ, æèç-

íåííîìó è ïðîôåññèîíàëüíîìó ñàìîîïðåäåëåíèþ, ñàìîðåàëèçàöèè, áûòü òîëåðàíò-
íûì);

- ãðàæäàíñêèå (ñïîñîáíîñòü íåñòè îòâåòñòâåííîñòü çà ñâîþ ðîäèíó íà îñíîâå
êàçàõñòàíñêîãî ñàìîñîçíàíèÿ è êóëüòóðíîé èäåíòè÷íîñòè);

- òåõíîëîãè÷åñêèå (ñïîñîáíîñòü ê èñïîëüçîâàíèþ òåõíîëîãèé, â òîì ÷èñëå íà-
ó÷íûõ, öèôðîâûõ íà óðîâíå ýôôåêòèâíîãî ïîëüçîâàòåëÿ).

Êðîìå êëþ÷åâûõ êîìïåòåíöèé â ðàìêàõ îòäåëüíûõ ïðåäìåòíûõ îáëàñòåé âû-
äåëÿþòñÿ ïðåäìåòíûå êîìïåòåíöèè: îñâîåííûå ñïåöèôè÷åñêèå çíàíèÿ, óìåíèÿ, íà-
âûêè â ðàìêàõ ó÷åáíîãî ïðåäìåòà. Íàïðèìåð, ïî ìàòåìàòèêå îò ó÷àùèõñÿ òðåáóåòñÿ
îïðåäåëÿòü è ïîíèìàòü ðîëü ìàòåìàòèêè â ìèðå, â êîòîðîì îí æèâåò, ìàòåìàòèçèðî-
âàòü ïðåäëîæåííóþ ñèòóàöèþ: óçíàòü è èçâëå÷ü èç óñëîâèÿ ìàòåìàòè÷åñêóþ ÷àñòü,
çàêëþ÷åííóþ â ïðåäëîæåííîé èíôîðìàöèè, è èñïîëüçîâàòü ìàòåìàòèêó äëÿ ðåøå-
íèÿ ïðîáëåìû, ñàìîñòîÿòåëüíî ðàçðàáîòàòü, ïðîàíàëèçèðîâàòü è èíòåðïðåòèðîâàòü
ñîçäàííóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ñèòóàöèè, ðàçðàáîòàòü ñâîé ñïîñîá ðåøåíèÿ è åãî
ìàòåìàòè÷åñêóþ àðãóìåíòàöèþ, âêëþ÷àÿ íåîáõîäèìûå äîêàçàòåëüñòâà è îáîáùåíèÿ.

Êëþ÷åâûå è ïðåäìåòíûå êîìïåòåíöèè êàê ðåçóëüòàòû îáðàçîâàíèÿ äîëæíû
áûòü êîíêðåòíûìè, èçìåðèìûìè, äîñòèæèìûìè, ðåàëèñòè÷íûìè è îïðåäåëåííûìè
ïî âðåìåíè.

Äëÿ äîñòèæåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è Ïðåçèäåíòîì ðåñïóáëèêè ó÷åáíûå ïðî-
ãðàììû áóäóò ñ îðèåíòèðîâàíû íà ðàçâèòèå ôóíêöèîíàëüíîé ãðàìîòíîñòè øêîëü-
íèêîâ è äîñòèæåíèå êëþ÷åâûõ è ïðåäìåòíûõ êîìïåòåíöèé, à òàêæå áóäåò îáåñïå-
÷åí àäåêâàòíûé óðîâåíü àâòîíîìèè øêîë â ðåãóëèðîâàíèè ó÷åáíîãî ïëàíà çà ñ÷åò
îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîé ïðîïîðöèè ìåæäó èíâàðèàíòíîé (îáÿçàòåëüíîé) è âàðè-
àòèâíîé (ïî âûáîðó øêîëû) ÷àñòÿìè ïëàíà. Â äàëüíåéøåì ó÷åáíûå ïëàíû áóäóò
ïðåäóñìàòðèâàòü âûäåëåíèå íåîáõîäèìîãî êîëè÷åñòâà ó÷åáíûõ ÷àñîâ äëÿ îáó÷åíèÿ
÷òåíèþ, ìàòåìàòèêå è åñòåñòâåííîíàó÷íûì ïðåäìåòàì, ÷òîáû íà ñîîòâåòñòâóþùåì
óðîâíå ôîðìèðîâàòü ÷èòàòåëüñêóþ, ìàòåìàòè÷åñêóþ, åñòåñòâåííîíàó÷íóþ ãðàìîò-
íîñòü (ìåæäóíàðîäíûå èññëåäîâàíèå PISA).

Îáíîâëåíèå ôîðì ìåòîäîâ îáó÷åíèÿ áóäóò îáåñïå÷èâàòüñÿ çà ñ÷åò òðàíñëÿ-
öèè èííîâàöèîííîãî îïûòà ïåðåäîâûõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé â îáùåîáðàçîâàòåëüíûå
øêîëû ðåñïóáëèêè è èñïîëüçîâàíèÿ ñîâðåìåííûõ îáðàçîâàòåëüíûõ òåõíîëîãèé, âû-
çûâàþùèõ ó øêîëüíèêîâ èíòåðåñ ê ó÷åáå. Áóäóò âíåäðåíû ýôôåêòèâíûå ôîðìû è
ìåòîäû îáó÷åíèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ñôîðìèðîâàòü îñíîâû ëîãè÷åñêîãî, êðèòè÷åñêîãî
è êîíñòðóêòèâíîãî ìûøëåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùåãî óñïåøíîñòü äîñòèæåíèÿ îáðàçîâà-
òåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ, óìåíèå ïðèìåíÿòü ïîëó÷åííûå çíàíèÿ ïîâñåäíåâíîé æèçíè.

Ïðîöåññ ðàçâèòèÿ ôóíêöèîíàëüíîé ãðàìîòíîñòè øêîëüíèêîâ îïðåäåëÿåò âíåä-
ðåíèå íîâîé ñèñòåìû îöåíêè, ó÷èòûâàþùåé ðåçóëüòàòèâíîñòü âñåõ âèäîâ ó÷åáíîé
äåÿòåëüíîñòè, ïðîöåññóàëüíóþ ñòîðîíó óñâîåíèÿ ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà è ïðîÿâëåíèå
èíäèâèäóàëüíûõ è ëè÷íîñòíûõ êà÷åñòâ. Ïðè ýòîì âíåøíÿÿ îöåíêà áóäóò îñóùåñòâ-
ëÿòüñÿ ïî çàâåðøåíèþ êàæäîãî óðîâíÿ íà ñîîòâåòñòâèå ó÷åáíûõ äîñòèæåíèé îáó÷à-
þùèõñÿ çàÿâëåííûì ðåçóëüòàòàì (åäèíîå íàöèîíàëüíîå òåñòèðîâàíèå è äð.), à òàêæå
ïîñðåäñòâîì ó÷àñòèÿ â ìåæäóíàðîäíûõ èññëåäîâàíèÿõ (PISA, TIMSS è PIRLS). Ó÷à-
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ñòèå â ìåæäóíàðîäíûõ èññëåäîâàíèÿõ îáåñïå÷àò îöåíêó äèíàìèêè ðàçâèòèÿ ôóíê-
öèîíàëüíîé ãðàìîòíîñòè îáó÷àþùåãîñÿ, óñïåøíîñòè øêîëüíèêîâ, ó÷èòåëåé è øêîë,
à òàêæå ýôôåêòèâíîñòü ìåðîïðèÿòèé ïî îáíîâëåíèþ ñòàíäàðòîâ, ó÷åáíûõ ïðîãðàìì
è ó÷åáíèêîâ.

Ìåæäóíàðîäíîå èññëåäîâàíèå PISA óòâåðæäàåò, ÷òî íà óðîâåíü ôóíêöèîíàëü-
íîé ãðàìîòíîñòè øêîëüíèêîâ ïîëîæèòåëüíî âëèÿåò ó÷àñòèå ðîäèòåëåé â ïðîöåññå
îáó÷åíèå è ðàçâèòèå äåòåé. Ñâÿçè ñ ýòèì â Êàçàõñòàíå ðàçðàáàòûâàåòñÿ ìåòîäîëîãèÿ
ïîâûøåíèÿ ãðàìîòíîñòè ðîäèòåëåé, ïîçâîëÿþùàÿ èì ëó÷øå óçíàòü ðåáåíêà, óâèäåòü
åãî â ðàçíûõ ñèòóàöèÿõ, ïîìî÷ü âçðîñëûì â ïîíèìàíèè èíäèâèäóàëüíûõ îñîáåííî-
ñòåé äåòåé, ðàçâèòèè èõ ñïîñîáíîñòåé, ôîðìèðîâàíèè æèçíåííûõ öåííîñòíûõ îðèåí-
òèðîâ, ïðåîäîëåíèè íåãàòèâíûõ ïîñòóïêîâ è ïðîÿâëåíèé â ïîâåäåíèè.

Èñõîäÿ èç ýòîãî â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàçðàáàòûâàåòñÿ ñèñòåìà ìåðîïðèÿòèé,
íàïðàâëåííûõ íà àêòèâíîå âêëþ÷åíèå ðîäèòåëåé â æèçíü øêîëû: ñîçäàíèå ïîïå÷è-
òåëüñêèé ñîâåòîâ, àññîöèàöèé ðîäèòåëåé, ðîäèòåëüñêèõ óíèâåðñèòåòîâ. Äàííûå îá-
ùåñòâåííûå èíñòèòóòû ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ïàðòíåðñêèå îòíîøåíèÿ ñ ñåìüåé êàæ-
äîãî îáó÷àþùåãîñÿ, ñîçäàòü àòìîñôåðó âçàèìîïîäåðæêè è îáùíîñòè èíòåðåñîâ ñå-
ìüè è øêîëû. Ïðè ýòîì áóäåò îáåñïå÷åí àäåêâàòíûé óðîâåíü ïîäîò÷åòíîñòè øêîë è
ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëíûé è îòêðûòîé èíôîðìàöèè ñîîáùåñòâó îá ó÷åáíûõ äîñòèæåíèÿõ
ó÷àùèõñÿ è äåÿòåëüíîñòè øêîëû.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìà îáðàçîâàíèÿ Ðåñïóáëèêè Êàçàõñòàí â íà-
ñòîÿùåå âðåìÿ ïðèíèìàåò ðÿä äåéñòâåííûõ ìåð ïî îáíîâëåíèþ ñîäåðæàíèÿ îáðàçî-
âàíèÿ, ñîçäàíèþ ó÷åáíûõ ïðîãðàìì, ó÷åáíèêîâ, ïåðåñìîòðó ïðîãðàìì ïîâûøåíèÿ
êâàëèôèêàöèè è ïåðåïîäãîòîâêè ó÷èòåëåé, ìîíèòîðèíãó ñïîñîáíîñòè ó÷àùèõñÿ ïðè-
ìåíÿòü ïîëó÷åííûå çíàíèÿ â æèçíåííûõ ñèòóàöèÿõ, à òàêæå îáåñïå÷èòü àäåêâàòíûå
ìàòåðèàëüíî-òåõíè÷åñêèå, ïñèõîëîãî-ïåäàãîãè÷åñêèå è òåõíîëîãè÷åñêèå óñëîâèÿ îáó-
÷åíèÿ ó÷àùèõñÿ.
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Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñëó÷àéíûå ïàðàìåòðû, ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ. ðàñïðåäåëåíèå îãðàíè÷åííîãî ðåñóðñà.

STOCHASTIC TASK DESIGNING MICROWAVE DEVICTYS AKNIVE

Abstract: A method of designing microwave devices on active elements (AE) with
random parameters, based on partition of AEs into clusters and design of passive circuits
for each of them, is described. The algorithm of one � parameter task solution, based on
dynamic programming method has been considered.

Keywords: random parameters, dynamic programming method, distributing
restricted resource.

Òâåðäîòåëüíîå óñòðîéñòâî, êàê ïðàâèëî, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñî÷ëåíå-
íèÿ ïîëóïðîâîäíèêîâîãî àêòèâíîãî ýëåìåíòà (ÀÝ) è ïàññèâíîé ýëåêòðîäèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû (ÏÝÄÑ), ïðè ýòîì êàæäûé èç ýòèõ óçëîâ îïèñûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì ÷èñ-
ëîì ïàðàìåòðîâ. Â ïðîöåññå ïðîèçâîäñòâà ïàðàìåòðû ÀÝ èçìåíÿþòñÿ îò ýêçåìïëÿðà
ê ýêçåìïëÿðó ñëó÷àéíûì îáðàçîì. Íåîáõîäèìî íàéòè îïòèìàëüíûå ïàðàìåòðû ïàñ-
ñèâíîé ñèñòåìû, ÷òîáû ïðè âêëþ÷åíèè â óñòðîéñòâî ðàçëè÷íûõ ýêçåìïëÿðîâ ÀÝ
ðàçáðîñ âûõîäíûõ õàðàêòåðèñòèê óñòðîéñòâà îòíîñèòåëüíî òðåáóåìûõ çíà÷åíèé áûë
ìèíèìàëåí. Îäíî èç âîçìîæíûõ ðåøåíèé ýòîé çàäà÷è ñîñòîèò â ðàçáèåíèè ñîâîêóï-
íîñòè ÀÝ íà ãðóïïû è ïðîåêòèðîâàíèÿ ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì äëÿ êàæäîé
òàêîé ãðóïïû.

Â ðàáîòå ñôîðìóëèðîâàíû ïðèíöèïû îïòèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ, ïðèâåäåíû àë-
ãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ è ïðèìåðû êîíêðåòíûõ ðàñ÷åòîâ.

Èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷è ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ âîçíèêàþò â òîì
ñëó÷àå, êîãäà â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ óñòðîéñòâà (îáúåêòà) íåîáõîäèìî ó÷èòû-
âàòü ñëó÷àéíûå ôàêòîðû. Ïîä ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ îáúåêòà îáû÷íî ïîíèìàþò
êîíå÷íûå ìíîæåñòâà óïðàâëÿåìûõ ïåðåìåííûõ (ïàðàìåòðîâ) x = (x1, x2, . . . , xm) è
ñëó÷àéíûõ ôàêòîðîâ y = (y1, y2, . . . , yl) âìåñòå ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè ñâÿçÿìè ìåæäó
íèìè è õàðàêòåðèñòèêàìè óñòðîéñòâà

ϕ = (ϕ1, ϕ2, . . . , ϕM)ϕ = ϕ(x, y), x ⊂ X, y ⊂ Y,

ãäå X è Y � îáëàñòè âîçìîæíûõ çíà÷åíèé âåêòîðîâ x è y ñîîòâåòñòâåííî.
Â ïîäîáíûõ ìîäåëÿõ ôóíêöèè îãðàíè÷åíèé g1(x, y), i = l . . .M, ýêâèâàëåíòíûå

ìàòåìàòè÷åñêîìó îïèñàíèþ çàäàííûõ òðåáîâàíèé íà õàðàêòåðèñòèêè óñòðîéñòâà, è
êðèòåðèé îïòèìèçàöèè Q(x, y) � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ ïðè
ïîñòîÿííûõ ïàðàìåòðàõ x îïðåäåëÿþòñÿ ôàêòîðàìè y.

Ïðè çàäàííîì çàêîíå ðàñïðåäåëåíèÿ F (y) ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí y ñóùåñòâóåò
íåñêîëüêî âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ çàäà÷ ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, íàèáî-
ëåå ðàñïðîñòðàíåííîé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ óñðåäíåííàÿ çàäà÷à: íàéòè ïàðàìåòðû x îáåñ-
ïå÷èâàþùèå

min

∫
Y

Q(x, y)dF (y) (1)

ïðè óñëîâèè ∫
Y

gi(x, y)dF (y) > 0, ëèáî gi(x,< y >) > 0, i = 1 . . .M ; (2)
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ãäå < y >= ydF (y) � ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ôàêòîðîâ.
Äëÿ ðÿäà ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå êðèòåðèÿ îïòè-

ìàëüíîñòè (1) óäàåòñÿ óìåíüøèòü ïóòåì ðàçáèåíèÿ îáëàñòè âîçìîæíûõ çíà÷åíèé
ôàêòîðîâ íà ïàðöèàëüíûå îáëàñòè è îïðåäåëåíèÿ âåêòîðîâ x äëÿ êàæäîé òàêîé îá-
ëàñòè. Ðàçîáüåì îáëàñòü Y íà N ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïàðöèàëüíûõ îáëàñòåé
Yk, òàê ÷òî Y = ∪Yk. Äëÿ êàæäîé îáëàñòè ïîñòðîèì óñå÷åííîå ðàñïðåäåëåíèå ôàê-
òîðîâ: Fk(y) = F (y/y ⊂ Yk) = F (y)/Pk ïðè y ⊂ Yk, Fk(y) = 0 ïðè y * Yk, ãäå
Pk =

∫
Yk

dF (y) � âåðîÿòíîñòü ïðèñóòñòâèÿ y â îáëàñòè Yk. Âíóòðè k-òîé ïàðöèàëüíîé

îáëàñòè îïðåäåëèì ñëåäóþùèå õàðàêòåðèñòèêè:
1) ñðåäíåå çíà÷åíèå

< yk >=

∫
Yk

ydFk(y);

2) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ôóíêöèé îãðàíè÷åíèé

< gki(xk, Yk) >=

∫
Yk

gi(xk, y)dFk(y);

3) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå õàðàêòåðèñòèê óñòðîéñòâà

< ϕki(xk, Yk) >=

∫
Yk

ϕi(xk, y)dFk(y);

4) äèñïåðñèþ õàðàêòåðèñòèê óñòðîéñòâà

< Dki(xk, Yk) >=

∫
Yk

[ϕi(xk, y)− < ϕki(xk, Yk) >]2dFk(y).

Çäåñü xk ⊂ X � âåêòîð ïåðåìåííûõ, îïðåäåëåííûé äëÿ k-é îáëàñòè;

k = 1 . . . N, i = 1 . . .M.

Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè âûáåðåì àääèòèâíóþ ôóíêöèþ

Q(x1, Y1, . . . xN , YN) =
N∑
k=1

BkQk(xk, Yk), (3)

Qk(xk, Yk) =
M∑
i=1

AiDki(xk, Yk), a Bk è Ai � âåñîâûå êîýôôèöèåíòû.

Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ îáëàñòè Y íà ïàðöèàëüíûå îáëàñòè ñîñòîèò
â ñëåäóþùåì: íàéòè N ïåðåìåííûõ xk ⊂ X è ãðàíèöû l-ìåðíûõ îáëàñòåé Yk (Y =
N⋃
k=1

Yk), äëÿ êîòîðûõ îáåñïå÷èâàåòñÿ

minQ(x1, Y1, . . . xN , YN) (4)

ïðè óñëîâèè

< gki(xk, Yk) >= 0, ëèáî gi(xk, < yk >) = 0, i = 1 . . .M, k = 1 . . . N. (5)
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Ðåøåíèå çàäà÷è (4), (5) äîñòèãàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ëîêàëüíîé îïòèìè-
çàöèè. Ïðè ýòîì çà íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ äëÿ ãðàíèö îáëàñòåé Yk ìîæíî âûáðàòü
êîîðäèíàòû óçëîâ ñåòêè ïðè ðàâíîìåðíîì ðàçáèåíèè êîíå÷íîé îáëàñòè èçìåíåíèÿ
êàæäîãî ôàêòîðà yj (j = 1 . . . I), à äëÿ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé êîîðäèíàò âåêòîðîâ
xk (k = l . . . N) èñïîëüçîâàòü ðåøåíèå çàäà÷è ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (4),
(5).

Ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ çàäà÷ ÷àñòî èç âñåé ñîâîêóïíîñòè ôàêòîðîâ ìîæíî
âûäåëèòü îäèí, íàèáîëåå ñóùåñòâåííûé, à îñòàëüíûå ñ÷èòàòü äåòåðìèíèðîâàííûìè
âåëè÷èíàìè, ðàâíûìè ñâîèì ñðåäíèì çíà÷åíèÿì. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à (4), (5) çàìåò-
íî óïðîùàåòñÿ è äëÿ øèðîêîãî êëàññà ôóíêöèé ϕ(x, y) ìîæíî ïîñòðîèòü àëãîðèòì åå
ðåøåíèÿ, ñðàâíèòåëüíî ïðîñòîé è óäîáíûé ïðè ðàñ÷åòàõ. Êðîìå òîãî, â äàëüíåéøåì
áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü óñòðîéñòâà ñ îäíîé õàðàêòåðèñòèêîé
ϕ1(x, y). Ýòî ïðåäïîëîæåíèå ïîçâîëÿåò ñäåëàòü íàãëÿäíûì ïîñòðîåíèå àëãîðèòìà.

Äëÿ îäíîôàêòîðíîé ìîäåëè óñòðîéñòâà (I = 1; â äàëüíåéøåì èíäåêñ 1 ó ôàê-
òîðà y1 îïóñòèì) ðàçáèåíèå îäíîìåðíîé îáëàñòè Y = (a, b) îçíà÷àåò äåëåíèå îòðåçêà
(a, b) íà ïàðöèàëüíûå èíòåðâàëû Yk = (yk−1, yk), k = 1 . . . N , óäîâëåòâîðÿþùèå ñëå-
äóþùåìó óñëîâèþ:

a = y0 < y1 < . . . < yN−1 < yN = b (6)

Êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè (3) è óñëîâèÿ (5) ïðèíèìàþò âèä:

Q =
N∑
k=1

Qk =
N∑
k=1

BkD1k(xk, yk, yk−1),

D1k =

yk∫
yk−1

[ϕki(xk, y)− < ϕki(xk, yk, yk−1) >]2dFk(y); (7)

< gk1(xk, yk, yk−1 >=

yk∫
yk−1

[ϕk1(xk, y)− < ϕk1 >]dFk(y) = 0; (8)

d1(xk, < yk >) = ϕ1(xk, < yk >)− < ϕk1 >= 0; (9)

ãäå < yk >=
yk∫

yk−1

ydFk(y); à ϕk1 � òðåáóåìûå çíà÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèêè óñòðîéñòâà, â

îáùåì ñëó÷àå ðàçëè÷íûå äëÿ ïàðöèàëüíûõ èíòåðâàëîâ; k = 1 . . . N .
Ââåäåì åùå ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî âèäà õàðàêòåðèñòèê. Áóäåì ðàññìàò-

ðèâàòü òîëüêî òàêèå ôóíêöèè ϕ(x, y), êîòîðûå ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ yk−1 è
yk äîïóñêàþò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé (8) îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ xk, ò.å.
xk = ψk(yk, yk−1, ϕk1).

Â ýòîì ñëó÷àå äèñïåðñèè Dk1 çàâèñÿò òîëüêî îò ãðàíè÷íûõ òî÷åê k-ãî èíòåð-
âàëà (yk−1, yk) è çàäà÷à (4), (5) ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé:

N∑
k=1

Qk(yk, yk−1) = min, (10)

ãäå Qk = BkD1k(yk, yk−1).
Çàäà÷è òàêîãî òèïà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáîáùåíèÿ çàäà÷ ðàñïðåäåëåíèÿ îãðà-

íè÷åííûõ ðåñóðñîâ. Ïîñëåäíèå ïîëó÷àþòñÿ èç (10) ïðè óñëîâèè, ÷òî ïàðöèàëüíûå
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ôóíêöèè Qk çàâèñÿò îò ðàçíîñòè ∆k = yk − yk−1 èëè ÷àñòíîãî dk = yk/yk−1 ãðàíè÷-
íûõ òî÷åê k-ãî èíòåðâàëà. Â ïåðâîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå k-ãî ïàðöèàëüíîãî ðåñóðñà αk
âûñòóïàåò äëèíà îòðåçêà αk = ∆k > 0, âî âòîðîì � âåëè÷èíà αk = ln(dk) > 0. Ïðè

ýòîì ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (6) ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ñóììàðíîãî ðåñóðñà
N∑
k=1

= α∑,
ãäå α∑ = b − a è α∑ = ln(b/a) äëÿ ýòèõ ñëó÷àåâ. Ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ ìîæíî ïîñòðîèòü, èñïîëüçóÿ ïðèíöèïû äèíàìè÷åñêîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ. Ñ ýòîé öåëüþ ââåäåì ñèñòåìó ôóíêöèé hj(yj):

h1(y1) = Q1(y0, y1); y0 = a, (11)

hj(yj) = min
N∑
k=1

Qk(yk, yk−1), (12)

y0 < y1 < . . . < yj−1 < yj, ïðè÷åì ôóíêöèÿ hN(yN) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (10).
Â âûðàæåíèè (12) ìèíèìèçàöèÿ ïðîâîäèòñÿ ïî ïåðåìåííûì y1, y2, y3 . . .
Ïîñêîëüêó äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìèíèìèçèðóåìûõ ôóíêöèé

minH(y) = min{minH(y)}, (13)

y0 < y1 < . . . < yj−1 < yj yj−2 < yj−1 < yj y0 < y1 < . . . < yj−2 < yj−1 òî èç ôîðìóë
(12) è (13) ïîëó÷èì ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
hj(yj) = min{hj−1(yj−1) +Qj(yj−1, yk)}. j = 2 . . . N

yj−2 < yj−1 < yj

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó âû÷èñëåíèþ ôóíêöèé hj.
Ïîñêîëüêó èç âûðàæåíèÿ (11) èìååì h1(y1) = Q1(y0, y1), òî ðåøåíèå çàäà÷è

íà÷èíàåòñÿ ñ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè h2(y2) = min{Q1(y0, y1) +Q2(y1, y2)}.

y0 < y1 < y2

äëÿ âñåõ çíà÷åíèé y2, ëåæàùèõ âíóòðè îòðåçêà (a, b). Ïîëó÷èâøàÿñÿ ïðè ýòîì çàâè-
ñèìîñòü îò y2 îïòèìàëüíîé âåëè÷èíû y10(y2) çàïîìèíàåòñÿ.

Íà ñëåäóþùåì ýòàïå èùåòñÿ ôóíêöèÿ h3(y3) = min{h2(y2) +Q3(y2, y3)}.

y10 < y2 < y3

è çàïîìèíàåòñÿ çàâèñèìîñòü y20(y3).
Àíàëîãè÷íàÿ ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ äî j = N . Íà ýòîì ïîñëåäíåì øàãå ïî-

ëó÷àþòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è (10) hN(yN) = min{hN−1(yN−1) +QN(yN−1, yN)}.

yN−2,0 < yN−1 < yN

è ôóíêöèÿ yN−1,0(yN). Èç ðàâåíñòâà yN = b íàõîäèì âåëè÷èíó yN−1,0, à çàòåì è âñå
ïðåäøåñòâóþùèå îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ãðàíèö èíòåðâàëîâ âïëîòü y1.

Íåñìîòðÿ íà óíèâåðñàëüíûé õàðàêòåð ðàññìîòðåííîãî âûøå àëãîðèòìà, â ðÿäå
÷àñòíûõ çàäà÷ ðåøåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü íåïîñðåäñòâåííî.

Ïðèìåð 1. Â òåõíè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ õàðàêòåðèñòèêà óñòðîéñòâà ÷à-
ñòî ïðåäñòàâèìà â âèäå ϕ(x, y) = v(x)u(y). Òîãäà (8) ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó âûðà-
æåíèþ:

v(xk) = ϕ1k/

yk∫
yk−1

u(y)dFk(y). (14)
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Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ â ôîðìóëó (7), ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ ïàðöè-
àëüíûõ ôóíêöèé

Qk(yk−1, yk) = Bk(ϕ1k)
2

yk∫
yk−1

[u(y)/Uk − 1]2dFk(y). (15)

Uk =

yk∫
yk−1

u(y)dFk(y).

Äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ñòåïåííîé ôóíêöèè u(y) = yp è ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ôàêòîðà y

f(y) = dF (y)/dy = {1/(b− a), a < y < b; 0, y < a, y > b}

ðåøåíèå çàäà÷è ìîæåò áûòü íàéäåíî àíàëèòè÷åñêè. Äåéñòâèòåëüíî, â ðåçóëüòàòå
íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ôîðìóëû (15) ïîëó÷àåì

Qk = Bk(ϕ1k)
2{(p+ 1)2/(2p+ 1) sh(αk/2) sh[(2p+ 1)αk/2] sh−2[(p+ 1)αk/2)]− 1}, (16)

ãäå αk = ln(yk/yk−1). Îòìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå äëÿ Qk ïðè p = 1/2 è p = −1 ìîæíî
îïðåäåëèòü èç (16) ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì.

Åñëè Bk = 1/N è ϕ1k = ϕ0 (k = 1 . . . N), òî çàäà÷à (10) ñ ïàðöèàëüíûìè

ôóíêöèÿìè (16) è óñëîâèåì
N∑
k=1

αk = α∑ = ln(b/a) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ôóíêöèè Qk(αk) ïðè ïðîèçâîëüíîì
p < 0 íîñÿò ìîíîòîííûé õàðàêòåð, ïîýòîìó îïòèìàëüíûì áóäåò ðàâíîìåðíîå ðàñïðå-
äåëåíèå ðåñóðñà, ò. å. αk0 = α∑/N, k = 1 . . . N . Ãðàíèöû îòðåçêîâ yk0 â ýòîì ñëó÷àå
ÿâëÿþòñÿ ÷ëåíàìè ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè yk0 = a(b/a)k/N . Âåëè÷èíû ïàðàìåò-
ðîâ xk0, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòîìó ðàçáèåíèþ, íàõîäÿòñÿ èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (14)
ïîñëå ïðåäâàðèòåëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èõ ïðàâûõ ÷àñòåé.

Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ðàñïðåäåëåíèå αi = α∑, αk = 0, i = 1 . . . N, k =
1 . . . N, k 6= i, ïo ñóùåñòâó îïèñûâàþùåå ñëó÷àé N = 1, íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, òî
ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ñ ðîñòîì N ìèíèìàëüíàÿ âåëè÷èíà êðèòåðèÿ Q ñíèæàåòñÿ.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ õàðàêòåðèñòèêó óñòðîéñòâà

ϕ(x, y) = [(y + x)/(y − x)]n, (17)

ãäå n � öåëîå, n > 0. Äëÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ôàêòîðà y è óñëîâèÿ ϕ1k =
ϕ0, k = 1 . . . N , èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå (17) ïî ñòåïåíÿì 2x/(y − x), ïðåîáðàçóåì
âûðàæåíèÿ (7) è (8) ê ñëåäóþùåìó âèäó:

< gk1(xk, yk, yk−1) >=
n∑
i=0

Cn
i (wk)

iqi(rk)− ϕ0 = 0, (18)

D1k =
2n∑
i=0

C2n
i (wk)

iqi(rk)− ϕ2
0 = 0. (19)
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Çäåñü
rk = ln[(yk − xk)/(yk−1˘xk)], (20)

wk = 2xk/(yk˘yk−1),

qi(rk) = 2i shi−1(rk/2) sh[rk(i− 1)/2]/(i˘1), q1 = rk. (21)

Ôîðìóëû (20) è (21) ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå

k = ln(yk/yk−1) = ln[(wk + 1) sh(rk/2) + ch(rk/2)]− ln[(wk − 1) sh(rk/2) + ch(rk/2)].

Ôàêòè÷åñêè ìû îïÿòü ïðèøëè ê çàäà÷å ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ. Äåéñòâèòåëü-
íî, ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ wk = w(rk) â ôîðìóëó (18) ìîæíî â ïðèíöèïå
îïðåäåëèòü çàâèñèìîñòü rk = r(αk). Ïðè ýòîì âûðàæåíèå äëÿ äèñïåðñèè áóäåò çàâè-

ñåòü òîëüêî îò ïåðåìåííîé αk, íî
N∑
k=1

= αk = α∑.
Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïðè n = 1 ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (18) èìååò âèä wk = w(rk) =

(ϕ0˘1)/rk, à ïîñêîëüêó ïðè ýòîì αk = α(rk) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîíîòîííóþ ôóíê-
öèþ, òî èìååòñÿ åäèíñòâåííîå ðåøåíèå rk = α−1(αk). Êðîìå òîãî, äèñïåðñèÿ D1k =
(ϕ0˘1)2[sh2(rk/2)/(rk/2)2˘1] òàêæå ìîíîòîííî èçìåíÿåòñÿ ñ ðîñòîì rk. Âñå ýòî ïîçâî-
ëÿåò ñäåëàòü âûâîä, ÷òî îïòèìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ðåñóðñà α∑ áóäåò ðàâíîìåðíûì,
ò.å. αk0 = α∑/N, k = 1 . . . N, yk0 = a(b/a)k/N . Ïðè Bk = 1/N ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó
âûðàæåíèþ äëÿ îïòèìàëüíîé âåëè÷èíû êðèòåðèÿ: Q0 = (ϕ0˘1)2[sh2(r0/2)/(r0/2)2˘1],
ãäå r0 îïðåäåëÿåòñÿ èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

α∑/N = ln[((ϕ0˘1)/r0 + 1) sh(r0/2) + ch(r0/2)]˘ ln[((ϕ0˘1)/r0 − 1) sh(r0/2) + ch(r0/2)].

Ñôîðìóëèðîâàí ïðèíöèï îïòèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ ýëåìåíòîâ ïðè ðåøåíèè çà-
äà÷ ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ðàññìîòðåí àëãîðèòì ðåøåíèÿ îäíîôàêòîð-
íîé çàäà÷è ñ ïîìîùüþ ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ
ðÿäà ïðèìåðîâ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïðîáëåìå ðàñïðåäåëåíèÿ îãðàíè÷åííûõ ðåñóðñîâ.
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Abstract: This article describes the prospects for the use of cloud technologies in
the learning process, a description of the course ¾cloud technology¿ aimed to explore the
wide range of ¾web-services¿.

Keywords: cloud computing, web services, distance education technologies,
e-learning.

Ñîâðåìåííûå ïåäàãîãè÷åñêèå ïîòðåáíîñòè äèêòóþò àêòóàëüíîñòü ïðèìåíåíèÿ
èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé â ñèñòåìå îáðàçîâàíèÿ. Ñåãîäíÿ òðåáóåòñÿ ó ó÷àùèõñÿ
ñôîðìèðîâàòü íàâûêè ñàìîñòîÿòåëüíîé ó÷åáíîé äåÿòåëüíîñòè, òâîð÷åñêîãî è èññëå-
äîâàòåëüñêîãî ïîäõîäà â îáó÷åíèè, ñôîðìèðîâàòü êðèòè÷åñêîå ìûøëåíèå. Â âåê èí-
ôîðìàöèè çíàíèÿ ñàìè ïî ñåáå ïåðåñòàþò áûòü ñàìîöåëüþ, îíè ñòàíîâÿòñÿ óñëîâèåì
äëÿ óñïåøíîé ðåàëèçàöèè ëè÷íîñòè, åå ïðîôåññèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè.

Â íîâîì çàêîíå ¾Îá îáðàçîâàíèè¿ ñêàçàíî, ÷òî ¾ïðè ðåàëèçàöèè îáðàçîâàòåëü-
íûõ ïðîãðàìì èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå îáðàçîâàòåëüíûå òåõíîëîãèè, â òîì ÷èñëå
äèñòàíöèîííûå îáðàçîâàòåëüíûå òåõíîëîãèè è ýëåêòðîííîå îáó÷åíèå¿[1].

Òàêæå â çàêîíå ðàçúÿñíÿþòñÿ ïîíÿòèÿ: äèñòàíöèîííûå îáðàçîâàòåëüíûå òåõ-
íîëîãèè è ýëåêòðîííîå îáó÷åíèå. ¾Ïîä ýëåêòðîííûì îáó÷åíèåì ïîíèìàåòñÿ îðãàíè-
çàöèÿ îáðàçîâàòåëüíîé äåÿòåëüíîñòè ñ ïðèìåíåíèåì ñîäåðæàùèõñÿ â áàçàõ äàííûõ
è èñïîëüçóåìîé ïðè ðåàëèçàöèè îáðàçîâàòåëüíûõ ïðîãðàìì èíôîðìàöèè è îáåñïå-
÷èâàþùèõ åå îáðàáîòêó èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, òåõíè÷åñêèõ ñðåäñòâ, à òàêæå
èíôîðìàöèîííî-òåëåêîìóíèêàöèîííûõ ñåòåé, îáåñïå÷èâàþùèõ ïî ëèíèÿì ñâÿçè óêà-
çàííîé èíôîðìàöèè, âçàèìîäåéñòâèå ó÷àùèõñÿ è ïåäàãîãè÷åñêèõ ðàáîòíèêîâ¿.

Äèñòàíöèîííûå îáðàçîâàòåëüíûå òåõíîëîãèè - ýòî ¾îáðàçîâàòåëüíûå òåõíîëî-
ãèè, ðåàëèçóåìûå â îñíîâíîì ñ ïðèìåíåíèåì èíôîðìàöèîííî-òåëåêîìóíèêàöèîííûõ
ñåòåé íà ðàññòîÿíèè âçàèìîäåéñòâèÿ ó÷àùèõñÿ è ïåäàãîãè÷åñêèõ ðàáîòíèêîâ¿.

Ýëåêòðîííîå îáó÷åíèå ìîæåò ïðîõîäèòü èñêëþ÷èòåëüíî â øêîëå è íå èìåòü
íèêàêîãî îòíîøåíèÿ ê äèñòàíöèîííûì òåõíîëîãèÿì. Îòëè÷èòåëüíîé ÷åðòîé äèñòàí-
öèîííûõ îáðàçîâàòåëüíûõ òåõíîëîãèé ÿâëÿåòñÿ óäàëåííîñòü ó÷åíèêà îò øêîëû è
íàëè÷èå ñâÿçè ñ èñïîëüçîâàíèåì èíôîðìàöèîííî-òåëåêîììóíèêàöèîííûõ ñåòåé.

Ïðè ðåàëèçàöèè äèñòàíöèîííîãî îáó÷åíèÿ íåëüçÿ íå âñïîìíèòü îá îáëà÷íûõ
òåõíîëîãèÿõ, êîòîðûì åùå òîëüêî ïðåäñòîèò ñûãðàòü ñâîþ ðîëü â îòå÷åñòâåííîé
ñèñòåìå îáðàçîâàíèÿ.

Çà÷àòêè òåîðèè îáëà÷íûõ âû÷èñëåíèé áûëè ñôîðìóëèðîâàíû â 1950-õ ãîäàõ
àìåðèêàíñêèì ó÷åíûì â îáëàñòè âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè Ãåðáåðòîì Ãðîøåì, íà-
÷àâøèì êàðüåðó â 1935 ãîäó. Òàêæå îáëà÷íûå âû÷èñëåíèÿ ñâÿçàíû ñ èìåíàìè âû-
äàþùèõñÿ àìåðèêàíñêèõ èíôîðìàòèêîâ Äæîíà Ìàêêàðòè è Äæîçåôà Ëèêëàéäåðà.
Äæîí Ìàêêàðòè � îñíîâîïîëîæíèê òåîðèè èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà, ðàçðàáîò÷èê
ÿçûêà Ëèñï, îñíîâàòåëü ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Äæîçåô Ëèêëàéäåð �
îäèí èç îñíîâîïîëîæíèêîâ ñåòè Èíòåðíåò.

Òåðìèí cloud computing (îáëà÷íûå âû÷èñëåíèÿ) ñòàë øèðîêî èñïîëüçîâàòüñÿ
â íà÷àëå 21 âåêà, âïåðâûå îí ïðîçâó÷àë â 2006 ãîäó â âûñòóïëåíèè ãëàâû Google
Ýðèêà Øìèäòà. Ïîñëå ýòîãî òåðìèí ñòàëè ÷àñòî èñïîëüçîâàòü â ñðåäñòâàì ìàññî-
âîé èíôîðìàöèè è íàó÷íûõ ïóáëèêàöèÿõ. Òàêæå ïîïóëÿðíîñòü òåðìèíó ïðèíåñëà
êîìïàíèÿ Amazon ïîñëå çàïóñêà ïðîåêòà Elastic Compute Cloud.

Òîëüêî â íà÷àëå 21 âåêà òåîðèÿ îáëà÷íûõ âû÷èñëåíèé íàøëà ïðàêòè÷åñêîå
âîïëîùåíèå è áîëåå òîãî èìååò õîðîøèå ïåðñïåêòèâû â áóäóùåì. Îáëà÷íûå ñåðâèñû
� ýòî ñåðâèñû áóäóùåãî, îíè ïîñòåïåííî èçáàâëÿþò îò íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàòü
æåñòêèé äèñê. Âîçìîæíîñòü ðåäàêòèðîâàíèÿ ôàéëîâ èç ëþáîãî ìåñòà, ãäå åñòü äî-
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ñòóï ê ñåòè Èíòåðíåò, ñóùåñòâåííî ïîøàòíåò âàæíîñòü ñòàöèîíàðíûõ õðàíèëèù.
Ñòèðàíèå ãðàíèö ìåæäó ðàçíûìè êîìïüþòåðíûìè óñòðîéñòâàìè ñòàíåò â áëèæàé-
øåå âðåìÿ ãëàâíîé çàäà÷åé IT-èíäóñòðèè.

Ïîä îáëà÷íûìè òåõíîëîãèÿìè áóäåì ïîíèìàòü òàêóþ ôîðìó îáðàáîòêè äàí-
íûõ, ïðè êîòîðîé êîìïüþòåðíûå ðåñóðñû (îáëàñòü íà æåñòêîì äèñêå, ïðîãðàììíîå
îáåñïå÷åíèå) ïðåäîñòàâëÿþòñÿ ïîëüçîâàòåëþ êàê Èíòåðíåò-ñåðâèñ. Ïðåèìóùåñòâà
èñïîëüçîâàíèÿ îáëà÷íûõ òåõíîëîãèé î÷åâèäíû: ñíèæåíèå çàòðàò ñâÿçàííûõ ñ ïðèîá-
ðåòåíèåì ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ (ôàêòè÷åñêè ìû çàãðóæàåì ïðîãðàììíîå îáåñ-
ïå÷åíèå èç ñåòè Èíòåðíåò), ýêîíîìèÿ äèñêîâîãî ïðîñòðàíñòâà çà ñ÷åò ðàçìåùåíèÿ
äàííûõ íà óäàëåííûõ ñåðâåðàõ, ñíèæåíèå òðåáîâàíèé ê ìîùíîñòè ÏÊ, ïîâûøåíèå
ìîáèëüíîñòè ðàáîòû (ìû ìîæåì ðåäàêòèðîâàòü ôàéëû â óäîáíîì ìåñòå â óäîáíîå
äëÿ íàñ âðåìÿ, ãëàâíîå, ÷òîáû áûë äîñòóï ê ñåòè Èíòåðíåò) [2]. Êîíå÷íî, ïîÿâëÿ-
þòñÿ íåêîòîðûå ïðîáëåìû ñâÿçàííûå ñ çàâèñèìîñòüþ ñîõðàííîñòè ïîëüçîâàòåëüñêèõ
äàííûõ îò êîìïàíèé, êîòîðûå ïðåäîñòàâëÿþò óñëóãè cloud computing. Ïîÿâëÿþòñÿ
âîïðîñû: äîñòàòî÷íî ëè íàäåæíî çàùèùåíû äàííûå â îáëàêå? Íåò ëè âåðîÿòíîñòè
òîãî, ÷òî ñàì âëàäåëåö Èíòåðíåò-ñåðâèñà ðåøèò âîñïîëüçîâàòüñÿ íàøèìè äàííûìè?
Êîíå÷íî, â ýïîõó ñåòè Èíòåðíåò ìíîãèå âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ èíôîðìàöèîííîé áåç-
îïàñíîñòüþ ñòîÿò î÷åíü îñòðî è ñïðàâåäëèâî.

Ñåãîäíÿ ñ îáëà÷íûìè òåõíîëîãèÿìè ïîëüçîâàòåëè ñåòè Èíòåðíåò ðàáîòàþò
ïðàêòè÷åñêè êàæäûé äåíü. ¾Îáëàêà¿ èñïîëüçóþò ëèáî äëÿ õðàíåíèÿ äàííûõ, ëèáî
ïðè ðàáîòå ñ îíëàéí-ïðèëîæåíèÿìè.

Èñïîëüçîâàíèå îáëà÷íûõ òåõíîëîãèé â îáó÷åíèè ìàòåìàòèêå âûçûâàåòñÿ ñëå-
äóþùèìè ïðè÷èíàìè:

1. Âîçìîæíîñòüþ ïðîâåäåíèÿ íåïðåðûâíîãî ìîíèòîðèíãà êà÷åñòâà ïîëó÷åí-
íûõ çíàíèé.

2. Ïîâûøåíèåì ìîòèâàöèè îáó÷àþùèõñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè îáëà÷íûõ ñåðâè-
ñîâ.

3. Âîçìîæíîñòüþ ñîçäàíèÿ èíôîðìàöèîííîé îáðàçîâàòåëüíîé ñðåäû äëÿ ôîð-
ìèðîâàíèÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ïîçíàâàòåëüíîé äåÿòåëüíîñòè îáó÷àåìûõ.

4. Ìîáèëüíûìè âîçìîæíîñòÿìè îáëà÷íûõ òåõíîëîãèé.
Ïèëîòíûé êóðñ ¾Îáëà÷íûå òåõíîëîãèè¿ áûë ðåàëèçîâàí ïðåïîäàâàòåëÿìè êà-

ôåäðû èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé è ìåòîäèêè ïðåïîäàâàíèÿ èíôîðìàòèêè Âîëî-
ãîäñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà íà ïðîôèëüíîé ñìåíå ¾Èíòåðíåøêà¿ â äåò-
ñêîì îçäîðîâèòåëüíîì ëàãåðå ¾Ëåñíàÿ ñêàçêà¿ Âîëîãîäñêîé îáëàñòè.

Êóðñ íàïðàâëåí íà çíàêîìñòâî ñ øèðîêèì ñïåêòðîì ¾web-ñåðâèñîâ¿. Ñåãî-
äíÿ ó âçðîñëîãî ÷åëîâåêà åñòü âîçìîæíîñòü ïîëüçîâàòüñÿ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì âåá-
ñåðâèñîâ � ýòî óñëóãè, ïðåäîñòàâëÿåìûå ïîðòàëàìè ýëåêòðîííîãî ïðàâèòåëüñòâà;
óñëóãè ýëåêòðîííûõ áàíêîâ; ïîêóïêà àâèî- è æåëåçíîäîðîæíûõ áèëåòîâ; ïåðåäà÷à
ñâåäåíèé ÷åðåç ñåòü Èíòåðíåò î êîììóíàëüíûõ óñëóãàõ è äð. Íå âñåãäà õâàòàåò îïû-
òà è çíàíèé ïîëüçîâàòüñÿ ýòèìè web-ñåðâèñàìè, ïîýòîìó ïîäãîòîâèòåëüíóþ ðàáîòó
íåîáõîäèìî âåñòè åùå ñî øêîëû.

Êóðñ ¾Îáëà÷íûå òåõíîëîãèè¿ - îäèí èç õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ ïðîåê-
òà Ïðîôèëüíàÿ ñìåíà ¾Èíòåðíåøêà¿ (òàáëèöà 1).

Ãëàâíîé öåëüþ áûëî ïîêàçàòü äåòÿì, ÷òî Èíòåðíåò ýòî íå òîëüêî èãðû, ïî÷-
òà è ñîöèàëüíûå ñåðâèñû, íî è ìîùíûé âû÷èñëèòåëüíûé ðåñóðñ, êîòîðûé ñïîñîáåí
ïîëíîöåííî çàìåíèòü ïî÷òè ëþáîå íàñòîëüíîå è íàòèâíîå ïðèëîæåíèå. Â ðàìêàõ êóð-
ñà ¾Îáëà÷íûå òåõíîëîãèè¿ ìû ó÷èëè äåòåé ïîëüçîâàòü ãëîáàëüíîé ñåòüþ Èíòåðíåò
ïðàâèëüíî, ýôôåêòèâíî è áåçîïàñíî [3].
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Òàáëèöà 1. Ó÷åáíî-òåìàòè÷åñêîå ïëàíèðîâàíèå êóðñà ¾Îáëà÷íûå òåõíîëîãèè¿

�
ï.ï.

Òåìà Îáúåì,
÷.

Ëê.,
÷.

Ïð.,
÷.

1. Ââåäåíèå â îáëà÷íûå òåõíîëîãèè. Îñ-
íîâíûå ïîíÿòèÿ, îáëàñòè ïðèìåíå-
íèÿ. Êëàññèôèêàöèÿ.

1 1 0

2. Îáðàáîòêà ãðàôèêè ñ ïîìîùüþ îá-
ëà÷íûõ ïðèëîæåíèé: ôîòî-ôèëüòðû,
ðåäàêòîðû ðàñòðîâîé ãðàôèêè, ðå-
äàêòîðû âåêòîðíîé ãðàôèêè, íåñòàí-
äàðòíûå ïîäõîäû ê îáðàáîòêå ãðàôè-
÷åñêîé èíôîðìàöèè.

3 0 3

3. Ñîçäàíèå íåëèíåéíûõ ïðåçåíòàöèé ñ
ïîìîùüþ èíòåðíåò-ïðèëîæåíèé.

3 1 2

4. Äåöåíòðàëèçîâàííîå óïðàâëåíèå
êîíòåíòîì ÷åðåç ñåðâèñû êîëëåêòèâ-
íîãî ãèïåðòåêñòà.

2 0 2

5. Ñåðâèñû äëÿ îðãàíèçàöèè ãðóïïîâîé
ðàáîòû (âèðòóàëüíûå äîñêè, âèðòó-
àëüíûå ðàáî÷èå ñòîëû, îðãàíàéçåðû,
èíôîðìåðû, ïëàíèðîâùèêè, èíòåë-
ëåêòóàëüíû êàðòû)

2 0 2

6. Äîïîëíèòåëüíûå îáëà÷íûå ñåðâèñû
(ñêðèíêàñòû, òåñòû, îïðîñíèêè, êàð-
òû, ëåíòû âðåìåíè è ò.ä.).

1 0 1

7. Îáëà÷íûå ñåðâèñû äëÿ èçó÷åíèÿ îñ-
íîâ àëãîðèòìèçàöèè è ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ

2 0 2

Âñåãî: 14 2 12

Áëàãîäàðÿ ¾îáëà÷íûì¿ ñåðâèñàì ó÷åíèê ïîëó÷àåò áîãàòóþ ïàëèòðó ñîâðåìåí-
íûõ èííîâàöèîííûõ âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ ïðîãðàììíûõ èíñòðóìåíòîâ äëÿ îá-
ðàáîòêè òåêñòà, ãðàôèêè, çâóêà, âèäåî, äëÿ îðãàíèçàöèè êîëëåêòèâíîé ðàáîòû íàä
èññëåäîâàòåëüñêèìè ïðîåêòàìè, äëÿ ïîäãîòîâêè è ó÷àñòèÿ â òâîð÷åñêèõ êîíêóðñàõ
è ò.ä.

Äëÿ ðåàëèçàöèè êóðñà ìîæíî èñïîëüçîâàòü êîìïüþòåðû (íîóòáóêè) ïîä
óïðàâëåíèåì îïåðàöèîííûõ ñèñòåì ñåìåéñòâà Windows/Linux/Mac OS, áðàóçåð (ðå-
êîìåíäóåìûì ÿâëÿåòñÿ Google Chrome) ñ àêòóàëüíîé âåðñèåé Flash Player. Ïðåä-
âàðèòåëüíî äëÿ êàæäîãî ó÷åíèêà äîëæåí áûòü ñîçäàí ïî÷òîâûé ÿùèê â ñåðâèñå
gmail.com.

Èñïîëüçîâàíèå îáëà÷íûõ òåõíîëîãèé ïîâûøàåò äîñòóïíîñòü è ïðàêòè÷åñêóþ
íàïðàâëåííîñòü îáðàçîâàòåëüíîãî ïðîöåññà. Äëÿ ìíîãèõ ïëàòíûõ ïðèëîæåíèé óæå
ñåãîäíÿ ñóùåñòâóþò áåñïëàòíûå è ïîëíîôóíêöèîíàëüíûå îáëà÷íûå àíàëîãè. Äîïîë-
íèòåëüíûé ïëþñ èõ èñïîëüçîâàíèÿ â ó÷åáíîì ïðîöåññå ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü õðà-
íåíèÿ èñõîäíûõ, ïðîìåæóòî÷íûõ è êîíå÷íûõ ìàòåðèàëîâ â îáëàêå, ÷òî çíà÷èòåëüíî
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ïîâûøàåò ìîáèëüíîñòü ó÷àñòíèêîâ ó÷åáíîãî ïðîöåññà.
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COMPULSORY DIDACTIC OF SYSTEM INFORMATIONAL CULTURE:
UNITY OF PROFESSIONAL AND UNIVERSAL TUTORING

Abstract: System informational culture analysis shows that education system
needs new forms and methods of learning to use. Volume and sophistication of scienti�c
knowledge are constantly growing. Subjects of the culture are busy with inter discipline
activity so that they feel the need of super discipline system knowledge. Traditional
tutoring which is professional one can't cope with challenge of the time. It must be
supplemented by universal tutoring aimed at the student's consciousness broadening up
to the natural science one. Universal education model based on universal tutoring is
proposed. The whole third world becomes student's educational space. New tutoring
didactic is theory sense discovery one. Student's natural science consciousness self
organization occurs through self discovery in respect of category language. It is mean
of the sense scienti�c objectivization used by system axiomatic method. Consciousness
intelligence technology is worked out. On the base of many discipline electronic library
student's personal intelligence environment is formed. Super computer intellectual
tutoring system helps student adaptively to overcome his di�culties. It must be done
during every learning seance. Universal tutoring approach is incarnated in intellectual
reality of abstract types of data, data bases, object oriented programming, knowledge
bases. In the surroundings system informational culture's continuous tutoring launches
out. There are examples of mathematical system work.

Keywords: EDUCATION: educational model, rational education; COGNITION:
system axiomatic method; STUDENT: system informational culture, traditional tutoring,
universal tutoring, consciousness; KNOWLEDGE: third world, educational space, cogno-
genes; DIDACTIC: used to, sense discovery; TECHNOLOGY: algebraic systems,
category language, abstract type of data, object oriented programming, knowledge
base; REALIZATION: intellectual tutoring system, ontological knowledge bases, many
discipline electronic library.

Áåç ... ïîìîùè ìû ñêëîííû ñêàòûâàòüñÿ ê ... èíñòèíêòèâíûì ïîíÿòèéíûì ñõåìàì...
Öåëü îáðàçîâàíèÿ (íà óäèâëåíèå íåóëîâèìûé ïðèíöèï...) � êîìïåíñèðîâàòü
íåäîñòàòêè íàøèõ èíñòèíêòèâíûõ ñïîñîáîâ ìûñëèòü î...ìèðå. Ñ. Ïèíêåð.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ. Â íîáåëåâñêîé ëåêöèè Á. Ðàññåë îòìåòèë, ÷òî ¾...ãëàâíîå, â ÷åì
íóæäàåòñÿ ìèð, ìå÷òàþùèé î ñ÷àñòüå, òàê ýòî â èíòåëëåêòå. À ýòî, â èòîãå, îïòèìè-
ñòè÷åñêèé âûâîä, ... èíòåëëåêò ìîæåò îáîãàùàòüñÿ ...¿. Â ñòàòüå ðàçúÿñíÿåòñÿ òåõ-
íîëîãèÿ ôîðìèðîâàíèÿ åñòåñòâåííîíàó÷íîãî ñîçíàíèÿ ó÷àùåãîñÿ, íåîáõîäèìàÿ äëÿ
îáó÷åíèÿ â ýïîõó ñèñòåìíî-èíôîðìàöèîííîé êóëüòóðû. Êàæäûé ñóáúåêò ¾æèâåò¿
â ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíîì òðåòüåì ìèðå çíàíèé, ÿâëÿþùåìñÿ èòîãîì ïîçíàíèÿ ðîäà,
¾äîñòóïíîì¿ äëÿ èçó÷åíèÿ â ñðåäå Èíòåðíåòà. Ýòî îáðàçîâàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî
íóæäàåòñÿ â îñìûñëåíèè, âîçìîæíîì ëèøü ïðè íàëè÷èè óíèâåðñàëüíîé ïîäãîòîâêè
íà áàçå ìàòåìàòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè. Òðàäèöèîííîå ïðåïîäàâàíèå íå ñïðàâëÿåòñÿ ñ
çàïðîñîì âðåìåíè è ïîýòîìó íóæäàåòñÿ â ðåôîðìå. Âîñòðåáîâàíû îáùèå ïðîïåäåâòè-
÷åñêèå êóðñû, ïîääåðæèâàþùèå ïðîöåññ íåïðåðûâíîãî îáðàçîâàíèÿ çà ñ÷åò ïîâûøå-
íèÿ óðîâíÿ êîíöåïòóàëüíîñòè çíàíèé, ñëóæàùåé ïðîÿñíåíèþ ñìûñëîâ òåîðèé. Ââè-
äó íåîáõîäèìîñòè ðàçâèòèÿ ó÷àùåãîñÿ (èç-çà ñëîæíîñòè íàó÷íîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
çíàíèÿ) óíèâåðñàëüíîå îáðàçîâàíèå â ïîëíîé ìåðå ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì ëèøü ïðè
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óñëîâèè, ÷òî â ïðîöåññå ïðåïîäàâàíèÿ áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ ñóïåðêîìïüþòåðíàÿ èí-
òåëëåêòóàëüíàÿ îáó÷àþùàÿ ñèñòåìà (ÈÎÑ). Â ñòîëü ñëîæíîé ðàáîòå òîëüêî ÈÎÑ
ïîä ñèëó îïåðàòèâíî îêàçûâàòü àäàïòèâíóþ ïîìîùü ó÷àùåìóñÿ. Èíñòðóìåíòàëüíûå
ñèñòåìû ïîçâîëÿò ñôîðìèðîâàòü è ïîääåðæèâàòü ëè÷íîñòíîå ïðîñòðàíñòâî ñìûñëîâ
ñóáúåêòà â ôîðìå ïåðñîíàëüíîé îíòîëîãè÷åñêîé áàçû çíàíèé, âçàèìîäåéñòâóþùåé ñ
ìåæäèñöèïëèíàðíîé ýëåêòðîííîé áèáëèîòåêîé.

Âîçíèêøàÿ ñèñòåìíî-èíôîðìàöèîííàÿ êóëüòóðà áðîñàåò âûçîâ ñèñòåìå îáðà-
çîâàíèÿ � îáåñïå÷èòü ñâîáîäó ðàçâèòèÿ âñåõ ñóáúåêòîâ êóëüòóðû. Äåéñòâóþùàÿ òðà-
äèöèîííàÿ ãóìàíèòàðíàÿ ìîäåëü îáó÷åíèÿ (ñì. ðèñ. 1) íå ñòàâèò çàäà÷è ðàçâèòèÿ
ëè÷íîñòè, à îãðàíè÷èâàåòñÿ ëèøü ïðîôåññèîíàëüíîé ïîäãîòîâêîé ó÷àùåãîñÿ. Ïîýòî-
ìó îíà íå ñîñòîÿòåëüíà äëÿ îáùåñòâà çíàíèÿ. Ýòî âûíóæäàåò ïðîâîäèòü èññëåäîâà-
íèÿ, öåëüþ êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà íîâûõ ìîäåëåé è òåõíîëîãèé îáó÷åíèÿ. Òàê,
íàïðèìåð, â ïðîåêòå [1] ïðåäïðèíÿòà ìîäèôèêàöèÿ íûíå äåéñòâóþùåé ãóìàíèòàðíîé
ìîäåëè îáó÷åíèÿ (ðèñ. 1) ïðèìåíèòåëüíî ê íîâûì óñëîâèÿì.

Ïî ìíåíèþ àâòîðîâ ñòàòüè, ñèñòåìíî-èíôîðìàöèîííàÿ êóëüòóðà íóæäàåòñÿ â
íîâîé ðàöèîíàëüíîé óíèâåðñàëüíîé ìîäåëè îáó÷åíèÿ (ðèñ. 2), íàöåëåííîé íà ðàç-
âèòèå ìûøëåíèÿ ó÷àùåãîñÿ. Òàê êàê îïîçíàíèå ñìûñëîâ êóëüòóðû ïðîèñõîäèò ïî-
ñðåäñòâîì ¾èíòåëëåêòóàëüíîãî ïðîðûâà¿, òî íîâîé äèäàêòèêîé îáó÷åíèÿ ñòàíîâèòñÿ
äèäàêòèêà îòêðûòèÿ [2], à íå ïðåæíÿÿ äèäàêòèêà ¾ïðèâûêàíèÿ ê çíàíèþ¿. Ïðåä-
ëàãàåìûé ïîäõîä è òåõíîëîãèÿ ðàçâèòèÿ ñîçíàíèÿ ó ó÷àùåãîñÿ ñîîòâåòñòâóåò ïîâñå-
äíåâíîé ïðàêòèêå èñïîëüçîâàíèÿ ñèñòåìíûõ èíñòðóìåíòîâ. Óíèâåðñàëüíîå îáó÷åíèå
ïîääåðæàíî äâîéñòâåííîé òåõíîëîãèåé � îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûì ïðîãðàììèðî-
âàíèåì, àáñòðàêòíûìè òèïàìè äàííûõ è áàçàìè çíàíèé. Ïðåäëàãàåìàÿ èííîâàöèÿ [2]
ìîæåò áûòü îçàãëàâëåíà êàê ¾Äèäàêòèêà îòêðûòèÿ: ÷åðåç ôîðìû ê òî÷íî âûðàçè-
ìûì ñìûñëàì¿.

Ðèñ. 1. Ãóìàíèòàðíàÿ ìîäåëü îáó÷åíèÿ (ÃÌÎ)

Óíèâåðñàëüíàÿ ìîäåëü îáó÷åíèÿ (ÓÌÎ). Íàñòàëî âðåìÿ, êîãäà ïðè ñè-
ñòåìíîé ðàáîòå óæå íåëüçÿ îãðàíè÷èâàòüñÿ ëèøü îáùèì âîñïðèÿòèåì ñìûñëîâ êóëü-
òóðû (ïîäõîä [1]), à òðåáóåòñÿ èõ òî÷íî ïðåäñòàâëÿòü íà ÿçûêå êàòåãîðèé, èñïîëüçóÿ
ñèñòåìíûé àêñèîìàòè÷åñêèé ìåòîä (ïîäõîä àâòîðîâ [2]).

Ðèñ. 2. Óíèâåðñàëüíàÿ ìîäåëü îáó÷åíèÿ (ÓÌÎ)
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Çàäà÷åé ïåðâîñòåïåííîé âàæíîñòè ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå åñòåñòâåííîíàó÷íîãî ñî-
çíàíèÿ ó÷àùåãîñÿ. Äîñòóï ê çíàíèÿì òðåòüåãî ìèðà ñ ïîìîùüþ ¾óìíûõ¿ ìàøèí è
Èíòåðíåòà ïîðîäèë ñèñòåìíî-èíôîðìàöèîííóþ êóëüòóðó. Ñîöèóì îòêëèêíóëñÿ çà-
ïðîñîì íà ñïåöèàëèñòà , ñïîñîáíîãî ê ýêñïàíñèè â ìåæäèñöèïëèíàðíûå îáëà-

ñòè ÷åðåç äåÿòåëüíîñòü ñî çíàíèåì â èíñòðóìåíòàëüíûõ ñèñòåìàõ. Ïðîáëå-
ìà ïîëó÷åíèÿ íàäïðåäìåòíîãî çíàíèÿ òðåáóåò ðàçðåøåíèÿ â ñâÿçè ñ ðàñòóùèì
îáúåìîì è ñëîæíîñòüþ îáðàçîâàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ñóáúåêòà êóëüòóðû. Òðàäè-
öèîííîå îáó÷åíèå íóæäàåòñÿ â ðàñøèðåíèè � äîáàâëåíèè óíèâåðñàëüíîé ïîäãîòîâ-
êè. Îïîçíàíèå ñìûñëîâ ñòàíîâèòñÿ âàæíåå âîñïðèÿòèÿ çíàíèé. Êîãäà îáó÷åíèå ñòà-
íîâèòñÿ íåïðåðûâíûì, à ó÷åáíûé ìàòåðèàë � ìåæïðåäìåòíûì, îáðàçîâàíèå äîëæ-
íî îáåñïå÷èòü óíèâåðñàëüíóþ àäàïòèâíîñòü ó÷àùåãîñÿ. Òðåáóåòñÿ òàêàÿ ðåôîðìà,
â êîòîðîé ñëåäóåò ïðîÿâèòü è ÿâíî îáåñïå÷èòü ïðåäâîñõèùåíèå ó÷àùåãîñÿ � ïåðå-
õîä îò îáùåêóëüòóðíîãî âîççðåíèÿ ê åñòåñòâåííîíàó÷íîìó ìèðîâîççðåíèþ.
Îáùåêóëüòóðíàÿ ðîëü îáó÷åíèÿ êîí÷èëàñü. Ó÷àùåìóñÿ ïðèõîäèòñÿ æèòü â íà-

óêå . Îáó÷åíèå äîëæíî ñòèìóëèðîâàòü ñàìîïîçíàíèå è ñàìîîðãàíèçàöèþ ñîçíà-
íèÿ ó÷àùåãîñÿ. Ïîýòîìó óíèâåðñàëüíàÿ ìîäåëü îáó÷åíèÿ (ðèñ.2) ñîäåðæèòÌîäåëü
ó÷àùåãîñÿ (ðèñ.3). Àâòîðàìè ïðåäëîæåíà òåõíîëîãèÿ îáó÷åíèÿ [2], êîòîðàÿ ó÷èòû-
âàåò ïðåáûâàíèå ó÷àùåãîñÿ â ðåàëèÿõ ìèðà ñèñòåìíîé äåÿòåëüíîñòè (ðèñ.3). Ñóáú-
åêòà êóëüòóðû ñëåäóåò ïðèîáùèòü ê òî÷íîìó ïðîòîêîëó ñìûñëîâ äëÿ ëè÷íîñòíîãî
ïîçíàíèÿ íà óðîâíå ïîèñêà-îòêðûòèÿ ñìûñëà çíàíèÿ (ñì. ðèñ.2,3), à íå íà óðîâíå
çíàíèÿ-èñïîëüçîâàíèÿ ðåçóëüòàòà, êàê ýòî ïðîèñõîäèò ïðè òðàäèöèîííîì îáó÷åíèè
(ñì. ðèñ.1).

1 ÐÀÖÈÎÍÀËÜÍÎÅ ÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÅ. Ãóìàíèòàðíîå çíàíèå îðãàíè-
çîâàíî ðàöèîíàëüíî â òåîðèÿõ ÿçûêà, ìèôà, ðåëèãèè, èñêóññòâà, íàóêè [3]. Ãóìà-
íèòàðíàÿ ìîäåëü îáó÷åíèÿ ðåàëèçóåò ïðàâî íà êóëüòóðíîå âîççðåíèå è ïðîôåññèî-
íàëüíóþ ïðèãîäíîñòü. Ñèñòåìíî-èíôîðìàöèîííàÿ êóëüòóðà ïåðìàíåíòíî âíåäðÿåò
ðàöèîíàëüíîå ìèðîâîççðåíèå, ñèñòåìíóþ äåÿòåëüíîñòü, ñóùåñòâîâàíèå â ìåæäèñöè-
ïëèíàðíîé ñðåäå, ñèíòåç ïðåäìåòîâ â èíñòðóìåíòàëüíûõ ñèñòåìàõ. Óíèâåðñàëüíîå
îáðàçîâàíèå (ðèñ.2) ââîäèò ðàáîòàþùèõ ñî çíàíèåì ñóáúåêòîâ â ðàöèîíàëüíûé ìèð.
Ìîäåëü óíèâåðñàëüíîãî îáó÷åíèÿ � ýòî ãåíåçèñ îáúåêòèâèçàöèè ðîäà, ðàñøèðÿåìîé
çà ñ÷åò ðàöèîíàëüíîãî ðàçâèòèÿ èíäèâèäà ðÿäà.

Ðèñ. 3. Ìîäåëü ó÷àùåãîñÿ ñèñòåìíî-èíôîðìàöèîííîé êóëüòóðû

Íàïðèìåð, â ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà îñóùåñòâëÿåòñÿ èíòåãðàöèÿ îáðàçîâà-
òåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ìåæôàêóëüòåòñêèìè ó÷åáíûìè êóðñàìè. Íà ôàêóëüòåòå ÂÌÊ
äåéñòâóåò ïðîãðàììà òåõíîñôåðà, íàöåëåííàÿ íà èçó÷åíèå ñîâðåìåííûõ èíñòðóìåí-
òàëüíûõ ñèñòåì êîìïüþòåðà. Çàáîòà î ñèíòåçå çíàíèé óæå ïðîÿâëÿåòñÿ ïîâñþäó.
Ñòóäåíòû-ìàòåìàòèêè èçó÷àþò îáùóþ àëãåáðó è äèñêðåòíûé àíàëèç. Â ãóìàíèòàð-
íîì óíèâåðñèòåòå ÐÃÃÓ ïðåïîäàåòñÿ êóðñ ¾Àëãåáðàè÷åñêèå ìåòîäû â èíôîðìàòè-
êå¿ [4]. Â òåõíè÷åñêîì óíèâåðñèòåòå ÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áàóìàíà èçó÷àþò ñèñòåìíûé
àíàëèç, à ëàáîðàòîðíûìè ïðàêòèêóìàìè îáúåäèíÿþò ðàáîòó ñòóäåíòîâ ðàçíûõ êóð-
ñîâ. Èíôîðìàòèêà âçÿòà â êà÷åñòâå áàçîâîãî êóðñà âûñøåé øêîëû [5] äëÿ òîãî, ÷òî-
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áû ¾ñäåëàòü êàæäîãî íàñòîëüêî îñâåäîìëåííûì â äèñêðåòíûõ îïåðàöèÿõ, íàñêîëüêî
çíàêîìû ñ íåïðåðûâíûìè îïåðàöèÿìè âñå, èçó÷àþùèå àíàëèç¿. Â êóðñ [5] ñëåäîâàëî
áû äîáàâèòü ÿçûêè ñïåöèôèêàöèé, íåîáõîäèìûå äëÿ ðàöèîíàëüíîé îáúåêòèâèçàöèè
ñèñòåìíî-èíôîðìàöèîííîé êóëüòóðû.

2 ÒÐÀÄÈÖÈÎÍÍÎÅ ÎÁÓ×ÅÍÈÅ ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòíûì è ïðîèñõîäèò â
ñîîòâåòñòâèè ñ ãóìàíèòàðíîé ìîäåëüþ (ðèñ.1). Îíî ñëîæèëîñü ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ
íàóêîé. Ñíà÷àëà, ñ ïîìîùüþ àíàëèçà, ïðîôåññèîíàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ¾äîáûâàëè¿
îáúåêòèâíîå ñîäåðæàíèå ïðåäìåòîâ, à çàòåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû èñïîëüçîâàëèñü
äëÿ áûñòðîãî îñâîåíèÿ ðàöèîíàëüíûõ äèñöèïëèí. Ïîýòîìó â ó÷åáíûõ êóðñàõ ïðå-
îáëàäàþò àëãîðèòìè÷åñêîå è àëãåáðàè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèÿ ìàòåðèàëà, ñïîñîáñòâó-
þùèå åãî îñâîåíèþ, à îïðåäåëÿþùèìè ÷åðòàìè òðàäèöèîííîãî îáó÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ
ïðåäìåòíîñòü è óçêàÿ ïðîôåññèîíàëüíàÿ íàïðàâëåííîñòü. Òðàäèöèîííîå îáðàçîâàíèå
îñíîâàíî íà äèäàêòèêå ¾ïðèâûêàíèÿ¿ ïî Óñïåíñêîìó: ïîíÿòü � çíà÷èò ïðèâûêíóòü.
Îòñþäà ¾ïîâòîðåíèå � ìàòü ó÷åíèÿ¿ è ó÷àùèéñÿ íå äîëæåí îøèáàòüñÿ. Óïðîùåííûé
ïîäõîä ê îáó÷åíèþ óäîáåí ñîöèóìó: ¾íå ìîæåøü � íàó÷èì, íå õî÷åøü � çàñòàâèì¿.
Íå ñëó÷àéíî, ÷òî â òðàäèöèîííîé ãóìàíèòàðíîé ìîäåëè îáó÷åíèÿ (ñì. ðèñ.1) èñïîëü-
çóåòñÿ ïîíÿòèå ¾òâîð÷åñòâà¿, îçíà÷àþùåãî íàëè÷èå ó ó÷àùåãîñÿ ñôîðìèðîâàííûõ
ñèíòåçèðóþùèõ ñâÿçåé ñ òðåòüèì ìèðîì çíàíèé, êîòîðûå â êîíêðåòíûõ ïðåäìåòàõ
ïðîÿâëÿþòñÿ íà óðîâíå îáùåãî áåññîçíàòåëüíîãî âîñïðèÿòèÿ.

Èìååòñÿ âåñüìà ñëàáàÿ íàäåæäà íà ïîíèìàíèå íàóêî�åìêèõ äèñöèïëèí ëèøü çà
ñ÷åò òâîð÷åñêîãî íà÷àëà ÷åëîâåêà. Áåç ïîìîùè ñî ñòîðîíû ëèáî ïðåïîäàâàòåëÿ, ëè-
áî êîìïüþòåðíîé ÈÎÑ íå îáîéòèñü. Êðîìå òîãî, â ýïîõó ñèñòåìíî-èíôîðìàöèîííîé
êóëüòóðû ìèðîâîççðåí÷åñêîå çíà÷åíèå îáðàçîâàíèÿ òàêæå íå äîëæíî îñòàâàòüñÿ íà
âòîðîì ïëàíå. Â ýòîì ïðîÿâëÿåòñÿ íåýôôåêòèâíîñòü òðàäèöèîííîãî îáó÷åíèÿ. Ó÷à-
ùèéñÿ íå ïðèîáðåòàåò ïðåäñòàâëåíèé î ñìûñëàõ, íå ïðåäâèäèò è íå îïîçíàåò èõ, íå
ðàçâèâàåò ñâîå ìûøëåíèå. Ýòî â XIX âåêå îòìå÷àë åù�å âåëèêèé èðëàíäñêèé ìàòå-
ìàòèê Ó. Ãàìèëüòîí. Â èòîãå, ñîöèóì ñòàëêèâàåòñÿ ñ íåèçáåæíûì: ñïåöèàëèñò ëèáî
î÷åíü õîðîø, ëèáî î÷åíü ïëîõ è äàæå ¾îïàñåí¿. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òðàäèöèîííàÿ
äèäàêòèêà îáó÷åíèÿ (ïðèâûêíóòü ê ïðåäìåòó) ãóìàííà. Â íåé ïðèçíàåòñÿ áåñïî-
ìîùíîñòü ó÷àùåãîñÿ â îòíîøåíèè ôóíäàìåíòàëüíûõ ñèíòåçèðóþùèõ ñìûñëîâ. Óæå
õîðîøî, åñëè îí îòëè÷àåò èñòèíó îòî ëæè, çíàåìîå îò íåçíàåìîãî, ïîíèìàåìîå îò
íåïîíèìàåìîãî.

3 ÓÍÈÂÅÐÑÀËÜÍÎÅ ÎÁÓ×ÅÍÈÅ îòâå÷àåò çà ôîðìèðîâàíèå ñèñòåì-
íîãî ñîçíàíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàöèîíàëüíîé ìîäåëüþ ÓÌÎ (ñì. ðèñ.2). Óíèâåðñàëü-
íàÿ ìîäåëü ÓÌÎ ñðàçó ïðåäëàãàåò âíîñèòü ÿñíîñòü ïðåäñòàâëåíèé. Ïðè îïîçíàíèè
ñìûñëîâ ñëåäóåò îïèðàòüñÿ íà ñèñòåìíûé àêñèîìàòè÷åñêèé ìåòîä, à íå íàäåÿòüñÿ íà
òâîð÷åñêîå ¾îçàðåíèå¿. Ñïåöèàëüíîñòü ïîçíàåòñÿ â ãðàíèöàõ ãóìàíèòàðíîãî âîñïðè-
ÿòèÿ æèçíè. Äëÿ óñïåøíîé ìåæäèñöèïëèíàðíîé äåÿòåëüíîñòè ïîñðåäñòâîì óíèâåð-
ñàëüíîãî îáó÷åíèÿ äîëæíî ïðîèñõîäèòü äîïîëíèòåëüíîå íàäïðåäìåòíîå îïîçíàíèå
ñìûñëîâ. Óíèâåðñàëüíîå îáó÷åíèå � ñëåäñòâèå áèôóðêàöèè îáðàçîâàíèÿ â íîâîé
ýïîõå, çàâåðøèâøåé îáùåêóëüòóðíóþ ðîëü îáó÷åíèÿ. Áèôóðêàöèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ
äåÿòåëüíîñòüþ â äèíàìèêå ñèñòåìíî-èíôîðìàöèîííîé êóëüòóðû è èìååò ñîöèàëü-
íûå ïðîÿâëåíèÿ � íåïðåðûâíîñòü îáðàçîâàíèÿ è íîâîå áûòèå èíäèâèäà � æèçíü â

íàóêå .
Ñ ïîìîùüþ Èíòåðíåòà ñëîæèâøàÿñÿ îáúåêòèâèçàöèÿ êóëüòóðû ïîçâîëÿåò

ñòðîèòü îïîçíàíèå ó÷àùåãîñÿ íà óðîâíå ìåòàñìûñëà � âòîðîãî ñîçíàíèÿ , ò.å. çíà-
íèÿ î ïîçíàíèè. Åñòåñòâåííîíàó÷íàÿ îáúåêòèâèçàöèÿ âûíóæäàåò ê ñàìîðàçâèòèþ

400



Ñåêöèÿ 10. Ïðîáëåìû ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè â øêîëå è âóçå

ñóáúåêòà íà áàçå ïîçíàííîãî ðîäîì. Ïîçèòèâíàÿ äèäàêòèêà ñìûñëà ïî Êîëìîãîðî-
âó îïåðåäèëà âðåìÿ, îïîâåñòèâ î äîñòèãíóòîì ñîñòîÿíèè ìàòåìàòè÷åñêîãî çíàíèÿ,
ïðè êîòîðîì ñòàëî âîçìîæíûì ïîñòèæåíèå ïðåäåëüíûõ ñèñòåìíûõ àáñòðàêöèé. Ðå÷ü
èäåò îá àêñèîìàòèçàöèè òåîðèé, ìåòàìàòåìàòèêå, óíèâåðñàëüíîé àëãåáðå. Ïðîÿñíå-
íèå ñìûñëà ðàâíîñèëüíî îòêðûòèþ. Ïîýòîìó óíèâåðñàëüíîé ìîäåëè îáó÷åíèÿ îòâå-
÷àåò äèäàêòèêà îòêðûòèÿ è ñîïóòñòâóþùåå ðàçâèòèå ìûøëåíèÿ ó ó÷àùåãîñÿ ïîñðåä-
ñòâîì èíòåëëåêòóàëüíîãî ïðîðûâà. Ñìûñëû îòêðûâàþò ìîäåëèðîâàíèåì ïðåäìåò-
íûõ îáëàñòåé ñ ïîìîùüþ ñèñòåìíîãî àêñèîìàòè÷åñêîãî ìåòîäà è ñðàâíåíèåì ðåçóëü-
òàòîâ íà ÿçûêå êàòåãîðèé. Ïîýòîìó êàæäûé ñóáúåêò êóëüòóðû âûíóæäåí îñâîèòü
ñèñòåìíûé àêñèîìàòè÷åñêèé ìåòîä è åãî ãëàâíûé èíñòðóìåíò � ÿçûê êàòåãîðèé [6-8].

Èíôîðìàòèêà ðàñïðîñòðàíÿåò íà âñåõ ñóáúåêòîâ ñèñòåìíî-èíôîðìàöèîííîé
êóëüòóðû êîíñòðóêòèâíîå äåëî ìîäåëèðîâàíèÿ. ßçûêè ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ñïåöè-
ôèêàöèé, àáñòðàêòíûå òèïû äàííûõ, îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîå ïðîãðàììèðîâàíèå,
áàçû äàííûõ, áàçû çíàíèé äîáàâëÿþò ñèìâîëè÷åñêóþ ðåàëüíîñòü ïðåäåëüíûõ èäåà-
ëèçàöèé ê àáñòðàêòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ðåàëüíîñòè. Îáúåêòèâèçàöèÿ ìûñëè íóæäà-
åòñÿ â ðàçâèòèè ïîçíàâàòåëüíîé åñòåñòâåííîíàó÷íîé ôóíêöèè [3] íà îñíîâå
ÿçûêà êàòåãîðèé [6-8].

4 ÑÈÑÒÅÌÍÎ-ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÀß ÊÓËÜÒÓÐÀ äîñòèãëà âïå÷àò-
ëÿþùåãî åäèíñòâà çíàíèé, ïðåäúÿâëåííûõ òðåòüèì ìèðîì äîêóìåíòîâ [9]. Íàáëþ-
äàåòñÿ ïîñòîÿííûé ðîñò îáúåêòèâíîãî íàó÷íîãî çíàíèÿ [10]. Áàçû çíàíèé âêëþ÷àþò
èñòîðèþ èäåé � ïðîáëåìû, ïðåäïîëîæåíèÿ è îïðîâåðæåíèÿ, ñîäåðæàò êîíöåïòóàëü-
íóþ óïàêîâêó òåîðèé. Òðàäèöèîííàÿ íàó÷íàÿ è ó÷åáíàÿ ëèòåðàòóðà ïðîäîëæèëà ñâî�å
ñóùåñòâîâàíèå â ñèñòåìíîé ôîðìå ìåæäèñöèïëèíàðíûõ ýëåêòðîííûõ áèáëèîòåê. Îä-
íàêî ìûøëåíèå ñóáúåêòîâ îñòàåòñÿ íåñîñòîÿòåëüíûì äëÿ ïîçíàâàòåëüíîé äåÿòåëüíî-
ñòè â òðåòüåì ìèðå. Ãóìàíèòàðíûå ÿçûêè óæå èñ÷åðïàëè ñâîþ ïðîäóêòèâíîñòü è íå
äàþò ñèìâîëè÷åñêîé ôîðìû òåîðèé, âûðàæåííûõ íàó÷íûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè ÿçû-
êàìè ñðàâíåíèé.

Ïðîáëåìà îáúåêòèâèçàöèè ìûñëè äîñòèãëà ïðåäåëà � îíòîëîãèÿ óæå âåðèôè-
öèðóåò ýïèñòåìîëîãèþ. Àíàëèç ïîçíàíèÿ ðîäà ïî Êàíòó-Êàññèðåðó ñâåëñÿ ê ôîðìè-
ðîâàíèþ ñèñòåìíîãî ñîçíàíèÿ ðÿäà èíôîñôåðû. Ïðîâåðêà ñîñòîÿòåëüíîñòè êóëüòó-
ðû ïðîèñõîäèò ïðè êîãíîãåíåçå � ñîñòîÿíèè-ïðîöåññå ýâîëþöèîíèðóþùåãî ÷åëîâå-
êà, êîòîðûé íàáëþäàåòñÿ â íàñòóïèâøåé ýïîõå çíàíèÿ. Ïåðñîíàëüíûé ðîñò íàó÷íîãî
çíàíèÿ ñîäåéñòâóåò ýêñïàíñèè ìûøëåíèÿ íà îñíîâå âîëåâîé äåÿòåëüíîñòè, öåëè ïîâå-
äåíèÿ, êðèòè÷åñêîãî ñîçíàíèÿ äëÿ ñèñòåìíîé ñàìîîðãàíèçàöèè. Ñóáúåêòó ñèñòåìíî-
èíôîðìàöèîííîé êóëüòóðû ñëåäóåò ïåðåéòè îò ñàìîïîçíàíèÿ ê ïîñòðîåíèþ ïîäñî-
çíàíèÿ. Åãî ìûñëåêîä íóæäàåòñÿ â ÿçûêå ñìûñëîâ (ñì. ðèñ.2). Äèäàêòèêà îòêðûòèÿ
íàöåëåíà íà ïðèîáùåíèå ó÷àùåãîñÿ ê ñìûñëàì, ïîçíàííûì ðîäîì. Ñàìîðàçâèòèå è
ìåòàîðãàíèçàöèÿ ñîçíàíèÿ ñîõðàíÿò ¾æèâîå ÷óâñòâî öåëîãî¿ ïî Ã�åòå è ¾åäèíñòâî
äóõà¿ � ýíòåëåõèþ ïî Àðèñòîòåëþ.

Äëÿ ýôôåêòèâíîñòè êîãíîãåíåçà òðàäèöèîííûå ó÷åáíûå ìàòåðèàëû äîëæíû
áûòü ïðåîáðàçîâàíû â ëè÷íîñòíîå íàäïðåäìåòíîå îáðàçîâàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî, äî-
ïóñêàþùåå èõ àäàïòèâíîå èñïîëüçîâàíèå. Â ðàìêàõ òðàäèöèîííîé ìîäåëè îáó÷åíèÿ
ýòîìó ñïîñîáñòâóþò ïðîïåäåâòè÷åñêèå ìàòåðèàëû, êîòîðûå óæå âõîäÿò â ïðàêòèêó
ïðåïîäàâàíèÿ [11]. Êðîìå òîãî, ïîäãîòîâëåíà ñèñòåìíàÿ ôîðìà ïîçíàííîãî ðîäîì �
ìåæäèñöèïëèíàðíàÿ ýëåêòðîííàÿ áèáëèîòåêà.

5 ßÇÛÊ ÊÀÒÅÃÎÐÈÉ âûäåëåí â êà÷åñòâå öåëè è ñðåäñòâà òåõíîëîãèè
îáó÷åíèÿ, ðàçâèâàþùåé åñòåñòâåííîíàó÷íîå ñîçíàíèå ó÷àùåãîñÿ. Íà ýòîì ïóòè ðå-
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øàåòñÿ ïðîáëåìà ïðèîáðåòåíèÿ ñèñòåìíîé ãðàìîòíîñòè äëÿ äåÿòåëüíîñòè â ýïîõó
ñèñòåìíî-èíôîðìàöèîííîé êóëüòóðû.

Âî-ïåðâûõ, â ÿçûêå êàòåãîðèé çàôèêñèðîâàíà çðåëîñòü ðàöèîíàëüíûõ ñðåäñòâ
îïèñàíèÿ è ñðàâíåíèÿ òåîðèé. ßçûê êàòåãîðèé çàíèìàåò âåðõíþþ ïîçèöèþ â èåðàð-
õèè ñðåäñòâ ìàòåìàòè÷åñêîé äåñêðèïöèè: ãåîìåòðèÿ � àëãåáðà � ìåòàìàòåìàòèêà �
îáùàÿ àëãåáðà � àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû � óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðà. Îí ïîçâîëÿåò
ðàçâèòü àêñèîìàòè÷åñêèé ìåòîä äî ñèñòåìíîãî óðîâíÿ.

Âî-âòîðûõ, ÿçûê êàòåãîðèé äà�åò âòîðóþ ãðàìîòíîñòü, âûíóæäàþùóþ ó÷àùå-
ãîñÿ ñîîòâåòñòâîâàòü ðàöèîíàëüíûì ñðåäñòâàì îáúåêòèâèçàöèè: ÖÅËÎÑÒÍÎÑÒÜ
ïðåäñòàâëåíèé îïðåäåëÿåò áàçîâûå ÑÌÛÑËÛ. Êàê ñðåäñòâó ðàçâèòèÿ ñèñòåìíîãî
àêñèîìàòè÷åñêîãî ìåòîäà ÿçûêó êàòåãîðèé íàäëåæèò ñòàòü ñóáñòàíöèåé ìûñëåêîäà
äëÿ äåÿòåëüíîñòè ñî ñìûñëàìè (ñì. ðèñ.2,3). Ïîýòîìó ÿçûêó êàòåãîðèé îòâîäèòñÿ
ðîëü ìåòàóðîâíÿ îáó÷åíèÿ, íà êîòîðîì ïðîèñõîäèò îáúåêòèâèçàöèÿ ñîçíàíèÿ ñóáú-
åêòà, ôîðìèðóþùàÿ åãî ïîäñîçíàíèå.

Â-òðåòüèõ, â äâîéñòâåííîì ìèðå ïðàêòè÷åñêèõ èíñòðóìåíòîâ ñèñòåìíàÿ ìà-
òåìàòè÷åñêàÿ äåñêðèïöèÿ óæå íàøëà êîíñòðóêòèâíîå âîïëîùåíèå. Ýòî � ÿçû-
êè ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ñïåöèôèêàöèé, àáñòðàêòíûå òèïû äàííûõ, îáúåêòíî-
îðèåíòèðîâàííîå ïðîãðàììèðîâàíèå, áàçû äàííûõ è çíàíèé. Âûíóæäåííûé äåéñòâî-
âàòü íàäïðåäìåòíî, ñóáúåêò ¾îáðå÷åí¿ ãîâîðèòü íà ÿçûêå êàòåãîðèé. Â ñèñòåìíî-
èíôîðìàöèîííîé êóëüòóðå âîçíèêëî åäèíñòâî ¾ñëîâà è äåëà¿ êàê íîâàÿ ñóáñòàí-
öèÿ èíòåëëåêòóàëüíîé ðåàëüíîñòè. Ñ ïîìîùüþ åñòåñòâåííîãî (ãóìàíèòàðíîãî) ÿçû-
êà ñóáúåêò ïðèîáùàåòñÿ ê îáúåêòèâíîìó ñîäåðæàíèþ ìûñëè. ßçûê êàòåãîðèé äåëàåò
äîñòóïíîé îáúåêòèâíîñòü ñìûñëà. Íàñòàëî âðåìÿ ïåðåõîäà îò ãóìàíèòàðíîãî âîççðå-
íèÿ ê íàó÷íîìó îïîçíàíèþ ïðåäìåòíûõ îáëàñòåé.

Â-÷åòâåðòûõ, òðàíñöåíäåíòíîñòü ïðîáëåìû ¾åäèíñòâà äóõà¿ îáðåëà ðåàëü-
íîñòü èíâàðèàíòà, êîòîðûé íàäëåæèò ïîääåðæàòü â ïðîöåññå ñàìîîðãàíèçàöèè ó÷à-
ùåãîñÿ â ïðîöåññå ñàìîïîçíàíèÿ ñâîèõ îãðàíè÷åíèé (îñîçíàíèÿ íåâåæåñòâà). Îáó-
÷åíèþ ñëåäóåò êîïèðîâàòü ñïîñîá îñâîåíèÿ åñòåñòâåííîãî ÿçûêà, îòêðûòîãî ðîäîì
êàê íåîáõîäèìîãî ïðîäóêòèâíîãî ñðåäñòâà ìûøëåíèÿ. Èçó÷àÿ ÿçûê, ñóáúåêò ïðåñëå-
äóåò ¾èäåàë åùå íåîáðåòåííîãî çíàíèÿ¿ (Ñîêðàò). Èòàê, îáúåêòèâèçàöèÿ ñîçíàíèÿ
ñóáúåêòà äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò ñèñòåìíîé ãðàìîòíîñòè ïîäñîçíàíèÿ. ßçûêó êàòåãî-
ðèé íàäëåæèò ñòàòü ñóáñòàíöèåé ìûñëåêîäà äëÿ åñòåñòâåííîíàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè
ñî ñìûñëàìè. Ãëàâíûé ìîòèâ ó÷àùåãîñÿ âåêà èííîâàöèé � ¾áóäü ðàöèîíàëèñòîì, äî-
áèâàéñÿ íåâîçìîæíîãî � âîçìîæíîãî ñîîòâåòñòâèÿ ÑÀÌ¿.

Â-ïÿòûõ, ôîðìèðîâàíèþ èíòåëëåêòóàëüíîé ðåàëüíîñòè ÿçûêà êàòåãîðèé ñïî-
ñîáñòâóþò ïðîèçîøåäøèå ïåðåõîäû â ðàöèîíàëüíîì çíàíèè. Ðàçâèòèå ìàòåìàòèêè
ïðîèñõîäèëîïî ñëåäóþùèì íàïðàâëåíèÿì: îò ÷èñëà � ê ñèìâîëó è ÿçûêàì ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ; îò àëãåáðàèçàöèè � ê àêñèîìàòèçàöèè, ÿçûêàì ñïåöèôèêàöèé è àáñòðàêò-
íûì òèïàì äàííûõ; îò èäåàëèçàöèè � ê êîíñòðóêòèâíîé ôîðìàëèçàöèè è îáúåêòíî-
îðèåíòèðîâàííîìó ïðîãðàììèðîâàíèþ, âêëþ÷àþùåìó ìåõàíèçìû íàñëåäîâàíèÿ
ñâîéñòâ è ìåòîäîâ, áàçàì äàííûõ è çíàíèé, èíñòðóìåíòàëüíûì ñèñòåìàì. Â ýòîé
âîçìîæíîñòè ïðåäâèäåíèÿ ñîñòîÿò çíà÷åíèå äèäàêòèêè ñìûñëà è âîçìîæíîñòü îò-
êðûòèÿ.

Ïî ìåðå ðàçâèòèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ òåîðèé ñîâåðøåíñòâîâàëñÿ àêñèîìàòè÷å-
ñêèé ìåòîä, ïðåæäå âñåãî, çà ñ÷åò óòî÷íåíèÿ ñðåäñòâ îïèñàíèÿ ñìûñëîâ. Ýâîëþöèè
àêñèîìàòè÷åñêîãî ìåòîäà ñîïóòñòâóåò âîçðàñòàþùàÿ ñòðîãîñòü òåîðèé, ïðåäñòàâëåí-
íûõ ¾ðàöèîíàëüíûìè ïðîòîêîëàìè¿. Âûäåëèì òðè óðîâíÿ àêñèîìàòè÷åñêîãî ìåòî-
äà, ïðèìåíÿþùèåñÿ ïî ìåðå ¾âçðîñëåíèÿ¿ òåîðèé. Ýòî � íàèâíûé, ñîâðåìåííûé è
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ñèñòåìíûé àêñèîìàòè÷åñêèé ìåòîäû.
Íàèâíûé àêñèîìàòè÷åñêèé ìåòîä (ÍÀÌ) ñâÿçûâàåò íàó÷íûå ïîíÿòèÿ ñ ðåà-

ëèÿìè îêðóæàþùåãî ôèçè÷åñêîãî ìèðà, îáîñíîâûâàåò ðåçóëüòàòû òîëüêî èññëåäóå-
ìîé òåîðèè. Ýòèì ìåòîäîì Åâêëèä ïðîâåë àêñèîìàòèçàöèþ ãåîìåòðèè. Ñîâðåìåí-
íûé àêñèîìàòè÷åñêèé ìåòîä (ÀÌ) äîáàâëÿåò ñòðîãîñòü îïèñàíèÿ îòíîøåíèé ìåæäó
îáúåêòàìè, ïðåäîñòàâëÿåò òî÷íûå ñðåäñòâà âûâîäà òåîðåì, ñëóæèò àíàëèçó îòêðûòîé
ñèñòåìû àêñèîì. Ðåàëüíîñòüþ ÀÌ ÿâëÿþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå àáñòðàêöèè. Ïðèìåðîì
ïîäîáíîé äåÿòåëüíîñòè ñëóæàò ¾Îñíîâàíèÿ ãåîìåòðèè¿ Ä. Ãèëüáåðòà. Â ýòîé ìîíî-
ãðàôèè èññëåäîâàíû âîïðîñû íåïðîòèâîðå÷èâîñòè è íåçàâèñèìîñòè ñèñòåìû àêñèîì,
ïîñòðîåíû ðàçëè÷íûå âèäû ãåîìåòðèé, â òîì ÷èñëå, íåàðõèìåäîâû.

Àêñèîìàòè÷åñêèì ìåòîäîì ïîëó÷åí ðÿä ôóíäàìåíòàëüíûõ èäåé: êàíòîðîâ-
ñêèé äèàãîíàëüíûé ïðîöåññ, ã�åäåëèçàöèÿ è êàððèçàöèÿ àëãîðèòìîâ, ðàçðåøèìûå
ìíîæåñòâà è ò.ä. Ýòè ñðåäñòâà îêàçàëè áîëüøîå âëèÿíèå íà ìàòåìàòè÷åñêîå ìûøëå-
íèå. Â ñèñòåìíîì àêñèîìàòè÷åñêîì ìåòîäå (ÑÀÌ) àêñèîìû ïðåäìåòíûõ îáëàñòåé
âûðàæàþòñÿ íà ÿçûêå êàòåãîðèé, ïðåäíàçíà÷åííîì äëÿ ñðàâíåíèÿ òåîðèé. ÑÀÌ çà-
òðàãèâàåò óðîâåíü îíòîãåíåçà ïîçíàíèÿ, ïðèäà�åò íàó÷íóþ ñòðîãîñòü îáúåêòèâèçàöèè
è ¾îáíàæàåò¿ ñìûñëû.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû ñèñòåìíîé ðàáîòû â ñîîòâåòñòâèè ñ óíèâåðñàëüíîé ìîäå-
ëüþ îáó÷åíèÿ è äèäàêòèêîé îòêðûòèÿ. Ñðàâíèì òî÷íîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ìàòåìàòè-
÷åñêîãî çíàíèÿ â çàâèñèìîñòè îò óðîâíÿ àêñèîìàòè÷åñêîãî ìåòîäà.

Ïðèìåð 1. Â àëãåáðå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N = 〈{0, 1, ...}|0,+,×, ↑〉 ñïðàâåäëèâû
ñëåäóþùèå ôàêòû: (1) (2 + 3) = 5; (2) 2n > n; (3) îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè.

Îáúåêòèâèçàöèÿ ïîíÿòèÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííîñòè ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ
÷èñåë N áûëà ïðîâåäåíà Ëåéáíèöåì, Ïóàíêàðå è Ãåíêèíûì. Ñðàâíèì èõ ïîäõîäû.

Ôàêò 1. Äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (2 + 3) = 5 (Ïóàíêàðå [13]).
Äîêàçàòåëüñòâî Ëåéáíèöà îòíîñèòñÿ ê òåõíîëîãèè ïðèîáùåíèÿ ó÷àùåãîñÿ ê

îáúåêòèâíîìó çíàíèþ, íå âûõîäÿ çà ãðàíèöû èçó÷àåìîãî ïðåäìåòà. Îíî ñâîäèòñÿ ê
ïðîâåðêå ðåçóëüòàòà. Èçëîæåíèå ýòîãî ïîäõîäà ïðîâåäåì íà ñîâðåìåííîì ÿçûêå.

Îïðåäåëÿåòñÿ ñâîáîäíàÿ àëãåáðà N = 〈{0, 1, ...}|0, s〉, ïðè÷�åì ïî îïðåäåëåíèþ
1 = 0s, 2 = 1s, 3 = 2s, . . . , ”n + 1” = ns, . . .. Çàòåì ñèãíàòóðà àëãåáðû ðàñøèðÿåòñÿ
îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ, îáúåêòèâèçèðóþùåé ñäâèãè íà ïðîèçâîëüíóþ ¾âåëè-
÷èíó¿ m âñåõ ýëåìåíòîâ n:

N = 〈{0, 1, ...}|0, s,+〉;

{
n+ms = ns+m,

n+ 0 = n = 0 + n.

Ñèììåòðè÷íîñòü ðàâåíñòâ â îïðåäåëåíèè îïåðàöèè ñëîæåíèÿ îáåñïå÷èâàåò êîíâåð-
ñèþ � ðåäóêöèþ ñóììû â îáå ñòîðîíû, ïðèâîäÿùóþ ê ðåøåíèþ îáñóæäàåìîé çàäà÷è
îäíèì èç ñëåäóþùèõ ñïîñîáîâ:

(2 + 3)→ 3 + 2→ 4 + 1→ 5 + 0→ 5;

5← 0 + 5← 1 + 4← (2 + 3).

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ðàâåíñòâà (1) Ëåéáíèö âîñïîëüçîâàëñÿ íàèâíûì àêñèîìàòè÷åñêèì
ìåòîäîì, äëÿ êîòîðîãî õàðàêòåðíî ðåøåíèå êîíêðåòíîé àðèôìåòè÷åñêîé çàäà÷è. Ïðè
àêñèîìàòèçàöèè àðèôìåòèêè Ëåéáíèöåì áûëà ââåäåíà ñèìâîëè÷åñêàÿ çàïèñü, à â
ðàññóæäåíèÿõ èñïîëüçîâàíà ïîñòðîåííàÿ àëãåáðà. Ïðîôåññèîíàëüíàÿ îðèåíòèðîâàí-
íîñòü ýòîé ¾òåõíîëîãèè¿ îãðàíè÷èâàåò âîçìîæíîñòü îáîáùåíèÿ ïîëó÷àåìîãî ðåçóëü-
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òàòà è ïðèâîäèò ê ¾òèðàíèè¿ ïðåäìåòà. Åñëè áû Ëåéáíèöó ïîòðåáîâàëîñü îïðåäå-
ëèòü îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ, òî åìó ïðèøëîñü áû èñêàòü íàäëåæàùóþ àêñèîìàòè÷å-
ñêóþ ¾íàñòðîéêó¿ íà î÷åðåäíóþ àðèôìåòè÷åñêóþ ðåàëüíîñòü: âåëè÷èíó m âçÿòü n
ðàç. Ïî ïóòè àëãåáðàèçàöèè ïîøëî òðàäèöèîííîå îáó÷åíèå, ïðè êîòîðîì îáúÿñíåíèå
ðåçóëüòàòîâ äîìèíèðóåò íàä âûÿâëåíèåì îíòîãåíåòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ òåîðèè. Ýòî
ëèøàåò ó÷àùåãîñÿ ìèðîâîççðåí÷åñêîé îöåíêè ïðåäìåòà.

Â äîêàçàòåëüñòâå Ïóàíêàðå èñïîëüçóåòñÿ ñòðîåíèå àëãåáðû N . Ñëîæåíèå
îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêòèâíî (èëè ñâåðõó-âíèç � ðåêóðñèâíî) â ñâîáîäíîé àëãåáðå
N = 〈{0, 0s, ...}|0, s〉:{

n+ms = ns+m,

n+ 0 = n = 0 + n,
ãäå n = 0sn, x = 0sx.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ôàêòà (1) ïîëó÷àåì (2 + 3) = 2s + 2 = 2s2 + 1 = 2s3 + 0 = 2s3 = 5.
Ïðîâåäåííîå ðàññóæäåíèå ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê ðàçâèòèå ÍÀÌ â íàïðàâëåíèè
ÀÌ. Â ñâîèõ ðàññóæäåíèÿõ Ïóàíêàðå íå àêöåíòèðóåò âíèìàíèå ÷èòàòåëÿ íà òîì, ÷òî
ïðîáëåìà ñìûñëà ñâåäåíà ê âîïðîñó ñòðîåíèÿ ìîäåëè àðèôìåòèêè Ïåàíî.

Â ïîëíîé ìåðå ïðèìåíåíèå àêñèîìàòè÷åñêîãî ìåòîäà âîçìîæíî èç-çà êàòå-
ãîðè÷íîñòè òåîðèè, òîãäà âîçìîæíî âûäåëèòü åäèíñòâåííóþ ìîäåëü. Äëÿ òî÷íîãî
îïèñàíèÿ ýòèõ õàðàêòåðèçóþùèõ àêñèîì èñïîëüçóåì ÿçûê ïðèêëàäíîãî èñ÷èñëåíèÿ
ïðåäèêàòîâ. Ôîðìèðîâàíèå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ ìîäåëåé óæå ñòàëî îíòîãåíå-
òè÷åñêè åñòåñòâåííûì. ¾Íèêòî íå ìîæåò èçãíàòü íàñ èç ðàÿ, êîòîðûé ñîçäàë íàì
Êàíòîð¿(Ä.Ãèëüáåðò). Ïîñëåäîâàòåëüíî ñòðîèì íóæíóþ ìîäåëü.

(i) 0 ∈M;

(ii) (xs 6= ys)⇒ x 6= y);

(iii) (0 6= xs);

(iv) (x 6= y)⇒ (xs 6= ys);

(v) M ñîñòîèò òîëüêî èç ýëåìåíòîâ, ïîðîæäåííûõ 0.

Ñîãëàñíî ïðèâåäåííûì àêñèîìàì èìååì: N ⊆ M, îïåðàöèÿ ñëåäîâàíèÿ s : M →
M\{0} ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíîé ôóíêöèåé. Ïðèâåäåì ïðèìåðû àëãåáð ñ îäíîé îïåðàöè-
åé s, â êîòîðûõ íå âûïîëíÿþòñÿ òå èëè èíûå àêñèîìû. Â ìîäåëèM1 îòîáðàæåíèÿìè
[2→ 3→ . . . , 0→ 0, 1→ 0] îïðåäåëèì ôóíêöèþ s. Òîãäà íå âûïîëíåíà àêñèîìà (iii).
Â ìîäåëè M2, s : [2 → 3 → . . . , 0 → a, 1 → a, a → a], àêñèîìà (iii) ñïðàâåäëèâà, íî
íå èìååò ìåñòî àêñèîìà (iv). Â ìîäåëè M3 âûáåðåì íîñèòåëü àëãåáðû N ′ = N ∪ {a}
è ïîëîæèì as = a, ãäå äîïîëíèòåëüíûé ýëåìåíò a 6∈ N . Òîãäà íå âûïîëíåíà ëèøü
àêñèîìà èíäóêöèè (v).

Ðåêóðñèâíûå îïðåäåëåíèÿ ïîçâîëÿþò â àëãåáðå N = 〈{0, 0s, ...}|0, s,+〉 ââîäèòü
ïðîèçâîäíûå îïåðàöèè, â èåðàðõèè êîòîðûõ óìíîæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì
ñëîæåíèÿ: {

n× xs = n× x+ n,

n× 0 = 0,
ãäå n = 0sn, x = 0sx.

Òàêèì îáðàçîì, óìíîæåíèþ ïðèäàëè îáúåêòèâíûé ñìûñë:

(2× 3) =

 s s
s s
s s

 ; (3× 2) =

(
s s s
s s s

)
.
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Íåñîìíåííà ñëîæíîñòü ïðåäúÿâëåíèÿ ñâîáîäíîé àëãåáðû N = 〈{0, 0s, ...}|0, s〉. Îíà
âûäåëÿåòñÿ èç îäíîòèïíûõ àëãåáð ÷åðåç âûïèñûâàíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ.
Íî èíòåëëåêòóàëüíàÿ ðåàëüíîñòü íàõîäèò îïîðó â ñèìâîëüíîé ðåàëüíîñòè êîíñòðó-
èðîâàíèÿ ñâîáîäíîé àëãåáðû. Èç-çà ñëîæíîñòè àêñèîìû èíäóêöèè âûíóæäåííî ïðè-
âëåêàåòñÿ åñòåñòâåííûé ÿçûê. Äëÿ åå çàïèñè òðåáóåòñÿ ÿçûê èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêà-
òîâ âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïðè ñóùåñòâîâàíèè â íàäïðåäìåòíîñòè òî÷íûå ÿçûêè ëîãèêè
íåîáõîäèìû, íî è ñëîæíû äëÿ âîñïðèÿòèÿ. Íàïðèìåð, ïðèâåäåííàÿ íèæå àêñèîìà,
¾ïðîñåèâàþùàÿ¿ ìîäåëè äî åäèíñòâåííîé ïåàíîâñêîé, ñëóæèò ñåðüåçíûì òåñòîì â
îòíîøåíèè ïîíèìàíèÿ ÀÌ è ÿçûêà èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ:

(v) (∀P )[P (0) ∧ (∀x)(P (x)→ P (xs))⇒ (∀y)P (y)].

Çàìåòèì, ÷òî ïîäõîäû Ëåéáíèöà è Ïóàíêàðå äàëåêè â îòíîøåíèè ¾óâèäåòü¿ ôàêò 2.
Îáà ïîäõîäà äàëåêè îò èñïîëüçîâàíèÿ ñîâðåìåííîãî àêñèîìàòè÷åñêîãî ìåòîäà, ïðè-
ìåíÿåìîãî Ãåíêèíûì [14].

Ôàêò 2. Äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà 2n > n.
Íåðàâåíñòâî ìîæåò åñòåñòâåííî íàáëþäàòüñÿ ïîñëå àíàëèçà èíäóêòèâíîãî îïè-

ñàíèÿ ïîñðåäñòâîì ÀÌ. ¾Âçðîñëåíèå¿ ó÷àùåãîñÿ ñîñòîèò â òîëêîâàíèè îïåðàöèè êàê
íàñëåäíèêà îòîáðàæåíèÿ, à îòîáðàæåíèÿ � êàê ñðåäñòâà ñðàâíåíèÿ. Òîãäà äîñòèãàåò-
ñÿ àíàëèç ñèììåòðèé âïîëíå óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà N , êîòîðûå îáóñëîâëèâàþò
ôóíäàìåíòàëüíîå çíà÷åíèå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Ðàññìîòðèì ñâîáîäíóþ àëãåáðó Ïåàíî N = 〈{0, 1, ...}|0, s〉, ôèêñèðóþùóþ
âïîëíå óïîðÿäî÷åííîñòü. Ïîñòðîèì àëãåáðó-íàñëåäíèê N = 〈{0, 1, ...}|0, s,+,×, ↑,�
, . . .〉. Äâóìåñòíûå îïåðàöèè 〈+,×, ↑,�, . . .〉 ïðåäñòàâëÿþòñÿ ìíîæåñòâîì îäíîìåñò-
íûõ îïåðàöèé ñ ïàðàìåòðîì 〈n+ = (λx)nx+, n× = (λx)nx×, n↑= (λx)nx↑, n�=
(λx)nx�, . . .〉. Îäíîìåñòíàÿ îïåðàöèÿ ýòî îòîáðàæåíèå (ýíäîìîðôèçì), îòðàæàþùåå
ñâîéñòâî ñèììåòðèè. Äèàãðàììû ïîçâîëÿþò åñòåñòâåííî ¾íàáëþäàòü¿ ýòè îïåðàöèè.

1) ìîðôèçì n+: 〈0, s〉 → 〈0n, s〉, 0n = 0sn âûÿâëÿåò ñèììåòðèþ ñäâèãà ñíà÷àëà íà øàã

n, çàòåì íà øàã 1. Â äèàãðàììå

(
n+: •

0−−→ N
s−−→ Ny y

0n−−→ N
s−−→ N

)
¾íàáëþäàþòñÿ¿

äåéñòâèÿ 0sx(n+) = 0(n+)sx = 0snsx. Ïðèìåðû: 0→ n, . . . , n→ n× 2. Ñëîæåíèå
îòðàæàåò çàêîíû ñäâèãîâ: (n+m) = (m+ n), (n+m) + p = n+ (m+ p).

2) ìîðôèçì n× : 〈0, s〉 → 〈0, n+〉 ¾óïàêîâûâàåò¿ ñëîæåíèå, èñïîëüçóÿ çíà÷åíèÿ ñ

øàãîì n. Â äèàãðàììå

(
n×: •

0−−→ N
s−−→ Ny y

0−−→ N n+−−→ N

)
¾íàáëþäàþòñÿ¿ äåéñòâèÿ

0sx(n×) = 0(n×)(n+)x = 0(n+)x = 0sn(n+)(x−1) = 0snsn(n+)(x−2) = . . . = 0sn×x.
Ïðèìåðû: 0→ 0, 1→ n, 2→ n× 2, . . . , n→ n× n = n2, . . . , n2 → n3. Óìíîæåíèå
îòðàæàåò çàêîíû ñäâèãîâ: (n×m) = (m× n), (n×m)× p = n× (m× p).

3) ìîðôèçì n↑: 〈0, s〉 → 〈1, n×〉 ¾óïàêîâûâàåò¿ óìíîæåíèå, èñïîëüçóÿ çíà÷åíèÿ ñ

øàãîì nk(n − 1). Â äèàãðàììå

(
n↑: •

0−−→ N
s−−→ Ny y

1−−→ N n×−−→ N

)
¾íàáëþäàþòñÿ¿

äåéñòâèÿ 0sx(n↑) = 0(n↑)(n×)x = 1(n×)x = 0sn(n×)(x−1) = 0sn×n(n×)(x−2) = . . .
= 0s(nx). Ïðèìåðû: 0→ 1, 1→ n, 2→ n2, . . . , n→ nn, . . . , nn → n(nn).
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4) ìîðôèçì n�= (λx)nx� ¾óïàêîâûâàåò¿ ñòåïåíü è ò.ä. Ôîðìèðóåòñÿ áàøíÿ ôóíê-
öèé, óïîðÿäî÷åííàÿ ïî èõ âîçðàñòàíèþ.

Â óñëîâèÿõ àíàëèçà ñâîéñòâà ñèììåòðèè è íàáëþäåíèÿ çà âîçðàñòàíèåì ôóíê-
öèé, ôàêò 2n > n ñòàíîâèòñÿ òèïà ¾âèæó¿. Ýòî ïîõîæå íà ïëàòîíîâñêîå ¾ñìîòðè¿,
ïðèìåíÿåìîå ïðè ðàáîòå ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè ðèñóíêàìè. Åñëè ïîíàäîáèòñÿ äîêàçà-
òåëüñòâî, òî ó÷àùèéñÿ ìîæåò âñêðûòü ñóòü ðàçëè÷èÿ â ðîñòå çàäàííûõ ôóíêöèé.2n = (1 + 1) . . . (1 + 1) =

{
(1 + x1) . . . (1 + xn) >

∑
xi + a = (n+ a) > n,

xi = 1.

n ≥ 1.

Ýòî îáîñíîâàíèå åñòåñòâåííåé äîêàçàòåëüñòâà, èñïîëüçóþùåãî áèíîì Íüþòîíà:

(1 + 1)n = [1 +
n

1!
+
n(n− 1)

2!
+ . . .] > n

.
Áàøíÿ îïåðàöèé óñëîæíÿåò ñëåäóþùóþ îïåðàöèþ, óïàêîâûâàÿ ïðåäûäóùóþ

ïîñðåäñòâîì ñóïåðïîçèöèè. Âîçíèêàåò îïîçíàíèå, ïðåäâèäåíèå áëèçîñòè ýòèõ ïîíÿ-
òèé ê ôóíäàìåíòàëüíîìó âîïðîñó òåîðèè àëãîðèòìîâ � ÷òî ìîæíî âû÷èñëèòü. Â
äåéñòâèòåëüíîñòè, íåîáõîäèìî óâåëè÷èòü ìåðíîñòü ðåêóðñèè îò 1 äî 2. Òîãäà ñìî-
æåì îïðåäåëèòü óíèâåðñàëüíóþ ôóíêöèþ Àêêåðìàíà A(k, x) äëÿ áàøíè îïåðàöèé
(ìîðôèçìîâ) 〈n+, n×, n↑, n�, . . .〉 ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà n = 2. Èòàê,

A(0, x) = xs2,

A(ns, 0) = sign n,

A(ns, xs) = A(n,A(ns, x)).

Êàíòîðîâñêèì ïðîöåññîì ïîëó÷àåì äèàãîíàëüíóþ ôóíêöèþ Àêêåðìàíà A(x, x), ðàñ-
òóùóþ áûñòðåå ëþáîé ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíîé. Çàìåòèì, ÷òî èçó÷åíèå ôàêòà 2
ñðàçó âûâåëî íà ¾èñòîðè÷åñêèé¿ ïóòü ñòàíîâëåíèÿ òåîðèè ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé.

Îáñóæäåíèå ôàêòà 2 â ïîëíîé ìåðå íå äîñòèãëî óðîâíÿ ÑÀÌ, ò.ê. ïîñòðîåí-
íûå ìîðôèçìû íå ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ñðàâíåíèÿ àëãåáð èëè àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì.
Ñäåëàåì ýòî. Îòìåòèì ñèñòåìíîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî àëãåáðû Ïåàíî � ñâî-
áîäíàÿ àëãåáðà ñ åäèíñòâåííûì ãîìîìîðôèçìîì N → A, ãäå A � ëþáàÿ îäíîòèïíàÿ
(ñ òîé æå ñèãíàòóðîé) àëãåáðà.

Àêñèîìàòè÷åñêèé ìåòîä ôîðìèðóåò ñðåäñòâà èññëåäîâàíèÿ ÖÅËÎÃÎ îáúåê-
òà, à íå òîëüêî åãî ÷àñòåé, ïðîäâèãàÿ ó÷àùåãîñÿ îò èçó÷åíèÿ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè ê
ïðîöåññó ïîñòðîåíèÿ âñåé òåîðèè. Äîñòèæåíèÿ ÀÌ óáåæäàþò â òîì, ÷òî:

• ó÷àùèéñÿ, êàê ïîëüçîâàòåëü èíñòðóìåíòàëüíûõ ñèñòåì, íóæäàåòñÿ â òî÷íîì âû-
ðàæåíèè áàçîâûõ ðàöèîíàëüíûõ ÑÌÛÑËîâ;

• ìàòåìàòèêà ïðåäîñòàâèëà ôóíäàìåíòàëüíûå ñðåäñòâà îáúåêòèâèçàöèè ìèðà;

• ñëîæíûå äëÿ îíòîãåíåçà ïëîäîòâîðíûå ïîíÿòèÿ ñòàëè ÿñíûìè çà ñ÷åò ôóíäàìåí-
òàëüíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ î öåëîì îáúåêòå.
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Ýòè òåçèñû ñîçâó÷íû ìûñëÿì: À. Ïóàíêàðå î òîì, ÷òî ¾íà ìíîãîå ñïîñîáåí
ðàçóì, ïðåîäîëåâøèé òèðàíèþ âíåøíåãî ìèðà¿ [13]; è Ä. Ãèëüáåðòà ¾...äëÿ ìàòåìà-
òè÷åñêîãî óìà íå ïîñòàâëåíû íèêàêèå ãðàíèöû...îí â ñîñòîÿíèè ïðîñëåäèòü çàêîíû
ñîáñòâåííîãî ìûøëåíèÿ...ìû âñåãäà ìîæåì îòâåòèòü íà âîïðîñû, èìåþùèå ñìûñë¿.

Âûâîäû äëÿ îáó÷åíèÿ. Íàñòàëî âðåìÿ çàìåíèòü ïðîñòîòó âîñïðèÿòèÿ íà-
ó÷íîãî çíàíèÿ ïðèíóæäåíèåì ê àêñèîìàòè÷åñêîìó ìåòîäó. Ìûñëåêîäó ñóáúåêòà
ïðåäîñòàâëÿþòñÿ íîâûå ìèðîâîççðåí÷åñêèå âîçìîæíîñòè, ñâÿçàííûå ñ ýêñïàíñèåé â
ìåæïðåäìåòíóþ äåÿòåëüíîñòü. Ïîçèöèÿ àâòîðîâ äîïóñêàåò ïàðàôðàçó: â ñèñòåìíî-
èíôîðìàöèîííîé êóëüòóðå ñòàëî âîçìîæíûì ïðîäâèæåíèå ñóáúåêòà ê ñìûñëîâîé
ÿñíîñòè è ê ãàðìîíèè áûòèÿ.

6 ÄÈÄÀÊÒÈÊÀ ÎÒÊÐÛÒÈß íå ñâîéñòâåííà òðàäèöèîííîìó îáó÷åíèþ:
ãóìàíèòàðíàÿ ìîäåëü îáðàçîâàíèÿ çàíÿòà ôîðìèðîâàíèåì ëè÷íîñòè äëÿ ïðîôåññè-
îíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè. ¾Òâîð÷åñêîå¿ âîñïðèÿòèå îãðàíè÷èâàåò ïåðñïåêòèâó ðàçâè-
òèÿ ó÷àùåãîñÿ: äîñòàòî÷íî ñîîòâåòñòâîâàòü èçó÷àåìîé òåîðèè. Óíèâåðñàëüíàÿ ìî-
äåëü îáó÷åíèÿ íàöåëåíà íà ôîðìèðîâàíèå ñìûñëîâ, ò.ê. æèçíü â ñèñòåìíîì ìèðå
ñòðîèòñÿ íà îñíîâå ðàöèîíàëüíîé îáúåêòèâèçàöèè. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ìåòàôèçè÷å-
ñêîìó ïðåäñòàâëåíèþ î äèíàìèêå ðàçâèòèÿ ÷åëîâåêà � ïåðåõîäó îò homo sapiens ê
homo faber sapiens � ê óìåëîìó òâîðöó êóëüòóðû. Êóëüòóðíàÿ èíêàðíàöèÿ ñóáúåêòà
îáåñïå÷èâàåòñÿ ðàñïðîñòðàíåíèåì íà íåãî ïðîäâèíóòûõ ôîðì îáúåêòèâèçàöèè çíà-
íèÿ ðîäà íà áàçå ëè÷íîñòíîãî ðîñòà íàó÷íîãî çíàíèÿ ðÿäà. Ðàöèîíàëüíîå îáðàçîâàíèå
íåâîçìîæíî áåç ñòèìóëèðîâàíèÿ ïðîöåññà ñàìîîðãàíèçàöèè çà ñ÷åò èññëåäîâàíèÿ ñîá-
ñòâåííûõ âîçìîæíîñòåé. Ñìûñëû ïðîÿâëÿþòñÿ â ìèðå ìîäåëèðîâàíèÿ, ïðåâðàùàÿñü
â èíòåëëåêòóàëüíóþ ðåàëüíîñòü.

Ýòî îòâå÷àåò ñëåäóþùèì ïîëîæåíèÿì ìàðáóðãñêîãî íåîêàíòèàíñòâà. Âî-ïåð-
âûõ, åäèíà ñîáñòâåííàÿ ïðèðîäà ÷åëîâåêà, â êîòîðîé ñîçåðöàíèå è ïîíÿòèå, ôîðìà
è ñîäåðæàíèå ïðåäìåòà, èäåàëüíîå è ðåàëüíîå èçíà÷àëüíî îäíî è òî æå. Âî-âòîðûõ,
òåîðåòè÷åñêèå ôîðìû ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîãî åñòåñòâîçíàíèÿ ñîâïàäàþò ñ
¾êàòåãîðèÿìè åñòåñòâåííîãî âîñïðèÿòèÿ ìèðà¿ (Êàíò, [3]). Ïîýòîìó ìîäåëü ÓÌÎ çà-
íÿòà ïðèîáùåíèåì ó÷àùåãîñÿ ê îòêðûòèþ ñìûñëà òîãî, ¾÷òî äåëàåòñÿ¿ ïðè ðåøåíèè
çàäà÷. Ââèäó ñëîæíîñòè êîíöåïòóàëüíîãî âçðîñëåíèÿ ñóáúåêòà, îíà èñõîäèò èç íåîá-
õîäèìîñòè è åñòåñòâåííîñòè èíòåëëåêòóàëüíûõ ïðîðûâîâ ñîçíàíèÿ ê àáñòðàêöèÿì,
ñòàâøèìè îáúåêòèâíûìè ðåàëüíîñòÿìè. Ïîýòîìó íóæíî ïîçàáîòèòüñÿ îá óñòîé÷èâî-
ñòè ñîçíàíèÿ ó÷àùåãîñÿ â óñëîâèÿõ åãî íåñîîòâåòñòâèÿ åñòåñòâåííîíàó÷íîìó çíàíèþ.

Ñòðóêòóðà åñòåñòâåííîíàó÷íîãî çíàíèÿ òðåòüåãî ìèðà è äèäàêòèêà îòêðûòèÿ
ïîäãîòîâèëè ïîçíàâàòåëüíóþ ñðåäó ìåòàîòêðûòèÿ, â êîòîðîé îòêðûòîìó ðîäîì ÿçû-
êó îòâîäèòñÿ îïðåäåëÿþùàÿ ìèðîâîççðåí÷åñêàÿ ðîëü:

• ÿçûê (êîíîòàò) � èíñòèíêòèâíàÿ è ïðîäóêòèâíàÿ ñïîñîáíîñòü ñóáúåêòà, ïðåäíà-
çíà÷åííàÿ äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ñìûñëà;

• ìûñëåêîä ó÷àùåãîñÿ îñíàùàåòñÿ ÿçûêîì êàòåãîðèé � ñðåäñòâîì äåñêðèïöèè ñìûñ-
ëà äëÿ äâèæåíèÿ ê ïðåäåëüíûì ìàòåìàòè÷åñêèì àáñòðàêöèÿì;

• ñàìîñîçíàíèå ñóáúåêòà ðàñøèðÿåò åãî ïîäñîçíàíèå çà ñ÷åò íàó÷íîãî çíàíèÿ.

Â ïðîäîëæåíèå ïðèìåðà 1 îáñóäèì ïðîöåññ ñàìîîðãàíèçàöèè ñîçíàíèÿ ó÷àùåãîñÿ.

Ôàêò 3. Îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè.
Â êóðñàõ àëãåáðû [17, 18] èçëîæåíû ôóíäàìåíòàëüíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóê-

òóðû, â ÷àñòíîñòè, ãàóññîâû, åâêëèäîâû è äåäåêèíäîâû êîëüöà. Ïðåäúÿâëåíèå ôàê-
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òîâ 1 è 2 ñòèìóëèðóþò ó÷àùåãîñÿ ðàçîáðàòüñÿ ñ ôàêòîì 3, åñòåñòâåííî âîñïðèíèìàÿ
öåëîñòíîñòü àðèôìåòèêè. Ðàññìîòðèì ïîäõîäû.

1) Â àëãåáðå Ïåàíî äîëæíî îáíàðóæèòü âûïîëíåíèå àêñèîìû Àðõèìåäà è äîêàçàòü
ñâîéñòâî äåëåíèÿ n = mq + r, 0 ≤ r < m. Îáó÷àÿ òðàäèöèîííî, ñ ïîìîùüþ
íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëü (n,m), íå ñîîáùàþò îá àêñèîìå Àðõèìåäà. Íà-
ïðèìåð, ýòî òàê â ó÷åáíèêå ¾Îñíîâû òåîðèè ÷èñåë¿ È.Ì. Âèíîãðàäîâà.

2) Ïîëüçóÿñü âëîæåíèåì àëãåáðû N â àëãåáðó ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q è èñïîëüçóÿ
íåðàâåíñòâî (∀n,m)(∃q)| n

m
− q| < 1, ìîæíî ïðîâåðèòü ñâîéñòâî äåëåíèÿ öåëûõ

÷èñåë ñ îñòàòêîì. Òàê ïîñòóïàåò Ë.À. Êàëóæíèí â öèêëå ïîïóëÿðíûõ ëåêöèé
ïî ìàòåìàòèêå â ðàáîòå ¾Îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè¿.

3) Äëÿ îáúÿñíåíèÿ ôàêòà 3 ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå âàæíûì îáíàðóæèòü êîëüöî, íå
îáëàäàþùåå åäèíñòâåííîñòüþ ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè. Íàïðèìåð,
êîëüöî ÷åòíûõ ÷èñåë � 60 = 2 × (2 × 3 × 5) = (2 × 3) × (2 × 5), èëè êîëüöî
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë âèäà (n,m

√
5), ãäå n,m-öåëûå, � 6 = 2 × 3 = (1,

√
5) ×

(1,−
√

5) .

Çàìåòíà ïðîôåññèîíàëüíàÿ îðèåíòèðîâàííîñòü êíèã, óïîìÿíóòûõ â ïîäõîäàõ
1), 2). Ñëåäóÿ âòîðîìó èç ýòèõ êóðñîâ, óäàåòñÿ ïîëíîñòüþ èñêëþ÷èòü àêñèîìó Àðõè-
ìåäà èç ïîëÿ çðåíèÿ ó÷àùåãîñÿ!

Ïðèìåð 2. Èìåþùèìèñÿ ñðåäñòâà îïèñàíèÿ ñðàâíèì ñ ÿçûêîì êàòåãîðèé, ÷òîáû
ïîä÷åðêíóòü åãî ýôôåêòèâíîñòü äëÿ âîñïðèÿòèÿ ó÷àùèìñÿ.

2.1 Îïèñàíèå îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ρ.

(i) aρa, (aρb)⇒ (bρa), (aρb) ∧ (bρc)⇒ (aρc) /*àêñèîìàòèçàöèÿ*/;

(ii) τ ⊆ ρ, ρ−1 ⊆ ρ, ρ2 ⊆ ρ; ðàâíîñèëüíîå îïèñàíèå τ ⊆ ρ, ρ−1 = ρ, ρ2 = ρ
/*âëîæåíèå â àëãåáðó îòíîøåíèé*/;

(iii) aρb ðàâíîîáðàçíû ïðè îòîáðàæåíèè A
ϕ−→ B /*âëîæåíèå â êàòåãîðèþ*/.

Ïðîàíàëèçèðóåì óðîâíè ïðèìåíÿåìîãî àêñèîìàòè÷åñêîãî ìåòîäà:

(i) äàíî íåîáõîäèìîå îïèñàíèå ðàçáèåíèÿ íà êëàññû, îòâå÷àþùåå ÍÀÌ; ïðåäëîæåíî
äîñòàòî÷íîå (õàðàêòåðèñòè÷åñêîå) îïèñàíèå óðîâíÿ ÀÌ;

(ii) ïîñòðîåíà àëãåáðàè÷åñêàÿ ìîäåëü óðîâíÿ ÀÌ; äåëî ¾ñòðîèòåëüñòâà¿ îñîáåííî
çàìåòíî, åñëè èññëåäîâàòü ðàâíîñèëüíîñòü äâóõ îïèñàíèé;

(iii) ñäåëàíî ïðîäâèæåíèå ê óðîâíþ ÑÀÌ; äëÿ ýòîãî ñëåäóåò ðàññìîòðåòü êàòåãîðèþ
ìíîæåñòâ ñ ìîðôèçìîì-îòîáðàæåíèåì; òîãäà ðàçáèåíèÿ íà êëàññû âîñïðèíèìà-
þòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîêðûòèÿ.

2.2 Îïèñàíèå îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà ≤.

(i) a ≤ a, (a ≤ b) ∧ (b ≤ a)⇒ (a = b), (a ≤ b) ∧ (b ≤ c)⇒ (a ≤ c)
/*àêñèîìàòèçàöèÿ*/;

(ii) τ ⊆ (≤), (≤ ∩ ≤−1) ⊆ τ, (≤2) ⊆ (≤); ðàâíîñèëüíîå îïèñàíèå
τ ⊆ (≤), (≤ ∩ ≤−1) = τ, (≤2) = (≤) /*âëîæåíèå â àëãåáðó îòíîøåíèé*/;
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(iii) ïîðÿäîê � ýòî ñêåëåòàëüíàÿ êàòåãîðèÿ ïðåäïîðÿäêà (èìååòñÿ íå áîëåå îäíîé
ñòðåëêè îòîáðàæåíèÿ ìåæäó îáúåêòàìè) /*âëîæåíèå â êàòåãîðèþ*/.

Àêñèîìà àíòèñèììåòðè÷íîñòè â ïóíêòå (i) íå îïèñûâàåò ðàâåíñòâî, à èñïîëüçó-
åò åãî. Â ÿçûêå êàòåãîðèé ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì èçîìîðôèçìà. Îïðå-
äåëÿåòñÿ íàñëåäíèê êàòåãîðèè ïðåäïîðÿäêà (ðåôëåêñèâíîå è òðàíçèòèâíîå ñâîéñòâà).
Ñêåëåòàëüíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî èçîìîðôíûå îáúåêòû èìåþò åäèí-
ñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå. Íàïðèìåð, ïðåäïîðÿäîê òðåõ ýëåìåíòîâ
ïðè òðåáîâàíèè ñêåëåòàëüíîñòè ¾îòáðàêîâûâàåòñÿ¿ â ïîëüçó êîí-
ñòðóêöèè ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà äâóõ ýëåìåíòîâ.

Ðèñ. 4. Áàçîâûé êóðñ ìàòåìàòèêè

7 ÒÅÕÍÎËÎÃÈß ÅÑÒÅÑÒÂÅÍÍÎÍÀÓ×ÍÎÃÎ ÑÎÇÍÀÍÈß.
Ñèñòåìíî-èíôîðìàöèîííàÿ êóëüòóðà îáÿçûâàåò äåëàòü ñòàâêó íà èíòåëëåêò ðÿäà,
ðàçâèâàÿ ïîçíàâàòåëüíóþ ôóíêöèþ íà áàçå ÿçûêà êàòåãîðèé . Ýòî îáåñïå-
÷èò ðàöèîíàëüíóþ äåÿòåëüíîñòü â ìèðå çíàíèé è ñëîæíûõ ñèñòåì. Ïîýòîìó óíè-
âåðñàëüíîå îáó÷åíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ÒÅÕÍÎËÎÃÈß ÑÎÇÍÀÍÈß [2]. Íà
ôàêóëüòåòå ÂÌÊÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà ïðîâîäÿòñÿ èññëåäîâàíèÿ â ðàìêàõ ñîîò-
âåòñòâóþùåãî ïðîåêòà ¾Èíòåëëåêòóàëüíîå êîìïüþòåðíîå ìåñòî ó÷àùåãîñÿ¿ (ÈÊÌÓ)
[12]. Öåëü ïðîåêòà � îðãàíèçîâàòü ýôôåêòèâíîå îáó÷åíèå ñòóäåíòîâ çà ñ÷åò ñèíòåçà
òðàäèöèîííîãî è óíèâåðñàëüíîãî îáó÷åíèÿ. Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ ñôîðìèðîâàòü íàä-
ïðåäìåòíîå îáðàçîâàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ñìûñëîâ (ÍÎÏ), îõâàòûâàþùåå âåñü öèêë
îáó÷åíèÿ ó÷àùåãîñÿ. ÍÎÏ ñòðîèòñÿ â âèäå îíòîëîãè÷åñêîé áàçû çíàíèé, äîñòóïíîé
äëÿ àäàïòèâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ èíòåëëåêòóàëüíîé îáó÷àþùåé ñèñòåìû.

Ïðîñòðàíñòâî ñìûñëîâ ó÷àùåãîñÿ ãîòîâèòñÿ íà áàçå òðàäèöèîííîãî ìàòåðè-
àëà. Òîãäà áàçîâûé êóðñ ìàòåìàòèêè ñòàíîâèòñÿ ïðåäñòàâëåííûì ñ êîíöåïòóàëü-
íîé òî÷êè çðåíèÿ (ðèñ.4,5). Íà ðèñ.4 èçîáðàæåíà òðàäèöèîííàÿ ïðåäìåòíàÿ îáëàñòü.
Äëÿ îñâîåíèÿ ìåæïðåäìåòíîé äåÿòåëüíîñòè íåîáõîäèìî ðàñøèðåíèå áàçîâîãî êóðñà
(ðèñ.5). Ïðèîáùåíèå ó÷àùåãîñÿ ê ÑÀÌ è ÿçûêó êàòåãîðèé, êàê èíòåëëåêòóàëüíîé
ðåàëüíîñòè, ïðîèñõîäèò ïîñðåäñòâîì ÍÎÏ, â êîòîðîì óæå çàôèêñèðîâàíû âñå ýòàïû
¾âçðîñëåíèÿ¿ ðàöèîíàëüíîãî çíàíèÿ [19]. Íà ðèñ.6 ïðåäñòàâëåíî ÍÎÏ èç ïðèìåðà 1.

Ñ ïîìîùüþ ÿçûêà êàòåãîðèé è àêñèîìàòè÷åñêîãî ìåòîäà âîçìîæíî ïðåäúÿâ-
ëåíèå ÍÎÏ ñ ó÷åòîì ïðîèçîøåäøèõ èçìåíåíèé â ðàöèîíàëüíîì çíàíèè. ÀÌ ôîðìè-
ðóåò â ñîçíàíèè ó ó÷àùåãîñÿ ãëàâåíñòâóþùóþ ðîëü äåëà � êîíñòðóèðîâàíèÿ ìîäåëè.
Àêñèîìàòè÷åñêîå îïèñàíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíäóêòèâíîå èëè êîíöåïòóàëüíîå èñ-
÷èñëåíèå. Ïîíÿòü ÑÌÛÑË � äåëî ó÷àùåãîñÿ, ñâÿçàííîå ñ åãî ïðèîáùåíèåì ê îáú-
åêòèâèçàöèè òðåòüåãî ìèðà. Ñìûñë äëÿ ó÷àùåãîñÿ, êàê ôîðìèðóþùåãîñÿ ñóáúåêòà
êóëüòóðû, � ýòî:

• ëè÷íîñòíàÿ îáúåêòèâèçàöèÿ ïîçíàíèÿ ðîäà êàê åäèíñòâà èíäóêòèâíîãî è êîí-
öåïòóàëüíîãî, åñòåñòâåííî è ïðèíóäèòåëüíî ñôîðìèðîâàííûõ â ôèëîãåíåçå;
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• äåÿòåëüíîñòü ïî ñàìîîðãàíèçàöèè ìûøëåíèÿ äëÿ ïðåîäîëåíèÿ îíòîãåíåòè÷åñêîãî
íåñîîòâåòñòâèÿ ïîçíàíèÿì ðîäà; ôîðìèðîâàíèå ñîçíàíèÿ èíòåëëåêòóàëüíûì
ïðîðûâîì ê î÷åâèäíîñòè è ôèëîãåíåòè÷åñêîé åñòåñòâåííîñòè ïîçíàíèÿ;

• ïðèîáùåíèå ê ÿçûêó êàòåãîðèé äëÿ æèçíè â íàóêå; ôîðìèðîâàíèå ïîäñîçíàíèÿ
íï áàçå ÑÀÌ.

Ðèñ. 5. Áàçîâûé êóðñ ìàòåìàòèêè ýïîõè ñèñòåì

Ðèñ. 6. Ïðîñòðàíñòâî ñìûñëîâ àëãåáðû Ïåàíî

Íà ó÷àùåãîñÿ ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàíåí ôèëîãåíåòè÷åñêèé ïóòü îáúåêòè-
âèçàöèè: çíàíèå-ïîçíàíèå-ñîçíàíèå-ïîäñîçíàíèå. Ýòîìó ïóòè ñîîòâåòñòâóåò ðàçâèòèå
àêñèîìàòè÷åñêîãî ìåòîäà ìàòåìàòèêè îò ÍÀÌ ê ÀÌ-ÑÀÌ.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ. Îáðàçîâàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ó÷àùåãîñÿ ñòàíîâèòñÿ
ñìûñëîâûì ñ ïîìîùüþ ÿçûêà êàòåãîðèé è ñèñòåìíîãî àêñèîìàòè÷åñêîãî ìåòîäà. Èí-
òåëëåêòóàëüíàÿ ðåàëüíîñòü ÑÌÛÑËîâ äîñòèæèìà. Òðàäèöèîííîå îáó÷åíèå ôèëî-
ãåíåòè÷åñêè ïðåäúÿâëÿåò èäåàëüíûå êîíñòðóêöèè. Óíèâåðñàëüíîå îáó÷åíèå îíòîãå-
íåòè÷åñêè ïðåâðàùàåò èõ â ðåàëüíûå îáðàçû. Òðàíñöåíäåíòíûå ôàêòû çàìåíÿþòñÿ
òðàíñöåíäåíòàëüíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè íà îñíîâå èíâàðèàíòà îáó÷åíèÿ, ñâÿçàííîãî
ñ îïîçíàíèåì ñìûñëîâ. Ýòî äåëàåòñÿ íà ¾öàðñêîì¿ ïóòè ïðèîáùåíèÿ ê àêñèîìàòè÷å-
ñêîìó ìåòîäó. Ìûñëåêîä äåéñòâóåò íà óðîâíå ïîäñîçíàíèÿ. Ñïîñîáíîñòè ê ìûøëåíèþ
ðàçâèâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ íåîáõîäèìîé ñâîáîäû ñàìîîðãàíèçàöèè. Ñîçäàâàÿ ñðåäó ñà-
ìîðàçâèòèÿ ó÷àùåãîñÿ, ðàöèîíàëüíîå îáó÷åíèå âåäåò ê ãóìàíèçàöèè îáðàçîâàíèÿ.
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¾Âçàèìîäåéñòâèå èíäèâèäà è êóëüòóðû ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðåèìóùåñòâåííî ñ òî÷êè
çðåíèÿ èíäèâèäà ... áåçíàäåæíàÿ "òðàãåäèÿ êóëüòóðû" ïðåâðàùàåòñÿ âî âïîëíå îïòè-
ìèñòè÷åñêóþ äðàìó¿ [15]. Ðàöèîíàëüíàÿ ìîäåëü îáó÷åíèÿ (ðèñ.2,3) ðåøàåò ïðîáëåìó
óíèâåðñàëüíîãî ðàçâèòèÿ ÷åëîâåêà è äàåò:

• ïðåäñòàâëåíèå ñìûñëà æèçíè ÷åëîâåêà, ñóùåñòâóþùåãî â óñëîâèÿõ ñèíòåçà
ãóìàíèòàðíîãî ïåðåæèâàíèÿ è ðàöèîíàëüíîãî âîñïðèÿòèÿ ñëîæíîñòè ñèñòåìíî-
èíôîðìàöèîííîé êóëüòóðû;

• ýâîëþöèþ ñîöèóìà îò èíôîñôåðû ê íîîñôåðå , èñïîëüçóÿ çíàíèÿ ðîäà;

• âêëþ÷åíèå äåÿòåëüíîãî ðàçóìà ÷åëîâåêà â èíôîðìàöèîííóþ ñåòü æèçíè

íà îñíîâå êîãíîãåíåçà.

Óíèâåðñàëüíîå îáó÷åíèå ÿâëÿåòñÿ íàñëåäíèêîì ïðîâåðåííîãî âåêàìè òðàäè-
öèîííîãî îáó÷åíèÿ. Ïðîâåäåííîå àâòîðàìè èññëåäîâàíèå îòíîñèòñÿ ê ïðèîðèòåòíî-
ìó íàïðàâëåíèþ ¾Ñòðàòåãè÷åñêèå èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè ïðè ïðîèçâîäñòâå
êàäðîâ ÕÕI âåêà¿, âûäåëåííîì ðåêòîðîì ÌÃÓ Â.À. Ñàäîâíè÷åãî â äîêëàäå ¾Ñîâðå-
ìåííàÿ óíèâåðñèòåòñêàÿ èäåÿ è áóäóùåå Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà¿.
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Ðåàëèçàöèÿ ìàòåìàòèêî-ïåäàãîãè÷åñêèõ ìàãèñòåðñêèõ ïðîãðàìì â ðàìêàõ íà-
ïðàâëåíèé �Ìàòåìàòèêà� è �Ìàòåìàòèêà è êîìïüþòåðíûå íàóêè� ïðåäïîëàãàåò øèðî-
êîå èñïîëüçîâàíèå â ó÷åáíîì ïðîöåññå ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé, â òîì
÷èñëå è äèñòàíöèîííûõ. Âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ÈÊÒ â ìàãèñòåðñêèõ ïðîãðàì-
ìàõ îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî â õîäå ïðåäûäóùåãî îáó÷åíèÿ ñòóäåíòû ïðèîáðåëè íàâûêè,
íåîáõîäèìûå äëÿ îðãàíèçàöèè ýôôåêòèâíîé àóäèòîðíîé ðàáîòû. Öåëåñîîáðàçíîñòü
âíåäðåíèÿ äèñòàíöèîííîãî êîìïîíåíòà â ìàãèñòåðñêóþ ïðîãðàììó îïðåäåëÿåòñÿ íà-
ëè÷èåì áîëüøîãî îáúåìà ÷àñîâ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû, îòâîäèìûõ äëÿ äèñöèïëèí
ñïåöèàëèçàöèè, èññëåäîâàòåëüñêèõ ïðîåêòîâ è ïðîèçâîäñòâåííîé ïðàêòèêè.

Àêòóàëüíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ äèñòàíöèîííûõ òåõíîëîãèé îáóñëàâëèâàåòñÿ
òàêæå è òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî áîëüøèíñòâî ìàãèñòðàíòîâ ñîâìåùàþò îáó÷åíèå
â ìàãèñòðàòóðå ñ ðàáîòîé, à, ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìû äîïîëíèòåëüíûå âîçìîæ-
íîñòè äëÿ îðãàíèçàöèè ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû: èíäèâèäóàëüíûõ êîíñóëüòàöèé ïî
èçó÷àåìûì äèñöèïëèíàì, èíäèâèäóàëüíîãî òåìïà îáó÷åíèÿ.
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Èñïîëüçîâàíèå äèñòàíöèîííîãî êîìïîíåíòà â ïîäãîòîâêå ìàãèñòðîâ ïîçâîëÿåò.
1. Âîçìîæíîñòü âûáîðà èíäèâèäóàëüíîé òðàåêòîðèè îáó÷åíèÿ, òàê êàê ó÷åáíî-

ìåòîäè÷åñêèå êîìïëåêñû äèñöèïëèí äîñòóïíû ìàãèñòðàíòó â ëþáîå âðåìÿ.
2. Âîçìîæíîñòü âûáîðà èíäèâèäóàëüíîãî òåìïà èçó÷åíèÿ ó÷åáíî-

ìåòîäè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ áåç îòðûâà îò ïðîèçâîäñòâà, íà òåððèòîðèè, íàèáîëåå
ïîäõîäÿùåé ìàãèñòðàíòó. Çäåñü ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíî îãðàíè÷åíèå � âîçìîæíîñòü
äîñòóïà ê ñðåäå ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè.

3. Ðàçíîîáðàçèå ñðåäñòâ è ñïîñîáîâ äèñòàíöèîííîãî îáó÷åíèÿ. Ïðè äèñòàí-
öèîííîì îáó÷åíèè áëàãîäàðÿ ïðèìåíåíèþ èíôîðìàöèîííî-êîììóíèêàöèîííûõ òåõ-
íîëîãèé ó ìàãèñòðàíòà ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ñàìîñòîÿòåëüíî âûáðàòü ôîðìó è
ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ èçó÷àåìûõ ó÷åáíûõ ìàòåðèàëîâ (òåêñò, ïðåçåíòàöèÿ, âèäåî-
çàíÿòèå è äð.).

4. Ïîëó÷åíèå äîïîëíèòåëüíûõ çíàíèé î ñîâðåìåííûõ èíôîðìàöèîííûõ òåõíî-
ëîãèÿõ. Ìàãèñòðàíòàì, èñïîëüçóþùèì â îáó÷åíèè äèñòàíöèîííûé êîìïîíåíò, ïðè-
õîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ íîâåéøèìè òåõíîëîãèÿìè ïðåäñòàâëåíèÿ è îáðàáîòêè èíôîð-
ìàöèè. Ïîýòîìó èì íåîáõîäèìî îñâàèâàòü ýòè òåõíîëîãèè, ïîëó÷àÿ äîïîëíèòåëüíûå
íàâûêè è óìåíèÿ, êîòîðûå çíà÷èòåëüíî ïîâûøàþò îáùåîáðàçîâàòåëüíûé è òåõíîëî-
ãè÷åñêèé óðîâåíü ìàãèñòðàíòà.

Èñïîëüçîâàíèå äèñòàíöèîííûõ òåõíîëîãèé â ìàòåìàòèêî-ïåäàãîãè÷åñêèõ ìà-
ãèñòåðñêèõ ïðîãðàììàõ èìååò îñîáîå çíà÷åíèå â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ìàãèñòðàíòû ïîëó-
÷àþò âîçìîæíîñòü îñâîåíèÿ ìåòîäîâ ðàçðàáîòêè è ïðèîáðåòåíèå ïðàêòè÷åñêèõ íà-
âûêîâ ïðèìåíåíèÿ äèñòàíöèîííûõ òåõíîëîãèé â ó÷åáíîì ïðîöåññå, îñâîåíèÿ ñîâðå-
ìåííûõ òåõíîëîãèé îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè è ò.ä. [1]

Ïðîãðàììà ïîäãîòîâêè ìàãèñòðîâ ìàòåìàòèêè ëþáîãî íàïðàâëåíèÿ áàçèðóåò-
ñÿ íà êîìïåòåíöèÿõ, ïðèîáðåòåííûõ ñòóäåíòàìè â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ ïî áàêàëàâð-
ñêîé ïðîãðàììå. Ê òàêèì êîìïåòåíöèÿì îòíîñèòñÿ ðÿä IT-êîìïåòåíöèé, ïîçâîëÿþ-
ùèõ ïîäãîòîâèòü êâàëèôèöèðîâàííûõ ïîëüçîâàòåëåé ïðîãðàììíîãî, â òîì ÷èñëå è
ìàòåìàòè÷åñêîãî, îáåñïå÷åíèÿ [2, 3]. Óìåíèå áûñòðî íàõîäèòü, àíàëèçèðîâàòü è ãðà-
ìîòíî îáðàáàòûâàòü íàó÷íî-òåõíè÷åñêóþ è åñòåñòâåííîíàó÷íóþ èíôîðìàöèþ, âëàäå-
íèå ìåòîäàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî è àëãîðèòìè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, çíàíèå áàçîâûõ
èíôîðìàöèîííî-êîììóíèêàöèîííûõ òåõíîëîãèé è óìåíèå ïðèìåíÿòü èõ íà ïðàêòè-
êå ïîçâîëÿåò ìàãèñòðàíòàì ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü äèñòàíöèîííûé êîìïîíåíò â
ïðîöåññå îáó÷åíèÿ.

Ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèé êîìïëåêñ äëÿ ðåàëèçàöèè äèñòàíöèîííîé òåõíîëîãèè
îáó÷åíèÿ â ìàòåìàòèêî-ïåäàãîãè÷åñêèõ ìàãèñòåðñêèõ ïðîãðàììàõ äîëæåí èìåòü ñëå-
äóþùóþ ñòðóêòóðó.

Áëîê òåîðåòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà. Ýòîò áëîê âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïðîãðàììó äèñ-
öèïëèíû (ó÷åáíîãî êóðñà), ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ ïî èçó÷åíèþ äèñöèïëèíû (ó÷åá-
íîãî êóðñà), ó÷åáíîå ïîñîáèå, ðàçíîîáðàçíûå êîìïüþòåðíûå ôîðìû ïðåäñòàâëåíèÿ
ìàòåðèàëîâ ëåêöèé, ñåìèíàðîâ, ïåðå÷åíü âîïðîñîâ äëÿ ïîäãîòîâêè ê ýêçàìåíàì, ñïè-
ñîê íàó÷íîé è ó÷åáíîé ëèòåðàòóðû.

Áëîê ïðàêòè÷åñêèõ è ëàáîðàòîðíûõ çàäàíèé. Ýòîò áëîê ïðåäñòàâëåí çàäàíè-
ÿìè äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ è ëàáîðàòîðíûõ çàíÿòèé, ìåòîäè÷åñêèìè óêàçàíèÿìè ïî èõ
ïðîâåäåíèþ.

Áëîê òåñòèðîâàíèÿ. Âêëþ÷àåò òåñòû ðàçëè÷íîãî óðîâíÿ, ïîçâîëÿþùèå îöå-
íèâàòü çíàíèÿ ìàãèñòðàíòîâ.

Äëÿ ðåàëèçàöèè äèñòàíöèîííîãî êîìïîíåíòà êðîìå íàëè÷èÿ ñîâðåìåííîãî
ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêîãî êîìïëåêñà ïî äèñöèïëèíå íåîáõîäèìî íàëè÷èå êîììóíèêàöè-
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îííîãî îáåñïå÷åíèÿ è êà÷åñòâåííàÿ ïîäãîòîâêà êàäðîâîãî ïåäàãîãè÷åñêîãî ïåðñîíàëà,
ðåàëèçóþùåãî ìàãèñòåðñêóþ ïðîãðàììó.

Ðàññìàòðèâàÿ öèêë äèñöèïëèí ïîäãîòîâêè ìàãèñòðîâ ïî íàïðàâëåíèþ 010100
¾Ìàòåìàòèêà¿ è 010200 �Ìàòåìàòèêà è êîìïüþòåðíûå íàóêè� ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî
è äèñöèïëèíû îáùåíàó÷íîãî öèêëà, è äèñöèïëèíû ïðîôåññèîíàëüíîãî öèêëà ìîãóò
âêëþ÷àòü â ñåáÿ äèñòàíöèîííûé êîìïîíåíò. Â íàáîð ó÷åáíûõ ìàòåðèàëîâ ëþáîé äèñ-
öèïëèíû ïðîôåññèîíàëüíîãî öèêëà âõîäÿò çàäàíèÿ, êîòîðûå ñëåäóåò âûïîëíÿòü ñ ïî-
ìîùüþ èíôîðìàöèîííî-êîììóíèêàöèîííûõ òåõíîëîãèé. Ñþäà îòíîñÿòñÿ ðàñ÷åòíûå
çàäàíèÿ, âûïîëíÿåìûå â ìàòåìàòè÷åñêèõ ïàêåòàõ è ïàêåòàõ ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîò-
êè äàííûõ (MathCAD, MatLab, Maple, Mathematica, Statistica, Excel); ïðîãðàììèðî-
âàíèå web-ðåñóðñîâ îáðàçîâàòåëüíîãî íàçíà÷åíèÿ (HTML, PHP); çàäàíèÿ, ñâÿçàííûå
ñ ïðîåêòèðîâàíèåì è íàïîëíåíèåì êîìïüþòåðíûõ ó÷åáíî-èíôîðìàöèîííûõ êîìïëåê-
ñîâ; èçó÷åíèå òåõíîëîãèé çàùèòû èíôîðìàöèè; îçíàêîìëåíèå ñ ìåòîäàìè èíôîðìà-
òèçàöèè óïðàâëåíèÿ îáðàçîâàíèåì; òåõíîëîãèè êîíñòðóèðîâàíèÿ ó÷åáíûõ ðåñóðñîâ ñ
èñïîëüçîâàíèåì ìóëüòèìåäèéíûõ êîìïëåêñîâ. Ïîäîáíûå ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèå ìàòå-
ðèàëû ïðåäîñòàâëÿþòñÿ êàê íåïîñðåäñòâåííî íà ëåêöèîííûõ è ëàáîðàòîðíûõ çàíÿ-
òèÿõ, òàê è òðàíñôîðìèðóþòñÿ â äèñòàíöèîííóþ ôîðìó.

Îäíîé èç äèñöèïëèí ìàãèñòåðñêîé ïðîãðàììû ÿâëÿåòñÿ äèñöèïëèíà ¾Òåîðèÿ
è ïðàêòèêà äèñòàíöèîííîãî îáó÷åíèÿ¿. Â ðàìêàõ ýòîãî ó÷åáíîãî êóðñà âûïîëíÿþò-
ñÿ çàäàíèÿ ïî êîíñòðóèðîâàíèþ äèñòàíöèîííûõ ìîäóëåé, ñîäåðæàùèõ ðàçíîîáðàç-
íûå ó÷åáíûå ìàòåðèàëû, â òîì ÷èñëå è äðóãèõ äèñöèïëèí. Òåì ñàìûì ìàãèñòðàí-
òû ôîðìèðóþò íåîáõîäèìûå ïðîôåññèîíàëüíûå êîìïåòåíöèè â îáëàñòè òåõíîëîãèè
äèñòàíöèîííîãî îáó÷åíèÿ, à áàçà ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ äèñòàíöèîííîãî
êîìïîíåíòà ïîïîëíÿåòñÿ íîâûìè ìîäóëÿìè.

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå äèñòàíöèîííîãî êîìïîíåíòà ïðè ðåàëèçàöèè
ìàòåìàòèêî-ïåäàãîãè÷åñêèõ ìàãèñòåðñêèõ ïðîãðàìì îáóñëîâëåíà íå òîëüêî âàæíî-
ñòüþ èñïîëüçîâàíèÿ ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé äëÿ ýôôåêòèâíîé îðãà-
íèçàöèè ó÷åáíîãî ïðîöåññà, íî è íåîáõîäèìîñòüþ ôîðìèðîâàíèÿ ïðîôåññèîíàëüíûõ
êîìïåòåíöèé ìàãèñòðà â îáëàñòè òåîðèè è ïðàêòèêè èñïîëüçîâàíèÿ èíôîðìàöèîí-
íûõ òåõíîëîãèé, â òîì ÷èñëå è äèñòàíöèîííûõ, â ìàòåìàòè÷åñêîì è ïåäàãîãè÷åñêèì
îáðàçîâàíèè.
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Abstract: The article is developed and substantiated implementation of the model
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for pupils, students and engineers in the �eld of innovative technologies.
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Èííîâàöèîííûå òåõíîëîãèè ðàçâèâàþòñÿ íà ñòûêàõ íàó÷íûõ íàïðàâëåíèé. Îá-
ðàçîâàíèå â ýòîé îáëàñòè òðåáóåò ìåæäèñöèïëèíàðíóþ (ÌÄ) ïðîôåññèîíàëèçàöèþ,
êîòîðàÿ ïîçâîëèò âûïóñêíèêàì âóçîâ ëåãêî àäàïòèðîâàòüñÿ íà ñîâðåìåííîì ðûíêå
òðóäà è â áèçíåñ-ñðåäå.[1-3]

Ýòî òðåáóåò è äîâóçîâñêîãî îçíàêîìëåíèÿ ñ èííîâàöèîííûìè òåõíîëîãèÿìè,
ïîèñêà íîâûõ âîçìîæíîñòåé îáåñïå÷åíèÿ ïðååìñòâåííîñòè îáðàçîâàíèÿ, óñèëåíèÿ
òâîð÷åñêîé, ïðàêòè÷åñêîé è ñîöèàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ñîäåðæàíèÿ îáùåãî îáðà-
çîâàíèÿ â óñëîâèÿõ âçàèìîäåéñòâèÿ îáùåãî, äîïîëíèòåëüíîãî è ïðîôåññèîíàëüíîãî
îáðàçîâàíèÿ. Ðåàëèçàöèÿ ýòîãî ïîçâîëèò ñîçäàòü íîâûå óñëîâèÿ äëÿ âûáîðà èíäèâè-
äóàëüíûõ îáðàçîâàòåëüíûõ ìàðøðóòîâ îáó÷àþùèõñÿ.

Ðàçðàáîòêà è ðåàëèçàöèÿ ìîäåëè âçàèìîäåéñòâèÿ îáùåãî è äîïîëíèòåëüíîãî
îáðàçîâàíèÿ â îáëàñòè èííîâàöèîííûõ òåõíîëîãèé äëÿ ó÷àùèõñÿ øêîë è ñòóäåíòîâ
ÂÓÇîâ

Îáîñíîâàíèå íåîáõîäèìîñòè ïðîâåäåíèÿ òàêîé ðàáîòû:
- òåíäåíöèÿ óìåíüøåíèÿ ÷èñëà ÷àñîâ îáÿçàòåëüíîãî èçó÷åíèÿ îñíîâíûõ òåõ-

íè÷åñêèõ äèñöèïëèí (ôèçèêè, õèìèè, ìàòåìàòèêè, áèîëîãèè) â äîâóçîâñêîé ñèñòåìå
îáðàçîâàíèÿ;

- òåíäåíöèÿ óâåëè÷åíèÿ äîëè ÷àñîâ íà ñàìîñòîÿòåëüíóþ ïîäãîòîâêó ñòóäåíòîâ
â âûñøåé øêîëå (ÃÎÑ-3);

- íèçêàÿ ïîçíàâàòåëüíàÿ àêòèâíîñòü è îòêðîâåííîå ðàâíîäóøèå áîëüøèíñòâà
ñòóäåíòîâ è øêîëüíèêîâ Ðîññèè ê èííîâàöèîííûì òåõíîëîãèÿì.

Äîïîëíèòåëüíîå îáðàçîâàíèå ïðîõîäèò ÷åðåç: ñèñòåìó ìåðîïðèÿòèé, íàïðàâ-
ëåííûõ íà âûÿâëåíèå è ïîääåðæêó òåõíè÷åñêè óâëå÷åííîé ìîëîäåæè; êëóáíóþ äå-
ÿòåëüíîñòü; îðãàíèçàöèþ ïðîåêòíî-èññëåäîâàòåëüñêîé äåÿòåëüíîñòè ó÷àùèõñÿ ïîä
ðóêîâîäñòâîì ñòóäåíòîâ ñ øèðîêèì ïðèâëå÷åíèåì íàó÷íî-òåõíè÷åñêîãî ïîòåíöèà-
ëà áàçîâûõ êàôåäð óíèâåðñèòåòà; èñïîëüçîâàíèå äèñòàíöèîííûõ îáðàçîâàòåëüíûõ
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òåõíîëîãèé. ÌÃÒÓ ÌÈÐÝÀ, íàïðèìåð, îðãàíèçóåò äîïîëíèòåëüíîå îáðàçîâàíèå â
îáëàñòè íàíîòåõíîëîãèé, èííîâàöèîííîé ýíåðãåòèêè, ôîòîíèêè, íàíîýëåêòðîíèêè,
ðîáîòîòåõíèêè (¾óíèâåðñèòåòñêèå ñóááîòû¿)[4-6].

ÂÓÇ áåðåò íà ñåáÿ îáÿçàòåëüñòâî ïî ðàçðàáîòêå:
1. êîìïëåêñà ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ äëÿ ñèñòåìû íåïðåðûâíîãî îáó-

÷åíèÿ øêîëà-ÂÓÇ.
2. îðãàíèçàöèþ ÝÑÍË � ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ñòóäåí÷åñêèõ íàó÷íûõ ëàáîðàòî-

ðèé ñ ïðèâëå÷åíèåì ñòàðøåêëàññíèêîâ ïîäøåôíûõ øêîë ÌÃÒÓ ÌÈÐÝÀ.
3. îðãàíèçàöèþ ôåñòèâàëåé, îëèìïèàä, íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêèõ êîíôåðåíöèé,

âûåçäíûõ ñåìèíàðîâ ñ ìàñòåð-êëàññàìè, ýêñêóðñèé â íàó÷íûå Öåíòðû;
4. ñîçäàíèå àïïàðàòíî-ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñîâ óäàëåííîãî äîñòóïà ê ëàáî-

ðàòîðèÿì êîëëåêòèâíîãî ïîëüçîâàíèÿ
Ïðåäóñìàòðèâàåòñÿ: ïðîâåäåíèå ðåãóëÿðíûõ ìåðîïðèÿòèé:
- íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêèå êîíôåðåíöèè, îëèìïèàäû â øêîëàõ,
- ìåæäóíàðîäíûå (ñ ó÷àñòèåì ñòðàí ÑÍÃ) êîíêóðñû ìîëîäûõ ó÷¼íûõ ïî ðàç-

ðàáîòêàì â ñôåðå èííîâàöèîííûõ òåõíîëîãèé;
- òåëåìîñòû Ìîñêâà � Ñàíêò-Ïåòåðáóðã � Ìèíñê � Ñî÷è � Íàëü÷èê, ïîñâÿùåí-

íûå Äíþ Âîäîðîäíîé ýíåðãåòèêè.
Â äíè øêîëüíûõ êàíèêóë çèìîé è ëåòîì íàèáîëåå îäàðåííûå è óâëå÷åííûå

øêîëüíèêè îòäûõàþò, ñëóøàþò ëåêöèè, âûñòóïàþò ñî ñâîèìè ïðîåêòàìè â ñïåöèà-
ëèçèðîâàííûõ ñìåíàõ äåòñêèõ ëàãåðåé, íàïðèìåð, ¾Îðëåíîê¿ ïîä Òóàïñå, îðãàíèçó-
åìûõ ôåäåðàëüíûì àãåíòñòâîì ïî äåëàì ìîëîä¼æè (Ðîñìîëîä¼æü).

Ìåæäèñöèïëèíàðíûé ïîäõîä ê ïîëó÷åíèþ çíàíèé â øêîëüíûõ âîäîðîäíî-
ýêîëîãè÷åñêèõ è íàíîêëóáàõ ïîçâîëèë áûâøèì øêîëüíèêàì ñïåöèàëèçèðîâàòüñÿ â
ÌÈÐÝÀ ïî ñëåäóþùèì íàïðàâëåíèÿì: ¾èíôîðìàòèçàöèÿ æóðíàëèñòèêè¿, ¾ëàçåð-
íûå òåõíîëîãè÷åñêèå êîìïëåêñû¿, ¾íàíîòåõíîëîãèè íà òðàíñïîðòå¿, ¾íàíîòåõíîëî-
ãèè â ìåäèöèíå¿ è äàæå. . . ¾íàíîýêîíîìèêà¿ è ¾íàíîòåõíîëîãèè â ñîçäàíèè èñêóñ-
ñòâåííîãî èíòåëëåêòà¿.

Âñå âûøåèçëîæåííûå ôîðìû ðàáîò ïîçâîëÿþò çà äîñòàòî÷íî êîðîòêîå âðåìÿ:
1. ñôîðìèðîâàòü ó ó÷àùèõñÿ íåîáõîäèìûé îáðàçîâàòåëüíûé óðîâåíü äëÿ îá-

ëåã÷åíèÿ ïðîôåññèîíàëüíîé îðèåíòàöèè â äàëüíåéøåé æèçíè;
2. îáåñïå÷èòü íåïðåðûâíîå îáðàçîâàíèå ìîëîäåæè, íà÷èíàÿ ñî øêîëüíîé ñêà-

ìüè äî ïîñòóïëåíèÿ å¼ â ÂÓÇ;
3. ñìåíèòü îäèí òèï äèñêóðñà - ¾îãðàäèòåëüíîå äåòñòâî¿ (äåòåé íóæíî âñÿ-

÷åñêè îãðàæäàòü îò ìèðà âçðîñëûõ) äðóãèì, êóëüòèâèðóåìûì â ñîâðåìåííîì ìèðå,-
¾êîìïåòåíòíîå äåòñòâî¿ (äåòè ñïîñîáíû íà âñå áîëåå ðàííèõ ýòàïàõ ðàçâèòèÿ ñòàíî-
âèòüñÿ ñàìîñòîÿòåëüíûìè â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííîãî ñòèëÿ æèçíè, ïðèíè-
ìàòü ðåøåíèÿ ñîáñòâåííîé ñòðàòåãèè îáðàçîâàíèÿ è ò.ä.)

Ïîñëåâóçîâñêàÿ ïîäãîòîâêà

Çàìåòíûé âêëàä â ìîäåðíèçàöèþ îòå÷åñòâåííîé ýêîíîìèêè ìîãóò âíåñòè òîëü-
êî òåõíîëîãèè ñîîòâåòñòâóþùèå è ïðåâîñõîäÿùèå ìèðîâîé óðîâåíü. Îäíîé èç òàêèõ
îòðàñëåé ÿâëÿåòñÿ âîëîêîííîå ëàçåðîñòðîåíèå, ìèðîâûì ëèäåðîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ
ñîçäàííàÿ ôèçèêîì Ãàïîíöåâûì Â.Ï. ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íî-ïðîèçâîäñòâåííàÿ êîð-
ïîðàöèÿ ¾IPG¿, ïðåäïðèÿòèÿ êîòîðîé ðàñïîëîæåíû â Ãåðìàíèè, â ÑØÀ, â Ðîññèè è
äðóãèõ ñòðàíàõ è îáåñïå÷èâàþò áîëåå 75 % ìèðîâîãî âûïóñêà âîëîêîííûõ ëàçåðîâ
(ÂË).
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Ôîðìû îáó÷åíèÿ: ïîäãîòîâêà ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ è èõ àïðîáà-
öèþ ñðåäè:

- ìàãèñòðàíòîâ.
Îïåðåæàþùàÿ ïåðåïîäãîòîâêà êàäðîâ ñðåäè:
- ñîòðóäíèêîâ ÍÒÎ ¾ÈÐÝ-Ïîëþñ¿,
- ðàáîòíèêîâ îðãàíèçàöèé, ïðèîáðåòàþùèõ ëàçåðíûå òåõíîëîãè÷åñêèå êîì-

ïëåêñû (ËÒÊ) íà îñíîâå ÂË.

Îïåðåæàþùàÿ ïåðåïîäãîòîâêà êàäðîâ

Ñîèñïîëíèòåëè: ïðåïîäàâàòåëè ÍÈßÓ ÌÈÔÈ, ÌÃÒÓ èì. Áàóìàíà.
Ñòðóêòóðà ïðîãðàììû:
Ïðîãðàììà ðàçðàáîòàíà äëÿ 5 íàïðàâëåíèé (ñïåöèàëèçàöèé). Îáúåì ïðîãðàì-

ìû � ïî êàæäîìó íàïðàâëåíèþ äî 600 ÷àñ., è ñîñòîèò èç 5-7 ìîäóëåé.
Ïåðâûé ìîäóëü ïåðåïîäãîòîâêè (100 ÷àñ.), äëÿ âñåõ îäèíàêîâûé
Íàïðàâëåíèÿ ïîäãîòîâêè (ìåñòî ïîäãîòîâêè):
- Èíæåíåð � ðàçðàáîò÷èê òåõíîëîãèé è ñðåäñòâ àâòîìàòèçàöèè òåõíîëîãè÷å-

ñêèõ ïðîöåññîâ ïðîèçâîäñòâà ýëåêòðîííûõ êîìïîíåíòîâ ÂË è òåëåêîììóíèêàöèîííîé
àïïàðàòóðû ÂÎËÑ(ÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áàóìàíà).

- Èíæåíåð � ðàçðàáîò÷èê ãèáðèäíûõ òâåðäîòåëüíûõ ëàçåðîâ (ÍÈßÓ ¾ÌÈ-
ÔÈ¿).

- Èíæåíåð � ðàçðàáîò÷èê ëàçåðíûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ êîìïëåêñîâ è òåõíîëîãèé
îáðàáîòêè ìàòåðèàëîâ ÂË. (ÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áàóìàíà).

- Èíæåíåð � ðàçðàáîò÷èê òåëåêîììóíèêàöèîííîé àïïàðàòóðû è ÂÎËÑ (ÌÃÒÓ
ÌÈÐÝÀ).

- Èíæåíåð � ñõåìîòåõíèê ëàçåðíîé è òåëåêîììóíèêàöèîííîé àïïàðàòóðû.
(ÌÃÒÓ ÌÈÐÝÀ).

Ïîäãîòîâêà êàäðîâ äëÿ îðãàíèçàöèé � ïîòðåáèòåëåé ËÒÊ

Â 2013-2014 ãã. áûëè ðåàëèçîâàíû ïðîåêòû ïî îðãàíèçàöèè ëàçåðíûõ öåíòðîâ
â Êàçàíè, Åêàòåðèíáóðãå, Âëàäèâîñòîêå, ìîíòàæ, çàïóñê è îáñëóæèâàíèå ËÒÊ íà
ÎÀÎ ¾ÊÀÌÀÇ¿.

Êîìïàíèè íóæäàþòñÿ â îáðàçîâàòåëüíîé ïðîãðàììå ïîäãîòîâêè êîìïëåêñíûõ
áðèãàä ïî ìîíòàæó, íàëàäêå è ñäà÷å â îïûòíóþ ýêñïëóàòàöèþ ËÒÊ. ÍÒÎ ¾ÈÐÝ-
Ïîëþñ¿ óæå ïîñòàâëÿåò ïðåäïðèÿòèÿì ñâîè ËÒÊ âìåñòå ñ îáó÷åííûìè êîìïëåêñ-
íûìè áðèãàäàìè (120 ÷àñîâ îáó÷åíèÿ). Êðîìå òîãî, áàçîâûå çíàíèÿ ïîëó÷àåò è ðó-
êîâîäÿùèé ñîñòàâ ïðåäïðèÿòèé: ãëàâíûå êîíñòðóêòîðû, ãëàâíûå òåõíîëîãè, ÒÎÏ-
ìåíåäæìåíò (àïðîáàöèÿ ïðîãðàììû ïðîøëà â ÎÀÎ ¾ÊÀÌÀÇ¿) (18 ÷àñîâ îáó÷åíèÿ).

Ìàãèñòðàòóðà

Íàïðàâëåíèå ïîäãîòîâêè: 200400.68 ¾Îïòîòåõíèêà¿
Ïðîôèëü ïîäãîòîâêè: ¾Âîëîêîííûå ëàçåðû è âîëîêîííî-îïòè÷åñêèå ñèñòåìû¿
Ïîäãîòîâêà ìàãèñòðàíòîâ ïî ïðåäñòàâëåííîìó ó÷åáíîìó ïëàíó ïðîâîäèëàñü

ïî äâóì ñïåöèàëèçàöèÿì:
- ÒÔ-1: èññëåäîâàíèå, ðàçðàáîòêà è êîíñòðóèðîâàíèå êîìïîíåíòíîé áàçû, óç-

ëîâ è àïïàðàòóðû öèôðîâûõ è àíàëîãîâûõ âîëîêîííî-îïòè÷åñêèõ ñèñòåì (ãðóïïà
ÝÎÌ 1-12).

- ÒÔ-2: ïðîåêòèðîâàíèå è ýêñïëóàòàöèÿ ëàçåðíûõ ñèñòåì îáðàáîòêè ìàòåðèà-
ëîâ (ãðóïïà ÝÎÌ 2-12).
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Êðîìå ïëàíîâûõ àóäèòîðíûõ çàíÿòèé ïðåäóñìîòðåíû:
- ëåêöèè âåäóùèõ ó÷åíûõ è ïðîèçâîäñòâåííèêîâ, âêëþ÷àÿ èíîñòðàíöåâ;
- ñòàæèðîâêè íà ïðåäïðèÿòèÿõ êîíöåðíà ¾IPG¿, ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà ñëó-

øàòåëåé ïî èçäàííûì ó÷åáíûì ïîñîáèÿì.
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Abstract: The use of Internet systems for the delivery of educational material
and the control of knowledge allows to stimulate independent work of students and
increases the objectivity of assessments. By results of control actions, characteristics of
the systematic implementation of the training plan is calculated student rating, which is
taken into account in the �nal assessment on the subject. Substantial part of process of
educating is modern train aid.

Keywords: information technologies, informatively-educational environment, study
of mathematics, technical university.

Êîíöåïöèåé ìîäåðíèçàöèè ðîññèéñêîãî îáðàçîâàíèÿ îïðåäåëåíû îñíîâíûå çà-
äà÷è ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ � �ïîäãîòîâêà êâàëèôèöèðîâàííîãî ðàáîòíèêà
ñîîòâåòñòâóþùåãî óðîâíÿ è ïðîôèëÿ, êîíêóðåíòîñïîñîáíîãî íà ðûíêå òðóäà, êîìïå-
òåíòíîãî, îòâåòñòâåííîãî, ñâîáîäíî âëàäåþùåãî ñâîåé ïðîôåññèåé è îðèåíòèðîâàííî-
ãî â ñìåæíûõ îáëàñòÿõ äåÿòåëüíîñòè, ñïîñîáíîãî ê ýôôåêòèâíîé ðàáîòå ïî ñïåöèàëü-
íîñòè íà óðîâíå ìèðîâûõ ñòàíäàðòîâ, ãîòîâîãî ê ïîñòîÿííîìó ïðîôåññèîíàëüíîìó
ðîñòó, ñîöèàëüíîé è ïðîôåññèîíàëüíîé ìîáèëüíîñòè; óäîâëåòâîðåíèå ïîòðåáíîñòåé
ëè÷íîñòè â ïîëó÷åíèè ñîîòâåòñòâóþùåãî îáðàçîâàíèÿ�.

Îäíèì èç âàæíåéøèõ àñïåêòîâ âûñøåãî òåõíè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ
ðàçâèòèå êîìïåòåíòíîñòíîãî ïîäõîäà â ìàòåìàòè÷åñêîì îáðàçîâàíèè. Â ðàìêàõ ýòîãî
ïîäõîäà ñòàâèòñÿ öåëü:

- ñôîðìèðîâàòü ó ñòóäåíòîâ óáåæäåíèå â âàæíîñòè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ
äëÿ ðåøåíèÿ ïðîôåññèîíàëüíûõ çàäà÷;

- ïîäíÿòü óðîâåíü èñïîëüçîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà ïðè èçó÷åíèè îá-
ùåòåõíè÷åñêèõ è ïðîôåññèîíàëüíûõ äèñöèïëèí;

- ðàçâèòü ñòðåìëåíèå ê ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòå è îáó÷åíèþ, óìåíèå íàõîäèòü
è ïðèíèìàòü îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ðàçëè÷íûõ ïðîôåññèîíàëüíûõ çàäà÷.

Îäíàêî â ïîñëåäíåå âðåìÿ ìû âñ¼ ÷àùå ñëûøèì ðàçãîâîðû î òîì, ÷òî óðîâåíü
ïîäãîòîâêè íàøèõ âûïóñêíèêîâ íåäîñòàòî÷íî âûñîê. Êàê ïðàâèëî, ïðè÷èíîé ýòîãî
ñëóæèò íå òîëüêî ñëàáûå ñïîñîáíîñòè èëè íèçêàÿ ïîäãîòîâêà, à íåîðãàíèçîâàííîñòü
ñòóäåíòîâ � çà ó÷¼áó îíè áåðóòñÿ òîëüêî â êîíöå ñåìåñòðà. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïðå-
ïîäàâàòåëè âûíóæäåíû �çàêðûâàòü ãëàçà� íà ÿâíîå îòñóòñòâèå çíàíèé. Â ñâÿçè ñ
ýòèì íåîáõîäèìî ïðèëîæèòü óñèëèÿ, ÷òîáû ñòèìóëèðîâàòü è êîíòðîëèðîâàòü ðàáîòó
ñòóäåíòîâ ñ ñàìîãî íà÷àëà ñåìåñòðà.

Ñòóäåíòû ìíîãî âðåìåíè ïðîâîäÿò â Èíòåðíåòå â áåñïîëåçíûõ çàíÿòèÿõ. Íåîá-
õîäèìî ïîïûòàòüñÿ íàïðàâèòü ýòè ñòðåìëåíèÿ â ïîëåçíîå ðóñëî. Øèðîêîå èñïîëüçî-
âàíèå Èíòåðíåò-ñèñòåìû äëÿ ïîäà÷è ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà è êîíòðîëÿ çíàíèé ïîç-
âîëèëî áû íå òîëüêî îáëåã÷èòü ñòóäåíòàì ïîèñê íóæíûõ ó÷åáíûõ ìàòåðèàëîâ, íî
ñòèìóëèðîâàëî áû èõ ñàìîñòîÿòåëüíóþ ðàáîòó è ïîâûñèëî áû îáúåêòèâíîñòü îöå-
íîê.

Ðåøåíèå ýòèõ çàäà÷ ïðåäóñìàòðèâàåò ïîâûøåíèå ðîëè ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáî-
òû ñòóäåíòîâ íàä ó÷åáíûì ìàòåðèàëîì, óñèëåíèå îòâåòñòâåííîñòè ïðåïîäàâàòåëåé çà
ðàçâèòèå íàâûêîâ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû, çà ñòèìóëèðîâàíèå ïðîôåññèîíàëüíîãî
ðîñòà ñòóäåíòîâ, âîñïèòàíèå èõ òâîð÷åñêîé àêòèâíîñòè è èíèöèàòèâû.

Âàæíûì ôàêòîðîì äëÿ äîñòèæåíèÿ ýòèõ öåëåé ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòàííàÿ â ÍÈ-
ÒÓ ÌÈÑèÑ â Èíñòèòóòå ýêîíîìèêè è óïðàâëåíèÿ ïðîìûøëåííûìè ïðåäïðèÿòèÿìè
ïðîãðàììà (Internet-ïðèëîæåíèå) äëÿ îáó÷åíèÿ ñòóäåíòîâ ñ ïðèìåíåíèåì ãëîáàëü-
íîé êîìïüþòåðíîé ñåòè Internet. Êîìïüþòåðíàÿ îáîëî÷êà ñîçäàíà â ñðåäå Microsoft
Visual Studio 2010 íà ÿçûêå C# ñ èñïîëüçîâàíèåì íîâåéøåé àðõèòåêòóðû (.NET),
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òåõíîëîãèé îáúåêòíîãî Web-ïðîãðàììèðîâàíèÿ, áàçû äàííûõ Microsoft SQL Server
Database. Ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü å¼ â ó÷åáíîì ïðîöåññå êàê âíóòðè óíèâåðñèòå-
òà, òàê è ïðè îáó÷åíèè óäàë¼ííûõ ó÷àùèõñÿ ïî ñåòè Internet. Â êà÷åñòâå êëèåíòñêîãî
ïðèëîæåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ îáû÷íûé áðàóçåð - Internet Explorer.

Â ñòàòüå èçëàãàåòñÿ îïûò ïðåïîäàâàíèÿ êóðñà ìàòåìàòèêè íà êàôåäðå âûñ-
øåé ìàòåìàòèêè â Íàöèîíàëüíîì Èññëåäîâàòåëüñêîì Òåõíîëîãè÷åñêîì Óíèâåðñèòå-
òå (ÌÈÑèÑ) ñ èñïîëüçîâàíèåì èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, òî åñòü â èñïîëüçîâàíèè
ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ ïîäà÷è èíôîðìàöèè, îáåñïå÷åíèÿ ñ ïîìîùüþ èíòåðíåòà ýôôåê-
òèâíîé îáðàòíîé ñâÿçè ìåæäó ñòóäåíòîì è ïðåïîäàâàòåëåì â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ.

Ñõåìà èçó÷åíèÿ êóðñà ñ èñïîëüçîâàíèåì èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé ñâîäèò-
ñÿ ê ñëåäóþùåìó:

1. Çíàêîìñòâî ñ òåîðåòè÷åñêèì ìàòåðèàëîì íà ëåêöèÿõ. Èñïîëüçîâàíèå äå-
ìîíñòðàöèîííûõ ýëåìåíòîâ íà ëåêöèÿõ ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óñèëèòü íàãëÿäíîñòü
èçó÷àåìîãî ìàòåðèàëà, ïîìîãàåò ñòóäåíòó ãëóáæå ïîíÿòü ñóùíîñòü ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìåòîäîâ, çàèíòåðåñîâàòü ñòóäåíòà.

2. Èçó÷åíèå ìåòîäîâ èëè àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ íà ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèÿõ
íà ó÷åáíûõ ïðèìåðàõ èç ñòàíäàðòíûõ çàäà÷íèêîâ, íå òðåáóþùèõ áîëüøèõ çàòðàò
âðåìåíè è ãðîìîçäêèõ âû÷èñëåíèé.

3. Îðãàíèçàöèÿ è êîíòðîëü ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ñòóäåíòà âî âíåó÷åáíîå
âðåìÿ ïî âûïîëíåíèþ èíäèâèäóàëüíûõ òåñòîâ è çàäàíèé (òèïîâûõ ðàñ÷åòîâ) ñ êîí-
òðîëåì âûïîëíåíèÿ è îðãàíèçàöèé îáðàòíîé ñâÿçè â ñåòè Èíòåðíåò. Äëÿ îðãàíèçà-
öèè ó÷åáíîãî ïðîöåññà, ñòèìóëèðîâàíèÿ ñèñòåìàòè÷åñêîé ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû
ñòóäåíòîâ èñïîëüçóåòñÿ îáîëî÷êà äèñòàíöèîííîãî îáó÷åíèÿ "Dist" íà ñàéòå ÍÈÒÓ
ÌÈÑèÑ econom.misis.ru. Îñíîâíîå íàçíà÷åíèå ñèñòåìû:

- îáåñïå÷åíèå ó÷åáíûìè ìàòåðèàëàìè;
� àâòîìàòè÷åñêîå ôîðìèðîâàíèå è âûäà÷à òåñòîâ è çàäàíèé;
� îðãàíèçàöèÿ è êîíòðîëü ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ñòóäåíòîâ;
� êîíòðîëü çíàíèé;
� îïðåäåëåíèå ðåéòèíãà ñòóäåíòà;
� ïîëó÷åíèå îïåðàòèâíîé èíôîðìàöèè î ñîñòîÿíèè ó÷åáíîãî ïðîöåññà.
Ðàçðàáîòàííàÿ ñèñòåìà îòðàæàåò êàê òðàäèöèîííóþ ñòðóêòóðó îáó÷åíèÿ â

âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèÿõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ãðóïï ñòóäåíòîâ, ñïåöèàëüíîñòåé è
ó÷åáíûõ ïëàíîâ, òàê è ñîâðåìåííûå òåíäåíöèè ïåðåõîäà ê äèñòàíöèîííîìó îáó÷åíèþ,
ò.å. âîçìîæíîñòü îáó÷àòüñÿ â ëþáîå âðåìÿ è â ëþáîì ìåñòå, ïî èíäèâèäóàëüíûì
ïëàíàì è ãðàôèêàì.

Óêàçàííàÿ âûøå ïðîãðàììà ôàêòè÷åñêè ðåàëèçóåò ñèñòåìó äèñòàíöèîííîãî
îáó÷åíèÿ ñ öåëüþ ñòèìóëèðîâàíèÿ âíóòðè ñåìåñòðîâîé ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ñòó-
äåíòîâ. Êàæäûé ñòóäåíò, ïîïàâ íà ñâîþ ñòðàíèöó íà ñàéòå, ïîëó÷àåò êîìïëåêò ó÷åá-
íûõ ìàòåðèàëîâ ïî êàæäîé ó÷åáíîé äèñöèïëèíå, à òàêæå ññûëêè íà äîïîëíèòåëüíóþ
ëèòåðàòóðó è ñïðàâî÷íûå ìàòåðèàëû, ÷òî èçáàâëÿåò åãî îò íåîáõîäèìîñòè èõ ïîèñêà.
Íî ãëàâíîå - ñòóäåíò îáÿçàí ïðîéòè èçó÷åíèå ó÷åáíîé äèñöèïëèíû ïî òðàåêòîðèè. Îí
ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåò ïîðöèè ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà è òåñòû äëÿ ïðîâåðêè óñâîå-
íèÿ. Ïðè íåóäîâëåòâîðèòåëüíîé ñäà÷å òåñòà êîìïüþòåð âîçâðàùàåò åãî ê ïîâòîðíîìó
èçó÷åíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçäåëîâ. Â òðàåêòîðèþ òàêæå âêëþ÷åíû äðóãèå êîí-
òðîëüíûå ìåðîïðèÿòèÿ, â ÷àñòíîñòè âûïîëíåíèå èíäèâèäóàëüíûõ òèïîâûõ ðàñ÷åòîâ
ñ ïðîâåðêîé ïðîìåæóòî÷íûõ è îêîí÷àòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ â òîé æå ïðîãðàììå, à
çàòåì ïðåäîñòàâëåíèå ïðåïîäàâàòåëþ âûïîëíåííîãî çàäàíèÿ.

Ïðîãðàììîé êîíòðîëèðóþòñÿ ñðîêè âûïîëíåíèÿ òåñòîâ è çàäàíèé, çàòðà÷åí-
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íîå âðåìÿ. Â ðåçóëüòàòå íàêàïëèâàåòñÿ èíôîðìàöèÿ î ñòåïåíè óñâîåíèÿ ìàòåðèàëà
(îöåíêè è áàëëû). Øòðàôíûå áàëëû çà íåñâîåâðåìåííîå âûïîëíåíèå ðàáîò è èñïîëü-
çîâàíèå äîïîëíèòåëüíûõ ïîïûòîê ñòèìóëèðóþò ðåãóëÿðíîñòü ðàáîòû è âíèìàòåëü-
íîå èçó÷åíèå ìàòåðèàëà.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òðåáîâàíèÿìè òðàåêòîðèè ïðåäóñìàòðèâàëîñü íå ìåíåå îäíî-
ãî òåñòèðîâàíèÿ â ìåñÿö, íî ïðåäïî÷òèòåëüíûì ÿâëÿëàñü åæåíåäåëüíàÿ ïîäà÷à ó÷åá-
íîãî ìàòåðèàëà è ïðîâåðêà óñâîåíèÿ ñ ïîìîùüþ òåñòà. Ïðåäóñìàòðèâàëèñü òàêæå
ïîäòâåðæäàþùèå (àóäèòîðíûå) òåñòèðîâàíèÿ. Åñëè â àóäèòîðèè ñòóäåíò íå ïîäòâåð-
æäàåò âûïîëíåíèå òåñòîâ äàííîé òåìû, ðåçóëüòàòû åãî òåñòèðîâàíèÿ ïî äàííîé òåìå
àííóëèðóþòñÿ è îí äîëæåí ïðîéòè ýòó ÷àñòü òðàåêòîðèè çàíîâî.

Ïðè òåñòèðîâàíèè èñïîëüçóþòñÿ âîïðîñû ðàçëè÷íûõ òèïîâ, â òîì ÷èñëå, íà-
ðÿäó ñ ïðîñòûìè âîïðîñàìè òèïà "äà/íåò âûáîðîì ïðàâèëüíîãî îòâåòà, ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè, äàþòñÿ çàäà÷è ñ îòâåòîì â âèäå îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ ÷èñåë. Ñòóäåíòû
ïîëó÷àþò ðàçëè÷íûå òåñòû è òèïîâûå ðàñ÷åòû, ÷òî äîñòèãàåòñÿ ñëó÷àéíûì âûáî-
ðîì âîïðîñîâ è çàäà÷ èç ñîîòâåòñòâóþùåãî çàëîæåííîãî áàíêà çàäà÷ è ñëó÷àéíûì
âûáîðîì çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ èç çàäàííîãî äèàïàçîíà èõ èçìåíåíèé.

Ïðåïîäàâàòåëü â íàãëÿäíîé ôîðìå â ãðàôè÷åñêîì âèäå â ëþáîé ìîìåíò ìî-
æåò âèäåòü ïðîäâèæåíèå êàæäîãî ñòóäåíòà ãðóïïû ïî òðàåêòîðèè. Ìîæåò ïîëó÷èòü
èíôîðìàöèþ îá óñâîåíèè ìàòåðèàëà ïî êàæäîé òåìå, à òàêæå âîïðîñû, íà êîòîðûå
ñòóäåíò íå ñìîã äàòü ïðàâèëüíûé îòâåò äëÿ ñîáåñåäîâàíèÿ, ÷òî ôàêòè÷åñêè ïîçâî-
ëÿåò èñêëþ÷èòü ïðîáåëû â çíàíèÿõ.

Íàëè÷èå ïðîòîêîëîâ òåñòèðîâàíèé ñ äàííûìè è ïðàâèëüíûìè îòâåòàìè óìåíü-
øàåò îïàñíîñòü âîçíèêíîâåíèÿ êîíôëèêòíûõ ñèòóàöèé.

Îöåíêè, âûñòàâëÿåìûå ïðåïîäàâàòåëÿìè íà ïðàêòè÷åñêèõ è ñåìèíàðñêèõ çà-
íÿòèÿõ, çà êîíòðîëüíûå ðàáîòû, äîìàøíèå çàäàíèÿ ââîäÿòñÿ ïðåïîäàâàòåëÿìè â êîì-
ïüþòåð. Íàðÿäó ñ ýòèì îñóùåñòâëÿåòñÿ êîìïüþòåðíûé êîíòðîëü ñàìîñòîÿòåëüíîé
ðàáîòû ñòóäåíòîâ (îáó÷åíèå ïî òðàåêòîðèè, òåñòû), ðåçóëüòàòû êîòîðîãî àâòîìàòè-
÷åñêè ôèêñèðóþòñÿ â æóðíàëå ïðåïîäàâàòåëÿ è íå ìîãóò áûòü èçìåíåíû.

Âñå ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèé, êîíòðîëüíûõ ìåðîïðèÿòèé, îöåíêè â àóäèòîðèè,
õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìàòè÷íîñòè âûïîëíåíèÿ ó÷åáíîãî ïëàíà è äð. ñîáèðàþòñÿ â
îäíîé áàçå äàííûõ è ðàññ÷èòûâàåòñÿ ðåéòèíã ñòóäåíòà.

Òåêóùèé ðåéòèíã ðàññ÷èòûâàåòñÿ êîìïüþòåðîì íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä âûäà-
÷åé èíôîðìàöèè íà ýêðàí íà îñíîâàíèè äàííûõ î ðàáîòå âñåõ ñòóäåíòîâ ãðóïïû è
ìîæåò èçìåíèòüñÿ ïðè ñëåäóþùåì çàïðîñå.

Ðåéòèíã îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà ïðîèçâåäåíèé áàëëîâ íà âåñîâîé êîýôôèöè-
åíò äëÿ êàæäîãî âèäà êîíòðîëüíûõ ìåðîïðèÿòèé (ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ, êîíòðîëü-
íûå ðàáîòû, òåñòû ñàìîñòîÿòåëüíûå, òåñòû ïîäòâåðæäàþùèå, òèïîâûå ðàñ÷åòû, ïî-
ñåùàåìîñòü ëåêöèé è ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé, ðèòìè÷íîñòü).

Äëÿ êàæäîãî êîíòðîëüíîãî ìåðîïðèÿòèÿ (êðîìå ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé) â ðàñ-
÷¼ò ïðèíèìàåòñÿ òîëüêî ïîñëåäíÿÿ ïîïûòêà ñ ïîíèæàþùèì êîýôôèöèåíòîì 0.95 çà
êàæäóþ ïîïûòêó.

Áàëë çà ïîñåùàåìîñòü (îòðèöàòåëüíûé) ïðîïîðöèîíàëåí ÷èñëó ïðîïóùåííûõ
çàíÿòèé. Ìàêñèìàëüíûé îòðèöàòåëüíûé áàëë, çàäàííûé â âåñîâûõ êîýôôèöèåíòàõ,
ïîëó÷àþò ñòóäåíòû, ïðîïóñòèâøèå âñå çàíÿòèÿ. Ðàñ÷¼ò ïîñåùàåìîñòè ëåêöèé è ïðàê-
òè÷åñêèõ çàíÿòèé ïðîèçâîäèòñÿ îòäåëüíî.

Ïðåïîäàâàòåëü ïåðåä ýêçàìåíîì è çà÷¼òîì ïîëó÷àåò â äèðåêöèè âåäîìîñòü ñ
ðåéòèíãîì. Ïîëó÷åííûé â òå÷åíèè ñåìåñòðà ðåéòèíã ó÷èòûâàåòñÿ ïðè ïðîñòàâëåíèè
ýêçàìåíàöèîííîé îöåíêè.
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Ñóùåñòâåííîé ÷àñòüþ ïðîöåññà îáó÷åíèÿ äîëæíî áûòü ñîâðåìåííîå ó÷åáíîå
ïîñîáèå, êîòîðîå ñîâìåùàåò ó÷åáíèê, îõâàòûâàþùèé âåñü ïðåäóñìîòðåííûé ïðîãðàì-
ìîé ìàòåðèàë, ñ ïîñîáèåì ïî ïðàêòè÷åñêîé ÷àñòè êóðñà âûñøåé ìàòåìàòèêè, ñîäåð-
æàùåãî ðóêîâîäñòâî ê ðåøåíèþ òèïîâûõ çàäà÷ è ïðèìåðîâ ïî âñåì ðàçäåëàì ó÷åáíî-
ãî êóðñà. Â íåì äîëæíû áûòü ñòðîãî è íàãëÿäíî èçëîæåíû âñå íåîáõîäèìûå ìàòåìà-
òè÷åñêèå ïîíÿòèÿ, äîêàçàíû ïðàêòè÷åñêè âñå òåîðåìû. Íî ïðè ýòîì ñëåäóåò èçáåãàòü
èçëèøíåé äåòàëèçàöèè. Îñîáîå âíèìàíèå äîëæíî áûòü óäåëåíî ïðèêëàäíûì çàäà÷àì
èçëàãàåìîãî êóðñà. Äàëåå äëÿ çàêðåïëåíèÿ íàâûêîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ÷èòàòåëþ ñëåäóåò
ïðåäëîæèòü êîíòðîëüíûå âîïðîñû è çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ ñ îòâå-
òàìè. Òàêèì îáðàçîì, ó÷åáíîå ïîñîáèå äîëæíî ñîâìåùàòü òðàäèöèîííûé ó÷åáíèê,
ðåøåáíèê è çàäà÷íèê. Ïðè ýòîì îíî äîëæíî áûòü äîñòàòî÷íî êîìïàêòíûì.

Îñíîâûâàÿñü íà èçëîæåííûõ ïðèíöèïàõ, êîëëåêòèâîì àâòîðîâ ïîäãîòîâëåíî
ó÷åáíîå ïîñîáèå ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó, ñîñòîÿùåå èç äâóõ ÷àñòåé: ¾Äèôôåðåí-
öèàëüíîå èñ÷èñëåíèå¿ è ¾Èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå¿, èçäàííîå â èçäàòåëüñòâå Èëåêñà
â 2011 ãîäó â ñåðèè ¾Áèáëèîòåêà áàêàëàâðà¿ [1], [2].

Ïîñîáèå èìåþò ãðèô ¾Ðåêîìåíäîâàíî Íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêèì ñîâåòîì ïî ìàòå-
ìàòèêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè â êà÷åñòâå ó÷åá-
íîãî ïîñîáèÿ äëÿ ñòóäåíòîâ âóçîâ, îáó÷àþùèõñÿ ïî òåõíè÷åñêèì è ýêîíîìè÷åñêèì
íàïðàâëåíèÿì¿.

Ïîñîáèå ÿâëÿåòñÿ ëàóðåàòîì 1-é ñòåïåíè Ïåðâîãî Âñåðîññèéñêîãî êîíêóðñà
Íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêîãî ñîâåòà ïî ìàòåìàòèêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè Ðîñ-
ñèéñêîé Ôåäåðàöèè ¾Ëó÷øåå ó÷åáíîå ïîñîáèå ïî ìàòåìàòèêå¿ â íîìèíàöèè: ¾Ìàòå-
ìàòèêà â òåõíè÷åñêèõ âóçàõ¿, ïðîâîäèâøåãîñÿ â 2010 ãîäó.

Ìíîãèå ïðåïîäàâàòåëè, èñïîëüçóþùèå äàííóþ ñèñòåìó íà ïðàêòèêå, îòìå÷àþò
áîëåå ñåðü¼çíîå îòíîøåíèå ñòóäåíòîâ ê ó÷¼áå è óëó÷øåíèå çíàíèé.
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POSSIBILITIES AND RESTRICTIONS OF THE METHOD OF
MATHEMATICAL INDUCTION

Abstract: It is noted that in mathematical education it is necessary to discuss
with schoolchildren and students not only positive but also negative aspects of various
mathematical methods and techniques. Possibilities and restrictions of the method of
mathematical induction when solving problems of divisibility of integers are discussed.

Keywords: teaching of mathematics, mathematical induction, divisibility of
integers, polynomials of one and several variables.

Êàê ñïåöèàëèñòû â îáëàñòè ìåòîäèêè ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè, òàê è
ïåäàãîãè-ïðàêòèêè íåîäíîêðàòíî îòìå÷àëè òîò ôàêò, ÷òî â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ øêîëü-
íèêîâ è ñòóäåíòîâ ìàòåìàòèêå çíà÷èòåëüíî ïîëåçíåå ðåøèòü îäíó çàäà÷ó íåñêîëüêè-
ìè ðàçíûìè ñïîñîáàìè, ÷åì ðåøèòü îäíèì ñïîñîáîì íåñêîëüêî îäíîòèïíûõ çàäà÷.
Òùàòåëüíûé ðàçáîð è àíàëèç íåñêîëüêèõ, èíîãäà ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íûõ, ðåøå-
íèé îäíîé è òîé æå çàäà÷è ðàñøèðÿåò êðóãîçîð ó÷àùèõñÿ, ïîêàçûâàåò èì êðàñîòó
è âíóòðåííåå åäèíñòâî ìàòåìàòèêè, ïîìîãàåò ãëóáæå ïîíÿòü âîçìîæíîñòè ðàçëè÷-
íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ è ïîäõîäîâ è òî÷íåå ïðåäñòàâèòü ñåáå òîò êðóã çàäà÷,
ïðè ðåøåíèè êîòîðûõ, êàê ìîæíî îæèäàòü, èìåííî äàííûé ìåòîä îêàæåòñÿ áîëåå
ýôôåêòèâíûì, ÷åì âñå îñòàëüíûå ìåòîäû.

Îäíèì èç ÷ðåçâû÷àéíî ýôôåêòèâíûõ èíñòðóìåíòîâ ðåøåíèÿ ñàìûõ ðàçíîîá-
ðàçíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷ è äîêàçàòåëüñòâà ñàìûõ ðàçíîîáðàçíûõ ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ óòâåðæäåíèé ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Ýòîò ìåòîä õîðîøî
çàðåêîìåíäîâàë ñåáÿ è óñïåøíî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîæäåñòâ (ñêàæåì,
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà õîðîøî èçâåñòíîé ôîðìóëû äëÿ ñóììû êâàäðàòîâ âñåõ íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî n), äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâ (ñêàæåì, äëÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà î÷åíü âàæíîãî è ÷àñòî èñïîëüçóåìîãî â ìàòåìàòèêå íåðàâåíñòâà Áåðíóëëè), äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû îáùåãî ÷ëåíà ðåêóððåíòíî çàäàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(ñêàæåì, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû Áèíå äëÿ îáùåãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
Ôèáîíà÷÷è) è ò. ä.

Îäíîé èç âàæíûõ ñôåð ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ÿâëÿ-
þòñÿ ðàçíîîáðàçíûå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî äåëèìîñòè öåëûõ ÷èñåë. Ïðèâåäåì
çäåñü â êà÷åñòâå ïðèìåðà íåñêîëüêî òèïè÷íûõ çàäà÷ (åñëè îòíîñèòåëüíî n íè÷åãî
íå ñêàçàíî, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî n ∈ N; åñëè íàïèñàíî n > n0, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
óòâåðæäåíèå íàäî äîêàçàòü ïðè n ∈ Z, n > n0).

Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè âñåõ n ÷èñëî xn = 122n−1 + 11n+1 äåëèòñÿ íàöåëî
íà ÷èñëî a = 133.

Çàäà÷à 2. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè âñåõ n ÷èñëî xn = (a+1)2n−1+an+1 äåëèòñÿ íàöåëî
íà ÷èñëî b = a2 + a+ 1 (çäåñü a � ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî).

Çàäà÷à 3. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè âñåõ n ÷èñëî xn = 11n + 42n + 50n çàêàí÷èâàåòñÿ
íà ãðóïïó öèôð . . . 77.

Çàäà÷à 4. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè âñåõ n > 0 ÷èñëî xn = 23n + 1 äåëèòñÿ íàöåëî
íà ÷èñëî yn = 3n+1.

Çàäà÷à 5. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè âñåõ n > 0 ÷èñëî xn = 54 22 . . . 2︸ ︷︷ ︸
n ðàç

9 äåëèòñÿ íàöåëî

íà ÷èñëî a = 61.
Âñå ýòè ïÿòü çàäà÷ äîñòàòî÷íî ëåãêî ìîãóò áûòü ðåøåíû ñ ïîìîùüþ ìåòîäà

ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.
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Çàäà÷à 1 îòíîñèòñÿ, ïî íàøèì íàáëþäåíèÿì, ê ÷èñëó íàèáîëåå ïîïóëÿðíûõ
çàäà÷ ó àâòîðîâ êíèã è ïîñîáèé ïî ìàòåìàòèêå. Îíà ïðèâîäèòñÿ åñëè íå âî âñåõ, òî âî
âñÿêîì ñëó÷àå â î÷åíü ìíîãèõ êíèãàõ, â êîòîðûõ ðå÷ü èäåò î ìåòîäå ìàòåìàòè÷åñêîé
èíäóêöèè. Îäíàêî âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî çàäà÷à 1 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì (ïðè
a = 11) çíà÷èòåëüíî áîëåå îáùåé çàäà÷è 2. Ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a èç
çàäà÷è 2 ìîæíî ïîëó÷èòü äðóãèå, òàêæå äîñòàòî÷íî èíòåðåñíûå çàäà÷è. Íàïðèìåð,
ïðè a = 8 èç çàäà÷è 2 ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à:

Çàäà÷à 1′. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè âñåõ n ÷èñëî xn = 92n−1 + 8n+1 äåëèòñÿ íàöåëî
íà ÷èñëî 73.

Çàäà÷à 3 áûëà ñîñòàâëåíà àâòîðîì ñïåöèàëüíî äëÿ äàííîé ñòàòüè. Åå ìîæíî
ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

3′. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè âñåõ n ÷èñëî xn = 11n + 42n + 50n − 77 äåëèòñÿ íàöåëî
íà ÷èñëî 100.

Çàäà÷à 3′ ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî òèïè÷íîé çàäà÷åé íà äåëèìîñòü è ìîæåò áûòü
ðåøåíà ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

Çàäà÷è 4 è 5 òàêæå íåñëîæíî ðåøèòü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èí-
äóêöèè. Áàçà èíäóêöèè (òî åñòü ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèé ïðè n = 0) ïðîâåðÿåòñÿ
íåïîñðåäñòâåííî, à øàã èíäóêöèè îñíîâàí íà ñëåäóþùèõ âûêëàäêàõ:

xn+1 = 23n+1

+ 1 = 23n·3 + 1 = (23n)3 + 1 = (23n + 1)
[
(23n)2 − 23n + 1

]
= xn

[
x2
n − 3 · 23n

]
(îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè xn

... 3n+1, òî xn+1
... 3n+2) è

xn+1 = 54 22 . . . 2︸ ︷︷ ︸
n+1 ðàç

9 = 54 22 . . . 2︸ ︷︷ ︸
n ðàç

29 = 54 22 . . . 2︸ ︷︷ ︸
n ðàç

90− 61 = 10xn − 61

(îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè xn
... 61, òî xn+1

... 61).
×åëîâåêó, ïðîðåøàâøåìó ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ìíîãî

îäíîòèïíûõ çàäà÷ íà äåëèìîñòü (à â íåêîòîðûõ çàäà÷íèêàõ, ê ñîæàëåíèþ, ïðèâî-
äÿòñÿ ïîäáîðêè èìåííî îäíîòèïíûõ, ïîõîæèõ îäíà íà äðóãóþ êàê äâå êàïëè âîäû,
çàäà÷), ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè âñåãäà ÿâëÿåòñÿ âû-
ñîêîýôôåêòèâíûì è âñåãäà áûñòðî ïðèâîäèò ê æåëàåìîìó ðåçóëüòàòó. Îäíàêî ýòî
íå òàê. Âîçìîæíîñòè ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, ê ñîæàëåíèþ, äàëåêî íå áåç-
ãðàíè÷íû, è ýòîò ôàêò, ïî íàøåìó ìíåíèþ, íå íàäî óòàèâàòü îò ó÷àùèõñÿ, à íà-
îáîðîò, íàäî âìåñòå ñ íèìè ðàññìîòðåòü òàêæå çàäà÷è, ïðè ðåøåíèè êîòîðûõ ìåòîä
ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè îêàçûâàåòñÿ ìàëîýôôåêòèâíûì èëè ñîâåðøåííî íåýôôåê-
òèâíûì. Õîðîøèì ïðèìåðîì, ïî íàøåìó ìíåíèþ, çäåñü ìîæåò ñëóæèòü ñëåäóþùàÿ
çàäà÷à.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè âñåõ n ∈ N ÷èñëî xn = (a+b+c)2n−1−a2n−1−b2n−1−
c2n−1 äåëèòñÿ íàöåëî íà ÷èñëî y = (a+ b)(a+ c)(b+ c) (çäåñü a, b, c � ïðîèçâîëüíûå
öåëûå ÷èñëà, ñóììà ëþáûõ äâóõ èç êîòîðûõ íå ðàâíà íóëþ).

Íàèáîëåå åñòåñòâåííîå äëÿ ìàòåìàòèêà ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ïîëó÷àåòñÿ, åñ-
ëè ñ÷èòàòü èçâåñòíûìè îïðåäåëåííûå ñâåäåíèÿ èç îáëàñòè òåîðèè ìíîãî÷ëåíîâ
îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ, à èìåííî, åñëè ñ÷èòàòü èçâåñòíûìè ñëåäóþùèå òðè óòâåð-
æäåíèÿ (äëÿ ïðîñòîòû ìû ôîðìóëèðóåì óòâåðæäåíèÿ äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ îò òðåõ ïå-
ðåìåííûõ):

Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè ìíîãî÷ëåí P (X1, X2, X3) ∈ Q[X1, X2, X3] îáðà-
ùàåòñÿ â íóëü â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà Q3, â êîòîðîé îáðàùàåòñÿ â íóëü

424



Ñåêöèÿ 10. Ïðîáëåìû ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè â øêîëå è âóçå

ëèíåéíûé ìíîãî÷ëåí Q(X1, X2, X3) = r1X1 + r2X2 + r3X3 + s (çäåñü r1, r2, r3, s ∈ Q,
r2

1 + r2
2 + r2

3 > 0), òî ìíîãî÷ëåí P (X1, X2, X3) äåëèòñÿ íà ìíîãî÷ëåí Q(X1, X2, X3)
â êîëüöå Q[X1, X2, X3].

Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè ìíîãî÷ëåí P (X1, X2, X3) ∈ Q[X1, X2, X3] äåëèòñÿ
â êîëüöå Q[X1, X2, X3] íà ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå ìíîãî÷ëåíû Q1(X1, X2, X3),
Q2(X1, X2, X3), . . ., Qs(X1, X2, X3), òî ìíîãî÷ëåí P (X1, X2, X3) äåëèòñÿ â êîëüöå
Q[X1, X2, X3] íà ïðîèçâåäåíèå

Q(X1, X2, X3) = Q1(X1, X2, X3)Q2(X1, X2, X3) . . . Qs(X1, X2, X3)

ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ.

Óòâåðæäåíèå 3. Åñëè ìíîãî÷ëåí P (X1, X2, X3) ∈ Z[X1, X2, X3] äåëèòñÿ
â êîëüöå Q[X1, X2, X3] íà ïðèìèòèâíûé ìíîãî÷ëåí Q(X1, X2, X3) ∈ Z[X1, X2, X3],
òî ÷àñòíîå S(X1, X2, X3) ëåæèò â Z[X1, X2, X3]. (Ìíîãî÷ëåí Q(X1, X2, X3) ∈
Z[X1, X2, X3] íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíûì, åñëè åãî êîýôôèöèåíòû â ñîâîêóïíîñòè
âçàèìíî ïðîñòû.)

Óòâåðæäåíèå 1 äîêàçàíî, íàïðèìåð, â êíèãå [1] (ñì. ëåììó 2 íà ñòð. 401).
Óòâåðæäåíèå 2 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî, ÷òî êîëüöî Q[X1, X2, X3] ôàêòîðèàëüíî
(ñì., íàïðèìåð, [1], ñëåäñòâèå íà ñòð. 401). Óòâåðæäåíèå 3 ìîæåò áûòü äîêàçàíî
ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìîé ëåììû Ãàóññà (ñì., íàïðèìåð, [1], ëåììà 1 íà ñòð. 400).

Ñ÷èòàÿ óòâåðæäåíèÿ 1, 2, 3 èçâåñòíûìè, ïåðåõîäèì íåïîñðåäñòâåííî ê ðåøå-
íèþ çàäà÷è.

Ðåøåíèå 1. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ìíîãî÷ëåíû â êîëüöå Q[X1, X2, X3]:

P (X1, X2, X3) = (X1 +X2 +X3)2n−1 −X2n−1
1 −X2n−1

2 −X2n−1
3 ,

Q1(X1, X2, X3) = X1 +X2,

Q2(X1, X2, X3) = X1 +X3,

Q3(X1, X2, X3) = X2 +X3.

Ëèíåéíûé ìíîãî÷ëåí Q1 îáðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷êàõ 〈α, −α, β〉 ∈ Q3 (α,
β ∈ Q). Â ýòèõ òî÷êàõ, êàê ëåãêî âèäåòü, îáðàùàåòñÿ â íóëü è ìíîãî÷ëåí P . Ñëåäî-
âàòåëüíî, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1, ìíîãî÷ëåí P äåëèòñÿ íà ìíîãî÷ëåí Q1 â êîëüöå
Q[X1, X2, X3]. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìíîãî÷ëåí P äåëèòñÿ íà ìíîãî÷ëåíû
Q2 è Q3 â êîëüöå Q[X1, X2, X3].

Ëèíåéíûå ìíîãî÷ëåíû Q1, Q2, Q3 ÿâëÿþòñÿ ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûìè. Ïî-
ñêîëüêó ìíîãî÷ëåí P äåëèòñÿ â êîëüöå Q[X1, X2, X3] íà êàæäûé èç ìíîãî÷ëåíîâ
Q1, Q2, Q3, òî, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2, îí äåëèòñÿ â êîëüöå Q[X1, X2, X3] íà ïðî-
èçâåäåíèå ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ, òî åñòü íà ìíîãî÷ëåí

Q(X1, X2, X3) = Q1Q2Q3 = (X1 +X2)(X1 +X3)(X2 +X3) =

= X2
1X2 +X2

1X3 +X2
2X1 +X2

2X3 +X2
3X1 +X2

3X2 + 2X1X2X3.

Ìíîãî÷ëåí P äåëèòñÿ â êîëüöå Q[X1, X2, X3] íà ìíîãî÷ëåí Q. Ïîñêîëüêó
ìíîãî÷ëåí P � ýòî ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, à ìíîãî÷ëåí Q � ýòî
ïðèìèòèâíûé ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, òî èç óòâåðæäåíèÿ 3 ñëåäóåò,
÷òî ÷àñòíîå S � ýòî ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.
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Çàìåíèì â ðàâåíñòâå P (X1, X2, X3) = Q(X1, X2, X3)S(X1, X2, X3) ïåðå-
ìåííóþ X1 íà öåëîå ÷èñëî a, ïåðåìåííóþ X2 íà öåëîå ÷èñëî b, à ïåðåìåííóþ X3 íà
öåëîå ÷èñëî c. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

(a+ b+ c)2n−1 − a2n−1 − b2n−1 − c2n−1 = (a+ b)(a+ c)(b+ c)S(a, b, c).

Ïîñêîëüêó S � ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, òî ÷èñëî S(a, b, c)
ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî xn = (a+b+c)2n−1−a2n−1−b2n−1−c2n−1

äåëèòñÿ íàöåëî íà ÷èñëî y = (a+ b)(a+ c)(b+ c).
Óòâåðæäåíèå çàäà÷è äîêàçàíî.
Êàê ìû óæå ñêàçàëè âûøå, ïðèâåäåííîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ, ïî-âèäèìîìó, íàè-

áîëåå åñòåñòâåííûì äëÿ ïðîôåññèîíàëüíîãî ìàòåìàòèêà. Åäèíñòâåííûé íåäîñòàòîê
ýòîãî ðåøåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â íåì ñóùåñòâåííî èñïîëüçóþòñÿ ôàêòû
è óòâåðæäåíèÿ èç îáùåé òåîðèè ìíîãî÷ëåíîâ îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ, à òàêæå
ôàêòû è óòâåðæäåíèÿ èç îáùåé òåîðèè êîëåö, êîòîðûå äîñòàòî÷íî äàëåêî âûõîäÿò
íå òîëüêî çà ðàìêè øêîëüíîãî êóðñà ìàòåìàòèêè, íî è çà ðàìêè êóðñà ìàòåìàòèêè
ñòàíäàðòíîãî òåõíè÷åñêîãî âóçà.

Ìîæíî ëè ðåøèòü äàííóþ çàäà÷ó, îñòàâàÿñü â ðàìêàõ èçâåñòíîé èç øêîëû òåî-
ðèè ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé è èñïîëüçóÿ ëèøü õîðîøî èçâåñòíîå äëÿ òàêèõ
ìíîãî÷ëåíîâ ñëåäñòâèå èç òåîðåìû Áåçó, à òàêæå òîò ôàêò, ÷òî ïðè äåëåíèè ìíîãî-
÷ëåíà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè íà äâó÷ëåí ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì, ðàâíûì
åäèíèöå, â ÷àñòíîì ñíîâà ïîëó÷àåòñÿ ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè?

Äà, ìîæíî. Ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå âåñüìà ïîó÷èòåëüíî è çàñëóæèâàåò, ïî
íàøåìó ìíåíèþ, î÷åíü òùàòåëüíîãî ðàçáîðà íà çàíÿòèè ñ ó÷àùèìèñÿ. Ïðèâåäåì ýòî
ðåøåíèå (åãî ìîæíî íàéòè òàêæå, íàïðèìåð, â êíèãå [2], ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 2.30 íà
ñòð. 129�131).

Â ýòîì ðåøåíèè íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå äâà õîðîøî èçâåñòíûõ ó÷àùèìñÿ
(êàê øêîëüíèêàì, òàê è ñòóäåíòàì) óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 4. Äëÿ ëþáûõ p, q ∈ R, k ∈ N, k > 2, èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà:
(à) pk − qk = (p− q)(pk−1 + pk−2q + pk−3q2 + . . .+ qk−1);
(á) p2k−1 + q2k−1 = (p+ q)(p2k−2 − p2k−3q + p2k−4q2 − . . .+ q2k−2).

Óòâåðæäåíèå 5. Åñëè R(X) � ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè è öåëîå
÷èñëî x0 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà R(X), òî ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè
êîýôôèöèåíòàìè R1(X) òàêîé, ÷òî R(X) = (X − x0)R1(X).

Ïîñëå ýòîãî êðàòêîãî íàïîìèíàíèÿ ïðèñòóïàåì íåïîñðåäñòâåííî ê ðåøåíèþ
çàäà÷è.

Ðåøåíèå 2.
Åñëè n = 1, òî x1 = 0 è äåëèìîñòü x1

... y èìååò ìåñòî.
Äàëåå ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé n > 2.
Íåîáõîäèìî ïî-îòäåëüíîñòè ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ: ñëó÷àé, êîãäà âñå òðè

öåëûõ ÷èñëà a, b, c ðàâíû äðóã äðóãó è ñëó÷àé, êîãäà õîòÿ áû äâà èç ýòèõ ÷èñåë
ðàçëè÷íû.

Ñëó÷àé 1. Âñå òðè ÷èñëà a, b, c ðàâíû äðóã äðóãó: a = b = c 6= 0.
Èìååì:

xn = (a+ a+ a)2n−1 − a2n−1 − a2n−1 − a2n−1 = (3a)2n−1 − 3a2n−1 =

= 3a2n−1(32n−2 − 1) = 3a2n−1[(32)n−1 − 1] = 3a2n−1[9n−1 − 1n−1];
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y = (a+ a)(a+ a)(a+ a) = (2a)3 = 8a3.

Ðàçíîñòü 9n−1 − 1n−1 äåëèòñÿ íà 9− 1 = 8 (ýòî âûòåêàåò èç óòâåðæäåíèÿ 4à),
à ÷èñëî a2n−1 äåëèòñÿ íà a3. Ïîýòîìó ÷èñëî xn äåëèòñÿ íà y.

Ñëó÷àé 2. Õîòÿ áû äâà èç ÷èñåë a, b, c ðàçëè÷íû. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè,
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî b 6= c.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ìíîãî÷ëåí îò îäíîé ïåðåìåííîé X:

P (X) = (X + b+ c)2n−1 −X2n−1 − b2n−1 − c2n−1.

Ïðèìåíèì óòâåðæäåíèå 4à ê ðàçíîñòè (X+b+c)2n−1−X2n−1, à óòâåðæäåíèå 4á
ê ñóììå b2n−1 +c2n−1. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì, ÷òî (X+b+c)2n−1−X2n−1 = (b+c)Q(X),
ãäå Q(X) � íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, à b2n−1 + c2n−1 = =
(b+ c)A, ãäå A � íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî. Èòàê,

P (X) = (b+ c)Q(X)− (b+ c)A = (b+ c)G(X),

ãäå G(X) = Q(X)− A.
×èñëî x = −b ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà P (X), à çíà÷èò, è êîðíåì ìíî-

ãî÷ëåíà G(X). Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 5, G(X) = (X + b)G1(X), ãäå
G1(X) � íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Èòàê,

P (X) = (b+ c)(X + b)G1(X).

×èñëî x = −c ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà P (X), à çíà÷èò, è êîðíåì ìíîãî-
÷ëåíà G1(X). Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 5, G1(X) = (X + c)G2(X), ãäå
G2(X) � íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Èòàê,

P (X) = (b+ c)(X + b)(X + c)G2(X).

Çàìåíèì â ýòîì ðàâåíñòâå ïåðåìåííóþX íà ÷èñëî a. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì
ðàâåíñòâî

(a+ b+ c)2n−1 − a2n−1 − b2n−1 − c2n−1 = (a+ b)(a+ c)(b+ c)G2(a).

Ïîñêîëüêó G2 � ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, òî ÷èñëî G2(a) ÿâëÿ-
åòñÿ öåëûì ÷èñëîì. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî xn = (a+ b+ c)2n−1 − a2n−1 − b2n−1 − c2n−1

äåëèòñÿ íàöåëî íà ÷èñëî y = (a+ b)(a+ c)(b+ c).
Íà ýòîì ðàññìîòðåíèå ñëó÷àÿ 2 çàêîí÷åíî.
Óòâåðæäåíèå çàäà÷è äîêàçàíî.
Ìû ïðèâåëè äâà ðåøåíèÿ çàäà÷è. È ïåðâîå, è âòîðîå ðåøåíèå îñíîâûâàëîñü

íà ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâàõ ìíîãî÷ëåíîâ (â ïåðâîì ðåøåíèè � ìíîãî÷ëåíîâ îò íåñêîëü-
êèõ ïåðåìåííûõ, âî âòîðîì ðåøåíèè � ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé).

À ÷òî æå ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè � ìîæíî ëè åãî òîæå êàêèì-ëèáî
îáðàçîì ïðèìåíèòü äëÿ ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è?

Àâòîð ñòàòüè äîëãî ðàçìûøëÿë íàä ýòèì âîïðîñîì, ïðåæäå ÷åì åìó óäàëîñü
íàêîíåö íàéòè ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, îñíîâàííîå íà ìåòîäå ìàòåìàòè÷å-
ñêîé èíäóêöèè.

Ñðàçó îãîâîðèìñÿ, ÷òî ýòî ðåøåíèå îêàçàëîñü äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèì. Òåì
íå ìåíåå, ìû ñ÷èòàåì ïîëåçíûì êàê ñ ó÷åáíîé, òàê è ñ ìåòîäè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ
ðàçîáðàòü ñ ó÷àùèìèñÿ è ýòî ðåøåíèå. Íàøà öåëü çäåñü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû
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ïîìî÷ü ó÷àùèìñÿ êàê ìîæíî òî÷íåå è ïîëíåå îñîçíàòü âîçìîæíîñòè è îãðàíè÷åíèÿ,
äîñòîèíñòâà è íåäîñòàòêè òàêîãî âàæíîãî èíñòðóìåíòà ðåøåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ çà-
äà÷, êàêèì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

Èòàê, ìû ïåðåõîäèì ê òðåòüåìó ðåøåíèþ çàäà÷è, íà ýòîò ðàç, ê ðåøåíèþ,
îñíîâàííîìó íà ìåòîäå ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

Ðåøåíèå 3.
Ñèìâîëîì Sn, n > 0, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü äëÿ êðàòêîñòè ñëåäóþùèé ñèììåò-

ðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îò òðåõ ïåðåìåííûõ X1, X2, X3:

Sn = Xn
1 +Xn

2 +Xn
3

(ìíîãî÷ëåí Sn íàçûâàåòñÿ n-é ñòåïåííîé ñóììîé îò òðåõ ïåðåìåííûõ).

Ëåììà 1. Ïðè ëþáûõ ÷èñëàõ n, p, q òàêèõ, ÷òî n ∈ N, p ∈ N, q ∈ Z,
pn− q > 3p, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:

Spn−q = ApSpn−q−p −BpSpn−q−2p + CpSpn−q−3p,

ãäå Ap = Xp
1 +Xp

2 +Xp
3 = Sp, Bp = Xp

1X
p
2 +Xp

1X
p
3 +Xp

2X
p
3 , Cp = Xp

1X
p
2X

p
3 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóòåì íåïîñðåäñòâåííîãî ðàñêðûòèÿ ñêîáîê è ïðèâåäåíèÿ
ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ëåãêî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäóþùåãî ðàâåíñòâà:

Xpn−q
1 = ApX

pn−q−p
1 −BpX

pn−q−2p
1 + CpX

pn−q−3p
1 .

Ñêëàäûâàÿ ýòî ðàâåíñòâî ñ àíàëîãè÷íûìè ðàâåíñòâàìè, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ
â ðåçóëüòàòå çàìåíû ïåðåìåííîéX1 íà ïåðåìåííóþX2 è íà ïåðåìåííóþX3, ïîëó÷àåì
òðåáóåìîå ðàâåíñòâî.

Çàìå÷àíèå 1. Ïðè p = 1, q = 0, n > 3, äîêàçàííîå â ëåììå òîæäåñòâî
ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

Sn = A1Sn−1 −B1Sn−2 + C1Sn−3,

ãäå A1 = X1 +X2 +X3 = σ1, B1 = X1X2 +X1X3 +X2X3 = σ2, C1 = X1X2X3 = σ3.
Ýòî íå ÷òî èíîå êàê èçâåñòíàÿ ôîðìóëà Íüþòîíà äëÿ ñèììåòðè÷åñêèõ ìíî-

ãî÷ëåíîâ (ñì., íàïðèìåð, [3], ñòð. 46). Âõîäÿùèå â ýòó ôîðìóëó ìíîãî÷ëåíû σ1, σ2,
σ3 íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè ñèììåòðè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè îò òðåõ ïåðåìåí-
íûõ.

Çàïèøåì äîêàçàííîå â ëåììå òîæäåñòâî ïðè p = 2, q = 1, n = k, k > 4:

S2k−1 = A2S2k−3 −B2S2k−5 + C2S2k−7,

ãäå A2 = X2
1 +X2

2 +X2
3 = S2, B2 = X2

1X
2
2 +X2

1X
2
3 +X2

2X
2
3 , C2 = X2

1X
2
2X

2
3 .

Çàìåíèì â ýòîì ðàâåíñòâå ïåðåìåííóþ X1 íà öåëîå ÷èñëî a, ïåðåìåííóþ X2 íà
öåëîå ÷èñëî b, à ïåðåìåííóþX3 íà öåëîå ÷èñëî c. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

S2k−1 = A2S2k−3 −B2S2k−5 + C2S2k−7, (∗)

ãäå Sn = an + bn + cn, A2 = a2 + b2 + c2 = S2, B2 = a2b2 + a2c2 + b2c2, C2 = a2b2c2.
Ñîáñòâåííî, äëÿ äàëüíåéøåãî ðåøåíèÿ çàäà÷è íàì ïîíàäîáèòñÿ òîëüêî ôîð-

ìóëà (∗), êîòîðóþ ìîæíî áûëî áû äîêàçàòü ïðîñòî ñ ïîìîùüþ ãðîìîçäêîé âûêëàäêè
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(ðàñêðûâ âñå ñêîáêè è ïðèâåäÿ ïîäîáíûå ÷ëåíû). Òåì íå ìåíåå, ìû ïîñ÷èòàëè öåëåñî-
îáðàçíûì âûâåñòè ôîðìóëó (∗) â íåñêîëüêî áîëåå îáùåì êîíòåêñòå, çàîäíî ïåðåêèíóâ
ìîñòèê îò ýòîé ôîðìóëû ê õîðîøî èçâåñòíîé ôîðìóëå Íüþòîíà äëÿ ñèììåòðè÷åñêèõ
ìíîãî÷ëåíîâ.

Òåïåðü ìû ïåðåõîäèì ñîáñòâåííî ê äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ çàäà÷è ñ ïî-
ìîùüþ ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

Áàçà èíäóêöèè. Ïðè n = 1, 2, 3 óòâåðæäåíèå çàäà÷è âåðíî. Ýòî ïðîâåðÿåòñÿ
íåïîñðåäñòâåííî (àâòîð äàííîé ñòàòüè, ÷òîáû ñàìîìó íå ïðîèçâîäèòü ãðîìîçäêèå
âûêëàäêè, èñïîëüçîâàë ïàêåò Maple):

1) åñëè n = 1, òî x1 = (a + b + c)1 − a1 − b1 − c1 = 0 äåëèòñÿ íàöåëî íà ÷èñëî
y = (a+ b)(a+ c)(b+ c);

2) åñëè n = 2, òî x2 = (a+ b+ c)3 − a3 − b3 − c3 = 3(a+ b)(a+ c)(b+ c) äåëèòñÿ
íàöåëî íà ÷èñëî y = (a+ b)(a+ c)(b+ c);

3) åñëè n = 3, òî x3 = (a+ b+ c)5− a5− b5− c5 = 5(a+ b)(a+ c)(b+ c)(a2 + b2 +
c2 + ab+ ac+ bc) äåëèòñÿ íàöåëî íà ÷èñëî y = (a+ b)(a+ c)(b+ c).

Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü k > 4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå çàäà÷è âåðíî
ïðè n = k − 1, n = k − 2, n = k − 3, è äîêàæåì, ÷òî òîãäà óòâåðæäåíèå çàäà÷è âåðíî
ïðè n = k. Èìååì:

xk = (a+ b+ c)2k−1 − a2k−1 − b2k−1 − c2k−1 = (a+ b+ c)2k−1 − S2k−1
(∗)
=

(∗)
= (a+ b+ c)2k−1 − A2S2k−3 +B2S2k−5 − C2S2k−7 = (a+ b+ c)2k−1−

−A2[(a+ b+ c)2k−3 − xk−1] +B2[(a+ b+ c)2k−5 − xk−2]− C2[(a+ b+ c)2k−7 − xk−3] =

= A2xk−1−B2xk−2+C2xk−3+(a+b+c)2k−7{(a+b+c)6−A2(a+b+c)4+B2(a+b+c)2−C2}.

×èñëà xk−1, xk−2, xk−3 äåëÿòñÿ íàöåëî íà ÷èñëî y ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè.
Òîò ôàêò, ÷òî ÷èñëî xk äåëèòñÿ íàöåëî íà ÷èñëî y, áóäåò äîêàçàí, åñëè ìû äîêàæåì,
÷òî ¾ôèãóðíàÿ ñêîáêà¿ â ïîñëåäíåé ñòðîêå âû÷èñëåíèé äåëèòñÿ íàöåëî íà y.

Ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê. Ïðîùå âñåãî â ýòîì óáåäèòüñÿ ñ ïîìîùüþ êàêîãî-ëèáî
ìàòåìàòè÷åñêîãî ïàêåòà (íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ïàêåòà Maple):

{. . .} = (a+ b+ c)6− (a2 + b2 + c2)(a+ b+ c)4 + (a2b2 + a2c2 + b2c2)(a+ b+ c)2− a2b2c2 =

= (a+ b)(a+ c)(b+ c)(a+ b+ 2c)(a+ c+ 2b)(b+ c+ 2a)
... y = (a+ b)(a+ c)(b+ c).

Áàçà èíäóêöèè è øàã èíäóêöèè äîêàçàíû. Èòàê, ñîãëàñíî ïðèíöèïó ìàòåìà-
òè÷åñêîé èíäóêöèè, óòâåðæäåíèå çàäà÷è âåðíî ïðè âñåõ n ∈ N.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî â äàííîì ðåøåíèè áûë èñïîëüçîâàí íåñêîëüêî
óñëîæíåííûé âàðèàíò ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, êîãäà äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
ñïðàâåäëèâîñòè óòâåðæäåíèÿ çàäà÷è ïðè n = k ìû ïðåäïîëàãàëè ñïðàâåäëèâîñòü
óòâåðæäåíèÿ çàäà÷è ïðè òðåõ ïðåäûäóùèõ çíà÷åíèÿõ n (n = k − 1, n = k − 2 è
n = k − 3), à íå òîëüêî ïðè n = k − 1.

Åùå îäíà îñîáåííîñòü ýòîãî ðåøåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ïðèâëå÷åíèè âû÷è- ñëè-
òåëüíîé òåõíèêè, áåç êîòîðîé ïðîâåäåíèå âûêëàäîê ñòàëî áû ÷ðåçìåðíî óòîìèòåëü-
íûì.

Ýòî åùå ðàç ãîâîðèò î òîì, ÷òî ñîâðåìåííûé ìàòåìàòèê (êàê, âïðî÷åì, âîîá-
ùå ëþáîé ñîâðåìåííûé èññëåäîâàòåëü) äîëæåí àêòèâíî èñïîëüçîâàòü âåñü àðñåíàë
äîñòóïíûõ ñðåäñòâ è ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è. Âû÷èñëèòåëüíàÿ òåõíèêà, êñòàòè,
÷àñòî ïîìîãàåò íå òîëüêî ïðîèçâåñòè ãðîìîçäêèå è ðóòèííûå âû÷èñëåíèÿ, íî òàêæå
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ïîìîãàåò îáíàðóæèòü âàæíóþ çàêîíîìåðíîñòü, ïîñòðîèòü îáúåêò èëè êîíôèãóðàöèþ
ñ òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè, ñêîíñòðóèðîâàòü êîíòðïðèìåð ê êàêîìó-ëèáî óòâåðæäå-
íèþ.

Ïîäâîäÿ èòîã íàøåé ñòàòüè, ìû õîòåëè áû îòìåòèòü òðè îáñòîÿòåëüñòâà. Âî-
ïåðâûõ, êðàéíå âàæíî, ÷òîáû ó÷àùèåñÿ âëàäåëè ðàçëè÷íûìè ìîäèôèêàöèÿìè ìåòî-
äà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè (íàïðèìåð, âñòðå÷àþòñÿ çàäà÷è, â êîòîðûõ íàäî äåëàòü
øàã èíäóêöèè îò n = k − 2 ê n = k; âñòðå÷àþòñÿ çàäà÷è, ãäå èñïîëüçóåòñÿ âîçâðàò-
íàÿ èíäóêöèÿ è ò. ä.). Âî-âòîðûõ, ïðè ïðèìåíåíèè ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè
êðàéíå âàæíî ïðàâèëüíî ñôîðìóëèðîâàòü äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå. Âñòðå÷àþò-
ñÿ ñèòóàöèè, êîãäà áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé
èíäóêöèè äîêàçûâàåòñÿ ïðîùå, ÷åì áîëåå ñëàáîå (òàê íàçûâàåìûé ¾ïàðàäîêñ èí-
äóêöèè¿). Â-òðåòüèõ, è ýòî, íàâåðíîå, ñàìîå ãëàâíîå, êðàéíå âàæíî, ÷òîáû ó÷àùèåñÿ
÷åòêî ïîíèìàëè, ÷òî ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè íå âñåñèëåí, âñòðå÷àþòñÿ çàäà-
÷è, â êîòîðûõ îí íå ïðèâîäèò ê öåëè èëè æå ïðèâîäèò ê íåîïðàâäàííîìó óñëîæíåíèþ
ðåøåíèÿ. Îïûò, ïðèîáðåòàåìûé â ïðîöåññå ðåøåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷, à òàêæå
ìàòåìàòè÷åñêàÿ èíòóèöèÿ ïîìîãàþò ïîíÿòü, öåëåñîîáðàçíî èëè íåò â äàííîé çàäà÷å
ïðèìåíÿòü ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

Ìû íàäååìñÿ, ÷òî íàøà ñòàòüÿ çàèíòåðåñîâàëà ÷èòàòåëåé è áóäåì áëàãîäàðíû
çà ëþáûå êîììåíòàðèè èëè çàìå÷àíèÿ ïî çàòðîíóòûì íàìè âîïðîñàì.
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EXPANSION OF KNOWLEDGE OF SCHOOL STUDENTS ON
FRACTIONALLY � TO THE RATIONAL EQUATIONS IN ADDITIONAL

EDUCATION

Abstract: In article the question of realization of the principle of continuity
in training in mathematics between additional education and comprehensive school is
considered. In article on the example of studying of the section "fractionally-the rational
equations with parameter" one of options of ensuring continuity is described it is aware
of algebra which use will allow to carry out profound studying of material in scienti�c
associations of pupils.

Keywords: continuity in training in mathematics, the principle of a continuous of
education, mathematical training of pupils, sequence, profound studying.

Âñåñòîðîííåå ðàçâèòèå ó÷àùèõñÿ, ôîðìèðîâàíèå ó íèõ íàó÷íîãî ìèðîâîççðå-
íèÿ � âàæíåéøàÿ çàäà÷à ó÷ðåæäåíèé ñðåäíåãî è âûñøåãî ïðîôåññèîíàëüíîãî îá-
ðàçîâàíèÿ. Âàæíàÿ ðîëü ïðè ýòîì îòâîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíîìó îáðàçîâàíèþ äåòåé,
ñîñòàâëÿþùåìó âàðèàòèâíóþ ÷àñòü îáùåãî îáðàçîâàíèÿ. Ñîãëàñíî ÔÇ ¾Îá îáðàçîâà-
íèè â ÐÔ¿, îñíîâîé îáðàçîâàòåëüíîãî ïðîöåññà â äîïîëíèòåëüíîì îáðàçîâàíèè ó÷à-
ùèõñÿ ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèÿ äîïîëíèòåëüíûõ îáùåîáðàçîâàòåëüíûõ ïðîãðàìì, âû-
õîäÿùèõ çà ðàìêè (îáùèõ) îñíîâíûõ è èìåþùèõ êîíêðåòíûå îáðàçîâàòåëüíûå öå-
ëè. Ìàòåìàòèêà âûïîëíÿåò ñèñòåìîîáðàçóþùóþ ôóíêöèþ â îáðàçîâàíèè, âëèÿÿ íà
ïðåïîäàâàíèå äðóãèõ äèñöèïëèí, è ïîýòîìó åé ïðèíàäëåæèò çíà÷èòåëüíàÿ ðîëü â
ýòîì ïðîöåññå. Óñèëåíèå åå ìèðîâîççðåí÷åñêîãî è âîñïèòàòåëüíîãî âîçäåéñòâèÿ íà
ó÷àùèõñÿ, ñîâåðøåíñòâîâàíèå ìåòîäèêè ïðåïîäàâàíèÿ äëÿ áîëåå ãëóáîêîãî óñâîåíèÿ
îñíîâ ìàòåìàòèêè � òàêîâû îñíîâíûå çàäà÷è, ñòîÿùèå ïåðåä îòå÷åñòâåííîé ñèñòåìîé
îáðàçîâàíèÿ.

Îäíèì èç ñðåäñòâ äîñòèæåíèÿ ïåðå÷èñëåííûõ öåëåé ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèå â øêî-
ëå çàíÿòèé ïî ìàòåìàòèêå íàó÷íûõ îáúåäèíåíèé ó÷àùèõñÿ (ÍÎÓ). Çàíÿòèÿ ïî ìàòå-
ìàòèêå ÍÎÓ ñîñòîèò â ðàçâèòèè ñïîñîáíîñòåé è èíòåðåñîâ ó÷àùèõñÿ â ñî÷åòàíèè ñ
îáùåîáðàçîâàòåëüíîé ïîäãîòîâêîé, çàðîæäåíèè èíòåðåñà ê ìàòåìàòèêå íà ïåðâè÷íîì
óðîâíå, ïîääåðæèâàíèè åãî äî ïîçíàâàòåëüíîãî óðîâíÿ. Âçàèìîñâÿçü îáÿçàòåëüíîãî
îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå â îáùåîáðàçîâàòåëüíîé øêîëå è çàíÿòèé ïî ìàòåìàòèêå â ðàì-
êàõ äîïîëíèòåëüíîãî îáðàçîâàíèÿ âûñòóïàåò êàê ñðåäñòâî îñóùåñòâëåíèÿ ïðèíöèïà
íåïðåðûâíîñòè è ïðèåìñòâåííîñòè.

Ïðååìñòâåííîñòü è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â îáó÷åíèè ïîçâîëÿþò ðàçðåøèòü ïðî-
òèâîðå÷èå ìåæäó íåîáõîäèìîñòüþ ôîðìèðîâàíèÿ ó áóäóùèõ âûïóñêíèêîâ øêîë öå-
ëîñòíîé ñèñòåìû ìàòåìàòè÷åñêèõ çíàíèé, óìåíèé, íàâûêîâ è äèñêðåòíûì õàðàêòå-
ðîì èçó÷åíèÿ ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà [2]. Ïðååìñòâåííîñòü â ñîäåðæàíèè ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ïîäãîòîâêè âûñòóïàåò êàê íåïðåðûâíûé ïðîöåññ ðàçâåðòûâàíèÿ ñòðóêòóðíûõ
êîìïîíåíòîâ ñîäåðæàíèÿ, ïëàâíûé ïåðåõîä îò îäíîãî ýòàïà îáó÷åíèÿ ê äðóãîìó,
ïîñòåïåííîå óñëîæíåíèå ñîäåðæàíèÿ ó÷åáíîé èíôîðìàöèè, ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ñìåíà
óðîâíÿ òðåáîâàíèé ê îáúåìó è ãëóáèíå óñâîåíèÿ çíàíèé, óìåíèé è íàâûêîâ [1]. Â ýòîì
ñëó÷àå êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ ñòóïåíü îáðàçîâàòåëüíîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì
ïðîäîëæåíèåì, ðàçâèòèåì ïðåäûäóùåé, ÷òî õàðàêòåðíî ïðè ñïèðàëåâèäíîì ðàñïî-
ëîæåíèè ìàòåðèàëà, à ó÷àùèåñÿ èìåþò âîçìîæíîñòü ïîñòåïåííî è íåïðåðûâíî ðàñ-
øèðÿòü çíàíèÿ ïî êîíêðåòíîé ó÷åáíîé ïðîáëåìå, íå äîïóñêàÿ ðàçðûâîâ [2].

Ðàññìîòðèì îäèí èç âàðèàíòîâ îáåñïå÷åíèÿ ïðååìñòâåííîñòè íà ïðèìåðå èçó-
÷åíèÿ äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïàðàìåòðîì. Ïðåäëàãàåìûé ìàòåðèàë äî-
ïîëíÿåò ñòàíäàðòíóþ ïðîãðàììó øêîëüíîãî êóðñà ìàòåìàòèêè, ïðåäïîëàãàåò óãëóá-
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ëåííîå èçó÷åíèå ïðåäìåòà ïî äàííîé òåìå, ÷òî áóäåò ñïîñîáñòâîâàòü ñîâåðøåíñòâîâà-
íèþ è ðàçâèòèþ âàæíåéøèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ óìåíèé, ïðåäóñìîòðåííûõ ïðîãðàììîé.

Äëÿ ìíîãèõ ó÷àùèõñÿ óðàâíåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì ÿâëÿþòñÿ íåïðèâû÷íûìè è
ñëîæíûìè. Íåîáõîäèìî ïîíèìàíèå çàêîíîìåðíîñòåé, íàâûêè àíàëèçà êîíêðåòíîãî
ñëó÷àÿ íà îñíîâå èçâåñòíûõ îáùèõ ñâîéñòâ îáúåêòà, ñèñòåìíîñòü è ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü â ðåøåíèè, óìåíèå îáúåäèíèòü ðàññìàòðèâàåìûå ÷àñòíûå ñëó÷àè â åäèíûé
ðåçóëüòàò, íåäîñòàòî÷íî ìåõàíè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ôîðìóë. Âûïèñûâàíèå îòâåòà
÷àñòî âûçûâàåò òðóäíîñòè â ñâÿçè ñ èçîáèëèåì âñåâîçìîæíûõ âàðèàíòîâ è ïîäâà-
ðèàíòîâ, íà êîòîðûå ðàñïàäàåòñÿ îñíîâíîé õîä ðåøåíèÿ. Ðåøåíèå óðàâíåíèé ñ ïà-
ðàìåòðîì òðåáóåò èññëåäîâàíèÿ, äàæå åñëè ýòî ñëîâî íå óïîìÿíóòî â ôîðìóëèðîâêå
çàäàíèÿ. Âîçíèêàþùèå ó ó÷àùèõñÿ ïðè ðåøåíèè òàêèõ óðàâíåíèé òðóäíîñòè îáó-
ñëîâëåíû íåîáõîäèìîñòüþ åãî ïðîâåäåíèÿ.

Áîëüøîå ÷èñëî ýâðèñòè÷åñêèõ ïðèåìîâ îáùåãî õàðàêòåðà, öåííûõ äëÿ ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ, ïðèìåíèìûõ â èññëåäîâàíèÿõ è â ëþáîì äðóãîì ìàòåìàòè-
÷åñêîì ìàòåðèàëå, îòêðûâàåò ïåðåä ó÷åíèêàìè ðåøåíèå óðàâíåíèé ñ ïàðàìåòðîì.
Óðàâíåíèÿ òàêîãî òèïà èìåþò ïðèíöèïèàëüíî èññëåäîâàòåëüñêèé õàðàêòåð, è ñ ýòèì
ñâÿçàíû êàê ìåòîäè÷åñêîå çíà÷åíèå òàêèõ óðàâíåíèé, òàê è òðóäíîñòè âûðàáîòêè
íàâûêîâ èõ ðåøåíèÿ.

Íåçíà÷èòåëüíîå ìåñòî â ïðîãðàììå ïî ìàòåìàòèêå îòâîäèòñÿ çàäà÷àì ñ ïàðà-
ìåòðîì äëÿ íåñïåöèàëèçèðîâàííûõ øêîë. Òàê, ñ ïàðàìåòðàìè ìû âñòðå÷àåìñÿ:

- ïðè ââåäåíèè íåêîòîðûõ ïîíÿòèé (íàïðèìåð, ïðè ââåäåíèè ïîíÿòèé ôóíêöèè:
ïðÿìàÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòü y = k · x (x è y � ïåðåìåííûå, k � ïàðàìåòð, k 6= 0);
ëèíåéíîé ôóíêöèÿ y = k · x+ b (x è y � ïåðåìåííûå, k è b � ïàðàìåòðû); ëèíåéíîãî
óðàâíåíèÿ ax+ b = 0, ãäå x � ïåðåìåííàÿ, a è b � ïàðàìåòðû; êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ
ax2 + bx+ c = 0, ãäå x � ïåðåìåííàÿ, a, b, c � ïàðàìåòðû, a 6= 0);

- ïðè ïîèñêå ðåøåíèé ëèíåéíûõ è êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé â îáùåì âèäå;
- ïðè èññëåäîâàíèè êîëè÷åñòâà èõ êîðíåé â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåò-

ðîâ (íàïðèìåð, ðåøàÿ îòíîñèòåëüíî x óðàâíåíèå ax2 + bx + c = 0, ìû ôàêòè÷åñêè
ðåøàåì íå îäíî, à ìíîæåñòâî óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî x, ïðè êàæäîì íàáîðå çíà÷å-
íèé ïàðàìåòðîâ a, b, c ïîëó÷àåòñÿ îïðåäåëåííîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî x).

Ïàðàìåòð, áóäó÷è ôèêñèðîâàííûì, íî íåèçâåñòíûì ÷èñëîì, èìååò êàê áû
äâîéñòâåííóþ ïðèðîäó, íåáîëüøîé êëàññ çàäà÷, ðàññìîòðåííûé âûøå, ìíîãèì íå ïîç-
âîëÿåò óñâîèòü ýòî. Âî-ïåðâûõ, ïðåäïîëàãàåìàÿ èçâåñòíîñòü ïîçâîëÿåò ¾îáùàòüñÿ¿ ñ
ïàðàìåòðîì êàê ñ ÷èñëîì, à âî-âòîðûõ, � ñòåïåíü ñâîáîäû îáùåíèÿ îãðàíè÷èâàåòñÿ
åãî íåèçâåñòíîñòüþ [3]. Òðóäíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ ïàðàìåòðîì âûçâàíû äàæå ïðè
ðåøåíèè ïðîñòåéøèõ óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ ïàðàìåòðû, ïðèõîäèòñÿ ïðîèçâîäèòü
âåòâëåíèå âñåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ íà îòäåëüíûå êëàññû, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ
çàäà÷à èìååò ðåøåíèå. Ïðè ýòîì ñëåäóåò ÷åòêî è ïîñëåäîâàòåëüíî ñëåäèòü çà ñî-
õðàíåíèåì ðàâíîñèëüíîñòè ðåøàåìûõ óðàâíåíèé ñ ó÷åòîì îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ âû-
ðàæåíèé, âõîäÿùèõ â óðàâíåíèå, à òàêæå ó÷èòûâàòü âûïîëíèìîñòü ïðîèçâîäèìûõ
îïåðàöèé.

Óðàâíåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè ìîæíî ðàçäåëèòü íà ÷åòûðå îñíîâíûõ òèïà:
1. Óðàâíåíèÿ, êîòîðûå íåîáõîäèìî ðåøèòü ëèáî äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ ïàðà-

ìåòðà (ïàðàìåòðîâ), ëèáî äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà, ïðèíàäëåæàùèõ çàðàíåå îãîâî-
ðåííîìó ìíîæåñòâó.

2. Óðàâíåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâî ðåøåíèé â çàâè-
ñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà (ïàðàìåòðîâ).

3. Óðàâíåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ òðåáóåòñÿ íàéòè âñå òå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà, ïðè
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êîòîðûõ óêàçàííûå óðàâíåíèÿ, íåðàâåíñòâà, èõ ñèñòåìû è ñîâîêóïíîñòè èìåþò çà-
äàííîå ÷èñëî ðåøåíèé (â ÷àñòíîñòè, íå èìåþò èëè èìåþò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî
ðåøåíèé).

4. Óðàâíåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ ïðè èñêîìûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ìíîæåñòâî ðå-
øåíèé óäîâëåòâîðÿåò çàäàííûì óñëîâèÿì â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Óðàâíåíèÿ ñ îäíîé íåèçâåñòíîé è îäíèì ïàðàìåòðîì � íàèáîëåå ìàññîâûé
êëàññ óðàâíåíèé ñ ïàðàìåòðîì.

Ðàññìîòðèì îñíîâíûå ñïîñîáû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ñ ïàðàìåòðîì èìåííî ýòîãî
êëàññà:

- àíàëèòè÷åñêèé � ýòî ñïîñîá òàê íàçûâàåìîãî ïðÿìîãî ðåøåíèÿ, ïîâòîðÿþ-
ùåãî ñòàíäàðòíûå ïðîöåäóðû íàõîæäåíèÿ îòâåòà â çàäà÷àõ áåç ïàðàìåòðà.

- ãðàôè÷åñêèé (â çàâèñèìîñòè îò çàäà÷è (ñ ïåðåìåííîé x è ïàðàìåòðîì a)
ðàññìàòðèâàþòñÿ ãðàôèêè èëè â êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè (x; y), èëè â êîîðäèíàòíîé
ïëîñêîñòè (x; a)).

- ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà (ïðè ðåøåíèè ýòèì ñïîñîáîì ïåðåìåííûå x
è a ïðèíèìàþòñÿ ðàâíîïðàâíûìè è âûáèðàåòñÿ òà ïåðåìåííàÿ, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé
àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ïðèçíàåòñÿ áîëåå ïðîñòûì. Ïîñëå óïðîùåíèé âîçâðàùàåìñÿ
ê èñõîäíîìó ñìûñëó ïåðåìåííûõ x è a è çàêàí÷èâàåì ðåøåíèå).

Ïðîöåññ ðåøåíèÿ äðîáíî � ðàöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé ïðîòåêàåò ïî îáû÷íîé
ñõåìå: äðîáíîå óðàâíåíèå çàìåíÿåòñÿ öåëûì ïóòåì óìíîæåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé óðàâíå-
íèÿ íà îáùèé çíàìåíàòåëü ëåâîé è ïðàâîé åãî ÷àñòåé. Ïîñëå ÷åãî ó÷àùèåñÿ ðåøàþò
èçâåñòíûì èì ñïîñîáîì öåëîå óðàâíåíèå, èñêëþ÷àÿ ïîñòîðîííèå êîðíè, ò. å. ÷èñëà,
êîòîðûå îáðàùàþò îáùèé çíàìåíàòåëü â íóëü. Â ñëó÷àå óðàâíåíèé ñ ïàðàìåòðàìè
ýòà çàäà÷à áîëåå ñëîæíàÿ. Çäåñü, ÷òîáû èñêëþ÷èòü ïîñòîðîííèå êîðíè, òðåáóåòñÿ íà-
õîäèòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà, îáðàùàþùåå îáùèé çíàìåíàòåëü â íóëü, òî åñòü ðåøàòü
ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà [3].
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HIGHER MATHEMATICS IN TECHNICAL UNIVERSITIES:
TEACHING PROBLEMS AND WAYS OF SOLVING

Abstract: Problems of giving improved education in mathematics to today's
certi�cated specialists, bachelors and of masters of sciences who are studying in technical
universities were considered. The system and activity technology model of teaching higher
mathematics was developed. The main principles of this approach was considered in the
current work.

Keywords: higher mathematics, the system and activity approach, the teaching
principles.

Àíàëèç ïðîôåññèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè ñîâðåìåííîãî äèïëîìèðîâàííîãî ñïå-
öèàëèñòà, áàêàëàâðà, ìàãèñòðà ïî òåõíè÷åñêèì íàïðàâëåíèÿì ïîäãîòîâêè ïîêàçûâà-
åò, ÷òî óñïåøíîå ðåøåíèå ïðîôåññèîíàëüíûõ çàäà÷ ïðåäïîëàãàåò ãëóáîêîå çíàíèå
îñíîâ ñïåöèàëüíîñòè, âëàäåíèå íà âûñîêîì óðîâíå àïïàðàòîì âûñøåé ìàòåìàòèêè,
óìåíèå ïðèìåíÿòü îáùåíàó÷íûå è êîíêðåòíûå ìåòîäû â ñâîåé èññëåäîâàòåëüñêîé
äåÿòåëüíîñòè, ïîñòîÿííî ïîïîëíÿòü èìåþùèéñÿ îáðàçîâàòåëüíûé áàãàæ. Ôîðìèðî-
âàíèå êîìïåòåíöèé ñïåöèàëèñòà, áàêàëàâðà, ìàãèñòðà ñ ó÷åòîì òðåáîâàíèÿ ðûíêà
ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç âàæíûõ öåëåé, ñòîÿùèõ ïåðåä âûñøåé øêîëîé. Àíàëèç ïðîöåññà
îáó÷åíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèì äèñöèïëèíàì áóäóùèõ âûïóñêíèêîâ âûñøåé øêîëû ïîç-
âîëÿåò âûäåëèòü ñëåäóþùèå ïðîáëåìû.

Îáó÷åíèå âûñøåé ìàòåìàòèêå ñòðîèòñÿ ïðè ïðåäïîëîæåíèè íàëè÷èÿ ó ñòó-
äåíòîâ ïîëíîöåííî óñâîåííûõ çíàíèé è óìåíèé ïî ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêå. Íî
àíàëèç ðåçóëüòàòîâ òåñòèðîâàíèÿ ñòóäåíòîâ 1-îãî êóðñà ðÿäà òåõíè÷åñêèõ âóçîâ ïî
ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêå óêàçûâàåò íà ñóùåñòâîâàíèå ðàçðûâà ìåæäó èìåþùèìè-
ñÿ ó ó÷àùèõñÿ ìàòåìàòè÷åñêèìè çíàíèÿìè è óìåíèÿìè ïî øêîëüíîé ïðîãðàììå è
òðåáîâàíèÿìè ê íèì ñî ñòîðîíû êóðñà âûñøåé ìàòåìàòèêè.

Ïðè îðãàíèçàöèè ïðîöåññà óñâîåíèÿ ñîäåðæàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ êóðñîâ, ïðè
îðãàíèçàöèè ó÷åáíîãî ïðîöåññà â öåëîì ïðèíöèïû äåÿòåëüíîñòíîé òåîðèè îáó÷åíèÿ
íå ðåàëèçóþòñÿ. Ïðåîáëàäàåò ïî-ïðåæíåìó ýìïèðè÷åñêèé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ è
ïðîâåäåíèþ çàíÿòèé, ñòèõèéíîå ôîðìèðîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ çíàíèé è óìåíèé.
Íå îñóùåñòâëÿåòñÿ öåëåíàïðàâëåííîå ôîðìèðîâàíèå óìåíèé ó÷èòüñÿ ñàìîñòîÿòåëü-
íî; ðàçâèòèå ñïîñîáíîñòåé ê ñàìîîáðàçîâàíèþ è ñàìîñîâåðøåíñòâîâàíèþ ïðîèñõîäèò
ñòèõèéíî è ìåäëåííî. Â òî æå âðåìÿ, èìåííî ôîðìèðîâàíèå óìåíèé ñàìîñòîÿòåëü-
íî ïîëó÷àòü íîâûå çíàíèÿ, ñîâåðøåíñòâîâàòü èìåþùèåñÿ íàâûêè, âèäåòü ïðîáëåìó
è ñàìîñòîÿòåëüíî èñêàòü ïóòè åå ðàçðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âàæíåéøåé öåëüþ âûñøåãî
îáðàçîâàíèÿ. Íà ñåãîäíÿ ñóùåñòâóåò ïðîòèâîðå÷èå ìåæäó ïîòðåáíîñòÿìè îáùåñòâà
â ïðîèçâîäñòâå òâîð÷åñêè ìûñëÿùåãî è äåÿòåëüíîãî ÷åëîâåêà è âûïóñêîì ñïåöèàëè-
ñòîâ, îðèåíòèðîâàííûõ òîëüêî íà ïàññèâíîå óñâîåíèå çíàíèé è óìåíèé.
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Â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ íå ïðîèñõîäèò öåëåíàïðàâëåííîãî ôîðìèðîâàíèÿ ìåòî-
äîëîãè÷åñêèõ çíàíèé è óìåíèé. Îñíîâíîé àêöåíò äåëàåòñÿ íà ïîëó÷åíèå òîëüêî ìà-
òåìàòè÷åñêèõ çíàíèé è óìåíèé. Ïðè ýòîì ðåøåíèå ìíîãèõ òèïîâ çàäà÷, â ÷àñòíîñòè,
ïðèêëàäíûõ, ïðåäïîëàãàåò ïðèìåíåíèå êàê îáùèõ ìåòîäîâ ïîçíàíèÿ (àíàëèçà, ñèí-
òåçà, ìîäåëèðîâàíèÿ, ïîñòðîåíèÿ ãèïîòåç, äîêàçàòåëüñòâî), òàê è ìàòåìàòè÷åñêèõ.
Íà îñíîâå ìåòîäîëîãè÷åñêèõ çíàíèé è óìåíèé ïðîèñõîäèò ñàìîñòîÿòåëüíîå èçó÷åíèå
íîâîãî ìàòåðèàëà, ñòðîèòñÿ äåÿòåëüíîñòü ïî èññëåäîâàíèþ îáúåêòîâ.

Ïðè îáó÷åíèè ìàòåìàòè÷åñêèì äèñöèïëèíàì íå ôîðìèðóþòñÿ çíàíèÿ î äåÿ-
òåëüíîñòè, åå ñòðóêòóðå è çàêîíîìåðíîñòÿõ ïîñòðîåíèÿ. Âìåñòå ñ òåì, èìåííî íà áàçå
òàêèõ çíàíèé, ñóáúåêò â äàëüíåéøåì äîëæåí ñàìîñòîÿòåëüíî âûñòðàèâàòü ïðîôåññè-
îíàëüíóþ äåÿòåëüíîñòü. Îáó÷åíèå âûñøåé ìàòåìàòèêå îñóùåñòâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííî
îò ðåøåíèÿ ïðîôåññèîíàëüíûõ çàäà÷ âûïóñêàåìîãî ñïåöèàëèñòà, áàêàëàâðà, ìàãè-
ñòðà. Ó÷àùèåñÿ ïðè èçó÷åíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ êóðñîâ çà÷àñòóþ íå ñâÿçûâàþò âîç-
ìîæíîñòè ìàòåìàòèêè ñ ðåøåíèåì ïðîáëåì ïîçíàíèÿ è ïðåîáðàçîâàíèÿ äåéñòâèòåëü-
íîñòè; ìàòåìàòèêà îñòàåòñÿ àáñòðàêòíûì è îáîñîáëåííûì ïðèîáðåòåíèåì âóçîâñêîãî
îáðàçîâàíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî ñïåöèàëüíûå äèñöèïëèíû, â ñâîþ î÷åðåäü, íå çàíèìàþò-
ñÿ îïèñàíèåì âçàèìîñâÿçåé ñ âûñøåé ìàòåìàòèêîé, ñ÷èòàÿ, ÷òî ïîäîáíàÿ ïðîáëåìà
ðàññìàòðèâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî â ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèíàõ.

Ïðè èçó÷åíèè âûñøåé ìàòåìàòèêè íå â ïîëíîé ìåðå ðåàëèçóåòñÿ âîñïèòûâàþ-
ùàÿ ôóíêöèÿ îáó÷åíèÿ. Ñþäà ìîæíî îòíåñòè èãíîðèðîâàíèå îïèñàíèÿ èñòîðè÷åñêî-
ãî ïóòè ñòàíîâëåíèÿ è ðàçâèòèÿ òîé èëè èíîé ìàòåìàòè÷åñêîé íàóêè, èñïîëüçîâàíèå
òîëüêî òðàäèöèîííûõ îáúÿñíèòåëüíî-èëëþñòðàòèâíûõ ìåòîäîâ îáó÷åíèÿ è íåïîíè-
ìàíèå äîñòîèíñòâ ñîâðåìåííûõ èíòåðàêòèâíûõ ôîðì è ìåòîäîâ îáó÷åíèÿ. ×àñòî ïðè
èçó÷åíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí íå çàòðàãèâàþòñÿ ìèðîâîççðåí÷åñêèå àñïåêòû,
êîòîðûå èìåþò íåïîñðåäñòâåííîå îòíîøåíèå ê ìàòåìàòèêå.

Ïåäàãîãè âûñøåé øêîëû, âåäóùèå ïðåäìåò ¾Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà¿, èìåþò õî-
ðîøóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ïîäãîòîâêó ïî ñïåöèàëüíîñòè ¾ìàòåìàòèêà¿, íî, êàê ïðà-
âèëî, íå âëàäåþò â ñîâåðøåíñòâå ïñèõîëîãî-ïåäàãîãè÷åñêèìè àñïåêòàìè ñâîåé ïðî-
ôåññèè. Ïðîöåññ îáó÷åíèÿ âûñøåé ìàòåìàòèêå, îðãàíèçàöèè óñâîåíèÿ åå çíàíèé è
óìåíèé ñòðîèòñÿ â âûñøåé øêîëå â îñíîâíîì ýìïèðè÷åñêèì îáðàçîì, áåç ó÷åòà äîñòè-
æåíèé ïåäàãîãèêè è ïñèõîëîãèè. Â ñâÿçè ñ ýòèì, ïðîáëåìà ïîäãîòîâêè ïðåïîäàâàòå-
ëÿ âûñøåé ìàòåìàòèêè â òåõíè÷åñêîì âóçå ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé íàðÿäó ñ ïðîáëåìîé
ïîäãîòîâêè âûñîêîêâàëèôèöèðîâàííîãî ñïåöèàëèñòà, áàêàëàâðà, ìàãèñòðà.

Ðåøåíèå âûøåïåðå÷èñëåííûõ ïðîáëåì ïðåäïîëàãàåò ñîâåðøåíñòâîâàíèå ñî-
äåðæàòåëüíîé è ïðîöåññóàëüíîé ñòîðîí îáó÷åíèÿ âûñøåé ìàòåìàòèêå. Â êà÷åñòâå
òåîðåòè÷åñêîãî îñíîâàíèÿ äëÿ ìîäåðíèçàöèè ñîäåðæàíèÿ îáó÷åíèÿ è îðãàíèçàöèè
óñâîåíèÿ êóðñà âûñøåé ìàòåìàòèêè ïðåäëàãàþòñÿ ïðèíöèïû òåîðèè äåÿòåëüíîñòè è
èäåè ñèñòåìíîãî ïîäõîäà, ÷òî è íàøëî îòðàæåíèå â ýêñïåðèìåíòàëüíîé ìîäåëè êóðñà
âûñøåé ìàòåìàòèêè äëÿ òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà.

Ïðåäëàãàåìàÿ ìîäåëü îáó÷åíèÿ âûñøåé ìàòåìàòèêå áàçèðóåòñÿ íà ñëåäóþùèõ
ïðèíöèïàõ: ïðèíöèï ñèñòåìíîãî ïîñòðîåíèÿ ñîäåðæàíèÿ êóðñà âûñøåé ìàòåìàòèêè;
îïèñàíèÿ êóðñà âûñøåé ìàòåìàòèêè â åäèíñòâå îáùåãî, îñîáåííîãî è ÷àñòíîãî; ïðèí-
öèï îïòèìàëüíîãî ñî÷åòàíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîñòè è ïðîôåññèîíàëüíîé íàïðàâëåííî-
ñòè îáó÷åíèÿ âûñøåé ìàòåìàòèêå â òåõíè÷åñêîì óíèâåðñèòåòå; ïðèíöèï ïðåäìåò-
íîé äåÿòåëüíîñòè ïðè èçó÷åíèè âûñøåé ìàòåìàòèêè; ïðèíöèï ðàçâèâàþùåãî îáó-
÷åíèÿ; ïðèíöèï èíòåãðàöèè ñîâðåìåííûõ òåõíîëîãèé îáó÷åíèÿ; ïðèíöèï åäèíñòâà
îñíîâ ïîäãîòîâêè ïåäàãîãà è ó÷àùåãîñÿ ïî ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîãðàììå ñ ó÷åòîì
îñîáåííîñòåé êàæäîãî ñóáúåêòà ïðîöåññà.
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Ïðîêîììåíòèðóåì ñîäåðæàíèå íåêîòîðûõ èç ïðèâåäåííûõ ïðèíöèïîâ. Ýêñïå-
ðèìåíòàëüíàÿ ìîäåëü êóðñà âûñøåé ìàòåìàòèêè ñòðîèòñÿ ñ ó÷åòîì ïðèíöèïà ñè-
ñòåìíîñòè. Ëîãèêà èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí ñîîòâåòñòâóåò
ëîãèêå ñèñòåìíîãî èññëåäîâàíèÿ: âûäåëÿåòñÿ ïðåäìåò èçó÷åíèÿ, îí ðàññìàòðèâàåòñÿ
êàê ñèñòåìà, ôèêñèðóþòñÿ åãî öåëîñòíûå ñâîéñòâà, âûäåëÿþòñÿ ïîäñèñòåìû, óðîâíè
ñòðîåíèÿ, ñèñòåìîîáðàçóþùèå ñâÿçè, ðàçëè÷íûå âèäû ïîäñèñòåì, ýëåìåíòîâ. Ïðåä-
ìåò èçó÷åíèÿ êàæäîé ìàòåìàòè÷åñêîé äèñöèïëèíû â ýêñïåðèìåíòàëüíîé ìîäåëè ðàñ-
ñåêàåòñÿ íå ýìïèðè÷åñêèì ïóòåì, à íà îñíîâå ïîëîæåíèé ñèñòåìíîãî èññëåäîâàíèÿ.
Ïðè òàêîì ïîäõîäå ìåíÿåòñÿ ñòðóêòóðà ó÷åáíî-ïîçíàâàòåëüíîé äåÿòåëüíîñòè îáó÷àå-
ìîãî. Âî-ïåðâûõ, ïðè èçó÷åíèè âûñøåé ìàòåìàòèêè ôîðìèðóþòñÿ íå òîëüêî ìàòåìà-
òè÷åñêèå çíàíèÿ è ïðèåìû, à óñâàèâàåòñÿ îáùèé ìåòîä � ìåòîä ñèñòåìíîãî àíàëèçà.
Âî-âòîðûõ, ó÷èòûâàÿ óíèâåðñàëüíîñòü ìàòåìàòèêè êàê íàóêè, ñòàíîâèòñÿ âîçìîæ-
íûì ôîðìèðîâàíèå åùå îäíîãî îáùåíàó÷íîãî ìåòîäà ïîçíàíèÿ � ìàòåìàòè÷åñêîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ. Ïðè÷åì ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå
ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåäåííîãî ñèñòåìíîãî àíàëèçà îáúåêòà-îðèãèíàëà è åãî ìîäåëè.
Íàêîíåö, ïðèìåíåíèå ìåòîäà ñèíòåçà òàêæå îïèðàåòñÿ íà ñèñòåìíîå èçó÷åíèå îáú-
åêòà. Ôàêòè÷åñêè îáó÷àåìûå ðåøàþò çàäà÷è ñ èñïîëüçîâàíèåì ñëîæíîé àíàëèòèêî-
ñèíòåòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè, òîëüêî â äàííîì ñëó÷àå îñíîâàíèÿìè äëÿ àíàëèçà è,
ñîîòâåòñòâåííî, ñèíòåçà ñëóæèò èäåîëîãèÿ ñèñòåìíîãî èññëåäîâàíèÿ. Ñâîéñòâà ìà-
òåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ, ñâÿçè ìåæäó íèìè âûÿâëÿþòñÿ ó÷àùèìèñÿ íà îñíîâå èññëå-
äîâàíèÿ, ïîñòðîåíèÿ ãèïîòåç, èõ äîêàçàòåëüñòâà, à íå äàþòñÿ, êàê îáû÷íî, â ãîòîâîì
âèäå. Ôîðìèðîâàíèå ìåòîäîëîãè÷åñêèõ è ìàòåìàòè÷åñêèõ çíàíèé è óìåíèé îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ ñïåöèàëüíî ðàçðàáîòàííûõ çàäàíèé ñ îïîðîé íà ó÷åáíûå
êàðòû, â êîòîðûõ ïðåäñòàâëåíà íîðìàòèâíàÿ äåÿòåëüíîñòü ðåøåíèÿ ðàçíûõ òèïîâ
çàäà÷.

Âòîðûì ïðèíöèïîì ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îáó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå âûñøåé
ìàòåìàòèêè (åå äèñöèïëèí) â åäèíñòâå îáùåãî, îñîáåííîãî è ÷àñòíîãî (åäèíè÷íîãî).
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðåäìåò èçó÷åíèÿ ëþáîé ìàòåìàòè÷åñêîé äèñöèïëèíû îïèñûâàåò-
ñÿ íà ðàçíûõ óðîâíÿõ àáñòðàêöèè è îáîáùåíèÿ, èñïîëüçóþòñÿ òðè ñèñòåìû ïîíÿòèé.
Âî-ïåðâûõ, ïðåäìåò èçó÷åíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñ òî÷êè çðåíèÿ åãî ñèñòåìíîé îð-
ãàíèçàöèè, ïîñêîëüêó ñèñòåìíîñòü åñòü âñåîáùàÿ ôîðìà ñóùåñòâîâàíèÿ îáúåêòèâíîé
ðåàëüíîñòè. Ïîýòîìó âñåîáùåé ôîðìîé ïîíÿòèé, îïèñûâàþùèõ ïðåäìåò íàóêè è, ñî-
îòâåòñòâåííî, ó÷åáíîé äèñöèïëèíû, ÿâëÿþòñÿ ïîíÿòèÿ ñèñòåìíîãî àíàëèçà: ñèñòåìà,
ñðåäà, ïîäñèñòåìû, ýëåìåíòû, ñèñòåìîîáðàçóþùèå ñâÿçè, ñòðóêòóðà ñèñòåìû, öåëîñò-
íûå ñâîéñòâà è äðóãèå. Îñîáåííàÿ ôîðìà ïîíÿòèé â ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîãðàììå
� ýòî îáùèå ìàòåìàòè÷åñêèå ïîíÿòèÿ (âåëè÷èíà, ôóíêöèÿ, óðàâíåíèå è äðóãèå), êî-
òîðûå ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñèñòåìíûå. Íàêîíåö, ÷àñòíàÿ (åäèíè÷íàÿ) ôîðìà
îòíîñèòñÿ ê ïîíÿòèÿì êîíêðåòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ðàçäåëîâ, íàïðèìåð, àëãåáðàè÷å-
ñêèå óðàâíåíèÿ, äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ,
ïðåäåë ôóíêöèè, íåïðåðûâíîñòü è äðóãèå. Êàæäîå êîíêðåòíîå ïîíÿòèå â ñâîþ î÷å-
ðåäü ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñèñòåìíîå è ñâÿçàííîå ñ îáùèìè ìàòåìàòè÷åñêèìè
ïîíÿòèÿìè (îñîáåííûìè). Â ýêñïåðèìåíòàëüíîé ìîäåëè ïðåäìåò èçó÷åíèÿ êàæäîé
äèñöèïëèíû âûñøåé ìàòåìàòèêè îïèñûâàåòñÿ èçíà÷àëüíî âî âñåîáùåé ôîðìå, ò.å. â
ïîíÿòèÿõ ñèñòåìíîãî ïîäõîäà. Çàòåì - ñ ïîìîùüþ îáùèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîíÿòèé
(îñîáåííûõ) è, íàêîíåö, ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ÷àñòíîå (åäèíè÷íîå), îòíîñÿùååñÿ òîëü-
êî ê êîíêðåòíîìó ðàçäåëó ìàòåìàòèêè. Ïðèíöèï îïèñàíèÿ êóðñà âûñøåé ìàòåìàòèêè
â åäèíñòâå îáùåãî, îñîáåííîãî è ÷àñòíîãî (åäèíè÷íîãî) íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç
ïðèíöèïà ñèñòåìíîãî ïîñòðîåíèÿ ñîäåðæàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí è ÿâëÿåòñÿ
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åãî íåïîñðåäñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì.
Ïðèíöèï îïòèìàëüíîãî ñî÷åòàíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîñòè è ïðîôåññèîíàëüíîé

íàïðàâëåííîñòè îáó÷åíèÿ âûñøåé ìàòåìàòèêå â òåõíè÷åñêîì óíèâåðñèòåòå (âóçå) ÿâ-
ëÿåòñÿ îäíèì èç âàæíûõ ïðèíöèïîâ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îáó÷åíèÿ. Ôóíäàìåíòàëè-
çàöèÿ çíàíèé è óìåíèé ïî âûñøåé ìàòåìàòèêå ïðåäñòàâëåíà â ìîäåëè, âî-ïåðâûõ,
ïîñðåäñòâîì èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäîëîãè÷åñêîé ñõåìû îïèñàíèÿ îáúåêòîâ â ñîâðåìåí-
íîé íàóêå - ñèñòåìíîãî èññëåäîâàíèÿ, âî-âòîðûõ, ïîñðåäñòâîì ïðèìåíåíèÿ ê èçó÷å-
íèþ ìàòåìàòèêè îáùèõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ. Ôóíäàìåíòàëüíîñòü è óíèâåðñàëü-
íîñòü ìàòåìàòèêè êàê íàóêè, åå ñâÿçü ñ ïðîôåññèîíàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé îáðàçîâà-
íèÿ âûïóñêíèêîâ òåõíè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé � ÷åðåç ðåøåíèå ïðèêëàäíûõ çàäà÷ íà
îñíîâå ìåòîäîâ ñèñòåìíîãî àíàëèçà, ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ìåòîäà ñèí-
òåçà. Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ìîäåëü íå çàòðàãèâàåò óìåíüøåíèÿ òåîðåòè÷åñêîé ÷àñòè
êóðñà âûñøåé ìàòåìàòèêè (åå äèñöèïëèí), íå ïðåäïîëàãàåò åå îñâîáîæäåíèÿ îò äî-
êàçàòåëüñòâ, íå íàðóøàåò âíóòðåííåé ëîãèêè ìàòåìàòèêè, íå èñêëþ÷àåò ñîáñòâåííî
ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäàíèé, à äîïîëíÿåò èõ çàäà÷àìè ñ ïðîôåññèîíàëüíûì ñîäåðæàíè-
åì. Ââåäåíèå òàêèõ çàäà÷ íå ÿâëÿåòñÿ ìåõàíè÷åñêèì ïîïîëíåíèåì ñïèñêà îáû÷íûõ
çàäàíèé. Ïî ñóùåñòâó ìåíÿåòñÿ ïîäõîä ê ïîäáîðó ó÷åáíûõ çàäà÷.

Âûäåëÿþòñÿ çàäà÷è íà ôîðìèðîâàíèå äåÿòåëüíîñòè ñèñòåìíîãî àíàëèçà, ìà-
òåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, äåÿòåëüíîñòè ñèíòåçà, ïðèåìîâ ïîñòðîåíèÿ ãèïîòåç è
äîêàçàòåëüñòâî, à òàêæå êîíêðåòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðèåìîâ è ìåòîäîâ. Â ÷àñòíî-
ñòè, ñòàíäàðòíûå òðåíèðîâî÷íûå ìàòåìàòè÷åñêèå çàäà÷è (âû÷èñëèòü ïðåäåë ôóíê-
öèè â òî÷êå, âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ, èíòåãðàë, íàéòè ñóììó ÷èñëîâîãî ðÿäà è äðó-
ãèå) äîïîëíÿþòñÿ çàäà÷àìè ñ ïðèêëàäíûìè (ïðîôåññèîíàëüíûìè) àñïåêòàìè, íà-
ïðèìåð, âû÷èñëèòü ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, îïðåäåëèòü îáúåì òå-
ëà âðàùåíèÿ, óñòàíîâèòü çàêîí ïðîòåêàíèÿ òîêà ÷åðåç ýëåìåíò ýëåêòðè÷åñêîé öåïè.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî çàäà÷ íà ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, êî-
òîðîå â ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîãðàììå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì ñèñòåìíîãî àíà-
ëèçà îáúåêòà-îðèãèíàëà è åãî ìîäåëè. Íàïðèìåð, èçâåñòíûå òåêñòîâûå çàäà÷è íà
ýêñòðåìóìû ôóíêöèè ðåøàþòñÿ íà îñíîâå ðàçâåðíóòîé è îáîáùåííîé äåÿòåëüíîñòè
ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, à íå ýìïèðè÷åñêè, êàê ýòî ïðîèñõîäèò òðàäèöèîí-
íî. Ñ ïîìîùüþ òàêîé æå äåÿòåëüíîñòè ðåøàþòñÿ çàäàíèÿ ïî èññëåäîâàíèþ ïåðåõîä-
íûõ ïðîöåññîâ â ëèíåéíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ öåïÿõ, êîòîðûå ïðè òðàäèöèîííîì îáó÷å-
íèè âûñøåé ìàòåìàòèêå íå ðàññìàòðèâàþòñÿ. Çíà÷èòåëüíîå âíèìàíèå óäåëåíî çàäà-
÷àì ñèíòåçà, íàïðèìåð, ïîñòðîèòü ôóíêöèþ ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè; ðàçðàáîòàòü
ýëåêòðè÷åñêóþ ñõåìó (ôðàãìåíò), îáåñïå÷èâàþùóþ ïðîõîæäåíèå òîêà ñ çàäàííûìè
ïàðàìåòðàìè. Âûÿâëåíèå ñâîéñòâ ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ, èõ âçàèìîñâÿçåé ïðîèñ-
õîäèò ÷åðåç äåÿòåëüíîñòü ïîñòðîåíèÿ ãèïîòåç è èõ îáîñíîâàíèÿ, êîòîðóþ âûïîëíÿþò
ñòóäåíòû ïî ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîãðàììå.

Ïðèíöèï îïòèìàëüíîãî ñî÷åòàíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîñòè è ïðîôåññèîíàëüíîé
íàïðàâëåííîñòè îáó÷åíèÿ âûñøåé ìàòåìàòèêå â òåõíè÷åñêîì âóçå, çàëîæåííûé â
ýêñïåðèìåíòàëüíîé ìîäåëè, ñâÿçàí ñ ïðèíöèïîì ñèñòåìíîãî ïîñòðîåíèÿ ñîäåðæàíèÿ
ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí. Ñèñòåìíîñòü, êàê âñåîáùåå ñâîéñòâî, îòêðûâàåòñÿ è â
ìàòåìàòè÷åñêèõ è â èíûõ îáúåêòàõ. Ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì âûÿâëÿòü âçàèìîñâÿçü
ñòðóêòóð îáúåêòîâ-îðèãèíàëîâ è èõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Èçó÷åíèå ìîäåëåé è
ïåðåíîñ âûâîäîâ íà îðèãèíàë îòêðûâàåò âîçìîæíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ìèðà, ñîçäà-
íèÿ íîâûõ îáúåêòîâ. Àíàëèòèêî-ñèíòåòè÷åñêàÿ äåÿòåëüíîñòü, ïîñòðîåííàÿ íà çíàíèè
ñèñòåìíîé îðãàíèçàöèè ðåàëüíûõ îáúåêòîâ, ðàñøèðÿåò ïðîôåññèîíàëüíûå âîçìîæ-
íîñòè áóäóùèõ ñïåöèàëèñòîâ. Èçó÷åíèå âûñøåé ìàòåìàòèêè ñ ïîçèöèé ñèñòåìíîãî
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ïîäõîäà, ââåäåíèå çàäà÷ ñ ýëåìåíòàìè ïðîôåññèîíàëüíîãî ñîäåðæàíèÿ êàê åñòåñòâåí-
íîå òðåáîâàíèå ýòîãî ïîäõîäà ðàñêðûâàåò óíèâåðñàëüíîñòü ìàòåìàòèêè êàê íàóêè,
îðãàíè÷íî ñîåäèíÿåò àáñòðàêòíóþ äèñöèïëèíó ñ ðåàëüíûìè ïðèêëàäíûìè ïðîáëå-
ìàìè.

Ñîäåðæàíèå äðóãèõ ïðèíöèïîâ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îáó÷åíèÿ è èõ ðåàëèçàöèÿ
íà ìàòåðèàëå êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòàõ Ìàëûãèíîé
Î.À. [1, 2].

Îòìåòèì íåêîòîðûå îñîáåííîñòè ïðåäëàãàåìîé ìîäåëè îáó÷åíèÿ. Ðàññìàòðè-
âàÿ îáó÷åíèå êàê ñïåöèôè÷åñêóþ äèíàìè÷åñêóþ ïåäàãîãè÷åñêóþ ñèñòåìó, â êîòîðîé
âî âçàèìîäåéñòâèè è âî âçàèìîâëèÿíèè íàõîäÿòñÿ ïåäàãîã è ó÷àùèéñÿ, ñëåäóåò ïîä-
÷åðêíóòü, ÷òî âíåäðåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíîé ìîäåëè ïðîõîäèò â äâà ýòàïà. Ïåðâûé
ýòàï íàïðàâëåí íà îáó÷åíèå ïðåïîäàâàòåëÿ ìàòåìàòèêè ñèñòåìíî-äåÿòåëüíîñòíîìó
ïîäõîäó è íà ðàñêðûòèå ïåðåä íèì îñîáåííîñòåé âíåäðåíèÿ ìîäåëè â ó÷åáíûé ïðî-
öåññ. Âòîðîé îòíîñèòñÿ ê îáó÷åíèþ ñòóäåíòîâ êóðñó âûñøåé ìàòåìàòèêè íà îïèñàí-
íûõ âûøå ïðèíöèïàõ.

Ïî ñóùåñòâó ïåðâîíà÷àëüíûé ýòàï ñâÿçàí ñ ïîâûøåíèåì êâàëèôèêàöèè ïðå-
ïîäàâàòåëÿ ìàòåìàòèêè. Ñþäà âêëþ÷àåòñÿ îñâîåíèå ïåäàãîãîì èäåîëîãèè ñèñòåìíîãî
èññëåäîâàíèÿ, ìåòîäà ñèñòåìíîãî àíàëèçà, ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (ïðåäïî-
ëàãàþùåãî ñèñòåìíîå èññëåäîâàíèå îáúåêòà-îðèãèíàëà è åãî ìîäåëè), ìåòîäà ñèíòåçà
ñ îïîðîé íà ñèñòåìíîå èçó÷åíèå îáúåêòà, à òàêæå òåîðèè ïîýòàïíîãî ôîðìèðîâàíèÿ
óìñòâåííûõ äåéñòâèé. Â ïðîöåññå ðåàëèçàöèè ïåðâîãî ýòàïà ïîâûøåíèå êâàëèôèêà-
öèè ïðåïîäàâàòåëÿ ðàçâîðà÷èâàåòñÿ â äâóõ íàïðàâëåíèÿõ: ïîâûøåíèå êâàëèôèêàöèè
åãî êàê ìàòåìàòèêà è êàê ïåäàãîãà. Ïðåïîäàâàòåëü âûñøåé ìàòåìàòèêè äîëæåí èç-
íà÷àëüíî ñàì îñâîèòü ìåòîäîëîãèþ ñèñòåìíûõ èññëåäîâàíèé, ïðèìåíèòü åå ê èçó÷å-
íèþ ñâîåãî ïðåäìåòà, ñâÿçàòü ìàòåìàòèêó ñ ïðîôåññèîíàëüíûìè çàäà÷àìè â ðàìêàõ
âûïóñêàåìûõ ñïåöèàëüíîñòåé è îðãàíèçîâàòü ïðîöåññ îáó÷åíèÿ ñòóäåíòîâ íà ïðèí-
öèïàõ ñèñòåìíî-äåÿòåëüíîñòíîãî ïîäõîäà. Âñå ýòî öåëåñîîáðàçíî âêëþ÷àòü â îáùóþ
ñèñòåìó ïîâûøåíèÿ êâàëèôèêàöèè ïðåïîäàâàòåëåé âóçà, ëèáî îñóùåñòâëÿòü ñàìî-
ñòîÿòåëüíî íà îñíîâå äàííîé ìåòîäèêè îáó÷åíèÿ ïåäàãîãà.

Ñîáñòâåííî îáó÷åíèå ñòóäåíòîâ âûñøåé ìàòåìàòèêå ðåàëèçóåòñÿ ïîäãîòîâëåí-
íûì ïåäàãîãîì íà îñíîâå âíåäðåíèÿ ñèñòåìíî-äåÿòåëüíîñòíîãî ïîäõîäà â ó÷åáíûé
ïðîöåññ. Äëÿ ïîëíîöåííîãî óñâîåíèÿ ñîäåðæàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ êóðñîâ â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ âûäåëåííûìè âûøå äèäàêòè÷åñêèìè ïðèíöèïàìè îáó÷åíèÿ êîëëåêòèâîì êà-
ôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè-2 ÌÃÒÓ ÌÈÐÝÀ ðàçðàáîòàíû ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèå ïî-
ñîáèÿ ïî êóðñàì ¾Òåîðèÿ ðÿäîâ¿, ¾Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé¿, ¾Àëãåáðà è ãåîìåòðèÿ¿ è
äð.[3].
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MODERN MULTY-LEVEL HIGHER MATHEMATICS TEACHING IN
UNIVERSITIES

Abstract: In the paper the basic aspects of the pedagogical problems arising
at intensive multilevel training to higher mathematics at modern technical and classical
universities are discussed and analyzed. Ways of the decision of most important of these
problems are certain and proved, and in the concept of an intensi�cation of training to
the mathematician in the higher school the basic directions of didactic in�uences for the
successful decision of problems arising at it are allocated.

Keywords: multilevel training, multilevel training to the higher mathematics, the
intensive training, the di�erentiated training, the standards of the third generation.

Several years in Russia education reform is held. The specialization deepened
in high school, that leads to a narrowing of the General fundamental knowledge,
including mathematical, even among the graduates of physical and mathematical classes,
lyceums and gymnasiums. Along with this, among higher education graduates in di�erent
specialties the need for fundamental mathematical knowledge is quite high.

It is important that some professionals' non-mathematicians had a fairly good
idea of the necessary mathematical methods of research and their capabilities in order to
formulate their own special problems for professional mathematicians. Thus, the role of
applied mathematics, models and methods in various �elds of human activity grows.

For these reasons, it was signi�cantly expanded the list of academic majors in
learning courses in computer science which are studied, information theory, probability
theory, statistics, mathematical modeling, etc. Obviously such courses cannot be
successfully mastered by the students, if they do not get in front of these ideas about
the fundamental topics and classical methods of higher mathematics. They form the basis
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of a special mathematical culture and those of the mathematical methods that are required
for successful work in the future.

Note that the educational standards of the third generation are not clearly de�ne
the criteria of complexity or "advancement" of training courses and assessments of the
academic work of students on such courses. But demands that the student should have
the skills of independent work and the development of new disciplines; skills development
a large amount of information and solutions to complex and unusual problems; the target
culture, analyze, and solve mathematical and applied problems require for their solution
the use of mathematical approaches and methods; mathematical language and literacy
skills describe the solution of problems and presentation of the results." [9, page 23].

However, in almost all universities in the content of courses of higher mathematics
was considered, not adapted to their specializations. In addition, the level of mathematical
training of students in recent years has been signi�cant.

These contradictions led �rst to the fact that students naturally could not develop
such courses and to give a good performance on courses of higher mathematics. Instead,
to think and to adjust the content and methods of teaching such courses, universities went
towards mechanical reduction of their content and time to study them. As a result of this
knowledge students have become worse, and the goals of introduction to mathematical
treatment specialties, mentioned above, have not been achieved and forgotten almost
everywhere. Moreover, in recent years there has been a dramatic decline courses of higher
mathematics in almost all universities.

However, mathematics is also teaching thinking and intelligent selection of
information, including special. Thus, to speak of a trend towards formalization of higher
education, formal learning does not provide education.

One of still the best universities of the country - Moscow Physical Technical
Institute (MIPT) has not escaped these problems. There are traditionally mathematics
courses focused on the level of the �rst courses of mechanics and mathematics faculty
of Moscow State University, which gave students a high quality mathematical basis for
future special knowledge and training in the selection and development of knowledge. This
training system was created by the great scholars and teachers, who founded the legendary
Institute, and been justi�ed in previous years of its existence, which was con�rmed many
years traditionally high rating of its graduates in our country and abroad.

Of course, the time and the growth of new professional information changes in
the pedagogical process. In MIPT was put forward the concept of the so-called ¾two-
level learning programs¿ "basic level" and "high". The idea would be useful, if "high
level" would be really advanced and basic program and traditionally would need for
the level of mathematical knowledge and ability to learn. The transition to two-level
training required extensive experimentation, analysis of results and correction programs
and methods. However, the two-leveled structure," mathematical courses was introduced
on all specialties prescriptive way. In the manner clearly negative result on the quality of
knowledge, violated one of the basic principles of intensi�cation of teaching mathematics,
which was substantiated in a study [4]: di�erentiation of instruction should encourage
students to deepen the level of mastering of educational material, and not to provoke him
an easier path to receive satisfactory evaluations [7].

Academician of the European Academy of Sciences, corresponding member of
Russian Academy of Sciences, Professor Lev D. Kudryavtsev, the head of Department of
mathematics in MIPT more than 30 years in the book "Contemporary mathematics and
its teaching" noted that "in the teaching of mathematics should pay special attention
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to the development of students' logical thinking, which requires the presentation of
mathematics was strictly logical, clear and concise".[2]

We believe that, in order to avoid the collapse of higher education, it is important to
understand the relevance of the following problems of mathematical education in modern
high school:

1. to accurately determine the content of General and special mathematics courses
for various mathematical and non-mathematical specialties.

2. to correctly determine the amount and the desired depth of ownership of the
foundations of mathematical knowledge and techniques for each of a University degree to
which such methods are used;

3. to develop modern methods of teaching mathematics in high school, which would
take into account a variety of pre-University training of students;

4. to develop modern criteria, methods and techniques of quality control
mathematical knowledge of students and their ownership of the necessary mathematical
apparatus;

5. to develop modern teaching methods, which would signi�cantly intensify the
training of students and mathematics disciplines;

6. to develop mathematics teaching methods that take into account sociological,
cultural, and informational changes.

These conditions-principles of modernization of mathematics education and
mathematics education in high school is quite natural, but requires massive and competent
work. We would add that education reform has led to the formation of a new educational
paradigm, which considers the fundamental nature, integrity, and humanity, as the basis
of higher education.[1]

To achieve real success necessary reform, due to the nature of this type culture of
modern society and the rapid growth of information �ow can only teaching students
of higher educational institutions intensive methods of development and information
processing, and therefore must be relevant intensive methods and techniques of training,
self-training and self-control.[3, 5].

Good potential in this regard are the consistency of presentation and thoughtful
and systematic training of the conceptual structures in the training courses of mathematics
[7], and consequently, it is possible, and block the way of teaching such courses with the
statements in each block with the assessment of each of them. Training knowledge or
training is possible through the practical realization and implementation of the student
under the guidance of teachers of mathematical and educational goals, methods of
educational and cognitive activity in a dedicated holistic system of training tasks.

For example, the primary exploring and mastering fundamental new fundamental
mathematical concepts, the classi�cation of knowledge regarding all investigated systems
of knowledge associated with the fundamental mathematical concept, the relationship of
theoretical and practical (including lecture and seminar material, etc.

It is natural to assume that intensive teaching methods on a separate mathematical
discipline will be considerably more e�ective if applied when learning complex high school
academic subjects, the quality and consistency of training programs in various disciplines
and comprehensive intensi�cation of the organization of the learning process of students
in higher education. We identify the main directions of the didactic e�ects: parallel-
layered, psychological-pedagogical, special subject, humanitarian and program-control in
the concept of intensi�cation of teaching mathematics in high school [6].

E�ective means of achieving intensi�cation of teaching mathematical disciplines in
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the modern school, in particular higher, would be to select the correct didactic principles
and schemes to create and competent use of educational-methodical complexes, which
would include (to optimize impact on the quality of education and relevant professional
activity of the future specialist, bachelor, master) methodologically justi�ed:

- the selection of material for lectures and practical classes;
- the application of interdisciplinary relations in educational courses;
- the professional orientation educational material;
- the handouts (paper and electronic);
- the preparation of competent teaching AIDS;
- di�erentiated multi-level jobs for students;
- the control and measuring materials;
- the technology of carrying out of tests, examinations, tests [8].
Thus, we tried not only to outline the problems of modern mathematical education

in high school, but to identify and propose possible solutions, emphasizing that during the
transition to the subject multi-level training is most important experiments, analyzing
their results, the gradual extension of the experimental base, consideration of course
content, focus on their particular specialty, and, of course, following this basic principles
of didactics.
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Ñîäåðæàíèåì äàííîé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ íàêîïëåííûé àâòîðîì ìíîãîëåòíèé
îïûò ïî ïðåïîäàâàíèþ îòäåëüíûõ ðàçäåëîâ âûñøåé ìàòåìàòèêè íà ôàêóëüòåòå ïðè-
êëàäíîé ìàòåìàòèêè è ôèçèêè Ìîñêîâñêîãî àâèàöèîííîãî èíñòèòóòà (íàöèîíàëüíî-
ãî èññëåäîâàòåëüñêîãî óíèâåðñèòåòà). Â ñîäåðæàíèå äàííîãî îïûòà âõîäèò íå òîëüêî
ëåêöèîííîå èçëîæåíèå ìàòåðèàëà ìàòåìàòè÷åñêîãî êóðñà ñòóäåíòàì, íî è çàêðåïëå-
íèå ýòîãî ìàòåðèàëà íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèÿõ. Óñïåøíàÿ ðåàëè-
çàöèÿ öåëè óñâîåíèÿ ìàòåðèàëà êóðñîâ âûñøåé ìàòåìàòèêè äîñòèãàåòñÿ êàê àâòîðîì,
òàê è åãî êîëëåãàìè òðåìÿ ïóòÿìè, à èìåííî: èñïîëüçîâàíèå ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ
ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí, ïðèâëå÷åíèå íàèáîëåå ïðîäâèíóòûõ ñòó-
äåíòîâ ê àêòèâíîé íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîé ðàáîòå, è, íàêîíåö, îïðàâäàâøàÿ ñåáÿ
òàêàÿ ýôôåêòèâíàÿ ôîðìà, êàê îáó÷åíèå ñòóäåíòîâ ïî èíäèâèäóàëüíîìó ó÷åáíîìó
ïëàíó.

Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà êàæäîé èç ýòèõ ýôôåêòèâíûõ ôîðì è íà èõ âçàèìî-
äåéñòâèè. ×òî êàñàåòñÿ íîâûõ ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ
äèñöèïëèí, òî, íàïðèìåð, â ïðîöåññå ïðåïîäàâàíèÿ îòäåëüíîãî êóðñà îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â îòëè÷èå îò òðàäèöèîííîãî ïîäõîäà àâòîðîì ïðåä-
ëàãàåòñÿ ñîâðåìåííîå è äîñòàòî÷íî ñòðîãîå èçëîæåíèå òåîðèè è ìåòîäîâ îòäåëüíûõ
ðàçäåëîâ äàííîãî êóðñà â êîìïàêòíîé âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé è îïåðàòîðíîé ôîðìå [1].
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Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêæå ñëåäóþùèå ôîðìû àêòèâíîãî ñî-
åäèíåíèÿ ó÷åáíîãî è íàó÷íîãî ïðîöåññîâ ïðè ïîäãîòîâêå âûñîêîêâàëèôèöèðîâàí-
íûõ ñïåöèàëèñòîâ â âûñøåé øêîëå. Îñíîâíàÿ öåëü òàêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñîñòîèò
â ïðèâèòèè áóäóùèì èíæåíåðàì íàâûêîâ íàó÷íîãî ïîäõîäà ê ðåøàåìûì èíæåíåð-
íûì çàäà÷àì. Ðåàëèçàöèè òàêîé öåëè ñïîñîáñòâóåò âêëþ÷åíèå ïðèìåðîâ ïðèëîæå-
íèé ìàòåðèàëà ïðåïîäàâàåìûõ äèñöèïëèí â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ ôèçèêè, ìåõàíè-
êè è òåõíèêè. Âàæíóþ ðîëü â ðàçâèòèè ñàìîñòîÿòåëüíîé íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîé
äåÿòåëüíîñòè ñòóäåíòîâ èãðàþò âûïîëíÿåìûå ñòóäåíòàìè â ðàìêàõ ó÷åáíîãî ïðî-
öåññà ñîäåðæàòåëüíûå, îðèåíòèðîâàííûå íà èññëåäîâàíèå èëè ðåøåíèå ïðèêëàäíûõ
çàäà÷, èíäèâèäóàëüíûå çàäàíèÿ. Ýòî çàäàíèÿ ïî ëàáîðàòîðíûì è êóðñîâûì ðàáî-
òàì, çàäàíèÿ ïî âû÷èñëèòåëüíîé, èññëåäîâàòåëüñêîé è ïðåääèïëîìíîé ïðàêòèêàì.
Ïîñëåäîâàòåëüíîå âûïîëíåíèå ýòèõ çàäàíèé òðåáóåò îò ñòóäåíòîâ ñàìîñòîÿòåëüíî-
ãî ðàñøèðåíèÿ çíàíèé è ðàçâèòèÿ íàâûêîâ òâîð÷åñêîé íàó÷íî�ïðàêòè÷åñêîé äåÿ-
òåëüíîñòè. Íàêîíåö, âàæíóþ ðîëü â ñîâåðøåíñòâîâàíèè ïðîöåññà ñîåäèíåíèÿ ó÷åá-
íîãî è íàó÷íîãî ïðîöåññîâ â âóçå ñîñòàâëÿåò òàêæå èíäèâèäóàëüíàÿ ôîðìà îáó÷å-
íèÿ ñòóäåíòîâ, êîòîðûå ïðîÿâèëè ñâîè ñïîñîáíîñòè ê ñàìîñòîÿòåëüíîé òâîð÷åñêîé
íàó÷íî�èññëåäîâàòåëüñêîé äåÿòåëüíîñòè. Ïî èòîãàì òàêîãî ïðàêòè÷åñêîãî âçàèìî-
äåéñòâèÿ ó÷åáíîãî è íàó÷íîãî ïðîöåññîâ ñòóäåíòû èìåþò âîçìîæíîñòü ó÷àñòâîâàòü
â ðàçëè÷íûõ êîíêóðñàõ ñòóäåí÷åñêèõ íàó÷íî�èññëåäîâàòåëüñêèõ ðàáîò, â íàó÷íûõ
èëè íàó÷íî�ïðàêòè÷åñêèõ êîíôåðåíöèÿõ è ñåìèíàðàõ ôàêóëüòåòà, èíñòèòóòà è êîí-
ôåðåíöèÿõ áîëåå âûñîêîãî óðîâíÿ è, êðîìå òîãî, ñòóäåíòû ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü ïîëó-
÷åííûå èìè çàêîí÷åííûå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû ê ïóáëèêàöèè â âèäå íàó÷íûõ ñòàòåé.
Êîìïëåêñíîå èñïîëüçîâàíèå ðàçëè÷íûõ ôîðì ïåäàãîãè÷åñêîãî ïðîöåññà, àêòèâíîå ñî-
÷åòàíèå ó÷åáíîãî è íàó÷íîãî ïîäõîäà â ïîäãîòîâêå ñòóäåíòîâ, ïîçâîëÿþò âûïóñêàòü
èç ñòåí âóçà âûñîêîêâàëèôèöèðîâàííûõ ñïåöèàëèñòîâ.

Ïðèìåðîì ñîâðåìåííîãî ìåòîäà ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí ìî-
æåò ñëóæèòü ïðåïîäàâàíèå àâòîðîì êóðñà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ïóò¼ì äîñòàòî÷íî ñòðîãîãî èçëîæåíèÿ òåîðèè è ìåòîäîâ îòäåëüíûõ ðàçäåëîâ
äàííîãî êóðñà â ñîâðåìåííîé âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé è îïåðàòîðíîé ôîðìå [1]. Òàê, â
äàííîé ôîðìå íîðìàëüíàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé çàïèñûâàåòñÿ â
âèäå:

y′ = A(x)y + f(x),

,
ãäå y, f(x) - âåêòîðû, A(x) - ôóíêöèîíàëüíàÿ ìàòðèöà, èëè â ýêâèâàëåíò-

íîé îïåðàòîðíîé ôîðìå L(y) = f(x), ãäå L(y) = y′ − A(x)y - ëèíåéíûé îïåðàòîð. Â
ýòîé ôîðìå äîñòàòî÷íî íàãëÿäíî è ñòðîãî ëåãêî äîêàçûâàþòñÿ êàê ñâîéñòâà ðåøåíèé
ñîîòâåòñòâóþùåé ëèíåéíîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû, òàê è äàííîé íåîäíîðîäíîé. Ïðè
òàêîì äîêàçàòåëüñòâå ñâîéñòâ ðåøåíèé ñèñòåì ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé îáÿçàòåëüíî ïðîâîäèòñÿ ñðàâíèòåëüíîå ðàññìîòðåíèå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ
îïåðàòîðà ñ ïîíÿòèåì è îïðåäåëåíèåì ôóíêöèè è ôóíêöèîíàëà (èõ îïðåäåë¼ííîé
îáùíîñòè è ðàçëè÷èÿ).

Ñ èñïîëüçîâàíèåì òàêîé ôîðìû íîðìàëüíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé äà¼òñÿ äîñòàòî÷íî ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãîå è â òî æå âðåìÿ îòíîñèòåëü-
íî ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ íà-
÷àëüíîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ âûñøåãî ïîðÿäêà â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé ôîðìå äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ èõ ïî-
ñòàíîâêè. Äîêàçûâàþòñÿ âàæíåéøèå ñëåäñòâèÿ ýòîé òåîðåìû, ïðîâîäèòñÿ èññëåäî-
âàíèå ñâîéñòâ ãëàäêîñòè ýòèõ ðåøåíèé è èõ çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ, íà÷àëüíûõ
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äàííûõ è ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû. Â îòëè÷èå îò òðàäèöèîííîãî ïîäõîäà îñíîâíûå
ñâîéñòâà ðåøåíèé ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ëèíåéíûõ ñèñòåì äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ðàññìàòðèâàþòñÿ îäíîâðåìåííî â íàãëÿäíîé, äîñòóïíîé è
ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãîé êîîðäèíàòíîé, âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé è îïåðàòîðíîé ôîðìàõ.
Ïðè èçëîæåíèè â äàííîì êóðñå îáúåäèí¼ííîãî ðàçäåëà ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äà¼òñÿ íàãëÿäíîå è ñòðîãîå
îáîñíîâàíèå âîçìîæíîñòè ñâåäåíèÿ çàäà÷è èíòåãðèðîâàíèÿ îäíîãî èç äàííûõ îáúåê-
òîâ ê çàäà÷å èíòåãðèðîâàíèÿ äðóãîãî èç íèõ. Êðîìå òîãî, ïðåäëàãàåòñÿ ðåäêèé âûâîä
ôîðìóëû Îñòðîãðàäñêîãî-Ëèóâèëëÿ-ßêîáè, à òàêæå èçëîæåíèå âàæíîãî äëÿ ïðèëî-
æåíèé ïðèáëèæ¼ííî-àíàëèòè÷åñêîãî ìåòîäà ìàëîãî ïàðàìåòðà. Èçëàãàåìûå ìåòîäû
èíòåãðèðîâàíèÿ èëëþñòðèðóþòñÿ ïðèìåðàìè òèïîâûõ çàäà÷, ðåøàåìûõ ñ äîñòàòî÷íî
ïîäðîáíûìè ïîÿñíåíèÿìè è êîììåíòàðèÿìè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèêëàäíûõ çàäà÷,
ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû ðàçëè÷íûõ âèäîâ ïðèëîæåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ê çàäà÷àì àâèàöèîííîé òåõíèêè.

Êàæåòñÿ, ÷òî ïðèâëå÷åíèå ñòóäåíòîâ ê íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîé ðàáîòå ìåíü-
øå âñåãî ñâÿçàíî ñ óñâîåíèåì ìàòåðèàëà ðàçëè÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ êóðñîâ. Îäíàêî,
öåëûé ðÿä âîçìîæíîñòåé îòêðûâàåòñÿ ïðè ýòîì íå òîëüêî ñ òî÷êè çðåíèÿ âçàèìîäåé-
ñòâèÿ â ýòîì ñëó÷àå íàó÷íîãî è ó÷åáíîãî ïðîöåññîâ, íî è ïîÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòü áî-
ëåå ãëóáîêîãî óñâîåíèÿ òðàäèöèîííûõ ó÷åáíûõ êóðñîâ, âõîäÿùèõ â öèêë ôóíäàìåí-
òàëüíîé ïîäãîòîâêè. Çäåñü, ïðåæäå âñåãî, èñïîëüçóþòñÿ ñàìûå øèðîêèå âîçìîæíîñòè
äëÿ èëëþñòðàöèè ñâÿçè ó÷åáíîãî ïðîöåññà ñ ïðàêòè÷åñêèì ïðèìåíåíèåì ïîëó÷àåìûõ
â ó÷åáíîì ïðîöåññå çíàíèé, èñïîëüçóåìûõ â ïðàêòè÷åñêîé íàó÷íî-ïðîèçâîäñòâåííîé
äåÿòåëüíîñòè. Â äàííîì ñëó÷àå, ïðè ïðåïîäàâàíèè ôóíäàìåíòàëüíûõ ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ äèñöèïëèí ïîñòîÿííî âêëþ÷àþòñÿ ïðèìåðû ïðèëîæåíèé ìåòîäîâ äàííûõ äèñ-
öèïëèí â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ ìåõàíèêè, ôèçèêè è òåõíèêè.

Îïûò ïðèâëå÷åíèÿ íàèáîëåå ïðîäâèíóòûõ ñòóäåíòîâ ê àêòèâíîé íàó÷íî-
èññëåäîâàòåëüñêîé ðàáîòå, ò.å. ðåàëèçàöèè ïðîöåññà àêòèâíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ó÷åá-
íîãî è íàó÷íîãî ïðîöåññîâ íà ôàêóëüòåòå ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è ôèçèêè Ìîñêîâ-
ñêîãî àâèàöèîííîãî èíñòèòóòà ïîêàçàë, ÷òî ãëàâíîé öåëüþ òàêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
ó÷åáíîé è íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïðèâèòèå áóäóùèì èíæåíåðàì íàâûêîâ
íàó÷íîãî ïîäõîäà ê ðåøàåìûì èíæåíåðíûì çàäà÷àì.

Ïðèìåðîì âûïîëíåííûõ ñòóäåíòàìè íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ ðàáîò ìîãóò
ñëóæèòü ðàáîòû, âûïîëíåííûå â ÌÀÈ ïîä ìîèì ðóêîâîäñòâîì, ïðåäñòàâëåííûå íà
Âñåðîññèéñêèé êîíêóðñ ñòóäåí÷åñêèõ íàó÷íûõ ðàáîò è ïîëó÷èâøèå ñîîòâåòñòâåííî
Ìåäàëü è Äèïëîì äàííîãî êîíêóðñà (Ïðèêàç Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÔ
�641 îò 15.06.2009 ¾Î íàãðàæäåíèè ëàóðåàòîâ îòêðûòîãî êîíêóðñà 2008 ã. íà ëó÷-
øóþ íàó÷íóþ ðàáîòó ñòóäåíòîâ¿). Ïðèâîæó êðàòêóþ àííîòàöèþ ïðèìåðà ïîñòàíîâêè
îäíîé èç äàííûõ ðàáîò, âûïîëíåííîé ñòóäåíòêîé Íîðàåâîé Å.Ñ.

Å.Ñ.Íîðàåâà, À.À.Ïóíòóñ (íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü)
¾Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äâóõêîíòóðíîãî ãèäðàâëè÷åñêîãî ñåðâîïðèâîäà¿.

Â äàííîé ðàáîòå ñòðîèòñÿ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü, îáåñïå÷èâàþùàÿ îïòè-
ìàëüíîñòü ïàðàìåòðîâ êîíòóðà óïðàâëåíèÿ, ó÷èòûâàþùàÿ îñíîâíûå íåëèíåéíîñòè
è ìàêñèìàëüíî ïðèáëèæåííàÿ ïî çíà÷åíèþ âûõîäíîãî ñèãíàëà ê èäåàëüíîé ìîäåëè.
Ñ òî÷êè çðåíèÿ ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ïîë¼òîì ñàìîë¼òà ðóëåâûå ïðèâîäû ÿâëÿþòñÿ
èñïîëíèòåëüíûìè óñòðîéñòâàìè ýòîé ñèñòåìû, ïåðåìåùàþùèìè îðãàíû óïðàâëåíèÿ
ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà â ñîîòâåòñòâèè ñ êîìàíäíûìè ñèãíàëàìè ë¼ò÷èêà èëè àâòîïè-
ëîòà. Ñòðóêòóðà ñèñòåìû äèñòàíöèîííîãî óïðàâëåíèÿ â îáùåì âèäå ïðåäñòàâëåíà íà
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ðèñ.1. Íà ðó÷êå óïðàâëåíèÿ ë¼ò÷èêà óñòàíîâëåíû ýëåêòðè÷åñêèå äàò÷èêè, èçìåðÿþ-
ùèå ïðèëîæåííûå ê íåé óñèëèÿ èëè ïåðåìåùåíèÿ, ñèãíàëû îò êîòîðûõ ïîñòóïàþò
ïðÿìî ê ìíîãîêàíàëüíîìó àíàëîãîâîìó èëè öèôðîâîìó âû÷èñëèòåëþ. Âû÷èñëèòåëü-
íûå ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ áûâàþò ìåõàíè÷åñêèå è äèñòàíöèîííûå ýëåêòðè÷åñêèå. Â
ýëåêòðè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ìåõàíè÷åñêàÿ ñâÿçü ìåæäó ðû÷àãàìè óïðàâëåíèÿ ë¼ò÷èêà è
ïðèâîäàìè àýðîäèíàìè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà è äðóãèõ îðãàíîâ
óïðàâëåíèÿ ïîë¼òîì çàìåíåíà ýëåêòðè÷åñêèìè ñâÿçÿìè (àíàëîãîâûìè èëè öèôðîâû-
ìè). Â ñòðóêòóðíîì ïëàíå ðóëåâûå ïðèâîäû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñëåäÿùèå ñèñòåìû
ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ ïî ïîëîæåíèþ âûõîäíîãî çâåíà, êîòîðîå ìåõàíè÷åñêîé ïåðåäà÷åé
ñâÿçàíî ñ ðóëåâîé ïîâåðõíîñòüþ. Âàæíûì îáñòîÿòåëüñòâîì, õàðàêòåðèçóþùèì êà÷å-
ñòâî ðóëåâûõ ïðèâîäîâ, ÿâëÿåòñÿ èõ áûñòðîäåéñòâèå, êîòîðîå îöåíèâàåòñÿ ïî ôàçî-
âûì ÷àñòîòíûì è àìïëèòóäíûì èñêàæåíèÿì íà îïðåäåëåííûõ ÷àñòîòàõ ñèíóñîèäàëü-
íûõ ñèãíàëîâ óïðàâëåíèÿ. Óêàçàííûå îöåíêè äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðóëåâûõ ïðèâî-
äîâ ïðèáëèæåííî ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ìàòåìàòè÷åñêèìè ìåòîäàìè ëèíåéíîé òåîðèè
óïðàâëåíèÿ ïî ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè ïðèâîäà. Ïàðàìåòðû ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè
çàâèñÿò îò êîíñòðóêòèâíûõ ðàçìåðîâ ìåõàíèçìîâ ïðèâîäà, ñâîéñòâ ðàáî÷åãî òåëà è
êîýôôèöèåíòîâ ïåðåäà÷è ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé ñèãíàëîâ óïðàâëåíèÿ.

Ðèñ. 1. Ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ ñàìîë¼òîì

1 � ðó÷êà óïðàâëåíèÿ ñàìîë¼òîì; 2 � ïåäàëè; 3 � ðóêîÿòêà óïðàâëåíèÿ äâè-
ãàòåëÿìè; 4 � äàò÷èê ïîëîæåíèÿ ïåäàëåé; 5 � äàò÷èê ïîëîæåíèÿ ðó÷êè óïðàâëåíèÿ
ïî êðåíó; 6 � äàò÷èê ïîëîæåíèÿ ðó÷êè óïðàâëåíèÿ ïî òàíãàæó; 7 � ïðèâîä àâòîìàòà
òÿãè; 8 � äàò÷èêè ïåðâè÷íîé èíôîðìàöèè; 9 � öèôðîâîé ðåçåðâèðîâàííûé âû÷èñëè-
òåëü ÊÑÓ ñ áëîêàìè ïèòàíèÿ; 10 � äàò÷èê ïîëîæåíèÿ àäàïòèâíûõ íîñêîâ êðûëà; 11
� àãðåãàò óïðàâëåíèÿ íîñêàìè êðûëà; 12 � ýëåêòðîãèäðàâëè÷åñêèé ðóëåâîé ïðèâîä
êàíàëà êðåíà; 13 � äàò÷èê ïîëîæåíèÿ òîðìîçíîãî ùèòêà; 14 � ýëåêòðîãèäðàâëè÷å-
ñêèé ðóëåâîé ïðèâîä êàíàëà òàíãàæà; 15 � ýëåêòðîãèäðàâëè÷åñêèé ðóëåâîé ïðèâîä
êàíàëà êóðñà.

Äëÿ ñîâðåìåííûõ ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ àêòóàëåí ïåðåõîä îò àíàëîãîâûõ ñè-
ñòåì óïðàâëåíèÿ ê öèôðîâûì, ïîçâîëÿþùèé îáåñïå÷èâàòü äèíàìè÷åñêóþ êîððåêòè-
ðîâêó ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ñàìîë¼òîì â ïîë¼òå. Ðîëü ðóëåâîãî ïðèâîäà
â êîíòóðå óïðàâëåíèÿ ñàìîë¼òîì âñåãäà áûëà îïðåäåëÿþùåé, ïîñêîëüêó òðåáóåìûå
ñòàòè÷åñêèå, äèíàìè÷åñêèå è ýíåðãåòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ðóëåâîãî ïðèâîäà, â êî-
íå÷íîì ñ÷¼òå, îïðåäåëÿþò åãî êîíñòðóêòèâíûé îáëèê è âîçìîæíîñòè ñèñòåìû óïðàâ-
ëåíèÿ.
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Ïðè ðåãóëèðîâêå ñèñòåìû íà çåìëå, ïóòåì ïîäà÷è ñïåöèàëüíîãî âõîäíîãî
óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ, îïðåäåëÿþòñÿ íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ îñíîâíûõ ïàðàìåò-
ðîâ ðóëåâîãî ïðèâîäà, êîòîðûå çàíîñÿòñÿ â îñíîâíóþ ïàìÿòü öèôðîâîãî âû÷èñëè-
òåëÿ. Ïðèìåíåíèå êîððåêòèðóåìîãî àëãîðèòìà óïðàâëåíèÿ ïðèâîäîì, ïîçâîëÿåò äî-
áèòüñÿ çíà÷èòåëüíîãî óëó÷øåíèÿ õàðàêòåðèñòèê çàìêíóòîé ñèñòåìû ñàìîë¼ò � ñè-
ñòåìà äèñòàíöèîííîãî óïðàâëåíèÿ � ïðèâîä. Ýòî óëó÷øåíèå õàðàêòåðèñòèê ñîñòî-
èò â óìåíüøåíèè ãàðìîíè÷åñêèõ èñêàæåíèé âûõîäíîãî ñèãíàëà; ñíèæåíèè âëèÿíèÿ
íåëèíåéíîñòåé êîíòóðà óïðàâëåíèÿ; ïîâûøåíèè äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòå-
ìû ïóò¼ì ñíèæåíèÿ ïåðåðåãóëèðîâàíèÿ è êîìïåíñàöèè çîíû íå÷óâñòâèòåëüíîñòè. Â
ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ àíàëèòè÷åñêèõ, à òàêæå ÷èñëåííûõ èññëåäî-
âàíèé è ïðèìåíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðàñ÷¼òà ê ðàññìàòðèâàåìîé
ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñ ó÷¼òîì êîíñòðóêòèâíûõ, ôèçè÷åñêèõ è ìåõàíè÷åñêèõ îñî-
áåííîñòåé ïîêàçàíî, ÷òî èìååòñÿ çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ âûõîäíîãî çâåíà
îò íàëè÷èÿ íåëèíåéíîñòåé, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê èçìåíåíèþ àìïëèòóäû è ôàçîâîãî
çàïàçäûâàíèÿ âûõîäíîãî ñèãíàëà. Â òî æå âðåìÿ îíè ñíèæàþò ÷óâñòâèòåëüíîñòü
êîíòóðà óïðàâëåíèÿ, ïîäàâëÿÿ ìàëûå êîëåáàíèÿ, è òåì ñàìûì èñêëþ÷àÿ "äðîæü"
óïðàâëÿþùèõ ïîâåðõíîñòåé ñàìîë¼òà â ïîë¼òå.

Ïðèâåäåííûé ïðèìåð ñàìîñòîÿòåëüíîé íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîé ðàáîòû ñòó-
äåíòêè èëëþñòðèðóåò ôàêò äîñòàòî÷íî óâåðåííîãî ïðèìåíåíèÿ èçó÷åííûõ ìåòîäîâ
ìàòåìàòè÷åñêèõ êóðñîâ ê èññëåäîâàíèþ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäå-
ëè. Èçó÷àÿ èëè âûáèðàÿ ìåòîä ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, ñòóäåíò çíàêîìèòñÿ
êàê ñ îòå÷åñòâåííîé, òàê è çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðîé, ïðè ýòîì îí ïðîâîäèò ñðàâíå-
íèå äîñòîèíñòâ è íåäîñòàòêîâ âûáðàííîãî ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è,
ñðàâíèâàÿ åãî ñ äðóãèìè âîçìîæíûìè ìåòîäàìè ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Ëó÷øèå ðàáîòû ñòóäåíòîâ ïî ðåêîìåíäàöèè êàôåäðû è ðóêîâîäèòåëÿ ðàáî-
òû ñòóäåíòà ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ê ó÷àñòèþ â êîíêóðñå ñòóäåí÷åñêèõ íàó÷-
íî�èññëåäîâàòåëüñêèõ ðàáîò, à òàêæå, â ñëó÷àå âûñîêîãî óðîâíÿ ðàáîòû, ê ó÷àñòèþ â
íàó÷íûõ èëè íàó÷íî�ïðàêòè÷åñêèõ êîíôåðåíöèÿõ è ñåìèíàðàõ ôàêóëüòåòà, èíñòèòó-
òà è êîíôåðåíöèÿõ áîëåå âûñîêîãî óðîâíÿ. Êðîìå òîãî, ñòóäåíòû ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü
çàêîí÷åííûå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû ê ïóáëèêàöèè â âèäå íàó÷íûõ ñòàòåé.

Âàæíóþ ðîëü â ñîâåðøåíñòâîâàíèè ïðîöåññà ñîåäèíåíèÿ ó÷åáíîãî è íàó÷íî-
ãî ïðîöåññîâ â âóçå ñîñòàâëÿåò ïðàêòè÷åñêè äîñòàòî÷íî ðåçóëüòàòèâíî îïðàâäàâøàÿ
ñåáÿ èíäèâèäóàëüíàÿ ôîðìà îáó÷åíèÿ ñòóäåíòîâ, ïðîÿâèâøèõ ñïîñîáíîñòè ê ñàìî-
ñòîÿòåëüíîé òâîð÷åñêîé íàó÷íî�èññëåäîâàòåëüñêîé äåÿòåëüíîñòè. Èíäèâèäóàëüíàÿ
ôîðìà îáó÷åíèÿ ñòóäåíòîâ àêòèâíî ïðîâîäèòñÿ â Ìîñêîâñêîì àâèàöèîííîì èíñòè-
òóòå. Ýòà ôîðìà ñïîñîáñòâîâàëà äàëüíåéøåìó ðàçâèòèþ ñóùåñòâîâàâøèõ ê ýòîìó
âðåìåíè ýôôåêòèâíûõ ó÷åáíûõ è ó÷åáíî�íàó÷íûõ ôîðì ïîäãîòîâêè êâàëèôèöèðî-
âàííûõ ñïåöèàëèñòîâ, à òàêæå îòâå÷àëà òðåáîâàíèÿì âðåìåíè ïî èíäèâèäóàëèçàöèè
è èíòåíñèôèêàöèè ïðîöåññà îáó÷åíèÿ. Êàæäûé èç òàêèõ ñòóäåíòîâ, êàê ïðàâèëî,
ïîäêëþ÷àåòñÿ ê íàó÷íî�èññëåäîâàòåëüñêîé ðàáîòå íà êàôåäðå, äîñòèãàåò çàìåòíûõ
óñïåõîâ â ó÷¼áå è íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè, ïðèíèìàåò àêòèâíîå ó÷àñòèå â ðàçëè÷íûõ
êîíêóðñàõ, îëèìïèàäàõ, âûïîëíÿåò òâîð÷åñêóþ íàó÷íóþ ðàáîòó ïîä ðóêîâîäñòâîì
ïðåïîäàâàòåëÿ èëè íàó÷íîãî ñîòðóäíèêà êàôåäðû. Ýòà ôîðìà îáó÷åíèÿ ïîçâîëÿåò
ââåñòè â ó÷åáíûé ïëàí, êàê íàðÿäó, òàê è âìåñòî ïîçèöèé ñòàíäàðòíîãî ó÷åáíî-
ãî ïëàíà, äèñöèïëèíû, ïîâûøàþùèå çíàíèÿ ñòóäåíòîâ è äîïîëíèòåëüíûå ýëåìåí-
òû ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ñòóäåíòîâ, â òîì ÷èñëå è íà îñíîâå âûïîëíÿåìûõ íàó÷-
íî�èññëåäîâàòåëüñêèõ ðàáîò. Êðîìå òîãî, ðåàëèçóåòñÿ òåñíûé êîíòàêò îáó÷àþùåãîñÿ
ñòóäåíòà ñ åãî íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì, ïåðåäàþùèì íå òîëüêî ñâîè çíàíèÿ è íàâûêè
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àêòèâíîé ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû, íî è óìåíèå ðàáîòàòü ñ íåîáõîäèìîé ó÷åáíîé è
íàó÷íîé ëèòåðàòóðîé. Ýôôåêòèâíîñòüþ èíäèâèäóàëüíîé ôîðìû îáó÷åíèÿ ñòóäåíòîâ
â Ìîñêîâñêîì àâèàöèîííîì èíñòèòóòå ÿâëÿåòñÿ îáåñïå÷åíèå îðãàíè÷íîãî ñîåäèíåíèÿ
ó÷åáíîãî è íàó÷íîãî ïðîöåññîâ ïîäãîòîâêè ñïåöèàëèñòîâ, ÷òî õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäó-
þùèì ïîêàçàòåëåì. Òîëüêî íà îäíîì ôàêóëüòåòå ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è ôèçèêè
â ïîñëåäíèå ãîäû ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî âûïóñêíèêîâ, ïîñòóïèâøèõ â àñïèðàí-
òóðó, áóäó÷è ñòóäåíòàìè, ñî÷åòàëè óñïåøíóþ ó÷åáó ñ íàó÷íîé ðàáîòîé íà îñíîâå
èíäèâèäóàëüíîé ôîðìû îáó÷åíèÿ.
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Êëþ÷åâûå ñëîâà: Êîíöåïöèÿ ðàçâèòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ â ÐÔ,
öåëè ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ, ìåæäóíàðîäíûé è îòå÷åñòâåííûé îïûò ðàçâèòèÿ
ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ.

METHODOLOGICAL ASPECTS OF TEACHING MATHEMATICS
UNDER IMPLEMENTATION OF MATHEMATICS EDUCATION

Abstract: This paper discusses the process of formation, content and ways
to implement the Concept of development of mathematics education in the Russian
Federation, approved by the Government of the Russian Federation of December 24,
2013.

Keywords: Concept of development of mathematics education in the Russian
Federation, the goals of mathematics education, international and domestic experience
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in the development of mathematics education.

Â ôåâðàëå 2012 ãîäà Êîíãðåññ ÑØÀ, íà îñíîâå äîêëàäà Ñîâåòà ïðåçèäåíòà
ñîâåòíèêîâ ïî íàóêå è òåõíèêå, ïðèíèìàåò ðåøåíèå î ïîäãîòîâêå äîïîëíèòåëüíîãî
ìèëëèîíà âûïóñêíèêîâ êîëëåäæåé ïî ñïåöèàëüíîñòÿì â ñôåðàõ íàóêè, òåõíîëîãèé,
èíæåíåðèè è ìàòåìàòèêè (ÍÒÈÌ) äî 2018 ãîäà. Â ñâîåì äîêëàäå Êîíãðåññó ÑØÀ
ñîâåòíèêè ïî íàóêå è òåõíèêå àêöåíòèðóþò âíèìàíèå íà ïðîäîëæàþùååñÿ óâåëè÷åíèå
ñïðîñà íà ñïåöèàëèñòîâ â ñôåðå ÍÒÈÌ (ïðîöåíòíîå ñîîòíîøåíèå óêàçûâàåò óðîâåíü
çàíÿòîñòè â êîíêðåòíîé îáëàñòè îò îáùåãî êîëè÷åñòâà):

- Â ïåðèîä ñ 2008 ïî 2018 ãîä êîëè÷åñòâî ðàáî÷èõ ìåñò â ñôåðå ÍÒÈÌ îò
îáùåãî ÷èñëà ðàáî÷èõ ìåñò â ÑØÀ âîçðàñòåò ñ 5,0% äî 5,3%, ÷òî ýêâèâàëåíòíî
ìèëëèîíó ðàáî÷èõ ìåñò.

- Ê 2018 ãîäó äëÿ 92% ïðîôåññèé â ñôåðå ÍÒÈÌ áóäåò íåîáõîäèìî, ïî êðàéíåé
ìåðå, ÷àñòè÷íîå âûñøåå îáðàçîâàíèå.

Èññëåäîâàíèÿ â ÑØÀ ïîêàçàëè, ïðàêòè÷åñêè 60% ñòóäåíòîâ ïîñòóïàþò â
êîëëåäæ ïî ñïåöèàëüíîñòÿì â ñôåðàõ íàóêè, òåõíîëîãèé, èíæåíåðèè è ìàòåìàòè-
êè (ÍÒÈÌ), íå èìåÿ äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ çíàíèé. Ïðîáåëû â
ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêå ñòóäåíòîâ ïðåïÿòñòâóþò ïîëó÷åíèþ äèïëîìîâ â ñôåðå
ÍÒÈÌ.

- Êðàñíûì öâåòîì îáîçíà÷åí: âûñîêèé óðîâåíü ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêè
âûñîêàÿ ñòåïåíü çàèíòåðåñîâàííîñòè â ÍÒÈÌ;

- Ñèíèì öâåòîì îáîçíà÷åí: íèçêèé óðîâåíü ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêè
âûñîêàÿ ñòåïåíü çàèíòåðåñîâàííîñòè â ÍÒÈÌ;

- Çåëåíûì öâåòîì îáîçíà÷åí: âûñîêèé óðîâåíü ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêè
íèçêèé ñòåïåíü çàèíòåðåñîâàííîñòè â ÍÒÈÌ;

- Ôèîëåòîâûì öâåòîì îáîçíà÷åí: íèçêèé óðîâåíü ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêè
íèçêàÿ ñòåïåíü çàèíòåðåñîâàííîñòè â ÍÒÈÌ.
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Îêîëî 14% âûïóñêíèêîâ øêîë çàèíòåðåñîâàíû â íàóêàõ ÍÒÈÌ, íî íå èìåþò
äîñòàòî÷íîé ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêè.

7 ìàÿ 2012 ãîäà Ïðåçèäåíò Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè ïîäïèñàë óêàç � 599 ¾Î
ìåðàõ ïî ðåàëèçàöèè ãîñóäàðñòâåííîé ïîëèòèêè â îáëàñòè îáðàçîâàíèÿ è íàóêè¿ è
ïîðó÷åíèå ãëàâû ãîñóäàðñòâà íà ðàçðàáîòêó Êîíöåïöèè ðàçâèòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî
îáðàçîâàíèÿ ÐÔ. Êîíöåïöèè ðàçâèòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ â Ðîññèéñêîé
Ôåäåðàöèè, óòâåðæäåíà ðàñïîðÿæåíèåì Ïðàâèòåëüñòâà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè îò 24
äåêàáðÿ 2013 ã. � 2506-ð. Íàä ñîçäàíèåì Êîíöåïöèè ðàçâèòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðà-
çîâàíèÿ ÐÔ ðàáîòàëè ðàçëè÷íûå íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå, ìàòåìàòè÷åñêèå ñîîáùåñòâà
(ïîä ðóêîâîäñòâîì Àëåêñåÿ Ëüâîâè÷à Ñåìåíîâà, àêàäåìèêà ÐÀÍ è ÐÀÎ ðåêòîðà Ìîñ-
êîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî ïåäàãîãè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà, ïîä ðóêîâîäñòâîì Âèêòî-
ðà Àíòîíîâè÷à Ñàäîâíè÷åãî, àêàäåìèêà ÐÀÍ ðåêòîðà Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî
óíèâåðñèòåòà èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà è äð.).

Íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêèé ñîâåò (ÍÌÑ) ïî ìàòåìàòèêå Ìèíîáðàçîâàíèÿ Ðîñ-
ñèè � ýòî ãîñóäàðñòâåííî-îáùåñòâåííûé îðãàí, îñóùåñòâëÿþùèé êîîðäèíàöèþ äå-
ÿòåëüíîñòè íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêîé îáùåñòâåííîñòè îáðàçîâàòåëüíûõ ó÷ðåæäåíèé
íàïðàâëåííîé íà ðàçâèòèå ñîäåðæàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ, åãî íàó÷íî-
ìåòîäè÷åñêîãî îáåñïå÷åíèÿ è íà ïîâûøåíèå êà÷åñòâà ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêè
øêîëüíèêîâ, àáèòóðèåíòîâ, ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ [1]. Ðàáîòîé ÍÌÑ ðóêîâîäèëè òà-
êèå âûäàþùèåñÿ ó÷åíûå êàê àêàäåìèêè Àíäðåé Íèêîëàåâè÷ Êîëìîãîðîâ è Àíäðåé
Íèêîëàåâè÷ Òèõîíîâ.

Â 2000 ãîäó â Âåëèêèõ Òàòðàõ (Ñëîâàêèÿ) ÍÌÑ îðãàíèçîâàë è ïðîâåë êîíôå-
ðåíöèþ ¾Îáðàçîâàíèå, íàóêà è ýêîíîìèêà â âóçàõ íà ðóáåæå òûñÿ÷åëåòèé¿, ïðåäñåäà-
òåëåì îðãàíèçàöèîííîãî è ïðîãðàììíîãî êîìèòåòîâ áûë âåëèêèé ðóññêèé ìàòåìàòèê
è ïåäàãîã àêàäåìèê Ñåðãåé Ìèõàéëîâè÷ Íèêîëüñêèé, 30 àïðåëÿ 2015 ãîäà åìó èñïîë-
íèëîñü áû 110 ëåò [2].

Â ìàòåðèàëàõ Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ¾Îáðàçîâàíèå, íàóêà è
ýêîíîìèêà â âóçàõ íà ðóáåæå òûñÿ÷åëåòèé¿ îïóáëèêîâàíû ðåçóëüòàòû ëè÷íûõ èñ-
ñëåäîâàíèé â Ðîññèè, ÑÍÃ è çà ðóáåæîì ÷ëåíà ÍÌÑ ïðîôåññîðà Ìîñêîâñêîãî óíè-
âåðñèòåòà Â.Ì.Òèõîìèðîâà, îáîáù¼ííûõ èì, ïîçâîëèëè ðàíæèðîâàòü öåëè ìàòåìà-
òè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ, êîòîðûå ïî ñâîåé ïðàêòè÷åñêîé çíà÷èìîñòè ãðóïïèðîâàëèñü
âîêðóã ñëåäóþùèõ òåì:

- èíòåëëåêòóàëüíîå ðàçâèòèå,
- îðèåíòàöèÿ â îêðóæàþùåì ìèðå,
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- ôîðìèðîâàíèå ìèðîâîççðåíèÿ,
- ôèçêóëüòóðà ìîçãà,
- ïîäãîòîâêà ê áóäóùåé ïðîôåññèè,
- ïîäãîòîâêà â Âóç.
Ïðèìåðíî òàê ïðåäñòàâëÿþò ñåáå öåëè ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ îòå÷å-

ñòâåííûå ó÷èòåëÿ, ìàòåìàòèêè, ïåäàãîãè, äåÿòåëè ïðîñâåùåíèÿ, õîòÿ â ðàçâèòûõ
ñòðàíàõ Çàïàäà íà ïåðâîå ìåñòî ñòàâÿò ïîäãîòîâêó ê ïðîôåññèè.

25 ñåíòÿáðÿ 2012ã. íà çàñåäàíèÿ Íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêîãî ñîâåòà ïî ìàòåìàòèêå
Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÔ, â êîòîðûé âõîäÿò ïðåäñòàâèòåëè âåäóùèõ
âóçîâ Ðîññèè (çàâ. êàôåäðàìè ìàòåìàòèêè, ïðîðåêòîðû, ïðîôåññîðà), ñ äîêëàäîì ¾Ê
ðàçðàáîòêå êîíöåïöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ ÐÔ. Ïî÷åìó ìàòåìàòèêà íóæ-
íà êàæäîìó?¿ âûñòóïèë àêàäåìèê Àëåêñåé Ëüâîâè÷ Ñåìåíîâ. Îñíîâíîé âûâîä åãî
âûñòóïëåíèÿ, òåêñòà åãî Äîêëàäà Ñîâåòó ïðè Ïðåçèäåíòå Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè ïî
íàóêå è îáðàçîâàíèþ ñëåäóåò, ÷òî ìû íà ïóòè ñîçäàíèÿ ôàêòè÷åñêè âî ìíîãîì íî-
âîé îòå÷åñòâåííîé ñèñòåìû ïîëó÷åíèÿ è âîñïðîèçâîäñòâà çíàíèé, íåîáõîäèìîé äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷ íàöèîíàëüíîãî ðàçâèòèÿ ÐÔ. Àíàëèç ìèðîâîãî îïûòà ðàçâèòèÿ ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ ïîçâîëÿåò âûäåëèòü òðè åãî âàæíûå òåíäåíöèè [3]:

- ïîíèìàíèå íåîáõîäèìîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ äëÿ âñåõ ëþäåé (è â
òîì ÷èñëå äëÿ âñåõ øêîëüíèêîâ è ñòóäåíòîâ) è øèðîêàÿ ïîñòàíîâêà ñîîòâåòñòâóþùèõ
èññëåäîâàíèé (â òîì ÷èñëå ïåäàãîãè÷åñêèõ, ÷òî ïðèâåëî ê ïîÿâëåíèþ çíà÷èòåëüíîãî
÷èñëà íîâûõ áàçîâûõ è àëüòåðíàòèâíûõ ó÷åáíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå);

- ñòðåìëåíèå ê âêëþ÷åíèþ îáùåîáðàçîâàòåëüíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ êóðñîâ â
ó÷åáíûå ïëàíû íà âñåõ ñòóïåíÿõ îáùåãî è ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ

- ãëóáîêàÿ äèôôåðåíöèàöèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêè ñòóäåíòîâ âóçîâ è
øêîëüíèêîâ.

Äåëåãàöèÿ Àêàäåìèè èíôîðìàòèçàöèè îáðàçîâàíèÿ â ñîñòàâå ïðåçèäåíòà Âà-
ãðàìåíêî ß.À., ðåêòîðà ÏÃÓ èì. Ò.Ã. Øåâ÷åíêî Áåðèëà Ñ.È., ãëàâíîãî ó÷¼íîãî-
àêàäåìèêà ñåêðåòàðÿ ïðåçèäèóìà ÀÈÎ ïðîôåññîðà Ðóñàêîâà À.À. áûëà ïðèãëàøå-
íà âåñíîé 2014 ãîäà Èíñòèòóòîì ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè Áîëãàðñêîé àêàäåìèè
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íàóê íà 43-þ Âåñåííþþ ìåæäóíàðîäíóþ êîíôåðåíöèþ Ñîþçà áîëãàðñêèõ ìàòåìàòè-
êîâ. Áîëãàðñêèå ó÷åíûå îñóùåñòâëÿþò íàöèîíàëüíóþ ïðîãðàììó èíôîðìàòèçàöèè
îáðàçîâàíèÿ, âî ìíîãîì îðèåíòèðîâàííóþ íà çàïàäíûå òðàäèöèè, îäíàêî ïðîÿâëÿþò
áîëüøîé èíòåðåñ ê íàøåìó ðîññèéñêîìó îïûòó. È âîîáùå, âñå òî, ÷òî êàñàåòñÿ Ðîñ-
ñèè, ïî ïðåæíåìó âîñïðèíèìàåòñÿ òàì ñ áîëüøîé çàèíòåðåñîâàííîñòüþ, ñîõðàíÿåòñÿ
äóõ ïðèíàäëåæíîñòè ê åäèíîìó ñëàâÿíñêîìó ìèðó.

Ìû î ìíîãîì áåñåäîâàëè ñ âûäàþùèìñÿ ó÷åíûì, ðàíåå áûâøèì ðåêòîðîì Ñî-
ôèéñêîãî óíèâåðñèòåòà, ïðåçèäåíòîì Áîëãàðñêîé àêàäåìèè íàóê, ïðåäñåäàòåëåì íà-
öèîíàëüíîãî ïàðëàìåíòà, êðóïíûì ìàòåìàòèêîìÁëàãîâåñòîì Õðèñòîâè÷åì Ñåí-
äîâûì, êíèãè êîòîðîãî øèðîêî èçäàâàëèñü â Ðîññèè, â òîì ÷èñëå ó÷åáíèê ïî ìà-
òåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó, íàïèñàííûé âìåñòå ñ ðåêòîðîì ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà
Â.À. Ñàäîâíè÷èì.

Êîíôåðåíöèÿ ñîñòîÿëàñü â ã. Áîðîâåö, ãäå àâòîð ñòàòüè âûñòóïèë ñ ïëåíàð-
íûì äîêëàäîì. Áûë îðãàíèçîâàí è õîðîøî ðàáîòàë êðóãëûé ñòîë ¾Êîíöåïöèè ðàçâè-
òèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ¿, êîòîðûé ïðîõîäèë ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà
ÐÀÍ, àêàäåìèêà è ÷ëåíà ïðåçèäèóìà ÐÀÎ À.Ë. Ñåìåíîâà, ðåêòîðà ÌÏÃÓ. Â íåäðàõ
ñàìîé ìàòåìàòèêè (ïîñëå ðàáîò Í.Áóðáàêè â 1960-70ã.) ñåé÷àñ âíîâü ñóùåñòâåííî ïå-
ðåîöåíèâàåòñÿ ïîíÿòèå î åå ïðåäìåòå, îá èñõîäíûõ è âñåîáùèõ åãî ïðèçíàêàõ. Ýòî îá-
ñòîÿòåëüñòâî òåñíî ñâÿçàíî ñ îïðåäåëåíèåì ïðèðîäû ñàìîé ìàòåìàòè÷åñêîé àáñòðàê-
öèè, ñïîñîáîâ åå âûâåäåíèÿ, ò.å. ñ ëîãè÷åñêîé ñòîðîíîé ïðîáëåìû, êîòîðóþ íåëüçÿ
íå ó÷èòûâàòü ïðè îáñóæäåíèè óæå ðåàëèçàöèè1 ¾Êîíöåïöèè ðàçâèòèÿ ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî îáðàçîâàíèÿ¿ (è åñòåñòâåííî ïðè ñîçäàíèè ó÷åáíîãî ïðåäìåòà ïî ìàòåìàòèêå è
èíôîðìàòèêå). Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â èþëå 2014 ãîäà äëÿ åå ðåàëèçàöèè Ìèíîáðíàóêè
Ðîññèè ñîçäàëî Êîîðäèíàöèîííóþ ãðóïïó, êîòîðóþ âîçãëàâèë Ìèíèñòð îáðàçîâàíèÿ
è íàóêè Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè Ä.Â. Ëèâàíîâ.

1Ïðèêàç �765 Ìèíîáðíàóêè Ðîññèè îò 3.04.2014ã. Îá óòâåðæäåíèè ïëàíà ìåðîïðèÿòèé Ìèíè-
ñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè ïî ðåàëèçàöèè Êîíöåïöèè ðàçâèòèÿ ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ â Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè, óòâåðæäåííîé ðàñïîðÿæåíèåì Ïðàâèòåëüñòâà
Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè îò 24 äåêàáðÿ 2013 ã.
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Èç àêòèâíîé äèñêóññèè ó÷àñòíèêîâ êðóãëîãî ñòîëà, à ñðåäè íèõ áûëè ïðåäñòà-
âèòåëè 7 ñòðàí, àêöåíòèðóåì âíèìàíèå, ó÷èòûâàÿ óòâåðæäåííûé ïëàí ìåðîïðèÿòèé
Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè, íà ñëåäóþùåì:

1. Âñÿêèé îáúåêò èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, ïðîåêòèðóåòñÿ â ïåðâóþ î÷å-
ðåäü, êàê ìàòåìàòè÷åñêèé îáúåêò. Áîëåå òîãî ìàòåðèàëüíûé îáúåêò âñå ÷àùå ïðîåê-
òèðóåòñÿ ñíà÷àëà â öèôðîâîé ôîðìå, çàòåì èç öèôðîâîé ôîðìû ñîçäàåòñÿ ýêðàííûé
è îäíîâðåìåííî ìàòåðèàëüíûé îáðàç (òðåõìåðíàÿ ïå÷àòü � ïðîòîòèïèðîâàíèå).

2. Ìàòåìàòè÷åñêîå îáðàçîâàíèå è ìàòåìàòè÷åñêàÿ äåÿòåëüíîñòü � âêëþ÷àþò
ñôåðó ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè. Â ÷àñòíîñòè, ñîçäàíèå ñðåäñòâ è
èíñòðóìåíòîâ ÈÊÒ ÿâëÿåòñÿ ïðåæäå âñåãî ìàòåìàòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòüþ.

3. Èíôîðìàöèîííàÿ, öèôðîâàÿ öèâèëèçàöèÿ, ýêîíîìèêà, îñíîâàííàÿ íà çíà-
íèè, òðåáóþò íîâûõ âèäîâ è óðîâíåé ìàòåìàòè÷åñêîé ãðàìîòíîñòè, êóëüòóðû è êîì-
ïåòåíòíîñòè, êàê îò ïðîôåññèîíàëîâ â îáëàñòè ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè, òàê è îò
ïðîñòûõ ãðàæäàí.

4. Ñîçíàòåëüíîå âëàäåíèå êîìïüþòåðíîé òåõíèêîé òàêæå íåâîçìîæíî áåç ìà-
òåìàòè÷åñêèõ çíàíèé.

5. Ñàìàÿ âàæíàÿ, ñëîæíàÿ è ïðîáëåìíàÿ îáëàñòü öèôðîâûõ òåõíîëîãèé ïðè
èçó÷åíèè ìàòåìàòèêè ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå öèôðîâûõ îáðàçîâàòåëüíûõ ðåñóðñîâ.
Áîëåå ïðîñòàÿ ÷àñòü � èíôîðìàöèîííûå èñòî÷íèêè, â ïåðâóþ î÷åðåäü îòêðûòûé
áàíê çàäàíèé, çàòåì ó÷åáíûå òåêñòû (ó÷åáíèêè è ò.ä.).

Íàì õîðîøî èçâåñòíû àâòîìàòèçèðîâàííûå Ïàêåòû ïðîãðàìì ýëåêòðîííîãî
òåñòèðîâàíèÿ, ñ ïîñëåäóþùåé àâòîìàòè÷åñêîé ïðîâåðêîé ðåçóëüòàòîâ òåñòèðîâàíèé.
Çäåñü åñòü åùå äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî ïðîáëåì, íàâåðíîå ïðåæäå âñåãî ñâÿçàííûõ
ñ ðàçíîîáðàçèåì âèäîâ òåñòà (à çíà÷èò è ôîðìû îòâåòà), ñ ðàçâèòèåì èíôîðìà-
öèîííîãî ðåñóðñà ýòè Ïàêåòû áóäóò ñîâåðøåíñòâîâàòüñÿ. Â ñîâðåìåííûõ óñëîâèÿõ
ïîñëåäîâàòåëüíîãî óâåëè÷åíèÿ íàãðóçêè ïðåïîäàâàòåëÿ âóçà îñòðî ñòîèò ïðîáëåìà
àâòîìàòèçàöèè âñåãî ó÷åáíîãî ïðîöåññà, è çäåñü óæå åñòü ðàçëè÷íûå íàðàáîòêè. Ïå-
äàãîãè÷åñêàÿ íàóêà ñåðüåçíî îòñòàåò îò ïðàêòèêè. Ìåòîäîëîãè÷åñêîé, äèäàêòè÷åñêîé
ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ ôîðìèðîâàíèå ïðèíöèïîâ ñîñòàâëåíèÿ ó÷åáíûõ çàäàíèé, íàïðè-
ìåð ïî ìàòåìàòèêå, ñ âûïîëíåíèåì òðåáîâàíèé:

- àâòîìàòè÷åñêîé ïðîâåðêè ðåøåíèÿ çàäà÷è;
- àâòîìàòè÷åñêîãî ñîïðîâîæäåíèÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è (ãîâîðÿò îá èíòåðàê-

òèâíîñòè Ïàêåòà);
- äîñòèæåíèåì íóæíîãî óðîâíÿ ïîíèìàíèÿ [4];
- ñîõðàíåíèå ïðåæíåãî êà÷åñòâà ïîäãîòîâêè ïî ìàòåìàòèêå.
È íå ñïåöèàëèñò ñîçíàåò è ïîíèìàåò, íå âñÿêèé îòâåò ìàòåìàòè÷åñêîé çàäà÷è

ìîæåò áûòü ñåãîäíÿ ïðîâåðåí ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ, íó à ñ ïðîâåðêîé è
ñîïðîâîæäåíèåì ñàìîãî õîäà ðåøåíèÿ òðóäíîñòè ìîãóò áûòü íåïðåîäîëèìûìè. Áîëü-
øàÿ è êðîïîòëèâàÿ ðàáîòà òðåáóþùàÿ ïåðåñìîòðà è ðåâèçèè ëåêöèîííûõ êóðñîâ è
êîìïëåêòîâ çàäà÷ ê íèì, ïîçâîëÿþùàÿ àâòîìàòèçèðîâàòü ïðîöåññ îáó÷åíèÿ ìàòåìà-
òèêå.

Â îêòÿáðå ýòîãî ãîäà ìû ïðîäîëæèëè îáñóæäåíèå ðåàëèçàöèè êîíöåï-
öèè íà êîíôåðåíöèè Ïðèäíåñòðîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè
Ò.Ã.Øåâ÷åíêî (ã. Òèðàñïîëü ÏÌÐ) â ¾Ðóññêîì öåíòðå¿ óíèâåðñèòåòà. Êîëëåê-
òèâ íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîé ëàáîðàòîðèè ¾Äèäàêòèêà ìàòåìàòèêè¿ ÏÃÓ èì.
Ò.Ã.Øåâ÷åíêî îçíàêîìèë ñ ðåçóëüòàòàìè èññëåäîâàíèÿ ñîòðóäíèêîâ ëàáîðàòîðèè, êî-
òîðîå ïðîâîäèëîñü ñîãëàñíî ïëàíó ïî ñëåäóþùèì íàïðàâëåíèÿì:

- Èçó÷åíèå òåîðåòè÷åñêèõ îñíîâ îïðåäåëåíèÿ êà÷åñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðà-
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çîâàíèÿ;
- Èññëåäîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêè íà óðîâíå íà÷àëüíîé øêîëû;
- Èññëåäîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ íà óðîâíå îñíîâíîé øêîëû;
- Èññëåäîâàíèå óïðàâëåí÷åñêèõ ïðîáëåì ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ ðàçâè-

âàþùåé íàïðàâëåííîñòè;
- Ìàòåìàòè÷åñêîå îáðàçîâàíèå îäàðåííûõ ó÷àùèõñÿ è ñòóäåíòîâ;
- Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðè îáó÷åíèè ðåøåíèþ òåêñòîâûõ çàäà÷;
- Ôîðìèðîâàíèå óíèâåðñàëüíûõ ó÷åáíûõ äåéñòâèé è èññëåäîâàòåëüñêèõ êîì-

ïåòåíöèé;
- Ïðîáëåìû îöåíêè êà÷åñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ;
- Ðàçðàáîòêà êîíöåïòóàëüíûõ òðåáîâàíèé ê êà÷åñòâó ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðà-

çîâàíèÿ.

Îá àêòóàëüíîñòè òåìû èññëåäîâàíèÿ ãîâîðèò õîòÿ áû òîò ôàêò, ÷òî íàìåòè-
ëàñü òåíäåíöèÿ ñíèæåíèÿ êà÷åñòâà îáðàçîâàíèÿ, êîòîðàÿ âûÿâèëàñü åù¼ ïðè ïåðâûõ
êîíòðîëüíûõ çàìåðàõ ó÷åáíûõ äîñòèæåíèé ó÷àùèõñÿ íà÷àëüíîé è îñíîâíîé øêîë.
Èññëåäîâàíèÿ ëàáîðàòîðèè ¾Äèäàêòèêà ìàòåìàòèêè¿ ñîöèàëüíî çíà÷èìû è îòêðû-
òû, îíè äîñòóïíû ÷åðåç íàøè ïóáëèêàöèè [5], [6], [7], à ðåêîìåíäàöèè ïî èñïîëü-
çîâàíèþ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçìåùåíû íà ñàéòå ñîòðóäíèêà ëàáîðàòîðèè ñ îòêðûòûì
äîñòóïîì.

Ñðåäè ïðèíöèïîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ îñîáîå ìåñòî çàíèìàåò îäèí
èç êàðäèíàëüíûõ âîïðîñîâ: äîëæåí ëè ñîáëþäàòüñÿ â âîïðîñàõ ìàòåìàòè÷åñêîãî îá-
ðàçîâàíèÿ ïðèíöèï ñâîáîäû èëè îíî â çíà÷èòåëüíîé ìåðå äîëæíî èñïîëüçîâàòü ýëå-
ìåíòû ïðèíóæäåíèÿ? Àêàäåìèê ÐÀÍ Â.Â. Êîçëîâ, ñ÷èòàåò ÷òî àçû òî÷íûõ íàóê
íóæíû êàæäîìó: ¾Ó÷åáà â øêîëå - ýòî â ïðèíöèïå íå òàêîå óæ ïðèÿòíîå äåëî. Ñêàæó
æåñò÷å; ëþáàÿ øêîëà ñîäåðæèò íåêèé ýëåìåíò íàñèëèÿ, ïîñêîëüêó ðåáÿò çàñòàâëÿþò
èçó÷àòü òî, ê ÷åìó ó ìíîãèõ èç íèõ äóøà íå ëåæèò¿ (ãàçåòà Èçâåñòèÿ 22.01.2010).
Ñòàðøåå ïîêîëåíèå ïîìíèò, ÷òî â Ñîâåòñêîå âðåìÿ ãîñóäàðñòâî êîíòðîëèðîâàëî âñå
ñòîðîíû æèçíè êàæäîé ëè÷íîñòè, è îáðàçîâàíèå áûëî åäèíûì äëÿ âñåõ, ó÷èëèñü
âñå ïî åäèíûì ó÷åáíèêàì, åäèíûì ïðåäìåòàì, è âîçìîæíîñòü âûáîðà ñâîäèëàñü ê
ìèíèìóìó. Î÷åâèäíî, îäíàêî, è òî, ÷òî ÷åëîâåêó íåîáõîäèìî ïðåäîñòàâèòü âîçìîæ-
íîñòü âûáîðà. Íî áåç îïðåäåë¼ííîãî ñòèìóëèðîâàíèÿ ê ïîëó÷åíèþ îáðàçîâàíèÿ, ìàñ-
ñîâîå îáðàçîâàíèå íåâîçìîæíî. Íåîáõîäèìî èìåííî ñòèìóëèðîâàíèå, ñîçäàíèå òàêîé
àòìîñôåðû â îáùåñòâå, êîãäà îáðàçîâàííîñòü, øèðîòà âçãëÿäîâ áûëè áû ñðåäè îñ-
íîâíûõ êðèòåðèåâ îöåíêè ëè÷íîñòè. Âèäíûìè àêàäåìèêàìè ó÷¼íûìè-ìàòåìàòèêàìè
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Ðîññèè (À.Í.Òèõîíîâ, Ñ.Ì.Íèêîëüñêèé) ñ÷èòàëîñü åñòåñòâåííûì, ÷òîáû â íà÷àëüíîé
è ÷àñòè÷íî â îñíîâíîé øêîëå ñâîáîäà âûáîðà áûëà íåñêîëüêî îãðàíè÷åíà, è ÷òîáû
îáó÷åíèå â çíà÷èòåëüíîé ìåðå áûëî åäèíûì, íî ÷òîáû êàæäîìó áûëà ïîíÿòíà åãî
íåîáõîäèìîñòü è ðàçóìíîñòü, à äàëåå ìîãëî áû èäòè âåòâëåíèå è ¾ìíîãîóðîâíåâîñòü¿.

Íàðÿäó ñ ïðèíöèïîì ñâîáîäû â âîïðîñàõ îáðàçîâàíèÿ ðåêîìåíäóåòñÿ ðóêîâîä-
ñòâîâàòüñÿ ïðèíöèïîì ðàçóìíîãî êîíñåðâàòèçìà, âêëþ÷àþùåãî â ñåáÿ ïðååìñòâåí-
íîñòü ñ âçâåøåííûì ó÷¼òîì ïîëîæèòåëüíîãî îïûòà, íàêîïëåííîãî îòå÷åñòâåííûì
ìàòåìàòè÷åñêèì îáðàçîâàíèåì.

Ïîíÿòíî, ÷òî åñòåñòâåííîíàó÷íîå îáðàçîâàíèå, êàê è íàóêà â öåëîì, íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ãàðàíòîì ðàçóìíîãî è óñòîé÷èâîãî ðàçâèòèÿ îáùåñòâà. Îäíàêî ñåãîäíÿ ìû
ñîçíàåì, ÷òî â XXI âåêå ðîëü çíàíèé ñòàíåò îïðåäåëÿþùåé, ÷òî óñïåøíûìè è áëàãî-
ïîëó÷íûìè ñìîãóò ñòàòü òîëüêî òå îáùåñòâà, êîòîðûå íàó÷àòñÿ öåíèòü è ðàçâèâàòü
èíòåëëåêò, à òàêæå ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü ýòîò ïîòåíöèàë â èíòåðåñàõ âñåõ åãî
÷ëåíîâ. Èìåííî ïîýòîìó î÷åíü õî÷åòñÿ íàäåÿòüñÿ, ÷òî ñåãîäíÿ íå ïîâòîðÿòñÿ îøèáêè
ïðîøëûõ ëåò è âåêîâ, à ðîññèéñêîå îáðàçîâàíèå âìåñòå ñî âñåé ñòðàíîé íå ïîãðóçÿòñÿ
âî òüìó.
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Àííîòàöèÿ: Â äaííîé ñòaòüå ïðåäëîæåí ìåòîäè÷åñêèé ïðèåì îáó÷åíèÿ ðåøå-
íèþ çaäa÷ ñ ìîäóëåì ñ èñïîëüçîâaíèåì åãî ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòaöèè. Ðaññìîò-
ðåíî íåñêîëüêî ïðèìåðîâ, â êîòîðûõ òaêîé ïîäõîä çía÷èòåëüíî óïðîùaåò ðåøåíèå,
äåìîíñòðèðóÿ âçaèìîñâÿçü ðaçëè÷íûõ ðaçäåëîâ ìaòåìaòèêè.
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ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòaöèè ìîäóëÿ ÷èñëa.

ABOUT ONE METHODICAL HIGHLIGHT IN TRAINING IN THE
SOLUTION OF TASKS WITH THE MODULE

Abstract: In this article methodical reception of training is o�ered the solution of
tasks with the module with use of its geometrical interpretation. Some examples in which
such approach considerably simpli�es the decision are reviewed, showing interrelation of
various sections of mathematics.

Keywords: technique of training in the solution of tasks with module, application
of geometrical interpretation of the module of number.

Ðåøåíèå çaäa÷ ñ ìîäóëåì � îäía èç íaèáîëåå ñëîæíî óñâaèâaåìûõ ó÷aùèìè-
ñÿ òåì øêîëüíîé ìaòåìaòèêè, ÷òî ïîäòâåðæäaåò, â òîì ÷èñëå, áîëüøîå êîëè÷åñòâî
îøèáîê â òaêèõ òèïîâûõ çaäa÷aõ, âñòðå÷aþùèõñÿ ía ÅÃÝ [1].

Íaèáîëåå ÷añòî ïðåäëaãaåìîå ó÷aùèìñÿ ñòaðøèõ êëaññîâ è ñòóäåíòaì ðåøåíèå
çaäa÷ ñ ìîäóëåì ïðåäïîëaãaåò "ðañêðûòèå ìîäóëåé" âõîäÿùèõ â âûðaæåíèå [2,3]. ×òî
ïîäðaçóìåâaåòñÿ ïîä òaêèì ðåøåíèåì? ×èñëîâaÿ ïðÿìaÿ ðaçáèâaåòñÿ ía èíòåðâa-
ëû, ía êaæäîì èç êîòîðûõ ïîäìîäóëüíûå âûðaæåíèÿ ñîõðaíÿþò çíaê. Ò.å. ÷èñòî
ìåõaíè÷åñêè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ (ðaññìîòðèì ïðîñòåéøèé ñëó÷aé -
¾ðañêðîåì ìîäóëü¿ â âûðaæåíèè |x− a|):

1) ïðèðaâíèâaåòñÿ ê íóëþ ìíîãî÷ëåí, ñòîÿùèé ïîäìîäóëåì: x− a = 0;
2) íaõîäÿòñÿ åãî êîðíè: x = a;
3) îïðåäåëÿþòñÿ ïðîìåæóòêè, ía êîòîðûõ ìíîãî÷ëåí ñîõðaíÿåò çíaê: ïîëî-

æèòåëåí (x− a > 0 ïðè x > a) è ïðè "ðañêðûòèè ìîäóëÿ" âûðaæåíèå çaïèñûâaåòñÿ
â íåèçìåííîì âèäå � ïðîñòî îïóñêaåòñÿ çíaê ìîäóëÿ (ïîëó÷aåì: x− a ) èëè îòðèöa-
òåëåí (x− a < 0 ïðè x < a) è ïðè "ðañêðûòèè ìîäóëÿ" ïåðåä âûðaæåíèåì ñòaâèòñÿ
çíaê "ìèíóñ" (ïîëó÷aåì: −(x− a) = −x+ a).

Äaëåå çaäa÷a ðåøaåòñÿ îòäåëüíî ía êaæäîì èç äaííûõ ïðîìåæóòêîâ, a îòâå-
òîì ñòaíîâèòñÿ ñîâîêóïíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé.

Ïðè òaêîì ðåøåíèè çaäa÷ îò ó÷aùèõñÿ óñêîëüçaåò ãåîìåòðè÷åñêaÿ èíòåð-
ïðåòaöèÿ ìîäóëÿ ÷èñëa. Êaê ñëåäñòâèå, òðóäíîñòè âûçûâaåò äaæå ðåøåíèå òðèâèaëü-
íîãî óðaâíåíèÿ ñ ìîäóëåì |x| = a (íå ãîâîðÿ î ñîîòâåòñòâóþùèõ íåðaâåíñòâaõ). Ïðè-
÷åì îïðîñ ó÷aùèõñÿ, óñïåøíî ñïðaâëÿþùèõñÿ ñ òaêèìè çaäaíèÿìè, ïîêaçûâaåò, ÷òî
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ãëaâíóþ ðîëü èãðaåò ïðîñòî âûó÷åííîå ðåøåíèå äaííîãî óðaâíåíèÿ, a íå ïîíèìaíèå
ãåîìåòðè÷åñêîãî ñìûñëa ìîäóëÿ è åãî ñâîéñòâ. Oòñþäa ÷añòûå îøèáêè â ÷óòü áîëåå
ñëîæíûõ çaäaíèÿõ. A ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ía ìîäóëü ÷èñëa ñðaçó âèäíî,
÷òî ía ÷èñëîâîé ïðÿìîé åñòü äâå òî÷êè, ðaññòîÿíèå îò êîòîðûõ äî íóëÿ ðaâíî a. Ýòî
òî÷êè a è −a. Çía÷èò, ó óðaâíåíèÿ |x| = a åñòü äâa ðåøåíèÿ: x = a è x = −a.

Ìåæäó òåì, â 6 êëaññå ïîíÿòèå ìî-
äóëÿ ââîäèòñÿ êaê ðaññòîÿíèå. Âîò, íaïðè-
ìåð, íåêîòîðûå ôaêòû, êîòîðûå ñîäåðæaòñÿ
â ó÷åáíèêå [4]:

1) Ðaññòîÿíèå îò òî÷êè A(a) äî
ía÷aëa îòñ÷åòa, ò.å. äî òî÷êè O(0), íaçûâaþò ìîäóëåì ÷èñëa a è îáîçía÷aþò |a|.

2) Ðaññòîÿíèå ìåæäó òî÷êaìè a è b ðaâíî ìîäóëþ ðaçíîñòè êîîðäèíaò ýòèõ
òî÷åê: |a− b| .

Íî äaëåå ðaáîòa ñ ìîäóëåì íå ïîëó÷aåò äîëæíîãî ïîäêðåïëåíèÿ, ïîýòîìó
âñòðå÷aÿñü ñ ýòèì ïîíÿòèåì â ñòaðøèõ êëaññaõ, øêîëüíèêè äåëaþò ìíîãî îøèáîê,
çaäa÷è, ñâÿçaííûå ñ ìîäóëåì ñ÷èòaþòñÿ òðóäíûìè, ðåøaþòñÿ ïîä÷añ î÷åíü ãðîìîçä-
êî.

Íaïðèìåð, ðaññìîòðèì óðaâíåíèå |x+ 1|+ |x− 3| = 4 , [4].
1 ñïîñîá. Ðaññìîòðèì ðåøåíèå ÷åðåç ¾ðañêðûòèå ìîäóëåé¿, îïèñaííîå âûøå.
×èñëa -1 è 3 (êîðíè óðaâíåíèé x + 1 = 0 è x − 3 = 0 ñîîòâåòñòâåííî) ðaç-

áèâaþò ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ ía òðè èíòåðâaëa, ía êaæäîì èç êîòîðûõ ïîäìîäóëüíûå
âûðaæåíèÿ ñîõðaíÿþò çíaê.

Ïðè x ∈ (−∞;−1) èìååì x+ 1 < 0 è x− 3 < 0, ò.å. |x+ 1| = −(x+ 1) = −x− 1
è |x− 3| = −(x− 3) = −x+ 3.

Ïðè x ∈ [−1; 3], x+ 1 > 0 è x− 3 < 0, ò.å. |x+ 1| = x+ 1 è |x− 3| = −x+ 3.
Ïðè x ∈ (3; +∞), x+ 1 > 0 è x− 3 > 0, ò.å. |x+ 1| = x+ 1 è |x− 3| = x− 3.
Ò.î. ía êaæäîì èç ïðîìåæóòêîâ ïîëó÷aåì,{

x ∈ (−∞;−1),
−x− 1− x+ 3 = 4;

⇔
{
x ∈ (−∞;−1),
x = −1;

⇔ ∅

èëè {
x ∈ [−1; 3),
x+ 1− x+ 3 = 4;

⇔
{
x ∈ [−1; 3],
0 · x = 0;

⇔ x ∈ [−1; 3]

èëè {
x ∈ (3; +∞),
x+ 1 + x− 3 = 4;

⇔
{
x ∈ (3; +∞),
x = 3;

⇔ ∅

Ñîâîêóïíîñòü ðåøåíèé äaåò îòâåò: x ∈ [−1; 3].
2 ñïîñîá. Ðaññìîòðèì ðåøåíèå ïðè ïîìîùè ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòaöèè

ìîäóëÿ.
Ía ÷èñëîâîé ïðÿìîé íaéäåì âñå òî÷êè ñ êîîðäèíaòîé x, ñóììa ðaññòîÿíèé îò

êîòîðîé äî òî÷åê ñ êîîðäèíaòaìè -1 è 3 ðaâía 4 � ãåîìåòðè÷åñêaÿ èíòåðïðåòaöèÿ
äaííîãî óðaâíåíèÿ.

O÷åâèäíî, ÷òî d1 + d2 = 4 ïðè ëþáîì x ∈
[−1; 3].

Åñëè ãîâîðèòü î ïðîñòîòå è íaãëÿäíîñòè
ãåîìåòðè÷åñêîãî ìåòîäa ðåøåíèÿ çaäa÷ ñ ìîäóëåì, ìîæíî ïðèâåñòè òaêîé ïðaêòè-
÷åñêèé ïðèìåð. Íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ìaãaçèí òaêèì îáðaçîì, ÷òîáû ðaññòîÿíèå
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äî íåãî îò äâóõ äîìîâ áûëî îäèíaêîâûì. Åñòåñòâåííîå ðåøåíèå çaäa÷è � ñòðî-
èòü íóæíî â ñåðåäèíå îòðåçêa, ñîåäèíÿþùåãî ýòè äîìa. Ôîðìaëüíî ýòîò îòâåò íå
ñîâñåì òî÷åí, òaê êaê ãåîìåòðè÷åñêèì ìåñòîì òî÷åê ía ïëîñêîñòè, ðaâíîóäaëåí-
íûõ îò äâóõ äaííûõ ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó, ñîåäèíÿþùå-
ìó ýòè òî÷êè. Íî ñ òî÷êè çðåíèÿ çäðaâîãî ñìûñëa èç âñåõ òaêèõ òî÷åê ðaçóì-
íî âûáðaòü òó, äëÿ êîòîðîé òðåáóåìûå ðaññòîÿíèÿ íå òîëüêî ðaâíû, íî ÿâëÿþò-
ñÿ è íaèìåíüøèìè èç âîçìîæíûõ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè K � ïðîèçâîëüíaÿ òî÷-
êa ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿða ê îòðåçêó AB, a C � ñåðåäèía ýòîãî îòðåçêa,
òî KA > CA, òaê êaê â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ãèïîòåíóçà áîëüøå êàòåòà
(ñì. ðèñ. 3).

Ýòa íåñëîæíaÿ çaäa÷a äaåò "êëþ÷" ê ðåøåíèþ íåêî-
òîðûõ óðaâíåíèé, ñîäåðæaùèõ ìîäóëü ÷èñëa. Âîò íåñêîëüêî
ïðèìåðîâ.

1. Ðåøèòå óðaâíåíèå: |x− 2| = |x− 4|.
Ðåøåíèå. Óñëîâèå çaäa÷è îçía÷aåò, ÷òî íaäî íaéòè ía

êîîðäèíaòíîé ïðÿìîé òî÷êó, êîòîðaÿ ðaâíîóäaëåía îò òî÷åê
A(2) è B(4). Ïîíÿòíî, ÷òî ýòî ñåðåäèía îòðåçêa AB, òî åñòü
C(3). Ñëåäîâaòåëüíî, ðåøåíèåì óðaâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ x = 3.

Oòâåò: 3.
Áîëåå òîãî, ñ òîé æå ëåãêîñòüþ ìîæíî ðå-

øaòü è íåêîòîðûå íåðaâåíñòâa ñ ìîäóëÿìè.
2. Ðåøèòå íåðaâåíñòâî: |x+ 1| ≥ |7− x|.
Ðåøåíèå. Èç îïðåäåëåíèÿ ìîäóëÿ ñëåäó-

åò, ÷òîìîäóëè ïðîòèâîïîëîæíûõ ÷èñåë ðaâ-
íû, a äëÿ òîãî, ÷òîáû èñïîëüçîâaòü ôîðìóëó ðaññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êaìè, ïîä çíaêîì
ìîäóëÿ äîëæía ñòîÿòü ðaçíîñòü êîîðäèíaò. Ïîýòîìó, äaííîå íåðaâåíñòâî óäîáíî ïå-
ðåïèñaòü â òaêîì âèäå: |x − (−1)| ≥ |x − 7|. Òîãäa åãî ðåøåíèåì áóäóò âñå òî÷êè
êîîðäèíaòíîé ïðÿìîé, äëÿ êîòîðûõ ðaññòîÿíèå äî A(−1) íå ìåíüøå, ÷åì ðaññòîÿíèå
äî B(7). Ïîíÿòíî, ÷òî ýòèì ñâîéñòâîì îáëaäaåò òî÷êa C(3) � ñåðåäèía îòðåçêa AB,
a òaêæå âñå òî÷êè ëåæaùèå ïðaâåå òî÷êè C. Òaêèì îáðaçîì, ðåøåíèåì íåðaâåíñòâa
ÿâëÿþòñÿ âñå ÷èñëa, áîëüøèå èëè ðaâíûå òðåì, òî åñòü x ≥ 3.

Oòâåò: [3; +∞).
Ïåðåôîðìóëèðóåì èñõîäíóþ çaäa÷ó.

Ïóñòü ìaãaçèí òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü òaê, ÷òîáû
ñóììa ðaññòîÿíèé îò íåãî äî äâóõ äîìîâ áûëa
íaèìåíüøåé. Èíòóèöèÿ ïîäñêaçûâaåò, ÷òî ìa-
ãaçèí íaäî ñòðîèòü ía îòðåçêå, ñîåäèíÿþùåì
ýòè äîìa, íî â êaêîé òî÷êå? Oêaçûâaåòñÿ, ÷òî â
ëþáîé òî÷êå ýòîãî îòðåçêa! Äåéñòâèòåëüíî, êaêóþ áû òî÷êó M ía îòðåçêå AB
ìû íå âûáðaëè, ñóììa ðaññòîÿíèé îò íåå äî êîíöîâ îòðåçêa îäía è òa æå,
è îía ðaâía äëèíå îòðåçêa AB (èìåííî ýòî ñâîéñòâî èñïîëüçîâaíî ïðè ðåøåíèè
óêaçaííîãî âûøå ïðèìåða âòîðûì ñïîñîáîì).

Åñëè æå âûáðaòü ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó N
ía ïðÿìîé AB âíå îòðåçêa, òî ñóììa ðaññòîÿíèé
îò íåå äî òî÷åê A è B, î÷åâèäíî, áóäåò áîëü-
øå, ÷åì äëèía AB. Aíaëîãè÷íî, åñëè òî÷êa K
íå ëåæèò ía ïðÿìîé AB, òî KA + KB > AB
ïî íåðaâåíñòâó òðåóãîëüíèêa. Ïîëó÷åííûé ôaêò
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ïîçâîëÿåò ðåøaòü ïðîñòåéøèå çaäa÷è î ñóììå
äâóõ ìîäóëåé.

3. Íaéäèòå íaèìåíüøåå çía÷åíèå âûðaæåíèÿ |x+ 4|+ |x− 2|.
Ðåøåíèå. Ðaññìîòðèì ía êîîðäèíaòíîé

ïðÿìîé òî÷êè A(−4) è B(2) è íaéäåì òaêèå òî÷-
êè, ñóììa ðaññòîÿíèé îò êîòîðûõ äî òî÷åê A è B
íaèìåíüøaÿ. Ýòè òî÷êè, êaê áûëî äîêaçaíî, ëå-
æaò ía îòðåçêå AB, a èñêîìaÿ ñóììa ðaâía äëèíå
îòðåçêa AB, òî åñòü ðaâía 6.

Oòâåò: 6.
Ìîæíî òaêæå ðåøaòü óðaâíåíèÿ è íåðaâåíñòâa.
4. Ðåøèòå óðaâíåíèå: |x+ 4|+ |x+ 2| = 10.
Ðåøåíèå. Íaéäåì ía êîîðäèíaòíîé ïðÿìîé òî÷êè, ñóììa ðaññòîÿíèé îò êîòî-

ðûõ äî òî÷åê A(−4) è (2) ðaâía 10. Ïîíÿòíî, ÷òî ía îòðåçêå AB îíè ëåæaòü íå ìîãóò,
èía÷å ýòa ñóììa áûëa áû ðaâía 6, çía÷èò, îíè ëåæaò âíå ýòîãî îòðåçêa. Èñêaòü èõ
ìîæíî, íaïðèìåð, òaê: çaìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè N , ëåæaùåé ía êîîðäèíaòíîé
ïðÿìîé âíå îòðåçêa, ñóììa NA + NB = 2NC, ãäå C(−1) � ñåðåäèía îòðåçêa AB.
Äåéñòâèòåëüíî, NA = NC + 0, 5AB,NB = NC − 0, 5AB (èëè íaîáîðîò).

Òaêèì îáðaçîì, èñêîìûå òî÷êè
óäaëåíû îò òî÷êè C(−1) ía ðaññòîÿíèå
5. Ïîëó÷èì, ÷òî ðåøåíèåì óðaâíåíèÿ ÿâ-
ëÿþòñÿ äâa ÷èñëa: 4 è -6.

Oòâåò: -6; 4.
5. Ðåøèòå íåðaâåíñòâî: |x+ 4|+

|x− 2| > 10.
Ðåøåíèå. Èç ïðåäûäóùèõ ðaññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèåì íåðaâåíñòâa

ÿâëÿþòñÿ òî÷êè êîîðäèíaòíîé ïðÿìîé, ëåæaùèå ëåâåå ÷èñëa -6 è òî÷êè, ëåæaùèå
ïðaâåå ÷èñëa 4.

Oòâåò: (−∞;−6) ∪ (4; +∞).
Óñëîæíèì çaäa÷ó. Ïóñòü òåïåðü âäîëü ïðÿìîé äîðîãè ñòîÿò ñåìü äîìîâ, ïðè-

÷åì ðaññòîÿíèÿ ìåæäó ñîñåäíèìè äîìaìè íå îáÿçaòåëüíî îäèíaêîâû. Â êaêîé òî÷êå
äîðîãè íaäî ïîñòðîèòü ìaãaçèí, ÷òîáû ñóììa ðaññòîÿíèé îò íåãî äî âñåõ äîìîâ áûëa
íaèìåíüøåé?

Oáîçía÷èì äî-
ìa ïî ïîðÿäêó òî÷êaìè
A1, A2, . . . , A6, A7 ía ïðÿ-
ìîé, a èñêîìóþ òî÷êó � ÷åðåç
X. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóììa
XA1 + XA7 áûëa íaèìåíüøåé òî÷êa X äîëæía íaõîäèòñÿ ía îòðåçêå A1A7. Ñóì-
ìa XA2 + XA6 � íaèìåíüøaÿ, åñëè òî÷êa X ëåæèò ía îòðåçêå A2A6, a ñóììa
XA3 + XA5 � íaèìåíüøaÿ, åñëè X ëåæèò ía îòðåçêå A3A5. Ñëåäîâaòåëüíî, ñóììa
XA1 + XA2 + XA3 + XA5 + XA6 + XA7- íaèìåíüøaÿ, åñëè òî÷êa X ïðèíaäëåæèò
âñåì òðåì îòðåçêaì, òî åñòü ëåæèò ía îòðåçêå A3A5. Oñòaëîñü ñäåëaòü íaèìåíüøèì
ðaññòîÿíèå îò X äî A4. Ïîíÿòíî, ÷òî ýòî ïðîèçîéäåò â òîì ñëó÷aå, åñëè ýòè òî÷êè
ñîâïaäaþò. Òaêèì îáðaçîì, ìaãaçèí íaäî ñòðîèòü îêîëî ÷åòâåðòîãî äîìa, ïðè÷åì
ïîëó÷åííûé ðåçóëüòaò íèêaê íå çaâèñèò îò ðaññòîÿíèé ìåæäó ñîñåäíèìè äîìaìè!

6. Íaéäèòå íaèìåíüøåå çía÷åíèå ñóììû: |x− 1|+ |x− 2|+ . . .+ |x− 11|.
Ðåøåíèå. Óñëîâèå çaäa÷è îçía÷aåò, ÷òî ía êîîðäèíaòíîé ïðÿìîé íaäî íaé-
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òè òî÷êó, ñóììa ðaññòîÿíèé îò êîòîðîé äî òî÷åê A1(1), A2(2), . . . , A11(11) áóäåò
íaèìåíüøåé. Ïî aíaëîãèè ñ òîëüêî ÷òî ðaññìîòðåííîé çaäa÷åé ïîëó÷èì, ÷òî ýòî
òî÷êa A6(6). Oñòaåòñÿ ïîäñ÷èòaòü ñóììó ðaññòîÿíèé îò ýòîé òî÷êå äî îñòaëüíûõ:
(1 + 2 + 3 + 4 + 5) · 2 = 30.

Oòâåò: 30.
7. Ãäå ïðîâîäèòü òóðíèð? (Çaäa÷a âçÿòa èç çaìå÷aòåëüíîé êíèãè Ð. Õîíñáåð-

ãåða "Ìaòåìaòè÷åñêèå èçþìèíêè" [6]).
Â Íüþ-Éîðêå øaõìaòíûõ ìañòåðîâ áîëüøå, ÷åì ía âñåé îñòaëüíîé òåððèòîðèè

ÑØA. Ïëaíèðóåòñÿ ïðîâåñòè øaõìaòíûé òóðíèð ñ ó÷añòèåì âñåõ ìañòåðîâ. Ðåøåíî,
÷òî òóðíèð áóäåò ïðîâåäåí â òaêîì ìåñòå, ÷òîáû ñóììa ðaññòîÿíèé âñåõ ïåðååçäîâ
áûëa íaèìåíüøåé. Íüþ-Éîðêñêèå ìañòåða ñ÷èòaþò, ÷òî ýòîìó êðèòåðèþ óäîâëåòâî-
ðÿåò èõ ãîðîä, a ìañòåða ñ Çaïaäíîãî ïîáåðåæüÿ íañòaèâaþò ía òîì, ÷òî òóðíèð íaäî
ïðîâîäèòü â ãîðîäå, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ¾öåíòðîì òÿæåñòè¿ âñåé ñîâîêóïíîñòè ìåñò,
â êîòîðûõ æèâóò øaõìaòèñòû. Êòî èç íèõ ïðaâ?

Oêaçûâaåòñÿ, ïðaâû ìañòåða èç Íüþ-Éîðêa! Äîêaæåì ýòî. Ðaññìîòðèì âñåõ
ìañòåðîâ, æèâóùèõ íå â Íüþ-Éîðêå, è êaæäîìó èç íèõ äaäèì â ïaðó êaêîãî-òî èç
øaõìaòèñòîâ Íüþ-Éîðêa. Äëÿ êaæäîé òaêîé ïaðû ñóììa ïåðååçäîâ áóäåò íaèìåíü-
øåé, åñëè òóðíèð ïðîâîäèòü â ãîðîäå, ëåæaùåì â ëþáîé òî÷êå îòðåçêa MN , ãäå
M � ìåñòî æèòåëüñòâa âûáðaííîãî øaõìaòèñòa, a N � Íüþ-Éîðê. Çía÷èò, èñêî-
ìaÿ ñóììa ðaññòîÿíèé íå ìåíüøå, ÷åì ñóììa äëèí âñåõ òaêèõ îòðåçêîâ. Ýòè îòðåçêè
èìåþò åäèíñòâåííîå ïåðåñå÷åíèå � òî÷êó N , ïîýòîìó, äëÿ âñåõ óæå ðaññìîòðåííûõ
øaõìaòèñòîâ èñêîìaÿ ñóììa íaèìåíüøaÿ, åñëè òóðíèð ïðîâîäèòü â N . Oñòaëèñü íå
ðaññìîòðåííûìè òîëüêî òå ìañòåða èç Íüþ-Éîðêa, êîòîðûì íå õâaòèëî ïaðû, íî äëÿ
íèõ ïðîâåäåíèå òóðíèða â Íüþ-Éîðêå òaêæå îïòèìaëüíî.

Ëèòåðàòóðà

1. Áóáåí Ñ.Â. Ìaòåìaòèêa: ïîëíûé ñáîðíèê çaäa÷ äëÿ ïîäãîòîâêè ê
öåíòðaëèçî-âaííîìó òåñòèðîâaíèþ / Ñ.Â. Áóáåí, Â.Â. Êaça÷åíîê. � Ìèíñê : Aâåðñýâ,
2011. � 511 ñ. � (Øêîëüíèêaì, aáèòóðèåíòaì, ó÷aùèìñÿ).

2. Äåìîíñòðaöèîííûå âaðèaíòû ÊÈÌ ÅÃÝ // Oôèöèaëü-
íûé èíôîðìaöèîííûé ïîð-òaë Åäèíîãî ãîñóäaðñòâåííîãî ýêçaìåía
http://www.ege.edu.ru/ru/main/demovers/

3. Ðóñaêîâ A.A., ×óáaðèêîâ Â.Í. Ïðåïîäaâaíèå ìaòåìaòèêè â ñïåöèaëèçèðî-
âaííûõ ôèçèêî-ìaòåìaòè÷åñêèõ øêîëaõ // Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ïðåïîäaâaíèÿ
ìaòåìaòèêè è èíôîðìaòèêè: Ìaòåðèaëû íaó÷íî-ìåòîäè÷åñêîé êîíôåðåíöèè: Â 3 ÷.
� Òóëa: Èçä-âî Òóë. ãîñ. ïåä. óí-òa èì. Ë.Í. Òîëñòîãî, 2004. � ×.III.

4. Çóáaðåâa È.È. Ìaòåìaòèêa. 6 êëaññ: ó÷åá. äëÿ ó÷aùèõñÿ îáùåîáðaçîâaò.
ó÷ðåæ-äåíèé / È.È. Çóáaðåâa, A.Ã. Ìîðäêîâè÷. - Ì.: Ìíåìîçèía, 2009. � 264 ñ.

5. Êîæóõîâ Ñ.Ê. O ìåòîäè÷åñêîé öåëåñîîáðaçíîñòè ðåøåíèÿ çaäa÷ ðaçíûìè
ñïîñî-áaìè // Aêòóaëüíûå ïðîáëåìû îáó÷åíèÿ ìaòåìaòèêå (Ê 155-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæ-
äåíèÿ A.Ï. Êèñåëåâa): Òðóäû Âñåðîññèéñêîé çaî÷íîé íaó÷íî-ïðaêòè÷åñêîé êîíôå-
ðåíöèè. Oðåë : Èçäaòåëüñòâî OÃÓ, Ïîëèãðaôè÷åñêaÿ ôèðìa "Êaðòóø 2007. � Ñ. 120
� 123.

6. Õîíñáåðãåð Ð. Ìaòåìaòè÷åñêèå èçþìèíêè � Ì. : Íaóêa. Ãë. ðåä. ôèç.-ìaò.
ëèò., 1992. � 176 ñ. � (Á-÷êa "Êâaíò". Âûï. 83).

460



Ñåêöèÿ 10. Ïðîáëåìû ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè â øêîëå è âóçå

ÐÅÀËÈÇÀÖÈß ÇÄÎÐÎÂÜÅÑÁÅÐÅÃÀÞÙÅÉ ÍÀÏÐÀÂËÅÍÍÎÑÒÈ
Ó×ÅÁÍÎ-ÂÎÑÏÈÒÀÒÅËÜÍÎÃÎ ÏÐÎÖÅÑÑÀ

Ñ.Ñ. Ñàëàâàòîâà1, Ì.Õ. Ñàëàâàòîâ2, Ë.Ì. Ñàíäóëîâà3

1Ñòåðëèòàìàêñêèé ôèëèàë Áàøêèðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà,
2Ñòåðëèòàìàêñêèé èíñòèòóò ôèçè÷åñêîé êóëüòóðû (ôèëèàë) ÓðàëÃÓÔÊ,

Ñòåðëèòàìàê, Ðîññèÿ
3ÌÎÁÓ ÑÎØ ñ. Íîâàÿ Îòðàäîâêà Ñòåðëèòàìàêñêîãî ðàéîíà ÐÁ, Ðîññèÿ

e-mail: 1sssalavatova@mail.ru, 2mh23091998@gmail.com, 3sunlilian@mail.ru

Àííîòàöèÿ: Â ñòàòüå îïèñàíû ñîäåðæàíèå è òåõíîëîãèè ðåàëèçàöèè çäîðî-
âüåñáåðåãàþùåé íàïðàâëåííîñòè îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå â ñðåäíåé øêîëå. Íà îñíîâå
ñèñòåìíîãî ïîäõîäà îáîñíîâàíà âîçìîæíîñòü äîïîëíåíèÿ öåëåâîãî êîìïîíåíòà íîâîé
çàäà÷åé: ôîðìèðîâàíèåì çäîðîâîãî îáðàçà æèçíè. Ñîäåðæàíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ îáî-
ãàùåíèåì êóðñà ìàòåìàòèêè êîìïëåêñîì ñþæåòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷, âûïîë-
íÿþùèõ íîðìàòèâíóþ, îöåíî÷íóþ è ðåãóëÿòèâíóþ ôóíêöèè. Ïðîöåññóàëüíûé êîì-
ïîíåíò âêëþ÷àåò â ñåáÿ ðàçðàáîòàííûå çäîðîâüåñáåðåãàþùèå è çäîðîâüåñîçèäàþùèå
òåõíîëîãèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îáó÷åíèå øêîëüíèêîâ, çäîðîâüåñáåðåãàþùèå òåõíîëîãèè,
çäîðîâüåñîçèäàþùèå òåõíîëîãèè.

REALIZATION OF THE HEALTH SAVING ORIENTATION TEACHING
AND EDUCATIONAL PROCESS

Abstract: In article the contents and technologies of realization of a health
saving orientation of training in mathematics at high school are described. On the basis
of system approach possibility of addition of a target component with a new task is
proved: formation of a healthy lifestyle. The contents is characterized by enrichment of a
course of mathematics a complex of the subject mathematical tasks which are carrying
out normative, evaluative and regulatory functions. The procedural component includes
developed health keeping and health creating technologies.

Keywords: training of school students, health keeping technologies, health creating
technologies.

Ïðîáëåìà ñîõðàíåíèÿ çäîðîâüÿ ó÷àùèõñÿ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü âûäåëÿåòñÿ â
êà÷åñòâå îäíîé èç íàèáîëåå îñòðûõ êàê â ðàçëè÷íûõ îôèöèàëüíûõ äîêóìåíòàõ ïî
îáðàçîâàíèþ, òàê è â äåÿòåëüíîñòè ó÷åíûõ è ó÷èòåëåé-ïðàêòèêîâ.

Íàøå èññëåäîâàíèå, ñâÿçàííîå ñ ðåàëèçàöèåé çäîðîâüåñáåðåãàþùåé íàïðàâëåí-
íîñòè îáó÷åíèÿ ðàçëè÷íûì øêîëüíûì äèñöèïëèíàì, â òîì ÷èñëå è ìàòåìàòèêå, ïðî-
âîäèòñÿ â ðàìêàõ äåÿòåëüíîñòè íàó÷íî-îáðàçîâàòåëüíîé ëàáîðàòîðèè ìåòîäè÷åñêèõ
èññëåäîâàíèé Ñòåðëèòàìàêñêîãî ôèëèàëà ÁàøÃÓ (íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü � ïðîô. Ñ.
Ñ. Ñàëàâàòîâà).

Âûáîð ñèñòåìíî-ñòðóêòóðíîãî ïîäõîäà â êà÷åñòâå ìåòîäîëîãè÷åñêîé áàçû
èññëåäîâàíèÿ, ïîäõîä ê ó÷åáíî-âîñïèòàòåëüíîìó ïðîöåññó êàê öåëîñòíîé ñèñòåìå
ïîçâîëÿåò íàì óòâåðæäàòü, ÷òî êàæäàÿ øêîëüíàÿ äèñöèïëèíà, â òîì ÷èñëå è
ìàòåìàòèêà, âûñòóïàþò â êà÷åñòâå ñòðóêòóðíûõ êëåòî÷åê-ïîäñèñòåì (ýëåìåíòîâ-
äèôôåðåíöèàëîâ), ñîñòàâëÿþùèõ ó÷åáíî-âîñïèòàòåëüíûé ïðîöåññ øêîëû, ïîñêîëüêó
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öåëè, ñîäåðæàíèå, ìåòîäû, ôîðìû è ñðåäñòâà îáó÷åíèÿ ýòèõ äèñöèïëèí ñòðîÿòñÿ â
ñîîòâåòñòâèè ñ öåëÿìè è òðåáîâàíèÿìè öåëîñòíîãî ó÷åáíî-âîñïèòàòåëüíîãî ïðîöåññà.
Îòñþäà, âñå ïðåäìåòû äîëæíû â îïðåäåëåííîé ìåðå âíîñèòü ñâîþ ëåïòó â äîñòèæå-
íèå îáùèõ öåëåé øêîëû, â òîì ÷èñëå è öåëåé ñîõðàíåíèÿ è ôîðìèðîâàíèÿ çäîðîâîãî
îáðàçà æèçíè. Â ýòîé ñâÿçè ïåðåä êàæäûì ó÷èòåëåì âîçíèêàåò ïðèíöèïèàëüíî âàæ-
íûé âîïðîñ: êàê ñëåäóåò îñóùåñòâëÿòü îáó÷åíèå, â ÷àñòíîñòè îáó÷åíèå ìàòåìàòèêå,
÷òîáû îíî ñïîñîáñòâîâàëî ñîõðàíåíèþ è óêðåïëåíèþ çäîðîâüÿ çà ïåðèîä îáó÷åíèÿ â
øêîëå, íàó÷èëî øêîëüíèêîâ èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åííûå çíàíèÿ â ïîâñåäíåâíîé æèçíè.

Ðåàëèçàöèÿ çäîðîâüåñáåðåãàþùåé íàïðàâëåííîñòè îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå êàê
ïîäñèñòåìû ó÷åáíî-âîñïèòàòåëüíîãî ïðîöåññà â øêîëå ïðåäïîëàãàåò, ïðåæäå âñåãî,
îáîãàùåíèå åãî öåëåâîãî êîìïîíåíòà ÷åðåç ââåäåíèå â ýòîò êîìïîíåíò, ñîîòâåòñòâåí-
íî, íîâîé äîïîëíèòåëüíîé çàäà÷è. Òî åñòü, êðîìå òðàäèöèîííûõ çàäà÷, ñòîÿùèõ ïå-
ðåä îáó÷åíèåì ìàòåìàòèêå â øêîëå, âîçíèêàåò åùå è çàäà÷à ðåàëèçàöèè çäîðîâüåñáå-
ðåãàþùåé íàïðàâëåííîñòè. Öåëåâîé êîìïîíåíò ñèñòåìû, ÿâëÿÿñü åãî ñèñòåìîîáðàçó-
þùèì êîìïîíåíòîì, âíîñèò ñâîè êîððåêòèâû â ñîäåðæàòåëüíûé è òåõíîëîãè÷åñêèå
êîìïîíåíòû ñèñòåìû. Ïîëíàÿ ìîäåëü ìåòîäè÷åñêîé ñèñòåìû ôîðìèðîâàíèÿ öåííîñòè
çäîðîâîãî îáðàçà æèçíè ïðè îáó÷åíèè ìàòåìàòèêå îïèñàíà â ñòàòüå [2].

Èçìåíåíèå â ñîäåðæàíèè øêîëüíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ â ðàìêàõ
òåìàòèêè èññëåäîâàíèÿ ìû âèäèì íà ñåãîäíÿøíèé äåíü â èñïîëüçîâàíèè òåêñòîâûõ
ñþæåòíûõ çàäà÷, óäîâëåòâîðÿþùèõ îïðåäåëåííûì òðåáîâàíèÿì. Ñðåäè ýòèõ òðåáî-
âàíèé îñíîâíûìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå:

- ñîîòâåòñòâèå îñíîâíûì ðàçäåëàì èçó÷àåìîãî êóðñà øêîëüíîé ìàòåìàòèêè;
- ñâÿçü ñþæåòà çàäà÷è ñ öåííîñòüþ çäîðîâîãî è áåçîïàñíîãî îáðàçà æèçíè;
- ðåàëèçàöèÿ çàäà÷åé õîòÿ áû îäíîé èç ôóíêöèé â ôîðìèðîâàíèè çäîðîâîãî è

áåçîïàñíîãî îáðàçà æèçíè øêîëüíèêîâ (íîðìàòèâíîé, îöåíî÷íîé, ðåãóëÿòèâíîé).
Òàêèì îáðàçîì, â äîïîëíåíèå ê ñóùåñòâóþùèì â êëàññè÷åñêîé ìåòîäèêå îáó-

÷åíèÿ ìàòåìàòèêå êëàññèôèêàöèÿì òåêñòîâûõ ñþæåòíûõ çàäà÷ (â ÷àñòíîñòè, ïðåä-
ïîëàãàþùèì âûäåëåíèå çàäà÷ ñ îáó÷àþùèìè, âîñïèòàòåëüíûìè, ðàçâèâàþùèìè è
äð. ôóíêöèÿìè â ñîîòâåòñòâèè ñ öåëÿìè îáðàçîâàòåëüíîãî ïðîöåññà), íàìè ïðîâå-
äåíà íîâàÿ êëàññèôèêàöèÿ òàêèõ çàäà÷: ïðîäèôôåðåíöèðîâàíû ñþæåòíûå çàäà÷è
ñ íîðìàòèâíîé, îöåíî÷íîé è ðåãóëÿòèâíîé ôóíêöèÿìè. Ñþæåòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ
çàäà÷à áóäåò îòíåñåíà íàìè ê çàäà÷àì ñ íîðìàòèâíîé ôóíêöèåé, åñëè â ïðîöåññå åå
ðåøåíèÿ îáó÷àþùèåñÿ ïðèîáðåòàþò çíàíèÿ, èäåè, ìîðàëüíûå ïîíÿòèÿ, ïðèíöèïû,
îòðàæàþùèå ïîêàçàòåëè çäîðîâîãî îáðàçà æèçíè. Åñëè æå ðåøåíèå çàäà÷è ïîçâîëÿ-
åò øêîëüíèêàì âûïîëíÿòü îöåíêó è ñàìîîöåíêó ñâîèõ äåéñòâèé ïî ôîðìèðîâàíèþ
çäîðîâîãî îáðàçà æèçíè, òî òàêàÿ ñþæåòíàÿ çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê çàäà÷àì ñ îöåíî÷-
íîé ôóíêöèåé. È, íàêîíåö, ñþæåòíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ çàäà÷ó îòíåñåì ê êëàññó çà-
äà÷ ñ ðåãóëÿòèâíîé ôóíêöèåé, åñëè ðåçóëüòàòû åå ðåøåíèÿ ïîçâîëÿþò ôîðìèðîâàòü
íðàâñòâåííûå óáåæäåíèÿ, êîòîðûå îêàçûâàþò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà ïîâåäåíèå
øêîëüíèêà è ðåãóëèðóþò åãî. Äèôôåðåíöèàöèÿ ýòà óñëîâíàÿ, ïîñêîëüêó îäíà è òà
æå çàäà÷à ìîæåò âûïîëíÿòü íåñêîëüêî ôóíêöèé. Ïðèâåäåì ïðèìåðû çàäà÷.

Çàäà÷à 1. Âåñ ãîäîâàëîãî ìëàäåíöà Òèìóðà ñîñòàâëÿåò 10 êã, à ãîäîâàëîé Ñîíè
� 9 êã. 1) Âû÷èñëèòå ìàññó òåëà Òèìóðà â 11 ëåò, åñëè èçâåñòíî, ÷òî åæåãîäíî îíà
âîçðàñòàëà â ñðåäíåì íà 2,5 êã. 2) Íà ñêîëüêî êã åæåãîäíî (â ñðåäíåì) óâåëè÷èâàëàñü
ìàññà òåëà Ñîíè, åñëè ñ÷èòàòü ÷òî åæåãîäíî ýòî óâåëè÷åíèå áûëî îäèíàêîâûì è ÷åðåç
10 ëåò âåñ Ñîíè ñîñòàâèë 38 êã.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è (äî èçó÷åíèÿ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè), ó÷àùè-
åñÿ ôàêòè÷åñêè èíäóêòèâíî âûâîäÿò è èñïîëüçóþò ôîðìóëó n-ãî ÷ëåíà àðèôìåòè-
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÷åñêîé ïðîãðåññèè:

Òèìóð Ñîíÿ
1 ãîä 10 (êã) 9 (êã)
2 ãîäà 10 + 2,5
3 ãîäà 10 + 2,5 *2
4 ãîäà 10+ 2,5 *3
. . . . . .
10 ëåò 10 + 2,5 *9
11 ëåò 10 + 2,5 *10 38 = 9 + x * 10

Ïî îòíîøåíèþ ê ðåàëèçàöèè çäîðîâüåñáåðåãàþùåé è çäîðîâüåñîçèäàþùåé íà-
ïðàâëåííîñòè îáó÷åíèÿ ýòà çàäà÷à îòíåñåíà íàìè ê çàäà÷å ñ íîðìàòèâíîé ôóíêöèåé,
ïîñêîëüêó ïðè åå ðåøåíèè ó÷àùèåñÿ ïîëó÷àþò èíôîðìàöèþ î íîðìàõ ôèçèîëîãè÷å-
ñêîãî ðàçâèòèÿ äåòåé. Çàäà÷à ïðèîáðåòàåò îöåíî÷íóþ ôóíêöèþ, åñëè ïðè åå ðåøåíèè
ó÷àùèìñÿ ñòàâèòñÿ çàäàíèå: ñðàâíèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñ òàáëè÷íûìè íîðìà-
òèâíûìè ìåäèöèíñêèìè ïîêàçàòåëÿìè.

Çàäà÷à 2. Âîäà � îäèí èç íàèáîëåå âàæíûõ êîìïîíåíòîâ ÷åëîâå÷åñêîãî îðãà-
íèçìà, ñîñòàâëÿþùèé 2/3 åãî ìàññû. Ñðåäíÿÿ ïîòðåáíîñòü âîäû â ñóòêè äëÿ îðãà-
íèçìà ÷åëîâåêà ñîñòàâëÿåò: â 10-ëåòíåì âîçðàñòå 70-85 ìë íà êã ìàññû òåëà, â 14 ëåò
� 50-60 ìë íà êã ìàññû òåëà [3, ñ. 24]. 14 �ëåòíÿÿ Ëþçèÿ è åå áðàòèøêà Àõìåä, ñúåâ
ñ óòðà ïî÷òè öåëóþ ñåëåäêó, åñòåñòâåííî, ñòàëè èñïûòûâàòü áîëüøóþ æàæäó è óïî-
òðåáèëè â òå÷åíèå äíÿ öåëûõ 7,5 ëèòðîâ æèäêîñòè, ïðè÷åì Ëþçèÿ â 1,5 áîëüøå, ÷åì
Àõìåä. Ñêîëüêî ëèøíåé æèäêîñòè óïîòðåáèë êàæäûé ðåáåíîê, åñëè ìàññà Ëþçèè 42
êã, à ìàññà Àõìåäà � 32 êã? Ðàññ÷èòàéòå ñîáñòâåííóþ ñóòî÷íóþ ïîòðåáíîñòü â âîäå.

Ïðèâåäåííàÿ çàäà÷à ïðè óìåëîì ïîäõîäå ìîæåò íåñòè âñå òðè ôóíêöèè: íîð-
ìàòèâíóþ, îöåíî÷íóþ è ðåãóëÿòèâíóþ.

Íèæåñëåäóþùèå äâå çàäà÷è ñîñòàâëåíû ó÷åíèêàìè â ðàìêàõ âûïîëíÿåìûõ
èìè èññëåäîâàòåëüñêèõ ïðîåêòîâ ïî ýòíîêóëüòóðíîé òåìàòèêå ïîä ðóêîâîäñòâîì
ñòóäåíòîâ-ïðàêòèêàíòîâ [1]. Ïåðâàÿ èõ íèõ ïðè÷èñëåíà íàìè ê çàäà÷å ñ íîðìàòèâíîé
ôóíêöèåé, âòîðàÿ çàäà÷à ìîæåò âûïîëíÿòü âñå òðè ôóíêöèè.

Çàäà÷à 3. Íàöèîíàëüíûé íàïèòîê êóìûñ � êèñëîìîëî÷íûé íàïèòîê èç êîáû-
ëüåãî ìîëîêà � ñîäåðæèò ìíîãî ïîëåçíûõ äëÿ æèçíåäåÿòåëüíîñòè ÷åëîâåêà âèòàìè-
íîâ è ìèíåðàëîâ. Â 100 ã (100 ìë) êóìûñà âèòàìèíà Â1 (òèàìèíà) ñîäåðæèòñÿ 23,9
ìêã, âèòàìèíà Â2 (ðèáîôëàâèíà) � 26,6 ìêã, âèòàìèíà Ñ (àñêîðáèíîâîé êèñëîòû) �
7,9 ìã. Îïðåäåëèòå êîëè÷åñòâî âèòàìèíîâ â 1 ëèòðå êóìûñà â ìèëëèãðàììàõ (ìèê-
ðîãðàìì � ýòî îäíà ìèëëèîííàÿ ÷àñòü ãðàììà, à ìèëëèãðàìì � îäíà òûñÿ÷íàÿ ÷àñòü
ãðàììà).

Çàäà÷à 4. Âèòàìèíû èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ôóíêöèîíèðîâàíèè ÷åëîâå÷åñêîãî
îðãàíèçìà. Íåäîñòàòîê âèòàìèíîâ íåáëàãîïðèÿòíî ñêàçûâàåòñÿ íà çäîðîâüå è îáùåì
ñàìî÷óâñòâèè. Òàê, íàïðèìåð, íåäîñòàòîê âèòàìèíà Â1 ïðèâîäèò ê ðàçëè÷íûì íà-
ðóøåíèÿì ôóíêöèè íåðâíîé ñèñòåìû, ìûøå÷íîé ñëàáîñòè, áåññîííèöå, ïîâûøåííîé
ðàçäðàæèòåëüíîñòè. Íåäîñòàòîê âèòàìèíà Â2 � ê ðàçâèòèþ àíåìèè, ïàäåíèþ èììó-
íèòåòà. Íåäîñòàòîê âèòàìèíà Ñ ïðèâîäèò ê êðîâîòî÷èâîñòè, ñíèæåíèþ ñîïðîòèâëÿ-
åìîñòè îðãàíèçìà ê âîçíèêíîâåíèþ ðÿäà èíôåêöèîííûõ çàáîëåâàíèé, ê îñòàíîâêå
ðîñòà ìûøå÷íîé ìàññû. Îäíàêî ïåðåèçáûòîê âèòàìèíîâ ìîæåò ïðè÷èíèòü îðãàíèç-
ìó âðåä, ïîýòîìó íåîáõîäèìî ñîáëþäàòü ïðàâèëüíóþ äîçèðîâêó. Çíàÿ, ÷òî ñóòî÷íàÿ
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íîðìà âèòàìèíà Â1 äëÿ âçðîñëîãî ÷åëîâåêà ñîñòàâëÿåò îò 2 äî 2,5 ìã, âèòàìèíà Â2
ñîñòàâëÿåò 2-3 ìã, à âèòàìèíà Ñ � 75 ìã ðàññ÷èòàéòå âîçìîæíî ìàêñèìàëüíóþ äîçó
öåëåáíîãî áàøêèðñêîãî íàïèòêà � êóìûñà äëÿ ÷åëîâåêà â ñóòêè.

Òåõíîëîãè÷åñêèé êîìïîíåíò ñèñòåìû âêëþ÷àåò â ñåáÿ òåõíîëîãèè äâóõ âèäîâ:
çäîðîâüåñáåðåãàþùèå è çäîðîâüåñîçèäàþùèå òåõíîëîãèè.

Ê çäîðîâüåñáåðåãàþùèì òåõíîëîãèÿì ìû îòíîñèì òå òåõíîëîãèè, êîòîðûå ïîç-
âîëÿþò èçáåãàòü â ó÷åáíî-âîñïèòàòåëüíîì ïðîöåññå âñåõ ñòðåññîâûõ äëÿ äåòåé ñèòó-
àöèé, ñîçäàþò áëàãîïðèÿòíóþ ýìîöèîíàëüíóþ îáñòàíîâêó íà óðîêå, òî åñòü òåõíî-
ëîãèè, íàïðàâëåííûå íà ñîõðàíåíèå ôèçè÷åñêîãî, ïñèõè÷åñêîãî, ñîöèàëüíîãî, íðàâ-
ñòâåííîãî è äóõîâíîãî çäîðîâüÿ îáó÷àåìûõ. Ñðåäè íèõ, â ïåðâóþ î÷åðåäü � èãðî-
âûå òåõíîëîãèè, òåõíîëîãèè âêëþ÷åíèÿ ó÷àùèõñÿ â öåëîñòíóþ äåÿòåëüíîñòü, òåõíî-
ëîãèè íåéðîëèíãâèñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Êàê ïîêàçûâàåò àíàëèç îïûòà è
èññëåäîâàíèÿ ñïåöèàëèñòîâ ïðè îáó÷åíèè ìàòåìàòèêå èç òðåõ êàíàëîâ âîñïðèÿòèÿ
èíôîðìàöèè (àóäèàëüíîãî, âèçóàëüíîãî è êèíåñòåòè÷åñêîãî) àêöåíò äåëàåòñÿ îáû÷-
íî íà âèçóàëüíûé êàíàë. Ìû æå ðàçðàáàòûâàåì êîìïëåêñ çàäàíèé, ïðè êîòîðûõ
âèçóàëüíûé êàíàë ¾îòäûõàåò¿. Ñðåäè òàêèõ çàäàíèé, ê ïðèìåðó, ðàáîòà òîëüêî ñ
âêëþ÷åíèåì àóäèàëüíîãî êàíàëà: èñïîëüçîâàíèå óñòíûõ óïðàæíåíèé ñ çàêðûòûìè
ãëàçàìè: ó÷èòåëü äèêòóåò ðÿä âû÷èñëèòåëüíûõ ïðèìåðîâ, à ó÷åíèêè, ïîëîæèâ ãî-
ëîâû íà ïàðòó, çàêðûâ ãëàçà, ïðîèçâîäÿò â óìå âû÷èñëåíèÿ. À çàòåì, ïîäíÿâ ðóêó,
íå îòêðûâàÿ ãëàç, ïàëü÷èêàìè ïîêàçûâàþò îòâåò. Îáû÷íî óïðàæíåíèÿ ñîñòàâëÿþòñÿ
òàê, ÷òîáû â îòâåòå ïîëó÷èëîñü ÷èñëî íå áîëåå ïÿòè. Ïðèìåð òàêîãî óïðàæíåíèÿ: ê
85 ïðèáàâèòü 15, ðàçäåëèòü íà 20, óìíîæèòü íà 2 è ðàçäåëèòü íà ïÿòü, ïðèáàâèòü
ìèíóñ 2, óìíîæèòü íà 250, ïðèáàâèòü 1 (â îòâåòå ïîëó÷èì 1). Òàêèå óïðàæíåíèÿ
ïîçâîëÿþò, êðîìå òîãî, ðàçâèòü âíèìàíèå è ïàìÿòü øêîëüíèêîâ, îíè èíòåðåñíû è
ïîëåçíû øêîëüíèêàì è òåì, ÷òî äàþò âîçìîæíîñòü èçìåíèòü ïîëîæåíèå òåëà â õîäå
óðîêà. Â ñîñòàâ çäîðîâüåñáåðåãàþùèõ òåõíîëîãèé ìû âêëþ÷àåì òàêæå èñïîëüçîâà-
íèå íà óðîêàõ ìàòåìàòèêè ôèçêóëüòìèíóòîê. Ôèçêóëüìèíóòêè ñíèìàþò óñòàëîñòü,
íàïðÿæåíèå, ïîçâîëÿþò ïåðåêëþ÷àòüñÿ ñ îäíîãî âèäà äåÿòåëüíîñòè íà äðóãîé, ÷òî
îáåñïå÷èâàåò óëó÷øåíèå êðîâîîáðàùåíèÿ è ñíàáæåíèÿ êèñëîðîäîì êëåòîê ãîëîâíîãî
ìîçãà, è, êàê ñëåäñòâèå ýòîãî, ñïîñîáñòâóþò ñíèæåíèþ èëè ñíÿòèþ óìñòâåííîãî íà-
ïðÿæåíèÿ. Îñîáåííîñòüþ èñïîëüçîâàíèÿ ðàçðàáîòàííûõ ôèçêóëüòìèíóòîê ÿâëÿåòñÿ
òî, ÷òî îíè ñâÿçàíû ñ îïðåäåëåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé òåìîé (ê ïðèìåðó, èçîáðàæå-
íèå ñ ïîìîùüþ ðóê îñòðûõ, òóïûõ, ïðÿìûõ, ðàçâåðíóòûõ óãëîâ â ãîðèçîíòàëüíîé è
âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòÿõ).

Ê çäîðîâüåñîçèäàþùèì òåõíîëîãèÿì ìû îòíîñèì òå òåõíîëîãèè, êîòîðûå íà-
ïðàâëåíû íà ïðèîáðåòåíèå îáó÷àþùèìèñÿ çíàíèé î íîðìàõ çäîðîâüÿ, îöåíêó èìè
îòðèöàòåëüíûõ è ïîëîæèòåëüíûõ âëèÿíèé íà çäîðîâüå, ðåãóëèðîâàíèå ñîáñòâåííîãî
ïîâåäåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê ñîõðàíåíèþ çäîðîâüÿ. Êîíêðåòíûìè ïðèìåðàìè òàêèõ
òåõíîëîãèé â íàøåé ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ èñïîëüçîâàíèå â ó÷åáíîì ïðîöåññå ìàòåìà-
òè÷åñêèõ çàäà÷ ñ òðåìÿ íàçâàííûìè âûøå ôóíêöèÿìè, ïðèâëå÷åíèå ê ñîñòàâëåíèþ
òàêèõ çàäà÷ ñàìèõ îáó÷àåìûõ, èñïîëüçîâàíèå òåìàòè÷åñêèõ äèäàêòè÷åñêèõ èãð â
ñèñòåìå óðî÷íîé è âíåóðî÷íîé ðàáîòû, â õîäå êîòîðûõ òàêæå èñïîëüçóþòñÿ çàäà-
÷è ñ íîðìàòèâíîé, îöåíî÷íîé è ðåãóëÿòèâíîé ôóíêöèÿìè. Ñðåäè ðàçðàáîòàííûõ è
èñïîëüçóåìûõ äèäàêòè÷åñêèõ èãð ìû âûäåëÿåì äâà êëàññà:

- Áåçñþæåòíûå äèäàêòè÷åñêèå èãðû-ñîðåâíîâàíèÿ. Â ýòèõ èãðàõ îòñóòñòâóåò
çäîðîâüåíàïðàâëåííûé ñþæåò, è ëèøü ðåøèâ â õîäå èãðîâûõ ñîðåâíîâàíèé ìàòåìà-
òè÷åñêèå çàäà÷è, ó÷åíèêè ñîîòíîñÿò ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñ òåì èëè èíûì ôàêòîì,
îòíîñÿùèìñÿ ê òåìå çäîðîâüÿ.
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- Ñþæåòíî-ðîëåâûå äèäàêòè÷åñêèå èãðû � èãðû, â êîòîðûõ îáó÷àåìûå âûïîë-
íÿþò îïðåäåëåííûå ðîëè, ñîîòâåòñòâóþùèå ñþæåòó èãðû, ðàñêðûâàþùèå êàê ïîëî-
æèòåëüíîå, òàê è îòðèöàòåëüíîå îòíîøåíèå ê ñâîåìó çäîðîâüþ. Ê ïðèìåðó, â ðîëå-
âîé èãðå ¾Ñóä íàä ñèãàðåòîé¿, äåéñòâóþùèìè ëèöàìè ÿâëÿþòñÿ ¾ñèãàðåòà¿, ¾ñóäüÿ¿,
¾ïðîêóðîð¿, ¾àäâîêàò¿, ñâèäåòåëè: ¾äîêòîð¿, ¾õèìèê¿, ¾ïàññèâíàÿ êóðèëüùèöà¿.

Åñòåñòâåííî, ÷òî îáîãàùåíèå öåëåâîãî êîìïîíåíòà è, ñîîòâåòñòâåííî, ñîäåðæà-
íèÿ óðîêîâ ìàòåìàòèêè òðåáóåò è äîïîëíèòåëüíîãî âðåìåíè, ÷òî íåâîçìîæíî êîìïåí-
ñèðîâàòü òîëüêî çà ñ÷åò ïîèñêà îïòèìàëüíûõ òåõíîëîãèé âíóòðè îäíîãî ïðåäìåòà.
Ïåðñïåêòèâû íàõîæäåíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî âðåìåíè ìû âèäèì â èñïîëüçîâàíèè èí-
òåãðàöèè ñ äðóãèìè äèñöèïëèíàìè.

Êàê ïîêàçàëè ðåçóëüòàòû îïûòíî-ýêñïåðèìåíòàëüíîé ðàáîòû, ðåàëèçàöèÿ çäî-
ðîâüåñáåðåãàþùåé è çäîðîâüåñîçèäàþùåé íàïðàâëåííîñòè îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå âîç-
ìîæíà è ïîëåçíà. Òàêàÿ ðàáîòà, êðîìå ïðèîáùåíèÿ ïîäðàñòàþùåãî ïîêîëåíèÿ ê âåäå-
íèþ çäîðîâîãî îáðàçà æèçíè, ïîíèìàíèÿ öåííîñòè çäîðîâüÿ, åãî ñîõðàíåíèÿ è ðàçâè-
òèÿ, ïîâûøàåò èíòåðåñ øêîëüíèêîâ ê ìàòåìàòèêå, ïðàêòè÷åñêóþ çíà÷èìîñòü óðîêîâ
ìàòåìàòèêè â ãëàçàõ øêîëüíèêîâ è èõ ðîäèòåëåé.
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Ïîâûøåíèå êà÷åñòâà, ýôôåêòèâíîñòè è äîñòóïíîñòè îáðàçîâàíèÿ � òðàäèöè-
îííûå ïåäàãîãè÷åñêèå ïðîáëåìû. Íà ïåðâûé âçãëÿä, âèäèòñÿ, ÷òî îíè ïîòåðÿëè ñâîþ
íîâèçíó è ñòàëè ÷àñòüþ ïîâñåäíåâíîé æèçíè. Îäíàêî ýòî äàëåêî íå òàê. Ïðîáëåìà
ñîîòâåòñòâèÿ ñèñòåìû îáðàçîâàíèÿ ïîòðåáíîñòÿì ñîâðåìåííîñòè íå ñòàíîâèòñÿ ðàç-
ðåøåííîé. Ïîèñê ðåçåðâîâ, àíàëèç ñèñòåìîîáðàçóþùèõ çâåíüåâ, ïðåäñòàâëåíèå íàè-
áîëåå áëàãîïðèÿòíûõ óñëîâèé äëÿ ðàçâèòèÿ îáðàçîâàòåëüíîãî ïðîöåññà, ïîâûøåíèå
ýôôåêòèâíîñòè ïðîöåññà îáó÷åíèÿ â öåëîì ïðîäîëæàþò îñòàâàòüñÿ àêòóàëüíûìè.

Íà ðóáåæå XX�XXI ââ. â ïåäàãîãè÷åñêîé ïðàêòèêå âñå ÷àùå ñòàëè èñïîëü-
çîâàòüñÿ ýëåêòðîííûå îáðàçîâàòåëüíûå ðåñóðñû (ÝÎÐ) � ó÷åáíûå ìàòåðèàëû, äëÿ
ñîçäàíèÿ è âîñïðîèçâåäåíèÿ êîòîðûõ ïðèìåíÿþòñÿ ýëåêòðîííûå óñòðîéñòâà [1]. Îá-
ùèå òðåáîâàíèÿ ê ÝÎÐ, øèðîêî èñïîëüçóåìûì â ñôåðå îáðàçîâàíèÿ (äëÿ ðåàëèçà-
öèè ïðîöåññà îáó÷åíèÿ ñ ïîìîùüþ èíôîðìàöèîííî-êîììóíèêàöèîííûõ òåõíîëîãèé)
óñòàíàâëèâàåò íàöèîíàëüíûé ñòàíäàðò Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè ¾Èíôîðìàöèîííî-
êîììóíèêàöèîííûå òåõíîëîãèè â îáðàçîâàíèè¿ [2].

ÝÎÐ ìíîãî÷èñëåííû, îíè èìåþò ìíîæåñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè, ðàçëè÷íûå
êëàññèôèêàöèè (ïî öåëè ñîçäàíèÿ, ïî îñíîâíîé èíôîðìàöèè, ïî íàëè÷èþ ïå÷àòíîãî
ýêâèâàëåíòà, ïî òåõíîëîãèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ, ïî ôóíêöèè â ó÷åáíîì ïðîöåññå, ïî
õàðàêòåðó âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïîëüçîâàòåëåì è äð.).

Ñàìûå ïðîñòûå ýëåêòðîííûå ðåñóðñû � òåêñòîãðàôè÷åñêèå. Èõ ÷àñòî íàçû-
âàþò ýëåêòðîííûìè ó÷åáíèêàìè. Òåêñòîãðàôè÷åñêèå ÝÎÐ ýôôåêòèâíû, êîãäà íåîá-
õîäèìî ïðèâëå÷ü ñâåäåíèÿ èç ìíîãèõ èñòî÷íèêîâ, à òàêæå â ñëó÷àå, êîãäà ñîäåðæèìîå
ðåñóðñà îïåðàòèâíî îáíîâëÿåòñÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðåèìóùåñòâà ýëåêòðîííîãî òåêñòà
ïðîÿâëÿþòñÿ â òåõ âèäàõ äåÿòåëüíîñòè, ãäå õàðàêòåðíà ðàáîòà ñî ìíîãèìè èíôîð-
ìàöèîííûìè èñòî÷íèêàìè è íåîáõîäèìî îðèåíòèðîâàòüñÿ â ïîñëåäíèõ äîñòèæåíèÿõ
íàóêè, òåõíèêè, ïðîèçâîäñòâà.

Àóäèîâèçóàëüíûå ðåñóðñû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîìïüþòåðíûå ôàéëû, ñî-
äåðæàùèå êàðòèíêó (ôîòîãðàôèþ), âèäåîçàïèñü, ìóçûêàëüíûé ôðàãìåíò è ò.ä.

Îòíîñèòü ýòè ðåñóðñû ê îáðàçîâàòåëüíûì ìîæíî òîëüêî îïîñðåäîâàíî, òàê
êàê â îáùåì ñëó÷àå äèäàêòè÷åñêàÿ îñíîâà â íèõ íå çàëîæåíà. ×àùå âñåãî îíè èã-
ðàþò ðîëü ýëåêòðîííûõ íàãëÿäíûõ ïîñîáèé ïðè ðàáîòå ïðåïîäàâàòåëÿ â àóäèòîðèè,
ïîâûøàÿ, óðîâåíü íàãëÿäíîñòè îáó÷åíèÿ. Â ðàìêàõ òðàäèöèîííûõ îáðàçîâàòåëüíûõ
òåõíîëîãèé îíè ïîìîãóò ðàçíîîáðàçèòü ðàáîòó ó÷àùèõñÿ è ïðåïîäàâàòåëåé. Ïðè ýòîì
ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî êîìïüþòåð èñïîëíÿåò ðîëü âñïîìîãàòåëüíîãî ñðåäñòâà è íå
âëèÿåò íà èçìåíåíèå äèäàêòè÷åñêîé, ìåòîäè÷åñêîé, îðãàíèçàöèîííîé è äðóãèõ ñóù-
íîñòåé îáðàçîâàòåëüíîãî ïðîöåññà.

Ìóëüòèìåäèéíûå ðåñóðñû � ñàìûå ìîùíûå è èíòåðåñíûå äëÿ îáðàçîâà-
íèÿ. Òåðìèí ¾ìóëüòèìåäèà¿ ïðèìåíÿåòñÿ äîñòàòî÷íî øèðîêî. Ìóëüòèìåäèà ÝÎÐ �
ýòî âîçìîæíîñòü îäíîâðåìåííîãî âîñïðîèçâåäåíèÿ íà ýêðàíå êîìïüþòåðà è â çâóêå
ñîãëàñîâàííîé ñîâîêóïíîñòè òåêñòîâûõ è àóäèîâèçóàëüíûõ ýëåìåíòîâ, ïðåäñòàâëÿþ-
ùèõ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè èçó÷àåìûå îáúåêòû è ïðîöåññû. Õàðàêòåðíûì ñâîéñòâîì
ìóëüòèìåäèà êîíòåíòà ÿâëÿåòñÿ èíòåðàêòèâíîñòü. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî èíòåð-
àêòèâ âîçìîæåí è â òåêñòîãðàôè÷åñêèõ ðåñóðñàõ, íî òîëüêî â ïðîñòîé ññûëî÷íîé
ôîðìå, à âîò ïðè èñïîëüçîâàíèè ýëåìåíòàðíîãî àóäèîâèçóàëüíîãî ðåñóðñà èíòåð-
àêòèâíîñòü âîîáùå îòñóòñòâóåò. Íåñîìíåííî, èíòåðàêòèâíûå ìóëüòèìåäèà ÝÎÐ �
íàèáîëåå ñëîæíûå â èçãîòîâëåíèè ðåñóðñû, îíè âêëþ÷àþò ìíîæåñòâî ñîäåðæàòåëü-
íûõ ýëåìåíòîâ è ïðîãðàììíûé ñöåíàðèé èõ èíòåðàêòèâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Ñîçäà-
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âàÿ òàêèå ðåñóðñû, ñëåäóåò èìåòü â âèäó èçâåñòíîå ïîëîæåíèå: ÷åì ïðîùå è ïîíÿòíåå
ïðîãðàììà âûãëÿäèò ñíàðóæè, òåì ñëîæíåå îíà óñòðîåíà âíóòðè.

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü â ðàìêàõ âíåäðåíèÿ ÔÃÎÑ ÎÎÎ èñïîëüçîâàíèå ÝÎÐ
ñòàíîâèòñÿ âñå áîëåå àêòóàëüíûì â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ. Ýòî ïðèâîäèò ê èçìåíåíèÿì
â äåÿòåëüíîñòè ó÷èòåëÿ (ó÷èòåëü è êíèãà ïåðåñòàþò áûòü åäèíñòâåííûìè èñòî÷íè-
êàìè èíôîðìàöèè). Â ïåäàãîãè÷åñêîì ñîîáùåñòâå ïðîäîëæàþò îáñóæäàòüñÿ ïðåèìó-
ùåñòâåííî ïîëîæèòåëüíûå è äîâîëüíî ðåäêî îòðèöàòåëüíûå ñòîðîíû èñïîëüçîâàíèÿ
ýëåêòðîííûõ îáðàçîâàòåëüíûõ ðåñóðñîâ â îáó÷åíèè. Ïî íàøåìó ìíåíèþ, ê íàèáî-
ëåå ïåðñïåêòèâíûì àñïåêòàì èñïîëüçîâàíèÿ ýëåêòðîííûõ îáðàçîâàòåëüíûõ ðåñóðñîâ
â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ ñëåäóåò îòíåñòè: ó÷åò èíäèâèäóàëüíûõ îñîáåííîñòåé ó÷àùèõ-
ñÿ ïðè óñâîåíèè èìè ýëåìåíòîâ ñîäåðæàíèÿ ïðåäìåòà; ðàñøèðåíèå èíôîðìàöèîííî-
ãî ïðîñòðàíñòâà çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ ìåæïðåäìåòíûõ ñâÿçåé; íîâûå âîçìîæíîñòè
ðàçâèòèÿ çðèòåëüíîé ïàìÿòè çà ñ÷åò ðàçíîîáðàçèÿ ñðåäñòâ íàãëÿäíîñòè; óâåëè÷åíèå
ïîçíàâàòåëüíûõ âîçìîæíîñòåé ó÷àùèõñÿ íà îñíîâå îðãàíèçàöèè èññëåäîâàòåëüñêîé
äåÿòåëüíîñòè ïî ïðåäìåòó.
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Abstract: This article discussesways to solvethe majorproblems
facingmathematical education(increasestudent motivation, updating contentof
training,training of teachersof mathematics). The mainway to increasemotivation
of students� asolution to the problemof understandingthe material being studied. Quality
training for teachersof mathematicsrequiresfundamental knowledgeandclose connectionsof
the university andthe school.

Keywords: motivation tostudy mathematics, updatelearning content, teacher
training.

Â ðîññèéñêîì ìàòåìàòè÷åñêîì îáðàçîâàíèè íàêîïèëîñü íåìàëî ïðîáëåì. Îñ-
íîâíûå èç íèõ îáîçíà÷åíû â êîíöåïöèè ðàçâèòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ.
Íåîáõîäèìî íà÷àòü ðàáîòó ïî åå ðåàëèçàöèè, íàöåëèâ óñèëèÿ íà ðåøåíèå ýòèõ îñ-
íîâíûõ ïðîáëåì. Îäíà èç îñíîâíûõ ïðîáëåì � íèçêàÿ ìîòèâàöèÿ ê èçó÷åíèþ ìàòå-
ìàòèêè. Ïðè÷èí òàêîé íèçêîé ìîòèâàöèè íåñêîëüêî è ãëàâíûå èç íèõ îáîçíà÷åíû â
êîíöåïöèè. ßñíû è ïóòè ïðåîäîëåíèÿ ýòèõ ïðîáëåì: íåîáõîäèìî êàðäèíàëüíî èçìå-
íèòü îòíîøåíèå îáùåñòâà ê ìàòåìàòè÷åñêîìó îáðàçîâàíèþ, øèðå ïðîïàãàíäèðîâàòü
åãî çíà÷åíèå â ïå÷àòè, ÑÌÈ è Èíòåðíåòå, âîâëåêàòü ó÷àùèõñÿ â ìàòåìàòè÷åñêèå
êîíêóðñû, ñîðåâíîâàíèÿ, îëèìïèàäû. Íèçêàÿ ìîòèâàöèÿ ó÷àùèõñÿ òåñíî ñâÿçàíà ñ
ïðîáëåìîé ïîíèìàíèÿ. Ìàòåìàòèêà, êàê íèêàêîé äðóãîé ïðåäìåò, òðåáóåò îñîáûõ
ìåòîäè÷åñêèõ ïðèåìîâ, íàïðàâëåííûõ íà äîñòèæåíèå ïîíèìàíèÿ.Íàäî ó÷èòûâàòü,
÷òî ñîâðåìåííûå ìîëîäûå ëþäè ïðåäïî÷èòàþò ñèìâîëè÷åñêèå è ãðàôè÷åñêèå ôîðìû
ïðåäúÿâëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ çíàíèé ïî ñðàâíåíèþ ñ âåðáàëüíîé ôîðìîé, ïîýòîìó
âàæíî îáåñïå÷èòü â áîëüøåé ñòåïåíè íàãëÿäíîñòü îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå, ëåæàùóþ
â îñíîâå ðàçâèòèÿ ïîçíàâàòåëüíîãî èíòåðåñà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ âåäóùèì ìîòèâîì
ó÷åáíî-ïîçíàâàòåëüíîé äåÿòåëüíîñòè. Äëÿ ðàçâèòèÿ ïîçíàâàòåëüíîãî èíòåðåñà ìî-
ãóò èñïîëüçîâàòüñÿ è òàêèå èçâåñòíûå ïðèåìû êàê, çàíèìàòåëüíîñòü; ñòèìóëèðîâàíèå
òâîð÷åñêîãî ïîäõîäà, èíèöèàòèâû è ñàìîñòîÿòåëüíîñòè â ïîçíàíèè; ñîçäàíèå ïîçè-
òèâíîé ïñèõîëîãè÷åñêîé àòìîñôåðû, ñèòóàöèè óñïåõà.

Èññëåäîâàíèÿ îòíîøåíèÿ ó÷àùèõñÿ ê èçó÷åíèþ ìàòåìàòèêè âûÿâèëè îñíîâ-
íûå ôàêòîðû, îêàçûâàþùèå îòðèöàòåëüíîå âîçäåéñòâèå íà èõ îòíîøåíèå. Ìîæíî êî-
íå÷íî èãíîðèðîâàòü ýòè ôàêòîðû, íî òîãäà ïðîáëåìû áóäóò òîëüêî íàðàñòàòü. Îäèí
èç òàêèõ ôàêòîðîâ - íåîáõîäèìîñòü ðåøåíèÿ áîëüøîãî êîëè÷åñòâà çàäà÷ ñî ñëîæ-
íûìè âûêëàäêàìè. Äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ âèäèìî ñëåäóåò â áîëüøåé ñòåïåíè
ïðèâëåêàòü êîìïüþòåð. Äðóãîé ôàêòîð, íà êîòîðûé óêàçàëè ó÷àùèåñÿ - ñêó÷íîñòü,
íå ýìîöèîíàëüíîñòü ïðåäìåòà. Ïðåîäîëåòü ýòîò ôàêòîð ìîãóò ïîìî÷ü è íîâûå ó÷åá-
íèêè, à ãëàâíîå � ìàñòåðñòâî ó÷èòåëÿ. Òðåòèé ôàêòîð - íåîáõîäèìîñòü ïîñòîÿííîé
îïîðû íà ïðîøëûé îïûò. Ìîæíî îïðàâäûâàòüñÿ òåì, ÷òî ýòî ñïåöèôèêà ìàòåìàòèêè,
à ìîæíî ýòó ñïåöèôèêó îáðàòèòü âî áëàãî: ïîñòîÿííî è íåíàâÿç÷èâî ïðîâîäèòü ïî-
âòîðåíèå, äîáèâàÿñü áîëåå ãëóáîêîãî ïîíèìàíèÿ è áîëåå ïðî÷íîãî óñâîåíèÿ. Íàêîíåö,
ó÷àùèåñÿ óêàçûâàþò íà áîëüøîå êîëè÷åñòâî íåïîíÿòíûõ òåðìèíîâ, ñèìâîëîâ, îïðå-
äåëåíèé, êîòîðûå íåîáõîäèìî çàïîìíèòü. Ñîâåðøåííî ÿñíî, ÷òî íå ñëåäóåò òðåáîâàòü
îò øêîëüíèêîâ çàïîìèíàíèÿ ñëîæíûõ ôîðìóëèðîâîê, à ïîäâîäèòü èõ ê ýòîìó íàäî
ïîñòåïåííî, èñïîëüçóÿ íà ïåðâûõ ýòàïàõ èçó÷åíèÿ óïðîùåííûå, íàãëÿäíûå ìîäåëè
ñëîæíûõ ïîíÿòèé.

Êàê îòìå÷åíî â êîíöåïöèè, â ñîâðåìåííûõ óñëîâèÿõ èíòåðåñ ê ìàòåìàòèêå
äîëæåí ïîääåðæèâàòüñÿ ìíîãîîáðàçèåì åå ïðèëîæåíèé, òåì ñàìûì, ïðîáëåìà ðàç-
âèòèÿ èíòåðåñà ê èçó÷åíèþ ìàòåìàòèêè òåñíî óâÿçûâàåòñÿ ñ îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì
äðóãîé ïðîáëåìû � ïðîáëåìû ñîäåðæàíèÿ îáðàçîâàíèÿ, êîòîðîå ïðîäîëæàåò óñòàðå-
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âàòü è îñòàåòñÿ ôîðìàëüíûì è îòîðâàííûì îò æèçíè. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû çà
ïîñëåäíèå ïîëñòîëåòèÿ ñòàëè áîëåå îáùèìè è ðàçíîîáðàçíûìè. Ñî÷åòàíèå ñ ãèãàíò-
ñêèìè âîçìîæíîñòÿìè êîìïüþòåðîâ ïîçâîëèëî îôîðìèòüñÿ ïðèíöèïèàëüíî íîâîìó
íàïðàâëåíèþ íàó÷íîãî ïîçíàíèÿ � ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ è ìàòåìàòè÷å-
ñêîìó ýêñïåðèìåíòó. Â ìàòåìàòèêå âîçíèêëè íîâûå âàæíûå ðàçäåëû, òðåáóþùèå ñâî-
åãî âíåäðåíèÿ, êàê â âóçîâñêóþ, òàê è â øêîëüíóþ ïðîãðàììó ïî ìàòåìàòèêå (òåîðèÿ
ãðàôîâ, òåîðèÿ êîäèðîâàíèÿ, ôðàêòàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ, êîìïüþòåðíûé ýêñïåðèìåíò è
äð.). Ýòè íîâûå íàïðàâëåíèÿ â ìàòåìàòèêå îáëàäàþò áîëüøèì ìåòîäîëîãè÷åñêèì,
ðàçâèâàþùèì è ïðèêëàäíûì ïîòåíöèàëîì. [4]

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàáëþäàåòñÿ ïåðåãðóæåííîñòü ïðîãðàìì òåõíè÷åñêèìè
ýëåìåíòàìè è óñòàðåâøèì ñîäåðæàíèåì. Êàê ýòîìó íå ñîïðîòèâëÿþòñÿ ìíîãèå ìàòå-
ìàòèêè, âñå æå ðÿä ÷èñòî òåõíè÷åñêèõ âîïðîñîâ ïðèäåòñÿ èñêëþ÷èòü èç øêîëüíîé
ïðîãðàììû. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü áåç îñîáîãî óùåðáà äëÿ ðàçâèòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî
ìûøëåíèÿ, âàæíî ëèøü ñîõðàíèòü ïðè ýòîì òðàäèöèîííîå ÿäðî îáó÷åíèÿ ìàòåìà-
òèêå, íî ýòî ÿäðî íå ÷åòêî î÷åð÷åíî, ÷òî òîæå ìîæåò ïðèâåñòè ê ïåðåãèáàì â äðó-
ãóþ ñòîðîíó. Ñåé÷àñ íàáëþäàåòñÿ áîëüøàÿ àêòèâíîñòü â ðåôîðìèðîâàíèè øêîëüíûõ
ïðîãðàìì. Ó÷èòåëÿ ìàòåìàòèêè î÷åíü îáåñïîêîåíû òåì, ÷òî â ðåçóëüòàòå êàâàëåðèé-
ñêîãî íàñêîêà ïðîãðàììû èçìåíÿòñÿ íàñòîëüêî, ÷òî îò òðàäèöèîííîé ìàòåìàòèêè â
íåé íè÷åãî íå îñòàíåòñÿ.

Íî ìåíÿòü øêîëüíóþ ïðîãðàììó êîíå÷íî íàäî. Êàê îòìå÷àë íà Âñåðîññèéñêîì
ñúåçäå ó÷èòåëåé ìàòåìàòèêè Â.Ì. Òèõîìèðîâ, âàæíåéøàÿ çàäà÷à ìàòåìàòè÷åñêîãî
ïðîñâåùåíèÿ � âîçáóäèòü â ÷åëîâåêå èíòåðåñ ê ñàìîìó ñåáå, êàê ê ìûñëÿùåé ëè÷íî-
ñòè. Êàæäûé ÷åëîâåê äîëæåí íàó÷èòüñÿ ðàññóæäàòü è ðåøàòü çàäà÷è. ¾Âñåõ¿ íàäî
îáó÷àòü íà îáùåäîñòóïíîì è îñìûñëåííîì ìàòåðèàëå, ÷òîáû ó ó÷àùèõñÿ íå çàêðà-
äûâàëàñü ìûñëü î çàóìíîñòè è áåññîäåðæàòåëüíîñòè íàøåãî ïðåäìåòà.

Ê ñîæàëåíèþ, òàêèå ìûñëè âîçíèêàþò ó ìíîãèõ øêîëüíèêîâ. Íàïðèìåð, îíè
íèêàê íå ìîãóò ïîíÿòü, ïî÷åìó â âåê èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé íàäî ñòðîèòü ãåî-
ìåòðè÷åñêèå ôèãóðû òàê æå, êàê ýòî äåëàëè äðåâíèå ãðåêè, ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è
ëèíåéêè. Ãîðàçäî áîëåå èíòåðåñíûìè äëÿ íèõ ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è èç òåîðèè ãðàôîâ
èëè èç òåîðèè êîäèðîâàíèÿ, êîòîðûå íå âêëþ÷åíû â øêîëüíóþ ïðîãðàììó. Ïîýòîìó
ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî öåëûé ðàä òðàäèöèîííûõ ðàçäåëîâ øêîëüíîé ìàòåìàòèêè ñëå-
äóåò îñòàâèòü òîëüêî äëÿ ó÷àùèõñÿ óæå èìåþùèõ óñòîé÷èâûé èíòåðåñ ê ìàòåìàòèêå
è ñêëîííûõ ê òâîð÷åñòâó è ðàçìûøëåíèÿì[4].

Ïðè ðàáîòå ñ îäàðåííûìè ê ìàòåìàòèêå ó÷àùèìèñÿ íåîáõîäèìû ñîâñåì äðó-
ãèå ïîäõîäû â ïîäáîðå ñîäåðæàíèÿ îáó÷åíèÿ. Äëÿ òàêèõ ó÷àùèõñÿ íàäî ïîäáèðàòü
òåìû èññëåäîâàòåëüñêîãî õàðàêòåðà, òåìû íàó÷íûõ ðåôåðàòîâ, öèêëîâ çàäà÷, ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ ïðîåêòîâ è ýêñïåðèìåíòîâ è ïð. Âàæíîé ñîñòàâëÿþùåé øêîëüíîé æèçíè
Ðîññèè ñòàíîâÿòñÿ øêîëüíûå íàó÷íûå êîíôåðåíöèè. Âûñòóïëåíèÿ ó÷åíèêîâ ñ äî-
êëàäàìè íà íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ çàìåòíî ñïîñîáñòâóþò ñòàíîâëåíèþ óñòîé÷èâîãî
èíòåðåñà ó÷àùèõñÿ ê èçó÷åíèþ ìàòåìàòèêè. Çäåñü ìíîãîå çàâèñèò îò ó÷èòåëÿ, îò
óðîâíÿ åãî ïðîôåññèîíàëüíîé ïîäãîòîâêè, îò åãî óìåíèÿ âèäåòü, èñêàòü, íàõîäèòü è
ñòàâèòü çàäà÷è.

Ïîýòîìó îäíîé èç ãëàâíûõ ïðîáëåì ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ
êàäðîâàÿ. Ðîëü ó÷èòåëÿ â ìàòåìàòè÷åñêîì îáðàçîâàíèè îñîáåííî âåëèêà, ïðè îáó-
÷åíèè ìàòåìàòèêå ó÷åíèê î÷åíü ÷àñòî ñòàëêèâàåòñÿ ñ ïðîáëåìîé ïîíèìàíèÿ è, êàê
ïîêàçûâàåò îïûò, ñ íåé ó÷åíèê áåç äèàëîãà ñ ó÷èòåëåì ñïðàâèòüñÿ íå ìîæåò. Ìàòå-
ìàòè÷åñêîå çíàíèå ïëîõî ñîâìåùàåòñÿ ñî ñëó÷àéíûìè ïîñòðîéêàìè è òðåáóåò îñîáîé
êóëüòóðû, êàê óñâîåíèÿ, òàê è ïðåïîäàâàíèÿ. Ïîýòîìó ó÷èòåëü ìàòåìàòèêè áûë è
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îñòàåòñÿ òîëêîâàòåëåì ñìûñëîâ ðàçëè÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ òåêñòîâ.
Îò ó÷èòåëÿ çàâèñèò î÷åíü ìíîãîå, çàâèñèò îò óðîâíÿ åãî ïðîôåññèîíàëüíîé

ïîäãîòîâêè, îò åãî óìåíèÿ ñîçäàâàòü àòìîñôåðó òâîð÷åñòâà, âèäåòü, èñêàòü, íàõî-
äèòü è ñòàâèòü çàäà÷è. Îäíàêî ó÷èòåëåé, êîòîðûå ìîãóò êà÷åñòâåííî ïðåïîäàâàòü
ìàòåìàòèêó, ó÷èòûâàÿ, ðàçâèâàÿ è ôîðìèðóÿ ó÷åáíûå è æèçíåííûå èíòåðåñû îáó-
÷àþùèõñÿ â Ðîññèè íå õâàòàåò. Ïîýòîìó âñå áîëåå îñòðî âñòàåò ïðîáëåìà ïîäãîòîâêè
êâàëèôèöèðîâàííûõ ó÷èòåëåé ìàòåìàòèêè. Õîòÿ ýòà ïðîáëåìà è îáîçíà÷åíà â êîí-
öåïöèè, îäíàêî íå óêàçàíû ïóòè åå ðåøåíèÿ, çà èñêëþ÷åíèåì îäíîãî íàïðàâëåíèÿ �
ñòóäåíòàì íåîáõîäèìî ðåøàòü çàäà÷è ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêè â ñóùåñòâåííî áîëü-
øåì îáúåìå, ÷åì ñåãîäíÿ. Ðàçóìååòñÿ, ýòî âàæíîå íàïðàâëåíèå, íî ýòî íåîáõîäèìî äå-
ëàòü íå â óùåðá ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêå. Òàêàÿ çàìåíà ìîæåò
òîëüêî óñèëèòü ¾ðåöåïòóðíîñòü¿ çíàíèé ñòóäåíòîâ, íå áóäåò ñïîñîáñòâîâàòü âîâëå÷å-
íèþ èõ â íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêóþ äåÿòåëüíîñòü, à çíà÷èò, íå áóäåò ñïîñîáñòâîâàòü
ïîâûøåíèþ êà÷åñòâà ïîäãîòîâêè ó÷èòåëåé ìàòåìàòèêè.

À òàêàÿ îïàñíîñòü âïîëíå ðåàëüíà, ïîñêîëüêó Ìèíîáðíàóêè ïðåäëàãàåò óæå
â äðóãîé êîíöåïöèè � êîíöåïöèè ïåäàãîãè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ â êà÷åñòâå îñíîâíîé
ìîäåëè ïîäãîòîâêè ïåäàãîãè÷åñêèõ êàäðîâ ïðèêëàäíîé áàêàëàâðèàò, ïðîãðàììà êî-
òîðîãî ïðåäïîëàãàåò çàìåíó çíà÷èòåëüíîãî îáúåìà òåîðåòè÷åñêèõ êóðñîâ íà ïðàêòè-
÷åñêèé êîìïîíåíò. Ýòà êîíöåïöèÿ äàëåêî íå âî âñåì ñîãëàñóåòñÿ ñ êîíöåïöèåé ðàçâè-
òèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ. Îáùåå íàïðàâëåíèå ýòîé êîíöåïöèè â íåêîòîðîé
÷àñòè òîëüêî ðàçâèâàåò è óñèëèâàåò òå íåãàòèâíûå òåíäåíöèè, êîòîðûå õàðàêòåð-
íû íûíå äëÿ ïåäàãîãè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ �äàëüíåéøåå ñíèæåíèå óðîâíÿ íàó÷íîé
ïîäãîòîâëåííîñòè è ìåòîäè÷åñêîé êîìïåòåíòíîñòè âûïóñêíèêîâ ïåäâóçîâ.

Â îáðàçîâàòåëüíûõ ñòàíäàðòàõ ïðîôåññèîíàëüíîãî ïåäàãîãè÷åñêîãî îáðàçîâà-
íèÿ íåëüçÿ íàéòè, íàïðèìåð, êàêèå-ëèáî òðåáîâàíèÿ ê íàó÷íîé, ïðåäìåòíîé ïîäãî-
òîâêå áóäóùåãî ó÷èòåëÿ, ê åãî âëàäåíèþ îñíîâàìè ïðåïîäàâàåìîãî ïðåäìåòà, â íèõ
íåò íè ñëîâà î òîì, ÷òî ó÷èòåëü-ïðåäìåòíèê äîëæåí çíàòü ñâîé ïðåäìåò õîòÿ áû â
îáúåìå øêîëüíîãî êóðñà. Íà ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ðåäêî îáðàùàþò âíèìàíèå, à îíî èã-
ðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü. Íåïîíÿòíî, ïî÷åìó ìåòîäû ïðåïîäàâàíèÿ ïðåäìåòîâ çàíèìàþò
òàêîå ñêðîìíîå ìåñòî â îáùåì îáúåìå ïîäãîòîâêè. Íåïîíÿòíî, ïî÷åìó ïðåäìåòíûå
çíàíèÿ ïî äèñöèïëèíå íå óêàçàíû â ñòàíäàðòàõ âîîáùå, êàê áóäòî ó÷èòåëÿ ìàòåìà-
òèêè è ìóçûêè äîëæíû èìåòü ïî÷òè îäèíàêîâóþ ïîäãîòîâêó.Îòìåòèì, ÷òî èìåííî
âëàäåíèå ïðåäìåòîì è ìåòîäèêîé ïðåïîäàâàíèÿ äîëæíî îáðàçîâûâàòü ïåðå÷åíü êîì-
ïåòåíöèé ïðåïîäàâàòåëÿ, íåîáõîäèìûõ äëÿ óñïåøíîé ïðîôåññèîíàëüíîé äåÿòåëüíî-
ñòè.

Îïðåäåëåííûå ðèñêè åñòü è â ïðåäëîæåíèè çíà÷èòåëüíî óâåëè÷èòü ÷èñëî ïåäà-
ãîãè÷åñêèõ ïðàêòèê. Íàäåÿòüñÿ íà ñïîíòàííîå ôîðìèðîâàíèå ìåòîäè÷åñêîãî ìàñòåð-
ñòâà áåç òåîðåòè÷åñêîãî áàçèñà â õîäå ïëàíèðóåìîãî ðàñøèðåíèÿ ïðàêòèêè â øêîëå,
ïî ìåíüøåé ìåðå, íàèâíî. Íàáèðàòü ïðåïîäàâàòåëüñêîå ìàñòåðñòâî èñêëþ÷èòåëüíî
çà ñ÷åò ñîáñòâåííîé ïðàêòèêè � çàíÿòèå áåñïëîäíîå, ïîñêîëüêó òåîðåòè÷åñêèé áà-
ãàæ è ìåòîäè÷åñêèå ýðóäèöèÿ è ãèáêîñòü, íàêîïëåííûå çà ñòîëåòèÿ ïåäàãîãè÷åñêîé
ìûñëüþ, îñâîèòü ëèøü ñîáñòâåííûì óìîì íåâîçìîæíî. Íåâîçìîæíî ýòî ñäåëàòü è
ëèøü íà ãîòîâûõ ïðèìåðàõ, íàáëþäàÿ çà îïûòíûìè ó÷èòåëÿìè, ïîñêîëüêó ïðîöåññ
ïðèíÿòèÿ ìåòîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ó÷èòåëåì èíòóèòèâåí è ÷àñòî ñêðûò. Èíäèâèäó-
àëüíûå îáñòîÿòåëüñòâà íåïîâòîðèìû è ìîãóò áûòü óíèôèöèðîâàíû òîëüêî çà ñ÷åò
òåîðåòè÷åñêîé áàçû, êîòîðóþ ïðåäëàãàåò ïåäàãîãè÷åñêàÿ íàóêà. Îäíîáîêîå óâëå÷å-
íèå ïðàêòèêîé ïðèâåäåò ê ïîäãîòîâêå ðåìåñëåííèêîâ, íî íèêàê íå ëþäåé îáùåñòâà,
îñíîâàííîãî íà çíàíèÿõ[2].
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Ïîâûøåíèå çíà÷èìîñòè ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ñòóäåíòîâ è ðîëè âàðèàòèâ-
íîãî êîìïîíåíòà â íîâûõ ñòàíäàðòàõ ìîæíî òîëüêî ïðèâåòñòâîâàòü. Îäíàêî äëÿ òîãî,
÷òîáû ñòîÿùèå çà ýòèì áëàãèå íàìåðåíèÿ ñòàëè ðåàëüíîñòüþ, íåîáõîäèìî ñîçäàòü ñî-
îòâåòñòâóþùèå óñëîâèÿ. Íèêòî äàæå ñåðüåçíî íå îçàäà÷èëñÿ òåì, ñïîñîáíû ëè ñòó-
äåíòû ôèçè÷åñêè ñïðàâèòüñÿ ñ ïðåäëàãàåìûì îáúåìîì ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû è
ãîòîâû ëè ê íåé. Äàæå íåñïåöèàëèñòàì èç ñîáñòâåííîãî îïûòà ÿñíî, ÷òî îáúåì ñàìî-
ñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ñòóäåíòîâ äîëæåí âîçðàñòàòü ïîñòåïåííî, à íà ïåðâîì êóðñå èõ
íåîáõîäèìî ñïåöèàëüíî îáó÷àòü ïðèåìàì ðàöèîíàëüíîé îðãàíèçàöèè ðàçëè÷íûõ âè-
äîâ ñàìîñòîÿòåëüíîé äåÿòåëüíîñòè. Ýôôåêòèâíàÿ è ïðîäóêòèâíàÿ ñàìîñòîÿòåëüíàÿ
ðàáîòà ñòóäåíòîâ òðåáóåò ýôôåêòèâíîãî è ïðîäóêòèâíîãî óïðàâëåíèÿ è êîíòðîëÿ ñî
ñòîðîíû ïðåïîäàâàòåëÿ. Íà äåëå æå ðóêîâîäñòâî ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòîé ñòóäåí-
òîâ ôàêòè÷åñêè ïåðåñòàëî âõîäèòü â åãî ó÷åáíûå ïîðó÷åíèÿ. Ìîæåò ëè îí ïðè òàêîé
íàãðóçêå êà÷åñòâåííî óïðàâëÿòü ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòîé ñòóäåíòîâ? [3].

Ïîðà ïåðåñòàòü ñêîðîïàëèòåëüíî ïëîäèòü äî êîíöà íå äîðàáîòàííûå ñòàíäàð-
òû è ó÷åáíûå ïëàíû è ïîñòîÿííî èõ êîððåêòèðîâàòü. Ñòàáèëüíîñòü ñòàíäàðòîâ è
áàçîâîé ÷àñòè ó÷åáíûõ ïëàíîâ íà ïðîòÿæåíèè îòíîñèòåëüíî äëèòåëüíîãî ïåðèîäà
� íåïðåìåííîå óñëîâèå ñàìîîðãàíèçàöèè âóçîâ è ïîâûøåíèÿ êà÷åñòâà ïðîôåññèî-
íàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ. Ïîðà íàêîíåö ïåðåñòàòü âàðâàðñêè ðàçðóøàòü óíèêàëüíóþ
îòå÷åñòâåííóþ ñèñòåìó ïåäàãîãè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ.

Ñïåöèôèêîé ïîäãîòîâêè ñòóäåíòîâ â ïåäàãîãè÷åñêîì âóçå âñåãäà áûëà ïðîôåñ-
ñèîíàëüíàÿ íàïðàâëåííîñòü âñåõ âèäîâ äåÿòåëüíîñòè, ââåäåíèå êîíòåêñòà áóäóùåãî
ïðåïîäàâàíèÿ â øêîëå â èçó÷åíèå âñåõ äèñöèïëèí, â ÷àñòíîñòè ìàòåìàòèêè. Î÷åíü
âàæíî, ÷òîáû â âóçå, ãäå ãîòîâÿò ó÷èòåëåé, î÷åíü õîðîøî çíàëè ñàìó ñèñòåìó øêîëü-
íîãî îáðàçîâàíèÿ, åå ïðîáëåìû. Â øèðîêîì ñìûñëå íåîáõîäèìà èíòåãðàöèÿ ìåæäó
âóçîì è ñèñòåìîé îáðàçîâàíèÿ. Ïåäâóçû âñåãäà áûëè òåñíî ñâÿçàíû ñî øêîëàìè, à
áîëüøèíñòâî íåïåäàãîãè÷åñêèõ âóçîâ ñëàáî âçàèìîäåéñòâóåò ñî øêîëàìè.

Çàáîòà î ïîäãîòîâêå ó÷èòåëÿ äîëæíà ñòàòü ãëàâíîé çàáîòîé îáùåñòâà è ãî-
ñóäàðñòâà. Åùå 140 ëåò íàçàä îá ýòîì õîðîøî ñêàçàë âåëèêèé ðóññêèé ïèñàòåëü è
ìûñëèòåëü Ô.Ì. Äîñòîåâñêèé: ¾Äåíüãàìè âû, íàïðèìåð, íàñòðîèòå øêîë, íî ó÷è-
òåëåé ñåé÷àñ íå íàäåëàåòå. Ó÷èòåëü � ýòî øòóêà òîíêàÿ; íàðîäíûé, íàöèîíàëüíûé
ó÷èòåëü âûðàáàòûâàåòñÿ âåêàìè, äåðæèòñÿ ïðåäàíèÿìè, áåñ÷èñëåííûì îïûòîì. . . .
Ëþäè, ëþäè � ýòî ñàìîå ãëàâíîå. Ëþäè äîðîæå äàæå äåíåã. Ëþäåé íè íà êàêîì ðûíêå
íå êóïèøü è íèêàêèìè äåíüãàìè, ïîòîìó ÷òî îíè íå ïðîäàþòñÿ è íå ïîêóïàþòñÿ, à
îïÿòü-òàêè òîëüêî âåêàìè âûäåëûâàþòñÿ¿[1].

Â ðåçîëþöèè Âñåðîññèéñêîãî Ñúåçäà ó÷èòåëåé ìàòåìàòèêè (2010 ã) îòìå÷àåò-
ñÿ, ÷òî ñúåçä ñ÷èòàåò âàæíûì ïîâûñèòü ãîñóäàðñòâåííûé ñòàòóñó÷èòåëÿ, âêëþ÷àÿ
óëó÷øåíèå óñëîâèé åãî òðóäà è ïîâûøåíèå çàðàáîòíîé ïëàòû, ìîäåðíèçàöèþ ñèñòå-
ìû îöåíêè åãî òðóäà è çíà÷èòåëüíîå óïðîùåíèå ñèñòåìû îò÷åòíîñòè, ôîðìèðîâàíèå
îòíîøåíèÿ ê ïðîôåññèè ó÷èòåëÿ êàê ê ãîñóäàðñòâåííîé ìèññèè. Òîëüêî â ñëó÷àå òà-
êèõ èçìåíåíèé â ñòàòóñå ó÷èòåëÿ � êëþ÷åâîãî çâåíà îáðàçîâàíèÿ - ìîæíî îæèäàòü
ïîëîæèòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ â äåëå ìîäåðíèçàöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ.

Ïðè ðåøåíèè ýòîé ïðîáëåìû ñëåäóåò îïèðàòüñÿ íà îïûò òàêèõ ñòðàí, êàê
Ôèíëÿíäèÿ, êîòîðàÿ, ñîãëàñíî äàííûì Ìåæäóíàðîäíîé ïðîãðàììû îöåíêè PISA, ïî
êà÷åñòâó øêîëüíîãî îáðàçîâàíèÿ óäåðæèâàåò ïåðâîå ìåñòî. Ïðè÷èíà òàêîãî óñïåõà
ôèííîâ â ó÷èòåëÿõ, êîòîðûå íà ñåãîäíÿ îäíè èç ëó÷øèõ â ìèðå, è îáúÿñíÿåòñÿ ýòî
áîëüøèì ïðåñòèæåì ïðîôåññèè ïåäàãîãà. Â Ôèíëÿíäèè ñâîåâðåìåííî îñîçíàëè, ÷òî â
ýïîõó ãëîáàëèçàöèè èõ ãëàâíîå ñòðàòåãè÷åñêîå îðóæèå � ó÷èòåëü. Âîò ýòî ïîíèìàíèå
î÷åíü íåîáõîäèìî è íàøåìó ïðàâèòåëüñòâó.
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Àííîòàöèÿ: Â ñòàòüå íà îñíîâå ìíîãîëåòíåãî îïûòà ÷òåíèÿ ñïåöêóðñà ¾Èíòå-
ãðàëû ñ ïàðàìåòðàìè¿ íà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå, àâòîð îáîñíîâûâàåò
ïðàâèëüíîñòü âûáîðà òåìàòèêè êóðñà, îáåñïå÷èâàþùåãî ðàñøèðåíèå áàçîâûõ çíàíèé
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ABOUT COURSE ON CHOICE ¾INTEGRALS WITH PARAMETERS¿

Abstract: In the article on the basis of long-term experience of reading of the
special course "Integrals with parameters" on a mathematical faculty, an author grounds
the rightness of choice of subjects of course, providing the spread of the base learning and
improving quality future specialists.

Keywords: integral, integration, parameter, even convergence, function.

Ðå÷ü ïîéäåò î êóðñå ïî âûáîðó ¾Èíòåãðàëû ñ ïàðàìåòðàìè¿, êîòîðûé ÷èòàåòñÿ
àâòîðîì íà âûïóñêíûõ êóðñàõ ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà. Åñòü íåñêîëüêî
ïðè÷èí çíàêîìèòü ñòóäåíòîâ ñ ýòèì ìàòåðèàëîì.

Âî-ïåðâûõ, ñ îñíîâíûìè ïîíÿòèÿìè ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ñòóäåíòû çíà-
êîìÿòñÿ íà ïåðâîì êóðñå, êîãäà íå èìåþò åùå îïûòà îñâîåíèÿ ñåðüåçíûõ óíèâåðñè-
òåòñêèõ äèñöèïëèí, ïîýòîìó, êàê ïðàâèëî, íå âñå îñíîâîïîëàãàþùèå ïîíÿòèÿ óñâàè-
âàþòñÿ äîëæíûì îáðàçîì.

Âî-âòîðûõ, â ñâÿçè ñ ïåðåõîäîì íà Áîëîíñêóþ ñèñòåìó îáðàçîâàíèÿ, óìåíü-
øèëèñü îáúåìû â ÷àñàõ ìíîãèõ äèñöèïëèí, â ÷àñòíîñòè ýòî êàñàåòñÿ è äèñöèïëèíû
¾Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç¿ íàïðàâëåíèÿ ïîäãîòîâêè, íàïðèìåð, ¾Ïðèêëàäíàÿ ìàòå-
ìàòèêà è èíôîðìàòèêà¿. Åñëè äî Áîëîíñêîé ñèñòåìû äèñöèïëèíó ÷èòàëè 4 ñåìåñòðà
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ïî 36÷. ëåêöèé è 36 ÷. ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé, òî ñåé÷àñ ÷èòàþò 3 ñåìåñòðà ïî 18
÷. ëåêöèé è 18 ÷. ïðàêòèêè. À îáúåì ìàòåðèàëà ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíèëñÿ. Òàê â
ïåðâîì ñåìåñòðå çà 18 ÷àñîâ íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü ñëåäóþùèå ðàçäåëû:

-âåùåñòâåííûå ÷èñëà (îïðåäåëåíèÿ, ñâîéñòâà, ïðèëîæåíèÿ);
-òåîðèÿ ïðåäåëîâ (îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, òåîðåìû î ïðåäåëàõ, ìîíîòîííàÿ âàðè-

àíòà, ïðèíöèï ñõîäèìîñòè);
-ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé (ïîíÿòèå, ïðåäåë, íåïðåðûâíîñòü, ñâîéñòâà);
-ïðîèçâîäíûå è äèôôåðåíöèàëû (îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, îñíîâíûå òåîðåìû, âûñ-

øèå ïîðÿäêè, ôîðìóëà Òåéëîðà);
-èññëåäîâàíèå ôóíêöèé (ýêñòðåìóìû, âûïóêëûå è âîãíóòûå ôóíêöèè, àñèìï-

òîòû, ïîñòðîåíèå ôóíêöèé, ðàñêðûòèå íåîïðåäåëåííîñòåé);
-íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë (ïðîñòåéøèå ïðèåìû âû÷èñëåíèÿ, èíòåãðèðîâàíèå

ðàöèîíàëüíûõ âûðàæåíèé, íåêîòîðûõ èððàöèîíàëüíûõ âûðàæåíèé, ôóíêöèé, ñîäåð-
æàùèõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèå è ïîêàçàòåëüíûå âûðàæåíèÿ).

Î÷åâèäíî, íåâîçìîæíî ïîëíîöåííî (¾ñ òîëêîì, ñ ÷óâñòâîì¿), âû÷èòàòü âñå
ýòî, à ñòóäåíòàì ãëóáîêî îñâîèòü, ïîýòîìó õîòèì ìû ýòîãî èëè íå õîòèì (à ìû íå
õîòèì), íî ó ñòóäåíòîâ çíàíèÿ áóäóò ôðàãìåíòàðíûìè. À âåäü ýòî îäíà èç áàçîâûõ
äèñöèïëèí, îñíîâàíèÿ êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ôóíäàìåíòîì ìàòåìàòè÷åñêèõ çíàíèé.

Â ïðîöåññå îñâîåíèÿ êóðñà ïî âûáîðó ¾Èíòåãðàëû ñ ïàðàìåòðàìè¿, ñòóäåíòû
çíàêîìÿòñÿ ñ ðàçëè÷íûìè âèäàìè èíòåãðàëîâ, â òîì ÷èñëå ñ çàìå÷àòåëüíûìè èíòå-
ãðàëàìè [1]:

- Ôðóëëàíè

(∞∫
0

f(ax)−f(bx)
x

dx, a, b > 0

)
;

- ïîëíûìè ýëëèïòè÷åñêèìè

(
E(k) =

π
2∫

0

(
1− k2 sin2 ϕ

)± 1
2 dϕ

)
;

- Ýéëåðà

(
B(a, b) =

1∫
0

xa−1(1− x)b−1dx, a, b > 0; Γ(a) =
∞∫
0

xa−1e−xdx, a > 0

)
;

- Ëåæàíäðà

(∞∫
0

sinmx
e2πx+1

dx, m > 0

)
;

- Ëàïëàñà

(∞∫
0

cosβx
α2+x2

dx;
∞∫
0

x sinβx
α2+x2

dx, α, β > 0

)
;

- Ôðåíåëÿ

(∞∫
0

sinx2dx;
∞∫
0

cosx2dx

)
- ýòè èíòåãðàëû íå çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà,

íî âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïðèìåíåíèåì äàííîé òåîðèè;

- ôóíêöèåé Áåññåëÿ

(
J0 =

π
2∫

0

cos(x sin Θ)dΘ

)
;

- Ðààáå

(
R0 =

1∫
0

ln Γ(a)da

)
.

Êàê ïîêàçûâàåò îïûò, íåêîòîðûå èç ïðèâåäåííûõ âûøå èíòåãðàëîâ âûçûâàëè
áîëüøîé èíòåðåñ ó õîðîøî óñïåâàþùèõ ñòóäåíòîâ åùå â ïðîöåññå èçó÷åíèÿ äèñöè-
ïëèíû ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç¿, íî áåç ñîîòâåòñòâóþùèõ çíàíèé ïîäñòóïèòüñÿ ê
òàêèì èíòåãðàëàì áûëî íåëåãêî.

Âîîáùå ãîâîðÿ, îñâîåíèå òåìàòèêè ¾Èíòåãðàëû ñ ïàðàìåòðàìè¿ íà ïîñëåäíåì
êóðñå îáó÷åíèÿ, ïîìîãàåò ñòóäåíòàì çàáëàãîâðåìåííî ãîòîâèòüñÿ ê ãîñóäàðñòâåííîé
èòîãîâîé àòòåñòàöèè, ïîñêîëüêó èññëåäîâàíèå èíòåãðàëîâ, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðîâ,
ïðåäïîëàãàåò âûñîêèé óðîâåíü çíàíèé.
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Âîò ëèøü íåïîëíûé ïåðå÷åíü ðàçäåëîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, êîòîðûå çà-
äåéñòâîâàíû ïðè îñâîåíèÿ êóðñà ¾Èíòåãðàëû ñ ïàðàìåòðàìè¿.

1) Ñõîäèìîñòü (ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü) ôóíêöèîíàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé è ðÿäîâ (íàïðèìåð, ïðåäåë ôóíêöèè ìîæíî îïðåäåëèòü, êàê ñõîäèìîñòü ôóíê-
öèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè - èñïîëüçóåòñÿ â îïðåäåëåíèÿõ);

2) ðàçëîæåíèå ôóíêöèé â ðÿä (íàïðèìåð, ðàçëîæåíèåì â ðÿä âû÷èñëÿåòñÿ

èíòåãðàë Ëàïëàñà
∞∫
0

e−x
2

cos 2bx dx;

3) íåïðåðûâíîñòü è ïðåäåë ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ, ðàâíîìåðíîå
ñòðåìëåíèå ê ïðåäåëüíîé ôóíêöèè (íàïðèìåð, â óòâåðæäåíèè î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå
ïîä çíàêîì èíòåãðàëà òðåáóåòñÿ ðàâíîìåðíîå ñòðåìëåíèå ê ïðåäåëüíîé ôóíêöèè);

4) ïåðåñòàíîâêà äâóõ ïðåäåëüíûõ ïåðåõîäîâ (ïðåäëàãàåòñÿ îáîáùåííàÿ ôîð-
ìóëèðîâêà òåîðåìû, ñôîðìóëèðîâàííîé ðàíåå â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà);

5) íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë, ñâîéñòâà è ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ;
6) îïðåäåëåííûé èíòåãðàë, ñâîéñòâà;
7) íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû 1-ãî è 2-ãî ðîäîâ, ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè (íàïðè-

ìåð, ïðè èññëåäîâàíèè íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü èíòåãðàëîâ âèäà
∞∫
0

sin ax
x

cosx dx;

8) êðàòíûå èíòåãðàëû è ñïîñîáû èõ âû÷èñëåíèÿ (äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïîä çíà-

êîì èíòåãðàëà, íàïðèìåð, êîãäà â èíòåãðàëå I =
1∫
0

arctgx

x
√

1−x2 dx çàìåíÿåòñÿ âûðàæåíèå

arctgx
x

ðàâíûì åìó èíòåãðàëîì arctgx
x

=
1∫
0

dy
1+x2y2

);

9) ïðîñòåéøèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (êîãäà èñïîëüçóåòñÿ ïðèåì äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà);

10) ýëåìåíòû òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî (íàïðèìåð, ïðè âû-

÷èñëåíèè èíòåãðàëà I =
∞∫
0

ea cosx sin(a sinx)dx
x
).

Êðîìå òîãî, ïðè ðàññìîòðåíèè íåêîòîðûõ âèäîâ èíòåãðàëîâ, ìîæíî èñïîëü-
çîâàòü ðàçëè÷íûå ïîäõîäû äëÿ âû÷èñëåíèÿ îäíîãî è òîãî æå èíòåãðàëà. Íàïðèìåð,
èíòåãðàë

J =

1∫
0

arctgx

x
√

1− x2
dx

ìîæíî âû÷èñëèòü äâóìÿ ñïîñîáàìè:

a) ââîäÿ ïàðàìåòð, ðàññìàòðèâàþò áîëåå îáùèé èíòåãðàë J(y) =
1∫
0

arctgxy

x
√

1−x2 dx,

ïîòîì äèôôåðåíöèðóþò ïî y ïîä çíàêîì èíòåãðàëà. Ïîëó÷àåòñÿ èíòåãðàë, êîòîðûé
ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ. Ðåçóëüòàò èíòåãðèðóþò ïî ïàðàìåòðó, íàõîäÿò êîíñòàíòó è ïî-
ëàãàþò y = 1;

á) çàìåíÿþò â ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè âûðàæåíèå arctgx
x

ðàâíûì åìó èí-

òåãðàëîì arctgx
x

=
1∫
0

dy
1+x2y2

, ïîòîì çàïèñûâàþò èñõîäíûé èíòåãðàë â âèäå äâîéíîãî,

ìåíÿþò ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è ïîëó÷àþò êîíå÷íûé ðåçóëüòàò.
Òàêîå âñåîáúåìëþùåå èññëåäîâàíèå ñïîñîáñòâóåò óãëóáëåíèþ è ðàñøèðåíèþ

áàçîâûõ çíàíèé, ôîðìèðîâàíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïåòåíöèé, óäîâëåòâîðåíèþ ïî-
çíàâàòåëüíîãî èíòåðåñà.
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Íåñîìíåííî, ýëåìåíòû äàííîãî êóðñà ìîãóò âõîäèòü â ðàìêè äèñöèïëèíû ¾Ìà-
òåìàòè÷åñêèé àíàëèç¿, íî òîëüêî ÷àñòè÷íî. Â ýòîì ñëó÷àå îáúåì èçó÷åíèÿ áóäåò îçíà-
êîìèòåëüíûì, ïîýòîìó íåâîçìîæíî áóäåò ïîêàçàòü ìíîãîîáðàçèå ìåòîäîâ èññëåäîâà-
íèÿ, ïîòåíöèàë ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ, áåç ÷åãî âîîáùå èíòåãðàëüíàÿ òåìàòèêà
áóäåò íåïîëíîé.

Êàê îòäåëüíàÿ äèñöèïëèíà, êóðñ ¾Èíòåãðàëû ñ ïàðàìåòðàìè¿ ðåàëèçóåò ïðèí-
öèï ñèñòåìíîñòè îáó÷åíèÿ íà îñíîâå âíóòðèäèñöèïëèíàðíûõ ñâÿçåé, ñî÷åòàåò â ñåáå
ôóíäàìåíòàëüíîñòü, ïðîôåññèîíàëüíóþ íàïðàâëåííîñòü, ÷òî ïðèâåäåò ê ïîâûøåíèþ
êà÷åñòâà áóäóùåãî ñïåöèàëèñòà è, ñîîòâåòñòâåííî, åãî êîíêóðåíòîñïîñîáíîñòè.
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Abstract: In article the main objective of work of school is considered;
modernization of process of training of pupils at all steps of the general education; idea
of pupils of educational and research activity.
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Ñîâåðøåíñòâîâàíèå ó÷åáíîãî ïðîöåññà èäåò ñåãîäíÿ â íàïðàâëåíèè óâåëè÷å-
íèÿ àêòèâíûõ ìåòîäîâ îáó÷åíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèõ ãëóáîêîå ïðîíèêíîâåíèå â ñóù-
íîñòü èçó÷àåìîé ïðîáëåìû, ïîâûøàþùèõ ëè÷íîå ó÷àñòèå êàæäîãî îáó÷àþùåãîñÿ è
åãî èíòåðåñ ê ó÷åíèþ. [1]

Öåëü ðàáîòû øêîëû ïîìèìî îáðàçîâàòåëüíîé, çàêëþ÷àåòñÿ òàêæå â ôîðìè-
ðîâàíèè ó øêîëüíèêîâ èíòåðåñà ê ñàìîñòîÿòåëüíîìó ïîëó÷åíèþ çíàíèé, âîñïèòàíèè
â íèõ ñòðåìëåíèÿ ê ñàìîðàçâèòèþ. Îäíèì èç íàïðàâëåíèé ôîðìèðîâàíèÿ íàâûêîâ
ñàìîðàçâèòèÿ ó øêîëüíèêîâ ÿâëÿåòñÿ ó÷åáíî-èññëåäîâàòåëüñêàÿ ðàáîòà, êîòîðàÿ ñïî-
ñîáñòâóåò ðàçâèòèþ ìûøëåíèÿ ó øêîëüíèêîâ, ñòèìóëèðóåò èõ èíòåðåñ ê ñàìîñòîÿ-
òåëüíîé ðàáîòå è ðàñøèðÿåò îáðàçîâàòåëüíûé îïûò ïóòåì ïðèîáùåíèÿ èõ ê íàó÷íûì
èññëåäîâàíèÿì.
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Äëÿ ðåàëèçàöèè ïîñòàâëåííîé öåëè íåîáõîäèìî ðåøåíèå ñëåäóþùèõ çàäà÷:
1) âûÿâëåíèå íàèáîëåå îäàðåííûõ è ïðîäâèíóòûõ øêîëüíèêîâ, èìåþùèõ âû-

ðàæåííóþ ìîòèâàöèþ ê íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè;
2) ñîçäàíèå áëàãîïðèÿòíûõ óñëîâèé äëÿ ðàçâèòèÿ ó÷åáíî-èññëåäîâàòåëüñêîé

äåÿòåëüíîñòè øêîëüíèêîâ;
3) ñîäåéñòâèå âñåñòîðîííåìó ðàçâèòèþ ëè÷íîñòè øêîëüíèêà, ôîðìèðîâàíèþ

åãî îáúåêòèâíîé ñàìîîöåíêè, ïðèîáðåòåíèå íàâûêîâ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû è ðà-
áîòû â òâîð÷åñêèõ êîëëåêòèâàõ, îâëàäåíèå ìåòîäîëîãèåé íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé;

4) îáåñïå÷åíèå ó÷àñòèÿ øêîëüíèêîâ â ïðîâåäåíèè ïîèñêîâûõ, ìåòîäè÷åñêèõ è
ïåäàãîãè÷åñêèõ íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé ïî ìàòåìàòèêå;

Öåëåâàÿ óñòàíîâêà ôîðìèðîâàíèÿ ó ó÷àùèõñÿ íàçâàííûõ êà÷åñòâ îáîçíà÷åíà â
Ôåäåðàëüíîì ãîñóäàðñòâåííîì îáðàçîâàòåëüíîì ñòàíäàðòå ñðåäíåãî (ïîëíîãî) îáùå-
ãî îáðàçîâàíèÿ (ÔÃÎÑ), êîòîðûé óñòàíàâëèâàåò òðåáîâàíèÿ ê ðåçóëüòàòàì îáó÷àþ-
ùèõñÿ, îñâîèâøèõ îñíîâíóþ îáðàçîâàòåëüíóþ ïðîãðàììó ñðåäíåãî îáùåãî îáðàçîâà-
íèÿ. Ñîãëàñíî ÔÃÎÑ ïðèîðèòåòíûìè ðåçóëüòàòàìè ëè÷íîñòíîãî ðàçâèòèÿ ó÷àùèõñÿ
ÿâëÿþòñÿ èõ ãîòîâíîñòü è ñïîñîáíîñòü ê ñàìîðàçâèòèþ è ëè÷íîñòíîìó ñàìîîïðåäåëå-
íèþ, ñôîðìèðîâàííîñòü ìîòèâàöèè ê îáó÷åíèþ è öåëåíàïðàâëåííîé ïîçíàâàòåëüíîé
äåÿòåëüíîñòè. Îæèäàåìûå ìåòàïðåäìåòíûå ðåçóëüòàòû îáðàçîâàòåëüíîé äåÿòåëüíî-
ñòè îïðåäåëåíû êàê ñïîñîáû äåÿòåëüíîñòè, ïðèìåíèìûå êàê â ðàìêàõ îáðàçîâàòåëü-
íîãî ïðîöåññà, òàê è ïðè ðåøåíèè ïðîáëåì â ðåàëüíûõ æèçíåííûõ ñèòóàöèÿõ, îñâî-
åííûå îáó÷àþùèìèñÿ íà áàçå îäíîãî, íåñêîëüêèõ èëè âñåõ ó÷åáíûõ ïðåäìåòîâ [2].

Â ÔÃÎÑ ìåòàïðåäìåòíûå ðåçóëüòàòû êîíêðåòèçèðîâàíû ïîñðåäñòâîì ìåòà-
ïðåäìåòíûõ óìåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ òàêèõ ñïîñîáîâ äåÿòåëüíîñòè.
Ê îæèäàåìûì ìåòàïðåäìåòíûì ðåçóëüòàòàì îòíîñÿòñÿ:

- îâëàäåíèå óìåíèåì ñòàâèòü è ïðèíèìàòü öåëè è çàäà÷è ó÷åáíîé äåÿòåëüíî-
ñòè;

- îñâîåíèå ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ ïðîáëåì òâîð÷åñêîãî è ïîèñêîâîãî, èññëåäîâà-
òåëüñêîãî õàðàêòåðà;

- ôîðìèðîâàíèå óìåíèé ïëàíèðîâàòü, êîíòðîëèðîâàòü, îöåíèâàòü ó÷åáíûå
äåéñòâèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîñòàâëåííîé çàäà÷åé è óñëîâèÿìè åå ðåàëèçàöèè, îïðåäå-
ëÿòü íàèáîëåå ýôôåêòèâíûå ñïîñîáû ðåøåíèÿ;

- ôîðìèðîâàíèå óìåíèÿ ïîíèìàòü ïðè÷èíû óñïåõà/íåóñïåõà ó÷åáíîé äåÿòåëü-
íîñòè è ñïîñîáíîñòè êîíñòðóêòèâíî äåéñòâîâàòü â ñèòóàöèÿõ íåóñïåõà;

- îñâîåíèå íà÷àëüíûõ ôîðì ïîçíàâàòåëüíîé è ëè÷íîñòíîé ðåôëåêñèè;
- èñïîëüçîâàíèå çíàêîâî-ñèìâîëè÷åñêèõ ñïîñîáîâ ïðåäñòàâëåíèÿ èíôîðìàöèè

äëÿ ñîçäàíèÿ ìîäåëåé èçó÷àåìûõ îáúåêòîâ è ïðîöåññîâ, ñõåì ðåøåíèÿ ó÷åáíûõ è
ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷;

- àêòèâíîå èñïîëüçîâàíèå ðå÷åâûõ ñðåäñòâ è ñðåäñòâ èíôîðìàöèîííî-
êîììóíèêàöèîííûõ òåõíîëîãèé äëÿ ðåøåíèÿ êîììóíèêàòèâíûõ è ïîçíàâàòåëüíûõ
çàäà÷;

- èñïîëüçîâàíèå ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ ïîèñêà, ñáîðà, îáðàáîòêè, àíàëèçà, îðãà-
íèçàöèè, ïåðåäà÷è è èíòåðïðåòàöèè èíôîðìàöèè;

- óìåíèå îñîçíàííî ñòðîèòü ðå÷åâîå âûñêàçûâàíèå â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîñòàâëåí-
íûìè çàäà÷àìè è ñîñòàâëÿòü òåêñòû â óñòíîé è ïèñüìåííîé ôîðìå;

- îâëàäåíèå ëîãè÷åñêèìè äåéñòâèÿìè ñðàâíåíèÿ, àíàëèçà, ñèíòåçà, îáîáùå-
íèÿ, êëàññèôèêàöèè ïî ðîäîâèäîâûì ïðèçíàêàì, óñòàíîâëåíèÿ àíàëîãèé è ïðè÷èííî-
ñëåäñòâåííûõ ñâÿçåé, ïîñòðîåíèå ðàññóæäåíèé, îòíåñåíèÿ ê èçâåñòíûì ïîíÿòèÿì;

- ãîòîâíîñòü âåñòè äèàëîã, ïðèçíàâàòü âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ
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òî÷åê çðåíèÿ, àðãóìåíòèðîâàííî èçëàãàòü ñâîå ìíåíèå è îöåíêó ñîáûòèé;
- óìåíèå äîãîâàðèâàòüñÿ î ðàñïðåäåëåíèè ôóíêöèé è ðîëåé â ñîâìåñòíîé äå-

ÿòåëüíîñòè, îñóùåñòâëÿòü âçàèìíûé êîíòðîëü, àäåêâàòíî îöåíèâàòü ñîáñòâåííîå ïî-
âåäåíèå è ïîâåäåíèå îêðóæàþùèõ;

- ãîòîâíîñòü êîíñòðóêòèâíî ðàçðåøàòü êîíôëèêòû ïîñðåäñòâîì êîìïðîìèññà
è ñîòðóäíè÷åñòâà è ò.ä. [2]

Èçìåíåíèå òðåáîâàíèé ê ðåçóëüòàòó îáó÷åíèÿ âëå÷åò çà ñîáîé è ìîäåðíèçà-
öèþ ïðîöåññà ïîäãîòîâêè ó÷àùèõñÿ íà âñåõ ñòóïåíÿõ îáùåãî îáðàçîâàíèÿ. Â ñâÿçè ñ
ýòèì ñîâðåìåííîé øêîëå òðåáóþòñÿ íîâûå ïîäõîäû ê îðãàíèçàöèè îáðàçîâàòåëüíîãî
ïðîöåññà, îáîñòðÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü ïîèñêà âîçìîæíîñòåé ôîðìèðîâàíèÿ â ó÷åáíîì
ïðîöåññå äåÿòåëüíîñòè ó÷àùèõñÿ, ñïîñîáñòâóþùåé ðàçâèòèþ óìåíèé ñàìîñòîÿòåëüíî
ïðèîáðåòàòü çíàíèÿ è ïðèìåíÿòü èõ íà ïðàêòèêå, ðàçìûøëÿòü, ñîïîñòàâëÿòü ðàç-
íûå ôàêòû, òî÷êè çðåíèÿ, ôîðìóëèðîâàòü è àðãóìåíòèðîâàòü ñîáñòâåííóþ ïîçèöèþ.
Â êà÷åñòâå òàêîé äåÿòåëüíîñòè ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà ó÷åáíî-èññëåäîâàòåëüñêàÿ
äåÿòåëüíîñòü ó÷àùèõñÿ.

Ó÷àñòâóÿ â ó÷åáíîì èññëåäîâàíèè, øêîëüíèêè îáó÷àþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé äå-
ÿòåëüíîñòè, èáî îíè íåïîñðåäñòâåííî ïðîäåëûâàþò ýòó äåÿòåëüíîñòü. Ó÷åáíûå èññëå-
äîâàíèÿ ñîçäàþò ñâîåãî ðîäà ïëàòôîðìó äëÿ àêòèâíîé ìûñëèòåëüíîé äåÿòåëüíîñòè
ó÷àùèõñÿ. Â òàêîì ñëó÷àå âàæíà íå òîëüêî ðàáîòà ó÷àùèõñÿ, íî è òî, êàêèì îáðàçîì
îíè ïðèîáðåòàþòñÿ.[3]

Îñîáóþ ðîëü â ðàçâèòèè ó÷àùèõñÿ èãðàåò èõ èññëåäîâàòåëüñêàÿ äåÿòåëüíîñòü,
íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàííàÿ ñ óñâîåíèåì ìàòåìàòè÷åñêèõ çíàíèé. Ïîýòîìó ðåøåíèå
ñòîÿùèõ ïåðåä øêîëîé çàäà÷ âîçìîæíî ïîñðåäñòâîì ïðèîáùåíèÿ ó÷àùèõñÿ ê èññëå-
äîâàòåëüñêîé äåÿòåëüíîñòè â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ.[3]

Ó÷åáíî-èññëåäîâàòåëüñêàÿ äåÿòåëüíîñòü - êàê ìåòîä îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå íå
òîëüêî ôîðìèðóåò, ðàçâèâàåò ìûøëåíèå ó÷àùèõñÿ, íî è ñïîñîáñòâóåò ôîðìèðîâàíèþ
âûñøåãî òèïà ìûøëåíèÿ � òâîð÷åñêîãî ìûøëåíèÿ.

Ó÷åáíî-èññëåäîâàòåëüñêàÿ ðàáîòà ïîçâîëÿåò ðàñøèðèòü ïðåäñòàâëåíèå ó÷à-
ùèõñÿ î ðàçëè÷íûõ ïðåäìåòíûõ îáëàñòÿõ è ïðèìåíèòü çíàíèÿ, ïîëó÷åííûå ó÷àùè-
ìèñÿ, â ðåàëüíîé ñèòóàöèè. Çíàíèÿ, âûõîäÿùèå çà ðàìêè ó÷åáíèêà, ïîìîãàþò ñòåðåòü
ãðàíèöû ìåæäó ïðåäìåòàìè, ñîçäàòü äëÿ ñåáÿ öåëîñòíóþ êàðòèíó îêðóæàþùåãî ìè-
ðà è îïðåäåëèòü ñâîå ìåñòî â íåì.[4]

Ó÷àñòèå â èññëåäîâàòåëüñêîé äåÿòåëüíîñòè äàåò âîçìîæíîñòü ìàêñèìàëüíî
ðàñêðûòü ñâîè ñïîñîáíîñòè ïðè ðàáîòå â ãðóïïå èëè èíäèâèäóàëüíî, ïîëó÷èòü áîëü-
øå çíàíèé â îòäåëüíîé îáëàñòè, ïîêàçàòü ïóáëè÷íî äîñòèãíóòûé ðåçóëüòàò ïðè çà-
ùèòå ðàáîòû. Îñíîâíàÿ çàäà÷à ó÷èòåëÿ ïðèâëå÷ü ê ýòîé ðàáîòå êàê ìîæíî áîëüøå
ðàññóäèòåëüíûõ, óñåðäíûõ ó÷àùèõñÿ, åùå íå óñïåâøèõ ïðîÿâèòü âûñîêóþ ñòåïåíü
îäàðåííîñòè.
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