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���� ����	� ��������# *������	�� 
������� �� �� 
�	���� ��������� �� ���� 〈 f(t) 〉ψ =〈
ψ(H)(0)

∣∣ f̂ (H)(t)
∣∣ψ(H)(0)

〉
� +
��")�� ���������
 f̂ (H)(t) ����#
����� ���
������ %�����
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��� 〈 f(t) 〉ψ =
〈
ψ(S)(t)

∣∣ f̂ (S)(0)
∣∣ψ(S)(t)

〉
� -��


��������
∣∣ψ(t)(S)

〉
�� 
������ �������� �����)������#� ���
������ &����������  �����

���
����� 
���������
�� �� 
������ ��
���� 	�	 
����
#� *��	)��� ��	 � ��������#.

〈 f(t) 〉ψ =
〈
ψ(I)(t)

∣∣ f̂ (I)(t)
∣∣ψ(I)(t)

〉
� /���'���� 
 ���� ������ ���������� ��0���� 	������

�������� ���� ��� 
������(�� �
��")�� ���������
 f̂ (I)(t) ����#
����� ���
������ %��������
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��")��
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〉
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����� 3���� 
 ������ ������ ���
� $ �����

���#4 ��������� �
�# 
�� ���������
 ����"����#� *������	�� 
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������
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� ������ 
#����� ��������� ����� 
�	����
 ���������� ���������

�� ��
����� ��� 
#�������� ���
������ 
 ���������� �������
����� � ��������# �����#�


�"��� ��	�� 
 ���������� �������
����� ���� ������ 
 p��������
������ /���������#�

�������
����� ���������
 �������� � 	��������# �������# ��� !
#
���! ���)��������

�� � �����)��������� ���
���� &���������� -��� 
�� �������#� ���������
 � 
����
#�

*��	)� 
 ����� �� ��	�� �������
����� ���	� �������� 
�� ���� ���������
 � 
�����


#� *��	)� 
 �"��� ������ �������
������ ��� �	
�
������� �������� �� ������ ������

	 �������� � ������ ����	
	 ���	 ������ 	���� ��	����
	��� ��	��� � ��

����
	� � ����� ��� ������� � ������	� �����	�

 �� �������
����� 	
����
� ������	� ���������
�"��� � ����� ���	� ������ 
 ���	��

����	�
�	� *��������
	� 	
����
� ������� ��#��� ����������� 	����������� � ������

�������
����� �������"��� 
 ���	�� 
������(��� �������
����� &����������

������� �������
� ���������

������� �� ������ �������
����� 	 ������� ������������ ���� ��������
��� �������# ����

������  
���� ���� ��������� 6�� �������# ������� ���������� a��������
������ ,����

|ψ 〉 =
∑
i

ψ(ai) | ai 〉 ,

��� 〈 aj | ai 〉 = δji � | ai 〉 � ����# ����� �����
���#� 
�	����
 ������
�	��� ��������� Â�
	����#� ��� �������#� �������� ����	� ���	����#� ���	����� 6������� ���������� |ψ 〉
�� 〈 aj |� ��������.

〈 aj | ψ 〉 =
∑
i

ψ(ai) 〈 aj | ai 〉 =
∑
i

ψ(ai) δij = ψ(aj).

���������� 	
� ����
����� ��
��� ������ ����
������ �����
��� �������
 �����  �������� �����

���
��� ����
����
��
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8�
�	������� 
������ ψ(aj) = 〈 aj | ψ 〉 ���#
����� 
����
� *��	)�� ������# 
 !a$�����

���
�����!� ,�	�� �������

|ψ 〉 =
∑
i

ψ(ai) | ai 〉 =
∑
i

〈 ai | ψ 〉 | ai 〉 =
∑
i

| ai 〉 〈 ai | ψ 〉 =

(∑
i

| ai 〉 〈 ai |
)

|ψ 〉 = 1̂a |ψ 〉 .

,�	�� �������� �������# �������� 1̂a 
 a$�������
����� ����� �������� 
 
���

1̂a =
∑
i

| ai 〉 〈 ai | . 324

����� ������� ����� ����	� ������#
�# ���	��� ,����

|ψ 〉 =

∫
daψ(a) | a 〉 ,

��� 
�	���� ������#
���� ���	��� �������
���# �� δ�*��	)�"� �� ���� 〈 ã | a 〉 = δ(a− ã)�

������� ��	������ ��� ��� ������# � ������#
�#� ���	���� �������# �������� �����

�������
��� 
 
���

1̂a =

∫
da | a 〉 〈 a | . 374

������� ����� ������� �������� ����
������� 	�	 ���	����#�� ��	 � ������#
�#�

����	����� ��	������ ��� 
 ���� ������ �������# �������� �������
�� 
 
���

1̂a =
∑
i

| ai 〉 〈 ai | +

∫
da | a 〉 〈 a | .

����������� ������� ��������� p̂ � x��������	���� � �����������

������� ��������� x̂ � p��������	����

1���� �
�# 
�� �����
���#� *��	)� ��������� �������� p̂ 
 	����������� �������
�

����� 3x$�������
�����4� 6�� �������# ���������� ��������# ������ 6�����0�� 
#�

	���	� �������� �����������"�� 	�	 �� ������	����� �������
����� 6���	� 
 ��������


�	����
 �������� 
 ������� ���������
�� ����������
� ���������� 	 ���	�����	�� 
#�

��������� 
����
#� *��	)� 	��	����#� 	
����
#� ������ 
 �������� �������
������

�������� �������� p̂ ����� ������#
�# ���	�� | p 〉� ������#� 
�	���� 	������� ������
��
��# ����
��� 〈 p̃ | p 〉 = δ (p− p̃)� 9��������� ��� ��������� 	��������# x̂� ���������

374 ����� ��������� ���

p̂ | p 〉 = p | p 〉 ⇒ p̂ 1̂x | p 〉 = p 1̂x | p 〉 ⇒
∫

dx̃ p̂ | x̃ 〉 〈 x̃ | p 〉 = p

∫
dx̃ | x̃ 〉 〈 x̃ | p 〉 .

:



 ������� 〈 x | p 〉 = Ψp(x) �
������ �����
���� *��	)�� ��������� p̂ 
 x��������
������

,�	�� ������� ∫
dx̃ p̂ | x̃ 〉 Ψp(x̃) = p

∫
dx̃ | x̃ 〉 Ψp(x̃).

6������� ��� 
#������� �� 〈x | ��������.∫
dx̃ 〈x | p̂ | x̃ 〉 Ψp(x̃) = p

∫
dx̃ 〈x | x̃ 〉 Ψp(x̃). 3:4

-����� 〈x | p̂ | x̃ 〉 �
������ ����� �������� ��������� p̂ 
 x��������
������  ���� �� ����#�
��'�� ��	)� ��� !
#
���! ���
����� &��������� �#�� ������� ��� 
 	�����������

�������
����� ��������� �������� ��
����� 
������� − i � ∂/∂x� ���"�� �������� ��� ����

��������� �������� 
 	����������� �������
����� ����� 
��

〈 x | p̂ | x̃ 〉 = − i�
∂

∂x
δ (x− x̃) . 3;4

-������� ��� ��� ���� �������� ��������� L̂ 
 	����� �� ��������	� ��#��� ��������"�

������ L (x, x̃) � ����
�� ����
�� L̂ �� �����
�����" *��	)�" Ψ(x) �������
��"� 
 
���

L̂Ψ(x) =

∫
dx̃ L(x, x̃) Ψ(x̃).

 ������������ 6���	� 〈 x | L̂ | x̃ 〉 ≡ L(x, x̃)�

����� Ĉ = Â B̂ � 
�� ��� ��������� ���"� ��0� ������#
�# ���	��� ,���� ���
�����

��� ���� ��������� Ĉ �
����� � ������ ���������
 Â � B̂ *������

〈 x | Ĉ | x̃ 〉 =

∫
dy 〈x | Â | ỹ 〉 〈 y | B̂ | x̃ 〉 .

+�� *������ ���
����� !���
���� �
�� ��������! � ������ 	�"��
�" ���� 
 ����������

*������
�	� *��������
	� 	
����
� ������	��

������� ��	������ ��� ���� ��������� x̂ 
 x��������
����� ����� �������� 
 
���

〈x | x̂ | x̃ 〉 = x δ (x− x̃) .

������� ��������� !���
��� �
�� ��������! � ��������� ����#��'� ������� ���� 


x��������
����� ���� ��������� x̂n�

�� 
#������� 3:4 � ������ �
���� 
��� ��������� p̂ 
 x��������
����� 3;4 �������� ���

−i�
∫

dx̃
∂

∂x
δ (x− x̃) Ψp(x̃) = p

∫
dx̃ δ (x− x̃) Ψp(x̃).

;



����� ���
�������� ���������
���� �� dx̃ �������� �����"'�� ��**����)������� ���
���

��� �� Ψp(x).

−i� ∂

∂x
Ψp(x) = pΨp(x). 3<4

=�0����� ���
����� 3<4 ������ �	�������� 
���

〈 x | p 〉 = Ψp(x) = N eipx/�,

���N��������
���# ���������� 1����N � �� �������
������ ����
�� 〈 p | p̃ 〉 = δ (p− p̃)

��������� p̂ ��������� ���

δ (p− p̃) = 〈 p | p̃ 〉 = 〈 p | 1̂x 1̂x̃ | p̃ 〉 =

∫
dx dx̃ 〈 p | x 〉 〈x | x̃ 〉 〈 x̃ | p̃ 〉 =∫

dx dx̃Ψ∗
p(x) δ (x− x̃) Ψp̃(x̃) =

∫
dxΨ∗

p(x) Ψp̃(x) =

|N |2
∫

dxe−ix(p−p̃)/� = 2π� |N|2
∫

dy

2π
e−iy(p−p̃) = 2π� |N|2 δ (p − p̃) .

��� 
#��������� �#�� ��������
��� �����"'�� ������������ �������
����� δ�*��	)��

δ(ζ) =

∫ +∞

−∞

dη

2π
eiηζ =

∫ +∞

−∞

dη

2π
e−iηζ .

,�	�� �������� �������
���# 	��**�)���� �������
�� 
 
���

N =
1√
2π�

eiφ,

��� φ������
������ ������"������ *���� 	�����" ����� �������� ��
�� ���"� ,�	��

�������� �����
���#� *��	)�� ��������� p̂ 
 x��������
����� ����

〈 x | p 〉 = Ψp(x) =
1√
2π�

eipx/�, 3>4

8����
���#� *��	)�� ��������� x̂ 
 p��������
����� ���"� 
��

Φx(p) = 〈 p | x 〉 = (〈x | p 〉)∗ = Ψ∗
p(x) =

1√
2π�

e−ipx/�. 3?4

�� 3?4 �������� ��� *��	)�� Φx(p) ���
���
����� ���
����"

i�
∂

∂p
Φx(p) = xΦx(p),

�� ���� 
 ���������� �������
����� �������� x̂ ����
��� �� ���
���

x̂Φx(p) = i�
∂

∂p
Φx(p).

<



������� ��	������ ��� 
 ���������� �������
����� ���� ���������
 x̂ � p̂ ���"� 
��

〈 p | x̂ | p̃ 〉 = i�
∂

∂p
δ (p− p̃) ,

〈 p | p̂ | p̃ 〉 = p δ (p− p̃) .

������� 1��� ���� ��������� x̂n 
 p��������
������

����� �����	� ������� ���� a� � b��������	������

=��������� a$ � b$�������
������ 	����#� ������"� ����	� ������#
�#� ���	����� ,����

�����
����# 
�	��� ��������� 	
����
� ������# |ψ 〉 ����� ��������� �� ������ ������
"'�� �������

|ψ 〉 =

∫
daψ(a) | a 〉 =

∫
db ψ(b) | b 〉 ,

��� 〈 a | ã 〉 = δ(a− ã)�
〈
b | b̃

〉
= δ(b− b̃) � �������
���#� �����
���#� 
�	���� ��	����#�

������
�	�� ���������
 Â � B̂� �� ���� Â | a 〉 = a | a 〉� B̂ | b 〉 = b | b 〉� /��**�)����#
ψ(a) = 〈 a | ψ 〉 � ψ(b) = 〈 b | ψ 〉 �
��"��� 
����
#�� *��	)���� 	
����
� ������# 
 a$

� b$�������
������ ����
����
�����

/�	 ������ �� a��������
����� 	 b��������
����" � ��������@ 6�� ����� ���� �����


#������ ψ(a) ����� ψ(b) � �� �
���� 
��� ���������
 
 a��������
����� ����� ��������

�
�# 
�� ���������
 
 b��������
������

����� �	��� ��
������ ��������� � ���
����� ��	����
	����

8������ ���������� �
��� ����� 
����
#�� *��	)����� 6������� 
#������� |ψ 〉 =∫
daψ(a) | a 〉 �� 〈 b |� ,����

ψ(b) = 〈 b | ψ 〉 =

∫
daψ(a) 〈 b | a 〉 ≡

∫
daψ(a) Ψa(b), 3A4

��� 〈 b | a 〉 ≡ Ψa(b) � �����
���#� *��	)�� ��������� Â 
 b��������
������ �
�# 
�� 	����

�#� ���������� �� ���
�����∫
db̃
〈
b
∣∣∣ Â ∣∣∣ b̃〉 Ψa(b̃) = aΨa(b). 3B4

� ����
�� �������
	� ∫
dbΨ∗

ã(b) Ψa(b) = δ (a − ã) .

>



C��
����� 3B4 ���	� 
#
������ �� )����	� ���������
���

Â | a 〉 = a | a 〉 ⇒ Â 1̂b̃ | a 〉 = a 1̂b̃ | a 〉 ⇒
∫

db̃ Â
∣∣∣ b̃〉 Ψa(b̃) = aΨa(b)

∣∣∣ b̃〉 .
6������� ��������� ��
����
� �� 〈 b | � � ������ ����
��

〈
b | b̃

〉
= δ(b − b̃) �������

*������ 3B4�

������� �������� ����
�� �������
	� ��� *��	)� Ψa(b)�

������� /�	 ����� 
#������� ���
����� 3B4 � ����
�� �������
	�� ���� ��������# Â �

B̂ ���"� ����	� ���	����# ���	��@

������� /�	 ����� 
#������� ���
����� 3B4� ���� ���� ��������� Â 
 b��������
�����

����� 
�� 〈 b | Â
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ψ(a) ≡ 〈 a | ψ 〉 =

∫
db ψ(b) Φb(a), 32D4

��� Φb(a) ≡ 〈 a | b 〉 = (〈 b | a 〉)∗ = Ψ∗
a(b) $ �����
���#� *��	)�� ��������� B̂ 
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daψ∗(a)ψ(a) = 1,

∫
db ψ∗(b)ψ(b) = 1.
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�������� 6�� ����� ������ ������� Â ≡ x̂�

B̂ ≡ p̂� ,���� �� *����� 3>4 � 3?4 
#��	���� ��� Ψa(b) ≡ Ψp(x) = eipx/�/
√

2π� � Φb(a) ≡
Φx(p) = e−ipx/�/

√
2π�� =��������� �����
������� 
�	���� ��������� ������ 
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|ψ 〉 =

∫
dp ψ(p) | p 〉 =

∫
dxψ(x) |x 〉 ,
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ψ(x) =

∫
dp ψ(p) Ψp(x) =

∫
dp√
2π�

eipx/�ψ(p)

� 32D4.

ψ(p) =

∫
dxψ(x) Φx(p) =

∫
dx√
2π�

e−ipx/�ψ(x)
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���� ���� ����� �� ��������� 〈 a | L̂ | ã 〉 
 a$�������
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〈 a | L̂ | ã 〉 = 〈 a | 1̂b L̂ 1̂b̃ | ã 〉 =

∫
db db̃ 〈 a | b 〉

〈
b
∣∣∣ L̂ ∣∣∣ b̃〉 〈 b̃ | ã〉 .
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〈 a | L̂ | ã 〉 =

∫
db db̃Ψ∗

a(b)
〈
b
∣∣∣ L̂ ∣∣∣ b̃〉 Ψã(b̃). 3224
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����� 〈x | x̂ | x̃ 〉 = x δ (x− x̃)� �� 3224 ��������

〈 p | x̂ | p̃ 〉 =

∫
dx dx̃Ψ∗

p(x) 〈 x | x̂ | x̃ 〉Ψp̃(x̃) =

1

2π�

∫
dx dx̃ e−ipx/� eip̃x̃/� x δ(x− x̃) =

1

2π�

∫
x dx e−ix(p−p̃)/� =

i�
∂

∂p

∫
dy

2π
e−iy(p−p̃) = i�

∂

∂p
δ (p− p̃) ,
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f̂ =

∫
df | f 〉 f 〈 f | , 3274

��� f̂ | f 〉 = f | f 〉 �
〈
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〉
= δ

(
f − f̃

)
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f̂n =

∫
df | f 〉 fn 〈 f | , 32:4
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f̂ 2 = f̂

∫
df̃
∣∣∣ f̃ 〉 f̃ 〈 f̃ ∣∣∣ =

∫
df df̃ | f 〉 f

〈
f | f̃

〉
f̃
〈
f̃
∣∣∣

=

∫
df df̃ δ

(
f − f̃

)
| f 〉 f f̃

〈
f̃
∣∣∣ =

∫
df | f 〉 f 2 〈 f | ,
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df | f 〉 F (f) 〈 f | ≡ F (f̂). 32;4
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ψ(ai) | ai 〉
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wai
= |ψ(ai)|2 . 32<4
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Ĥ |ψ 〉 = E |ψ 〉 .
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dã 〈 a | Ĥ | ã 〉 ψ(ã) = E ψ(a).
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〈x | V (x̂) | x̃ 〉 = V (x) δ (x − x̃) ,〈
x

∣∣∣∣ p̂2

2m

∣∣∣∣ x̃
〉

=
1

2m

(
−i� ∂

∂x

)2

δ (x − x̃) = − �
2

2m

∂2

∂x2
δ (x − x̃) .
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ψ(x) = ψ(x),
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ψ(p) +

∫
dp̃
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V (p− p̃)ψ(p̃) = E ψ(p),
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V (p− p̃) =

∫
dx e−ix(p−p̃) V (x).
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